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OZET

KESIRLI INTEGRALLER ICIN HERMITE-HADAMARD-FEJER TiPLI
ESITSIZLIKLER
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Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiiksek Lisans Tezi, 57 Sayfa

Danigsman: Dog¢.Dr.Erhan SET

Bu tez dort bolimden olugsmaktadir. Birinci bolim girig niteliginde olup bu boliimde
esitsizlikler ve konveks fonksiyonlarin tarihsel gelisimi hakkinda bilgiler verilmistir. Tkinci
boliimde konveks fonksiyonlar ile ilgili temel tanim ve teoremlerden bahsedilmis ve ayrica
tezde kullanilan literatiirde iyi bilinen integral esitsizliklerine yer verilmistir. Uglinci
boliimde Riemann-Liouville kesirli integral hakkinda bilgiler ve ilgili Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler verilmistir.

Dordiinct boltimde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integral yardimiyla konveks fonksi-
yonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikler verilmistir. Bu bélimiin ikinci
kismin-da ise s-konveks fonksiyonlar i¢cin Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren bazi
yeni Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard
esitsizligi, Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi, Riemann-Liouville
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HERMITE- HADAMARD-FEJER TYPE INEQUALITIES FOR
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This thesis consist of four chapters. First chapter is the introduction chapter that in-
cludes informations about the historical development of convex function and inequalities.
In the second chapter, fundamental definitions and theorems related to convex functions
are mentioned. Moreover, integral inequalities which were used in the thesis and known in
the literature are given. In the third chapter, the informations about Riemann-Liouville
fractional integral and its associated Hermite-Hadamard type inequalities are given.

In the fourth chapter, firstly, Hermite- Hadamard-Fejer type inequalities for convex func-
tions via Riemann-Liouville fractional integral are given. In the second part of this chapter
some new Hermite-Hadamard-Fejer type inequalities for s-convex functions including the
Riemann-Liouville fractional integrals have been established.
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hocam Sayin Do¢. Dr. Erhan SET’e tegekkiir ve stikranlarimi sunarim.

Tezin yazim agamasinda yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Sayin Yrd.Dog¢.Dr. Serkan
KARATASa ve degerli yiiksek lisans arkadaslarm Necla KORKUT ve Barig CELIK’e

tesekkiir ederim.

Ayrica, cahgmalarim boyunca desteklerini esirgemeyen Ordu Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimii ogretim tiyeleri ve aragtirma gorevlilerine en i¢ten siikranlari-
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(aligmalarim boyunca gostermis olduklar: sabir ve manevi desteklerinden dolay1 aileme

stikranlarimi sunarim.
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1. GIRIS

Matematikte “ esitsizlik” iki deger arasindaki farki ifade eden bir iligkidir. 19. ytizyildan
itibaren egitsizlikler matematigin bir¢ok alaninda onemli rol oynamakta ve esitsizliklerin
fizik ve miithendislik gibi gesitli bilim dallarinda bir¢ok uygulamasi bulunmaktadir. Bu
yuzden esgitsizlik teorisi bircok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmis ve tarihsel geligimini diger
bircok alanla iligkili olarak bugiine kadar siirdiirmiigtiir. Esitsizlik teorisine iligkin ilk
monografi yaymlandiginda hentiz 1930'lu yillardi. 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve
Polya [11] tarafindan yazilan “ Inequalities” isimli bu ilk kitap hizla gelisen bir alani sis-
tematiklegtirmek i¢in yapilan ilk eserdir. Bu kitabin bircok baskisi olmakla birlikte bugiin
hala yeni baskisida bulunmaktadir. Bu kitabin basimindan sonra esitsizliklere artan ilgi
bu alanda, bir¢ok kitabin yayimlamasina yol agmigtir. Bunlardan bazilar1 “ Inequalities ”
E.F. Beckenback ve R. Bellman [5], ¢ Analytic Inequalities " Mitrinovi¢ [16], “ Classical
and New Inequalities in Analysis 7 Mitrinovi¢ ve ark. [17], “ Mathematical Inequalities
” Pachpatte [20] , “Convex Functions Partial Orderings and Statistical Applications ”

Pecari¢ ve ark. [21] “ Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applica-

tions ” Dragomir ve Pearce [8] isimli kitaplardir.

Esitsizlikler teorisinin gelisgmesinde 6nemli rol alan kavramlardan biride konveks fonksiyon
kavramidir. Konveksligin basit ve dogal tanimi Archimedes’e ve onun ¢ok iinlii olan 7 (pi)
degerini hesaplamasina kadar uzanmakla birlikte matematikte yer almasi 19.ytizyilin sonu
ve 20.ytizyilin baglar1 olarak gosterilebilir. 19.yiizyilin sonlarinda Hermite ve Hadamard’ in
caligmalar1 agikca belirtilmesede bu tiirden fonksiyonlardan bahsedilmektedir. Konveks
fonsiyonlar ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan
caligitlmigtir. Jensen’in bu ¢aligmalarindan sonra konveks fonksiyonlar teorisi esitsizliklerle

birlikte oldukga hizli bir gelisme gostermis ve bircok kitap yazilmistir.

Konveks fonksiyonlarin matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi gibi
matematigin bircok alaninda, tip, sanat ve endiistri gibi diger bilim dallarinda uygula-
mas1 oldugu gibi giinliik yasantimizda yeri vardir. Ornegin ayakta durug posizyonumuzda
ayaklarimizin kapladigi konveks alanin icine agirlik merkezinin dik izdiigimii boyunca

dengemizi saglamaktayiz.

Konveks fonksiyonlar ile esitsizlikler teorisi arasindaki iligki oldukc¢a 6nemli ve faydalidir.

Bircok 6nemli esitsizlik konveks fonksiyonlarn yardimiyla elde edilmistir. Ornegin 1881’de



Hermite tarafindan ifade edilen ve bugiin bircok kaynakta Hermite-Hadamard esitsizligi

olarak adlandirilan egitsizlik bunlardan birtanesidir.

Hermite (1822-1901), Ekim 1881’de, Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdig
asagidaki ifadeyi bir mektup ile sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) su sekilde
basildi.

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f (x) une Fonction qui varie

toujours dans le méme sens de x = a, x = b. On aura les relations

atb f(a)+f(b)
2 2

(b—a)f( )</abf(x)da:<(b—a)

ou bien

(b—a)f(a;b) >/abf<x>dx>(b_a>w

suivant que la courbe y = f (x) tourne sa convexité ou sa concavite vers ’axe des abcisses.”

Bu 6nemli egitsizlikler, integraller i¢in ortalama deger teoreminin fonksiyon ve goriintii-
lerin ortalama degerlerine iligkin bir esitsizlik olup fonksiyonun konkav veya konvekslik

durumuna gore degisir.

Daha sonra 1906 yilinda Fejer (1880-1959) trigonometrik polinomlar: ¢ahigirken Hermite’in

sonuclariin genellestirilmesi olan

15 ot < [ s@gtaar < LOEIE o

esitsizliklerini elde etmistir. g(x) =1 ve z € (a,b) i¢in Hermitin esitsizlikleri elde edildigi
acikca goriilmektedir. Fejer’in bu sonucu ile ilgili 6zellikle son yillarda olmak tizere birgok

caligma literatiirde mevcuttur.

Esitsizlik teorisinin gelismesine son yillarda ivme kazandiran kavramlardan biride kesirli
tiirev ve kesirli integral kavramidir. Kesirli tiirev ve integral kavrami ilk olarak Liouville
tarafindan tanitildi ve literatiirde Riemann-Liouville kesirli tiirev ve kesirli integrali olarak
bilinmektedir. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integrallerin sadece tam-
sayilar i¢in var midir sorusundan yola ¢ikilarak ortaya ¢ikti. Fuler kesirli tiirevi ele aldi.

17. ylzyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger bir ¢ok mate-



matikcinin, kesirli mertebe icin diferansiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan
oncii caligmalariyla gelismeye baglamistir. Keyfi mertebeli diferansiyel ve integrasyon
kavramlari, tamsayr mertebeli tiirev ve n-kath integralleri birlestiren ve genellegtiren
kavramlardir. Kesirli tiirev ve kesirli kavramlar: hakkinda yayimnlanan ilk kitap 1993’de

S.G. Samko, A.A. Kilbag ve O.I. Marichev [23] tarafindan yazilmigtir.

Bu tezin amaci Riemann- Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde edilen Hermite-
Hadamard tipli ve Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikleri biraraya getirerek sistematik
bir gsekilde okuyucuya sunmak ve konveksligin farkli bir siifi olan s-konveks fonksiyon-
lar i¢in elde edilen yeni kesirli Hermite-Hadamard-Fejer tipli egitsizlikleri vermektir. Bu
konuda oldukca fazla calisma yapildigindan dolay1 oncelikle bu konular ile ilgili temel

tegkil eden makalelere agirlik verilmigtir.



2. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde literatiirde gegen ve tezin hazirlanmasinda kullanilan bazi temel kavram-

lar ve teoremler ile baz1 teoremlerin ispatlarina yer verilecektir.

2.1 Konveks Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1 (Lineer Uzay): L bog olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun.

+:LxL— Lve-:FxL— Liglemleri tammmlansin. Agagidaki sartlar saglaniyorsa

L’ ye F cismi lizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir:
A) L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,
Gl.V z,y € Licin x +y € L dir.
G2. Vax,y,z€ Ligmzx+ (y+ 2) = (r + y) + z dir.
G3. Vx € L igin x + 6 = 0 + z olacak sekilde 6§ € L vardur.
G4. Vx € Licin x + (—z) = (—z) + « = 6 olacak sekilde —x € L vardir.
G5. Vz,y€e Licinx+y=y+ x dir.
B) xz,y € L ve a, § € F olmak tizere agagidaki sartlar saglanir:
L1l. a.x € L dir.
L2. a.(z+y) = a.x + ay dir.
L3. (a + B).x = a.x + B.x dir.
L4. (a.f).x = a.(f.x) dir.
L5.1.2 = x dir.( Burada 1, F' nin birim elemanidir.)

F =R ise L reel lineer uzay, F' = C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir [2].



Tanim 2.1.2 (Lineer Doéniisiim) F bir cisim ve , V ve W'de F cismi tizerinde tanimh
iki lineer uzay olsun. v,v € V ve ¢ € F olmak tizere T': V — W doniigiimii

(@) T(w+v) =T () +T (v)

(b) T (cv)=¢cT(v)

sartlarmi saghiyorsa T ye V tizerinde lineer déniigiim denir. Ozel olarak V=W ise

T :V — V lineer déniigiimiine bir lineer operator denir [2].

Tanim 2.1.3 (Konveks Kiime) L bir lineer uzay A C L ve z,y € A keyfi olmak iizere
B={z€L:z=tz+(1—-t)y, 0<t<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a) y esitligindeki x ve
y’nin katsayilar: igin « + (1 — «) = 1 bagimtist her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks
kiime tanmmindaki o, (1 — ) yerine a + § = 1 sartim saglayan ve negatif olmayan «,
reel sayilarin alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug noktalar1 x ve y olan bir dogru
parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve iki noktasini

birlegtiren dogru parcasin ihtiva eden kiimedir [4].

Sekil 2.1: Konveks Kiimeler

x

.

o~

'd

Sekil 2.2: Konkav Kiimeler

Tamim 2.1.4 [ = [a,b] C R olmak {izere f: | 2 R,a<z<y<b, a,belvete]|0]1]
icin

fle+ A =t)y) <tf(z)+1—1)f(y) (2.1.1)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [18].



Eger t € [0,1] kapali arahgindaki u¢ noktalar1 digarida birakirsak o zaman konveks

fonksiyon sartindaki “<” yerine “<” gelir yani

flr+ (1 —t)y) <tf(x)+(1—1)f(y)

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir.

r,ye€l, p,g>0,p+q>0icn

fcw+w)<pf@%ﬂﬁ@)
p+q )~ p+q

esitsizligi (2.1.1) esitsizligine denktir [16] .

“—f” konveks (kesin konveks) ise o zaman f ye konkav (kesin konkav) denir. Eger f
fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f afin dontigimdiir. Bu afin dontisiim uygun
m ve n sabitleri i¢in ma + n seklindedir. Geometrik olarak tx + (1 —¢)y noktasinda f'nin
egri iizerinde aldig1 deger (z, f (z)) ve (y, f (y)) noktalarimi birlegtiren dogru pargasimin
iizerinde aldigi degerlerden her zaman daha kiiciiktiir, yani bu iki noktay1 birlegtiren
kirig (dogru pargasi) her zaman egrinin [z,y| araliginda kalan kisminin iizerinde veya

ustundedir.

Sekil 2.3: Konveks Fonksiyon

Gergekten, (z, f (x)) ve (y, f (y)) noktalarindan gegen dogrunun denklemi;



dir. Burada s =ty + (1 — t) = yazlirsa

Lity+(1—-t)z) = f(z)+

olur. Boylece (2.1.1) esitsizligi

fly+ (A —t)z) <L{ty+ (1 -t)z)=tf(y)+ (1 —1)f(2)
elde edilir.

Tanim 2.1.5 (Jensen Esitsizligi) f, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ¢; € [0,1] i¢in

n
Z t; = 1 ve her x; € [a,b] i¢in agagidaki esitsizlik gegerlidir.
i=1

1
Bu egitsizlikte ozel olarak t; = ty = t3 = ... = t, = — aliarak tekrar diizenleme
n
yapilirsa
D i1 Ti 1 .
F(ERm) < iy
n n

elde edilir.



Gergektende f, [a,b] araliginda bir konveks fonksiyon ve ¢; € [0,1] i¢in Zti =1
i=1
oldugundan her z; € [a, b] i¢in indiiksiyonla

f (tlxl + tgl’g + ..+ tn—lxn—l + tnxn)

- f ((1 — tn) ((t—lxl + ...+ tn—l xn—l) + tnxn)

1—t,)

IN

(1—tn)f<((1f—1tn)x1+...+ bt xn_1>)+tnf(xn)

< (- { T )+t 2 ) |+ ] )

= tf (z1) +taof (22) + .. + 1] (70)
oldugu gortliir.

Teorem 2.1.1 f:[a,b] = R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

U= {(z,y)|a<x<b, f(r) <y}

kiimesinin konveks olmasidir.

ispat.

Sekil 2.4: U Konveks Kiimesi



Kabul edelim ki f bir konveks fonksiyon ve A = {z1,11} ve B = {x2,y2} noktalar
U={(z,y) | a <z <b, f(r) <y} kiimesi iizerinde iki nokta olsun. Bu taktirde ¢t € [0, 1]

olmak tizere
tB+(1—t)A=(tea+ (1 —t)z,tys + (1 — 1) y1)
ifadesinin U’ya ait oldugunu gostermek icin
a<tro+(1—1)x1 <b (1)

ve

flog+ (1 —t)x) <tya+ (1 =) Y1 covvvveennn (2)

oldugu gosterilmelidir. Birinci durum igin x; ve xs [a, b]’ye ait oldugundan ispat aciktir.
Ikinci duruma gelince f konveks oldugundan
faa+ (1 —t)m) < tf (x2) + (1 —1) f (21)
yazilir. Buradan da f (x2) < ys ve f(x1) < y; oldugu gozoniine almirsa
[+ (L =t)z) <ty + (1 —1)p
bulunur.

Simdi de tersine U konveks iken f'nin konveks oldugunu gosterelim. xi,z5 € [a, ]
olsun. A = {xy, f(z1)} ve B = {z, f(x9)} noktalarmm U’ ya ait oldugu aciktir.
U konveks oldugundan ¢ € [0,1] i¢in A ve B noktalarin birlestiren noktalarin kiimesi,

yani tB + (1 —t) A da U’ ya aittir. O halde
(tzo+ (L =t)a, tf (x2) + (1 —t) f(z1)) €U

olur. Dolaywisiyla f(tzg+ (1 —t) 1) < tf (z2) + (1 —1t) f(x1) yazlabileceginden f

konvekstir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 2.1.2 f: [a,b] - R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
f (@) = f (wo)

r — X9

xy € la,b] ve x # x¢ i¢in P (z) = fonksiyonunun azalmayan olmasidir.



Y

ispat. Farzedelim ki f konveks olsun. P (z)’ in azalmayan oldugunu gostermek icin

x <y iken P (x) < P (y) oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in

L.Durum :xg < x <y
2. Durum : x < xg <y p u¢ durum soz konusudur.
3.Durum :x <y < xg

Simdi 1.durumu goz oniine alalim. f’nin konveksligi kullanilarak

P@)<P(y) & I (32 - i 5%) <! (y; - i (E‘””)
& (fl@) = o)y = 20) < (f(y) = f(z0)) (@ = 7o)
& (y—20)f(@) < (F(y) = F@o))x = w0) + f(w0)(y - w0)
& @) < =2 l) — =2 f(w0) + fwo)
T — Xy Yy—x
& f@ < (o) fw+ (=)@
o S ) < (G ) )+ () ()

yazilir. Dolayisiyla x < y i¢in P(z) < P(y) olur.

2. durumu goz oniine alahm. Yani x < xy < y olsun. Bu taktirde f'nin konveksligi

kullamlarak

P(z) < Ply) < f(xi - g%) < ﬂy; - isl"))
JNPLCHES GOS8
& (y—20)(f(z0) — f(2)) < (w0 — 2)(f(y) — f(20))
< (y—20)f(20) — (y — o) f(2) < (w0 — 2) [(y) — (w0 — @) f (o)
& —(y—x0)f(x) < (xo—2)f(y) — (20 — 2) f(0) — (y — 20) f(20)
& —(y—xo)f(x) < (xo—2)f(y) + flzo)(® — 20 — Y + 20)
& —(y—z0)f(z) < (x0 —2)f(y) + (2 —y) f(20)
& —(z —y)flzo) < (zo — ) f(y) + (v — 20) f(2)
& feo) < (S0 ) @+ (5= ) W)

i3
—

U, e (VTR0 (T8 g

y—z y—T

oldugu gortliir.
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3. durumu g6z oniine alalim. Yani x < y < xg olsun. f’nin konveksliginden

P)<Ply) « L (32 - i O(”“"O) <! (y; - i ix‘))
o JE) = f@) _ flxo) = f(y)
& (f(x;)) — f(2))(zo — yo) Sy(f(xo) — fW)(@o — )
& fxo)(zo —y) = f(2)(x0 — y) < flwo)(wo — ) = f(y)(wo — 2)
& (o —2) f(y) < f(wo)(wo — ) — flzo)(x0 — y) + f(2) (20 — Y)
& (w0 —2)f(y) < fxo)(wo — 7 — w0 +y) + f(2)(x0 — ¥)
& (zo—2)f(y) < fzo)(y - ) + f(@)(zo — y)
& fly) <25 yf(w) + L f(wo)

3

0
Ty — - Ty — —x
(e 225 0) £ (220 )+ (22 o
370_55 To — T o — & To— X
yazilir. Boylece 3 durumda ispatlanmis olur.

Teorem 2.1.3 (Ortalama Deger (Lagrange) Teoremi) [ : [a,b] — R fonksiyonu

la, b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda,

f(b) = fla) = f'(c)(b—a)
olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktas: vardir [14].

Teorem 2.1.4 (ikinci Tiirev) Eger f : [a,b] — R fonksiyonu diferansiyellenebilir ve
tiirevi azalmayan ise f konvekstir. Ozellikle f’ nin ikinci dereceden diferansiyellenebilir

ve f”(z) > 0ise f konvekstir.

Ispat. = € la, b] arahig1 i¢in f'(x)’in azalmayan tiirevli olmas1 f”(z) > 0 oldugunu gosterir.
Dolayisiyla f(z) azalmayan tiirevli iken f fonksiyonunun konveks oldugunu gosterecegiz.
x=th+ (1 —t)a,t € [0,1], [a,b] kapali araliginda bir nokta olsun. Ortalama deger

teoremine gore;
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ve

flle) < f(d)
tL=1)(b—a)f(c) < tL=1)(b—a)f(d)
(1=0)(f(z) = fla)) < t(f(b) — f(x))

f(@) = fla) =if(x) +tf(a) < tf(0) —tf(x)
flx) < (L=1)f(a) +1f(b)
ftb+ (1 —t)a) < tf(b)+(1—1)f(a)

olup f konvekstir. Boylece ispat tamamlanir.

Konvekslik ve Konkavligin Bir Geometrik Yorumu

x,y,2" ler < y < z olacak sekilde [a, b] araliginda birer nokta olsun. Eger XY Z
tiggenin kogeleri X = (z, f (z)),Y = (y, f (y)) ve Z = (z, f (2)) koordinatlarina sahipse

bu takdirde tiggenin alan

1

dir. Burada
1z f(z)
A=11 vy [f(y) dir.
1z f(2)
Alan pozitif yada negatif olabilir. Bu XY Z tiggeninin pozitif yonlii (saatin tersi yoniinde)
yada negatif yonlii olmasina baghdir. Asagidaki grafiklerde de gosterildigi gibi fonksiyon
konveks ise A > 0, konkav ise A < 0 dir. Gergekten de

A>0 < detA>0
= (@-yfl)-GE-2)fy)+y—2)f()>0
= )< —2f@)+I=f()

12



—x
dir. Buradan ¢ = 2 alimrsa 0 <t <1,1—t =%
z— zZ—X

fltz+ (1 —tx)) <tf(z)+ (1 —1) f(z)

elde edilir. Bu da f’nin konveks oldugunu gosterir.

Sekil 2.6: Konkav fonksiyon (A < 0)

Simdi esitsizlikler elde etmek i¢in konveks fonksiyonlarin, kullanildigi birkag 6rnek

verelim.

Ornek 2.1.1 n > 1licin; f () = 2™ fonksiyonu R da konveks iken n ¢ift olmak sartiyla
f (x) = 2™ fonksiyonuda R’de konvekstir.

Gergekten de f”(z) =n(n — 1) 2" ? > 0 oldugundan her iki durumda da f konvekstir.

13



Ornek 2.1.2 f (x) = €” istel fonksiyonu R de konvekstir. Clinkii Vo € R i¢in f"(z) =

e > 0 dir.

Ornek 2.1.3 Z x; = 1 olacak sekilde xy, o, ..., x,, reel sayilari icin
i=1

oldugunu gosterelim. f(z) = 7= fonksiyonun f” (z) > 0 iken (0, 1) araliginda konveks

oldugu gercegini kullanalim;

I e— 1
52 1_%:5;f(1’i)

- f(i%“>:f<%):m—1m

i=1

yazilir. Boylece
SRR
i1 \/1—.’131 - \/TL—]_

olur. Buradan

Yo @i > +/n elde edilmesi Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

yazilir. Dolayisiyla

bulunur.

Tanim 2.1.6 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f, I araliginda tamimh bir fonksiyon

olsun. Bu durumda, Vi, x5 € I igin x5 > x; iken

i) f(z2) > f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde artandir,
ii) f(z2) < f(x1) ise f fonksiyonu [ tizerinde azalandir,
iii) f(xg) > f(z1) ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandir,

iv) f(xe) < f(zq) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir denir [1].
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Onerme 2.1.1 (Konveks fonksiyonlarla ilgili iglemler)

i) Aymi aralik iizerinde taniml iki konveks fonksiyonun toplami yine bir konveks fonksiyon-

dur. Bu toplamda biri kesin konveks ise toplamda kesin konvekstir.

ii) Bir (kesin) konveks fonksiyonun pozitif bir skalerle garpimi da (kesin) konveks fonksiyon-

dur.

iii) Tanmmlandigi arahigin bir alt araligina kisitlanmig her (kesin) konveks fonksiyon yine

bu aralikta (kesin) konveks fonksiyondur.

iv) Eger f : I — R bir kesin konveks fonksiyon ve g : R — R azalmayan (artan) bir

konveks fonksiyon ise f o g bilegkesi de (kesin) konveks fonksiyondur.

v) f, I ve J araliklar arasinda tam bir egleme (birebir ve érten) olsun. Eger f artan ise
f’nin (kesin) konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f~! in (kesin) konkav olmasidir.

Eger f azalan bir egleme ise f ve f~! aym tip konvekstir. [18]

Teorem 2.1.5 [ fonksiyonu [a, b] arahiginda konveks ise

i. f, (a,b) arahgimnda stireklidir ve

ii. f, [a,b] arahginda simirhdir. [3]

Tanim 2.1.7 (J-Konveks Fonksiyon) I, R de bir aralik olmak tizere Va,y € I igin

() < 1

2 - 2
sartini saglayan, f fonksiyonuna I tizerinde Jensen anlaminda konveks veya J — konveks

fonksiyon denir [16].

Tanim 2.1.8 (Kesin J-Konveks Fonksiyon) Vz,y € I ve z # y icin

TGO

oluyorsa, f fonksiyonuna I tizerinde kesin J — konveks fonksiyon denir [16].

Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon J — konveks fonksiyondur [16].
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Tanim 2.1.9 (Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) «,5 > 0, a®* 4+ 3° = 1 ve

s € (0,1] olmak iizere tiim u,v € RTigin f : Rt — R fonksiyonu

flau+Bv) <o’ f(u) + B°f (v) (2.1.2)

esitsizligini sagliyorsa f ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonun
sifi K! ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir.[19]

Tanim 2.1.10 (ikinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) o, >0, a+8=1ves¢E

(0, 1] olmak tizere tiim u,v € RTigin f: RT™ — R fonksiyonu

flou+pv) < a’f (u) + 5°f (v) (2.1.3)

esitsizligini sagliyorsa f’ ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonun
simifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav
olarak adlandirilir.[6, 12]

Yukarida verilen her iki s-konveks fonksiyon tanimlari i¢in s = 1 olmasi durumunda bilinen

konveks fonksiyona dontigiir.

Teorem 2.1.6 0 < s < 1 olsun. Eger f € K? smifina ait bir fonksiyon ise f, [0,00)

araliginda negatif degildir [12].

Teorem 2.1.7 f € K? olsun. Vu,v € R, (Ry =[0,00)) , Vo, 3 >0 ve a+ 3 < 1 olmak

lizere (2.1.2) esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart f (0) = 0 olmasidir [12].

Teorem 2.1.8 (a) 0 < s < 1 olsun. Eger f € K? simfina ait bir fonksiyon ve f (0) =0

ise f € K! smifina ait bir fonksiyondur,

(b) 0 < s1 < sy < 1olsun. Eger f € K2 smufina ait bir fonksiyon ve f(0) = 0 ise

[ € K2 smifna ait bir fonksiyondur,

() 0 < s < sy <1olsun. Eger f € K} smufina ait bir fonksiyon ve f(0) < 0 ise
f € K} smfa ait bir fonksiyondur [12].
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2.2 Konveks Fonksiyonlar icin Esitsizlikler

Tamm 2.2.1 (Olgiilebilir Fonksiyon) FE 6lciilebilir bir kiime olmak fizere f bu kiime
tizerinde tamimlh ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayisi i¢in
f(z) > K olan z € E degerlerin kiimesi 6l¢iilebilirse f fonksiyonuna olgiilebilir fonksiyon

denir.

Tamm 2.2.2 (Lebesgue Integralinin Varlik Teoremi) Sonlu 6l¢iimlii E kiimesi iize-

rinde f fonksiyonu sinirh ve olgiilebilir ise Lebesgue integrali vardir.

Teorem 2.2.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f: 1 — R konveks fonksiyon olmak

tizere, her a, b € I ve a < b igin,

a ’ a
f( ;b)gbia/af(x)dxgw (2.2.1)

esitsizligine Hermite-Hadamard egitsizligi denir. Burada f fonksiyonunun konkav olmasi

esitsizligi tersine gevirir [6].

Ispat. f fonksiyonu siirekli ve sinirh oldugundan dolay: [a, b] araliginda integrallenebilirdir.

Konvekslik tanimindan

flta+(1—1)b) <tf(a)+(1—1)f(b)

esitsizligi saglamir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] araliginda t’ye gore integrali

alimirsa

/1f(ta+(1—t)b)dt

< /ltf(a)dt+/1(1—t)f(b)dt

f(a) + f(b)
2

elde edilip soldaki egitsizlikte x = ta+ (1 —t) b, t € [0, 1] dontigiimii uygulanirsa Hermite-

Hadamard esitsizliginin sag tarafi elde edililir. Sol tarafi ispat etmek i¢in,

bia/abf(x)dx

ath b
_ bia[/a f (z) dz + a+bf(x)dx]

2
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a+t(b—a) b—t(b—a)

esitliginin sag tarafindaki integrandlara sirasiyla x = —y  VeT = 5
degisken degisimi uygulanirsa,
1 b
= |t
1/t t(b—a) t(b—a)
2 /0 {f (a )t 2
a+b
>
> ()
elde edilip Hermite-Hadamard egitsizliginin sol tarafi ispatlanmig olur.
Teorem 2.2.2 (Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizligi) f : [a,b] — R konveks fonksiyon,

g : la,b] = R, [a,b] lizerinde integrallenebilir, negatif olmayan, %X ’ye gére simetrik bir

fonksiyon olmak tizere

f(“b)/ dx</ fz M/bg(@dm (2.2.2)
dir [10]. a

Ispat. Her ¢ € [0,1] icin f, [a,b] arahgmda konveks oldugundan

f(a—2|—b) _ f(ta+(1—t)b-2+tb+(1—t)a> (2.2.3)
fa+ 1 —=8)b)+ f(tb+ (1 —t)a)
- 2

yazilabilir. (2.2.3) esitsizliginin her iki tarafida g (tb + (1 — t) a) ile garpilip [0, 1] arahiginda

t’ ye gore integral aldigimizda

f(a;rb) /Olg(tb—l—(l—t)a)dt (2.2.4)

< %/Olg(tb—l—(l—t)a) [f(ta+(1—t)b)+f(tb+(1—t)a) dt
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bulunur. Buradan z =tb+ (1 —t) a ve dz = (b — a) dt doniigimii yapildiginda

<a b)(b g ()

{ bf 0+ b 1) (:c)dm+/bf(:c)g(m)dx}
b_a { bf gla+b—1x) d.r—l—/f )x}
- m/af(fﬂ)g(x)dx

bulunarak (2.2.3) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig olur. Sag tarafin ispatiicin f konveks

IN

l\DI»—t [\3|H

fonksiyon oldugundan her ¢ € [0, 1] igin

fla+(1—=t)b)+ f({tb+(1—t)a) < f(a)+ f(b) (2.2.5)

yazilabilir.  (2.2.5) esitsizliginin her iki tarafimi da g (tb + (1 —t) a) ile garpihip [0, 1]

araliginda t’ ye gore integral alinirsa

/lg(tb+(1—t)a,)f(ta+(1—t)b)dt
—|—/lg(tb—l—(1—t)a)f(tb+(1—t)a)dt
< U@+ [ g+ -naa

yazilir. Gerekli diizenleme yapilirsa

D)o < [f(a) + 1) s [ 9(a) e

bulunarak (2.2.3) esitsizliginin sag tarafi ispatlanmig olur. Boylece ispat tamamlanir.

Dragomir ve Fitzpatrick 1999'da “The Hadamard’s inequality for s-convex functions
in the second sense” baghgi altinda yayinlanan makalelerinde ikinci anlamda s-konveks

fonksiyonlar i¢in asagidaki teoreme yer vermislerdir.

Teorem 2.2.3 ( s - konveks Fonksiyonlar igin Hermite - Hadamard Esitsizligi)
f:]0,00) = [0, 00) ikinci anlamda s-konveks fonksiyon, s € (0,1) ve a,b € [0,00), a < b

olsun. Eger f € L [a,b] ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:
4, (a+D I f(a)+ f(b)
251 < dr < X—m—~ 2 2.2.
f( 2 )_b—a/af(x) = s+1 ( 6)
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Bu esitsizlige s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Eger (2.2.6)

esitsizliginde s=1 almirsa (2.2.1) elde edilir [7].

2.3 Holder Esitsizligi ve lgili Esitsizlikler

Teorem 2.3.1 (Integraller I¢in Holder Esitsizligi) p > 1 ve % + % = 1 olsun. f ve

g , la,b] arahginda tammh ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|” ve |g|%, [a,b]

araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

[ir@swies([ 116 |pd:c);(/ab|g<x>rwx);

esitsizligi gecerlidir [17].

Ayrica Holder egitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi agagidaki gibi ifade

edilir.

Sonug 2.3.1 (Power-Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda tanimh

ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|?, [a, b] arahginda integrallenebilen fonksi-

/|f |dx<(/ @) . (/ab|f<x>r|g<x>|%zx);

esitsizligi elde edilir.

yonlar ise

Teorem 2.3.2 (["J'ggen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f, [a,b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

x)dx §/ |f (x)|dz  (a <Db)

esitsizligi gecerlidir [17].
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3. KESIRLI INTEGRALLER ICIN HERMITE-
HADAMARD TiPLI ESITSIZLIKLER

3.1 Riemann-Liouville Kesirli integralinin Elde Edilisi

Riemann-Liouville kesirli integral operatoriinii elde etmek icin ilk olarak n-kath

x o1 o2 On—1
// / / f (o) doydo,_y...doydoy (3.1.1)

integralini ele alalim. Bu integralde integrasyon sirasini ve buna bagh sinirlar: degistirelim.
Bunun i¢in;

a<op<cx oy <01 <z

a< oy <oy 03 < 0y < T
(3.1.2)

s e S ey
A< 0Op1<0p—2 0,<0,1<X

a<o, <01 a<o,<zT

sir degisimleri altinda (3.1.1) ifadesi,

/ax /:1 /:2 "'/agn1 f(on) dondo,_y...dosdo,
— /jﬂan) (/: (/:1 /: (/: dal) dag...) danl) do, (3.1.3)

seklinde yazilir. (3.1.3) esitliginin sag tarafi terim terim hesaplamrsa

/j /:1 /:2 /agnl f(on)dopdo,_q...dosdoy = ﬁ /az f(on) (z — an)”_l do,
(3.1.4)

esitligi elde edilir. Burada I" (n) = (n — 1)! olusu kullanilirsa

/: /;1 /aaz /U £ (o) dondon_1...dosdor — ﬁ /azf (0) (& — o) dor,
(3.1.5)

yazilir. Bu egitligin sag tarafindaki n bir pozitif tamsayidir. Gamma fonksiyonu tam
sayllar diginda da ifade edilebildiginden, n’ nin tam say1 olmamasi durumunda (3.1.5)
esitliginin sag yani i¢in asagidaki Riemann-Liouville kesirli integral operatoriintin tanimi

verilebilir.

Tamim 3.1.1 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) f(z) € L[a,b], @ > 0 ve a > 0

olsun. Sag ve sol Riemann-Liouville integralleri sirasiyla J&, f () ve Ji f (x) asagidaki
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sekilde tanimlanir:

J5‘+f(x):ﬁ/m(x—t)o‘_lf(t)dt, r>a
J;f(x):ﬁ/ (t—x)* " f(t)dt, = <b

integrallerine o > 0 i¢in «. mertebeden kesirli integral denir. Bu integral Riemann-

Liouville kesirli integrali olarak bilinir. Burada I' (o) Gamma fonksiyonu, T' (o) = [~ e~ "t*~dt

ve JO f (x) = JOf (2) =  (2) dir.

Simdi f(t) = (t — a)% ve a = % olmak iizere asagidaki Riemann-Liouville kesirli

integralini goz oniine alalim.

J§‘+f(x):ﬁ/x(x—t)o‘_lf(t)dt, r>a

Bu integral kabuller altinda

1/2 1 C 12 a2 v g
REI@) = g [ =07 = >

olarak yazilir. Sayet t = a + (z — a) 7 degisken degistirmesi yapilirsa,

/ 1= ) = 6 ()
0

seklindeki Beta fonksiyonu yardimiyla

T2 () = ﬁ/ (x =82 (t—a)?dt, 2> a

e 1/2 —1/2+1 _1/2 1/2
= — [ (z-a)”*(z—a) V21— dr
!

1 1
= —(m—a)/ 71/2(1—7')1/2d7'
0

(r —a)B(3/2,1/2)

r'(3/2).T(1/2)
(=) T 5172

“[S 555

(z —a)

esitligi elde edilir.
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Tanim 3.1.2 (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu, n > 0 i¢in

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi 6zellikleri
su sekildedir:

i. '(n+1)=nl'(n) =n!

i. I'(1/2) =

i, f7 £ z=T(P)I(1-p) =50y, 0<p<l

iv. 22710 (n) T (n + §) = /@l (2n)

Tanim 3.1.3 (Beta Fonksiyonu) m,n > 0 i¢in

B (m,n) = /0 21— )" da

genellegtirilmis integarali yardimiyla tanimlanan iki degigkenli g fonksiyonuna Beta

fonksiyonu denir.

Tanim 3.1.4 (Tamamlanmamig Beta Fonksiyonu) m,n >0 ve 0 < x < 1 i¢in

596 (m,n) = B(ﬂf;m,n) — /Ox tm—l (1 . t)n71 dt

seklinde tanimlanan (8 fonksiyonuna tamamlanmamig Beta fonksiyonu denir.

3.2 Riemann-Liouville Kesirli integralleri icin Hermite -
Hadamard Tipli Esitsizlikler

Sarikaya ve arkadaglar1 kesirli integraller yardimiyla Hermite-Hadamard esitsizligini

asagidaki gibi elde etmiglerdir [25].

Teorem 3.2.1 f: [a,b] — R pozitif bir fonksiyon, 0 < a < b ve f € Ly [a,b] olsun. Eger
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f, la,b] araliginda konveks bir fonksiyon ve @ > 0 ise kesirli integraller i¢in

/ (agb) < s g @) < KO g

esitsizligi gecerlidir [25].

Ispat. f, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon, A = 1 ve Vz,y € [a,b] icin

z+y\ _ f(@)+ W)
j(50) < 0 -
esitsizliginde x = ta+ (1 — )b, y = (1 — t) a + tb yazldiginda
2f(a—2i_b>§f(ta+(1—t)b)+f((1—t)a+tb) (3.2.3)

olur. (3.2.3) esitsizliginin her iki tarafi t*~! ile garpihip [0, 1] arahginda ¢ degiskenine gore

integral alindiginda

(3.2.4)
2 a+b
()
< /0 to‘_lf(ta+(1—t)b)dt+/0 t* U (1 —t)a+ tb) dt
“h—u\*! du by —a\*! dv
- /b (b—a) f(u)a—b+/a (b—a) f(v)b—a
) o a
= oo e f O+ I f @]
olarak bulunur. Yani
H("57) = ik e 4 57 ) (3.2.5)

olur ki boylece esitsizligin sol tarafi ispat edilmig olur. Eger f, A € [0,1] igin kon-
veks bir fonksiyon ise (3.2.2) esitsizliginin sag tarafi agagidaki gibi ispatlanir. f konveks

oldugundan

fa+ (1 —=t)b) <tf(a)+(1—1)f(D) (3.2.6)

ve

F(L—t)a+th) <1 —1t)f(a)+tf(b) (3.2.7)
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yazilir. Yukaridaki esitsizlikleri taraf tarafa topladigimizda

flta+(1—1)b)+ f((1—t)a+1b) (3.2.8)
< tf (@) + (X =1) f(b)+ (1 —1t)f(a)+1f ()

elde edilir. (3.2.8) esitsizliginin her iki tarafimi t*~! ile ¢arpip, [0, 1] arahiginda t’'ye gore

integral aldigimizda;

/1 t* 7 f (ta+ (1 — ) b) dt + /1 F((1—t)a+th)t* tdt (3.2.9)

< W@+ o) [ e

0

olur. Boylece

r b
o s )+ f )] < LD (3:2.10)
bulunur. Buradan da her iki tarafi % ile carptigimizda
Fla+1) a fa)+ f(b)
2h—a) [Jav [ (0) + L~ f (a)] < — (3.2.11)

elde edilerek ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.2.1 Eger Teorem 3.2.1 de a = 1 yazilirsa Teorem 2.2.1 deki (2.2.1) esitsizligi
elde edilir [25].

Dragomir ve Agarwal (2.2.1) esitsizliginin sag tarafindan yola gikarak agagidaki sonuglari

elde etmiglerdir.

Lemma 3.2.1 f: ] CR — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° ve a < b
olsun. Eger f" € L{a,0] ise

T f($)d9”:b;a/01<1—2t)f’(m+(1—t>b)df

esitligi gegerlidir [9].
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Teorem 3.2.2 f : [ C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° ve

a < bolsun. Eger |f'|, [a,b] araliginda konveks ise

b—a
8

< (1 (@) + F®)])-

fl@+fo 1 [
5 —b_a/Qf(:c)dx

esitsizligi gecerlidir [9].

Sarikaya ve arkadaglar1 [25] yukaridaki lemma ve teoremi kesirli integraller yardimiyla

asagidaki gibi genellegtirmislerdir.

Lemma 3.2.2 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

olsun. Eger f" € L |[a,b| ise kesirli integraller i¢in

= ;L 10 ; ((baja%l (e S (b) + T3 f (a)] (3.2.12)

- b_a/l[(l—t)a—to‘]f’(ta+(1—t)b)dt

2

dir.

ispat. )
/ (1= — 2] f (ta+ (1 —£)b)dt

integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun i¢in

I = /1[(1—t)”‘—t"‘]f’(taJr(l—t)b)dt (3.2.13)
— [/1(1—t)o‘f’(ta—l—(l—t)b)dt}+[—/1to‘f’(ta+(1—t)b)dt

= L+

olarak yazalim.
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ve

I; ve I kismi integrasyonla ayri ayri hesaplandiginda;

I

/du—¢wf%m+m1—w@dt
o flta+ (1 =10

(1-1) |

) a [“fa=z\" f(x)
b—a_b—a/b (a—b) a—bdx
fo)  Tletl) .,

b—a - (b_a)a+1Jb—f (a’)

a—>b

= —/lto‘f’(ta—l—(l—t)b)dt

tof (ta+ (1 —t)b)|" Vo fta+(1—=1)D)
- p— O+a/0t ! — dt

e ) M
f(a) I'(a+1)

— —_ o b
b_a 2(b_a)a+1Ja+ ( )

elde edilir. (3.2.14) ve (3.2.15) daki esitlikler (3.2.13) yerine yazildiginda

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi da b_Ta ile carpildiginda (3.2.12) elde edilir.

L@+ f®) T+
b—a (b_a>a+1

[Jarf (0) + Ty f (a)]

+/1a(1_t)a_1f(ta+(1—t)b)

(3.2.14)

(3.2.15)

Sonug 3.2.2 Lemma 3.2.2 de o = 1 yazilirsa Teorem 2.2.1 deki (2.2.1) esitsizligi elde

edilir.

Teorem 3.2.3 f:[a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b

olsun. Eger |f’|, [a,b] arahginda konveks ise kesirli integraller i¢in agagidaki esitsizlik

saglanir:

2 T 3b—a) [J2,f (b) + J f (a)]

b—a
2(a+1)

’f(a)+f(b) [(a+1)

(1 _ QL) 1 (@)1 + 17 B,
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Ispat. Lemma 3.2.2 ve | f'|” nin konveksligi kullanilarak,

’f () + /() T(a+1) (3.2.17)

2 (b - a)oc [Jc?-',-f (b) + Jl?—f (CL)}

_ ’b;a/ol((l—t)a—ta)f’(ta—i—(l—t)b)dt'

b—a

IA

/wl—t“—ﬁHf@a+ﬂ—¢Mﬂﬁ

IN

b_a/ (=) =t 1 @)+ (1 = 1) | )]t

_ b_a{/o (1= )" =] [t (@) + (L= &) ()]}

+

w:»—‘\)_‘ "

1% = (A=)t 1f (@) + (1 =) |f* (B)]] dt}

b—a
= 5 (K1 + Ky)

yazilir. Ky ve Ky integralleri hesaplandiginda

1 1

Ki:\f@dé%u—wﬁ—ﬁ%”%]

+u%w[£éu—wﬁhﬁ—ﬂéu—wwﬁ] (3.2.18)

IO
(a+1)(a+2) B (a+1)

ve

+ £ (b)) [/1 (1—t)tdt — [ (1—t) dt] (3.2.19)

L

O D@9 (et D

bulunur. (3.2.18) ve (3.2.19), (3.2.17) de yerine yazilirsa istenilen esitsizlik elde edilir.
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Sonug 3.2.3 Teorem 3.2.3 de o = 1 yazilirsa Teorem 3.2.1 deki (3.2.1) esitsizligi elde

edilir.
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4. KESIRLI INTEGRALLER IQIN HERMITE-
HADAMARD-FEJER TIPLI ESITSIZLIKLER

4.1 Riemann-Liouville Kesirli integralleri icin Hermite—

Hadamard—Fejer Tipli Esitsizlikler

Bu béliim boyunca g : [a,b] — R siirekli fonksiyonu icin [[g||, = sup,e(q 9 ()] olsun.

Lemma 4.1.1 g: [a,b] — R integrallenebilir, 22’ ye gore simetrik bir fonkiyon ve a < b
ise bu takdirde a > 0 olmak iizere

LI () + 2 g (@)

Jivg (b) = Jitg(a) = 5

esitligi gegerlidir [13].

a+b>

Ispat. ¢, ye gore simetrik oldugundan Vz € [a,b] i¢in g (a +b—x) = g (x) dir.

Buradan, asagidaki integralde x = tb + (1 — t)a degisken degisikligi yapilarak

b

) = o [ -0 @)
1 b a—1
— m/ (t—a)" "gla+b—t)dt
1 b a—1 «@
_ W/ (t—a)* g (t)dt = Ji g (a)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi asagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 4.1.1 [ : [a,b] — R konveks fonksiyon, a < b ve f € L|a,b] olsun. Eger

a+b>

g : [a,b] = R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve ye gore simetrik ise

a > 0 olmak tizere kesirli integraller icin

(U7 ma 4 @] < VRGO @] L)
< IO e ) 4 5 g @)

esitsizligi gecerlidir [13].

30



ispat. f, [a,b] arahg tizerinde konveks bir fonksiyon oldugundan V¢ € [0, 1] arahig i¢in

f(a—;b) _ f(ta+(1—t)b—2+tb+(1—t)a> (11.2)
fa+(1—t)b)+ f(tb+ (1 —t)a)
- 2

vazilir. (4.1.2) de esitsizligin her iki tarafi 2t 1g (tb + (1 — t) a) ile carpilip [0, 1] aralig

lizerinden t’ye gore integral alinirsa

2 (“*b) /Oltalg(tb+(1—t)a)dt

2

IN

/1ta—1[f(m+(1—t)b)+f(tb+(1—t)a) g(th+(1—t)a)dt
= /lta_lf(ta+(1—t)b)g(tb+(1—t)a)dt
+/1t0‘1f(tb—|—(1—t)a)g(tb+(1—t)a)dt

elde edilir. Buradan « = tb+ (1 — t) a degisken degisiklikligi yapilirsa

(b—za)af (a;b> /ab (b—2)""" g () da

ﬁ{/ab@:—a)a—1f<a+b—x>g<x>dx+/ol<x—a>a-1f<x>g<x>dx}

1

- o { [ oo @ - nas [0 @i

IN

_ ﬁ{/j(b—x)“1f<x>g<x>dx+/ol<x—a>“1f<as>g<x>dx}

yazilir. Boylece Lemma 4.1.1 den

(@)
(b—a)

I ()
(b—a)"

[Ja+ (Fg) (0) + = (f9) (a)]

ot (50) g @)+ g ()] <

(bfa))a ile carpilirsa

elde edilir. Son esitsizlikte her iki tarafi e

F(“57) U 0+ g @] < L () 00+ - () @)

elde edilerek (4.1.1)" in sol tarafi ispatlanmig olur.

Simdi de (4.1.1) deki ikinci esitsizligin ispatini verelim. f, konveks bir fonksiyon oldugundan
vt € [0,1] icin
flla+(1=t)b)+f((L—=t)a+bt) < f(a)+ f (D) (4.1.3)
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vazilir. (4.1.3) de de esitsizligin her iki tarafi 2t g (tb + (1 — ¢) a) ile carpilip [0, 1] aralig

iizerinden t’ye gore integral alinirsa

/1ta_1f(ta—|—(l—t)b)g(tb—i—(l—t)a)dt

+/1ta_lf(tb—|—(1—t)a)g(tb+(1—t)a)dt

< [f (@) + /) / 197N (th + (1 — t) a) i

(o)
(b—a)®

2 (f9) () + 75 (Fg) (a)] < ——2) <f () + £ (B)

i (H O g )+ g

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafi (bF_(Z))a ile carpilirsa istenilen esitsizlik elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.1 Teorem 4.1.1 de;
i) a = 1 almirsa Teorem 2.2.2 deki esitsizlik elde edilir.

i1) g () = 1 alimrsa Teorem 3.2.1 deki esitsizlik elde edilir.

Lemma 4.1.2 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

a+b>

ve f' € Lla,b] olsun. g : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir ve “

ye gore simetrik

ise a > (0 olmak tizere kesirli integraller icin

(f(a)+f(b)

5 ) [Jarg (0) + J-g (@)] =[5+ (f9) (b) + S~ (fg) (a)]

= i [ [ o-oewas- [6-arswa] roa @i

esitligi gegerlidir [13].

ispat.

/ab Ult(b—s)alg(s)ds—/tb(s—a)alg(s)ds} F(t)dt

integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun i¢in

I - / [/:w—s)a1g<s>ds—/tb<s—a>a1g<s>ds] P (1) e

- /ab (/at(b—s)o‘_lg(s)ds> f’(t)dtJr/ab (—/tb(s—a)“‘lg(s)ds) f () dt

= h+1
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olarak yazalim. Buradan Lemma 4.1.1 kullanilarak kismi integrasyon ile

o= ([o-oaeas) o

_ ( / S 5 g (s) ds)f(b)— / b 0% () (1) e

= D(a)[f(b)J%g(b) — J% (fg) (b)]

= @ [P g )+ a0 @) - a2 (50 0)

b

- [-rg@ s

bulunur ve benzer gekilde;

Iy = (—/tb(s—a)a_lg(S)d8>f(t)a

- ([e-atewas) @~ [[a-a goow

b

b
- / (t— )™ g (1) f () dt

= r@ | L o0 + o] - (0 @)
olur. Boylece
I = L+1,
= @ (M) o)+ o @] - U o) 004 55 (o) )]

yazilir. Bu esitligin her iki tarafi (I' (o))" ile carpilirsa (4.1.4) esitligi elde edilerek ispat

tamamlanmis olur.
Sonug 4.1.2 Lemma 4.1.2 de g (x) = 1 alinirsa Lemma 3.2.2 deki esitlik elde edilir.

Teorem 4.1.2 f : [ C R — R, [I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve
f" € Lia,b] olsun. |f’|, [a,b] arahgimda konveks, g : [a,b] — R siirekli ve %2’ ye gore

simetrik bir fonksiyon ise a > 0 olmak iizere kesirli integraller i¢in

‘ (w) [2eg () + T g (@) = [T (f9) (0) + T3 (F9) (@)

(b= )" gl
(a+1)T'(a+1)

(1- 5 ) 17 @+ 17 o] (4.15)

esitsizligi gecerlidir [13].
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Ispat. Lemma 4.1.2 den
(O g 0+ g )] = 55 () 00+ 55 (7))
- [ et [s-am 6
yazlir. |f'], [a,b] arabgmda konveks oldugundan ¢ € [a, b] olmak iizere

b—t t—a b—t t—a
/ < !
/ (b—aa+b—ab>‘_b—a|f (@)l + 5=

dir ve g : [a,b] — R, 2t ye gore simetrik oldugundan

If () |dt (4.1.6)

()] (4.1.7)

1 (0] =

/tb (s—a)* " g(s)ds = /:er_t (b—s)"""glatb—s)ds= /aa+b—t (b—s)""g(s)ds

yazilir. Dolayisiyla

IN

(4.1.8)

a+b—t b
/ ‘(b—s)ailg(s)}ds, te F,a;
t

/ert (b — s)* g (s)| ds, te

olur. Boylece (4.1.6), (4.1.7) ve (4.1.8) den

v | +

fU)UﬁM@+ﬁg@WﬁﬁdMﬂ@+ﬁ(Mﬂw

’(f(a) b

< ﬁ/af’ </ta+bt‘(b—s)a_1g(8)|d8> (Z_%U’(@HZ:ZW@)‘) dt
+ﬁ/{l; (/;bt‘(b—s)alg(s)}ds) (HU'(&)H— Z:Z |f’(b)|> dt

_ uw

I a+1)

{ [(b—1)% = (= a)*][(b— 1) [f (a)| + (¢t — a) | /" (D) dt

/’ (t - a)* —t]K—%Hme+@—aHf@mﬁ}

(4.1.9)
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yazilir. Buradan da

otl 1) (4.1.10)

ve

a+b

[(b—1)" = (t —a)*](t —a)dt

a

_ / ((t—a)* — (b— 1) (b— ) dt

a+b

2

- @_@%2(1 1) (4.1.11)

a+1 a+2  2atl

seklinde integralleri hesaplanir ve (4.1.9) "de yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda

istenilen egitsizlik elde edilir.
Sonug 4.1.3 Teorem 4.1.2 de g () = 1 alimirsa Teorem 3.2.3 deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.1.3 f : I C R — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon , a < b ve
f" € La,b] olsun. Eger |f'|*, [a,b] arahginda konveks, g : [a,b] — R siirekli ve “2’ye
gore simetrik bir fonksiyon ise a > 0, % + % =1 ve ¢ > 1 olmak tizere kesirli integraller

icin

‘ (w) [Jeg () + Jg-g (@)] = [Jg (f9) (0) + Jg- (£9) (@)

2(b—a)""" |lgll.. AV O O
: (b—a)’" (a+1)T(a+1) (1 2a)< 2 ) A

esitsizligi gecerlidir [13].
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Ispat. Lemma 4.1.2, Holder esitsizligi, (4.1.8) esitsizligi ve |f’|? nin konveksligi kul-

lanmilarak

(H O g 04 g @) - U2 (G0 0+ 5 (7))

< ([ 1 e dt)l_w
x / / T b5 g (s) ds |f'<t>rth>l/q

< ﬁ [/ (/Mt b—s)‘“—lg(s)yds> dt (4.1.13)
+/b ( (b—s)"~ 9(8)}d8) dtrl/q

atb a+b ¢

x[ [(b—s)"" |ds)\f ()" dt
+/b (/%t (b — ) }ds)|f thr/q

<

2 gl (G-at 17}
a)l/qF(a—|—1)< (a+1) [1 24)

[(b—1) = (t—a)*] (b= ()" + (t—a) |f (b)) dt

/—/H

1/q
/ (R t)‘“]((b—t)\f’(a)|q+(t—a)\f’(b)|q)dt}

yazilir ki burada

a+b

/a N ( /t T g ds) dt + /ib ( / :b_t (b— s)a_1d3> dat

- 2@—_@‘”1[1_%

ala+1) 20

oldugu kolayca goriilebilir. Béylece (4.1.10 ) ve (4.1.11),(4.1.13 )" de kullanilirsa iste-

nilen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

Simdi de ¢ > 1 olmak iizere elde edilen agagidaki teoremi ifade etmeden 6nce teoremin

ispatinda kullanilacak su lemmay1 verelim.
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Lemma 4.1.3 0 < a <1 ve 0 <a < b olmak tizere
la® — b < (b—a)”
esitsizligi gecerlidir ([22], [29]).

Teorem 4.1.4 f : I C R — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

1" € L[a,b] olsun. ¢ > 1 olmak fizere |f’|?, [a, b] arahginda konveks, g : [a,b] — R siirekli

a+b

ve %57 "ye gore simetrik bir fonksiyon ise kesirli integraller icin

(1) a >0 ise;

‘ (w) 29 () + Jg-g (@) = [Jg: (F9) (0) + Jg- (f9) (@)

22 gl b =)™ (| L\ (If @+ 1 1
(ap+ D" T (a1 1) (1 2ap) ( : ) (4.1.14)

(1)) 0<a<lwel/p+1/q=1 ise;

’ (w ) [J2g (0) + g ()] = [T (f9) (0) + g (f9) ()]

lolle 0 =)™ (1f @I+ 17 B "
(ap+ DY T (a+1) ( 2 ) (4.1.15)

esitsizlikleri gegerlidir [13].

Ispat. Lemma 4.1.2, Holder esitsizligi, (4.1.8) esitsizligi ve |f’|” nin konveksligi kul-

lanilarak

' (M) 29 (0) + Ji-g ()] = [ T3 (f9) (6) + Ji- (fg) (a)]
a+b—t
/t (b—s)""g(s)ds

<t (/ pdt>1/p (/ab|f'<t>|"dt)l/q

1/p
R D
m(/@ [(b—1) —(t—a)]dt—i—/{l;rb[(t—a) —(b—t)]dt)

IA
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=

1/p
lgllo (0 — @)™ o« _jap 'e app
= NCE <A mfw)—t]dr+é[t—41—w]da
’ q / q\ 14
><(If()l +|f()|)
< Lol QHQH (/0 [(1—1)" t“”]dt+/;[tap—(l—t)“p}dt>
(If’ \‘1+|f’(b) )

yazilir. Daha sonta A > B > 0 ve ¢ > 1 iken

(4.1.16)

1/p

(A—B)T < A7 —
oldugundan;
[ 1- .. « alP ap @
te 0,5 icin [(1—18)" —¢*]" < (1 —1¢)" —¢*P
ve ]
1
teil igin [t*—(1—t) <t*?— (1 —t)*™

oldugu gozontine alinirsa

Kﬂﬂ%ﬂ@ﬁﬁﬂ@+ﬁg@}{ﬁﬁ@@+ﬁ%ﬁﬂﬂ

< Moo (2 T ﬂ)/ (Lo s1s <b>|‘I>”q

elde edilir. Boylece (4.1.14) esitsizligi ispatlanmig olur.

(17) (4.1.15) esitsizligi, (4.1.16) esitsizligi ve Lemma 4.1.3 kullanilarak kolayca elde

edilir.

Sonug 4.1.4 Teorem 4.1.4 ’de a = 1 alimirsa [29]” da Onerme 13 deki esitsizlik elde edilir.

Kirmaci Hermite-Hadamard integral esitsizliginden ve konveks fonksiyonlardan fay-

dalanarak differansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in agagidaki lemma ve teoremleri elde etmistir.

Lemma 4.1.4 f : I° — R [° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° ve a < b
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olsun. Eger f' € L [a,b] ise

b a
ﬁ/ﬂ f(x)dx—f( ;b) (4.1.17)
= (b—a) [/Qtf’(ta+(1—t)b)dt+[1(t—1)f’(ta—|—(1—t)b)dt

esitligi gegerlidir [15] .

Teorem 4.1.5 f : I° — R [°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° ve a < b

olsun. Eger |f’|, [a, b] arahigimda konveks ise

’ a+b b—a
b%/ f@)dfﬂ—f( ; )‘é < (f @I+ 17 o) (4.1.18)
esitsizligi gecerlidir [15].

Teorem 4.1.6 f : I° — R [°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° |, a < b ve

p > 1 olsun. Eger |f’ \@%1) fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

b a
bia/af(m)dx_f( ‘2”’>) (4.1.19)
b— % » » (P;l)
() | (@i sl e

(p=1)
+ (317 @I 4+ 17 0I5) 7
esitsizligi gecerlidir [15].
Sarikaya, Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler elde etmek i¢in asagidaki lemmay1

elde etmigtir.

Lemma 4.1.5 f : I° — R [°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° , a < b ve

g : [a,b] = [0, 00) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger f’ € L [a,b] ise t € [0, 1] i¢in;

/tg(@s—l-(l—s)b)ds, te€|0,1/2)

k(t) = 1
—/ glas+ (1 —s)b)ds, te[l/2,1]
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olmak lizere

bia/abf(:c)g(m)d:c—biaf(a;b)/abg(x)dx (4.1.20)
= (b—a)/olk(t)f’(taJr(1—t)b)dt

esitligi gegerlidir [24].

Sarikaya ve Erden ise Hermite-Hadamard-Fejer tipli ve Ostrowski tipli yeni esitsizlikler

elde etmek icin asagidaki lemmay1 elde etmislerdir.

Lemma 4.1.6 f:[° — R [° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° , a < b ve

w : [a,b] — R bir fonksiyon olsun. Eger her = € [a,b] igin f',w € L [a,b] ise

/: (/atw(s)ds)af'“)dt—/: (/tbw(s)dé’)af’(t)dt
) [</jw(5) d8>a ! </:w<s) d8>a] /(@) (4.1.21)
()

esitligi gegerlidir [26].

a—1

w<t>f<t>dt—a/:(/tbw<s>ds) w (t) £ (1) di

Set ve arkadaslar1 agagidaki lemmay1 kullanarak (2.2.2) esitsizligininin sol tarafi ile

ilgili baz1 yeni sonuglar elde etmislerdir.

Lemma 4.1.7 f:[a,b] — R (a,b)’ da diferansiyellenebilir fonksiyon, a < bve g : [a, b] —
R fonksiyon olsun. Eger f’, g € L|[a,b] ise kesirli integraller i¢in

F(552) [y @4 Soyra 0] = [T G0) @+ T 1) 0

1

b
- m/ﬂ k’(t)f (t)dt (4122)

esitligi gecerlidir. Burada

(s — CL)O‘_1 g(s)ds ,te [a, aTer}

(b—s)*""g(s)ds ,te By

40



dir [27].

ispat.

I = /bk(t)f’(t)dt

— /% (/at(s—a)a_lg(s)ds)f’(t)dt+/; (/bt(b—s)a‘lg(s)ds>f’(t)dt
= L +1

I, ve I, integrallerini ayr1 ayri hesaplarsak

Lo ([ - awas) ro

a+b

— </a2 (s—a)a_lg(S)d8>f(a;b) —/a%(t—a)a_l(fg)(t)dt

= @) [1(“5) Ty 9 @ = Ty G0)0)

benzer sekilde

- (o]
e

- T (“b) Tooyr )= T ()0

Q.

VA
N——
&h
VR

s
o |+
(wpl
N——
|
2
o
=
s
<
s

2

elde edilir ve sonuglar I’ da yerine yazilirsa

I = L+1,

- {J(O‘a;b) (f9) (@) + Tiuny+ (£9) <b>1 }

egitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi(I" (04))_1 ile carpilirsa (4.1.22) elde edilir ve

ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.5 Eger Lemma 4.1.7" de v = 1 alimirsa (4.1.22) deki esitligi (4.1.20) esitligini

verir.
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Teorem 4.1.7 [ : I° — R I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € La,b] , a < b
ve g : [a,b] — R siirekli olsun. Eger |f’|, [a,b] araliginda konveks fonksiyon, a > 0 olmak

iizere kesirli integraller i¢in

7(5570) sy s @+ Ty 0 0] = [y 10 @) + sy 10 0|

(0= a)*" |9l 07,00

S sy (@l 1 ®) (4.1.23

esitsizligi gecerlidir [27].

Ispat. |f'], [a,b] araliginda konveks ve t € [a, b] oldugundan

b—t t—a b—t t—a
/ < /!
/ (b—aa+b—ab>‘_ b—a|f (a)|+b—

yazilabilir. Lemma 4.1.7'den

1 (0] = "(b)]

2

(55 sy 0@+ Trayeo )] = [Ty U @+ sy ) )]

< L
S T

{/ [ a@aslirolas [ | o= g6)as |f’(t)|dt}
g 191l o, 2221 oo
SR =y

<[ (/ <s—a>°‘1d)[< SOOI @]+ (- ) | O]

HgH[ub]oo
_|_

b b
X/M< t <b—s>“ds) [(b—t)|f (@) + (t —a) |f (b)]] dt

<[ a1 @]+ - o) |7 ) de

191l feg2 4] o0
(b—a)l'(a+1)

_|_

b
x / (b— 1) (b— 1)1 (@) + (t — a) |/ (B)])

2
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(b—a)**™!
2902 (a+2) (a+ 1) M (a+ 1)

% LUl a10) o [(0 + 3) [ (@)] + (2 + 1) | ()]
gl et ] o (@ + 1) 1 @)] + (@ +3) 7 ®)]]}

(=) |9l 1,00
200l (a+ 1) T (e + 1)

VAN

(1" (@) + 11 (0)])

yazilir ki burada

ve

/Q(t—a)”(b—t)dt :[L (b— 1) (t—a) dt

(+3)(b—a)*"
2982 (a + 1) (a + 2)

seklindedir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.6 Eger (4.1.23) egitsizliginde g(x) = 1 ve o = 1 almursa (4.1.18) esitsizligi
elde edilir.

Teorem 4.1.8 f: [° — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L|a,b] , a < b
ve g : |a,b] — R stirekli olsun. Eger |f'|, [a,b] arahginda konveks fonksiyon, ¢ > 1 ve

a > 0 ise kesirli integraller icin

(4.1.24)
7(“57) [y 9@ + oo )] = T o) (@) 4 T2 ) 0)]|

(b o a)a—i-l
25 (a4 1) (a+2)a I (a + 1)
% {19l 05010 (0 + 3) 1 @17 + (a+ D) B

gl ese g o0 [(@ + D IF @I + (@ +3) 1 (0] 1/q}
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(b— )" 19l 00
T gatltyg (a+1)(a+ 2)5 I(a+1)
X {((05 -+ 3) ‘f/ (a)|q + (CY + 1) |f/ (b)’q)l/q
+ ((a+ DI @ + (@ +3) [F B))) "}

esitsizligi gecerlidir [27].

Ispat. If'1?, [a,b] araliginda konveks oldugundan ¢ € [a, b] i¢in

b—t t—a
/
b
/ (b—aa+b—a>

dir. Lemma 4.1.7, Power mean esitsizligi ve |f'|?nin konveksligi kullamlarak

< ZHp @l =l m)

7O = <. =

7(5570) sy 0 @+ Ty 0 0] = [y 1) @)+ sy 10 0|

2

2

<
a+tb ; 1-1/q a+b . 1/q
><</ 2 /a(s ) g (s) ds dt) (/ : /Q(s—a)a_lg(s)ds |f’(t)\th)
1
+F<a1 t s 1a
« ( / . /b (b— )" g (s) ds dt> ( /+ /b (b= )" g (s) ds |f’(t)|th>
. Hng[j,(o;jb]oo
« ( a : /:(s—a)a s dt)ll/q (/+ /at(s—a)a_lds f’(t)th>1/q
+||9||1£a2;,)b],oo
« (/i /bt (b—5)* " ds dt) o (/i /bt (b— )" ds|| (t)|th> "
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1 (b . a)a+1 17%
al' (o) \ 20t (a+ 1)

<
. { ||9||b[a,_a;;],oo
axb 1/q
x ( |-l @r - oty <b>|th)
19l jase 4] oo
e
« ( [ et @p s -0 - a)lr <b>th)q}
S 1 (b— a)a-i-ll
2°Ta (a+ 1) (a+2)a T (a+1)
% {191, 05010 (0 + )1 (@17 + (o + D)1 0]
gl asn ) oo [+ DI (@ + (a4 3) 11 ()]}
) (b= @)™ gl 00

got1+5 (a+1) (04+2)%F(a+1)
X{((Oé+3>‘f (a>’q+(06+1)’f/(b)‘q)l/q
+ ((a+ DI @ + (@ +3) [/ B)) "}

yazilir. Burada

afb et
/ / (s —a)* 'ds

olup ispat tamamlanir.

(b —a)**™!

dt = _— Y
20t (e + 1)

b t
dt :/ / (b—s)*"ds
atb | Jp

2

Teorem 4.1.9 f:1° — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L|a,b] , a < b
ve g : [a,b] — R siirekli olsun. Eger |f’|?, [a,b] arahginda konveks fonksiyon ise ¢ > 1,

+ - =1ve a > 0 olmak tizere kesirli integraller icin

141
P q

(4.1.25)
(550 sy 0@+ Ty o @] = [Ty U @+ sy ) )]

2 2
19/l (b—a) o
225 (ap+ 1) T (o + 1)

(317 @1+ 17 @)+ (7 @1 317 O]

esitsizligi gecerlidir [27].
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Ispat. Lemma 4.1.7, Holder esitsizligi ve | /| nin konveksligi kullamlarak

() sy <a>+Jg:+b)+g<b>} —[ D@+ T () )

a+b 1/q
1 = |t B "
< W(/ [ =araas dt) ( Idt>
1/q
1 b t a_l q
T (/ AL dt) ( w)
o 0= 9" llglg e
- [(a)
QTHZ t P 1/p ()4 / q11/q
(/ [ Gmara dt) ELAURTAUY
Lm0 gl o
[(a)
b ¢ p 1/p oy , 411/
(/ [6-aa dt) (OETIN
o gy

go+l+y (ap + 1) I'(a+1)
< [B1F @+ 1 G+ (1 @I + 318 6]

yazilir. Burada

/at (s —a)* " ds /bt (b—s)*""ds ’

a+b a-+b
2

rora < = [ -0y @+ -alf o @

_ Bl

/+ (b—a)™
a 20r+ (ap+ 1) a?

dt =

P b
dt:/
a+b

2

ve

b 1 b
[rara < o [ [6-01f @F + - alr o] d
/@l + 317 )

= (b—a) 3

olarak hesaplanmigtir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.7 (4.1.25) da o = 1 ve g(x) = 1 olarak alimirsa (4.1.19) esitsizligi elde edilir.

46



4.2 Riemann-Liouville Kesirli integralleri Yardimiyla s-konveks

Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Esitsizlikler

Bu bolumde elde edilen yeni bulgulara yer verilecektir.

Teorem 4.2.1 f : I C [0,00) — R I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b,
f' € Lla,b] ve g : [a,b] — R siirekli olsun. s € (0,1] i¢in |f'], [a, b] araliginda s-konveks

ise kesirli integraller i¢in

7(5570) sy s @+ Ty 0 0] = [y 1) @ + sy 10 0|

=N
(b= a)"" |lgl]j0.50c
- I'(a+1)

1
(a+s+1)

Bt Lo+ )+ gy b @i+ s o

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. |f'], s € (0,1] icin [a, b] arahgmnda s-konveks oldugundan, ¢ € [a, b] olmak iizere

b— — b—t\* . E
(bt ) = (=2 s (2

yazilir. Lemma 4.1.7 dan

(B =

7(550) sy 0 @+ Ty 0 0] = [y 1) @)+ sy 10 0|

. 2 2 2
Ifﬁﬂﬁ}

<
— Do)
a+b

X{AQ l%s—@wﬂﬂ@@

191110, 2£2] 00
(b—a)’I'(a)

a+b

<[ ([ - as) -0t 7 @+ ol o) a

Hgl\[a+b B oo
@-a)Fm)

< ([ o-oras) -0 1 @1+ -yl o)

+b

2

/ b5 g (s) ds

b
oy

IN
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IA

191110, 2221 oo
(b—a)’T(a+1)

a+b

< [T -t 17 @]+ - a7 Ol e
1911222 ] oo

(b—a)’T (a+1)
b

<[ O (=01 @]+ -0’ | 0]

191110, 2£2] oo
b—a)T(at+ D)

x [|f'(a)|/2 (t—a)a(b—t)sdt+!f’(b)!/2 (t—a)a+sdt]

191 [as2 ]
(b—a)’T(a+1)

[If l/ — )" dt + |f (b |/ b—1t) (t—a)dt]

ol 252
(b—a)’T (a+1)

x [If’ (@)l (b= a)*™ ™ Buyo (a+ 1,5+ 1) + | (b)]

+

_|_

(b . a)Oé+8+1
205t (v + 5 + 1)

1911 [ax2 4] o
HUERCE)
/ (b B a)a+s+1 / a+s+1
1 (@) ez issD " | ()] (b—a) Brja(a+1,54+1)

(b —a)*™*
(b—a)’T (a+1)

% { gl 351

1
: ('f’ @1 iy (@ + L5+ D)+ 1 O oo 5 1 1))

+ 119l a2 ] oo

< (1@l grmsrra ooy 1 OB at s+ 1) |

(0= a)*" ]9l 100
I'(a+1)

‘ {61/2 (at s+ D)[f @]+ 17 O +

1" (@] + [ (B)]] }

20t (v + 5 + 1)

48



(b= )" |9l g0
I'(a+1)

1
a+s+1)

} 17 (@] + £ O]

X {61/2 (a+1,s+1)+ Y
yazilir. Burada

3 h— a)a+s+1
t—a)*dt = b— )" dt = (
/a (t=a) /a+b ( ) 200t (v + 5+ 1)

ve
atb
/ S t—a) (b—t) dt
ab
_ /Hb (b— 1) (t—a) dt = (b— )" Bp (a4 1,5+ 1)
2
dir.

Sonug 4.2.1 Eger (4.2.1) esitsizliginde s = 1 alinirsa, (4.1.23) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.2 [ : 1 C [0,00) — R I°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b, f' €
La,b] ve g : [a,b] — R stirekli olsun. Eger |f'|?, [a,b] arahginda ve s € (0,1], ¢ > 1 igin

s-konveks ise kesirli integraller icin agagidaki esitsizlik gecerlidir.

2

7(5570) sy 0 @+ Ty 0 0] = [y 1) @) + Ty 10 0|

(0= )" [g]li0p1.00
24 (1) (a+2)" (a+5+ )T (a + 1)
<{((@+s+1)(a+3)|f @I +27 (a+1) (a+2) [ B)])"

FET D) @+ @]+ (ot s+ 1) (a+3) |7 1)} (422)

9 igin [a, b] araliginda s € (0,1] , s-konvekslik uygulanirsa

(b=t t—a \| b—t\" ., 4 t—a\’ . i
P (o =) < (1=2) @+ (5=2) 1o

Ispat. t € [a,b] olmak iizere | f’

O =
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azhr. Buradan Lemma 4.1.7, power mean esitsizligi ve | f'|?” nun konveksligi kullanilarak

IN

IN

IN

() [J(M)g @+ J;:ng 0] - [y 19 @ + sy 10 0)|
i ([ ot >
(7o)
T (/ /f(b—s)alg()d]dt)wq
(/ /b< SRICEAIG dt)l/q
3 </ ‘/ e dt) e
( 7 dt) :
+”g”r[a(i’;]’°° ( /b / b= ds‘ dt)
« ( Ll oo <t>|qclt> :

b —

(3 a)* tds

1-1/q
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Y AU
C T(a+1)\ 20t (a+1)
191114, 2£2] 00

. a+s+1 1/q
x [(b— O By (a4 15 4+ 1) [F (@) 4+ oY) s <b>|1

2a+s+l (Oé + s+ 1)
+||g||[“T+’3,b],oo
(b —a)*/
o a+s+1
. [ (b—a)

20t (v + 5 + 1)

1/q
1 @)+ (b—a)* " B (a+ 1 s+ 1) [f (b)|"]

a+1
(b= )" lgllap).00
atits 1-1/q 1/q
2 i (a+1) (a+s+q)""T'(a+1)

@ (0t 54 1) Bua (a4 Ls+ D IF @I+ 17 0)F)

+ (If (@) + 207 (a+s+1) Bipa (@ + 1, s+ 1) | f (b)|q)1/q}

IN

(b= @) N9l
275 (0 + 1) (a+2)Y (a+ s+ @)Y (a+ 1)
<{((a+s+1)(@+3)1f (@ + 27 (@ +1) (a+2) | ®)) "

@ @ D+ @+ (ks + 1) (ot B G )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.2 Eger Teorem 4.2.2 de s = 1 almursa (4.2.2) esitsizligi Teorem 4.1.8 de

(4.1.24) esitsizliginin sol tarafin verir.

Teorem 4.2.3 [ : 1 C [0,00) — R, I°" de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b, f" €
La,b] ve g : [a,b] — R stirekli olsun. Eger |f'|?, [a,b] araliginda ve s € (0,1], ¢ > 1 i¢in

s — konveks ise kesirli integraller i¢in agagidaki esitsizlik gegerlidir.

(%57 sy @4 Toayo @] = [Ty U @+ sy ) )]

2
(b— a)aH ||9||[a,b],oo
gotlty (ap+1) (a+ 2)1/p (s + 1)1/q I'(a+1)

|1 @ (2 = 1) + 1 )) ]
+ (I @I+ 1 @) (2 = 1)) ] (4:23)

1,1
burada;—l—a—l.
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ispat. |f/|* igin Lemma 4.1.7, Holder esitisizligi ve konvekslik uyguladigimizda;

2

8 [y 9@ + Ty 0 0] = [Ty U9 @+ sy (1) 0)|

dt

AN
—

Bin
S/ v
@\

i
o

/t (s — )™ g (s) ds

a+b

|/ (t)lth]

p 1/p atb 1/q
ﬁ) (/ vwwwﬁ>
p 1/p b 1/q
ﬁ) (/;Jf%wfﬁ>
p 1/p )
( N
ath 1/q b 1/q
/ u%www) -+<[¥Lf@wdﬁ ]

(b= @) gl 00
2°HH 0 (ap+1) (a+2)Y (s + YT (o + 1)

< [(1F (@l 2 = 1) + 1 B
(1 @+ 1 I (@ = 1)

[ s=artgas

A
=
Q"‘

A/
s&

lﬁw—af*g@wm

[ s-ar st

IN

Hesapladigimiz;

/

a+b
= p

P b b
dt = / / (s —a)* " g(s)ds| dt
att [Jy

(b o a)ap+1

200+ (ap 4+ 1) a?

[ s-artaas

a+b

< -

S SR (st 1) [ @ (27 = 1) + 1" ()]

a

’ b—a .
lLMVWW”ﬁS§;q;;5{vwww+uwmw@w«_Uy

2

Sonug 4.2.3 Eger (4.2.3) esitsizliginde s = 1 alimirsa (4.1.25) esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu caligmada, Lemma 4.1.7’de Set ve arkadasglarimin kesirli integraller yardimiyla
vermis olduklar1 ozdeglikten faydalanarak s-konveks fonksiyonlar igin yeni Hermite-
Hadamard-Fejer tipli esitsizlikler sunulmustur. Bu sonuglar 4’tincii boliimiin ikinci kismin-
da verilmis ve “E. Set, I. Iscan, H.H. Kara, Hermite- Hadamard- Fejer type inequalities
for s-convez function in the second sense via fractional integrals, Filomat, In Press” [28]
seklinde yayina kabul edilmig olup basim agamasindadir. Konuyla ilgilenen arastirmacilar
Lemma 4.1.7’den ve quasi-konvekslik, h-konvekslik, m-konvekslik, («, m)-konvekslik ve
p-konvekslik gibi konveksligin farkli simiflarindan faydalanarak Hermite-Hadamard-Fejer

tipli yeni integral egitsizlikleri elde edebilirler.
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