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OZET

GA-KONVEKS VE HARMONIK KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN YENi
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI VE UYGULAMALARI

Sercan TURHAN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2016
Doktora Tezi, 113.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

I1.Danisman: Prof. Dr. Hiiseyin DEMIR

Bu tezde diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar i¢in yeni kesirli integral esitsiz-
likleri verildi. Calismanin ilk boliimiinde, konveks fonksiyonlarin tarihi gelisimi,
kesirli integrallerin tarihi gelisimi ve literatiir taramasi1 verildi. Ikinci boliimde,
literatiirdeki konveks fonksiyon gesitleri, konveks fonksiyon smiflari arasindaki
hiyerarsi ve literatiirde bulunan farkli ortalamalar verildi. Uciincii boliimde, kesirli
tiirev ve integrallerin tanim1 verildikten sonra bu tezde kullanilan klasik esitsizlikler
ve daha sonrada tezin bulgular kismina fikir veren lemmalar ve teoremler verildi.
Dérdiincii boliimde ise geometrik- aritmetik konveks fonksiyonlar, harmonik konveks
fonksiyonlar ve quasi-geometrik konveks fonksiyonlarla ilgili yeni lemmalar,
teoremler ve sonuglar verildi. Elde edilen bu yeni sonuglar icin ¢esitli ortalamalar ve
hiper geometrik fonksiyon kullanilarak farkli uygulamalar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard-Fejér integral Esitsizligi, Kesirli integral,
Geometrik-Aritmetik  Konveks Fonksiyonlar, Harmonik
Konveks Fonksiyonlar, Quasi-Geometrik Konveks
Konksiyonlar.



ABSTRACT

NEW INTEGRAL INEQUALITIES AND APPLICATIONS FOR GA-
CONVEX AND HARMONICALLY CONVEX FUNCTIONS

Sercan TURHAN

University of Ordu
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics, 2016

PhD. Thesis, 113.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

1. Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin DEMIR

In this thesis, new fractional integral inequalities for differentiable convex functions
are stated. In the first part, the historical developments of the convex functions and the
fractional integrals and the literature review have been clarified. In the second part,
types of convex functions in literature, the hierarchy of convex function classes, and
different averages in the literature have been explained. In the third part, after the
descriptions of fractional derivatives and integrals, the identities, theorems which
provide insight into the findings of the thesis and classical inequalities used in this
thesis have been described. In the fourth part, new identities, theorems and results
about geometrically arithmetically convex functions, harmonically convex functions
and quasi geometrically convex functions have been presented. For these new results
obtained, different applications are provided by using different means and hyper
geometric functions.

Key Words: Hermite-Hadamard-Fejér Type Inequality, Fractional Integrals,
Geometrically Arithmetically Convex Functions Harmonically Convex
Functions, Quasi Geometrically Convex Functions.
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1. GIRIS

Konvekslik, M. O. 250 yilinda Archimedes’ in iinlii 7 degerini hesaplamasina
kadar uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Archimedes bir konveks geklin ¢evre
uzunlugunun onu cevreleyen diger bir seklin ¢evre uzunlugundan daha kiigiik

oldugunu o6nemle ifade etmigtir.

Gergekte her zaman ve birgok yolla konvekslik kavramiyla kargilagiyoruz ve dene-
yimliyoruz. Cok basit bir 6rnek olarak dik pozisyonda durdugumuzda agirlik
merkezimizin dik izdiigiimii ayagimizin kapladigi konveks alanin i¢inde kalir. Boy-
lece dengemizi saglayabilmekteyiz. Bununla beraber giinliik hayatimizda konvek-
siligin biiyiik etkileri vardir, ornegin endiistri, ig, saglik ve sanat alanlarinda birgcok
uygulamas: vardir. Isbirliginin olmadigi oyunlarin parasal kaynaklar1 ve adaleti

en uygun sekilde paylagimini yapma problemidir.

Konveks fonksiyon teorisi konveksligin genel konularimin bir parcasidir, ¢linkii
konveks bir fonksiyonun goriintii kiimesi konveks bir kiimedir. Konveks fonksiy-
onlar teorisi matemati-gin tiim alanlarina dokunan 6énemli bir teoridir. Konvek-
slik konusunu gerektiren matemati-gin ilk konularindan birisi ¢izgisel analizdir.
Tkinci tiirev testi konveksligin bulunmasinda bize sonucu veren giiclii bir aractir.
Mucizevi sekilde Hessian test birkac degisken durumu igin dogal geniglemeye
sahiptir. Optimizasyon ve kontrol teorisinde bazi karigik problemlerden hareketle
konveks fonksiyon teorisi, sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin ¢aligma alanlarina

genigletilmektedir.

Konveksligin temelini olusturan tanim, esiitsizlikle ifade edildiginden konveks
fonksiyonlarda esitsizligin ¢ok 6nemli bir yeri vardir. Klasik esitsizlikle ve kon-
vekslikle iligkili olan Gauss, Cauchy, Schwartz, Buniakowsky, Hoélder, Minkowski,
éhebyéhev, Lyapunov, Gram, Bessel, Hadamard, Landau, Bernstein, Hilbert,
Hardy, Littlewood, Pélya, Markoff, Kolmogorov, Stieltjes, Beckenbach, Bell-
man, Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecaric ve Fink gibi énemli isimler bu alanda ¢ok
sayida kitap yazmiglardir. 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Pdlya tarafindan
g¢ikarilan ”Inequalities” isimli yazdiklar1 kitap bu alanda ilk ¢aligma olup temel

kaynak olarak énemli bir yere sahiptir [21]. Bu kitap esitsizlik konusunu ifade



eden, farkli alanlar i¢in kullanigh bir rehber olarak kullanilan ilk kitaptir. Genel
esitsizlikler iizerine goriilen diger bir kitap ise E. F. Beckenbach ve R. Bell-
man tarafindan 1961" de yazilan ”Inequalities” isimli kitap, 1934 yilindan 1961
yilina kadar esitsizlikle ilgili yapilan mitkemmel arastirmalari igeren bir kitaptir.
1970 yilinda Mitrinovié¢ ise ” Analytic Inequalities” isimli kitapla [47] birlikte bu
konuyla ilgili literatiirde mihenk tasi olusturacak tigiincii kitap olmustur. Konveks
fonksiyonlar ve ilgili esitsizlikleri i¢in literatiirde varolan diger kitaplar ve doktora

tezlerinden bazlari sunlardir: Bakinz [2,4, 8,14, 15, 38, 46, 48,49, 62, 65, 67, 68]

Konveks fonksiyonlarin uzun bir tarihi vardir. 19. yiizyihin sonunda ortaya
¢ikmaya baglamigtir ve O. Holder (1889), O. Stolz (1893) ve J. Hadamard’ n
(1893) katkilariyla temelleri atilmigtir. Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile ilgili olan
Esitsizlikler Teorisi ise C. F. Gauss, A. L. Cauchy ve P. L. éhebyéhev ile gelismeye
baglamigtir. 19.-20. yy’ da bulunan egitsizliklerin bir kismi konveks fonksi-
yonlarla iligkilendirilerek temel esitsizlikler olmuslardir. Bunlarin en 6nemlileri
1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938
yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hada-
mard esitsizligi ile ilgili caligmalarin 6nemli bir kismin1 S. S. Dragomir ve C. E.
M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmig olan ”Selected Topics on Hermite-
Hadamard Inequalities and Applications” isimli kitapta; Ostrowski egitsizligi ile
ilgili caligmalarin biiyiik bir kismi da S. S. Dragomir ve Themistocles M. Rassias
tarafindan 2002 yilinda yazilmig olan ”Ostrowski Type Inequalities and Appli-
cations in Numerical Integration” isimli kitapta bir araya getirilmigtir. Konveks
fonksiyonlar i¢in egitsizlikler tizerine galisan diger matematikgiler; R. Agarval, G.
Anastassiou, G. V. Milovanovic, A. M. Fink, Roberts and Varberg, N.S. Bar-
nett, M. E. Ozdemir, U. S. Kirmaci, H. Yildirim, M. Z. Sarikaya, N. Ujevié¢, S.

Varosanec, P. S. Bullen, P. Cerone, E. Set ve I. Iscan seklinde siralayabiliriz.

Richard Bellman II. Uluslararasi Genel Esitsizlik Konferansi devam ederken yapti-
g1 bir konugmasinda esitsizlik caligmanin pratik, teorik ve estetik olmak iizere ii¢
nedeni oldugundan bahsetmistir. Bunlar icerisinde estetik neden igin bakan bir
kimsenin yada bir seyircinin veya bir okuyucunun goziindeki giizellik olarak ifade

etmistir. Esitsizligin onlar1 cezbeden bir zarifligi oldugunu soylemigtir.



Kesirli (tamsay1 olmayan) diferansiyel teorisi, 30 Eyliil 1695 yilinda yazlan Leib-
niz’ in notlarinda yarim mertebeden tiirevin ifadesinin tartisilmasiyla basliyor.
Leibniz’ in notu ile rasgele mertebeden tiirev ve integral teorisi goriinmeye bagladi
ve 19. yiizyilin sonlarinda Liouville bu yapiy1 tamamladi. Bundan sonra Griinwald,
Letnikov ve Riemann kesirli tiirev teorisi lizerine caligmalarda bulundu. Bunun
tizerine S. G. Samko ile A. A. Kilbas ve O. I. Marichev bu alanda biiyiik bir
boslugu kapatarak kesirli tiirev ve integral kavramlar: hakkinda ansiklopedik bir

monografi yaymladi.

Gegen birkag 10 yillik siiregte birgok yazar degisik reel materyaller, polimerler...
gibi 6zelliklerini tanimlamak icin kesirli tiirev ve integrallerin ¢ok uygun oldugunu
ifade etmektedirler. Bu ise tamsay1 mertebeli tiirevlerle kargilagtirildigi zaman,
kesirli tiirevlerin gercek hayata daha uygun oldugunu gostermektedir. Kesirli
turevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel ozelliklerinin akigkanlar
teorisindeki elektrik devreleri, mate-matiksel modellemelerinde, elektro-analitik

kimya gibi diger bir¢ok alanda kullanilmasini saglamaktadir.

Bu caligmada, farkl tiirden konveks fonksiyonlar detayli olarak incelenmistir.
Bu amagla caligmanin ikinci boliimiinde matematikte yer alan bazi temel tanim
ve teoremler, bazi konveks fonksiyon siniflar1 arasindaki hiyerarsi verilmistir.
Uciincii boliimde ise geometrik-aritmetik ve harmonik-aritmetik konveks fonksi-
yonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri, agirlikli integral esitsiz-

likleri ve kesirli integral esitsizlikleri i¢in temel lemmalar ve teoremler verilmistir.

Bu ¢aligmanin dordiincii boliimiinde ise tezin asil konusu olan geometrik-aritmetik
(GA), harmonik-aritmetik (HA) ve quasi-geometrik-aritmetik konveks fonksiyon-
lar icin agirliklh Hermite-Hadamard tipli kesirli integral esitsizlikleri ile ilgili yeni

bir lemma ve bu lemmay1 kullanarak yeni teoremler ve sonuglar verilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Konveks Fonksiyonlarla ilgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu boéliimde bu ¢aligmada kullanilacak bazi temel tanim ve teorem verilecektir.

Tanim 2.1.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A C L olmak iizere

Vz,y € A icin
B={zeLl:z=ax+(1-a)y, 0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax+ (1 —a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilar igin o 4+ (1 — o) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu
sebeple konveks kiime tanimindaki «,1 — « yerine a + [ = 1 sartin1 saglayan
ve negatif olmayan «, 3 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug
noktalar1 x ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks
kiime, bog olmayan ve herhangi iki noktasini birlegtiren dogru pargasini ihtiva

eden kiimesidir [5].

Tanim 2.1.2 (J-Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik olmak {iizere her
x,y € I icin

F(rty < f@+ W)
2 2
sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J-konveks fonksiyon denir [47].

Tanim 2.1.3 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her =,y € I ve x # y igin,

() < S

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna [ tizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir

[47).

Tanim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f : I — R bir

fonksiyon olmak iizere her z,y € I ve o € [0, 1] i¢in,

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+(1—a)f(y)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakiniz Sekil 2.1).



Ornegin, f : I ¢ R — R, f(z) = |z| fonksiyonu I iizerinde bir konveks

fonksiyondur.

Sekil 2.1: Bir aralikta konveks fonksiyon (f(x) = |z|)

Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir J-konveks fonksiyondur.

Sonug 2.1.2 | C R olmak tizere, bir f fonksiyonunun /I’ da konveks olmasi icin
gerek ve yeter sart, her x,y € I icin p+ ¢ > 0 olan Vp,q > 0 icin

; (px+qy) < pf(@) +afy)
p+q ) p+q

olmasidir [56].

I tzerinde taniml bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(z, f(x)) ve (y, f(y)) noktalarmm igeren [ tizerindeki dogru parcasinin f’ nin

grafiginin iist kisminda yer almasidir. Bunu Sekil 2.2 de gérmekteyiz.

Eger f fonksiyonu |a,b] araliginda taniml, [a,b] araliginda konveks (konkav) ve

xo noktasida diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin,
f@) = flxo) < (=) [ (w0) (x = @0)
esitsizligi yazilir [59)].

Tanim 2.1.5 (Eslenik Konveks Fonksiyonlar): ¢ : [0,00) — [0, c0) fonksiy-

onu artan ve siirekli bir fonksiyon olsun ayrica g(0) = 0 ve x — oo iken g — o0



Sekil 2.2: Konveks fonksiyon sekli

1

sartlarin saglasin. Bu durumda ¢=" vardir ve g ile aym sartlar saglar. Eger f

ve f* fonksiyonlari

f(=) Z/g(t)dt ve f*(y)Z/yg‘l(S)ds

seklinde tamimlanirsa bu iki fonksiyon da konveks olup f ve f* fonksiyonlarina
birbirinin konveks eglenigi denir [59]. Asagidaki teorem konveks eglenik c¢iftlerle

ilgili onemli bir sonugtur.

Teorem 2.1.1 (Young Esitsizligi): f, [0,¢], (¢ > 0), aralig {izerinde reel
degerli, artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(0) = 0, a € [0,¢] ve b €

[0, f(c)] ise, b
/f(a:)d:r+/f_1(x)da: > ab

esitsizligi saglanir [69].

Tamim 2.1.6 (Stuireklilik): f: S CR — R, 29 € S ve € > 0 verilmig olsun.
Eger
|z —xo] < olan Yx e S igin |f(x)— f(x)] <e

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x¢ da siireklidir denir [6].



Tanim 2.1.7 (Lipschitz Sart1): f: S C R — R fonksiyonu igin

[f(x) = fy)l < M|z -y

olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f, S de Lipschitz sartim saghyor denir [6].
Sonug 2.1.3 f, S de Lipschitz sartim1 saghyorsa f, S de diizgiin siireklidir [6].

Tanim 2.1.8 (Diizgiin Siireklilik): f: S CR — R, 2y € S ve € > 0 verilmis

olsun.
x € S ve |r; — 9| < 6 sarti saglayan Vg, xe € S icin | f(z1) — f(x2)| <€

olacak gekilde bir § > 0 sayisi varsa f, S de diizgiin stireklidir denir [6].

Tanmim 2.1.9 (Mutlak Siireklilik): /, R nin bogtan farkli bir alt kiimesi ve
f I — R bir fonksiyon olsun. I nin {(a;,b;)},_, ayrik acik alt arakliklarimin
bir birlesimini géz 6niine alalim. Eger Ve > 0 i¢in )", |b; — a;| < ¢ oldugunda
Yo 1f(b) — f(ai)| < € olacak sekilde bir 6 = d(e) > 0 sayist varsa, f fonksiyonu

I kiimesinde mutlak siireklidir denir [9].

Konvekslik, Lipschitz sart1, siireklilik ve mutlak stireklilik arasindaki iliski agagdaki

teorem ile verilmektedir.

Teorem 2.1.2 L lineer uzay, U € L bir acik kiime ve f : U — R fonksiyon

olsun.

a. f, U agk kiimesinde konveks olsun. Eger f, U’ da bir noktanin komsulugunda
tistten sinirh bir fonksiyon ise f, U’ da yerel Lipschitz’ dir ve bu nedenle U’

nun kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartini saglar ve U’ da stireklidir.

b. f, U C R"™ agk kiimesi iizerinde konveks ise f, U’ nun her kompakt
altkimesinde Lipschitz sartini saglar ve U’ da siireklidir [56].

Teorem 2.1.3 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu taktirde

a. f, (a,b) arahginda siireklidir,



b. f, [a,b] araliginda smirhdir [3].

Tanim 2.1.10 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tamimh bir

fonksiyon olsun. z; < x5 olan V1,29 € I i¢in

i. f(xe) > f(x1) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,
ii. f(z) < f(mxy) ise f fonksiyonu I {izerinde azalandir,
iii. f(xg) > f(zq) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir,

iv. f(zg) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir,

denir [1].

Teorem 2.1.4 I, R’ de bir aralik, f, I iizerinde siirekli ve I° tizerinde diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

i. Vo € I° igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.

—e

i. Vo € I°i¢in f'(x) < 0 ise f fonksiyonu [ {izerinde azalandir.
iii. Vo € I°i¢in f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I tizerinde azalmayandir.

iv. Vo € I°igin f'(x) < 0ise f fonksiyonu [ {izerinde artmayandir [1].

Sonug 2.1.4 f ve g konveks fonksiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o f

fonksiyonu da konvekstir [59].

Teorem 2.1.5 Eger f : I — R tamimh konveks (kesin konveks) bir fonksiyon

ise fi(x) ve f’(x) var ve bu fonksiyonlar /° de artandir (kesin artandir) [56].

Teorem 2.1.6 f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi igin gerek

ve yeter sart f”’ nin artan (kesin artan) olmasidir [56].



Teorem 2.1.7 f fonksiyonunun [ acik araliginda ikinci tiirevi mevcutsa, f fonksiy-
onunun bu aralik tizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vo € I igin,
f'(x) =20

olmasidir [47].

Tanim 2.1.11 (p Normu): X, R™ de bir kiime, g, X’ in alt kiimelerinin o-
cebiri tizerinde bir 6l¢ii ve f, X iizerinde tanimlanmig 6l¢iilebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

{IfPdp}’? 1 <p<oo
1f1l, =
sup | f| ,p =00

seklinde tanimlanan ifadeye p-normu denir.

Tamim 2.1.12 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 igin,

ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral n > 0
i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi 6nemli 6zelliklerini agagidaki sekilde

siralayabiliriz:

i. '(n+1) =nl'(n) =nl,
i () - VA

iii. J idr =T(p)I'(1 —p) = e 0<p <1,

iv. 22710 (n)l(n + 3) = /7l(2n).

Tamim 2.1.13 (Beta Fonksiyonu): Re(z), Re(y) > 0 igin

1
Blz,y)= [ =1 (1 —t)Y " at
/

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral

x >0 ve y > 0 i¢in yakinsaktir [14].

Beta fonksiyonunun asagidaki ¢zellikleri sagladigi kolayca goriilebilir:



L B+ 1Ly =50@y), xye(0,00)

1

iii. B(r,y) = [t"(1 —t)r~tdt = f(lf; A, 1,y >0
0

iv. fla,y) = 15y ©y >0

v. B(z,y) = By, v)

ozellikleri vardir [37].

Tanim 2.1.14 (Hipergeometrik Fonksiyon): ¢ > b > 0, |z| < 1 i¢in,
1
oy (a,b;¢;2) = bc—b /tbll—thl(l—zt) dt
0

seklinde tanmimlanan fonksiyona Hipergeometrik fonksiyon denir [40].

2.2 Farkhh Tirden Bazi Konveks Fonksiyon Siniflar1 ve

Temel Tanimlar

Tamim 2.2.1 (Quasi-Konveks Fonksiyon): f : S — R bir fonksiyon ve
S C R bogtan farkh konveks kiime olsun. Va,y € S ve X € [0, 1] igin,

fQz+ (1= XNy) <maz{f(x), f(y)}

ise f’ ye quasi-konveks fonksiyon denir [12].

Eger ,
f Qx4+ (1= Ny) <maz{f(z), f(y)}

ise f’ ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Aym sartlar altinda, eger

f Az + (1= Ny) = maz{f(z), f(y)}

10



ise f’ ye quasi-konkav fonksiyon ve eger

fQx+ (1= ANy) >maz{f(x), f(y)}

ise f’ ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir [12].

Tanim 2.2.2 f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f’ ye quasi-monotonik

fonksiyon denir [19].

Sonug 2.2.1 Herhangi bir konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi-konveks
fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi-konveks olup

konveks olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornegin,

t ,tel[-2,-1]

g(t) =
2 te[-1,2]

ile tamimlanan ¢ : [—2,2] — R fonksiyonu [—2, 2] arahginda konveks degildir.

fakat g fonksiyonu [—2, 2] araliginda quasi-konveks fonksiyondur [25].

Y
A

—

Sekil 2.3: Quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Asagidaki grafikte, kalin ¢izgi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi-konvekstir.

Ama egrinin tamami diigiiniiliirse bu fonksiyon quasi-konveks degildir [15].

Tanim 2.2.3 (Wright-Konveks Fonksiyon): f : I — R bir fonksiyon ve
y > x,0 > 0 gartlar altinda her bir y 4+ 9, x € [ icin

flx+0) = flx) < fly+9)— fy)

esitsizligi saglaniyorsa f ye I C R de Wright-konveks fonksiyon denir [12].

11



RN NI

Sekil 2.4: Aralikta Quasi konveks fonksiyon f(x) = 2% — 1022 + 9

Tanim 2.2.4 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f : I — R bir fonksiyon
olsun. y > z, 0 > 0 sartlar1 altinda Vz,y,y + 0 € I ve Vt € [0,1] i¢in

% [f (tz + (1 = t)y) + f (1 = D)z + ty)] < maz{f(z), f(y)}

veya

1

S )+ f( +0)] < mazr{f(2). fly + )}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f ye I C R de Wright-quasi-konveks fonksiyon
denir [12].

Tamim 2.2.5 (J-Quasi-Konveks Fonksiyon): f : I — R fonksiyonu her
x,y € I icin

P55 < martsa). £}

sartin saghyorsa f fonksiyonuna J-quasi-konveks fonksiyon denir [14].

Tanim 2.2.6 (Log-Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik f : [ — R bir
fonksiyon olsun. Her x,y € I ve « € [0, 1] igin

flaz+(1=a)y) < f(2)f ()
sartin saglayan f fonksiyonuna Log-konveks fonksiyon denir [56].
Tanim 2.2.7 (Godunova-Levin Fonksiyonu): f : I — R negatif olmayan

fonksi-yonu Vz,y € I, A € (0,1) icin

fow+ -y < 18 W

12



esitsizligini saghyorsa f ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q([) smifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak; eger f € Q([) ve z,y,z € I ise bu takdirde
f@)@—y)@—2)+fy)y—2)(y—2)+fz)(z—2)(z—y) =0
esitsizligi saglanir [18].

Tanim 2.2.8 (P- fonksiyonu): f : I — R negatif olmayan bir fonksiyon
olmak {izere eger Va,y € I, A € (0,1) i¢in

fAr+(1=N)y) < f(x)+ fy)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir P-fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir

denir [11].

Tanim 2.2.9 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f : R — R ve

0 < s <1 olsun. a®+ 3° =1 olmak tizere her u,v € R ve her a, 8 > 0 icin

flau+ pv) <o’ f(u) + B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir

[53].

Tamm 2.2.10 (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f : RY — R ve

0 < s <1olsun. a+ =1 olmak iizere her u,v € R§ ve her a, 8 > 0 i¢in

flau+ Bv) < a’f(u) + B f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir

[7,22].

Tanim 2.2.9 ve Tanim 2.2.10 da s = 1 alindiginda konveks fonksiyon tanimi elde

edilir.
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Tanim 2.2.11 (h-Konveks Fonksiyon): i # 0 ve h : J — R negatif olmayan
bir fonksiyon olsun. Her z,y € I, a € (0, 1) igin,

flox+ (1 —a)y) < h(a)f(z) +h(l—a)f(y)
sartini saglayan negatif olmayan f : I — R fonksiyonuna bir h-konveks fonksiyon

denir. Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) C J dir [66].

Eger

i. h(a) = a segilirse h-konveks fonksiyonu negatif olmayan konveks fonksiyona

dontisiir.

ii. s € (0,1) i¢in h(a) = o® segilirse h- konveks fonksiyonu s-konveks fonksiy-

ona donftisiir.

Tamim 2.2.12 (m-Konveks Fonksiyon): f :[0,b] — R ve b > 0 olsun. Her
x,y € [0,b], m,t € [0,1] i¢in

flz+m(l—1t)y) <tf(z)+ml—1t)f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir m-konveks fonksiyon denir. f(0) < 0
sartini saglayan [0, b] araliginda tanimh olan biitiin m-konveks fonksiyonlarin siifi

K,,,(b) ile gosterilir [64].

Eger m = 1 segilirse [0, b] araliginda m-konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiy-

ona donitisiir.

Tanim 2.2.13 ((a, m)-Konveks Fonksiyon): f :[0,b] — R bir fonksiyon ve
b > 0 olsun. Her z,y € [0,b], t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? icin

flz+m(l—1t)y) <t“f(z)+m(l—1t*)f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f-fonksiyonuna (o, m)-konveks fonksiyon denir [46]. Bu-

rada o ve m’ den en az biri 0’ dan farkl olmalidir.

(a,m) € {(0,0), (1,m), (1, 1)} icin sirasiyla artan, m-konveks ve konveks fonksiyon

siniflari-nin elde edildigi kolayca goriilebilir.
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Tanim 2.2.14 ((h,m)-Konveks Fonksiyon): h : J C R — R negatif ol-
mayan bir fonksiyon olsun. Va,y € [0,b], m € [0,1] ve o € [0, 1] i¢in f : [0,b] —>

R negatif olmayan f fonksiyonu

flax+m (1= a)y) < h(a)f(z) +mh(l —a)f(y)

sartin saghyorsa f fonksiyonuna (h,m)-konveks fonksiyon denir [55].

Tanim 2.2.15 (Geometrik Konveks Fonksiyon): f : I ¢ RT — R*
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her z,y € I ve t € [0, 1] i¢in

f'y™) < [f@) [fw)

esitsizligini saghiyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir [72].

Tanim 2.2.16 (s-Geometrik Konveks Fonksiyon): f : I ¢ RT — R*
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, her z,y € I, s € (0,1] ve t € [0, 1] i¢in,

f(a'y"™") < @) )t

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s-geometrik konveks fonksiyon denir [72].

s = 1 i¢in, s-geometrik konveks fonksiyon tanimi geometrik konveks fonksiyon

tanimina indirgenir.

Tamim 2.2.17 (Quasi Geometrik Konveks Fonksiyonu): f: ] CRt — R
fonksi-yonu verilsin. Eger f fonksiyonu, Va,y € I ve t € [0,1] i¢in

f(a'y'™") <sup{f(), f(y)}
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna quasi geometrik konveks fonksiyon denir

126].

Tanim 2.2.18 (Geometrik-Aritmetik (GA) Konveks Fonksiyon): f: 1 C
R* — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu Vz,y € I, A € [0,1] igin

fay' ™) S M)+ (1= A f(y)

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna G A-konveks fonksiyon denir. Burada zy!=
ifadesi x ve y pozitif sayilarinin agirlikh geometrik ortalamasi ve \f(x) 4+ (1 —

A) f(y) ifadesi ise f(z) ve f(y) nin agirlikli aritmetik ortalamasidir [51].
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Tanim 2.2.19 (Birinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s (GA-s) Konveks
Fonksiyon): f: I C RT — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, Vz,y € I,
s € (0,1] ve A € [0, 1] igin,

F @' ) <GV f(@)+ (1= 2)f(y)

egitsizligini saglyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda GA — s-konveks (konkav)

fonksiyon denir [28].

Tamm 2.2.20 (Ikinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s (GA-s) Konveks
Fonksiyon): f: I C R™ — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu Vz,y € I,
s € (0,1] ve XA € [0,1] icin

F @) <N f(@)+ (1 =N f(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda GA — s-konveks (konkav)

fonksiyon denir [28].

Ozel olarak Tamm 2.2.19 ve Tamm 2.2.20’ da s = 1 alindiginda Tamm 2.2.18’
deki G A- konveks fonksiyon tanimi elde edilir.

Tanim 2.2.21 (Geometrik Simetrik Fonksiyon): ¢ : [a,b] C RT — R

g (a;b) = g(z)

esitligini sagliyorsa, g fonksiyonuna vab’ ye gore geometrik simetrik fonksiyon

denir [43].

fonksiyonu Vz € [a,b] igin

Tamim 2.2.22 (Harmonik Konveks Fonksiyon): I C R\{0} bir aralik olsun.
Eger f: I — R fonksiyonu Vz,y € I ve t € [0, 1] i¢in,

zy
f <m) <tf(y)+ (1 —1t)f(x)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyondur denir [29].

Tamim 2.2.23 (Harmonik Simetrik): g : [a,0] C R\ {0} — R fonksiyonu

)

YV € [a,b] igin

g(x) =g (f

Q=
=] =
8=
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2ab »

=45 ye gore harmonik simetrik fonksiyon

esitligi saglaniyorsa ¢ fonksiyonuna

denir [44].

Onerme 2.2.1 T C R\ {0} bir reel aralik olsun. f : I —s R fonksiyonu icin,

e Eger f fonksiyonu, I C R* arahgimda konveks ve azalmayan bir fonksiyon

ise f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.

e Eger f fonksiyonu, I C R araliginda harmonik konveks ve artmayan bir

fonksiyon ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

e Eger f fonksiyonu, I C (—o0,0) araliginda harmonik konveks ve azalmayan

bir fonksiyon ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

e Eger f fonksiyonu, I C (—o0,0) araliginda konveks ve artmayan bir fonksiyon

ise f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir [29].

Tanim 2.2.24 (Harmonik s-Konveks Fonksiyon): I C R\ {0} bir reel aralik
olsun. Eger f: I C R™ — R fonksiyonu, Vz,y € I, s € (0,1] ve t € [0, 1] i¢in

xy S S
f(m) <t°f(y) + (L —t)°f(x)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna bir harmonik-s-konveks fonksiyon denir

[33].
Ozel olarak, Tanim 2.2.22” de s = 1 alinirsa Tamim 2.2.21 tamimindaki harmonik
konveks fonksiyon tanimina indirgenir.

Onerme 2.2.2 T C R\ {0} bir reel aralik olsun. f : I —s R fonksiyonu icin,

e Eger f fonksiyonu s-konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise f fonksiyonu

harmonik-s konveks fonksiyondur.

e Eger f fonksiyonu harmonik s-konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f

fonksiyonu s-konveks fonksiyondur [33].
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Ornek 2.2.1 s € (0,1] ve f: (0,1] — (0,1], f(z) = 2* olarak tammlansin. f
fonksiyonu s-konveks ve azalmayan fonksiyon ise f harmonik s-konveks fonksiyon

olur [33].

Tanim 2.2.25 (Bazi Ozel Ortalamalar): Bu baglik altinda a, b gibi iki pozitif

reel say1 i¢gin bazi ortalamalar verilecektir [4, 8].

1. Aritmetik ortalama:

A= A(a,b) ::a—2|—b’

2. Geometrik ortalama:

G = G(a,b) :== Vab,

3. Harmonik ortalama:

2ab
H=H(a,b) :=
(a,b) a+b
4. Logaritmik ortalama:
a ,a=b
L= L(a,b) := ,
lnb:?na @ 7& b
5. Identrik ortalama:
a ,a=1b
I=1I(ab) = 1

6. p-logaritmik ortalama:

Ly = Ly(a,b) := pp+1_gp+l v
] a#

7. Seiffert ortalama:

—-b
S = S(a, b) = ai_b
2arcsm2—+b
8. Bencze ortalama:
—b
B = B(a,b) := ai_b
2arctgo

18



ortalamalar1 vardir.

Ayrica, p € R olmak iizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve Ly = I,
L_1 = L ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iligki literatiirde, agagidaki gibi
yer almaktadir:

H<G<L<I<A.

Son olarak z,y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi )
r wr+1_yr+1

Tl T —y" ,T#O,-l,l’?’éy

r—y _
o Inz—Iny = O’ xr 7& Y
LT (LU, y) o Inz—Iny

Y=y r=—-lLz#y

T , L =1y

bi¢ciminde tanimlanir.

Tanim 2.2.26 (Agirhikh Aritmetik Ortalama): z; € [a,b], p; > 0 ve P, :=
Sorpi >0, (i=1,2,...,n) olmak {izere

1 n
"oi=1

seklindeki ifadeye x;, (i = 1,2, ...n) sayilarinin p;(i = 1,2,...n) agirlikli aritmetik

ortalamasi denir [14].

Tanim 2.2.27 (r-Ortalama): z,y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerine gore
kuvvet ortalamasi

gyl =

Mr(%%)‘) = 1
A"+ (1L =Ay") ,r#0

olarak tanimlamr [14].

Tanim 2.2.28 (r-Konveks fonksiyon): f pozitif bir fonksiyon olmak iizere

her z,y € [a,b] ve A € [0, 1] igin

O+ (1=Ny) <M, (f(x), f(y); \)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna [a,b] araliginda bir r-konveks fonksiyon

denir [17].
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Bu tanimdan 0-konveks fonksiyonlarin log-konveks fonksiyonlar ve 1-konveks fonksi-
yonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulagilabilir. Ayrica

r-konvekslik tanimi,

3=

Af(@) + A =Nf"(y) r#0

frOa+ (1= Ny) = e
Lf(@)]" [f(y)] r=0

bigiminde genisletilmistir [12].

Tanmim 2.2.29 (Starshaped Fonksiyon): b > 0 olmak iizere f : [0,b] — R
fonksi-yonu, her x € [0,b] ve t € [0,1] icin

fte) < tf(x)

sartin sagliyorsa bu fonksiyona bir starshaped fonksiyon denir [64].

2.3 Bazi1 Konveks Fonksiyon Siniflarinin Hiyerarsisi

Fonksiyonlar teorisi caligmalarinda yeni sonuclar ve genellestirmeler elde etmek
icin kimi zaman fonksiyonun sartlarinda baz kisitlamalar yapmak gerekirken
kimi zamanda fonksi-yona ek oOzellikler katmak gerekir. Ciinkii fonksiyonlar
ayni anda bircok ozelligi saglayabilir veya bir fonksiyon sinifi bagka bir fonksiyon
sinifiyla bazi ozellikleri itibariyle benzerlik gosterebilir. Caligmalarimizda farkh
tiirden konveks fonksiyonlar icin cesitli integ-ral esitsizliklerini ispatlarken, bu
esitsizliklerin belli 6zel durumlar i¢in bagka konvekslik siniflar1 icinde saglandigim
agikca gorebiliriz. Dolayisiyla buradan konveks fonksiyonlar arasinda ozellikleri
agisindan bir hiyerargi oldugu gercegine ulagilir. Fakat bu hiyerargide tiim kon-
vekslik smiflarin1 beraber degerlendirmek oldukca gii¢ oldugu igin aralarindaki

iligki, tanimlar1 ve ozellikleri yardimiyla agagidaki sekilde olusturulabilir:

Teorem 2.3.1 I C R olmak iizere, Log Konveks fonksiyonlar sinifi, Konveks

fonksi-yonlar smifi, Quasi-konveks fonksiyonlar sinifi, P-fonksiyonlar sinifi ve
Godunova-Levin fonksiyonlar siifi sirasiyla L(I), C(I), QC(I), P(I), Q(I) ile

gosterilirse, bu takdirde

L(I) c C(I) c QC(I) ¢ P(I) ¢ Q(I)
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oldugu goériiliir (Bakimiz Sekil 2.5)[38].

Teorem 2.3.2 I C R olmak iizere, Quasi Konveks fonksiyonlar sinifi, Wright-

Quasi-Konveks fonksiyonlar sinifi ve Jensen-Quasi-Konveks fonksi-yonlar sinifi

sirasiyla QC'(I), WQC(I), JQC(I) ile gosterilirse, bu takdirde
QC(I) cWwWQC((I) Cc JQC(I)
oldugu goériiliir (Bakimiz Sekil 2.6) [12].

Teorem 2.3.3 [ C R olmak iizere, konveks fonksiyonlar sinifi, Wright-Konveks
fonksi-yonlar smifi ve Jensen Konveks fonksiyonlar simfi sirasiyla C'(I), W ([),
J(I) ile gosterilirse;

c)ycw()cJd)

olur (Bakinmiz Sekil 2.7) [67].

Lemma 2.3.1 Eger f fonksiyonu m-konveks fonksiyonlar sinifina ait ise bu takdirde

f fonksi-yonu bir starshaped fonksiyondur [64].

Lemma 2.3.2 Eger f fonksiyonu m-konveks fonksiyon ve 0 <n <m < 1 ise f

fonksiyonu bir n-konveks fonksiyondur [64].

h-konveks fonksiyon tanimindan agikga goriilebilecegi gibi eger h(t) = t segilirse
negatif olmayan konveks fonksiyonlar veya egitsizligin yon degistirmesinde negatif
olmayan konkav fonksiyonlar, h(t) = % segilirse fonksiyonun (/) simifindan,
eger s € (0,1) olmak tizere h(t) = t* segilirse fonksiyonun K? smifindan bir
konveks fonksiyon olacagi agikardir. Bu bilgiler 1g1ginda h(t) fonksiyonun bazi

ozel degerleri igin
C(I)c SX(h,I), P(I)cCSX(hI), K2cCSX(hI)

yazilabilir. Burada h fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon oldugu i¢in negatif

olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I') smifinin alt kiimesidir.
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Godunova-Levin Fonksiyonu

P-Fonksiyonu

Quasi-Konveks Fonksiyonu

Konveks Fonksiyonu

Log-Konveks
Fonksiyonu

Sekil 2.5: Godunova-Levin fonksiyon, P-fonksiyon, Quasi Konveks fonksiyon,

Konveks fonksiyon, Log-Konveks fonksiyon arasindaki siif iligkisi

Jensen-Quasi Konveks

Wright-Quasi Konveks

Quasi Konveks

Sekil 2.6: Jensen-Quasi Konveks fonksiyon, Wright-Quasi Konveks fonksiyon,

Quasi Konveks fonksiyon siniflar1 arasindaki iligki

Jensen-Konveks Fonksiyonu

Wright-Konveks Fonksiyonu

Konveks Fonksiyon

Sekil 2.7:  Jensen-konveks fonksiyon, Wright-konveks fonksiyon, Konveks

fonksiyon simiflar1 arasindaki iligki
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boltimiin birinci kisminda kesirli Riemann-Liouville integral ve kesirli tiirev
operatorle-riyle ilgili temel tamim ve ozellikler verilecektir. Ikinci kisminda ise
Hermite-Hadamard esitsizligi, Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi ve kesirli Hermite-

Hadamard-Fejér integral egitsizlikleri ile ilgili temel teoremler verilecektir.

3.1 Kesirli Riemann-Liouville integral ve Tirevleri

Liouville’nin kesirli integral operatoriiniiniin Riemann’ in degistirdigi sekli, n-kath

integral icin Cauchy’ niin formiiliintin direk genellemesi olarak

xT

/mdm]ld@-.- 71f(xn)dxn: (nil)!/(:p i(;)l_ndt (3.1.1)

a

seklinde ifade edilir. Bu integralin sol tarafinda integrasyon sirasini ve buna bagh

olarak sinirlar:

a<rT <x To < T1 <X
a < 9 <1 To <1 <T
R R
a4 < Tpo1 < Tp_o Ty < Tpo1 < T
a< Ty < Tp_i a<x,<x

seklinde degistirdigimizde (3.1.1) ifadesi

:/f(xn) / // /dxl dxs -+ | dxn_q | dzyp, (3.1.2)
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seklinde yazilir. (3.1.2) ifadesinde sirasiyla integral alinirsa ve x,, = ¢t déniigiimii

/xdxlfd@-.- 71f(xn)d:cn: (n_ll)!/x(x f(gl_ndt (3.1.3)

a

yapilirsa

esitligi elde edilir. Gamma fonksiyonunun 6zelliginden (n—1)! = I'(n) alindiginda
(3.1.1) egitligi elde edilir. (3.1.1) esitliginde, n tamsay1 degerleri alinmamig ola-

bilir. Riemann bu durum icin asagidaki sekilde kesirli integral tanimini vermistir:

Tamim 3.1.1 f(z) € L[a,b] ve a < z < b olsun. Bu durumda o > 0 igin

(RIS ( /f t)(x—t)*"tdt, x>a (3.1.4)

ve
1 b

integrallerine a-yimci mertebeden Riemann-Liouville kesirli integralleri ad verilir.
Burada (JO. f) (z) = (J2 f) (z) = f(z) olacaktur.
Teorem 3.1.1 f € L[a,b] fonksiyonu ve o > 0, 5 > 0 i¢in

(g §) @) (nI2 ) (@) = rI25 (@) (3.1.6)
esitligi saglanir.

Tanim 3.1.2 f fonksiyonu (a, b) arahiginda siirekli ve integrallenebilir olsun. a €

(0,1) olmak iizere

1 d " [t
rDgs f(z) = md:c/ @ —1)° (3.1.7)

ifadesine a-yincit mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi denir.

Ozel olarak, kesirli tiirevde o = % alindiginda ifadeye yar1 tiirev adi verilir. Simdi

ise yar1 kesirli tiirevler ile ilgili bir ka¢ 6érnek verelim. Bunun icin, f(z) = 2*
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seklindeki fonksiyonu ele alalim. Burada k pozitif bir tamsayidir. Ele aldigimiz

fonksiyonun a-yinci mertebeden tiirevini alirsak

k

/()
f'(x)
f'@) = k(k—1)a"
" (x)

Ff9%) = k(k—1)(k—=2)(k—a+1)z"°
k! b
k=at”

yazilir. Yine burada I'(n) = (n — 1)! oldugundan

rk+1) .,

@) = 5 et

egitligini yazariz. Buradaki a sayisini herhangi bir pozitif say1 olarak segerek

fonksiyonun kesirli tiirevlerini hesaplayabiliriz.

Kabul edelim ki a = % ve k = 2 olsun. Bu durumda fonksiyonun %—nci mertebeden

tiirevini hesaplayalim. Bunun i¢in

f(x) =2 ve a= 5 ise
I'k+1)
(a) _ k—a
A~ ey
esitliginden yararlanarak,
, dz T ,
fi(z) = —a? = ) o

dz , 8

Aot 3y

elde edilir. Simdi elde edilen yarim tiirevin tekrar yarim tiirevi alinirsa

dz d%2_d%<8 )_2
g \des ') " aer \3yr )
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oldugu kolayca goriiliir.

Riemann-Liouville kesirli integral ve tiirevi arasindaki baglantiy1 ¢ozmek i¢in Abel
integral egitligi olan, 0 < a < 1 i¢in
1 [ e(t)dt
= > 3.1.8
o | o @) > (318)

a

egitliginden yararlanilir. Son esitlikte 2’ i; ¢ ye ve t’ yi; s’ ye dontigtiiriip her iki

tarafin1 (z — ¢)™ ile garpip @’ dan z’ e integralini alirsak

[t [ =i [ L

a a a

elde edilir. Elde edilen esitligin sol tarafinda Dirichlet formulii geregince siirlarin

yer degigimini uygularsak,

/ o(s)ds / (x—t)ac(if—s)l—a — T(a) / (xf_(tz)a (3.1.9)

a

oldugu goriiliir. (3.1.9) ifadesindeki i¢ taraftaki integralde ¢t = s+7(x—s) degigken
degistirmesi yapilirsa,

T 1

dt =11 _ % = B(a.1 —a) =T« —
[«w%wu—@PaZJF (1= 7)dr = 5o, 1~ @) = T(@)T(1 - a)

elde edilir. Son integrali Beta fonksiyonu ile ifade ettik. Bu ifade (3.1.9)" de

kullanilirsa
F(a)F(l—oz)/(p(S)dS = F(a)/ (xf_(tZ)a
; N 0
a/@(s)ds T T(1-a) a/ (x—t)o‘dt

elde edilir. Buradaki son esitligin her iki tarafinin 2’ e gore tiirevi alinirsa,

L 4w
= — dt, 0<a<l 3.1.10

#() F(l—a)d:z/(:z—t)o‘ ’ “ ( )
elde edilir. Bu ise bize Tanim 3.1.2 yi vermektedir.

Bu tiirev formiiliinii daha genel olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:
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Tanim 3.1.3 f fonksiyonu her sonlu (a, z) araliginda siirekli ve integrallenebilir
olsun. m € N, m — 1 < a < m olmak iizere x > a i¢in reel bir f fonksiyonunun

a-yinc1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

(rDg+ f) (x) = o) ¢Wk/f z— )"t (3.1.11)

seklindedir.

Diger taraftan Riemann-Liouville kesirli integrali ile Beta ve Gamma fonksiyonlar

arasindaki iligkiyi kuralim. Bunun i¢in
(RIS f) (z /f (x—t)*'dt, z>a

Riemann-Liouville kesirli integralinde f(t) = (t—a)% ve a = 3 almisa, bu
takdirde

T

1 1
@ﬁﬁywszjja—@

1
2

(NI

(l’—t)_% dt, z>a

elde edilir. Buradan

t=a+(x—a)T

degisken degisimi yapilirsa,

1

[7ra-nrar =)

0

seklinde Beta fonksiyonu elde edilir. Beta fonksiyonu yardimiyla

T

Wi f) @ = e [(t—a)
(3)

a

N

(l’—t)_% dt, = >a

)1

N[

Si-

1
/ (x — a)% (x — ot)_%Jrl T2 (1— 7')_% dt
0
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1
1 1
- ﬁ(:p—a)/72(1—7‘) 2 dt
0
1 31
= ﬁ(x—a)ﬁ 575)
1 INCIRNE
.t
G INCRE)
esitligi elde edilir.
Yukarida yaptigimiz uygulamaya benzer olarak, f(x) = %z% fonksiyonunu
gbzoniine alalim ve bu fonksiyonun o = %—inci mertebeden kesirli integralinin

f(z) = 2% oldugunu gosterelim. a = 0 olmak iizere Riemann-Liouville kesirli

integrali
1 f a—1
(rJf) (@) = 7 [ f(t) (x—=8)" " dt, >0
I(c)
0
olarak yazilir. Kabuller altinda f(z) = %x% fonksiyonunun a = £-nci mertebe-

den kesirli integralinin

(x731) @) = ! / S ot hd 20

oldugu goriliir. (Bakmiz [40,50,60,68]) Hem uygulama alanlarinda hem de

teoride kullanilan ve klasik kesirli integrallerin farkli degisimleri ve genellemeleri
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oldugu bilinir. Bunlardan bir taneside Hadamard kesirli integralleridir. Simdi bu

integralleri tanimlayalim.

3.2 Hadamard Kesirli integraller

Riemann-Liouville kesirli integro-diferansiyeli, % diferansiyel operatoriiniin (%)a

kesirli kuvveti seklindedir ve tiim eksenleri diigiiniirsek oteleme ile iligkisi sabittir.

Hadamard ise (x%)a seklinde kesirli bir kuvvete sahip kesirli integro-diferansiyel

yapisini ortaya cikardi. Bu yapi yari eksen durumuna uygun ve genigleme ile

iligkisi sabittir. Ik olarak Hadamard > 0, a > 0 icin

(1 J50) (:c)zr(1 / A1)t (3.2.1)

@) ) t (%)™

ve

(HJ20) (z) = F(la) / , (ﬁg)df_a (3.2.2)

integralleriyle tamigtirdi. a > 0, —o0o < a < b < oo ve ¢ siirekli tiirevlere sahip
monoton bir fonksiyon ve ¢ € L(a,b) igin

T

. o
(dess) @) = g0y [ oy s (3:23)

a

olarak tanimlanan kesirli integralinde g(t) = Int almarak elde edildigi igin (3.2.1)
integraline g(t) = t’ ye gore ¢ fonksiyonunun kesirli integrali denir. Bununla
beraber ¢'(t)" nin siirekli tiirevlerinin varhgini durumu bu durumda saglamaz.
(Eger 0 yerine a > 0 integralinin soldan limitini ahrsak ¢(t)’ nin siirekliligi

saglanir [60].)

Tanim 3.2.1 ¢ : [a,b] C Rt — R fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilir

bir fonksiyon, a > 0 ve 0 < a < b i¢in

(g @) (z) = F(la) / (lné(;)l_a%’ r>a (3.2.4)
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ve

(rp-9) (x) = F(la) / (zné(;)l‘“%’ xr<b (3.2.5)

T

integrallerine a-ymci mertebeden Hadamard kesirli integrali denir ve burada

ng+¢ =H quﬁ ve HJSO,QS =H Jfgb dir.

Hadamard kesirli integral tanimindan direk

d
uJit o =n J3 o, Tyt = 6, Re(a) >0 (3.2.)

T T

ozelliklerinin saglandigl goriilir. Hadamard kesirli tiirev, Riemann-Liouville ke-

sirli tiirevine benzer bir yapiya sahiptir [60].

Tanim 3.2.2 f fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. « >

0 i¢gin [o, a’'nin tam kismi ve {a} = o — [a] olmak iizere (3.2.6) ozelliginden

yararlanarak
. d [a]+1 i
DS f(x) = <x£> ad ey
N d [o]+1
= pJi (:cdx) f (3.2.7)

ifadesine a-ymci mertebeden Hadamard kesirli tiirev denir. Burada gD f, g D%, f,

aDj- f benzer sekilde ifade edilir. Ozellikle 0 < < 1 icin

1 d [ 6(t) dt
aDif(x) = mx%O/WT (3.2.8)

dir [60].

3.3 Onemli Esitsizlikler

Teorem 3.3.1 (Holder Esitsizligi): a = (a1, a2, ,a,) ve b= (b1, by, -+, by,)

iki pozitif n-liler ve p, q, % + % = 1 esitligini saglayan sifirdan farklh iki say1 olsun.
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i Eger p ve ¢ porzitif ise bu takdirde

n n Up s n 1/q

k=1 k=1

esitsizligi saglanir.

ii. Eger p < 0 veya ¢ < 0 ise bu takdirde

n n Up s n 1/q

k=1 k=1

esitsizligi saglanir [47].

Teorem 3.3.2 (integrallenebilir Fonksiyonlar i¢in Holder Esitsizligi): f
ve g fonksiyonlar [a, b] araliginda taniml reel fonksiyonlar ve p > 1 ve % + % =1
olsun. Eger |f|” ve |g|* fonksiyonlar [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
ise bu takdirde

1/p b 1/q
/|f )| dz < /|f )P da /\g(x)\qu (3.3.3)
esitsizligi saglanir [49].

Sonug 3.3.1 f ve g fonksiyonlar [a, b] araliginda tanmiml ve integrallenebilir iki
fonksiyon olsun. Eger ¢ > 1 igin | f| ve |g|? fonksiyonlar [a, b] arahginda integral-

lenebilir fonksiyonlar ise bu takdirde

1 1
=5 /% 7

/ | F(@)g()] d < / f@lds | | [lr@llg@ra) s

esitsizligi saglanir [49].

Teorem 3.3.3 (Ucgen Esitsizligi): Her z,y reel sayilar icin

i o +y| <o)+ 2],
i |z] = |yl < |z +yl,

i |z + e 2] < o]+ 2
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esitsizlikleri saglanir [49].

Teorem 3.3.4 (integral icin Uggen Esitsizligi): f, [a,b] arahginda siirekli
reel degerli bir fonksiyon ve a < b olmak tizere

b b

[ @] < [15@)as (3.3.5)

a a

esitsizligi saglanir.
Lemma 3.3.1 0<a<1ve0<a<bign
la® — b < (b—a)" (3.3.6)

ifadesi saglanir[57].

3.4 Konvekslik Ile Ilgili Onemli Esitsizlikler

Teorem 3.4.1 (Jensen Esitsizligi): f, I C R arahginda tamimli bir kon-
veks fonksiyon, x = (xq1,---,2,) € I" (n > 2) ve p, (Pk = Zlepl) seklinde

tanimlanan pozitif siral n-li ise

1 < 1 &
f (Fn ;pz%) < 2 ;pzf(%) (3.4.1)

esitsizligi saglanir[49].

Teorem 3.4.2 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): [ = [a,0] ve f : [ — R

bir konveks fonksiyon ise bu takdirde

f (Hb) < ! /f(:):)d:)s SO+ I0) (3.4.2)

2 “b—a

esitsizligi saglanir [20],[58].

Yukaridaki teoremde konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi ver-

ildi. Bir sonraki teoremde ise Konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér
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esitsizligi verilecektir ve ardindan bu egitsizliklerin daha genel hali olan kesirli
Hermite-Hadamard ve kesirli Hermite-Hadamard-Fejér integral esitsizlikleri ver-

ilecektir:

Teorem 3.4.3 f : [a,b] — R bir konveks fonksiyon ve g : [a,b] — R pozitif,

a+b>
2

f(agf)fg@Mzsbl jf@mumIsiQQ}@@ngMx«m3>

integrallenebilir ve x = ye gore simetrik bir fonksiyon olmak tizere

—a
a

esitsizligi saglanir [16].

Teorem 3.4.4 0 <a < b, f:|a,b] — R pozitif fonksiyon ve f € L[a,b] olsun.

Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise o > 0 igin

fCﬁw)s;ﬁlﬁwﬁﬂw+ﬁ%wﬂﬁﬂ@§i@' (344

esitsizligi saglanir [61].

Teorem 3.4.5 f : [a,b] — R konveks fonksiyon, a < b ve f € Lla,b] olsun.

a+b>

g : la,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve 2

ye gore simetrik bir

fonksiyon ise bu takdirde a > 0 i¢in

f(WM)M%M%hﬁﬂﬂ < S (f9)b) + I (Fg)(a)

2
< TOLTO e g0) 4 g5 gta) (3.4

esitsizligi saglanir [27].
Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér kesirli integral esitsizliklerinin

geometrik-aritmetik ve harmonik aritmetik ve quasi-geometrik konveks fonksiy-

onlar icin ifadelerini asagidaki teoremlerde gorebiliriz.

Teorem 3.4.6 f: 1 C R™ — R geometrik-aritmetik (GA) konveks fonksiyon,
a,b € I, a < bolsun. g : [a,b] — [0, 00) siirekli, pozitif ve vab’ ye gore geometrik
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simetrik bir fonksiyon ise bu takdirde

X

¢ (V) /@ s [ 1000,

IA

x (3.4.6)

esitsizligi gerceklenir [43].

Teorem 3.4.7 a,b € I, a <b, f: I CR" — R bir fonksiyon ve f € Lla,b|

olsun. Bu takdirde eger f, [a,b] arahginda GA-konveks fonksiyon ise o > 0 igin
T(a+1) fla) + f(b)

b) < ———= [J% f(b) + X < =t 3.4.7

£ (Vab) < s arye i FO) + I fla)] < 25 (3.4.7)

esitsizligi saglanir [28].

Teorem 3.4.8 f : [a,b] C Rt — R fonksiyonu [a, b] araliginda GA-konveks,
a < b, a,b €I vef € Llab] olsun. Eger g : [a,b] — R negatif olmayan,
integrallenebilir, ve vVab’ ye gore geometrik simetrik bir fonksiyon ise bu takdirde

a > 0 igin

7 (Vab) 172 9(0) + Jig(@)] < (F)(B) + T (fo) o)

fla) + f(b)

<
B 2

[Jara(b) + Jy-g(a)] (3.4.8)
kesirli integral esitsizligi elde edilir [42].

Teorem 3.4.9 f : I C R\ {0} — R harmonik konveks fonksiyon ve f €

L([a,b]), a,b € I, a < bolsun. g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir

2ab »

V€$:a+b

ye gore harmonik simetrik bir fonksiyon ise bu takdirde

b

f (azibb) /b%dx S/%daz < f(“>;f(b> a/bg(f)dx (3.4.9)

T
a a

esitsizligi gergeklenir [30].

Teorem 3.4.10 f: [ CR" — R, f € L[a,b], bir fonksiyon, a,b € I ve a < b

olsun. f fonksiyonu, [a,b] araliginda harmonik konveks ve g : [a,b] — R negatif
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olmayan integrallenebilir ve g(x) = % seklinde tanimlanan fonksiyon olmak tizere

a > 0 i¢in
r(25) < B () (o + g (fea/a)
o) + £

< (3.4.10)

2
esitsizligi saglanir [30].

Lemma 3.4.1 g : [a,b] C R\ {0} — R integrallenebilir ve a < b, 2“1” ye gore

harmonik simetrik olsun. z € [3,1], h(z) =1 ve a > 0 ise

¥y oh a
Jla/b+ (g © h) (1/a) = f‘/af (g o h) (1/[9) — 1 1/b (g ) (1/ )
Ji)a- (g0 h) (1/)

(3.4.11)

ifadesi saglanir [32].

Teorem 3.4.11 f : [a,b] — R harmonik konveks fonksiyon, a < b, f € L|a, b|

2ab )

olsun. ¢ : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve ye gore harmonik

simetrik fonksiyon olsun. Bu takdirde z € [1, 1] icin h(z) = L ve a > 0 i¢in

F(25) [ twom /o) + g5 tgom <1/b>]

< I (Fgo ) (1/a) + J5y (Fg o h) (1/0)]

< IO e tgony 1/a) + T (gom )] 3412

kesirli integral esitsizligi gerceklenir [32].

Teorem 3.4.12 f : [ C Rt — R, I° da differansiyelenebilir ve a < b, f' €
Lla,b] olsun. |f’|, [a,b]’ de quasi-geometrik konveks, g : [a,b] — R siirekli ve

xr = +Vab’ ye gore geometrik simetrik bir fonksiyon ise o > 0 i¢in

( UGRL ) [72:9(0) + Ji-g(a)] = T2 (F9) (1) + Ji- (fg) (a)]

gl tn®* (b/a)
- ['(a+1)

esitsizligi saglanir, burada

Ci(e) sup{|f'(a), |F'(b)[} (3.4.13)

1/2
Ci(a) = / [(1—w)® = u®] [a" 70" + a"b' ] du
dir [41].
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Lemma 3.4.2 f: ] CR — R, I° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b,
a,be I ve h:la,b] — [0,00) diferansiyellenebilir olsun. Eger f’ € L[a, ] ise bu
takdirde

N —

[(h(b) — 2h(a))f(a) + h(D)f(b)] —/bf(l")h'(x)dl"
_ (bzia) {/1 [Qh(lg_ta—l— 15%) —h(b)} f’(l;rta+ 1;%) dt
4 /I{Qh(lgtcu—l;tb) —h(b)} f’(lgtwl;tb) dt}

0

esitligi vardir [23].

Lemma 3.4.3 f: [ CR — R, I° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b,
a,be I ve h:la,b] — [0,00) diferansiyellenebilir olsun. Eger f" € L[a, ] ise bu
takdirde

M (st + 500 - nos (450 A (a0
(1;ta+1—2|—tb)] [h'((l—;tcH—l;tb)+h'<(1;ta+1;tb)} ot
_ (b4a){/1{h<(1;ta+12tb)h<12ta+1—2‘_tb)+h(b)}

x [—f’(lgtajtlgtb)+f’<1gta+1;_tb)]dt} (3.4.14)

esitligi saglanir [24].

+
~
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4. BULGULAR

Bu boliimde ilk olarak geometrik-aritmetik (GA) konveks, (HA) harmonik kon-
veks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér tipli integral esitsizliginin sol ve
sag tarafl i¢in yeni lemmalar ve teoremler elde edildi. Daha sonra ise yeni fonksi-
yonlar tanimlayarak Riemann Liouville ve Hadamard kesirli integrallere uygu-
lanip yeni sonuglar elde edildi. Bunlara ek olarak GA-konveks fonksiyonlar igin
ortaya ¢ikarilan lemmalari quasi-geometrik-aritmetik konveks fonksiyonlar icin
uygulayip esitsizligin sag ve sol tarafi i¢in yeni teorem ve sonuclar elde edildi.
Son olarak bulunan bazi sonuglar cesitli ortalamalara ve hiper geometrik fonksi-
yonlara uygulandi. Bu boliimdeki elde edilen bulgular uluslararas: alan indeksli

dergilerde makale olarak yaymlanmistir. Bakiniz [35, 36, 45].

4.1 Geometrik-Aritmetik Fonksiyonlar icin Hermite-Hada-
mard-Fejér Tipli Kesirli integral Esitsizlikleri

Bu béliimde Va,b € R, ¢t € [0,1] icin G := G(a,b) = Vab, La(t) = a'G't ve
Uqg(t) = b'G'~* notasyonlar1 kullanilacaktir.

Lemma 4.1.1 f : I C RY™ — R fonksiyonu I° da diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve , a,b € I°, a < b olsun. h : [a,b] — [0, 00) diferansiyellenebilir

fonksiyonu ve f’ € L{a,b] igin

+ / 20 (VG — h(b)] £ (BG'1) BG e (4.1.1)

0

esitligi saglanir.
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Ispat. Esitligin sag tarafindaki integralleri iki parca halinde ispatlayacagiz.
Tk integral kismi integrasyon ve sonrasmda z = a!G't, dz = a!G'tIn (&) dt
degisken degisimi yapilirsa
1
L - / [2h ("G — h(b)] f (a'CHY) ' G e

0

_ m% ; {20 (@'G*1) = hO)] £ (a'G)];

Qle

1
~ 2 g(/faGlﬂM@Gﬂﬁa@”ﬁ}
0

G
n (Q) I = [h(b) — 2h(a)] f(a) + [2h(G) — h(b)] F(C) 2 / F(@)H ()da

elde edilir. Son integralde Diger taraftan ikinci integrale de kismi integrasyon ve

sonrasinda © = b'G'™", dz = b'G''in (&) dt degisken degisimi yapilirsa

1
L = /’WLHGlt—hwﬂf%HGkﬂUGkﬂt

0

~n (%) { [2h (thl t) — h(b )] f (thl_t)‘(l)
— 2In %) /f(thl—t) X (thl—t) thltdt}

In (g) L= hB)S() - 2(G) - b)) £G) -2 [ )l )iz
G

elde edilir. Son olarak in (G/a) I; ve In (b/G) I taraf tarafa toplanip ikiye boliindii-
glinde

b
oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi verdigimiz 6zdesligi temel alan teorem ve sonuclarimizi verelim.
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Teorem 4.1.1 f : I € Rt — R fonksiyonu I° da bir diferansiyellenebilir
fonksiyon ve h : [a,b] — [0, 00) diferansiyellenebilir fonksiyon, a,b € I°, a < b
olsun. Eger |f'|, [a,b] araliginda geometrik-aritmetik konveks fonksiyon ise

f(a) b

@) —2n(@) 5w L2 - [ san s

[Gi(a,b) [ /' (a)] + Ca(a, b) | /' (G)] + Cs(a, b) /(b)) (4.1.3)

Inb—1Ina
< -
4

esitsizligi saglanir. Burada katsayilar

(1 (a,b) = /1 ta'G*" |2k (a'G*Y) — h(b)| dt (4.1.4)
G (a,b) = /1 (1 —1)a'G'" 2R (a'G*Y) — h(b)| dt

+ j(l—t)btc;l—t\zh (0'G*") — h(b)| dt (4.1.5)
G(a,b) = /1 Gt |2k (BGYY) — h(b)| dt (4.1.6)

seklindedir.

ispat. Lemma 4.1.1 deki (4.1.1) egitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

b
[R(b) — 2h(a)] @ + h(b)@ — /f(x)h'(x)dx

b —tna [ [ G
< W{/zh(aG ) —h(®)| | (a'G*) ' G| dt
0

+ / 25 (B'G'Y) = h(D)| |f (HG) th”dt} (4.1.7)

elde edilir. (4.1.7) esitsizliginde | f’| fonksiyonunun geometrik-aritmetik fonksiyon

oldugunu kullanirsak
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< L;l”“ { / 20 (@'GT) = )| [E1f'(a)] + (1 =) [F (@)} o' G*dt

0

+ / 20 (B'GY) = B)| [E|F/(B) + (1 — 1) | f/(G)]th“dt} (4.1.8)

esitsizligini buluruz. Son esitsizlikte parantezi dagittimizda (4.1.4)-(4.1.6) kat-

sayilarini elde ederiz ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.1 g : [a,b] — [0, 00) siirekli, pozitif fonksiyon; vab’ e gore simetrik
ve |9l = sup,ejqy [9(2)] olsun. Bu durumda Teorem 4.1.1" in kosullar1 altinda
h:[a,b] — [0,00), € [a,b] ve a > 0 i¢in h(z) = [ [(ln%’)a_l + (lné)a_l} @dt

seklinde tanimlanirsa

‘ (M) (12 9(b) +a Ji-g(a)] — [ % (f9) (b) +u T2 (fg) (a)]

_ (Inb —Ina)*™
= 20HT (a+ 1)

l9lloc [C1 (@) [f(@)] + C2 () [/(G)] + Cs (@) £ (B) ] (4.1.9)

esitsizligi gerceklenir, burada katsayilar

1

Ch (o) = /[(1+t)a—(1—t)a]tatG1‘tdt,

(1=0)[1+8)*— 1=t [a'G"" + VG dt,

&3

B

I
O\H o

Cy(a) = / (146" — (1 — 1] ' Gt

seklindedir. 0 < o <1 i¢in (4.1.9) esitsizliginde Lemma 3.3.1" i kullanirsak

‘(f(aHf(b)

) Gz 0) 4 @] = 1 () ©) 1 55 () o)

< (Inb—Ina)*™
=" (a+ 1)

l9lloc [Er (@) [f'(a)] + E2 (@) [f(G)] + E5 (o) [f/(D)]] (4.1.10)
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esitsizligini ve

ta-‘rlatGl—tdt

&
2
|
—

0
1
By (a) = /[(1 — ) t*d'G' + (1= )tV G dt
0
1

ta-l—l bt Gl_tdt

5
O
I
o\

katsayilarim elde ederiz.

Ispat. Teorem 4.1.1° e gore, (4.1.8) esitsizliginde z € [a, b] icin

o= [ ()™ (mt) ] 2

a

alinirsa

) (X0 sg0) o )] = T (@) 2 () 0) 1 5 (72) @)

(4.1.11)
ve diger taraftan (4.1.8) esitsizliginin sag tarafinda da x € [a, ] i¢in
x b a—1 t a—1 g(t)
hx) = / [(zn;) ; (lna) ] o0,
alinirsa
( atGlft L .
R T R R
< Inb — Ina o B » X
S| e ey
0 a
\ (t]f"(a)] + (1 =) [f(G)]] a'G'"at
ptGl—t - a1 (o) )
R T R (T R 0%
¢ X
b
+/ — [(mg)“‘1 + (mg)“‘l} 9) (4.1.12)
0 a
L1f (O] + (1 =) (@G at
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oldugu goriiliir. Son ifadede g(x) fonksiyonunun vab’ ye gore geometrik simetrik

oldugunu kullanirsak her ¢ € [0, 1] igin

atGlft

Tl e e e
= Lb7 [(111 g)a_l + (n g)a_ll @dx

tG1-t

2 / [(m g)a_l+ (m g)a_ll @dx—/b
_ [}7 [(m g)a_l + (1n g)a_ll @dx

ve

tGlft

oldugunu goériirtiz. Bu durumda (4.1.12)-(4.1.14) ifadelerini kullanirsak

(M) [T 9(b) + m Ty g(a)] — [aJ5s (f9) (0) + a T (f9) (a)]

1
Inb —Ilna /
< =

AT () 0

1
of
0

ptGl—t
[ 8T+ ) £

atGl-t

[t1f ()| + (1 =) |f(G)]] o' G dt

X

btcl—t
[ [ ()

atGl-t

1O+ (L=t [f(G) VGt

X

(4.1.15)

1 brG pya—1 z\a—1| 1
inb —lna| / J [(m ;) () } L | %
0 0

= "I (o) atG
atGl—t

o
O]+ 1= 7@V Ear

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikte igerideki integrali

t1f (@) + (1 =) [f(G)[] o' G dt

brGt pya—1 2 a—17 1
[ ()™ + () ]de] 8 (4.1.16)

thlft b o1 . 1
/ [(ln —) + (ln f) ] —dx
xr a s

atGl-t
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th17t th17t

b\ 1 a-1 1
= / (ln —) —dx + / <ln E) —dx
T T a T
atGlft atGlft
2.(Inb—Ina)”

- e [+ DT = (1 =) (4.1.17)

seklinde hesaplar ve son esitlikte Lemma 3.3.1 i kullanirsak

th17t b a—1 1 1
ey e
x a x
atGlft
N = e 1]
= / (ln —) —dx + / <1H f) —dz
x x a z
atC—t atGl—t
< 2.(Inb—1Ina) 0 (4.1.18)
a

yazilir. (4.1.16) - (4.1.18) ifadelerinin kombinasyonunu kullanirsak (4.1.9) ve

(4.1.10) esitsizligini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.2 i. Eger Sonug 4.1.1 "deki (4.1.10) esitsizliginde, a = 1 ahnirsa ,

b

[f(a)—;f(b)} /bgf)dx— [ s@2%as < fnbolnaly )

a a

< [Ex() [ ()| + Ex (D) [f(G)] + Es(1) | (D)]] (4.1.19)

esitsizligi elde edilir, burada a,b > 0 igin,

1
E(1) = /t%ﬁGl—tdt,
0
1 1
By (1) = /t(1—t)atGl—tdt+/t(1—t)thl—tdt
0 0
1
Es(1) = /tzatGl_tdt
0

dar.

ii. Eger Sonug 4.1.1° deki (4.1.9) esitsizliginde, g(z) = 1 alinirsa
fla)+f)\  T(a+1)
2 2(Inb —Ina)~

(Inb—Ina)
- Qo+2

[+ f(b) + mJy= f (a)]

[Cy (@) [f (@)l + C2 () [/(G)] + Cs (@) £ (B)[](4.1.20)
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esitsizligi elde edilir.

iii. Eger Sonug 4.1.1° deki (4.1.10) esitsizliginde, g(z) = 1 ve « = 1 alinirsa

(f(a)—;f(b)) ) (lnbilna) / 1),

< (Inb—Ina)
- 4

[Ey (D 1S (a)] + E2 (D [f(G)] + E5 (1) [ £/(0)[] (4.1.21)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.2 f : I C RT™ — R, I° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € I° a < b, ve g: [a,b] —> [0, 00) siirekli, pozitif bir fonksiyon ve z = v/ab’
ye gore geometrik simetrik olsun. Eger |f'|?, [a, b] arahginda geometrik-aritmetik
konveks bir fonksiyon ise

f(a)

() - 2n(@] X2 4 iy L /  Inb—Ina

2 4

(a} 12h(a'G't) — h(b)] dt) o x

/ (12h(a"G™") = h(b)]) x
(ta G | f(a)]” + (1 — £)a? G110 | f/(G)|) dt

Q=

+ < Ofl 20(B'G1) — h(b)| dt) o x

1 - @ (4.1.22)
/ (12A(6"GT) = h(D)]) x
(7 GU | F (D) + (1 — )b GUD | F(G)|") di

Vs

olur.

Ispat. (4.1.7) esitsizliginde |f’|? fonksiyonunun geometrik aritmetik konveks

fonksiyon oldugunu ve Sonug 3.3.17 i kullanirsak ispat tamamlanir.
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Sonug 4.1.3 g : [a,b] — [0, 00) siirekli, pozitif, vab’ e gore geometrik simetrik
bir fonksiyon ve [|g|l,, = sup,epyl9(z)| olsun. Bu durumda Teorem 4.1.2°
nin kogullar1 altinda h : [a,b] — [0,00), © € [a,b] ve @ > 0 i¢in h(x) =
i [(ln%)a_l + (lni)a_l] @dt seklinde tanimlanirsa, ¢ > 1 igin

a

‘ (M ) 1% 9(0) + 1 JEg(a)] = (a2 (F9) (0) + wJE (fg) (a)]
= (IHZLF;EL P)QHOO(QQ; +_12 )70 [Cr () | £/(@)]" + Ca (0, ) |£(G)]"
+ Cylag) [f )] (4.1.23)

esitsizligi saglanir, burada katsayilar

1

Ci(a,q) = / [(146) — (1= 8)] ta® GOV,
1
Cy (ow Q) = / 1 —I—T, 1 — t) ] (1 _ t) (athq(l—t) + bthq(l_t)) dt,

0
Cs (Ow Q) = / 1 —l—t — (1 _ t)a] 1 Ga=1) ¢
0

integralleriyle tanimlanir.

Ispat. Teorem 4.1.2’ deki (4.1.22) esitsizligi ve (4.1.17) esitliginden yararlanirsak

‘ (M) (12 g(0) + mJi-g(@)] = [ (f9) (8) + - (f9) (a)
(Inb— Ina)* gl
= 2001 (o + 1)

1
q

(o 1—t)]dt>l_ .

[(1+6)* = (1= 1)) (ta® G [ f(a)|" + (1 = )at GO0 | f(G)]) dt)

1
q

O\»—A

(j 1+1)” 1—t)]dt) _Ex
+ 0 1
(L4 8)* = (1 —¢)°] (b G1AD | f/(b)|* + (1 — )b G0 | f1(G)]7) dt)

RS
O%»—A
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(0~ 1na)" g, 2" -2
- 2001 (v + 1) a+1

[

)i

Q|

1

/ [(1+6)*—(1—1)%] x

qt (¥g(1—t) "(a q - qt (yq(1—t) | £/ q
G [P+ (1= NG @ ) |

Q=

1

N / [(1+1)* = (1 —1)] x
[t GIO | f1(B)|7 4 (1 — )b GO0 | f(G)|) dt

esitsizligini elde ederiz. Ote yandan a > 0,b>0, r<1,a"+b <27 (a+b)"
ifadesinden yararlanirsak, ¢ > 1 icin

(b~ o)™ gl 277~ 21y
- 2041 (a + 1) a+1

Q=

[(1+1)* = (1= )] ta®GI= | f'(a)|* +

/ (1+6)>*—(1—t)*](1—1¢) ]G fat| (4.1.25)
0 +p2 G

(L +6)" = (L=t G | f(b)]*

elde ederiz ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.4 Sonug 4.1.3" de a =1 ve g(x) = 7lnbilna alinirsa,
b
fla)+f0)Y 1 /f(:c)dx - (lnb—}na)x
2 Inb—1Ina x 92+

Q=

[CL (L) @)+ Co (LI f (G + Cs (L) [f ()] " (4.1.26)

esitzsizligi elde edilir.
Simdi ise Hermite-Hadamard-Fejér tipli kesirli integral esitsizliginin geometrik-

aritmetik konveks fonksiyonlar igin sol tarafini elde edecegimiz Lemma 4.1.2 ve

bu lemmaya bagl teoremlerle ilgilenecegiz.

Lemma 4.1.2 f : I C R"™ — R fonksiyonu, I°’ da diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve a,b € I°, a < b olsun. h : [a,b] — [0,00) diferansiyellenebilir
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fonksiyonu ve f’ € L{a,b] i¢in

(f(a);‘f(b)) h(a) — F(GYh(B) + lnb;lna

{ 6} [0 (Lg(t))La(t) + B (Ug(t))Ua(t)] x }
[f(La(t) + f(Uc(t))] dt

lnb—lna {/ (1)) + h(b)] x
(=" (La()La(t) + f'(Ua(t))Us(t)] dt} (4.1.27)

esitligi saglanir.

ispat. Esitligin sol tarafindaki integralleri iki parca halinde ispatlayacagiz. Ilk
integrali kismi integrasyon yontemiyle
1

- / h(La(t) — h(Ua(®)) + b)) d (f (La(t)))

0

= [h(La(1) = MUa(t)) + h(D)] f (La (D)l

~ [ et [1Eanzetm (5) - Hwawweon ()] a
seklinde eldz ederiz. Simdi ise aym yéntemle ikinci integrali aldigumizda
I = / (6) + ) (f Ua(t))
— (o) — AUs(t) + hO)] F (Tl

a

FUG(0) W (Lal) Lato) () ~ WWalopvaom (5 )| a

|
O\H

seklinde bulunur. Elde edilen I; ve I, integrallerini taraf tarafa toplayip ikiye

boldiigiimiizde
I ;r L _ (M) h(a) —h(b) f(G)

! < [f(Le(t)) + F(Ua(t))] dt

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmig olur.

N lnblna{ J [W(La(t)La(t) + 1 (Ua(t))Ua(t)] }(4'1'28)
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Teorem 4.1.3 f : I € Rt — R fonksiyonu 7° da differansiyellenebilir ve
h : |a,b] — [0, 00) diferansiyellenebilir fonksiyon , a,b € I°, a < b olsun. Eger

|f'], a, b] araliginda geometrik-aritmetik konveks fonksiyon ise

(5 3]

< PP (60 0) ()] + Gola, D) ()] + Gl B) L8] (11.29)

esitsizligi gerceklenir ve burada katsayilar

1

Gila,b) = /tLa(t) [h(La(t) — M(Uc(t)) + h(b)] dt (4.1.30)
C2(a,b) = /1(1 —t)La(t) [h(La(t) — h(Uc(t)) + h(b)| di

+ /1(1 — HUa(t) |h(La(t) — h(Ua(t)) + h(b)| dt  (4.1.31)
Cs(a,b) = /1tUa(t) [h(La(t) — M(Uc(t)) + h(b)] dt (4.1.32)

integralleriyle tanimlanir.

Ispat. Lemma 4.1.2 deki (4.1.27) esitliginin her iki tarafimn mutlak degeri

alinirsa

(M)h() +{/f W (x dx+/f h"‘b“b ]

g lnbtna { [ In(La(0) = hUa(®) + hB)| I (La(®) La(t)

+ /\h(Lc(t)) — h(Uc(t)) + (D) S (Uc(t))Ua(t)dt} (4.1.33)

0
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elde edilir. (4.1.33) egitsizliginde |f’| fonksiyonunun geometrik-aritmetik konveks

fonksiyon oldugunu kullanirsak
(L0250 1) 1)+ {/f e dx+/f oy ]
2 x ZL’2

W {/ [(Le(t) = h(Ua(®)) + hO)| [t (@) + (1 = &) [F(G)]] La(t)dt

/Ih(Lc(t)) — h(Ug(t)) + h(B)[ [E1f/(0)] + (1 = ) [/(G)]] Uc(t)dt} (4.1.34)

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikte integral icerisindeki mutlak deger ifadesini

parantez icine dagittimizda ispat1 tamamlamig oluruz.

Sonug 4.1.5 g : [a,b] — [0, 00) siirekli, pozitif, vab’ e gore geometrik simetrik
bir fonksiyon ve [|g[| , = sup,¢(o 4 [9(7)] olsun. Bu durumda Teorem 4.1.3 kosullar1
altmda h : [a,b] — [0,00), z € [a,b] ve a > 0 igin h(z) = [ [(ln%’)a_l - (lni)a_l}

g (t dt seklinde tamimlanirsa

T2 (f9) (0) + i (f9) (@)] = £ (Vab) [nJ2g(b) + nJi-gla)]|

(Inb —Ina)*™

I9lloo [K1 () [f(a)] + K2 () [f(G)| + K5 () [ /' (b)]] (4.1.35)

="l (a+ 1)

esitsizligi saglanir ve burada katsayilar
Ki@ = [ -5t ] et
Ko@) = [0 |- (50| 1t + vato)a
Ko@) = [ 1= (50 (0| wetna

integralleriyle ifade edilir.

Ispat. Teorem 4.1.3 iin ispatindaki (4.1.34) esitsizliginde = € [a, b] i¢in

o= [ ()™ ()| 2

a
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ile tanimlanmig fonksiyon gozoniine alinirsa

1 / b\ z\e~1| g(x)

2 [ /5@ [(“‘;) +(in2) ] R

+/bf(:)3) [(lné)a_l + (lnz)a_ll 90 d:):]
/ x a x

—f(\/@)/bf(w) [(lng)a_l + (lng)H] @dz

oldugu goriiliir. g(x) fonksiyonu vab’ ye gore geometrik simetrik oldugundan

fota ()™ (2] 2k

— f(vab) / 7(@) [(mg) ; (lo”%)a_l] 9 gy

= )F (@) [ s (f9) (0) + w5 (f9) ()] = T (@) [ g (b) + uJi-g (a)] f(Vab)
(4.1.36)

ifadesi elde edilir. Diger taraftan (4.1.34) esitsizliginin sag tarafinda da aym

fonksiyonu kullanirsak

[tf'(a) + (1 = ) f(G)] La(t)dt

()" ()] 22

O\H

() o ()"

()™ 4+ ()" o

[tf'(b) + (1 = 1) f(G)] Ua(t)dt

(4.1.37)



esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikte integral icerisini

La(t)

J ()™ s (o) 2 U](t)[(mg)“l (2)] 2

a

(4.1.38)
olarak yazabiliriz ve g(z) fonksiyonu v/ab’ ye gore geometrik simetrik oldugundan

her t € [0,1] icin

La(t)

o2y e ] [t) s oy ] 2

a

ifadesini elde ederiz. Boylece

T2 (F9) () + 5= (£9) (@) = [T g (8) + g (@) (Vab)|

1

Inb — Ilna /
<

- 2l («a) 0

La(t)
[ 4 )™ sl

a

X

of (L:f“’ ()" + (w2)™"] %dﬂf) x (4.1.40)

[Lf(0) + (1 =) f(G)] Ug(t)dt
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esitsizligi yazilabilir. Son esitsizlikte integral igerisindeki integral ifadesini

La(t) N 74
/ [(hl —) + <ln z) ] —dx
x a T

a

_ (lnb—alna)a [1 B (%)Z (#)a] (4.1.41)

seklinde elde ederiz. (4.1.40) esitsizliginde (4.1.41) esitligini kullanirsak (4.1.35)

esitsizligine ulagiriz ve bdylece ispati tamamlamig oluruz.

Sonug 4.1.6 i. Eger Sonug 4.1.5” deki (4.1.35) esitsizliginde, « = 1 alinirsa

[ 52—y (vap) [ 1) < Oy
K (W) @)+ Ka(D) | (@) + K1) 17 0)] (1.0.42)

esitsizligi elde edilir ve burada a,b > 0 i¢in

(t—t*)a'G'dt,

(1—t)? [a'G" +b'G' ] dt,

Ky(1) = [ (t—¢) VG dt

=
I
O\H O\H O\H

katsayilarina ulagiriz.

ii. Eger Sonug 4.1.5” deki (4.1.35) esitsizliginde, g(z) = 1 alinirsa

['(a+1) o o
et g )+ 3 S (] (VD)
< 02D 6, @) 7)) + K (o) £(C)
Ky (@) 7 0)] (4149

esitsizligi elde edilir.
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iii. Eger Sonug 4.1.5" deki (4.1.35) esitsizliginde g(x) = 1 ve a = 1 alinirsa

(Inb i Ina) / f(xx)dz -/ <M>

< (Inb—Ina)
- 4
esitsizligi elde edilir.

(K (D) [f (@) + Ko (D) [F(G)] + Kz () [F(0)]] - (4.1.44)

Teorem 4.1.4 f : [ C RT™ — R fonksiyonu, I°’ da diferansiyellenebilir a,b €
I°, a < b, ve g : [a,b] — [0, 00) siirekli, pozitif ve z = vab’ ye gore geometrik
simetrik bir fonksiyon olsun. Eger |f’|, [a, b] arahginda geometrik-aritmetik kon-

veks bir fonksiyon ise bu takdirde

(L0 ) - neoys )+ { [ remac [ ran) i
(f Ih(La(t) = H(Ua(®) + h(b) dt) "
Inb—1Ina 0

\

=T / (K(La(®) — h(Ua(t)) + b)) x ‘
0 (L (Le®) |F(@]" + (1 — 1) (L) |F(G)]) db

+ (j \W(La(t)) — h(Ug(t)) + h(b)] dt) .

0

1 (4.1.45)
/1 (IM(La(t) = h(Ua(t)) + h(b)]) x
o (t(Ualt

N O + (1= 1) (Ua®)* [f(G)]") dt

Vs

dir.

Ispat. Teorem 4.1.3 iin ispatindaki (4.1.33) egitsizliginde |f'|?, ¢ > 1, fonksi-

yonunun geometrik aritmetik konveks fonksiyon oldugunu ve Sonug 3.3.1 ifadesini

kullanirsak ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.7 g : [a,b] — [0, 00) siirekli, pozitif, vab’ e gore geometrik simetrik

bir fonksiyon ve [|g||, = sup,¢(,4 |9(7)| olsun. Bu durumda Teorem 4.1.4 kogullari
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altinda h : [a,b] — [0, 00) fonksiyonu, ¢ € [a,b] ve @ > 0i¢in h(z) = [ [(ln%)a_l

+ (lné)a_l] @dt seklinde tanimlanirsa , ¢ > 1 i¢in

T2 (f9) () + n i (£9) (@)] = [T g (8) + g ()] F (Vab)

. a+1 27— 1—%
L (nb—lna)™ gl [, 4 2
AT (a4 1) a+l a+1

(K1 (0, @) |F(@)]? + Ka (0, ) |f(G)* + Ks (o) | £/ (D)) 7 (4.1.46)

esitsizligi elde edilir, burada katsayilar

o = [ [ (520" (55 eccotra
Ko(o.g) = /1—(%) (5) | a- 0y + watoa
wton = [ [ (5" (55 ewnora

integralleriyle tanimlanir.

Ispat. Teorem 4.1.4° deki (4.1.45) esitsizliginde, Sonu¢ 4.1.5" deki (4.1.38),
(4.1.39) ve (4.1.41) esitligi kullanilirsa,

1 (f9) (0) + u i (f9) (a)] = [ it g (0) + i ()] f(Vab)

_ (b =)™ gl

= AT (a+ 1)
(S o))
/1 1= ()" + ()7 > 5
L s [ELe@®) 7 (@)]" + (1= 1) (L))" [F(G)]") dt

Lm—
—_
|
—~
—
vt
-
~—
Q
_|_
—~
—
ol
-
~—
8
X
v
Q=
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(Inb—na)™ gl [, 2 27
- AT (e + 1) a+l a+1

(4.1.47)

Q=

N ( / 1= (5" + ()] > )
i [t Ua()"1F' O + (1 = 1) (Ua®)" |F(G)]"] dt

oldugu goriiliir. Son esitsizlikte a > 0, b > 0, r < 1,a" +b" < 217" (a + b)" ifadesi

altinda
(Inb—Ina)*™ g|.. [ 4 2o }
< _
- AT (a4 1) a+l a+l1
' [1— (5 + (59)°] ¢ (La®)* | F (@) 1’

/ +[1—(1J)a+(1;)a]<1—t>( (LG<t>>q)f'<G>q dt

+ (Ua(t))

+[1= (5" + () Tt W) 11 )

(4.1.48)

esitsizligini elde ederiz ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.8 Sonug 4.1.77 de a =1 ve g(x) = m alinirsa,
b
1 f(z) (Inb —Ina)
B < T Y
lnb—lna/ x du f( ab) - 4 %

K (L) | (@) + K (1) [F (G + K (Lg) [F )] (4.1.49)

esitsizligi elde edilir.

4.2 Harmonik-Aritmetik Fonksiyonlar icin Hermite-Hada-

mard-Fejér Tipli Kesirli integral Esitsizlikleri

Bu boliimde harmonik konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard-Fejér

tipli kesirli integral esitsizlikleri elde edildi. Oncelikle sol tarafi icin bir lemma ve
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bu lemmadan yararlanarak teorem ve sonuglar verildi. Bu boliimde a,b € R*,

t € [0,1] i¢in H :

= H(a,b) = 22 Ly(t) = 2L _ ve Uy(t) =

atb’ tH+(1—t)

notasyonlar1 kullanilacaktir.

bH

tH+(1—t)b

Lemma 4.2.1 [ C R\ {0} bir reel say1 araligi olsun. f: I — R fonksiyonu, I°

da diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a,b € I°, a < b olsun. h : [a,b] — [0, 00)

diferansiyellenebilir fonksiyon ve f" € L ([a,b]) olmak {izere

(M) h(a) — F(H)R(D)

b—a
4ab

b—a

esitligi saglanir.

4ab \

2

( (1 (L (1)) (Ler ()" + 1 (U (1)) (Un (1))°] %
[f(Lu(t) + f(Un(t))] dit

J [W(Lu(t)) = h(Un (1)) + h(b)] x

0

o .

(= /(L (8)) (Lur(D)” + f'(Un (1)) (Un(1))"] dt

\

(4.2.1)

Ispat. Esitligin sol tarafindaki integralleri iki parca halinde ispatlayacagiz. Ik

integralde kismi integrasyon yontemini kullandigimizda

I, =

I
Tr— e T T —

(L () = h(Un(t)) + h(b)] d (f (Lu(2)))
(L () = B(Us (1)) + AO)] £ (L ()l

f(La (@) [ (L ()L () = W' (Un (£))U' ()] dt

1

= h(a)f(a)—h(b)f(H)—/f(LH(t)) (1 (La () L'(t) — B (Un (1))U'(1)] dt

elde ederiz. Ikinci integral icin de kismi integrasyon uyguladigimizda

I, =

0

1

/ (L (£)) — h(Us()) + hB)] d (f Vs (1))

(WL (£)) — h(Ug (t)) + h(b)] f (Un ()]s

/ U)W (L (8) L (1) — W (U () U (1)) dt
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= h(a)f(b) — h(b)f(H) —/f(UH(t))[h'(LH(t))L’(t) — W (Un(t)U'(t)] dt

elde ederiz. Elde edilen I; ve I integrallerini taraf tarafa toplayip ikiye boldiigii-

muzde

b f ) (L) + 1) W] < |

f(Lu(t) + f(Un(t))] dt

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1 I C R\ {0} bir reel say1 araligi olsun. f: I — R fonksiyonu, 7’
da diferansiyellenebilir bir fonksiyon, A : [a,b] — [0, 00) diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a,b € 1°, a < b olsun . Eger |f'|, [a,b] araliginda harmonik konveks

bir fonksiyon ise bu takdirde

(10 0y -y 20

2 a+b

+;[if@yw@¢p+jf@wmthﬂq<zjfﬂ)am

S b4;ba [Ci(a,b) | f'(a)] + Ca(a,b) | f/(H)| + ¢3(a, b) | f/(D)]] (4.2.3)

esitsizligi gerceklesgir. Burada katsayilar

¢ (a,b) = /t (L (t)? |R(Ly(t)) — h(Ug(t)) + h(b)| dt (4.2.4)

(1= ) | (Lu(8) = h(Uw () + h(b)] x

G2 (a, b) - 2 2
[(Lu(t)” + (Un(t)7] dt

(4.2.5)

Gsla.b) = [ t(Ua()* [h(Lu(t)) = h(Un(t)) +h(d)|dt  (4.2.6)

[
/

integralleriyle ifade edelir.

Ispat. Lemma 4.2.1 deki (4.2.1) esitliginin her iki tarafinm mutlak degeri alimrsa

(HO ) hia) = s 22
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[/f o m/f 2 () o

<t {/ (WL () = AU () + O |F (L)) (Lia(£))?] e

+/|h(LH(t)) — h(Unu(t)) + h(b)| f’(UH(t))(UH(t))2}dt} (4.2.7)

elde edilir. (4.2.7) esitsizliginden | f’| fonksiyonunun harmonik konveks bir fonksiyon

oldugu kullanilarak

2ab
a+b

)

b

% [/bf(:c)h’(x)dx+/f(x)h’(%HxH) (MJL_IH)QCZ;E

a

_b-a { [ InLa0) = 1O (0) + 00)|
A9\ 1@+ (= ) D (L))

[t 1£/0)] + (1 =) |f' ()] (Un (t))* dt

esitsizliginin saglandigr goriiliir. (4.2.8) esitsizliginde integral icerisindeki mutlak

+6f |h(Li(t)) = h(Un(t)) + h(b)] X } (4.2.8)

deger ifadesini paranteze dagittimizda ispat tamamlanmig olur.

2ab »

Sonug 4.2.1 g : [a,b] — [0,00) stirekli, pozitif, z = e gore harmonik

a+b
simetrik bir fonksiyon ve ||g[|,, = sup e[, 4 |g(x)] olsun. Bu durumda Teorem 4.2.1
1/a
'de a > 0 igin h(t) = [ ((¢¥g) o @) (x)dz, Y(z) = [(x— %)a_l + (2 —x)a_l],

1/t
plr)=21 2z e}, l] seklinde alinirsa

(w75 (Fg09) (L) + r T (Fg00) (1/0)]

1 (22) [s50r o) 1)+ T (90 0) (1)
b= gl

= 2(@b)* T (o + 1)

[Fy (@) [f'(a)| + Fy () [f/(H)| + F5 () [f/(D)]  (4.2.9)
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esitsizligi saglanir ve burada katsayilar
1 -

A = [ - (e e ey
R = -5+ 50| a0 (@) + @) a

R e M IR

integralleriyle elde edelir.

Ispat. Teorem 4.2.1’ in ispatindaki (4.2.8) esitsizliginde ¢ € [a,0], @(z) = L
z € [, 1] olmak fizere
1/a o1 o—1
) = [ (o) o) @it via) = [(x— i) +(5-e) ]
1/t

aldigimizda

(4.2.10)

ey / (o)™ e (-2

elde ederiz. Hipoteze gore g(z) fonksiyonu %’ ye gore harmonik simetrik oldugundan,

Jl- ey e
_f(fibb)/b [G - x) " + (:c - %)CH] %dz

a

D(a) [Jg (f09) (1/a) + nTy, (fgo9) (1/0)]
~T(0) [wTeg 0 9(1/a) + n T3, g0 p(1/8)] £ (225)

(4.2.11)
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ifadesine ulasildi. Diger taraftan (4.2.8) esitsizliginin sag tarafina h(t) fonksi-

yonunu uygulanirsa

( 1/a

o] [T e e ow

1/Un(t)

1/a

G- @ =) o p) (0)da
1/b
\ X [tf/(@) + (1= ) (H)] (L (1)) dt

1/a )

J o[G0+ @=H)" gow) (@)
I/Lf/(i)

" (6 e e e
1/a

+ =) =) o g) (0)da

1/b

X [Lf'(b) + (1 =) f/(H)) (Un (t))* dt )

+
O\H

(4.2.12)

ve son esitsizlikte tekrar g(z) fonksiyonunun = L“b ye gore harmonik simetrik

oldugu kullanilirsa

[rJas (f9) (0) + rJy- (f9) (a)] = [ 59 (b) + rJg-g (a)] S (

1/a

S|G04 @) (o w) (@)da

S Lu

X [tf'(a) + (1 =) f'(H)] (Lu(1))* dt

2ab
a+b

)

b—a

<
~ 2abl (a)
X [Lf'(b) + (1= O) f ()} (Un (1)) dt

1
iy
0
1

< b—dllglls /(1 lf (=) + @ -57] d:);) x

— 2abl («) 0 /Lu(®)
[tf'(a) + (1 —t)f/(H)] (Lu(t)* dt

y 1/a . a1
+/ <1/L{I(t) [(E - z) " (a: - ) } d:);) . (4.2.13)
[tf'(b) + (1 —t) f/(H)] (Un(t)® dt

,_.

a

% z) g (z— %)a_l} (go) (r)dx

1/Lg(t)
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elde edilir. Esitsizlikteki integral ifadesi

1/a
/ l_l’ a_l_l_ x_l ! dl’—(b_a)a 1_ ﬁ a+ u "
a b ~ a(ab) 2 2
1/Lu(t)
(4.2.14)
(4.2.14) ifadelerinden (4.2.9) esitsizligi elde edilir ve

seklindedir. (4.2.13) ve

boylece ispat1 tamamlamis oluruz.

Sonug 4.2.2
takdirde

i. Eger Sonug 4.2.17 deki (4.2.9) esitsizliginde, o = 1 alimirsa bu

b 2
5 () [ e < G

g/l (D) [f" (a)| + F2 (L) [f (H)] + F5(1) | (B)]]

(4.2.15)

esitsizligi elde edilir, burada her a,b > 0 i¢in
1

R() = / £ ) (Lu(t))? dt,

Fy (1)

F3(1)

dir.

(1 =) [(Lu ()" + (Un(1))’] dt,

/tl—t () dt
0

o o
=

ii. Eger Sonug 4.2.17 deki (4.2.9) esitsizliginde, g(x) = 1 alimrsa bu takdirde

(ab)*T(a+ 1)
2(b—a)”
4ab

esitsizligi elde edilir.

Fy (@) [/ (@) + F2 () [f'(H)| + F5 (a) [f(b)]]

[RJfé/zﬁ (fop)(1/a)+ rJTye- (f o) (l/b)} -/ ( o ) '

a+b
(4.2.16)

iii. Eger Sonug 4.2.1" deki (4.2.9) esitsizliginde, « = 1 ve g(z) = 1 alimirsa bu

takdirde

[

b
ab f(x) 2ab
m/Td‘C—f<a+b) =

Fy () |f (@)l + Fx (1) [f/(H)] + F5 (1) [£(b)]]

< (b—a) X
4ab

(4.2.17)
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esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.2 [ C R\ {0} bir reel say1 araligi olsun. f: I — R fonksiyonu I°
'da diferansiyellenebilir ve h : [a,b] — [0, 00) diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve a,b € I°, a < b olsun. Eger |f’|?, [a,b] araliginda harmonik konveks bir

fonksiyon ise bu takdirde

‘ (M) h(a) — h(0)f (fjbb)

b

2
j e+ [ s (25)

a

(

(f B(Lu(®)) — h(Ua(®) + h()| dt) .
( )

<(b—a) . 0 %
= dab / (h(La(8)) — h(Us(E) + h(B)]) x )
|\ @) 1@+ (1= 6 (L) | ()] dt
" (0f1|h<LH<t>> WU (0 |dt) q
| ! (4.2.18)
/ (B(Li () — h(Un (1)) + h(b)]) x )
(E U [F O+ (1 — 1) U ) [ E)) de )

esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 4.2.1’ in ispatindaki (4.2.7) esitsizliginde | f’|? fonksiyonunun har-
monik konveks bir fonksiyon oldugunu ve Sonug 3.3.17 i kullanirsak ispat tamam-

lanir.

2ab »

Sonug 4.2.3 g : [a,b] — [0,00) siirekli, pozitif, x = 2

e gore harmonik

simetrik bir fonksiyon ve ||gl|,, = sup,e(qy [9(2)| olsun. Bu durumda Teorem
1/a

4.2.2 nin kogullar1 altinda « > 0 igin h(t) = [ [(:c — %)a_l +(i- x)a_l} go
1/t

o(x)dz, x € [§, 2], p(x) = <, almrsa bu takdirde

@I»—‘

(w75 (Fg09) (/) + r T (Fg00) (1/0)]
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1 (22) (w50 o) 1)+ T (5001 11

(b—a)*" gl 1, eyt
2(ab)o I (a4 1) a+l a+1

[Fi (0 ) 1F/ (@) + Fa (0 g) | (DI + Fa (e, ) [F/ )] 7 (4.2.19)

<

esitsizligi elde edilir, burada katsayilar ¢ > 1 i¢in

R = - () + (552) | eatra

Fy(ang) = / - () () | a0 (@ator+ wut) a
Fy(ag) = /1:1—(%)Z(?)a:t(%@))%dt

seklindedir.

Ispat. (4.2.18) esitsizligi ve (4.2.14) esitliginden yararlanirsak

(w5 (Fg09) (L) + r T (Fg00) (1/0)]
2ab

1 (28] [w950 o) () 4 0 o) )|

(b—a) " lgll
2(ab)* 1T (a + 1)

(Fu- 37+ (5a)

0

<

/

Q=

( / 11— (52)° + (559)°] )
L\ (t(La ()] f'(@)]" + (1 — 1) (La(0)* | f (H)|7) dt

1
q

(e ea) s

( / 1= (4" + ()] % )
S (EUa@) O+ (1 =) Uau()* |f/(H)|) dt

<

b—a) Mgl [, 2, 2770
2(ab)etI (a+ 1) a+l a+1
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H/ 1= ()" + C5)7) )
) [£/(@)|" + (1= 1) (L (6)™ | f/(H)|*] dt

+( / =) 07T ) 1220,
S U@ O+ Q=) (Ua ()™ | f/(H)|*] dt

esitsizligini elde ederiz. Bu durumda a > 0,0 >0, r < 1,a" +b" < 2" (a + b)"
ifadesinden yararlanarak

ol 2-a 11-7
(b—a)"* gl {2_ 4,2 ] y

<
= 2(ab)*HT (a+ 1) a+l a+1

Q=

(1= (59" + () Tt (Lu@®) [ (a)

o 1pya (Lu(t)™
+1-(E)"+(E)" (-9 L | DT | dt] (4.2.21)
J |+ es +<UH<t>>q)

+ 1= ()" + () Tt Ua@) ™ £ 0)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.2.4 Eger Sonug 4.2.3" de v = 1 ve g(z) = 71— almrsa,
ri@ 2ab \| _ (- )
x a —a
LAy <
b—a/) x? da f(a—l—b) = "dab

a

Q=

[ (L) [f (@' + B (Lo [f(H)"+ F (1,9 | f/ (0] (4.2.22)

esitsizligi elde edilir.
Simdi de Hermite-Hadamard-Fejér tipli kesirli integral esitsizliginin harmonik
konveks fonksiyonlar icin bir tist sinir belirleyecegiz.

Lemma 4.2.2 [ C R\ {0} bir reel say1 araligi olsun. f: I — R fonksiyonu I°
'da diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a,b € I°, a < b ve h : [a,b] — [0, 00)

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f’ € L [a, b] olmak iizere
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f@) o f) [
5 +h(b)7—/f(x)h (x)dx

[(b) = 2h(a)]

- 64;; { / [2h (L (1)) = (b)) ' (Lar(t)) (L (1)* dt

0

+ /[% (Un(t)) = h(b)] f (UH(t))(UH(t>)2dt} (4.2.23)

0

esitligi gergeklenir.

ispat. Esitligin sol tarafindaki integralleri iki parca halinde ispatlayacagiz. Ilk

m7 dx = _aH(H_“)‘)iﬁ degisken degisimini

integrali kismi integrasyon ve z = = GHT(=Da?

uygulayip

[2h (La(t)) = h(D)] £ (La(t)) L, (t)dt

=~
Il
O\H

aH

= {20 (Lu(®) — O f (L)}

|
S — _

L) 2H (Lnl0) G dt}

<H;1) L = [b®) - 20(a)) a) + [20(H) ~ W) S(H) =2 [ @)l @)

de — —bHH-b)di

ve ikinci integral igin de kismi integrasyon ve x = = GHIa 007

bH
tH+(1—0)b"
degigsken degisimini uyguladigimizda
1
o= [ EhUa(t) - hO) £ Un(e) U )t

0
bH

Al
- [ s @a)2H av) ‘bH(H‘b)Zdt}

2h (Un (1)) = h(®)] f (Un (D)l

(tH + (1— 1)b)

b
(L b_HH) I, = h(b)f(b) — [2h(H) — h(b)] f(H) -2 / F(a)H (2)dx
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yazilabilir. Son olarak (fi E“) I ve (bb_TH) I, taraf tarafa toplayip ikiye boldigii-
miizde
b fla) o f0)
—a a ,
Hne k) = ) - 2n@) e - [ e

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3 I C R\ {0} bir reel say1 araligr olsun. f : I — R fonksi-

yonu [° da diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°, a < b olmak iizere

h : [a,b] — [0,00) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |f’|, [a,b]

araliginda harmonik konveks bir fonksiyon ise bu takdirde
b

[h(b) — 2h(a)] @ + h(b)@ — /f(:)s)h'(a:)d:z

a

b—a
<
— 4ab

[G1(a, b) 1 /' (a)] + Ca(a, b) [/ (H)| + C3(a, b) |1/ (B)I] (4.2.24)

esitsizligi gerceklenir, burada katsayilar

Glah) = / 20 (L)) — h(D)| (1 — ) (Lu(®)2dt  (4.2.25)

G2(a,b) = [ t(Lu(t)* 12k (Lu(t)) — h(b)| dt

—

+ / t((Ug ()% 120 (Ug (t)) — h(b)] dt (4.2.26)

G (a,b) = /\Qh (Ug(t)) — h(D)| (1 — t) (Ug (1)) dt (4.2.27)

integralleriyle verilir.
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Ispat. Lemma 4.2.2" deki (4.2.23) egitliginin her iki tarafinin mutlak degeri

alinirsa

+/I2h(UH(t))—h(b)| |f' (Un(t)) (UH(t))Q}dt} (4.2.28)

esitsizligi elde edilir. (4.2.28) esitsizliginde | f’| fonksiyonunun harmonik konveks

bir fonksiyon oldugu gozoniine alindiginda

(h(b) — 2h(a)] L <2“) +h(b)@ - / F2)W (2)dz

<" {/ 12 (Lu(t)) = h(B) | {E (D] + (1= 1) | (@)} (Lar (1))

/I2h (Un(t B {1 (H )+(1—t)f’(b)}(UH(t))2dt} (4.2.29)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

2ab »

Sonug 4.2.5 g : [a,b] — [0,00) siirekli, pozitif, x = >3

e gore harmonik

simetrik bir fonksiyon ve [|g||,, = sup,ef, ) [9(z)| olsun. Bu durumda Teorem
1/a

423 de @ > 0, z € [, 2] olmak iizere h(t) = [ ((¥g) o) (z)dz, P(z) =
1/t

|:([)j' . %)a—l + (l —[L’)a_li|, 80(1') — %’ ahnll"Sa

' <M) [RJf/b+g op(l/a) + rJi)4-g0 90(1/5)]

(w50 (fa00) (1/a) + rliy- (Fg00) (1/8)]]

(b B a)a+1 HgHoo / / /
= 20 (ah)* T (o 4 1) [T () [F(a)| + To (@) | f'(H)| + T5 () | £/(B)]] (4:2-30)
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esitsizligi elde edilir ve burada katsayilar

1

T = [-0l0+00 = 0 - 07 Lat) s
(L= [(Lir(£))? + (U (£))?] dit

)
(1—1)[(14+8)* — (1 —1)*] (Ly(t))*dt

D@):‘jwyma—
for

integralleriyle verilir. Ozel olarak (4.2.30) esitsizligi ve Lemma 3.3.1” den yarar-

lanirsak, 0 < a <1 i¢in

‘ (M) [ijl/lﬁg op(l/a) + RJf/a—g o 80(1/(7)}

= [0 (o0 0) (1) + i (o) )] < po T ol

(D1 (@) [ f'(a)| + D2 (@) [f'(H)| + Ds (o) [ /()] (4.2.31)

esitsizligi elde edilir. Burada ise katsayilar

1

Dy (a) = /a—wﬁ@ﬂm%t

(1 =)t (Ug(t)

Dy(a) = / 1 (L (1) + (U (£))?]

seklindedir.

Ispat. Teorem 4.2.3 iin ispatinda verilen (4.2.29) esitsizliginde ¢ € [a,b], z €
[%, %] olmak iizere
1/a

w0 = [ (W) o) @z, v(2) = [<_2)+ (l_x)] o

1/t



oldugu gozoniine alinirsa esitsizligin sol tarafi

P(a) (19520 [pJ5eg 0 0(1/a) + RJg, g0 0(1/b)]

T (a) [0 (f90%) (1/a) + 5 (Fgo ) (1/0)]

olarak elde edilir. Diger taraftan (4.2.29) esitsizliginin sag tarafi igin h(t) fonksiy-

onunu uygularsak

o | }
. / 21/%8) N A T
R AR (e R e A FEC T
(¢ (D] + (1 =D (@] (L (1)) *d

1/a . - \
. / 21/%? =)™+ G0 goplayia X
o | =S e DT G0 go vlads (4232

(1 (D) + (1= 0) [F(O)] (Un (#))*dt

oldugu goriiliir. g(x) fonksiyonu hipoteze gore j;f;’ ye gore simetrik oldugundan,
t €10, 1] igin
1/a ot X ot
2 / [(x—g) + (a—x) ]gogo(x)dx
1/Lu(t)
1/a N X ot
— [(x—g) + (a—x) ] (go ) (z)dx
1/b
Ll/LH(t) N X a1
— / [ T — E) + (E - :)3) ] (go¢)(x)dx (4.2.33)
/Un(t)
ve
1/a N X ot
2 / [ x—g) —I—(a—x) ]gogp(z)d{l?
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1/a

-/ [(x_%)+ (1—)] (g0 ) (x)da

1/b

_ Ll/T(t) [(x _ %) + (1 - )] (g0 ) (x)dz

/Un(t)

(4.2.34)

ifadeleri yazilir. (4.2.32)" de (4.2.33) ve (4.2.34) ifadeleri yerlerine yazilirsa

‘ (f(a) —; f(b>) (250090 0(1/a) + -9 0(1/1)]

w5 (Fg09) (1a) + r 5 (Fgo ) (1/0)]|

; ll/LHm

b—a X

< -7
~ 4abl’ (a) | O

1
fhd
0

(x — %)a_l + (i — x)a_:l] g o p(x)dx

1/Un (1)
(1 (H)| + (1= &) [f ()] (L (t))*dt

1/LH(t

(z— ¢ fy (1- x)a_l] gop(x)dx| x

1/Ug(t)

L1 (H)| + (1 =) [/ (0)[] (Un (1))t

! 1/LH
(ECIES J1
0 /Un(t)

- 4abF
1)+ (1 =) [f ()] (Lu(t))*dt

1
o
0

1 /LH

RACEE

a

] (4.2.35)

1/Ug (t)

(1S (H)| + (1= 2) [f' (O[] (Un () *dt

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte integral igindeki ifade

1/Lu(®) a—1 a—1
[ =3) )
T — = +l-—2 dz
b a
1/Un(t)
1/Lu(t) o1 1/Lu(t) o—1
1 1
= / <x——) dz + / <——x) dx
b a
1/Uk(t) 1/Uk(t)
21— /h—a\“
= 1+8)*— (1 -1t 4.2.36
(55 wror- a0 (1.2:30
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seklinde yazilabilir. Ozel olarak Lemma 3.3.1 den

1/Lm(t) a—1 a—1
[ =5 +(G)
T — — +(-——= dz
b a
1/Un (t)
1/Lg(t) o1 1/Lu(t) o1
1 1
= T — - dx + - —x dz
b a
1/Un(t) 1/Un(t)

2 (b — a)a N
< — t
T a \ ab
oldugu goriiliir. (4.2.35) esitsizliginde (4.2.36) ifadesi kullanmildiginda (4.2.30) ve

(4.2.31) esitsizlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.2.6 i. Eger Sonug 4.2.5” deki (4.2.31) esitsizliginde, o = 1 alinirsa

her a,b > 0 i¢in

L4509 79;"‘;’% . / i 20)

< (Z@zf;l 9]l [D1() | (@)] + Da(1) [ (H)| + Ds(1) | (B)]] (4.2.37)

esitsizligi elde edilir, burada katsayilar

1

D (1) = /(1 — )t(Ly(t))*dt

Dy (1) = /t2 [(Lu (1) + (Un(t))?] dt

1
Ds(1) = /1—t t))2dt
0
seklindedir.

ii. Eger Sonug 4.2.5” deki (4.2.30) esitsizliginde, g(z) = 1 alinirsa

<UD 10 @) I(@)] 4 T (0) | ()| + T (@) 78] (1239

esitsizligi elde edilir.
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iii. Eger Sonug 4.2.5" deki (4.2.31) esitsizliginde, a« = 1 ve g(x) = 1 alimirsa bu
takdirde

dx

<f(a) +f(b)) B (bab [ 1 )4

2 —a) x?

< 4(;,)) [Dy () [f' (@)l + D2 (V) |f(H)|+ Ds (1) [f(0)]  (4.2.39)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.4 [ C R\ {0} bir reel say1 araligi olsun. f : I — R fonksiyonu,
I° ’da diferansiyellenebilir, h : [a,b] — [0, 00) diferansiyellenebilir ve a,b € I°,
a < b olsun. Eger |f'|?, [a,b] aralginda harmonik konveks fonksiyon ise bu

takdirde

) - 2n@) L2 0y 22— [ pmaras

1

({1 12h(Ly(t)) — h(b)|dt>1_ x

/1 (2h(Lia (1)) — B(B)]) % )
L\ (@) @1 + (1= t) (L) [£(H)[7) dit

+ <£ 12h(Un(t)) — h(b)|dt> _ X

1 a (4.2.40)
/ (12h(Un (1)) — h(b)]) x )
()™ | £+ (1= 1) U (£)™ | /()] dt

(

J

esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 4.2.3" iin ispatindaki (4.2.28) egitsizliginde |f’|? fonksiyonunun
harmonik konveks fonksiyon oldugunu ve Sonug 3.3.1° i kullanirsak ispat tamam-

lanir.

2ab »
a+b

simetrik bir fonksiyon ve ||gl|,, = sup,e(q4 [9(2)| olsun. Bu durumda Teorem

Sonug 4.2.7 g : [a,b] — [0,00) strekli, pozitif, z = e gore harmonik
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1/a
4.2.4° iin kogullar1 altinda o > 0, z € [L, 1] icin h(t) = [ ((¢g) o ¢) (z)dz,
1/t

Y(z) = [(1’ - %)a_l +(1- x)a_l}, ¢(z) = 1 ahmrsa

' <f(a) ;r f(b)) [RJla/w (go @) (1/a)+ rJY, (g0¢) (1/b)]

— [t (F909) (1) + w0 (Fgo ) (1/0)]|
bl (2 —0)

= 20F(ab) T (a + 1) a+1
73 (0, 0) | /(@) + T (o, ) |F'UDI + Ty (0,0 |[F(BY] (4.241)

esitsizligi elde edilir, burada ¢ > 1 i¢in katsayilar

Ty (a,q) = /[(1+t)a—(1—t)a]t(LH(t))2th
Ty(a,q) = / (141 — (1= £2] (1 — 1) ((Lar(6)2 + (U (£))) di
Ty(anq) = / (1412 — (1= )] ¢ (U (£)™ dt

seklinde olacaktir.

Ispat. Teorem 4.2.4’ deki (4.2.40) esitsizligi ve Sonuc 4.2.5" in ispatindaki (4.2.36)
esitligi gozoniine alinirsa

‘ (f (@) ;r f (b>) (RIS g(b) + rJgg(a@)] — [RIS (Fg) () + rJE- (fg) ()]

(b o a)a-i-l y
= 20 T (a 1+ 1)

(} L - (=gl x
(144" = (1= 07 (0 (L) @ + (1= ) (L) | (07

1
q

7 N
O\»—A

1 1-7
(f L+t)*—(1—1t) ]dt) X
0

-+ 1

([<1+t> (1= 0 (¢ Ua)* |F B + (1 — 1) (Ua () | F ()] d )

O\»—A
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_1
(b= )™ gl (2 - 2)1 "

= 20t (gh)eH T (a4 1) \ a+1

(/ (1 +6)7 — (1— 1) x )
[ @) 1@ + (1= ) (Lu(t)™ £ (H)[] dt

. / (141 — (1= 1)) x
|\ @@ PO+ (0= ) U0 )

oldugu goriiliir. Bu durumda a > 0, b > 0, r < 1,a" + b < 21" (a+b)"

(4.2.42)

Q=

ifadesinden yararlanirsak

(b— )™ gl (2%2& - 1>)% y

<
= 20t (agh) T (v + 1) a+1

(140" — (1= 8]t (Lar ()™ | (@) +
1 ) ) La@)™ \ .
/ (L0 — (1= 1) (1—t) ran |
! T (U (1)

I 07 — (L= ] Ua()2 |7 0)

Q=

(4.2.43)

yazilabilir.

Sonug 4.2.8 Eger Sonug 4.2.7 de ae = 1 ve g(z) = ozel olarak alinirsa

1
Inb—Ina

. (b-a)

= 5241 X
2774 (ab)

‘(f(a) : f(b)) S | f;)

1
q

(71 (1,9) [f ()" + T (1,9) [ f/(H)|" + T3 (1, 9) | f'(b)|]
elde edilir.

(4.2.44)

4.3 Quasi Geometrik Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-

Hadamard-Fejér Tipli Kesirli integral Esitsizleri

Bu kisimda Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2 esitliklerini quasi geometrik konveks

fonksiyonlar icin uyguladik. Yeni teoremler ve sonuclar elde ettik.
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Teorem 4.3.1 f : I € Rt — R fonksiyonu 7° 'da diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a,b € I°, a < b olmak iizere h : [a,b] — [0, 0c0) diferansiyellenebilir

olsun. Eger |f'|, [a,b] araliginda quasi geometrik fonksiyon ise

) = 206@) £ 0y - / FlaW(a)da| < =0
Gl D) s 7 (@), /(@) + Glabysw 1 ). 7 @) (431)

esitsizligi yazilabilir, burada katsayilar

1

G (a,b) = / 128 (a'G*™") = h(b)| 'G*dt
0

G (ah) = / 28 (G 1) — h(b)| B'G e

dir.

Ispat. Teorem 4.1.1" in ispatindaki (4.1.7) esitsizliginde | f'| fonksiyonunun, [a, b]
araliginda quasi geometrik konveks fonksiyon oldugu dikkate alimirsa her ¢ € [0, 1]
icin

Inb — lna

[h(b) — 2h(a)] @ + h(b)@ - /f(x)h’(x)dx

{/ }2h (a'G*") = h(b)| [sup {f' (a), [ (G)}] a' G "dt

+/}2h (b'G*") = h(D)| [sup {f' (b), /' (G)}] V' G*~ tdt} (4.3.2)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.1 g : [a,b] — [0, 00) siirekli, pozitif, vab’ ye gére geometrik simetrik
bir fonksiyon ve ||g(z)|, = supme[ b gz )| olsun. Bu durumda Teorem 4.3.1
kogullar altinda o > 0 i¢in h(z) = [ [ In) (Int)™" 1} 9B gt alimrsa

’(f(a)+f(b)

5 ) L J5r9(0) + g g(a)] = [ Jg (F9) (0) + uJi- (fg) (a)]
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(Inb—Ina)**!

S T (at 1) l9lloc [C1(a) sup {1/ (@)l [F(G)I} + Cal@) sup {| £ (B)], |F(G)I}]

(4.3.3)

esitsizligi elde edelir, burada katsayilar

1

Oy (a) = / (148 — (1 - )% a' G dt

0

1

Cy () = / [(14+8)* — (1 —t)])b'G*at

seklinde tanimlanir.

Ispat. Teorem 4.3.1 iin ispatindaki (4.3.2) esitsizliginde her z € [a, b] icin

o= [ [(02) + ()] 2

a

fonksiyonunu alirsak

) (2D ) )] = T (@) 2 () 0) -+ 55 (7))

elde ediliriz. Esitsizligin sag tarafi i¢in ise ayni sekilde

(

RN >“1+<ln§>a—1]%x
<lnb—lna /
ST —f + (n2)"] L2da
< fsup {'(a), /' ()] a'G*~"dt
7 T )] 2
_I_
b - f 1+(1n§)a—1] o) gy (4.3.4)
<[sup {f'(b). /' (@Y bC~tde |

olur. g(z) fonksiyonu vab’ ye gére geometrik simetrik fonksiyon oldugundan her
t €10, 1] i¢in
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ve

ifadeleri elde edilir.

landigimizda

— AT (w)

J

2

bt

_l_

at

Inb — lna
<
- A'(w)

fla) + f(b)
T

[sup {f" (b) . f" (G)} b'G'~"dt

]

(4.3.5)

(4.3.6)

(4.3.4) esitsizliginde (4.3.5) ve (4.3.6) integrallerini kul-

) [ 9(0) + uJy=g(a)] = [adgs (f9) (0) + u i~ (fg) (a)]

bt

Glft
[ [ )] L2
it

[sup {f' (a) . /' (G)}] a'G'~dlt

X }
thlft

[ )"+ (i

atGl-t

[sup {f" (a) . f' (G)} a'G'~dlt

X

at

R

1

/

0

T

a)a_l] %dx] X

7



thl t

- + (ln %)a_l] %dx] X
atGl-t

o d
sup {f' (). f (G} UGt

esitsizligini elde ederiz. Son esitsizlikde bulunan integral

(4.3.7)

thlft

/ [(mg)“* 4 @ng)a*] Ly

atGl-t

thlft thlft

a—1
1 a-11]
= / (hlé) —dx + / (lnx) —dx
Xz X a X
atGlft atGlft
2. (Inb—Ina)®
_ (“2a an“) [(1+6)%— (1 —1) (4.3.8)

seklinde yazilabilir. (4.3.7) esitsizliginde (4.3.8) ifadesini kullanirsak (4.3.3) esitsizli-

gini elde etmis oluruz.

Sonug 4.3.2 i. Eger Sonug 4.3.1 deki (4.3.1) esitsizliginde o = 1 alinirsa, bu
takdirde a,b > 0 i¢in

{f(a);f(b ] / /f

[Cr(a) sup{|f(a)], [F(G)I} + Cala) sup {If ()], IF(G)F] (4.3.9)

esitsizligi elde edilir. Burada katsayilar

(ln b— ln a)?

1

Ci(1) = /tatGl_tdt,
0
1

Cy(1) = /tthl_tdt
0

seklindedir.

ii. Eger Sonug 4.3.17 deki (4.3.1) esitsizliginde g(x) = 1 alinirsa, bu durumda

(L IO et D )+ e (]| < PO
Cule s {17 @) PO + Colo) s (S IF@N (4310)

esitsizligi elde edilir.
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iii. Eger Sonug 4.3.1" deki (4.3.1) egitsizliginde a = 1 ve g(x) = 1 alimirsa

<f(a)+f(b)) ) (lnbilna)/bff:)dx _(nb—lna)

2 4
[Cr(e) sup{|f'(a)[, |f'(G)[} + Ca(e) sup {| ' (D)] , [ f'(G)[}] (4.3.11)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.2 f: I C R™ — R fonksiyonu I° 'da diferansiyellenebilir, a,b €
I°, a < bolmak tizere h : [a,b] — [0, 00) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

Eger |f'|?, [a,b] arahginda quasi geometrik fonksiyon ise bu takdirde, ¢ > 1 i¢in

b
) —2n@) 5 a L2 - [ ran s

| (fl 12h(atG*t) — h(b)] dt)l_% x

Inb—-1na 0

= 4 </1 (‘2h(atGl—t) . h(b)|) % ) q
\ (sup {If"(@)|, |£/(G)|"} a®*G*O1) di

0

+ <6f 12h(b'G1Y) — h(D)] dt) o x

/1 (12h(HC1) — h(b)]) x
(sup {| £/ ()|, | f/(G)|*} b GO0 at

esitsizligi saglanir.

Q=
-~

(4.3.12)

0

Ispat. Teorem 4.1.1’ in ispatindaki (4.1.7) esitsizliginde | f'|? fonksiyonunun quasi
geometrik fonksiyon oldugundan ve Sonug 3.3.1° den yararlandigimizda ispati

tamamlamig oluruz.

Sonug 4.3.3 f : I C Rt — R fonksiyonu, I°’ da diferansiyellenebilir ve g :
[a, b] — [0, 00) siirekli, pozitif ve vab’ ye gore geometrik simetrik bir fonksiyon,
19(2)||.. = supzefap |9(x)| olsun. Bu durumda Teorem 4.3.1” in kogullar1 altinda

xT

a>0i¢n h(z) = [ [(ln%)a_l + (lni)a_l] @dt alinirsa her ¢ > 1 i¢in

a

’ (M> (13 9(0) + u Sy g(a)] = [uJ5s (fg) (0) + udy- (fg) (a)]
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1/q
Ci(a,q)swp {1 (@7, [7(G)]")
(Inb —Ina) ||gHOO 202 92 | 1

S e Tty ezl )

+Cs (e, q) sup {|f/(0)|*, | f(G)|"}
(4.3.13)

esitsizligi saglanir. Burada katsayllar q > 1 i¢in

Ci(o,q) = [(1+8)* — (1 —1)*a?GYqt

Cy(a,q) = [ [14+8)* =1 —t)] G —at

[

1
[
integralleriyle ifade edilir.

Ispat. Teorem 4.3.2 deki (4.3.12) esitsizliginde (4.3.8) egitligini yerine yazarsak
(F ) fasea0) + i @] = a2 (1) )+ - () a)

(Inb—Ina)*" gl
=" 2010 (a + 1)

(} A +80— (1 dt)“i

0

1

(Z 1 +t 1 . t) ] (sup {|f/(a)|q : |f/(G)|q} athq(l—t)) dt)

(=" dt)l‘x

0
1

(} (14 6)7 — (1= )] (sup {|F/ )|, |F(@)|"} bt Gai=1) dt)

0
(nb— o)™ gl 27 =21 s
— 20H D (a+41) a+1

(/ (1402 — (1 1)) x )
S [(sup (@) 1f(G)]"} aGa0=1) ] dt

N /1 (14 )% — (1— )] x
/' [sup {17/ 0)°,17/(C) 7} b0 Guo—=0)]

oldugu goriiliir. Son esitsizlikte @ > 0, b > 0, r < 1 igin a” + 0" < 217" (a + b)"

o

(4.3.14)

Q=

ifadesi kullanilirsa, her ¢ > 1 icin

(M ) 1% g(b) + wJig(@)] = [ (Fg) (b) + uJi (fg) (a)]
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(b —Ina)™* gl 272 =2y
- 2001 (v + 1) a+1

] [(1 + t)a _ (1 . t)a] y sup {|f/(a)|q : |f/(G)|q} athq(l_t)
0 +sup {|f (0|7, |f(G)|"} pat ra(i—t)

(4.3.15)
esitsizligini elde ederiz.
Sonug 4.3.4 Sonug 4.3.3’ deki (4.3.13) esitsizliginde o« = 1 ve g(z) =
alinirsa, her ¢ > 1 i¢in
b
CEESIC) B FCY
2 Inb—1Ina x
’ 1
- C1(L, q) sup {| f'(a)|*, [ f/(G)|"}
< w (4.3.16)
92ty

+Co(1, @) sup {7, [ f(G)|"}
esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.3.3 f : I C RT™ — R fonksiyonu [’ da diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a,b € I°, a < b igin h : [a,b] — [0,00) fonksiyonu diferansiyel-

lenebilir olsun. Eger |f’|, [a,b] araliginda quasi geometrik konveks fonksiyon ise

bu takdirde

(M)h(@ h(b)f +{/f )i (x dx+/f h’zbzg ]

< RO (0 by sup {7 0) T (G)) + ol By L (), £ (@))] (4317)

esitsizligi saglanir, burada katsayilar

Clah) = /L(ﬂm@dﬂ%Jﬂh&D+M®Wt

Glab) = /Uc V(L (8)) — h(Us(t)) + h(v)| dt

dir.
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Ispat. Lemma 4.1.2 deki (4.1.27) egitliginin her iki tarafinin mutlak degeri
alindiginda

'(‘W)h() +{/f VAC: dx+/f h'“b“b ]

< [nb R lna { / [P(La(t) = MUa(t) + h(O)] [ f' (La(t)) La(t)] dt

0

+/ [h(La(t) = h(Ua(t)) + h(b)| | (Ua(t)) Us(t)] dt} (4.3.18)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda | f’| fonksiyonu, [a, b] araliginda quasi geometrik

konveks fonksiyon oldugundan

’(W)h() +{/f W (x d:c+/f h’“b“b ]

1

<l”b4“”{ [ In(La(®) = hUa®) + h®)| up {F (@) (@) Lt

0

+/\h(Lo(t)) — h(Uc(t)) + h(b)| [sup {f" (b) , /' (G)}] Uc(t)dt } (4.3.19)

yazilabilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.5 g : [a,b] — [0,00) siirekli, pozitif ve vab" ye gore geometrik
simetrik bir fonksiyon ve ||g(z)|| ., = Supzefa,y |9(z)| olsun. Bu durumda Teorem

4.3.3’ iin kogullar altinda eger @ > 0 i¢in h(z) = [ [(lnl—’)a_l + (lnﬁ)a_l} @dt

t a
a

alinirsa
(2 (£9) (0) + i (f9) (a)] = £ (Vab) [ J2g(b) + nJi-gla)]|

< B Lol [Cuesup 17 @) G}

+Cy(a) sup{[f(D)], [1(G)[}] (4.3.20)

esitsizligi saglanir, burada katsayilar

/1[ 1+t ;t)a Lo(t)dt
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seklinde tanimlanir.

Ispat. Hipotezde tamimlanan h fonksiyonu (4.3.19) esitsizliginde yerine yazilirsa
(g (£9) () + i (F9) (@)] = £ (Vab) [T g(b) + ;- g(a)

xT

Le(t)
| Um@“ﬂ%m@”ﬂﬁwx

1 Ua(t)

_ Inb— Ina / = ) )

- 4
o +f[( 5™+ ()™ dedda

\ x [sup {f" (a), f" (G)}] La(t)dt
La(t) 1 a1l ofe )
{[( 5 (ing)" | ek
1 Ug(t 2ye1] ga) N
+/ / {( BT ) 2 (4.3.21)
o +{[< n8)"™ 4 (In2)"7| do
x [sup{ /" (b), [" (G)}] Ua(t)dt

oldugu goriiliir. (4.1.38) ve (4.1.39) ifadelerini yerine yazarsak
T2 (F9) () + i (F9) (@)] = [T g () + T g (@)] F(V/ab)

Inb — lna /1
2I' («
“ 0 [sup{f' (a), f" (G)}] La(t)dt

La(t)

o) ()] 2

a

0 [sup {f (0), [ (G )}]UG( )dt }

LG ~ .
_ lnb— lna ol /1< )"+ (m2) ] %m;)
= "ol (a) "o
0

[sup {f" (@), J'(G)}] L (t)dt

1 [ Le® pra—1 a1l g
(i [ana e w) } -

La(t)
T [0y ()]

a

1




esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlamig olur.

Sonug 4.3.6 i. Eger Sonug 4.3.5” deki (4.3.20) esitsizliginde o = 1 alinirsa,
bu takdirde a,b > 0 icin

b b

1@ s — g (Vi) [8ae| < Oy

a a

[Cr(1) sup{[f (@)l [F(G)I} + Co(1) sup{[ £ (0)] |/ (G} (4.3.23)

yazilabilir, burada katsayilar:

Ci(1) = —t)a' G dt,
)

— )b G T dt

1
fo
0
1
fo
0
olacaktir.

ii. Eger Sonug 4.3.5” deki (4.3.20) esitsizliginde g(x) = 1 alimirsa

Hat 1) o o (Inb—Ina)
m (g f (b)) + s f(a)] — f (@)‘ < — y

[Ci(a)sup {|f'(a)], |[f (G} + Co(a) sup {| f'(O)], [ F(G)}]  (4.3.24)
esitsizligi elde edilir.

iii. Eger Sonug 4.3.5” deki (4.3.20) esitsizliginde o = 1 ve g(z) = 1 alimirsa

el o — g (vap)| < )

[C1(1)sup {|f(a)], [ (G} + Ca(1) sup {|f' (D), [ f(G)[}] (4.3.25)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.4 f: I CR" — R fonksiyonu I’ da diferansiyellenebilir, a,b € I,
a < b olmak fizere h : [a,b] — [0,00) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

Eger |f'|%, [a, b] arahginda quasi geometrik konveks bir fonksiyon ise bu takdirde,
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q > 1 icin

|(W> h(a) — h(B)F(Vab) + Vf o)l (z)da +/bf( )h/(ab)agdx]

1 h(L )| dt
< Inb—Ina <;£ ) .
- 4 / a(t)) = h(Uq(t)) + h(b)]) X ’
L \o Sup{lf a)|”, 1 f(G)|} (La(t)?) dt
+ <Z|h La(t)) — h(Ug(t)) +h(b)|dt) K X

(/ (Ih(Le(t) = h(Ua(t)) + h(b)]) )3 (4.3.26)
5 (sup{|f(b \‘1 (O} (Ua(t))) dt

esitsizligi saglanir.

~—

/

Ispat. Teorem 4.3.3’ in ispatindaki (4.3.18) esitsizliginde |f’|? fonksiyonu quasi
geometrik konveks fonksiyon oldugundan ve Sonug 3.3.17 den yararlandigimizda

ispat1 tamamlamig oluruz.

Sonug 4.3.7 f : [a,b] € Rt — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon, g :
[a,b] — [0, 0o) siirekli, pozitif, v/ab’ ye gére simetrik bir fonksiyon ve ||g(x)||,, =
SUPzelap) |9(7)| olsun. Bu durumda Teorem 4.3.3" iin kosullar1 altinda o > 0 igin
h(z) = [ [(ln%’)a_l + (lni)a_l} 90 gt alimirsa bu durumda | f/|* fonksiyonu quasi

geometrik konveks bir fonksiyon ise her ¢ > 1 i¢in

172 (f9) (8) + n - (£9) (@)] = L Tiig (8) + g (@)] F(V/ab)

L (mb—lna)™ gl [, 4 270]
AT (a4 1) at+1l a+1

Ci(a, q)sup {[f(a)|", | f"(G)|"}

(4.3.27)
+Ca(a, q)sup {[ (D), | 1(G)[*}
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dir, burada katsayilar

Ci(ayq) = :1 - (%)Z (%)a (L (t))! dt

o = [[i- (%) + (4F) ] wetora

o\»—- o\»—t

seklinde elde edilir.

Ispat. Teorem 4.3.4" deki (4.3.26) esitsizliginde (4.1.39) ve (4.1.41) esitlikleri

kullanilirsa bu durumda her ¢ > 1 icin

T2 (9) () + i (F9) (@)] = [ Tiig () + T g (@)] F(Vab)
-5+ () de) %

(Inb —Ina)™* gl ( 1
T Ar(e+D JI=(50)"+ (5) ]

(\ Gup {1 (@), [f(G)]} (La(t)") dt
(JI- 30"+ 05y ar)
[l 39"+ (597

(sup {[S/(O)", [1(G)"} (Ua(t))T) dt
2
+

(Inb—ma)™" Jigll,, [, L2 3
- A (e + 1) a+l a+1

/1 1 ()" + (559 x ‘
2 [sup {1 ()|, [f'(G)|"} (La(t))"] dt

+(/ 1 ()7 1 (5] x )
|\ sl @r O Uao) e )

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte a > 0,b > 0,7 < 1 igin a”"+b" < 21" (a + )"

O\»—A

Q=

3

-~

(4.3.28)

ifadesini kullanirsak, her ¢ > 1 i¢in
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(nb—tna)™ gl [, 4  222]"%
- AT (e + 1) a+l a+1

L[ (87 + (5] Te®) sup { £ (@), 1£1(G)|"}

dt| (4.3.29)
o\ 1= ()" + ()] Ue) sup {0, [ f(G)]}
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmig olur.
Sonug 4.3.8 Sonug 4.3.7’ deki (4.3.27) esitsizliginde o« = 1 ve g(2) = 55—
alinirsa, bu takdrde her ¢ > 1 i¢in
L@
x
lnb—lna/ T dx—f(@)
’ 1
Inb—1 Ci(1,q)su "(a)?, | f(G)]* !
_ =) [ Gsels@r @ |

= +Ca(1, q)sup {| /(0| | f(G)|"}

esitsizligi elde edilir.

4.4 Uygulamalar

Burada, onceki boliimlerde elde edilen yeni sonuclari farkli konveks fonksiyonlar

icin uyguladik.

Sonug 4.4.1 f(x) = 2", r > 2, geklinde tamimlanan f: I C RT — R fonksiyon
I° da diferansiyellenebilir, a,b € I°,a < bve g : [a,b] — [0,00), g(x) = (% — %)2
fonksiyonu siirekli, pozitif ve v/ab’ ye gore geometrik simetrik fonksiyon olsun. Bu
sartlar altinda Sonug 4.1.6 (i) sikkindaki (4.1.42) esitsizligi uygulanirsa
)L (a™2,b72) — 2G?(a,b) L (a",0") + G*(a,b)L (a2, b"2)
2

Inb — Ina) rL*(a,b)
8
[sa"—% (L (ﬁ, \/E) A <\/5, \/B)) + (16 (L(a,b) — G(a, b)) G"(a, b)

863 (L (Va,vb) + A (va, vb) )] (4.4.1)

~G"(a,b) [L (a®,0%) — G*(a,b)]| < (
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esitsizligi elde edilir.

Ispat. Oncelikle |f'| = f' fonksiyonun geometrik-aritmetik konveks fonksiyon

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
Vo e I°igin  f"(x) >0 we f"(z)>0
sartlarini incelemek yeterlidir. Bu durumda
fay = rat
f"(z) = r(r—12""%>0
() = r(r—=1)(Fr—-2)2""">0
elde edilir. Ciinkii f fonksiyonunun tanimi geregi » > 2 dir. Diger taraftan

g fonksiyonunun vab’ ye gore simetriklik sartini saglamasi gerekir. Bunun ic¢in

geometrik simetriklik tanimi geregi

2
ab @y r a2
Pyl =_ ) —(Z2_Z2) = 4.4.2
()-(Goa) G e
elde edilir ve boylece hipotezin dogrulugu gosterilmig olur. Sonug 4.1.6 (i) hipotezini

saglayan fonksiyonlar 6ncelikle (4.1.42) esitsizliginin sol tarafinda yerine yazilirsa

b b

/ %_% dx—(ab)g/i(%_%ydx

L r+2 br+2 2
= 2 (Inb — Ina) H 2b2 — %L(af,b’“)Jr%L(a’“—?,bT—?)

—G"(a,b) [ (a?,5) b — G, b)” (4.4.3)

elde edilir. Diger taraftan aym sekilde (4.1.42) esitsizliginin sag tarafinda yerine

konulursa

(Inb — Ina)® (b — a)?

< 1 - [Ki(L)ra™" + Ky (1)rG" Y(a,b) + K3(1)rb"™'] (4.4.4)
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burada katsayilar

! 161/a <\/_ — \/B) +4v/a (\/5 + \/5> (Inb — Ina)

Ki(1) = /(t—t2)atG1‘tdt: (b~ na)®

Y

16 (L(a, b) — G(a, b))
(Inb — Ina)?

16v/b (\f —Vb) + 4V (\/E + JB) (Inb — Ina)

VG e =

0

1
Ky(1) = /1—t (' G+ 0 G dt =

0

1

K1) = [ (-

0

(Inb — Ina)®

seklindedir. Bu integraller Matlab programinda hesaplanmigtir. (4.4.3) ve (4.4.4)
de gerekli sadelegtirmeler yapildiginda (4.4.1) esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.4.2 f(x) = 2", r > 2, seklinde tamimlanan f : I C RT — R
fonksiyonu 7°’ da diferansiyellenebilir, a,b € I°, a < b ve g : [a,b] — [0, 00),
g(z) = (% - %)2 fonksiyonu siirekli, pozitif ve vab’ ye gore geometrik simetrik bir
fonksiyon olsun. Bu sartlar altinda Sonug 4.1.2 (i) de (4.1.19) esitsizligi dikkate

alinirsa

}A (a",0") (2L (az, b2) — G*(a,b) — [L (a7’+2, b’"+2)) —2G?*(a,b)L (a",b")
+G*(a,b)L (a" 2,07 ?)]|
L (va, Vb nb — lna
< L*(a,b)r (Inb* — Ina?) % —1- % a’
+[-2L (a,b) + A(a,b) + G(a,b)] G" '(a,b)
L(ﬁ,\/@) 14 Inb — Ina
Vb

* 4

b (4.4.5)

elde edilir.

Ispat. Sonu¢ 4.4.1° in ispatinda f’ (z) fonksiyonun geometrik-aritmetik kon-
veks fonksiyon ve g(z) fonksiyonun vab’ ye gore simetrik oldugunu gosterdik.

Hipotezde tanimlanan fonksiyonlar1 (4.1.19) esitsizliginin éncelikle sol tarafinda
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yerine yazarsak

roge\ p (o a)? " (2 _a)? _
(CL +0 )/(b xx) dl’—/l’r(b :c) dx :<lnb lna) |A(ar,br)

2 x b2
2L (a?,0%) — G*(a,b)] — [L (a"2,0"*%) — 2G*(a,b)L (a",b")
+G*(a,b)L (a" 2,0 ?)]| (4.4.6)

elde edilir. Diger taraftan (4.1.19) esitsizliginin sag tarafinda yerine yazihirsa

Inb—Ina)*r (b—a
<

< I ; ) [E1(D)a" " + E2(1)G" H(a,b) + E5(1)b" ] (4.4.7)

elde edilir, burada katsayilar

16 /a (ﬁ - \/a> — 8a (Inb — Ina) — 2a (Inb — Ina)’

(Inb — lna)3
By(1) — —16(b—a) + 4(a + b) (lnb2— Ina) + 8v/ab
(Inb — Ina)
16V <\/5 - \/5> — 8b (Inb — Ina) + 2b (Inb — lna)2
Es(1) = b = lna)3

seklindedir. Buradaki katsayilar Matlab programiyla elde edilmistir. Gerekli

sadelegtirmeler ve diizenlemeler yapildiginda (4.4.5) esitsizligini saglamig olur.

2_ (p=2)(p—3)

Sonug 4.4.3 p > 4 i¢in [ = (1763(;0—2)—\/%(19—2) 2 ) bir aralik, f(x) =
(Inz)?" geklinde tanmmmlanan f : I € RT — R fonksiyonu 1°’ da diferansiyel-

lenebilir, a,b € I ve a < b olsun. Bu sartlar altinda Sonug 4.1.2 (ii) deki (4.1.20)

esitsizligi gozoniine alinirsa

'A ((lna)p_l, (lnb)p_l) — W [gFl (1 —pa;a+1;1 — ZZZ—Z) Bla, 1)
+ 251 <1 -p,Lat+ 11— Z—Z) ﬁ(l,a)H
_ _ p—2 p—2
< (inb ZZZ)Q@ 1) () (lnc;) N 02(a)A (lga, Inb)
p—2
+ Cs(a) (l”bb) ] (4.4.8)

esitsizligi saglanir, burada C(«), Ca(«) ve Cs(ar) katsayilar: (4.1.9) da tanimlandig:
gibidir.
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Ispat. Oncelikle z € (1 10-2)—y/ 5 (p—2)? - = 3)) i¢in

f(z) = ()",
(p—1) (Inz)”™

fi(x) = . >0,
ey = 2= D= 2)(lnx);3 (= Dyt
ey = D=2 - 3)(ln:):);4 ~(p—1)(p - 2)(Inx)?
L 2 =Y - 2)(lna¢)1;‘3 +2(p = D(na) 2

oldugundan f(x) fonksiyonu G A-konveks fonksiyondur. O halde (4.1.20) esitsizliginin

=i foor (o ()

a

sol tarafi icin

integralinde Int = Inb — (Inb — lna)u, % = —(Inb — Ina)du degisken degisimi

yapilarak 1 < a < b ve a > 0 igin

1
aJ3 f(b) % / (Inb — (Inb — Ina)u)’ " u**du
0
lnb — Ina)* / u*du
J(nb)=r ~ )]
(Inb — Ina)~ ( lna)
—— o | 1— ;1 — — 1) (4.4.9
F(a) (lnb)l_p 2 b, &; a + Inb ﬁ(Oé, ) ( )

elde edilir. Benzer sekilde

O el IOV

integralinde Int = Inb — (Inb — lna)u, % = —(Inb — Ina)du degisken degisimi

yapilarak 1 < a < b ve a > 0 igin
1

gl fla) = {Inb — Ina) / (Inb — (Inb — Ina)u)’~" (1 — u)* ‘du
[(a)
1
B lnb — Ina)® )etdu
o lnb 1-p lna :|1 P
0 lnb
(Inb — Ina)® Ina

— WzF (1 p,Lia+1;1— lnb) B(l,a) (4.4.10)
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yazilabilir. Esitsizligin sag tarafinda ise f fonksiyonun hipotezde verilen tanimini

kullanirsak ispat tamamlanir.

: (p—2)(p—3)
Sonug 4.4.4 p > 4 igin [ = (l,ei(p_Q)_\/fﬁ(p_Q)L B ) bir aralik, f(z) =

(Inx)? ~! geklinde tammlanan f : I € R* — R fonksiyonu I°’ da diferansiyel-
lenebilir, a,b € I ve a < b olsun. Bu sartlar altinda Sonug 4.1.6 (ii) deki (4.1.42)

esitsizliginden
o Ina
LR (1-paa+1l- 2 1
9 (l’n,b)l_p |:2 1 ( b, o + L; lnb) ﬁ(aa )
lna 1
+ oF) 1—p,1;0z+1;1—ﬁ B(1,a)| — AP~ (Ina, Inb)
n
_ _ p—2 p—2
< (Inb—lIna) (p—1) Kl(a)(lna) +K2(a)A (Ina, Inb)
4 G
p—2
+ Ks(a) (Z"bb) ] (4.4.11)

esitsizligi elde edilir. burada elde edilen K («), Ka(ar) ve K3(«) katsayilar: (4.1.35)
de tanimlandig1 gibidir.

Ispat. Sonug 4.4.3 {in ispat yontemini uygulandigimizda (4.4.11) esitsizligini

elde ederiz.

Sonug 4.4.5 f(z) = 2P7', p > 3, seklinde tamimlanan f : I C RT — R
fonksiyonu I°’ da diferansiyellenebilir, a,b € I, a < b olsun. Bu sartlar altinda

Sonug 4.2.2 (ii) deki (4.2.16) esitsizligi goézoniine alimirsa

< [2F1 (p—l,oz;oHrl;l—E) Bla, 1)

2(a)p1 b
+2R (p=LLia+ 1= 2) (L)
Lb=aw=1) [Fi (@)’ + B (a) HP 2 + F3 (a) V2] (4.4.12)

- dab
esitsizligi elde edilir. Burada katsayilar Sonug 4.2.1" de tanimlandig: gibidir.

ispat. f fonksiyonu I C RT arahginda konveks ve azalmayan bir fonksiyon

oldugundan harmonik fonksiyondur. O halde
1/a

Wi Gon i = s [ (A=) 5 () pw=1

1/b
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integralinde ¢t = % — (l — %) u, dt = — (% — %) du degisken degisimi yapilarak

a a

0<a<bvea>0ign

1
I'(a)(b—a)” u*du
I (o) (1/a) = / -
RE+( )(/) (ab)o‘ J [é_(i_%)uyﬂl
1
_ T(a)(b— a)o‘/ u®du
- a,p—1 a -1
@rae | = (- g
_ T(@)(b—a) . 1@
= b (p laa+11— g) B(a, 1) (4.4.13)
elde edilir. Benzer sekilde
1/a o1
o (foe) ) =— [ (=2} (1) a o) =1/0
froa- 7 - T(a) b ¢ )4 =
1/b
integralinde t = % — (é — %) u, dt = — (% — %) du degisken degisimi yapilarak

0<a<bvea>0ign

RJ? (fow)(1/b) = F(azil;); a)a/ L (_1 (;21_) z?p‘l
_ T()(b—a)" i (1 —u)*tdu
o (ab)art 0/ (1= (=)
_ F(@igi _pf“l)azFl <p L lad4ll- %) B(1, ) (4.4.14)

elde edilir. (4.4.13), (4.4.14) ifadeleri ve f fonksiyonu hipotezde tanimlandig1 gibi

(4.2.16) esitsizliginde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligmada literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi
ile ilgili olarak verilen lemmalar farkli konveks fonksiyonlar icin verildi. Bu
elde edilen lemmalar farkli fonksiyonlar icin ifade edilerek Hermite-Hadamard-
Fejér tipli kesirli integral egitsizlikleri elde edildi. Boylelikle litaratiirde olan
Hermite-Hadamard-Fejér integral, Hermite-Hadamard kesirli integral ve Hermite-
Hadamard-Fejér kesirli integral esitsizliklerini yeni bir yontemle elde edildi. Boyle-

likle tiim ¢aligmalarin bir genellemesi elde edildi.

Tezde temel alinan fonksiyon gesitleri geometrik aritmetik, harmonik konveks ve
quasi geometrik fonksiyonlar olarak belirlenmigtir. Elde edilen sonucglardan yarar-
lanilarak geometrik aritmetik fonksiyonlar igin gesitli ortalamalarla ilgili ve hiper-
geometrik fonksi-yonlarla ilgili uygulamalarda tezin sonunda verilmistir. Boylece

yeni elde edilen sonuclarin uygulanabilir oldugu gosterilmistir.

Konuyla ilgili olan aragtirmacilar bu tezde verilen yontemlerden yararlanarak
farkl tiirden konveks fonksiyonlar i¢in yeni lemmalar elde edip kesirli integral

icin sonuclar bularak cesitli uygulamalar iizerinde caligabilirler.
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