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OZET

UZAYSAL KUATERNIYONIK EGRILER VE REGLE YUZEYLER
ABDUSSAMET CALISKAN
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZi, 104 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI SULEYMAN SENYURT)
(IKINCI TEZ DANISMANI: PROF. DR. EMIN KASAP)

Bu tez dort bélum halinde duzenlendi. Giris bolimiinde calismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Onceki Calismalar bolimiinde kuaterniyonik
egriler ve dual uzaylarla ilgili calismalara yer verildi. Genel bilgiler béliminde,
arastirma bulgulari béliminde kullanilacak bazi bilgiler verildi.

Arastirma ve Bulgular b6lumi calismamizin orijinal kismini olusturmaktadir.
Bu boliimde, Oklid uzayinda bir regle yiizeyin uzaysal kuaterniyonlar cinsinden
ifadesi verildi. Regle yuzeye ait striksiyon egrisi, dagilma parametresi, acilim agisi
ve acihm uzunlugu kavramlari kuaterniyonik hesaplamalar kullanilarak formiile
edildi. Yeni formaller kullanilarak kapal bir egriye ait Frenet vektorlerinin cizdigi
regle yuzeylerin acilim uzunluklar, acilim acilari ve dagilma parametreleri
hesaplandi. Kuaterniyonik hesaplama yontemleri kullanilarak dual Frenet
vektorlerinin olusturdugu kapalh regle yuzeylerin integral invaryantlari yeniden ifade
edildi.

Anahtar Kelimeler: Uzaysal Kuaterniyon, Regle Yilzey, Dagilma Parametresi,
Acilim Agist, Agilim Uzunlugu, Dual Uzay, Dual Uzaysal
Kuaterniyon, Dual Acilim Agisl.



ABSTRACT

SPATIAL QUATERNIONIC CURVES AND RULED SURFACES
ABDUSSAMET CALISKAN
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIEDSCIENCES

MATHEMATICS
PHD THESIS, 104 PAGES

(SUPERVISOR: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT
SECOND SUPERVISOR: PROF. DR. EMIN KASAP)

This study consists of four fundamental chapters. The first chapter discusses
aim and reason of why this study is taken into consideration. The next chapter is
covered with literature review of quaternions and dual space. General information
chapter deals with some properties which are necessary for the research and findings
chapter.

The research and findings chapter is the main part of the study. In this
chapter, the ruled surface in Euclid space is expressed as a spatial quaternionic. The
concepts of the striction curve, the distribution parameter, angle of pitch and the
pitch are formulated using quaternionic calculations. According to this calculations,
the pitches, angle of pitches and distribution parameters of the ruled surfaces drawn
by the motion of the Frenet vectors belonging to the closed curve are recalculated.
Integral invariants of closed ruled surfaces formed by dual Frenet vectors are
reexpressed using quaternionic calculation methods.

Keywords: Spatial Quaternion, Ruled Surface, Distribution Parameter, Angle of
Pitch, The Pitch, Dual Space, Dual Spatial Quaternion, Dual Angle of
Pitch.
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1. GIRIS

Kuaterniyon kavrami 1843 yilinda Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton

tarafindan ortaya atilmistir. Bu kavram karmagik sayilarin bir genellemesi olup
q=(d,a,b,c) =dey+ ai+bj+ck, a,b,c,d € IR (1.0.1)

seklinde ifade edilmistir [18].

Sekil 1.1: Sir William Hamilton

Hamilton, 16 Ekim 1843 yilinda, Kraliyet Ailesi'nin bir Konsey toplantisina giderken
kuaterniyon ile ilgili formiiliinii Brougham Kopriisii tizerindeki bir tasa yazmigtir. Bugiin
bu képrii tizerinde formiilii gosteren bir levha bulunmaktadir (Sekil 1.2). Insanlar bu

kopriiyti “Hamilton Kopriisii” olarak anmaktadirlar [1].

Sekil 1.2: Hamilton Kopriisit Uzerindeki Levha



Kuaterniyonlar kompleks sayilarin bir genellemesi olarak diigtintilmektedir. Bir kompleks
say1

z=a+1ib, a,b€IR,i* = —1
seklinde yazilir. Kompleks sayilar

U ] ever)

seklinde yazilan matris kiimesine izomorftur [9]. Buna gére (1.0.1) ifadesinde verilen bir

q kuaterniyonu

d —a b —c
a d c b
b~ d a (1.0.2)
¢c —-b —a d

seklinde bir matrise izomorf olur [33,35]. Bunu goérmek i¢in bir ¢ kuaterniyonu tipki
kompleks sayilarda oldugu gibi
q=(d+ai)eg+ (b+ci)j
seklinde yazilabilir. Burada
o =d+ai, ap=b+
alimirsa ¢ kuaterniyonu
q=aieg + agj, a,a €C
seklinde ifade edilir. Kuaterniyonlarin kiimesi K ile gosterilsin. Herhangi bir ¢ € K igin
T, doniistimii
T, K — K
T +d) = (01+a%)xq
= QxXqtaxq
= Tyq) +Ty(¢2), a1, € K

Ty(d'z) = (dz)xq
= zq¢ xXq

= 2T,(¢), z€C



seklinde tanimlansin. Bu donisim bir lineer dontisimdiir. Burada x Hamilton

(kuaterniyon) ¢arpimidir. K tizerinde tamiml biitiin lineer déniigiimlerin kiimesi
Hom(K,K)={T,:q€ K}

seklinde gosterilir ve bu kiime C kompleks sayilar cisim tlizerinde bir vektor uzay olur. T

doniigimi altinda eqg ve 7 kuaterniyonlarinin goriintiisii

T,(e0) = z11€0 + 127,

T,(j) = waieo+ T22]

seklinde yazilir. Burada g yerine ey alimirsa 7, lineer doniisimii

Teo(eo) = ep X ey = x11€0 + T12]
Teo(j) = j X €p = T21€p +l’22j

seklinde olur. eg X eg = 1 ve j X eg = 7 oldugundan 1, z12, X291 Ve x9o katsayilari
T =T =1, T1a =221 =0
bulunur. Bu durumda 7, doniigiimiine karsilik gelen matris
10
oo
seklinde yazilir. Benzer sekilde ¢ = ¢ alinirsa 77 lineer dontigimi

Ti(eg) = eg X 1= z11€0 + 12,

Ti(j) = Jxi=mryeq+ Toj
seklinde olur. eg x i =1 ve j X i = —k oldugundan katsayilar
Ty11 =1,T9 = —1, T2 =T =0

bulunur ve T; doniisiimiine karsilik gelen matris



seklinde yazilmig olur. ¢ = j alinirsa 7} lineer dontigimii

Ti(eg) = egx j=m11e0+ T12J

Ti(j) = JxJj=mrneo+ Taj
seklinde olur. eg X j =i ve j X j = —1 oldugundan katsayilar
Ty =T = 0,212 = 1,29, = —1

bulunur ve 7; doniisiimiine karsilik gelen matris

0 1
Tj<—>{_1 0]

seklinde yazilir. ¢ = k icin 7, lineer doniistimii

Ti(eg) = eg X j=x11€0+ T12]

Ti(j) = JxJ=xae0+ Ta2j
olur. ey x k =1 ve j X k =i oldugundan katsayilar
T11 = T2 = 0,212 = 291 =1
bulunur ve T}, dontigiimiine karsilik gelen matris

0 =
Tk<—>[i O}

seklinde yazilir. Boylece bir ¢ kuaterniyonu

o=dfy Jealy ]l o] o]

0

?

1

0

|



seklinde yazilmig olur. Bu ifade de gerekli iglemler yapilirsa bir ¢ kuaterniyonu

d+ai b+c
—b+c d—ai

veya

d —a b —c

a d c b
-b —c¢ d a
¢c —-b —a d

matris formatinda ifade edilmis olur. Bu yaziliga gore
eo = (1,0,0,0), i =(0,1,0,0), 5 =(0,0,1,0), k= (0,0,0,1)

kuaterniyonlarinin matris gosterimleri, sirasiyla

1000 0 -1 0 0
(0100 10 0 0
00 1 0| o0 o0 1|’
0001 0 0 —1 0
0 0 10 0 0 0 —1
0o o 01, o0 1 0
T=1-1 0 oo0"" "o =10 o0
0 -1 0 0 1 0 0 0

seklinde olur. Bu matrisler yardimiyla ¢, j ve k kuaterniyonlar: i¢in

0O -1 0 00 =1 0 O -1 0 0 0

i Lo 0 opfr 0 0 O0f_|0 =1 0 0f_ _q
o o0 0 10 0 0 1 0 0 -1 0 ’
0o 0 -1 0[O0 0 =120 0 0 0 -1
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olduklar goriilir. Yukaridaki islemlerin sonucu olarak K kuaterniyonlarinin kiimesi
K = {q=dey+ai+bj +ckla,b,c,d € IR, i* = j* = k* = —1}

seklinde karakterize edilmig olur.

Kuaterniyon kavrami bircok disiplinde kendine kullanim alani bulmustur. Bunlardan
bazilar1 bilgisayar grafikleri, gorme cihazlarinin gelistirilmesi, robot kinematigi, kontrol
teorisi, kuantum teorisi, molekiiler dinamik, animasyon gosterimleri ve navigasyon
cihazlandir. Kuaterniyonlarin kullanim alanlariyla ilgili detayh bilgiler igin [12, 19, 22, 25]
kaynaklarina bakilabilir.

Egri ve yiizey teorisinin incelenmesinde de kuaterniyonlar kullanilarak yeni yorumlar

yapilmigtir.

Bharathi ve Nagaraj (1987) “Quaternion Valued Function of a Real Variable Serret-Frenet
Formulae” isimli calismada bir egrinin Serret- Frenet formiillerini kuaterniyonlar

cinsinden ifade etmislerdir. Sivridag ve ark., (1994) “The Serret- Frenet Formulae

for Dual Quaternion Valued Functions of a Single Real Variable” isimli caligmada,
dual kuaterniyonik egrinin dual Serret-Frenet formiillerini vermiglerdir. Cehn ve Li (2005)
“Quaternionic maps and minimal surfaces” isimli ¢alismasinda kuaterniyonik dontisiimler
ile minimal yiizeyler arasinda baglant1 kurarak yeni sonuglara ulagmiglardir. Aslan (2017)
“Kuaterniyonlarin diferensiyel geometrisi” isimli doktora tezinde Oklid uzaynda kanal
yuzeyler ve genellestirilmig sabit oranl ytizeyler ile Minkowski uzayinda kanal ytizeyler
ve bunlara ait bazi 6zellikleri ifade etmistir. Tuncer ve ark., (2018) “Clircular surfaces
with split quaternionic representations in Minkowski 3-space” isimli calismada split
kuaterniyonlarla dairesel yiizeylerin baz 6zelliklerini incelemiglerdir.

Kuaterniyonlarla ilgili aragtirma yapacak olan arastirmacilar [2,3,6,7,10, 20,21, 27, 30,
32,36] numaral kaynaklara bakabilirler.



Bu tezde ilk olarak herhangi bir regle yiizeyin uzaysal (pure) kuaterniyonik ifadesi
verilerek elde edilen yiizeyin striksiyon egrisi ve dagilma parametresi yeniden formdiile
edildi. Yiizeyin kapali olmasi durumunda acilim agist ve acilhim uzunlugu yeniden
yorumlandi. Dayanak egrisi kuaterniyonik egri alinarak elde edilen regle yiizeylerin
integral invaryantlar1 kuaterniyonik formiiller kullanilarak hesaplandi. Daha sonra Study
tekabiil prensibinden hareketle herhangi bir regle yiizeyin dual ifadesi kuaterniyonlar
kullanilarak yeniden verildi. Son olarak Frenet vektorlerinin olugturdugu kapali regle

yiizeylerin dual integral invaryantlar1 kuaterniyon kullanilarak yeniden ifade edildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Hacisalihoglu (1972) “On the Pitch of a Closed Ruled Surface” isimli galigmada, Holditch
ve Steiner teoremlerini, dual kiire tizerinde ele alarak cizgiler uzayina genellegtirmis ve

kapali regle yiizeylerin a¢ilim uzunluklar arasinda bazi sonuglar elde etmigtir [17].

Bharathi ve Nagaraj (1987) “Quaternion Valued Function of a Real Variable Serret-Frenet
Formulae” isimli cahsmada 3-boyutlu reel Oklid uzayindaki bir egrinin Serret-Frenet
formiillerini uzaysal kuaterniyonlar yardimiyla yeniden tiiretmislerdir. Ayrica, 4-boyutlu

reel Oklid uzaymdaki kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir [3].

Giirsoy (1990) “The Dual Angle of Pitch of a Closed Ruled Surface” isimli ¢aligmada,
dual agilim agisinin, kapali dual kiiresel egriler icin, bir integral invaryant oldugunu
gostermigtir. Dual agilim agilarini kullanarak, Holditch ve Steiner teoremlerini, kapal

regle yiizeylerine genellegtirmistir [13].

Sivridag ve ark., (1994) “The Serret- Frenet Formulae for Dual Quaternion Valued
Functions of a Single Real Variable” isimli calismada ID* de dual egrinin dual Serret-
Frenet formiillerini dual uzaysal kuaterniyonlar yardimiyla yeniden tiiretmislerdir, Ayrica,

ID* de kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir [26].

Karadag ve Sivridag (1997) “Tek Degiskenli Kuaterniyon Degerli Fonksiyonlar ve Egilim
Cizgileri” isimli calismada IR? ve IR* uzaylarindaki kuaterniyonik egriler icin egilim cizgisi
ve harmonik egrilik kavramlar1 verilmistir. Ayrica, kuaterniyonik egrilerin egilim cizgisi

olmasi i¢in karakterizasyon verilmistir [20].

Coken ve Tuna (2004) “On the Quaternionic Inclined Curves in the Semi-Euclidean
Space B3 7 isimli ¢aligmada yar1-Oklid uzaymda kuaterniyonik egilim cizgileri ile ilgili bazi
sonuclar vermislerdir. Ayrica, harmonik egriliklere gore kuaterniyonik egilim cizgileri i¢in

baz1 karakterizasyonlar ifade etmiglerdir [7].



Coken ve ark., (2009) “Formulas for Dual-Split Quaternionic Curves” isimli galigmada
yari-dual uzayimda dual-split kuaterniyonlarini tanitmiglardir. Dual-split kuaterniyonik
egriler i¢in Serret-Frenet formiillerini ifade etmislerdir. Ayrica ID? ve D} yari-dual
uzaylarinda yari-dual kuaterniyonik egrilerin tanimlamiglardir ve bu egriler igin Serret-

Frenet formiillerini elde etmislerdir [8].

Soyfidan (2011) “Kuaterniyonik Involiit-Evoliit Egri Ciftleri” isimli viiksek lisans tez
caligmasinda, Oklid uzayindaki egriler kuaterniyonik egriler almarak kuaterniyonik
involiit-evoliit egri ¢ifti kavrami verilmistir. Ayrica bu egri ¢iftinin Frenet elemanlarinin

birbirleri cinsinden yazilabildigi gosterilmistir [27].

Senyurt ve Caliskan, (2014) “Parallel Ruled Surfaces and some their Characteristic
Properties” isimli calismada, birim dual kiiresel paralel egrilere 3- boyutlu Oklid uzaymda

karsilik gelen paralel regle yiizeylerin integral invaryantlarmi hesaplamiglardir [31].

Kiziltug ve Yayh, (2015) “On the Quaternionic Mannheim Curves of Aw(k)-type in E*”
isimli ¢alismada kuaterniyonik Mannheim egrilerini incelemislerdir. Bununla birlikte
kuaterniyonik Mannheim egrilerinin AW(2) ve AW(3)- tipinden kuaterniyonik egriler
olduklarini ancak AW(1)- tipinden kuaterniyonik egri olmadiklarimi géstermislerdir [21].

Yayli ve Aslan (2015) “Canal surfaces with quaternions” isimli galigmada kanal yiizeylerinin
ve tiip ylzeylerinin kuaterniyon carpimi ve matris temsili ile elde edilebildigini
gostermislerdir. Spine egrisinin farklh gatilari tarafindan kanal yiizeyin denklemi elde

edilmistir [36].

Senyurt ve ark., (2017) “On Spatial Quaternionic Involute Curve A New View” isimli
caligmada bir kuaterniyonik evoliit egrisine ait involiit egrisinin Frenet vektorleri ve
kuaterniyonik birim Darboux vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde edilen

kuaterniyonik Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalarimi hesaplamiglardir [30].

10



Tuncer ve ark., (2018) “Clircular surfaces with split quaternionic representations in
Minkowski 3-space” isimli caligmada kuaterniyonlar1 ve homotetik hareketleri kullanarak
spacelike dairesel ve spacelike roller coaster yiizeylerinin denklemlerini yeniden ifade
etmiglerdir. Daha sonra Gauss ve ortalama egrilikleri gibi bazi geometrik ozellikler
vermislerdir. Son olarak timelike dairesel ve timelike roller coaster yiizeylerinin split

kuaterniyonik ve matris temsillerini ifade etmislerdir [32].
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3. Genel Bilgiler
3.1 Oklid Uzay:
V. n boyutlu bir vektor uzay: olsun.

(,):VxV =R

seklinde tamimli fonksiyon agagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim

fonksiyonu denir [23].

VI y,zZeV,Va,beR igin

a. Bilineerlik Aksiyomu;
(i + b, 2) = (7, ) + b(7, 2,

(7, aff + b7) = a(F, ) + b(, 2).

b. Simetri Aksiyomu;

c. Pozitif Tanimlilik Aksiyomu;

Reel standart afin uzay1 R” ile gosterilsin. vX , Y € R» i¢in
<7> R XR" — ]Ra <X’?> = szyz
i=1

seklinde taniml fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima R™ de standart
i¢c carpim veya OKklid i¢ ¢arpimi, bu i¢ carpimm tanimh oldugu afin uzayma Oklid uzay:

denir ve E" ile gosterilir.

12



E", n-boyutlu Oklid uzaymnda iki nokta X ve Y olsun. Bu noktalar arasindaki uzaklik

seklinde tammlanir [16].

a: 1 CR —E" bir egri ve p = {a’,a”, o, ...aM} kiimesi lineer bagimsiz olsun.
o™ e Sp{e}, k>r

olmak iizere ¢ den ile elde edilen {v;(s), v2(s), ..., v.(s)} ortonormal sistemine « egrisinin
a(s) noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi, V v; (1 < i < r), vektoriine de Serret-Frenet
vektorii,
kil =R, 1<i<r, ki(s)=(i(s),vis1(5))

seklinde tamimh k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, Vs € I i¢in k;(s) € R
sayisina da « egrisinin «(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir. n=3 6zel hali igin egrinin
Frenet vektorleri T(s), N(s) ve B(s) seklinde gésterilir. Burada T'(s) ye teget vektor,
N(s) ye asli normal vektér ve B(s) ye de binormal vektér adi verilir. Buna gore egrinin

Frenet vektorleri, egrilikleri ve Frenet formiilleri sirasiyla

a) s yay parametresi ise

— —

T'(s) = k(s)N(s), N'(s) = =h(s)T(s) + 7(s) B(s), B'(s) = =7(s)N(s).

b) t keyfi parametre ise
T(t) = IIZ:EE;II’ N(t) = B(t) A N(t), B(t) =

 le0na’ Bl (0 Ac"(.a"()
B ] A P P E

13



— — —

T'(t) = vs()N(8), N'(t) = —os(t)T(#) + vr () B(t), B'(t) = —or()N(8),v = ||o/(¢)]-

seklinde verilir. Burada (s) ye egrinin egriligi ve 7(s) ye de burulmas: (torsiyonu) denir

[16,23]. Egrilere ait temel kavramlara [5, 16,23, 24, 28] kaynaklarindan ulagilabilir.

3.2 Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

x o y diizleminin bir B bolgesindeki her bir (z,y) noktasmin F' diffeomorfizmi altindaki
resmi z = F(z,y) olsun. (x,y) noktalari, B bolgesini tararken, z = F(x,y) noktalar1 da

uzayda bir yiizey meydana getirir. Bu ylizeyin kapali denklemi

F(z,y,2) =0
seklinde verilir (Sekil 3.1).
y -
b F
. B ~ ™\
........... )
9 v y
€T

Sekil 3.1: Yiizey Sekli

sve v, sgp < s < s, v9 < v <o, bagimsiz parametreler olmak tlizere ylizeyin parametrik

denklemi
v = (s,0),y = y(s,0), 2 = 2(5,0)

seklinde yazilir 23, 24].

14



« egrisine bagh bir Z(s) dogrusunun meydana getirdigi yiizeye regle yilizey denir. Burada
egriye regle yiizeyin dayanak egrisi ve  dogrusuna da yiizeyin anadogrusu (dogrultmani)

adi verilir. Bu tanima gore bir regle yiizeyinin parametrik denklemi
w: I xIR — IR? @(s,v) = a(s)+vi(s)

seklinde yazilir (Sekil 3.2) [16].

O

Sekil 3.2: Regle Yiizey

Herhangi bir ¢ regle ytizeyi icin
s+ T,0) = F(s,0), T>0

olacak sekilde periyodik ise ylizeye kapali regle yiizey ve T ye yiizeyin periyodu denir.
Regle ylizey itizerinde komsu iki anadogrunun ortak dikmesinin esas dogru iizerindeki
ayagna striksiyon (bogaz) noktasi, bu noktalarin geometrik yerine de yiizeyin striksiyon
cizgisi (egrisi) denir. Komsgu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu dogrular
arasindaki agiya oranina yiizeyin dagilma parametresi (drali), ana dogrularimin her birini

dik kesen egriye de ylizeyin ortogonal yoriinge egrisi denir [16].
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Bir regle yiizeyin herhangi bir noktasindan gecen ve yiizey normaline dik olan diizleme
regle ylizeyin teget diizlemi, egri boyunca teget diizlemleri paralel olan ytizeylere acgilabilir

regle yiizeyler denir (Sekil 3.3) [4].

(a)

Sekil 3.3: Acilabilir Regle Yiizey

Herhangi bir «v egrisi iizerinde {03 (s), v3(s),v3(s)} vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri

arasinda

dvi(s) 0 ws(s) —ws(s) 01(s)
dvy(s) | = | —ws(s) 0 wy(s) 05(s) (3.2.1)
dvi(s) wa(s)  —wy(s) 0 03(s)

bagintis1 vardir. Burada katsayilar matrisi € ile gosterilirse €2 anti-simetrik bir matristir

16].

Birim anadogru vektorii Z olan bir yilizeyin Pfaff vektorii w(s) = (wq(s), wa(s), ws(s)) ile

gosterilirse Z(s) in diferensiyeli
dZ(s) = wW(s) AN Z(s)

seklinde verilir [16].
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Herhangi bir regle yiizeyin ana dogrularina dik bir dogrultunun bir periyot sonra ilk
konumu ile yaptig1 aciya regle yiizeyin acilim acis1 ve bu anadogrular arasindaki uzakliga

da yiizeyin agihm uzunlugu denir. Ag¢ilim agis1 ve agilim uzunlugu sirasiyla

—

Ae = (d(s),Z(s)), (3.2.2)

= _fia)dv (3.2.3)

= (V(s),&(5)) (3.2.4)

seklinde verilir [16].

Regle ylizeylere ait temel kavramlara [4,11, 16,23, 29] kaynaklarindan ulagilabilir.

3.3 Dual Uzayda Regle Yiizeyler

ID = {A = (a,a*) : a,a* € IR} kiimesi iizerinde toplama, ¢arpma, bolme ve esitlik

islemleri sirasiyla,

A®B = (a,a")® (b)) = (a+b,a" +b"),

AGB = (a,a")® (b,b*) = (ab,ab” + a*b),

= (LE az,

a a

B
A

A = B&a=ba" =0b"

eklinde tanilanir. Bu kiimeye dual sayilar kiimesi ve her elemanina da bir dual say1 denir.

5
(ID, &, ®) tgclisi birimli ve degigmeli bir halkadir ancak cisim degildir. (a,0) seklindeki
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bir dual say1 reel bir a sayisina izomorftur. Buna gore A = (a, a*) € ID sayisi

A = (a,a")

= (a,0)8(0,1) ® (a*,0)
= a+ea, e=(0,1)

seklinde yazilir. Bu yaziliga gore dual sayilar kiimesi
ID = {A =a+ea*|a,a* € IR, e* =0}
seklinde ifade edilmig olur. Dual sayilar kiimesi iizerinde
ID? = {A = @ + ea*|d, a* € IR®, &2 = 0}
kiimesini tamimlayalim. Bu kiime tizerinde toplama ve skalar ile carpma iglemleri sirasiyla

+B = d+b+e(at+eb),
-

—

s
l

M@ + ea®)

seklinde verilir. Bu iglemlerle birlikte (ID?, +, ) cebirsel yapisi bir modiildiir. Bu modiil
kisaca ID- modiil seklinde gosterilir. Bu cebirsel yapi bir vektor uzayi olarak alinacak ve
bu yapmin herbir elemanina bir vektor goziiyle bakilacaktir [15]. ID- modiilde iki dual

vektor A ve B olsun. Bu vektorlerin i¢ carpimi, vektorel carpimi ve normu sirasiyla;

(A,B) = (aby+e((@b*)+ (a,b)),

ANB = GNb+e(@AV +a* AD)

seklinde tanimlanir.

Normu (1, 0) dual sayisina esit olan vektore birim dual vektor ve bu vektorlerin kiimesine

de birim dual kiire adi verilir [15].
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Teorem 3.3.1 (E.Study) A # (0, @) € ID- modiil olmak iizere normu (1,0) olan birim

dual kiirenin dual noktalar1 IR? de yonlii dogrulara bire-bir kargilik gelir [15].

ispat.

Sekil 3.4’den dogrunun vektorel denklemi

IR® de M noktasindan gecen bir dogrunun dogrultu vektorii @ ile gosterilsin.

OX — OM+MX
F o= mAAD
Fom = AQ
(F—m) AT = MiAd
(F—m) Al = 0

seklinde olur. Burada « vektorii birim olarak alinabilir. Gerekli iglemler yapilirsa

TNT—mAT=0=>TANu=mAU

olur. uj = = A v alimirsa bu vektore @ vektoriiniin O baslangi¢ noktasina gore vektorel

momenti denir. Vektorel moment dogru iizerindeki nokta se¢ciminden bagimsizdir. Dogru

iizerinde degisken bir nokta Y olsun.

Sekil 3.4: Anadogru Vektoriiniin Vektorel Momenti

Sekil 3.4 den

e
M

=
>+
=

o 3
_|_



olur. Buradan gerekli iglemler yapilirsa wuj, vektorel moment 4 A 4 = m A 4 = wug dir.
Vektorel moment vektorii baslangic noktasinin secimine baghdir. Bunu gormek igin O
noktasina dogruya bir dikme ¢izelim. Bu dikmenin ayag1 Z olsun. Bu durumda A4 = up*

olur. Bu egitligin normu alinirsa
lug* || = 12~ = |12 = 6

bulunur. O noktasi degiseceginden § sayisi degisir. Bu da bize vektorel moment vektortiniin
baglangic noktasma bagh oldugunu ifade eder. Boylece IR? teki her yonlii dogru, dogrunun
dogrultu vektorii ve vektorel moment vektorii ile ifade edilmig olur. Buna gore herbir yonli
dogru (i, up*) vektor ¢ifti ile ifade edilir. Bu vektor ¢ifti U = @ + ey seklinde bir dual
sayidir. Bu vektoriin normu bir birim oldugundan dual kiire tizerinde bir dual nokta olur.
Tersine birim dual kiire iizerinde bir dual nokta A = @ + ea* olsun. Burada @ dogrunun
dogrultu vektorii ve a* dogrunun vektorel momenti olarak almabilir. Bu durumda (@, a@*)

iklisi IR? te yonlii dogruya karsilik gelir. O

Birim dual kiire tizerinde bir X (s) = #(s) 4 e2*(s) noktas: verilsin. Bu nokta dual kiire
iizerinde bir X (s) dual egrisini cizer. Study tekabiil prensibine gore bu egriye Oklid
uzayinda bir regle yiizey karsilik gelir. X (s) dual egrisine, regle yiizeyin dual kiiresel

resmi denir (Sekil 3.5) [15].

2(s) 2 (s + ds)

Sekil 3.5: Regle Yiizeyin Dual Kiiresel Resmi

— —

X = X(s) dual kiiresel egrisinin dual yay elementi d® = d¢ + ed¢* ile gosterilsin. Bu
ifade X (s) ve X (s + ds) komsu iki dual vektor arasidaki acidir. Bu dual ac1



seklinde yazilabilir. X=X (s) dual egrisine kargilik gelen regle yiizeyin dagilma
parametresi p ile gosterilse bu parametre

1 (dZ,dx*)  do*

d  (di,dz)  do

seklinde verilir [15]. Bu a¢inin d¢ reel kismi anadogrular arasindaki agi ve d¢* dual kismi

ise anadogrular arasindaki en kisa uzakliktir [15].

Dayanak egrisi a(s) olan bir regle yiizeyin parametrik denklemi
B(s,v) = (s) +vF(s)

seklinde yazilir. 7 vektoriiniin vektorel momenti z* ile gosterilsin. Bu vektor Sekil 3.6

dan

Sekil 3.6: Regle Yiizeyin Dayanak Egrisi ve Anadogru vektorii

r*(s) = d(s) NF(s) = T AT*(s) = Z(s) A (A(s) AT(s))

seklinde bulunur. Buna gore anadogrusu z(s) olan ¢ regle yiizeyinin dual ifadesi
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seklinde olur [15].

X(s) = #(s) 4+ ex*(s) vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi dual egriye Oklid

uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeyin dual acilim acis1 Ay ile gosterilirse bu aci
Ax = —(D(s), X (s))

seklinde verilir [13]. Burada D(s) = d(s)4ed*(s) dual Steiner vektoriidiir. Ay dual agilim

acgis1 regle ylizeyin reel invaryantlari cinsinden
A X = )\m - 6lz

seklinde verilir [13, 15]. Burada A, ve [, sirasiyla reel agihim agisi ve reel agihm uzunlugudur.

Dual uzayda egri ve yiizey teorilerine ait temel kavramlara [5,13-15, 17, 34] kaynaklarindan

ulagilabilir.

3.4 Reel ve Dual Kuaterniyonlar

3.4.1 Reel Kuaterniyon

Bir ¢ kuaterniyonu ¢ = d + ai + bj + ck seklinde verilsin. Bu kuaterniyonun skalar kismi
Sy, vektor kismu V ile gosterilirse S, = d ve \7;1 = ai + bj + ck olur. Bu durumda g
kuaterniyonu

q:Sq_‘"V;J
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seklinde yazilir. Herhangi iki kuaterniyon ¢, = S, + V;l ve ga = Sy, + V;Q olsun. Bu

kuaterniyonlarin toplami, farki, skaler ile carpimi ve esitligi iglemi sirasiyla

G Dgp = <S<11 + SQ2) + (‘/Zl + Q2)a

@1 —q2 = (SQ1 _SQ2)+<‘/Q1 - Q2)7
AOq = AS,+ AV,

G =G < Sq = S, VZ1 = V;z

seklinde tanimlanir. Bu durumda { K, &, IR, +, ., ©} = K cebirsel yapisi bir uzay yapisina

ulagir ve bu uzaya reel kuaterniyonlarin uzayi denir [15, 18, 35].

Herhangi iki kuaterniyon ¢;,¢2 € K olsun. Bunlarin kuaterniyon ¢arpimi (Hamilton
garpimi)
@1 X g2 = (di+ayi+bij+cik) X (dz + agi + byj + c2k)
= dldz — (CLlCLQ + blbg + 6162) + (d1a2 + CL1d2 + b1C2 — Cﬂ?g)i
+ (dlbg + b1d2 + ci1a9 — a1€2)j + +<d102 + Cldg + a1b2 — b1a2)k
seklinde tammlanir. Bu carpimda Oklid uzaymdaki i¢ carpim ve vektorel carpim dikkate

alinirsa ¢; X g9 kuaterniyonu

— —

¢ X G2 = Sg;Sg — (Vs Vi) + S Vi + S Vi + Viy A Vi (3.4.1)
sekline dontigiir [15]. Kuaterniyon ¢arpimimin asagidaki 6zellikleri vardir [15]:
i) @ xq@eKVq, K,
i) @ X (2 X q3) = (@1 X q2) X g3 € K,Vq1,¢0,q3 € K,
i) X (@+ta)=aX@et+qaxgek,
(+@)X@a=qaxg+qpxqgeK,

W) @1 X Q2 F @ X .

Herhangi bir ¢ = S, + V; € K kuaterniyonunun eglenigi ¢ = S, — V; seklinde taniml bir

kuaterniyondur. Buna gore ¢ ile ¢ esleniginin kuaterniyon ¢arpimi

gxG=(Sg+V)x(S;=V))=d®+a>+ b+ ¢
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olur [3]. Kuaterniyonlar kiimesi iizerinde bir h fonksiyonu

1
h KXK—)RJ h(QlaQQ):é(qlxq_Q—i_qQXq_l)

seklinde tamimlansin. Bu fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur ve bu fonksiyona
kuaterniyonik i¢ ¢arpim fonksiyonu denir [3]. Bu i¢ ¢arpima gore bir ¢ kuaterniyonunun

normu

N(q) = VMgq.q) = VP + a2+ b2+ 2

seklinde bir reel sayidir. Herhangi bir ¢ kuaterniyonun tersi

O K= {0) = K-{0}

¢ - =

N(q)

seklinde tanmimlanir. ¢ # 0 olmak tizere ¢y, ¢y iki kuaterniyon verilsin. ¢; kuaterniyonun

@2 kuaterniyonuna boliimii

1 1
Tm=q Xq ,"2=¢q X

seklinde tanimh farkl iki kuaterniyondur [15].

Herhangi bir kuaterniyon ile egleniginin toplami sifir olan kuaterniyona uzaysal (pure)

kuaterniyon denir. Bir ¢ kuaterniyonu ile esgleniginin toplamindan skalar kisim
qg+q=0 = d=0

olur. Buna gore ¢ kuaterniyonu

q=at+bj+ck

seklide bir pure kuaterniyon olur. Herbir pure kuaterniyona uzaysal kuaterniyon denir

[3]. Uzaysal kuaterniyonlarin kiimesi Q ile gosterilirse bu kiime
Q={¢eK[q+7=0}
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seklinde yazilir [3]. (1.0.2) bagmntisinda verilen matriste d = 0 alimirsa ¢ € Q

kuaterniyonunun matris gosterimi

0 —a —c —-b
a 0 b —c
c —b 0 «a
b ¢ —a O

sekline doniisiir. Iki uzaysal kuaterniyonun carpimi (3.4.1) bagmtisindan

G Xq@=—(q1,%)+q AN (3.4.2)

seklinde verilir. [3]. Uzaysal kuaterniyonlar iizerinde tanimlanan

a:[0,1] - Q, a(s) = Zai(s)e

a(s) egrisine uzaysal kuaterniyonik egri denir [3|. s egrinin yay parametresi ise Frenet

elemanlar sirasiyla

Ti(s) = o/(s), N(s) = @V B(s) = T(s) x N(s),

[(s) +7(5)B(s), B'(s) = —7(s)N(s)

x o(t) + N(a/(t)) x N'(/(¢))
) % @(t) + N(@/(1) x N (/1))
wty — N ) £ N/ (1) x N(@(1)
N (' (1) |
Bl (1) X o' (1), 0" (1)
N(/(t) x o’ (t) + N(o'(t)) x N*('(1))

seklinde hesaplanir [27].
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3.4.2 Dual Kuaterniyon

Iki reel kuaterniyon ¢ = d + ai + bj + ck, ¢* = d* + a*i + b*j + ¢*k seklinde olmak iizere
bir ) = g + e¢* dual kuaterniyonu

Q = q+eq
= d+4ai+bj+ck+e(d +a"i+b"j+ck)
= D+ Ai+Bj+Ck

seklinde bulunur. Burada
D=d+ed" A=a+ca",B=b+¢eb*",C =c+ec*
dir. Dual kuaterniyonlarin kiimesi Kp ile gosterilirse bu kiime
Kp={Q=D+Ai+Bj+Ck|,D,A B,C € ID}
seklinde yazilir. P ve ) € Kp olsun. Bu iki kuaterniyonun kuaterniyon ¢arpimi
PxQ = pxq+elpxq +p' xq)
seklinde verilir [15]. Bu ¢arpimin asagidaki 6zellikleri vardir [15]:

i) PxQ¢€KpVPQeKp,

it) Px(@xR)=(PxQ)xRe Kp,VP,Q,R € Kp,

i) Px(Q+R)=PxQ+PxReKp,
(P+Q)xR=PxR+QxREe Kp,

iv) PxQ#QXxP

Herhangi bir () € Kp dual kuaterniyonunun skalar kismi Sg = D ve vektor kismi

Vz? = Ai + Bj + Ck ile gosterilirse bu kuaterniyon

Q=S¢+ Vo
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seklinde yazilir. Buna gore P = Sp + VI; ve Q) = Sg + sz kuaterniyonlar: i¢in toplama,

¢ikarma, skaler ile ¢carpma ve egitlik iglemi sirasiyla

P®Q = (Sp+So)+ (Ve + Vo),
P—Q = (Sp—5q)+ (Ve — Vo),
AOQ = ASo+ AV,

P=Q & Sp=2580,Vp="Vy

seklinde verilir [15]. Bir Q = Sg + Vé dual kuaterniyonun eslenigi Q = Sg — Vé seklinde

bir kuaterniyondur. Q ile Q esleniginin kuaterniyon carpimi
QxQ=D>+ A%+ B>+ (C?
seklinde bir dual sayidir [15]. Kp kiimesi iizerinde tanimli bir H fonksiyonu

H KDXKD%HD
HP.Q)=L(PxQ+QxP)

seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon i¢ ¢carpim aksiyomlarini saglar. Bu i¢ carpim

diizenlenirse

H(P,Q) = h(p,q) +(h(p,q") + h(p", q)) (3.4.3)

seklinde olur [26]. Bu i¢ carpim kullanilarak @ dual kuaterniyonunun normu

N(@Q) = VH(Q,Q)=VD2+ A%+ B>+ (2
seklinde bir dual sayidir. Kp iizerinde bir () dual kuaterniyonunun tersi

()" Kp—{0} — Kp-—{0}

-1 _ @
M AN N)

seklinde verilir. ) # 0 olmak tizere iki kuaterniyon P ve ) olsun. P kuaterniyonun @)

kuaterniyonuna bolimii

Ri=PxQ 'R, =Q 'xP
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seklinde tamml iki dual kuaterniyondur [15]. Herhangi bir @ kuaterniyonu ile ve Q eslenik

kuaterniyonun toplamindan skalar kisim

olur. Buna gore ) kuaterniyonu
Q=Ai+Bj+Ck

seklide bir pure dual kuaterniyon olur. Herbir pure dual kuaterniyona dual uzaysal

kuaterniyon denir [26]. Dual uzaysal kuaterniyonlarin kiimesi Qp ile gosterilirse bu kiime

Qo ={QeKp|Q+Q=0}

seklinde yazlir. (3.4.2) bagintisina benzer olarak iki dual uzaysal kuaterniyonun
kuaterniyon ¢arpimi

PxQ=—(P,Q)+PAQ

seklinde yazilir [26].

Kuaterniyonlara ait temel kavramlara [3, 15,26, 27, 35] kaynaklarindan ulagilabilir.

28



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Uzaysal Kuaterniyon ve Regle Yiizey

Bu boliimde uzaysal kuaterniyonik egri boyunca tanimlanan kuaterniyonik regle ytizeyin
striksiyon egrisi, dagilma parametresi, acilim acisi ve acilim uzunlugunun kuaterniyonik
formiilleri verildi. Bu formiiller kullanilarak yiizeyin dayanak egrisinin Frenet vektorlerinin

¢izdigi kuaterniyonik kapali regle yiizeylerin integral invaryantlar1 yeniden hesapland.

4.1.1 Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizey

a: I C IR — Q uzaysal kuaterniyonik egrisi boyunca bir #(s) dogrusunun meydana

getirdigi ¢ regle yiizeyinin parametrik ifadesi
p: I xIR — Q
(s,0) = @(s,v) = d(s) + vi(s)

, T(s) ve fi(s)

~—

seklinde verilir. « egrisinin teget vektori f(s), ¢ ylizeyinin normali 7i(s

Ny
—
V)
S~—
8y
—
V)
N—
31
—
V)
N—
——

vektoriine dik olan vektor Z(s) ile gosterilsin. Boylece yiizey tizerinde bir {

ortonormal sistemi elde edilmig olur.

Teorem 4.1.1 ¢ = (s, v) yiizeyinin ortonormal catis1 {T'(s), Z(s), i(s)} olsun. Bu cat1

ile turevleri arasinda

—

" (s) 0 oa(s) B(s) T(s)
Z'(s) | = | —als) 0  —(s) Z(s)
n(s) —B(s) (s) 0 i(s)

bagintist vardir. Burada o(s), 8(s),v(s)



Ispat. h kuaterniyonik i¢ carpimimdan

W(T(s), 2(s)) = (T(s),7i(s)) = h(&(s),7i(s)) = 0,

yazilir. T(s) birim vektér oldugundan

N(T(s))? = h(T(s), T(s) = 1 = 5(T(s) x T(s) + T(s) x T(s)) = 1

olur. Bu ifadenin turevi alinirsa

—

T (s) x T(s) + T(s) x T'(s) = 0

bulunur. Kuaterniyonik i¢ carpim tanimindan

— s -
/

(T (s),T(s)) = 0 = T'(s) x T(s) + (

olur ve dolayisiyla f/(s) x T(s) vektorii bir uzaysal kuaterniyondur.

f’(s) e Sp{T(s), Z(s),(s)} oldugundan

—

T'(s) = &(s)T(s) + o (s)(s) + B(s)ii(s)

seklinde yazilir. Burada kuaterniyonik i¢ ¢carpim yapilirsa £(s) katsayisi

£(s) = h(T'(s),T(s)) = 0

olur. Benzer sekilde diger katsayilar

o(s) = h(T'(s),#(s)) ve B(s) = h(T'(s),7(s))
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sekinde bulunur. Bu katsayilar f’(s) ifadesinde yerine yazilirsa
T'(s) = a(s)Z(s) + B(s)r(s)
olur. 7i(s) birim vektor oldugundan

N(7i(s))2 = h(i(s),7(s) =1 =

olur. Buradan tirev alinirsa

bulunur. (4.1.1) bagintisindan
T(s) x 7i(s) = —(s)

olur. Bu denklemin tiirevi alinir ve f’(s) niin ifadesi yerine yazilirsa 2’ (s) vektori

—

—2(s) = T'(s)x fi(s) + T(s) x n'(s)

—2'(s) = o(s)T(s) — B(s) + T(s) x 1/ (s) (4.1.2)
seklinde bulunur.
7’?(3) e Sp{T(s),Z(s),(s)} oldugundan
T?(S) = I(s)T(s) + y(s)Z(s) + m(s)7i(s) (4.1.3)
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yazilir. Esitligin her iki tarafi 7i(s) ile kuaterniyonik ig garpilirsa

bulunur. h(??(s),ﬁ(s)) — 0 oldugundan 7(s) katsayis1 7(s) = 0 olur. (4.1.3) esitligi T'(s)
ile soldan kuaterniyon ¢arpimi yapilirsa

T(s) xn'(s) = 9(s)T(s) x T(s) + v(s)T(s) x Z(s)
= —9(s) +7(s)iils) (4.1.4)

bulunur. (4.1.2) ve (4.1.4) bagintilarindan :r?(s) vektorii

—

—'(s) = o(s)T(s) = B(s) = I(s) + 7(s)7i(s) (4.1.5)

seklinde olur. #/ (s) € Q uzaysal kuaterniyon oldugundan katsayilar arasinda

-

x'(s) + 3(3) =0 = —o(s)f(s) + B(s) +9(s) — v(s)ni(s) + a(s)f(s)
+5(s) + 9(s) +v(s)7i(s) =0
= 208(s)+20(s) =0

= 9(s) = ~B(5)

bagintisi oldugu goriiliir. ¥(s) ve 7(s) degerleri (4.1.3) de yerine yazilirsa n (s) vektorii

—

n' (s) = —B(s)T(s) +(5)(s)

seklinde olur. (4.1.5) bagintisindan z (s) vektori

D(s) = —a(s)T(s)+ B(s) +0(s) — (s)ii(s)

= —o(s)T(s) — y(s)i(s) (4.1.6)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.1.1 ¢ = ¢(s,v) uzaysal kuaterniyonik regle ytlizeyinin bir M noktasindan gegen

ve ylzeyin normaline dik olan diizleme bu ytizeyin teget diizlemi denir.

Teorem 4.1.2 ¢ = (s, v) uzaysal kuaterniyonik regle yilizeyin agilabilir olmas igin gerek

ve yeter sart teget diizlemleri paralel olmalidir.

Ispat. ¢ = ¢(s,v) yiizeyinde v sabit degeri i¢in ¢(v) : I x {v} — Q egrisi bir uzaysal
kuaterniyonik bir egridir (Sekil 4.1).

(¢(v))

(@)

Sekil 4.1: Dayanak Egrisine v Birim Uzaklikta Olan ¢(v) Egrisi

Bu egrinin teget vektorii ff(s) ile gosterilirse
A(s) = T(s)+ovz'(s)
olur. Burada 2’ niin yerine (4.1.6) bagintisindan kargiligi yazihrsa

A(s) = T(s)+va'(s)

= T(s) +v(=o(s)T(s) — 1(s)ii(s))

= (1= o(s)0)T(s) = v(s)vii(s)
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olur. Egri boyunca teget diizlemin normali yilizey normaline paralel olmalidir. Bu
durumda {ff, f} lineer bagimhdir. Buradan 7i(s) vektoriiniin katsayis1 0 olmalidir, yani

7(s) = 0 bulunur. O

Tanim 4.1.2 ¢ = ¢(s,v) uzaysal kuaterniyonik regle yiizeyinin ana dogrusu boyunca
normal dogrusu (teget diizlemi) aym kaliyorsa yiizeye agilabilir uzaysal kuaterniyonik

regle yiizey denir.

Teorem 4.1.3 Bir uzaysal kuaterniyonik regle yiizey agilabilir ise

- —

h(Z(s) x 2'(s),a'(s)) =0

seklinde ifade edilir.

ispat. Bir uzaysal kuaterniyonik regle yiizey agilabilir ise v(s) = 0 dir. Diger taraftan

©(s) ile 7i(s) uzaysal kuaterniyonik olarak dik oldugundan

h(ii(s), Z(s)) =0 = h(n'(s),Z(s)) +h(ii(s),2'(s)) = 0

yazilir. Bu bagimtidan ~y(s)

v(s) = —h(@'(s),7i(s))

= —h(Z(s),d(s) x T(s)) (4.1.7)

seklinde bulunur.
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= % (f(s) X 2/(s)) X ?(s) +T(s) x (&(s) x 55—'7(5))]
- %}%ﬂ$xf@»xﬂ@+fﬁbdﬂ$X£@w
_ % |~ (#(s) x (~a(s)T(s) = A(s)7(5)) x T(s)

= —(s)
esitligi ve (4.1.7) bagmtis1 dikkate alinirsa
h(a'(s), a/(s) x F(s)) = h(T(s) x 2/(s), /()
olur. O halde acilabilir olma kogulu
h(Z(s) x 2(s),a’(s)) = 0
seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.1.3 ¢ = ¢(s,v) regle yiizeyinin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa
uzakligin, bu ana dogrular arasindaki acgiya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi

(drali) denir.

Teorem 4.1.4 ¢ = ¢(s,v) regle yiizeyinin dagilma parametresi

1((x(,g) X x'(s)) X a’(s)j '(5) x (%(s) x f(S))) (4.1.8)
2 N(a'(s))?

bagintisiyla verilir.

ispat. Regle yiizeyin komsgu anadogrularinin ortak dikmesi yontindeki vektor,

F(s) A (Z(s) + di(s)) = (s) AT(s) + F(s) A dE(s)

= Z(s) NdZ(s)
seklinde yazilir. Diger yandan Z(s) x dZ(s) ifadesi
Z(s) x di(s) = —(Z(s),dZ(s)) + ©(s) A dZ(s)
seklinde yazilir. Bu ¢arpimda
(Z(s),Z(s)) = 1= (Z(s),dZ(s)) =0
oldugu dikkate almirsa Z(s) x dZ(s) vektori
Z(s) x dZ(s) = Z(s) A\ dZ(s)

seklinde bulunur. Buna gore ortak dikme vektorii Z(s) x dz(s) seklinde alinabilir.
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x(8) + dz(s)

A (z4de) =z x do

(a)

Sekil 4.2: Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeye Ait Dagilma Parametresi

Sekil 4.2’den 6 agist

cosf — k _ h(Z(s) x dZ(s),dd(s))
N(da(s))  N(Z(s) x dZ(s))N(da(s))

seklinde yazilir. Kuaterniyon ¢arpiminin norm ozelligi kullanilirsa k& degeri

h(Z(s) x di(s), da(s))
N(dz(s))




seklinde bulunur. z vektoriiniin kiiresel gosterge egrisi (x) ile gosterilsin. Bu egrinin yay

elementi ds, ile goserilirse

= ds, = N(2/(s))ds

olur. Dagilma parametresi tanimindan P, ifadesi

seklinde elde edilir. [J
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Teorem 4.1.5 ¢ = ¢(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmas: igin gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir.

Ispat. =) : Regle yiizey aclabilir olsun. Teorem 4.1.2 den (s) = 0 olur. Bu durumda

_ s
TS R s

<) : Dagilma parametresi sifir olsun. Bu durumda P, = 0. Buradan y(s) = 0 olur.

Teorem 4.1.2 den regle ylizey agilabilirdir. [J

4.1.2 Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeyin Striksiyon (Bogaz) Noktas:

Bir ¢ = ¢(s,v) regle ylizeyin striksiyon egrisi 7, dayanak egrisi @ ve anadogrusu Z olsun.

Buna gore striksiyon egrisinin denklemi
7(s) = d(s) + ud(s) (4.1.9)

seklinde yazilabilir. Komsu iki anadogru x ve x + dx olsun. Bu dogrular iizerinde alinan
P ve @ noktalarimin ortak dikme iizerindeki ayaklar1 P’ ve @)’ ile gosterilsin. Ortak dikme

olarak #(s) x #'(s)ds alnailir (Sekil 4.3).

Striksiyon egrist

T+ dx

Sekil 4.3: Uzaysal Kuaterniyonik Striksiyon Egrisi
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—
Komsu anadogrularin birbirlerine sonsuz yaklagmasi yani limit halinde @ ile PP’ vektorleri

cakigir ve 1@ vektorii striksiyon ¢izgisinin tegeti olur. Bu durumda
h(#(s), PQ) =0

ve

h(Z(s) + (s)ds, PG) = 0.

%[(g(s) + (s)ds) x PO + PO x (#(s) + :E'(s)ds)J —0

h(Z(s) + ' (s)ds, 1@) =0 =

= 5 [#6) x PG+ #()ds x PG + PG x F(s)
PO % (#()ds)| =0
= %[f(s) X % + }ﬁ X E(s)] —|—%ds [5’(3) X %

=h((s),PQ)

PO % (s)| =0

= h(@(s), PQ) +h(a(s), PQ)ds = 0
=0

= h(#(s), PGQ) =0
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bulunur. PQ vektorii striksiyon egrisinin tegeti oldugundan r(s) = PQ almabilir. Bu

ifade yukarida yerine yazilirsa
h(@(s), PG) = h(e(s),(s)) =0

olur. (4.1.9) bagmtisindan striksiyon egrisinin tiirevi alinirsa

-
/

r(s) = T(s) + u'@(s) + ua’(s)

olur. 7/(s) vektorii yukarida yerine yazilirsa u parametresi

h(a/(s),77(s)) =0 = h(f’(s),f(s)+\u;f(s)+uf/(s)):0

1 = - = - =
= 3 [m) x T(s) + 2ua’(s) x #(s) + T(s) x x’(s)] ~0
1r- = = = - =
= [xf(s) x T(s) + T(s) x @'(s)| +ud'(s) x 2(s) = 0
2 N—————
K@ (5)F(s)) Ni'))®

seklinde bulunur. u nun bu degeri (4.1.9) bagmtisinda yerine yazilirsa striksiyon egrisinin

denklemi
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#s) = a(s) - MEETED 2
() = als) = T )

seklinde elde edilir. Boylece su teorem ispat edilmisg olur:
Teorem 4.1.6 ¢ = p(s,v) regle yiizeyinin striksiyon egrisi

M (s). T(s)
TR

s) = a(s) — )
) = ate) - M

=l

denklemi ile verilir.

4.1.3 Kapali Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeyin integral invaryantlarl

Bir J(s,v) = d(s) + vZ(s) kapali regle yiizeyi verilsin. Bu yiizeyin anadogrularinin
ortogonal yortingeleri igin
h(Z(s),dg) =0

yazilir (Sekil 4.4).

x(s) z(s) + dz(s)

Sekil 4.4: Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeyin Ortogonal Yoriinge Egrisi

Buna gore dv parametresi
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h(Z(s),dP) =0 = h(Z(s),dd(s)+ dvZ(s) +vdi(s)) =0

= h(&(s),dd(s)) + dv h(Z(s), T(s)) + v h(Z(s), dF(s)) = 0

=0

= —h(Z(s),dd(s)) = dv

I = —h( f[@) da(s), 7(s)) (4.1.10)

seklinde olur.

Simdi yiizeyin a¢ihm agisim hesaplayalim. ¢ = ¢(s,v) yiizeyinin anadogrusu v, (s), v, (s)
e dik olan vektor v, (s) ve bu iki vektore dik olan vektor de vi(s) = v;(s) A v,(s) ile
gosterilsin. Bir periyot sonra @ (s) 7 (s) ve v;(s) vektérlerinin konumlar sirastyla b, (s),
b,(s) ve b,(s) ile gosterilsin. {b, (s),b,(s)b,(s)} ortonormal sistemine gore v’ (s) v ve v

vektorlerinin konumlar:

ui(s) = bi(s),
ui(s) = by(s)cos® — b, (s)sin O,

0(s) = b(s)sin® + b, (s)cosO

seklinde bulunur. Burada © agis1 @ (s) ile b, (s) vektorleri arasmdaki acidir (Sekil 4.7).
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b2

Sekil 4.5: Uzaysal Kuaterniyonik Agilim Uzunlugu

—

0, (s) ve v,(s) vektorlerinin tiirevi alinirsa,

—v5(s)

dvy(s) = db,(s)cos®© — db_;(s) sin © 4 (—b, (s)sin © — b;(s) cos 0)dO,

du,(s) = db, (s) sin © + db_;(s) cos © + (b, (s) cos © — bz (s)sin ©)dO
5(6)

olur. {7 (s), 7, ()7, (s)} ortonormal sistemi {b, (s), b, (s)b,(s)} ortonormal sistemine gore
konumladirildigindan

db,(s) =0 ve db,(s) =0

olur. Bu durumda

dv,(s) = —u,(s)dO ve du,(s) = v,(s)dO
bulunur. Bu bagintilardan d© hesap edilirse
h(duy(s),03(5)) = —h(v;(s), 0;(5))dO = h(du,(s), v;(s)) = —d©

veya



olur. Bu son denklemden integral alinirsa yiizeyin agilim acisi

A, = —7{ e
(@)

- - 7{*) h(d; (), 7:(5))
seklinde bulunur. Diger yandan (3.2.1) bagtisindan dv,(s) ve dv,(s) sirasiyla
dv, (s) = —w,(s)0 (s) + w,05(s)

dv.

3(8) = w,(s)0,(s) — w, (s)0;(s)

seklinde yazilir. Bu bagintilar h(dv,(s), v;(s)) ve h(dv,(s), v,(s)) ifadelerinde yerine yazilir

ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

h(dvy(s),v;(s)) = 5 (dv;(s) x 03(s) + v (s) x dj (s))
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A, = ]{ﬁ) h(dv,(s),v.(s)) = 7{& w, (s) (4.1.11)

yazilir.

oldugundan
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]{ w, (s) (4.1.12)
(@)
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bulunur. (4.1.11) ve (4.1.12) bagmtilarindan regle yiizeyin (3.2.2) de verilen A, agilim

agisinin kuaterniyonik ifadesi

seklinde bulunur. Steiner 6teleme vektori

V= ]{ﬂ) do(s)

seklinde yazildigindan [15] [, a¢ilm uzunlugu,

veya

L, = h(V(s), (s))

x

seklinde elde edilir. Boylece su teorem ispat edilmis olur.

(4.1.13)

Teorem 4.1.7 ¢ = p(s,v) kapal regle yiizeyinin agilim uzunlugu ve agilim agisinin

kuaterniyonik ifadeleri sirasiyla,

seklinde verilir.
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© = (s,v) uzaysal kuaterniyonik regle yiizeyinin dayanak egrisinin anadogrulari egrinin
{T(s), N(s), B(s)} Frenet catis1 olsun. Bu catiya bagh Darboux vektérii W (s) ile gosterilirse

bu vektor

bagmtisim saglar. W (s) Darboux vektériinii

-

W (s) =t,(s)T(s)+t,(s)N(s) +t,(s)B(s) (4.1.15)

seklinde alalim. Her iki taraf f(s) vektorii ile sagdan kuaterniyon carpilirsa

=
—~
V)
S~—
X
~
—~
V)
S~—
S~—
_I_
~
w
—~
V)
S~—
~—~
ol
—
(V)
N—
X
~
—
V)
N—
N—

Wi(s) xT(s) = —t,(s)+1,(s)(

- _tl (8) - t2<8) (8) + t3(8)]\7(8> <4'1'16>

olur. Diger taraftan (3.4.2) bagmtisindan

= —1,(5) + n(s)N(5) (4.1.17)



yazilir. (4.1.16) ve (4.1.17) ifadelerinden katsayilar

- — — — —

W(s)x N(s) = ,(s)(T(s) x N(s)) +1,(s)(N(s) x N(s)) +1,(s)(B(s) x N(s))

= 1,(s)B(s) — t,(s) — t,(s)T(s) (4.1.18)

olur. Diger yandan W (s) x N(s) kuaterniyon ¢arpum yapihrsa

= —1,(s) — 5(8)T(s) + 7(s) B(s) (4.1.19)



olur. N(s) ile N'(s) vektorleri kuaterniyonik olarak carpilirsa

!

() x N'(s) = N(s) x (=r(s)T(s) +7(s)B(s))

= 7(s)T(s) + r(s)B(s)

olur. Buna yaziligsa gore Darboux vektori

seklinde ifade edilir.

4.1.4 Teget Vektorin Cizdigi Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeyin
Integral Invaryantlari

¢ = p(s,v) yiizeyinde anadogru olarak a kuaterniyonik egrisinin teget vektorii alimrsa

yiizeyin parametrik denklemi

—

Sr(s,v) = a(s) +vT(s)

seklinde yazilir. Bu yiizeyin dagilma parametresinin kuaterniyonik ifadesi

b WT() x T().3(5))
N(T'(s))?

T

seklindedir. Pay kismi igin gerekli hesaplamalar yapilirsa
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h(T(s) x T'(s), T(s)) = %((f(s) x T'(s)) x T(s) + T(s) x (T(s) x T’(s)))
1 - - - —- - =
_ 5( — (T(s) x T'(s)) x T(s) + T(s) x (T'(s) x T(s)))

olur. Bu ifade yerine yazilirsa Pr dagilma parametresi
PT =0

seklinde bulunur. ¢r yiizeyinin agihm agist Ar ile gosterilsin. (4.1.14) bagmtisindan Ar

acilim agisinin kuaterniyonik ifadesi

23



o4



seklinde olur. Bu yiizeyin agilim uzunlugu [l ile gosterilsin. (4.1.13) bagmtisindan [

acilim uzunlugunun kuaterniyonik ifadesi

seklinde bulunur. Bdéylece su sonug verilebilir:

Sonug 4.1.1 Herhangi bir egrinin teget vektortiniin olugturdugu kapali regle yiizey ile
uzaysal kuaterniyonik egrinin teget vektoriiniin olusturdugu kapal regle yiizeyin dagilma

parametresi, acihm agis1 ve agilim uzunlugu esittir.
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4.1.5 _Asli Normal Vektoriin Cizdigi Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeyin
Integral Invaryantlari

¢ = @(s,v) yiizeyinde anadogru olarak « kuaterniyonik egrisinin asli normal vektorii

alinirsa yiizeyin parametrik denklemi

—

On(s,v) = d(s) +vN(s)

seklinde yazilir. Bu yiizeyin dagilma parametresinin kuaterniyonik ifadesi

p, = M) x N(s), @(s))
N(N(s))?

seklindedir. Pay ve paydadaki ifadeler ayri ayr1 hesaplanirsa

o6



ve
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= k(s)®+7(s)?

olur. Bulunan bu degerler P, de yerine yazilirsa dagilma parametresi

P —

N

h(N(s) x N'(s), 0 (s)) 7(s)
N(N'(s))? K(s)? + 7(s)?

seklinde bulunur. ¢y yiizeyinin agilim agis1 Ay ile gosterilsin. (4.1.14) bagmtisindan Ay

acilim agisinin kuaterniyonik ifadesi

o8



seklinde olur. Bu yiizeyin a¢ilm uzunlugu [y ile gosterilsin. (4.1.13) bagmtisindan [y

acilim uzunlugunun kuaterniyonik ifadesi
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seklinde bulunur. Bdéylece su sonug verilebilir:

Sonug 4.1.2 Herhangi bir egrinin asli normal vektoriiniin olugturdugu kapal regle ytizey
ile uzaysal kuaterniyonik egrinin asli normal vektoriiniin olusturdugu kapali regle yiizeyin

dagilma parametresi, acilim agis1 ve agilim uzunlugu esittir.
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4.1.6 Binormal Vektoriin Cizdigi Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeyin
Integral Invaryantlari

© = (s, v) ylizeyinde anadogru olarak a kuaterniyonik egrisinin binormal vektorii alimirsa

yizeyin parametrik denklemi

—

Zp(s,v) = d(s) +vB(s)
seklinde yazilir. Bu yiizeyin dagilma parametresinin kuaterniyonik ifadesi

p _ B(s) x ?’(8),07’(8))
N(B'(s))*

B

seklindedir. Pay ve paydadaki ifadeler ayr1 ayri hesaplanirsa

61



ve

seklinde bulunur. Burada 7(s) # 0. ¢p ylizeyinin agihm agis1 Ap ile gosterilsin. (4.1.14)

bagintisindan Ag acilim agisinin kuaterniyonik ifadesi
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seklinde olur. Bu yiizeyin agilm uzunlugu lp ile gosterilsin. (4.1.13) bagintisindan Ip

acilim uzunlugunun kuaterniyonik ifadesi

seklinde bulunur. Bdylece su sonug verilebilir:

Sonug 4.1.3 Herhangi bir egrinin binormal vektoriiniin olugturdugu kapali regle yiizey
ile uzaysal kuaterniyonik egrinin binormal vektortiniin olugturdugu kapali regle yiizeyin

dagilma parametresi, acilim agis1 ve agilim uzunlugu esittir.
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4.2 Regle Yiizeyin Dual Uzaysal Kuaterniyonik Ifadesi

Study tekabiil prensibine gore birim dual kiirenin dual noktalar: IR?® de yonlii dogrulara
birebir karsilik gelir ve bu dogrular ailesi bir regle ytizey olugturur. Bu boliimde dayanak
egrisi uzaysal kuaterniyonik alindiginda bu egriden elde edilen Frenet vektorlerin
olugturdugu kapali regle yiizeylerin dual ifadeleri verildi. Daha sonra elde edilen yiizeylerin

integral invaryantlar: kuaterniyonik olarak yeniden hesaplandi.

Dayanak egrisi uzaysal kuaterniyonik olan bir egri iizerinde hareket eden Z(s) dogrusunun

meydana getirdigi kapali regle yilizeyin denklemi

B(s,v) = d(s) + vE(s) (4.2.1)

seklinde yazihir. 2*(s) vektérel moment vektériiniin kuaterniyonik ifadesi d(s) ile #(s) in

kuaterniyon ¢arpimindan

a(s) x @(s) = —(d(s),@(s)) +als) NZ(s)
& o
z*(s) = d(s) x Z(s)

seklinde bulunur. #(s) ile z*(s) vektérlerinin kuaterniyon ¢arpimi yapilirsa 2*(s) x #(s)

!

8,

(s) =d(s) x Z(s) = x*(s) x ¥(s) = a(s) x (Z(s) x Z(s))

1

= x*(s) X Z(s) = —a(s)

olur. (3.4.2) bagmtisindan #(s) x 2*(s)
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— —

olur. Z(s) x z*(s) ve x*(s) x Z(s) yazihglarindan

— — =

Z(s) x x*(s) = —a*(s) X ¥(s) = «

bulunur. Bu ifade (4.2.1) yiizey denkleminde yerine yazilirsa regle yilizeyin dual uzaysal

kuaterniyonik ifadesi

—

B(s,v) = Z(s) x x*(s) + vZ(s) (4.2.2)

seklinde bulunur. Bu yiizey birim dual kiire iizerinde bir dual egridir. V;(s) = X (s) olmak

uzere

. L X'(s) - . .
Vils) = X(s), Va(s) = — Vi
(s) = X(s), Va(s) 0|

seklinde alalim. Bu vektorler ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda

dVi(s) 0 W) W) ] [ Vi)
Wils) | = | ~0,s) 0 w(s) | | Vis) (4:2.3)
Vi (s) U,(s) ~U,(s) 0 Vi(s)

bagintis1 vardir [15]. Bu vektorlere bagh ani dual Pfaff vektori W(s) = 1(s) + ey*(s) ile

gosterilirse bu vektor
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W(s) = Wi(s)Vi(s) + Wa(s)Va(s) + Wa(s)Va(s)

seklinde yazilir. Dual Steiner vektori 5(3) ile gosterilirse bu vektor

-]l

5 = fue)

= Tis) 1)+ Tals) f als) + Tals) ()

seklinde yazilir. ID-modiilde iki ortonormal ¢at1

{Vi(s), Va(s), Va(s)}, {Ni(s), Na(s), Na(s)}

alinirsa bu catilar arasinda

Vi(s) 0 0 1 Ni(s)
Vo(s) | = | cos® —sin® 0 No(s)
Va(s) sin® cos® 0 Ns(s)

bagintist vardir [15]. Burada tiirev alimp gerekli diizenlemeler yapilirsa

dVa(s) = —d®Va(s), dVi(s) = d®Va(s).

bulunur. Buradan dual kuaterniyonik i¢ carpim yapilirsa

d® = —H(dVy(s), Vs(s)) = H(Va(s), dVi(s))
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olur. (4.2.3) bagmtisimdan dV(s) ve dVs(s) ifadeleri cekilip ve d® ifadesinde yerine

yazilirsa

H(dVa(s), Va(s)) =
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bulunur. Buradan

H(dVa(s), Va(s)) = —H(dVs(s), Va(s)) = W, (s)

olur. X (s) in olugturdugu regle yiizeyin dual agihm agis1 Ay ile gosterilirse
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— —H(D(s),X(s)) (4.2.5)
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seklinde bulunur. (3.4.3) ve (4.2.5) bagmtilarn dikkate alimirsa agihm uzunlugunun

dual kuatareniyonik ifadesi

—

Lx = h(d*(s), Z(s)) + h(d(s), 7*(s)) (4.2.6)

seklinde elde edilir. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem 4.2.1 X(s) = #(s) + ex*(s) dual egrisine Oklid uzaymnda karsihk gelen regle

yizeyin dual acilim acgist ve dual agilim uzunlugunun kuaterniyonik ifadeleri sirasiyla

Ax = —H(D(s),X(s)),

bagntisi ile verilir.

4.2.1 Dual Uzaysal Kuaterniyonik Gosterge Egrilerine Kargihk Gelen Kapal
Uzaysal Kuaterniyonik Regle Yiizeylerin Integral Invaryantlari

¢ regle yiizeyinin dayanak egrisinin Frenet vektérleri {T(s), N(s), B(s)}, bu vektorlerin
vektorel momentleri sirastyla T*(s), N*(s), B*(s) vektorleri olursa ID-modiilde birim dual

vektor olur. Study tekabiil prensibine gore,
T(s) =T(s) +eT*(s), N(s) = N(s)+eN*(s), B(s) = B(s) + eB*(s)

dual vektorleri birim dual kiire iizerinde birer dual egri gizerler. Bu vektorler ani dual
Pfaff vektorii etraflgda bir dénme hareketi yaparlar [15]. Bu dual vektorlere bagh ani

dual Pfaff vektoru W(s) ile gosterilirse bu vektor
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= = =
7" = WxT
= =2 =
N = WxN
= =2 =
B = WxB
bagintisini saglar. Bu vektori
= = = =
W(s) =a1(s)T(s) + az(s)N(s) + az(s)B(s) (4.2.7)

seklinde alalim. Her iki taraf T\(s) vektorii ile sagdan kuaterniyonik carpilirsa

— _a,(s) —a,(s)B(s) + a,(s)N(s) (4.2.8)

= —a,(s) + R(s)N(s) (4.2.9)



—
~

seklinde bulunur. Benzer sekilde (4.2.7) bagintist N(s) vektori ile sagdan kuaterniyonik

carpilirsa

— a,(s)B(s) — a,(s) — a,(s)T(s) (4.2.10)
olur. Diger taraftan
= =2 = =2 = =
W(s) x N(s) = —(W(s),N(s))+ W(s)AN(s)

= —a,(s) — R(s)T(s) +7(s)B(s) (4.2.11)

yazilir. (4.2.10) ve (4.2.11) bagntilarindan

bulunur.
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(4.2.4) bagmtisindan D(s) Steiner vektorii

bulunur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

D(s) = ﬁg+d%g:ﬂ@%d@+E@f£@+g@ngﬂ@+ﬂ@%ﬂ@>

seklindedir.

4.2.1.1 Birim Dual Tegetler Gostergesine Kargilik Gelen Dual Regle Yizeyin
Integral Invaryantlari

Birim dual kiire iizerinde T'(s) = T(s) +£T*(s) dual egrisine Oklid uzaymnda karsihk gelen
regle yiizeyin parametrik denklemi (4.2.2) bagintisindan

— —

o7(s,v) = f(s) x T*(s) + vT(s)

seklinde yazihir. (4.1.8) bagmtisindan P; dagilma parametresinin dual kuaterniyonik

ifadesi

P:h@@x‘wuﬂgxﬁ@ﬂ
' N(T'(s))?

seklindedir. Pay ve paydadaki ifadeler ayri ayr1 hesaplanirsa

74



ve

75



76



7



= 0

olur. ¢z yiizeyinin dual acilim acis1 Az ile gosterilsin. (4.2.5) bagintisindan Az agilim

agisinin kuaterniyonik ifadesi

Ar = —H(D(s),T) = _-(5(5) < T(s) + T(s) x B(s))

78



79



30



5 7{ m(s)ds +2¢ f ™ (s)ds + £(B(s). T (s)) ]f R(s)ds

- j{T(s)ds - 5%7’*(3)(&9

seklinde bulunur. (4.2.6) bagintis1 ve kuaterniyonik i¢ carpim dikkate alinirsa 4 yiizeyinin

dual acilim uzunlugunun kuaterniyonik ifadesi

h(d(s), T*(s)) + h(d*(s), T(s))
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L= 7{ *(s)ds

seklinde elde edilir. Boylece su sonug verilebilir:

Sonug 4.2.1 Bir egrinin teget vektorii ve onun vektorel moment vektor cifti ile
kuaterniyonik egrinin teget vektorii ve onun vektorel moment vektor ciftinin birim dual
kiire iizerinde cizdikleri dual egrilere Oklid uzaymda karsilik gelen regle yiizeylerin dagilma

parametresi, dual acilim acis1 ve dual a¢ilim uzunlugu esittir.

4.2.1.2 Birim Dual Asli Normaller Gostergesine Kargihik Gelen Dual Regle
Yiizeyin Integral Invaryantlari

—

Birim dual kiire iizerinde N(s) = N(s) + eN*(s) dual egrisine Oklid uzaymda karsilik

gelen regle yiizeyin parametrik denklemi (4.2.2) bagitisindan

or(s,v) = ]\7(5) X ]\7*(3) —I—UN(S)

seklinde yazilir. (4.1.8) bagintisindan Py dagilma parametresinin kuaterniyonik ifadesi

W(F(s) x N'(s). (N(s) x V() )

Py = = 2
N(N'(s)

seklindedir. Pay ve paydadaki ifadeler ayri ayr1 hesaplanirsa
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ve
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= K*(s) +7(s)?

bulunur. Bulunan degerler Pg de yerine yazilirsa dagilma parametresi

7(s)

TG

olur. ¢ ylzeyinin dual agihm acist Ag ile gosterilsin. (4.2.5) bagmtisindan Ag acisinin

kuaterniyonik ifadesi

A, = —H(D(s), N(s))
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A_=0

N

seklinde bulunur. (4.2.6) bagintisi ve kuaterniyonik i¢ carpim dikkate alinirsa ¢ 5 yiizeyinin

dual acilim uzunlugunun kuaterniyonik ifadesi

39



seklinde elde edilir. Boylece su sonug verilebilir:

Sonug 4.2.2 Bir egrinin asli normal vektorii ve onun vektorel moment vektor cifti ile
kuaterniyonik egrinin asli normal vektorii ve onun vektorel moment vektor ¢iftinin birim
dual kiire {izerinde cizdikleri dual egrilere Oklid uzaymda karsilik gelen regle yiizeylerin

dagilma parametresi, dual agilim acis1 ve dual acilim uzunlugu esittir.

4.2.1.3 Birim Dual Binormaller Gostergesine Kargilik Gelen Dual Regle Yiizeyin
Integral Invaryantlari

Birim dual kiire iizerinde B (s) = B(s) + £B*(s) dual egrisine karsilik gelen regle yiizeyin
parametrik denklemi (4.2.2) bagintisindan

— —

vp(s,v) = B(s) x B*(s) + vB(s)
seklinde yazilir. (4.1.8) bagintisindan Pz dagilma parametresinin kuaterniyonik ifadesi

L n(B(s) < B (s), (Bls) x é*'(s)))
i N(B'(s))?

seklindedir. Pay ve paydadaki ifadeler ayri ayr1 hesaplanirsa
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ve

olur. Burada 7(s) # 0. ¢ yiizeyinin dual agihm agis1 A 5 ile gésterilsin. (4.2.5) bagntisindan

dual acilim agisinin kuaterniyonik ifadesi

Ay = —H(D(s),B(s))
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Aj = —fﬁ(s)ds - gjfm*@)ds

seklinde bulunur. (4.2.6) bagintis1 ve kuaterniyonik i¢ carpim dikkate alinirsa ¢ 5 yiizeyinin

dual acilim uzunlugunun kuaterniyonik ifadesi

seklinde elde edilir. Boylece su sonug verilebilir:
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Sonug 4.2.3 Bir egrinin binormal vektorii ve onun vektorel moment vektor cifti ile
kuaterniyonik egrinin binormal vektorii ve onun vektorel moment vektor c¢iftinin birim
dual kiire {izerinde cizdikleri dual egrilere Oklid uzaymda kargilik gelen regle yiizeylerin

dagilma parametresi, dual agilim acis1 ve dual acilim uzunlugu esittir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde ilk olarak herhangi bir regle yiizeyin uzaysal (pure) kuaterniyonik ifadesi
verildi. Daha sonra yiizeyin striksiyon egrisi ve dagilma parametresi kuaterniyon iglemleri
kullanilarak yeniden ifade edildi. Yiizeyin kapali olmasi durumunda agilim acis1 ve acilim
uzunlugunun kuaterniyonik ifadesi verildi. Dayanak egrisi kuaterniyonik egri alindiginda
elde edilen regle yiizeylerin integral invaryantlari arasindaki bagintilar yeniden
hesaplandi. Study tekabiil prensibinden hareketle regle yiizeyin dual ifadesi kuaterniyonik
olarak verildi. Son olarak yiizeyin kapali olmasi durumunda integral invaryantlar1 yeniden

hesaplanda.

Kuaterniyonlar kullanilarak yiizeyin Sekil operatorii, Gauss egriligi, ortalama egriligi,
Christoffel sembolleri, temel formlar1 gibi ozellikler incelenebilir. Benzer caligma aymi

yontemler kullanilarak Lorentz ve dual Lorentz uzaylarinda da galigilabilir.
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