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OZET
RASGELE VEKTORLER, RASGELE MATRISLER, SAPKA MATRISi VE
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Bu c¢alismada yaygin olarak kullanilan rasgele vektorler ve rasgele matrislerin lineer
modellerde kullanilmasi sunulmustur. Ayn1 zamanda sapka matrisi ve merkezilestirilmis
aciklayicilar matrisi de lineer modellerde kullanilarak hata terimleri bulunmustur. Burada
en kiiglik kareler analizinde bireysel ve ortak olarak etkili gézlemleri saptamak igin
sapka matrisi ve acgiklayicilar matrisi kullanilmistir. En kiigiik kareler yaklasiminda,
herhangi bir duyarlilik (hassasiyet) analizi aslinda noktalarin nasil gézlendigi bu nedenle
sapka matrisinin elemanlari {izerine nasil yansitildigi ile ilgilidir. Regresyon tanilarinda
en yaygin kullanilan kavramlar olarak etkili gézlemler ve aykir1 degerler bu niceliklerin
biiylikliigii vasitasiyla teshis edilir.Bu tezde ayrica gozlenen degerlerdeki matematiksel
iliskiler ayrintili olarak incelenmektedir ve bu inceleme bir akis semasi vasitasiyla
verilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Lineer regresyon model, Sapka matrisi, Vektor; Rank,
Merkezilestirilmis ag¢iklayicilar matrisi, Lineer kombinasyon, Varyans, En kiigiik
kareler analizi.



ABSTRACT
USE OF RANDOM VECTORS, RANDOM MATRICES, HAT MATRIX AND
CENTRALIZED EXPLANTORIES MATRIX IN LINEAR MODELS

BIiLGE BAHAR KIRISOGLU
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL SCIENCES
MATHEMATICS

MSC THESIS, 100 PAGES
SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. MEHMET KORKMAZ

In this study, the use of commonly used random vectors and random matrices in linear
models is presented. Error terms were also found by using the hat matrix and the
centralized explanatory matrix in linear models. Here, in the least-squares analysis, the
hat matrix and explanatory matrix are used to identify effective observations individually
and collectively. In the least squares approach, any sensitivity (tenderness) analysis
actually concerns how points are observed, and therefore how they are reflected on the
elements of the hat matrix. Effective observations and outliers are identified by the
magnitude of these quantities as the most commonly used concepts in regression
diagnoses. In this thesis the mathematical relationships in these observations are also
examined in detail and given in a flow chart.

Keywords: Linear Regression Models, Hat Matrix, Vector, Rank, Centralized
explanatory matrix, Linear combination, Variance, Least squares analysis.
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1. GIRIS

1.1 Rasgele Vektorler ve Matrisler

1.1.1 Rasgele Vektor

Bir rasgele vektdr elemanlari rasgele degiskenler olan bir vektordiir.Ornegin, X, , ...,

X, herbiri rasgele degiskenler olmak tizere

T
Kir = (X, Xoyeeney X ) (1)
bir rasgele vektordiir.

1.1.2 Rasgele Matris

Bir rasgele matris elemanlari rasgele degiskenler olan bir matristir. Ornegin

X, X ..oy Xy larin herbiri rasgele degiskenler olmak iizere X,,, =(X;;) bir rasgele matristir.

1.1.3 Beklenen Deger

Bir rasgele matrisin (veya vektoriin) beklenen degeri (kitle ortalamasi) beklenen

degerlerin matrisi veya vektorudiir. X, i¢in

E., E . L E

(X) (X2) (X))
E(X)=| M M M

E(an) E(an) L E(Xnk)

()



dir.

o E(X) ¢ogu kez u, veya u niin ortalama oldugu rasgele matris (vektor)
icerikten, a¢ik oldugunda sadece u ile gosterilecek.

. Birtek x rasgele degiskeni i¢in,

.[ x f(x)dx X surekliise,
E(X)=<",

. xf () Xkesikliise,

(3)

Burada f (x) siirekli durumunda X in olasilik yogunluk fonksiyonudur, f,(X) kesikli

durumunda X in olasilik fonksiyonudur.

1.2 (Kitle) Varyans-Kovaryans Matrisi

Bir X, =(X., X,,....., X, ) rasgele vektorii i¢in,

var(xl) kov(xlvxz) L kOV(xlny
kov(XZIXl) var,, , L kov(XZIXk)
(4)
M M M
kov kov var

(% %) (% %) (%)



o, oL oy
| %= Tl oy

M M

Ow Ok Ow

matrisine X in varyans — kovaryans matrisi denir ve var(x) veya ZX veya

basvurulan rasgele vektor agik oldugunda Z ile gosterilir.

. var(.) fonksiyonunun vektor veya skaler olan bir tek argiimani olduguna dikkat

ediniz.
Bu tez X in var-kov matrisi i¢in kov(x) rotasyonunu kullanir. Ancak bir argument var

oldugunda var(.)’ y1 ve iki argument oldugunda kov(.,.)’ y1 kullanmay1 uygun buluyoruz.

o L beklenen degerli bir tek x rasgele degiskeni i¢in,

o =var(xi)=E[ (x - 1)’ | (5)

oldugunu hatirlayiniz.

. X; ve x; rasgele degiskenleri igin
oy =kov(x, X)) =E| (% =), — ;) | 6)

oldugunu hatirlayiniz.

. o, = 0 oldugundan , var(x) simetriktir.
. Vektor/matris cebirine gore, var(x) :
var(x) = E[(x— s )(x— 1,)'] (7)

formuliine sahiptir.



. Eger X deki X,,....,X, rasgele degiskenleri karsilikli olarak bagimsiz iseler, bu
taktirde i# j oldugunda kov(x;,x;)=0 ve var(x) kdsegeni boyunca (0;,,0,,,......04)

baska yerlerde sifirlara sahip kosegen matrisidir.

(Kitle) Kovaryans Matrisi: X, ,, =(X, .-, X )" Ve Y, =(V,,--, Y,)" rasgele vektorleri igin

o; =kov(x,y;),i=1...k,j=1..,n

n

olsun
o, o,L oy kov(xlvyl) K kov(xl,yn)
o, O0,L o, |= M O M @
M M M kov( _— L kov( e
o, OuL o

matrisine x ve y nin kovaryans matrisi denir ve kov(x,y) veya bazen ny ile

gosterilir.

o kov(.,.) fonksiyonunun, herbiri bir skaler veya bir vektor olabilen iki argument

olduguna dikkat ediniz.

. Vektor matris cebirine gore kov(X, Y);
kov(x, y) = E[(x— 4 )(y — 2,)T

formuliine sahiptir.

. Var(x) =kov(x, X) olduguna dikkat ediniz.

(Kitle) Korelasyon Matrisi: Bir x,,, rasgele degiskeni icin, Kitle korelasyon matrisi X in

elemanlari arasindaki korelasyonlarin matrisidir ve Korr(x) ile gosterilir.

Py =korr(x;, x;) olmak tlizere



1 po L py

korr(x)=| p,; 1 L py ©)
M M M
Pa Pk 1

dir.

. X; ve X; rasgele degiskenleri igin

ot

p; =korr(x, x;) = nin

x; ve X; arasindaki lineer iliskinin miktarini dl¢tiigtinti hatirlayiniz.

o Herhangi bir x i¢in korr(x) simetriktir.
. Bazen iki argumentli korr(X,,,,Y,,,) korr fonksiyonunun x ve y nin elemanlari

arasindaki korelasyonlar1 kK xn matrisini ifade etmek i¢in kullanacagiz.

korr,, ,, K korr, .,

korr(x,y) = M @) M (10)
korr,, ) L korr )

J korr(x) =korr(x,X) olduguna dikkat ediniz.

o X¢x1 V€ ¥,,q rasgele vektorleri i¢in

p =korr(x), > =var(x), p,, =korr(x,y), D , = kov(x, y),

v, =kOseg(var(x,),...,var(x,)) ve v, = késeg(var(y,),...,var(y,)) olsun.

pve).  arasindaki iligki

2. =ven (11)

,Ox — (VXJJZ)flzX (VXJJZ)fl



Ve X Ve y nin varyans ve korelasyon matrisleri arasindaki iligki

2 12
Zx,y =Vx vayvy

_ —1/22 —1/2
vay =Vx X,y Vy

dir. Ozellikleri X,Y ayn1 boyutlu rasgele matrisler olsun A,B ve AxB tanimli olacak sekilde

sabitlerin matrisi olsun.

1) E(X +Y) = E(X)+ E(Y) dir.
2)E(Ax B) = AE(X)B
dzellikle E(AX) = Aux dir.

Simdi X,,, VY,,, rasgele vektorleri olsun ve c,,, ve d,,, sabitlerin vektorleri olsun . A,B;

AX, By ¢arpimlart ile ilgili carpilabilir matrisler olsun.
3) kov(x.y) =kov(y,x)" dur.
4) kov(x+c,y+d)=cov(x,y) dir.
5) kov(Ax, By)=Akov(x,y)B' dir.

X, , %, IKik X1 rasgele vektor ve y,, Y, ikinx1 rasgele vektor olsun. Bu taktirde ,

6) kov(x +X%,,¥;) = Kov(x, ;) +kov(x,, ;) vekov(x,, y, +Y,) = kov(x, y;) +kov(x,, y,)
dir.Birlikte ele alindiginda 5. ve 6. o6zellikleri kov(gg nin her iki argumente gére lineer

oldugunu soyler.(yani, o bilineerdir).

var(g nin gesitli ozellikleri kov(gg un 6zelliklerinden direkt olarak anlagilir. Ciinki

var(x) = kov(x, x)
7) var(x, +c) =kov(x, +c, X, +c) =kov(x, X ) =var(x) dir.

8) var(Ax) = Avar(x) A" dir.



9) var(x, + X,) =kov(x, + X,, X, + X, ) = var(x,) +kov(x,, X,) + kov(X,, X,) + var(x,)
Eger X, Ve X, bagimsiz ise bu taktirde kov(x;,X,) =0 dir. Bu nedenle 9. 6zelligin

var(x, +X,) = var(x,) + var(x,) oldugunu gosterir. Bu sonug n tane bagimsiz x; lerin

bir toplamina kolayca genisler , bu nedenle

eger x,,....., X, bagimsiz ise,

var(Q_x) =Y var(x)
i=1 i=1
dir. Ayrica, eger var(x,) =...=var(x,) = ZX ise bu takdirde

(¥, 5)=n%,

dir. Bir 6rnek ortalamasi vektoriiniin varyansi i¢in formiilii
- 18 1, n 1 1
var(x) = var(ﬁ D> %)= (H) var(_x) = (F)nZX = sz
i=1 i=1

oldugu kolayca anlasilir.

. Bunun bir degiskenli durumda bilinen formiile genellestigine dikkat ediniz.

Lineer modellerde, her hangi bir x rasgele vektorii icin X' AX kuadratik formlar1 ve A
simetrik matrisi sik sik ortaya ¢ikar ve boyle niceliklerin beklenen degerinin nasil alinacagi

hakkinda genel bir sonuca sahip olmak faydalidir.
o Simetrik olmayan A i¢in X' Ax Yyine bir kuadratik formdur. Ciinkii simetrik

B:%(A+ A") igin x"Ax kuadratik formunu X'BXx olarak yapmak miimkiindiir. Yani

Q(x)=x"Ax:

Q(x)=xTA&:%(xTAx+ xfﬁx)=%(xTAx+xTATx) (13)

=(x" ATx)



T 1 T
=x"{ =(A+A") }x
142 A

=B simetrik

olarak yazilabilir. Kuadratik formlarin lineer modellerde yaygin ve énemli oldugunu

herhangi bir kuadratik formun agirlikli kareler toplami olarak yazilabildigini fark ettik.

A; zin:lﬁ,,uiuiT tayfsal ayrisimli bir nxm simetrik matris olsun. Bu taktirde

Q(X):XTAXZZ&XTUiUiszzﬂf. %)(uiTX):ZﬂﬁWiz : (14)
i=1 i=1 by i=1

dir. Bir X" Ax kuadratik formunun beklenen degeri bir Q(X, ¥) = (X,)" A, Y., Dilinen

formunun beklenen degeriyle ilgili daha giizel bir sonugtan hemen goriiliir. (Hall 2000)

Teorem 1.2.1 E(xX) = u, Ve E(Y) = 1, , kov(x, y) = nyy: (o) ve A=(a;) olsun.
Bu taktirde
ECCAY) =D Y a0y +u, Ay =i2(AY) )+ i Au, (15)
]

dir.
Ispat: Bilineer formu toplama rotasyonuna gore yazarak,

X' Ay = zi Zj ;% Y, elde ederiz. Ayrica

E(xy;) =kov(x,y;)+ My =05+ 1y

dir. Bu nedenle

k n k n
E(XTA/) = Z Zaijo-ij +Zzaij/ux,i:uy,j
i=1 1412 @ i=1 j=1

T - -
=( Azwnm(z,l)tenmt



. T
=iz(AY )+ A,
dir. Boylece ispat tamamlanir. y = x koyarak asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 1.2.2 (Bir kuadratik formun beklenen degeri)

Q(x) = x" Ax, var(x) = Z ,E(X) = u1ve A=(g;) olsun .Bu takdirde
E{QU)} =X 2 akov(xy,) + 4" Au=iz(AY)+Q(x) (16)

dir.

Ornek 1.2.1 X,,...., X, herbiri z ortalamali ve c® varyansh bagimsiz rasgele degiskenler olsun.

Bu taktirde

X= (X, X)L E(X) = p,, var(x) = o1,
dir.

V=13, veR = (%3,

olmak iizere
QM) =Y (=X =P, Lx] =x"(1 ~R)x (17)

Kuadratik formunu goz 6niine alimiz . E{Q(x)} elde etmek i¢in , kuadratik formdaki

matrisin A=1,—P, olduguna ve Zxazln olduguna dikkat ederiz.

Bu taktirde AY =(I,—P)veiz(AY))=c?(n-1) dir. (Bir izdiisiim matrisinin izi

onun iizerine izdisiirdigli uzayin boyutuna esittir). Bu nedenle

E{Q()} =0 (n-1)+Qgejp) (18)



dir. Bunun hemen bir sonucu, orneklem varyansiin yani

1 n -

2 2

S =— E (X=X

n _1 i=1 ( 1 )

yansizligidir. Bu sonucu elde etmenin bir bagka yontemi

Y= (X =X Xy = Xy vy X, — X))
yi tanimlamak ve yukaridaki teoremi

Q)= (%=X =y'ly
uygulamaktir.

y=P 1 x oldugundan, y;P, 1 (c*l,) P, 1=0?P, 1 varyansina sahip (P, L simetrik

ve idempotent oldugundan) ve 0 ortalamaya sahiptir. Bu nedenle,
E{QU)} =izl (0°P, L}=iz(c*(l, ~P)}=o"(n-D)

dir . Yani 6nceki sonucun aynisidir.

1.3 Cok Degiskenli Normal Dagilim

Bir Y, rasgele degiskenine bir ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir denecektir,

eger herhangi bir p icin z; N(0,1) bagimsiz degiskenlerin bir vektorii A sabitlerin bir matrisi

ve g sabitlerin bir vektorii olmak iizere, Y:

Aw(pszl +/un><1 =X

ile ayn1 dagilimina sahip ise,

o Yukarida z’den x’ye gecerken kullanilan doniisiim tipine bir afin doniistim (Dik
ve egik koordinatlar arasindaki bir doniisiim bagintisi) denir. X’in bi¢imini ve z’nin
elemanlarinin  bagimsiz standart normal degiskenler oldugu gergegini kullanarak x’in bu

nedenle y’nin dagilim fonksiyonunu belirleyebiliriz.
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J Bu sadece n=p ve rank(A) = p oldugu durumda miimkiin olabilir. Dikkatimizi

bu duruma vermeliyiz.

9(2)=Az+u ‘yii z’den x’ e doniigiim olarak tanimlayiniz.

Bir A pxp tam rankli matrisi i¢in, ¢(z);R"'denR" ye bir 1-1 fonksiyondur, bu

nedenle x’in yogunlugu i¢in asagidaki degisken degisimini kullanabiliriz.

0, (%)

f,(x) = f.{g ™ (x)}abs( "

) = T.AA™(x~ piyabs(A ™) (19)

(Burada abs(d mutlak degeri ve |q determinant: gosterir).

z’nin elemanlar1 bagimsiz standart normaller oldugundan z’nin yogunlugu
L@ =] -2me ™ = (2n) "exp(-272) (20)
i i1 N2 2

dir. Degisken doniisiimii formiiliinde yerine koyarak

f,00=(27) " Tb%g\rl exp{—2 (x— 1) (AA) (X~} (21)
elde ederiz.
D =var(x) in var(Az+ u) = var(Az) = AIA" = AAT (22)

esit olduguna bu nedenle
12
X [=[aa|= A" = |A=[X |
olduguna dikkat ediniz. Ayrica E(X) = E(Az+ 1) = 1 diir.

Bu nedenle 4 ortalamali ve Z pozitif tanimli var-kovaryans matrisli p boyutlu bir

cok degiskenli normal rasgele vektor:
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Her x igin,

f0 =@y [ exp{—% (x=2)" (X)) (x— 10} (23)

yogunluguna sahiptir.

o A nm rank(A)=n ranklznxp oldugu durumda, x yine ¢ok degiskenli

normaldir, fakat onun yogunlugu mevcut degildir. Boyle durumlar nadiren ortaya ¢ikan ve bu
calismada gbz Oniine almayacagimiz pozitif tanimli olmayan var-kov matrisli ¢ok degiskenli
normal dagilimlara karsilik gelir. Boyle dagilimlar olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip

olmaz ancak daima mevcut olan karakteristik fonksiyonu kullanarak tanimlanabilir.

Olasilik yogunluk fonksiyonunun bir rasgele degiskenin ( veya vektoriin) dagilimini
karakterize etmek ( tam olarak tanimlamak) igin dogru bir yontem oldugunu hatirlayiniz. Bu

amag i¢in kullanilabilen baska bir fonksiyon moment ¢ikaran fonksiyonudur.

Bir x rasgele vektoriiniin moment ¢ikaran fonksiyonu m, (t) = E(etTX) dir. Bunedenle

X=Az+u: N, (¢ AA" = Z) icin x’in moment ¢ikaran fonksiyonu bu
m, (t) = E[exp{t” (Az+ 1)} =€ “E(e"*) =" “m, (ATt) (24)
dir. Bir z; standart normal rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu:

2
u. /2
m_. = '
, =(©)

P T
m, (u) =] Jexp(u? /2) =e"*"

i=1

dir. (24) denkleminde yerine koyarak.

m, (t) =e"“ exp{% (ATt)T (ATt)}=e"'* exp(%tT P (25)
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elde ederiz. Bu nedenle, eger m, (t) x in dagilimini tam olarak karakterize ederse ve m,(t)

sadece X’in ortalamasina ve varyansina, yani u Ve z ya bagli ise, bu taktirde bu bir ¢ok

degiskenli normal dagilimin bu iki parametre ile tam olarak belirlendigini soyler.

Yani X : Nn(yl,zl) Ve X, : Nn(ﬂzZz) icin X, ve X, nin ayni dagilima sahip

olmast i¢in gerek ve yeter sart 14 = u, ve le Z , olmasidur.

Teorem 1.3.1 x ve R" bir elemani ve Z bir nxn simetrik pozitif tanimli matris olsun. Bu

taktirde . ortalamali ve Z var-kov matrisli bir ¢ok degiskenli normal dagilim mevcuttur.

Ispat: Z simetrik ve pozitif tanimli oldugundan Z: BB' olacak sekilde bir B mevcuttur.
(6rnegin Cholesky ayrisimi) z bagimsiz standart normallerin bir nx1 vektorii olsun. Bu

taktirde x=Bz+x: N, (4, Z) dir. Boylece ispat tamamlanur.

o Bu sonug bagimsiz standart normallerin bir z vektoriinii lireterek ve sonrada z’yi

B alt-liggen Cholesky g¢arpaniyla dnden garparak ve bundan sonra 4 ortalama vektoriini
ekleyerek, s ortalamali ve Zvar— kov matrisi ile bir ¢ok degiskenli normal vektorii daima

iiretebilecegimizi ortaya koyar.

Teorem 1.3.2 Z pozitif tanimli olmak iizere X : Nn(,u,Z) olsun. Sabitleri i¢eren ¢ ve d

i¢iN Vg = CrenXx + d olsun.Bu taktirde;

y: N (Cu+d,C>CT) (26)
dir.
Ispat: Tammdan AA"=>" ve z: N_(0,1,) olacak sekilde herhangi A igin X = Az + u
diir. Bu taktirde

y=Cx+d=C(Az+u)+d =CAz+Cu+d

=(CA)z+(Cu+d) (27)
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dir. Bu nedenle tanima gére, Y ; Cu+d ortalamali ve (CA)(CA)" =C) CT var-kov matrisli

bir ¢ok degiskenli normal dagilimina sahiptir. Bu teoremin basit sonuglar1 eger x: N, (z, Z)

ise bu taktirde

I. x’in herhangi bir alt vektoriinde 4 ‘niin karsilik gelen alt vektoriiyle ve Z nin

karsilik gelen alt matrisiyle verilen ortalama ve varyansa sahip bir ¢ok degiskenli normal

dagilima sahip oldugu ve

ii. sabitlerin bir vektorii a i¢in herhangi bir a'x lineer kombinasyonunu

a'x: N(a"ua' Y a) oldugudur.

Teorem 1.3.3 y,,, bir ¢ok degiskenli normal dagilima sahip olsun ve y ‘yi

yl px1

y=|L . (28)

y2(n—p)x1

olarak parcalayiniz.

Bu taktirde Yy, ve y, nin bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart kov(y,,y,)=0

olmasidir.

Ispat: ilki bagimsizlik 0 kovaryansi belirtir. V,,Y,Nnin z,u, ortalamalari ile bagimsiz

olduklarini farz ediniz. Bu taktirde
kov(y,, Y,) = E{(y, — 4)(Y, — 14,) "} = E{(y, — 1) }E{(y, — 1,) 3= 0(0") (29)

Ikincisi 0 kovaryans ve normallik bagimsizlig1 gosterir. Bunu yapmak igin iki rasgele

vektoriin bagimsiz olmalar1 icin gerek ve yeter sartin onlarin ortak moment ¢ikaran

fonksiyonlarinin ¢arpimi olmasi gerektigi gergegini kullaniriz. kov(y;,y,) =0 oldugunu farz

ediniz.

t 4, 4, px1 olmakiizere t=(t/,t;)" olarak par¢alanmis olsun. Bu taktirde

nxl1?
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. . 211 0 _ Var(yl) 0
z_var(y)_( 0 >,) | 0 va

(¥2)

olmak iizere, y;

m, (t) =exp (Léf) exp(%tT )

T
=Y s+t 1y

moment ¢ikaran fonksiyonuna sahiptir. Z nin bigimden dolay1

t’ Zt :tiTZuti +t2222t2

dir . Bu nedenle

1 1
m, 0 =0 4+ 51 Tt + a4 10S ot)

= exp(qlul +%t1T 211t1) exp(t;uz + %t; Z »lh) = m, (t1)my2 t,)

dir.

Lemma1l.3.1 221=212 ! olmak lzere

ylpxl

R R A R

y2(n—p)xl

par¢alanmastyla

yi Ny X)) olsun v, =y, =Y, >y,

15
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olsun. Bu taktirde
Yp - Np(:uuZn) Yo - Nn—p(/"z\l'Zzz\l)

olmak iizere Y, ve Yor bagimsizdir. Burada

-1 -1
Hop = Hy = z 21211 H Ve Zzz\lzz 2 Z 21211 Z 12
dir.
T . T -1
Ispat: C, =(I,0) olmak iizere y, = C,, yazabiliriz ve C, = (—Z 21211 1) olmak iizere

You = C,, yazabiliriz. y, ve Yo normaldir. Onlarin ortalama ve varyans-kovaryanslari

Y, i¢in
Cu=p ve ClzclT :Zn
ve

yz‘l i¢cin

T
Cou= oy VE szcz - Z 221 (35)

dir.Bagimsizlik bu iki rasgele vektoriin

kov(yl,yz‘l)=kov(Cly,Czy):C12C2T =0 kovaryans matrisine sahip olmasi

gerceginden anlagilir.

Teorem 1.3.4 Onceki teoremdeki gibi tanimlanan y igin Y, verildiginde Y, nin sartli dagilimi

Y, |y1 : Nn—p(lu2 +Z 2121_11()/1 _M)’Z 22\1) (36)

dir.
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Ispat: Yous V1 den bagimsiz oldugundan Yy, ‘in verilen bir a degeri i¢in onun sartl dagilimi,

. 5 . : -1
onun marjinal dagilimi, yani Yo - Nn_p(,uz‘l, Z 22‘1) ile aymdir. Yy, = You + z 222 u N

olduguna dikkat ediniz.

y, ‘in degeri lizerindeki sart yani ; 2212;11 y, sabittir, bu nedenle y, nin sarth

dagilimi Yo nin ki art1 bir sabit veya

'uz\l + 2212;11 Yi=H, — Zzl ;11#1 + ZuZ: Vi =M, + Zzlzill(yl - 'ul) ortalamali

ve 222‘1 var-kovaryansi (n-p) degiskenli normaldir. Boylece ispat tamamlanmustir.

1.4 Kismi ve Coklu Korelasyon
Ornek-Boy ve Okuma Yetenegi

Bir egitim psikologun standartlasan bir test lizerindeki puanlara dayanarak ¢ocuklarin

y, boyu ve Yy, okuma yetenegi arasindaki iligkiyi inceledigini varsaymiz. O; 3., 4. ve 5.

Siniflardaki 200 ¢ocuk i¢in Y, ve Y, olgiildii ve bu degiskenler arasindaki 6rnekli korelasyonu

0,56 bulundu.
Boy ve okuma yetenegi arasinda bir lineer iligki vardir.

Pekala, evet, ancak sadece bir veya daha fazla “karigikliliga” neden olan degiskeni
yok saydigimizda boyun okuma yetenegi lizerinde muhtemelen direkt etkisi yoktur.Bunun

yerine daha fazla egitim siirelerine sahip daha yasli ¢cocuklar daha iyi okuma ve daha uzun boylu
olma egilimi gosterir. Hem Yy, ve hem de Y, iizerinde yasin etkisi sadece Y, ve Y, arasindaki

basit korelasyonu (iliskiyi) inceleyerek yok sayilmistir.

Kismi korelasyon katsayisi bir veya daha fazla baska degiskenin lineer etkisiyle iki

degisken arasindaki lineer iligkinin bir dl¢iisiidiir.
1.4.1 Kismi Korelasyon

vi N, (,u,Z) oldugunu farz ediniz. v, 1 ve Z
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oy el & &)

olarak pargalanmis olsun. Burada X =(v,,...,v.)" px1 dir ve y=(v )" gx1 dir. x

p1re1 Vg

verildiginde y nin sartli var-kov matrisinin

var(y‘x) =D D D m D=2, yx Oldugunu hatirlaymiz. oy, Z g IN

(i, )" elemanimi gostersin. Bu taktirde X =cC verildiginde vy, ve y ; nin kismi korelasyon

katsayis1

Pijp,..p = (37)

degildir).

o Alisila gelen korelasyon katsayisi gibi, kismi korelasyon

o Yorum: Pit... kismi korelasyonu Y; ve X arasindaki ve y; ve X arasindaki
lineer iliskiye agiklama getirdikten (veya, kaldirdiktan ) sonra Y, ve y, arasindaki lineer
iligkiyi Olger.

Ornegin, eger v, = yas , v, =boy v, =okuma yetenegi X=v, ve y=(v,,v,)" ise, bu
taktirde Pay = bu degiskenlerin her biri lizerinde yasin etkilerini uzaklastirdiktan sonra boy
ve okuma yetenegi arasindaki korelasyon olur. Py ~(0 olmasim1 beklemeliyiz. Kismi

korelasyon diger bir ka¢ degiskenin etkilerini disladiktan sonra iki degisken arasindaki lineer
iliskiy1 6lcer. Kismi korelasyon katsayisi bir degisken ve diger birkag¢ degiskene sahip bir grup

arasindaki lineer iligkiyi Olger.
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1.4.2 Coklu Korelasyon

V! Np+1(,Ll,Z) oldugunu farz ediniz ve v , 1, Z

o el Vo 2)

olarak pargalanmis olsun.

bir skaler rasgele degiskendir.

Burada x=(v;,.....,v,)" pxldir ve y=v,,

x verildiginde y’nin sartli ortalamasinin

My + ayxz;xl(x — ) = Hy oldugunu hatirlayiniz. Bu taktirde y ve x arasindaki ¢oklu

korelasyon katsayisinin karesi

2 k OV(/JY‘X ' y)
py,x = }/
[var(u,,) var(y)l'®

olarak tanimlanir.

. Sayisal olarak basit bir formiil
-1
pj,x :{ny Zxx ny}}é
O-yy
ile verilir.
o Bu nicelik sayimiz igin rotasyonumuz p,, den ziyade Pj,x dir, ¢iinki o bir

korelasyon katsayisinin karesi gibi davranir. O sifir ile bir arasindadir yani,

0< pix <ldir.

Ve lineer iligkinin giiciinii dlger, ancak dogrultu ve yoniinii 6l¢mez.

o Orneklerin ¢oklu korelasyon katsayisinin karesine determinasyon katsayisi denir

ve genellikle R? ile gosterilir.
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o Lineer modellerde kismi ve goklu korelasyon katsayilarinin 6rnek versiyonlari

konusuna daha sonra deginecegiz.

1.5 Kuadratik Formlarin Dagilimlari
x%, F vet Dagilimlar

o Bu dagilimlarin her igli normal olarak dagilirlar, rasgele degiskenlerin belirli
fonksiyonlarinin dagilimlar1 olarak ortaya ¢ikar.

. Onlarin merkezi ( alisila gelen) versiyonlart muhtemelen alisila gelen sifir
hipotezleri altindan ve giiven araliklar1 i¢in bir temel olarak normal-teori istatistiklerinin
dagilimlar olarak bilinir.

o Bu dagilimlarin merkezi olmayan versiyonlar1 (uyarlamalari) alisilagelen sifir
hipotezlerine karsitlar(karsit hipotezleri) altinda normal-teori test istatistiklerinin dagilimlar

olarak ortaya cikar. Bu nedenle, onlar 6rnegin testlerin giiciinii belirlemede 6nemlidir.
1.5.1 Ki Kare Dagilim
Xiyewey Xy 3 Myyeeee, 4, ortalamali ve 1 ortak varyansli bagimsiz normal rasgele

degiskenler olsun. Bu taktirde x = (x,.....,X,)" olmak iizere

2 2 T 2 - - _ 1 n 2 -
y=x +..+X =x"x=|x|" yen serbestlik dereceli ve ﬂ_EZizl'ui merkezi olmama

parametreli bir merkezi olmayan ki-kare dagilimima sahiptir denir. Bunu y: x°(n, 1) olarak

gosteririz.

o T ve F dagilimlarinda oldugu gibi 4 sifira esit oldugunda, merkezi ki-kare
dagilimi

o n serbestlik dereceli merkezi X * genellikle

X?(n) = X?(n,0) olarak gosterilecek.

Ozellikle z,,...,z, : N(0,1),z7 +..+ 2% : X?(n)

o Merkezi olmayan X?*(n,A) dagilimi sadece onun nve A parametrelerine

baghdir.
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Bir Y : X?(n) n serbestlik dereceli bir merkezli X? degiskeni

yn/2—le—y/2

= - __ y>0
r(n/2)2"? Y

f,(y;n)=

icin olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir.

o Bu n/2 kuvvet(giig) parametreli ve 1/2 Oolgek parametreli bir gamma

yogunlugunun bir 6geli durumudur.

Merkezi olmayan X? yogunlugu merkezi X?® lerin bir poison karmasidir. Eger

Z: X?*(n,A) ise, bu taktirde Z

f,(z;n,A) = 2 p(k; A) f, (z;n+2Kk) , z >0 igin olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir.
k=0
o Yani merkezi olmayan X’ poison agirhikli merkezi X lerin bir agirlikh
toplamidir.
Teorem 1.5.1.1 Y : X?(n, A) olsun.Bu taktirde
LE(Y)=n+24

i.var(Y)=2n+84 ve

iii. y’nin moment olarak fonksiyonu

_exp[-A{1-1/(1-2t)}]
- (1_ 2t)n/2

my (t)

dir.

Ispat : (i) ve (ii) nin ispat: kolay oldugundan ispatin yapilmasina gerek duyulmamustir. (iii)
nin ispat1, x; gz ortalamali ve 1 sabit varyansli bagimsiz normal degiskenlerin bir n X1 vektorii
olmak tizere, sadece

m, (t) = E") = E{e" 3= ["L [ & ) dx,..dx,

N (z1)

bir N(z,1) yogunlugunu degerlendirmek i¢in beklenen degerin tanimini kullanmay1 igerir.
Ayrintilar i¢in bkz: Graybill (1976, s.126)

X? dagilimi bagimsiz X ? lerin toplaminda
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X? oldugu kullanish 6zellige sahiptir.
Teorem 1.5.1.2 Eger v;,....,v, swrastyla X?(n,A4), i=1,...,k olarak dagilan bagimsiz rasgele

degiskenler ise, bu taktirde

k Kk Kk

Sy XY A)

i=1 i=1 i=1
dir.

Ispat: Tanimdan kolayca anlagilir.
1.6 Bir Kuadratik Fonksiyonun Dagilimi

Bir merkezi ki-karenin tanimindan, eger y: N, (z,1,) ise, bu taktirde
||y—,u||2 =(y—)" (y—p): X?(n) oldugu hemen goriiliir. Z pozitif taniml1 olmak tizere

y: N (e Y) dgin, D=0 ve DY 0 > min bir tek simetrik karekdkiiniin
olmak iizere,

=(y-m)' DNy - =(y-)" DV (y— )

=D (y-w)Y EZ‘ j’zz(xa—ﬁ)}

=7'z

oldugunu dikkate alarak, bunu

(y=)" > " (y—p): X2(n) ye genisletebiliriz.  z=» *(y—u): N,(0,1,)

oldugundan
2'z2=(y—p)" D (y—m) 1 X*(n)
oldugunu goriiriiz.

Sabitlerin bir A matrisi i¢in Y : Nn(,u,Z) oldugunda kuadratik formlarmn dagilimi

iizerindeki bu, sonuglar1 y' Ay nin dagilimim elde etmek igin genellestirmek istiyoruz.Bunu

yapabiliriz, ancak ilk dnce bir ¢ift sonuca ihtiyacimiz var.
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Teorem 1.6.1 Eger y: Nn(,u,Z) ise bu taktirde y" Ay nin moment ¢ikaran fonksiyonu;

M, () =

128 [ epl-Z ', ~(1,-2A%) Y, )

dir.

Ispat: Yine, bu sonucun ispat1 sadece

E@E'™)= IZL j:ety”‘y Léiz)dyl....dyn

Bir ¢coklu normal yogunluk y; degerlendirmeyi igerir.

Ayrintilar i¢in bkz Searle 1971, sy. 55. Boylece ispat tamamlanir. Belki daha evvel

ifade etmemiz gereken 6zdeger sonuclarinin bir ¢iftine de ihtiyacimiz var .

Sonuc¢ 1.6.1 Eger A; A’ nin bir 6zdegeri ve x; A’nin bu 6zdegerine karsilik gelen bir 6zdeger

vektord ise, bu taktirde c ve k skalerleri igin (CA+Kk,X) ; cA+kl matrisinin bir 6zdeger-

O0zvektor ciftidir.
Ispat: (1,X); A igin bir 6z ¢ift oldugundan, onlar
CAX =CAX
bagintisin1 gdsteren, AX=Ax bagintisini saglar. Bu denklemin her iki yanina kx ekleyerek,

CAX+kx =cAX+kx
= (CA+kl)x=(cA+k)x

bagintisin1 elde ederiz, bu nedenle (cA+k,Xx); cA+kl matrisinin bir 6zdeger-6zvektor

ciftidir.

Sonu¢ 1.6.2 A nin 6zdegerlerinin tiimii —1< A <1 esitsizligini saglarsa bu taktirde

(I-A"=T+A+ A+ A+ =1+ A
k=1
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dir.

Ispat: Bu birim matrisi elde etmek i¢in (I — A)(l + Zle A) ¢arpimiyla dogrulanabilir. A min
tim Ozdegerleri i¢in —1<A<1 esitsizliginin l|(im A 0 limitinin garantilendigine, bu

nedenle, Z; A min yakinsak olduguna dikkat ediniz.

Boylece ispat tamamlanir.

Daha evvel, boy(V)=k olmak iizere bir V €RR" altuzay:1 ilizerine bir P izdiisim

matrisinin k sayida 1 e esit ve n—k sayida sifira esit 6zdegere sahip oldugunu saptadik. Bir
izdligiim matrisinin simetrik ve idempotent oldugunu hatirlayiniz. Daha genel olarak bu sonug

tim idempotent matrislere genisletilebilir.

Teorem 1.6.2 Eger A rankli bir nxn idempotent matris ise, bu taktirde A bire esit n tane ve

sifira esit N—r tane esdegere sahiptir.

Ispat: Genel olarak eger 1; A igin bir 6zdeger ise bu taktirde
A’x = A(AX) = ALX = AAX = AAX = 17X

oldugundan A*; A’ icin bir 6zdegerdir. A’ = A oldugundan A’x=Ax=Ax elde ederiz.
A’x=A°X ve A’Xx=AX in sag yanlarni esitleyerek, AXx=A°X veya (1-A°)x=0 elde

ederiz. Ancak x=0 dir, bu nedenle A—A°=0 dir ki buradan 1 ya 0 yada 1 olmalidir. A
idempotent oldugundan 0 pozitif yari tanimli olmalidir. Bu nedenle, sifirdan farkli 6zdegerlerin

sayist rank(A)=r ye esittir ve boylece r sayida 6zdeger 1 ve n—r sayida 6zdeger 0 dir. Bu

ise ispat1 tamamlar.
Simdi asil sonucumuzu ifade etmeye haziriz;

Teorem 1.6.3 vy: Nn(,u,Z) ve A;rank(A)=r rankli bir nxn simetrik matrisi olsun.

A= %,uT Au olsun. Bu taktirde

y Ay : X?(r,A) olmasi igin gerek ve yeter sart
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A" idempotent olmasidir.

ispat: Teorem 1.6.1° den y' Ay nin

~1/2 1 ~ ~ ,
myTAy(t)Z |n—2tAZ ‘ EXp[_EﬂT{ln_(ln_ZtAZ) l}z '1] dur. Sonug 1.6.1° e
gore A AZ > nin bir 6zdegeri olmak tizere |, —2tAZ ’nin 6zdegerleri | —2t4, i=1,...,n

I, -2tAY |=]] , @-2t2)

dir. Determinant 6zdegerlerin ¢arpimina esit oldugundan

elde ederiz. Ayrica teorem 1.6.2” ye gore her i icin

-1<2tA, <1 olmasi sartiyla (I, —ZIAZ:)’1 =1, +Z::1(2t)k(AZ)k elde ederiz. Bu

nedenle M

M O = ([[@-24) ) expl= 4 3 (20 (AL TS 4

Simdi AZ nin r=rank(A) rankli bir idempotent matris oldugunu farz ediniz. Bu

taktirde (AY ) =AY dir ve 4 lerin r tanesi 1’ e ve 4 lerin n—r tanesi 0 esittir. Bu

nedenle, —1<2t<1 veya —% <t< % olmasi sartiyla

M= (H 4- Ztﬂﬁ)l’z]exp[—%ﬁ{—i 03RS 4]

— @2ty eXp[—%ﬂT{l—(l—m)l}Aﬂ]

dir ki bu 0 1n komsulugundaki t i¢in momet ¢ikaran fonksiyonunun mevcut oldugu gereksinimi
ile uyumludur. Burada —-1<x<1 i¢in 1/(1-x)=1+ Zf:lxk seri a¢ilimim kullandik. Bu

nedenle

expl- 4" Auel—1/ (120}
(1_ 2t)r/2

M, (0 =
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dir ki bu bir X*(r, % 1" Ap) rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonudur.

Tersinin ispatt igin ( yani y'Ay: X*(r,A)’ nmn AZ nin idempotent oldugunu

gosterdiginin ispat1 i¢in)

Bkz. Searle (1971, ss. 57-58). Birkag¢ faydali sonug dnceki teoremden sonuglar olarak

kolayca gortiliir.

Sonu¢ 1.6.3 Egery: N_(0,5°1) ise bu taktirde iz y' Ay : X?(r) olmasi icin gerek ve yeter
o

sart A nin idempotent ve r rankli olmasidir.

Sonu¢ 1.6.4 y: N, (0,0°1) ise bu taktirde y Ay: X? (r ,u " Auf) olmasi igin gerek ve

yeter sart A nin r rankli idempotent olmasidir.

Sonu¢ 1.6.5 y: N (u,0°1,) oldugunu farz ediniz ve p, r<n boyutlu bir V e R" altuzay:

tizerine izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

SRy = POV XA P =Xy ot )

dir.

Sonu¢ 1.6.6 y: N(,u,Z) oldugunuz farz ediniz ve ¢ sabitlerin bir nx1 vektorii olsun bu
takdirde ;

h=2 (=0 Y, M (u=0) isin (-0 3 H(y-0): X*(n,2)

dir. Klasik lineer model y : N, (u,0°1,) bigimine sahiptir.

Burada, 4’ niin bir V =L(x,...,X,)=C(X) altuzayinda uzandig kabul edilir. Yani
herhangi bir S icin =X/’ dir.

Bu nedenle §, = p(y|V) yani y’ ninV iizerine izdiisiimiiniin
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o Y, > nin fonksiyonlarmim istatistiksel ozellikleri ve y-Y¥, = p(y[\/l) hata
vektori ile ilgilencegiz.
o y ’ nin fonksiyonlarinin dagilimsal bi¢imi (normal Ki-kare vs. ) (6rnegin ¥, )y

nin dagilimsal bi¢im ( genellikle normal kabul edilen) vasitasiyla belirlenir.

J y’ nin lineer fonksiyonlariimn beklenen degeri sadece E(y)=u vasitasiyla
belirlenir.
. y’ nin kuadratik fonksiyonlarmin (Ornegin H)?VHZ ) beklenen degeri

L ve var(y) ile belirlenir.
Bunun bir sonucu olarak agagidaki Teorem 1.6.4’ i elde ederiz.

Teorem 1.6.4 V; R" nin bir boyutlu bir alt uzayi olsun ve y; R" de E(y)= u ortalamali bir

rasgele vektor olsun

Bu taktirde

L E{p(y|V)}=p(uV) dir.

2. Eger var(y)=o’l_ ise, bu taktirde

n

var{p(y|V)} =P, ve E{H P(y’\/) ||2}=02k +H P(u’\/) ||2
dir,ve
3. Eger ayrica y nin m degiskenli normal oldugunu, yani, y: N, (u,c?l,) ise,

bu taktirde

p(YV) 1 N (p(uV),o°R,)

ve
—Hp(y|vu Ry: X*(k, zizfgu)
~p(ad)|
Drr.
Ispat:
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1. izdiisiim islemi lineer oldugundan E{p(y’\/)} = p(E(y) ’V) = p(,u[\/) dir.

2. p(y[\/) =R,y dir, bu nedenle Var{p(y|V)}=var(R, y)=R,c’l Rl =c°R, d.

n

Aynica, | p(yV| = pOYV) PYM) =(RY) Ry=Y'Ry

dir. Bu nedenle

E(pyM)[)=E(RY)

bir kuadratik formun beklenen degeridir ve bundan dolay1
2 i .
E(|p(yIV] ) =iz(c*R ) + 4" R = %is(R ) + "R R,

=o"k+|[p(uN |
ye esittir.

3. Teorem 1.6.4° ten kolayca anlagilmaktadir.

Boylece, izdiisiim ve bu izdlisiim uzunlugunun karesi i¢in dagilimsal sonuglar1 elde

ettik. Lineer modellerde, genel olarak ¥, = p(y[\/) yi olusturmak i¢in 6rneklem uzayini V
model uzayi lizerine ve € =Yy — Y, hatasimi ( hata tahminini) olusturmak igin V model uzayinin

ortogonal tiimleyeni olan V * iizerine izdiisiirerek ayristiririz. Bazi durumlarda daha 6te gider
ve model uzayin1 model uzay1 i¢indeki altyazilara izdiisiirerek ayristiririz.Boyle izdiistimlerin
ortak dagilimi nedir ?

Pekala , eger altuzaylar ortogonal iseler ve eger klasik lineer modelin sartlar1 ( normallik
bagimsizlik ve esit varyanslilik ) gegerli olur ise, bu taktirde bu altuzaylar iizerine izdiisiimler,
bagimsiz normal rasgele vektorler ve onlarin uzunluk karelerinin, bir ANOVA (Analysis Of
Variance) (Varyans Analizi)’ daki karelerin toplamlarinin  bagimsiz ki-kare rasgele
degiskenleri olduklari ortaya cikar.

Bu nedenle, eger lineer modelin altinda yatan geometriyi anlarsak, bu taktirde Teorem
1.6.5° i kullanabiliriz.

Teorem 1.6.5 V,,....V,; R" nin sirasiyla d,,....,d, boyutlu karsilikli olarak ortagonal alt
uzaylari olusur ve Y ; R" de E(y) = u ortalamasina sahip olan degerleri olan bir rasgele vektor

olsun . P; 9 =p(yV)=PRy olacak sekilde V, iizerine izdiisim matrisi olsun ve

4, =Pu=1..n olsun . Bu taktirde

1. Eger var(y) =o’l, ise, bu taktirde i # j i¢in kov(y;,§;) =0 dur,

n
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A

2. Eger y: N, (u 0°l,) ise, bu taktirde ¥, : N(u,0°P) olmak iizere Y,,...., ¥,
lar bagimsizdirlar ve
3. Eger, y: N, _(u,0°1,) ise, bu taktirde
1

2
o

2

A

Yi

1
: Xz(di’FHMHZ)

olmak tuzere,

2

2

A

Y1

A

Y

ler bagimsizdirlar.

Ispat :

1. Kismu: i # ji igin

kov(3;, 9;) =kov(Ry, P,y) = Rkov(y, )P, = Po?IP, = 5°RP, =0
dir.

(Herhangi bir ze R" i¢in RP,z=0= PP, =0)

2. Kismi: Eger, y m degiskenli normal dagilimina sahip ise bu taktirde

V. =Py,, i=1...,k larbirlikte cok degiskenli normal dagilima sahiptirler ve bu nedenle
bagimsiz olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart kov(y;,y;) =0, i ] olmasidir. Y. larm ortalama ve
varyans-kovaryanslari

E(Y:))=E(Ry)=Ru=y; ve var(y,) =RoIR" =c’R,
dir.

3.Kismi : Eger §. =Py, i=1...,k lar karsihkli olarak bagimsiz iseler, bu taktirde

herhangi (6lgiilebilir)* f.(y.), 1=1,....,k fonksiyonlar1 karsilikli olarak bagimsizdir. Bu

nedenle H?IHZ , 1=1,...,k ler karsilikl1 olarak bagimsizdir.

2
-2
o)

A

Yi

1
: Xz(di’guﬂinz)

oldugu 6nceki teoremin kisim 3 {inden anlagilir.
Bir bagka tiirlii, iz diisiimlerin ve onlarin uzunluk karelerinin bagimsiz olup olmadigim
belirlemek igin bir cebirsel yaklasimi ortaya koyabiliriz. Geometrik yaklagim belki daha

kolaydir, ancak geometriyi anlayabilirseniz. Fakat cebirsel yaklagimida ifade edecegiz.
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1.7 Lineer ve Kuadratik Formlarin Bagimsizhg:

Burada,

1.Bir lineer form ve bir kuadratik formun ( 6rnegin bir érneklem probleminde V ve s?

nin bagimsiz olup olmadigini gbz Sniine aliriz veya bir regresyon kurgulamasinda £ ve & nin

bagimsizligini goz oniine alir1z).

2. Iki kuadratik formun ( 6rnegin, bir regresyonda regresyona bagh kareler toplami ve

hata kareler toplami1 ) ve

3. Birka¢ kuadratik formun ( Ornegin, bir iki yonlii varyans analizi tasariminda

SS, ,SSg,SS 5, SS; nin ortak dagilimini goz Oniine aliniz)
istatistiksel bagimsizligini gézoniine aliriz.
* Ttm stirekli fonksiyonlar ve pek ¢ok “iyi-huylu” fonksiyon dl¢tilebilirdir.

Devam etmeden Once, bir lemma ve onun sonucuna ihtiyacimiz var.
Lemma1.7.1 Eger, y: N,(u, Y_) ise bu taktirde kov(y,y' Ay)=2> Au

duar.

Ispat: Kuadratik formun kovaryans ve beklenen degerinin tanimini kullanarak,
kov(y, y" Ay) = E[(y - u){y’ Ay —E(y" Ay)}]
=E[(y — sy’ Ay —is(AD ) — 1" Au}]

elde ederiz. Simdi
yTAY = u" A=y — )" Ay — 1) +2(y — )" Apt

cebirsel 6zdesligi kullanarak
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kov(y, y" Ay) = E[(y — ){y — )" A(Y — 1) + 2(y — 12)" A —iz(AD )}]
=E{(y— m)(y— )" ACy — )3+ 2E{(y — 1)(y — 1) Arid— E{(y — w)iz(AD )}

=0+2)> Au—0

elde ederiz. Burada ¢ok degiskenli normal dagilimimn igiinci merkezi momentleri 0

olduklarindan, ilk terim O a esittir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 1.7.1 B sabitlerin bir k xn matrisi olsun ve y: Nn(,u,Z) olsun. Bu taktirde

kov(By, y' Ay)=2B> Au
dir. Simdi Teorem 1.7.1” 1 g6zOniine almak i¢in haziriz.

Teorem 1.7.1 B nin sabitlerin k xn matrisi A nin sabitlerin bir nxn simetrik matrisi ve
y: N, (4 Z) oldugunu farz ediniz . Bu taktirde By ve y' Ay nin bagimsiz olmalari igin gerek

ve yeter sart BZ A=0,_, olmasidir.

kxn

Ispat: Bu teoremi A nin bir izdiisiim matrisi oldugu ek varsayimi altinda ( yani, A nin simetrik
olmasimin yani sira idempotent oldugunu kabul ederek ) ispatlariz ki bu ¢alismada en ¢ok
ilgilendigimiz durumdur, ispati tamamlamak icin bkz Searle (1971 , s.59 ) A nin simetrik ve

idempotent oldugunu kabul ederek bu durumda
V' Ay =y" A" = Ay

yazariz. Simdi Bz A =0 oldugunu farz ediniz. Bu taktirde
kov(By, Ay)=B) A=0

olmak {tizere By ve Ay nin herbiri normaldir. Bu nedenle, By ve Ay biri digerinden

bagimsizdir. Ayrica By ; Ay nin herhangi bir (6lgiilebilir) fonksiyonundan bagimsizdir, bu

nedenle By ; ||Ay||2 =y" Ay den bagimsizdir.
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imdi, tersi i¢in By ve y'Ay nm bagimsiz oldugunu farz ediniz. Bu taktirde
g g

kov(By, y" Ay) =0 dir, bu nedenle yukaridaki lemmayla ilgili sonuca gore,
0=kov(By,y" Ay) =2B>_ Au

diir. Timi miimkiin £ icin bu gerceklestiginden BZA=O oldugu anlasilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Sonu¢ 1.7.1 Eger y: N_(u,o?l) ise bu taktirde By ve Aynin bagimsiz olmalar1 igin gerek ve

yeter sart BA=0 olmasidir.

Ornek 1.7.1 Bir y=(y,,......y,)" : N, (x,0o?l,) rasgele 6rneklemine sahip oldugumuzu farz

ediniz ve
1 T .
Pny L=1,—=J,J, olmak iizere
n
B 1.
y=- yl = Jn y
[ Ry n
ve

g6zoniine almiz. Yukaridaki sonuca gére y Ve s* bagimsizdir, ¢iinkii

1 . 1
J; L - ( Pl L 0a)" = ( L(J)J‘Jn)T:E(O)T:OT

dir.

Teorem 1.7.2 A ve B sabitlerin simetrik matrisleri olsun. Eger vy : Nn(,u,Z) ise, bu taktirde

y' Ay ve y'By nin bagimsiz olmalari i¢in gerek ve yeter sart Az B =0 olmasidir.
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Ispat: Yine A ve B simetrik ve idempotent (izdiisiim matrisleri) oldugundaki 6zel durumunu
g0zonline aliriz ve ispatin sadece “gerek” kismini veririz. (ispat1 tamamlamak i¢in bkz. Searle

1971, 5.59-60)

A ve B nin simetrik ve idempotent olduklarini ve AZ B =0oldugunu farz ediniz. Bu
taktirde y' Ay = HAyH2 , Y By = HByH2 dir. Eger AY B =0ise bu taktirde

kov(Ay, By) =AY B=0 dur.

Ay ve By nin herbiri ¢ok degiskenli normaldir ve onlar 0 kovaryansina sahiptir, bu

nedenle onlar bagimsizdir. Ayrica Ay ve By nin herhangi (6lciilebilir) fonksiyonlar

bagimsizdir, bu nedenle ||Ay||2 ve ||By||2 bagimsizdir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc 1.7.2 Eger y: N_(u,0°l)ise bu taktirde y' Ay ve y'By nin bagimsiz olmalari igin

gerek ve yeter sart AB =0 olmasidir.

Son olarak, normal rasgele vektorlere gore ¢esitli kuadratik formlarin karsilikli olarak

bagimsizligini ilgilendiren bir teorem ve sonucu elde ederiz

Teorem 1.7.3 y: N (g, 0%l )olsun A ;r ,i=1..k rankli simetrik matris olsun ve

y' Ay = Z:ll y' Ay olacak sekilde A= z:(:l A r rankina sahip olsun. Bu taktirde
Ly'Aylo?: X*(r,u" Aul{2c?})i=1,....k;ve
2. yTAyvey' Ay i# ] igin bagimsizdir ve

3.y Aylo® X*(r,u' Aul{2o})

olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerin herhangi ikisinin dogru olmasidir.

a.Her biri A idempotentdir
b.Her i# jigin AA, =0 dir

c.A idempotentdir
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veya gerek ve yeter sart (d) asagidaki gibi olmak iizere (c) ve (d) nin dogru olmasidir.

dr=3
Ispat: Bkz. Searle ( 1971, s5.61-64)

. (a),(b) ve (c) den herhangi birinin tigiinciisiinii ifade ettigine dikkat ediniz.
. Onceki teorem bir y' Ay agirlik kareler toplaminin birkag bilesene pargalanmasi

ile ilgilendi. Simdi A=I oldugu yTy nin genel kareler toplaminin (agirlikli olmayan)
kuadratik formlarin bir toplamina ayristirildigi 6zel durumu isleme sokan bir sonucu ifade

edecegiz.

Sonu¢ 1.7.3 y: N (u,0°l) olsun. A ;r.,i=1..k, rankh simetrik matris olsun ve

Y'y=2 YAy (ani, 30 A=)
oldugunu farz ediniz.Bu taktirde

1.Herbir y'Ay/o?: X*(r,u' Aul{2c°})j ve

2.Herbir y'Ay lerin karsilikli olarak bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
asagidaki ifadelerin saglanmasidir:

a. Herbir A idempotenttir.

b.Her i# j icin AA; =0 dir.

k .
c.n=) r dir.

Bu teorem, bir varyans analizindeki genel kareler toplaminin bir ayrisiminda kareler
toplamlariin bagimsizligi i¢in ¢ogu kez gerekge olarak alintilanan Cochran Teoremini kapsar.
(Anonim 1)

2. Sapka (Hat) Matrisi

2.1 Gozlenen Degerlerden Uydurulan Degerlere

Y =xf+¢e, X nxp, rak(x) = p, e: N(u,o°l)

Lineer modelinde f nin

N

ﬂpxl :(XTX)ilXTy
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OLS (Ordinary Least Squares) (Siradan En Kiigiik Kareler) tahmin edicisi en kiigiik

kareler yontemiyle bulunur.

AN

Tahmin edilen y degerleri bu durumda

y=XB=(X(XTX)*X")y=:Hy

3

olarak yazilabilir. Burada y lizerine “ sapka” koyan ve bu nedenle sapka matrisi olarak

bagvurulan H = X (XTX)™ X" bir NXn matristir. Aslinda bu uydurulan degerlerin,

herhangi bir y i¢in y' e IR" olacak sekilde gozlenen degerlerin bir lineer fonksiyonu oldugunu
gosterir. Y’ = f(y) koyarak

Fy+y)=H(y+y)=Hy+Hy'=f(y)+ f(y)
ve herhangi bir ae R i¢in, f(ay)=af (y)
elde ederiz. Benzer sekilde, hatalar (tahmin edilen hatalar) | NXN birim matris olmak iizere
H nin bir fonksiyonu olarak da ifade edilebilir yani,

e=y-y=y-Hy=(-H)y
dir ve burada yine hatalarin gézlenen degerlerin, yani y nin bir lineer fonksiyonu oldugu da

goriilebilir. Bu nedenle 6zet olarak
y=Hyveée=(I-H)y
elde ederiz.Cok onemli olarak H ve | —H m her ikisinin de ortogonal izdiisiimler (iz

distirticiiler) olduklar1 gosterilebilir. Bu ¢oklu lineer regresyon iizerinde iki farkli bakis agisini
karsilagtirarak gorsel olarak gosterilebilir.

I. Buraya kadar aslinda her bir denegin bir nokta ve degiskenlerin dl¢tiler oldugu
, degisken uzayi denilebilen R” ile ilgilendik.

ii. Denek uzaymn , yani R" yi gozoniine alarak bir bakis acis1 degisikligi yapmamiz
gerekir . Bu 6klid uzayimda, her bir denek bir dl¢iidiir(boyuttur) halbuki Y, § ve € vektérler

olarak isleme sokulur.
2.2 Ortogonal Izdiisiim Matrisi Olarak Sapka Matrisi

Bir izdiisiimiin ayn1 zamanda simetrik olan bir matrisi bir ortogonal izdiisiimdiir.

H vel —H m her ikisininde ortogonal izdiisiimler olduklarmni gosterebiliriz. Bu iki sart

asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir.

35



1. Bir A kare matrisi bir izdiistimdiir, eger o idempotent ise.
2. Bir A izdiistimi ortogonaldir, eger o ayn1 zamanda simetrik ise.
Ortogonal olmayan bir izdiisiime “egik izdiisiim” denir . Ozellikle

H yyi X in siitun uzayi iizerine izdiisiiriir, halbuki
| —H;yyi H nin gorintiisiiniin ortogonal tiimleyeni yerine izdiisiiriir. Matrisin
slitun uzay1 karsilik gelen lineer doniisiimiin erimi veya goriintiisii olarak tanimlanir.

Formiil olarak H bir NXN matristir. Onun siitun uzayi, H., j, H nin J-yinci siitununu

gostermek lizere,
n -
sut(H) ::{lech.j ic;eRV j=1..,n}
i=
olarak tanimlanir. Bu H nin lineer bagimsiz siitunlarin gerenidir.
2.3 Sapka Matrisinin Idempotentligi

H bir nXn kare matristir ve ayrica o idempotentdir. Bu asagidaki gibi dogrulanabilir:

HH = (X (XTX) X)X (XTX)™XT)
= X(XTX)HXTX)XTX)IXT

= X(XTX)XT

=H

Benzer sekilde | —H nin da idempotent oldugu, yani
(I-H)I-H)=1-2H +HH =(I — H)

oldugu gosterilebilir. Her kare ve idempotent matris bir izdiislim matrisidir. Bir izdiisiimiin
anlami1 herhangi bir 2 boyutlu X vektoriinii bir boyutlu bir altuzaya gonderen asagidaki 2x2

boyutlu bir P izdiisiim 6rnegiyle anlasilabilir.

l o + aX
oy ) _[(xutax
0 0)lx, 0
P nin idempotentligi, bir vektorel bir kez bir altuzaya izdiisiirtildiiglinde ayn1 izdiistimii

uygulasak bile, onun orada kaldigini ifade eder.
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2.4 Sapka Matrisinin Simetrikligi

Herhangi kare ve tersinin matrisler igin, ters ve transpoze islemi yer degistirir, yani,
(X)) =(X")'
dir.Ayrica (XT)T = X oldugundan, transpoze birli (unary) islemi bir involusyondur. Bu
nedenle
[(XTX)7T =[(X"X)' T =(X"X)"
oldugundan, (X TX )71 in kendinin transpozesi oldugu(yani simetrik oldugu) goriiliir. H nin

kendisinin transpozesi veya simetrik oldugunu gostermek i¢in biri bu iki kurali uygulayabilir.

Buna gore,
HT =[X (XTX)_lXT]T = X[(XTX)_l]T X"=H
dir, yani H simetriktir. Bu simetri | — H ile asagidaki tarzdadir

(I—=H) =1"=HT =(1 —H)
Bir matrisinin ortogonalligi bir 6rnekle en iyi sekilde anlagilir.
Herhangi bir X e R® vektoriine uygulandiginda asagidaki p,,, matrisi ve onun

| — p tiimleyenini gdzdniine almiz.
o ofx)[o]
0 0l[x,| |0
ol I
0 1]x, X,

asikar olarak, biri sonugta ortaya ¢ikan iki vektoriin dik olduklarii, yani < pX, (1 —P)Xx>=0

ve

oldugunu ve bu nedenle, onlarin R? nin iki ortogonal lineer uzayini gordiigiinii hemen gortir.
2.5 Ortogonal Izdiisiimler ve Ortogonal Matrisler

Biri ortogonal matris ile bir ortogonal izdiisiimiin matrisini karigtirmamak icin dikkatli

olunmalidir.

Bir A ortogonal matrisinin
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ATA=AAT =1
esitligini sagladigini hatirlayiniz.

Ozellikle bir ortogonal matris ortogonal olan siitunlara sahip iken, bir H ortogonal
izdiisimiin  vektorleri onun siitun uzayindaki vektorlere ortogonal izdisiirdiigiinii
gbzlemleyebilir. Genel olarak, bir ortogonal matris bir ortogonal izdiisiime neden olmaz.
Aslinda hem bir ortogonal izdiisiim ve hem de bir ortogonal matris olan yegane matris birim

matristir.

2.6 Ortogonal Ayrisim

2.6.1 Sapka Matrisinin Erimi (Range ) ve Cekirdegi
Uydurulan degerler ve tahmin edilen hatalar(rezidiiler) tahminimizi birlestirerek
y=Hy ve é=(1 —H)y

elde ederiz. Bu denklemler
y=y+€=Hy+(I-H)y

olacak sekilde, gozlenen degerlerin ortogonal ayrisimia karsilik gelir. SUt(H) ile gosterilen,

H’1n siitun uzay1 ve goriintiisiiniin (eriminin), X in siitun uzayi ile ayn1 olduguna dikkat ediniz.

X in reel elemanli bir matris oldugunu ve bu nedenle, X in rankinin,
rank(x) = rank(x'x) = P

olacak sekilde, X "X olarak tanimlanan, Gram matrisinin rankina esit oldugunun bilindigini

hatirlaymiz.

Ayrica, kXK mertebeli herhangi bir A kare matrisi igin, eger B k rankli bir NXK matris

ise, bu taktirde
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rank (BA) = rank(A) ve rank(AB") =rank(A)
olacak sekilde, matris ranklar1 lizerinde bazi temel islemeri kullanabiliriz.

Varsayimdan, rank(X) = p elde ederiz. Bu nedenle

rank(H) = rank(X (X" X)*XT) =rank((X" X)) =rank(X"X)=P

yi elde etmek iizere ve sadece tam rankli matrislerin tersinir olduguna, ki bunun matrisin tersinir
ranki korudugunu ifade ettigine dikkat etmek i¢in, bu kurallar1 uygulamak yeter. Bu nedenle,

H 1n stitun uzayzi:
sut(H) =sit(X)

olacak sekilde, X in siitun uzayina esittir. Burada X in siitun uzayi, X in siitunlarinin lineer
kombinasyonlar1 olarak elde edilebilen tiim vektorlerin kiimesidir. Buna umumiyetle X in

stitunlarinin gereni olarak bagvurulur.

Bu vektor altuzayinin ortogonal tiimleyeni H 1n (¢ekH) ile gosterilen ¢ekirdegi veya sifir
uzayidir.Ozet olarak, H in n tane siitununun uzay: asagidaki iki ortogonal vektdr altuzayina

bolunebilir.

. yeR"

. y e X =sut(H) = geren(x,,.....,X,)

iii. €ex =cek(H)={veR":<v,v;>=0,V,=1...,p}

Burada R" iizerindeki vektor yapist X Ve X iizerindeki vektdr yapilarinin direkt

toplamini alarak yeniden ele gegirilebilir. Burada X ve X lye R" nin vektor alt uzaylari veya
lineer alt uzaylari olarak bagvurulur.

Daha 6zel olarak, X lineer alt uzayl, X in ortogonal tiimleyenidir. Dogal olarak
Ye X veée X" nin bundan sonraki kistmda gdsterildigi gibi, cebirsel olarak kontrol

edilebilen ¥ | € oldugunu ifade ettigi gercektir.
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2.6.2 Tahmin Edilen Hatalarin ve Uydurulan Degerlerin Ortogonalligi

[1k olarak, (| — H) nin H ile soldan ¢arpimi bir NXN sifir matrisi verir, yani,
H(I—H)=H-HH=H-H =0
dir. Geometrik olarak, tahmin edilen hatalar ve uydurulan degerler iki ortogonal vektordiir. Bu

nedenle, biri R" deki bu iki vektor arasindaki 6klid i¢ ¢arpim ve nokta ¢arpimin sifir oldugunu

dogrulayabilir. Yani ,
<y.€>=§'é=(Hy) (I -H)y=y'H(I -H)y=y'0y=0

dir. Bu nedenle § ve e ; R" de ortogonaldir.
2.6.3 Tahmin Edilen Hatalarin ve Uydurulan Degerlerin liskisizligi

Ayrica biri § ve € min iliskisiz olduklarni da gosterebilir. Herhangi iki X,y € R"
rasgele vektori igin

kov[ Ax, By] = A kov[x, y]B'

gercegini kullanmamiz gerekecek . Bu nedenle,

kov[y,€é|x]=kov[Hy,(I —H)y| X]

=Hkov[y,y| X](1 —H)'

=o’H(I-H)=0
dir. Onceki kisimda bu rasgele siireclerden kavrayislarin sadece iki vektdriinii géz oniine

almamiza ragmen, burada Y Ve € rasgele vektorlerini islemlerden gegiriyoruz.

2.7 Regresyonun Geometrik Yorumu

2.7.1 ¥ ve €'ninSerbestlik Dereceleri

Geometrik olarak Y ve € ile ilgili serbestlik derecelerinin basitce bu iki vektdriin
izdiisiiriildiigii ilgili vektdr alt uzaylarinin boyutlar1 alacag: goriilebilir. Ozellikle, bir V vektor
uzaymin rank-sifirlik teoreminin basit uygulamasiyla kendi erim(goriinti)ve cekirdegine
ayrigimi

boy(R") = boy(X) + boy(X ")

=rank(H) + sif (H)

40



dir ve burada sif(H), H 1n sifir uzayinin boyutu olarak tanimlanan, H n sifirligin1 gosterir. p
sayida farkli parametreye sahip bir ortalama fonksiyonu gozoniine alindiginda, serbestlik

derecelerinin asagidaki par¢alanmasina sahip oluruz.
sd(y) =sd(y) + sd(é)

38
=p+(n-p) )

H nin bir ortogonal izdiisiim oldugu belirtildiginden, biri H nin 6zdegerlerinin bu vektor
uzaylarinin boyutlarini da belirledigini gozlemleyebilir. Aslinda bir ortogonal izdiisiimiin
matrisinin 6zdegerleri sadece 0 veya 1 olabilir. Bu nedenle, H nin spektrumundaki sifirlarin

sayis1 H nmin sifirligina esittir. Halbuki onun spektrumundaki birlerin sayisi onun rankina esittir.

2.7.2 Pisagor Teoremi Vasitasiyla Varyans Parcalanmasi

Y,V ve é vektorleri R" de bir iiggen olusturan ii¢ noktayr belirler. < ¥, >=0

oldugundan bu {iggenin bir dik {iggen veya (dik-a¢ilitiggen) oldugu anlasilir. Temel geometriyi

kullanarak regrasyon analizinin iki goriiniimii idrak edilebilir. ilk olarak, genel Kkareler

toplaminin (TSS veya SYY) tahmin edilen kareler toplam1 (SS,,, veya ESS) ve hata (tahmin

edilen hata) kareler toplamina (RSS) ayrisimi1 pisagor teoreminin 6zel bir durumunu olusturmak

i¢in gosterilebilir. Uygunluk i¢in, Y, leri ¥ de merkezlestiririz. Bu taktirde genel kareler

toplamu || -|| &klid normu olmak iizere
o2 2
SYY =y =yl
i=1
ile verilir. Her 1:1,....,n i¢in y, = ¥, + & gercegini kullanarak,
n ) n ) n n )
Z(yi +ei) :Zyi +22yiei +Zei
i=1 i=1 i=1 i=1

= 9IF +2<9y.6>+]1€]

elde ederiz. Ayrica, ¥ L € oldugunu 6nceden gostermistik. Bu nedenle, || V|| karesi

Iy IF=Il 1P +11e1P
olacak sekilde kenarlarin uygunluklarinin karelerinin toplamina esit olan, hipoteniisiin

uzunlugudur.
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Bundan sonraki c¢alismada bu nicelikler igin serbestik derecelerinin nasil
hesaplanacagini gorecegiz. Bu serbestlik dereceleri merkezlestirilmis veriye sahip olup

olmamamiza bagli olarak (38) bagintisindaki rasgele vektorlerden farkli olabilir.

2.7.3 Trigonometriyi Kullanarak Determinasyon Katsayisi

Ikinci olarak, Yy ve ¥ arasindaki lineer bagimliligin derecesini dlgmek icin Pisagor
Teoreminin baska bir sonucunu da uygulayabiliriz. @ radyanlar cinsinden olgiilmek {izere,
herhangi bir dik ticgen i¢in
_ | yankenar |

C0SH = — -
| hipoten(s |
oldugunu hatirlaymiz. Regresyanda , Y Ve Y vektorleriyle verilen kenarlar ile R" de 0 daki

ac1 ile ilgileniriz. Bu nedenle benzer sekilde

(c0s0)? = Y1 _ESS _ SYY —RSS _
ly|IF TSS SYy

RZ

elde ederiz. Boylece, bir regresyon modelinin uyumunu maksimumlastirma R" deki y ve §

arasindaki aciyr azaltmaya esdegerdir. Cos(0)=1 olacak sekilde bu ag1 sifir oldugunda

mitkemmel bir korelasyon (iliski) ortaya ¢ikar halbuki tam istatistiksel bagimsizlik (yani

korelasyonun yoklugu) bir dik agiya esdegerdir, yani COS(7Z/ 2) =0 esdegerdir. Son olarak,

y Ve Y arasindaki ag1 dogru ag1 oldugunda bir negatif korelasyon elde edilir ki bu durumda
cos(z)=-1

dir.

2.7.4 Dogrudas (Kolineer) Aciklayicilar

Buna ek olarak ¢oklu regrasyon iizerinde bu geometrik bakis istatistikte “kolineer”

teriminin kullanimin1 da aydinliga kavusturur. Cesitli noktalara dogrudas denir eger onlar bir

tek dogru iizerinde bulunuyor ise ¢oklu regresyon baglamimda X in herbiri siitunu R"de bir

vektordiir. Eger boyle siitun vektorleri diyelim ki X.,. ve X., arasindaki korelasyon

9

miikemmel ( tam ) ise bu taktirde onlar ayni dogru {lizerinde uzanirlar.

42



3. Coklu Regresyon, Temel Teori
y=X£+U

dur. Burada Y =(Y,,.....,¥,), tepkime degiskeni iizerindeki n gdzlemden olusan veri

vektorudir.

X; aciklayic1 degiskenlerden olusan bir NX(P +1) aciklayicilar matrisidir, ki x in
birinci siitunu sadece 1 lerden olusan bir siitun vektordir. 8= (f3),...., )" rasgele olmadig:

kabul edilen, regresyon parametrelerinin bir (P +1)X1 vektoridiir ve u=(U,,....,u,)’

rasgele hatalarm bir NX1 vektoriidiir.

X in stitunlarit Xg,....., Xp ile gosteriniz

Herbir X iy deki n tane gozleme karsilik gelen j-yinci agiklayici degiskenin n tane

degerini verir.

Ug,....,U. nin, E[y]=0 ve var[u]=0,° olmak iizere, bagimsiz 6zdes dagiliml

n
olduklarmi kabul ederiz. Ayni zamanda hata teriminin X in elemanlarindan bagimsiz
olduklarini da kabul ederiz. ( Bu acik ve secik olarak gerceklesir, eger aciklayict degiskenler

rasgele degiller ise ). Eger X matrisi rasgele ise, bu taktirde ortaya koyacagimiz dagilimsal

ifadeler X,,....., X, nin gbzlenen degerleri tizerinde sartli olacak.

p ; katsayisal regresyon fonksiyonundaki , yani

ELyIX]= X5 =Y %5,

da ki degismeyi, j-yinci agiklayict degiskende birim degisime karsilik gelen degismeyi dlger,

eger model dogru ise ve diger agiklayic1 degiskenler sabit tutulur ise.
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3.1 En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi

Gozlemlenmis y verisinden [ nin tahmin edilmek istendigini farz ediniz. En kiigiik
kareler tahmin edicisi (Y —X8")'(y — ") olgiit fonksiyonunu minimum yapan A* in

degeridir.Jobson,s.224 ¢6zlimiin
b=(XX)™XY
ile verildigini gostermek icin analizi (matematiksel analiz) kullanir. J-yinci bj elemani

p
y=xb= Z X, 0, uydurulmus modelindeki X; nin katsayisidir.
k=0

Bu nedenle, bj yi y tepkime degiskeninin beklenen degerinde, X. agiklayici

j
degiskenindeki bir birim degisime karsilik gelen degismenin bir tahmini olarak diisiinebiliriz,

eger modelin dogru oldugunu kabul ederek, diger tiim degiskenler sabit tutulur ise b nin mevcut
olmasi icin, (X X)fl mevcut olmalidir. b nin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart X in

stitunlarinin lineer bagimsiz olmasidir. Bu sunu ifade eder, X in siitunlarinin herhangi birini

X 1n geriye kalan siitunlarinin bir lineer kombinasyonlari olarak ifade etmek miinkiin degildir.

Eger X in bir siitununu diger siitunlarin bir lineer kombinasyonu olarak ifade etmek

miimkiin ise, sarta coklu dogrudaslik denir.

Ornegin, X, =X, + X, Veya Xy =2X, —3X, ise bu olmalidir.

3.2 En Kiiciik Karelerdeki Sapka Matrisi

En kii¢iik kareler tahmin edicisinin gerg¢ekten
b=(XX)XY

denklemi ile verildiginin bir ispatin1 verecegiz. Analizi kullanmak yerine,
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H=X(XX)X'
ile tanimlanan NXN sapka matrisine dayanan deger 6gretici ve hos bir ispat1 verecegiz.

Y = Hy oldugundan, yani y iizerine “sapka” koydugundan H ya “sapka matrisi” denir.

H' = (XY (XX) 2 X'
= X((XX)) X" =X (XX)*X'=H

oldugundan, H simetriktir. H i baska bir ézelligi onun idempotent, yani H? = H olmasidir.

Bunu gérmek icin

H? = HH = X (XX} XX (X)X =X (XX) X!

(xxy*
oldugunu gostermek yeter.
H(l-H)=0,HX =X ve (I —H)2=(| —H)
oldugunu gostermek kolaydir.

Herhangi bir w=(W,...,W.)" n boyutlu vektori i¢in, w nun uygunlugunu
0V

[ wil= |:Zwi }
i1

olarak tamimlariz. || W||?= WW olduguna dikkat ediniz.

Tahmin edilen hata vektorii
e=y-y=(>-H)y
ve tahmin edilen hatalarin kareleri toplami1
n
iZﬂ:(yi =9 =y =9IF=l (1 = H)yIP=y'(I -H)y
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dir

Teorem 3.2 En kiiciik kareler tahminleri
b=(XX)™XY

ile verilir.

fspat: ||y —xf8" ||2 nin " =b segerek minimumlastirildigini géstermememiz gerekir.

Iy =xg"IP=lly = Hxg" IP=ll[Hy + (1 - H) y] - HxB"1IF
= H(y —x87)+ (1 =H)y Pl H(y =x8) [P + 1 (1 =H)y I

elde ederiz.
H(l —H)=0

oldugundan, ¢apraz ¢arpima terimlerinin sifir olduklarina dikkat ediniz.
IH(y =xB) |+ (1 =H)y|* denklemindeki ikinci terim 3" a bagh degildir.
Bir vektoriin uzunlugu oldugundan birinci terim negatif degildir.
H=(y-xg")=0

olacak sekilde

S i segerek, dolaywsiyla ||y —XS ||2 yl minimumlastirarak, bu terimi sifir

yapabiliriz.
Bu taktirde,
H(y-x8")

Hy — Hxb = Hy — xb = Hy — X (XX)™* XY
=Hy-Hy=0
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a indirgendiginden, eger ,B* =b secersek, bu gercekten vuku bulacak. Bu nedenle, b,

|y —=xB"|FF yi minimum yapar.
3.3 En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisinin Ortalama ve Kovaryansi

b en kiigiik kareler tahmin edicisi f i¢in yansizdi: Gergekten,

E[b]=E[(XX)"X'(X ) +u)]
=+ (XX)"XE[u]=p

dir. bnin (p+21)X(p+1) kovaryans matrisi
kov(b) = E[(b—- B)(b - )]

diir. Kov(b) nin (ij) yinci elemani i, j=0...p icin, b, b; arasindaki kovaryanstrr.
b=+ (XX)™"XUoldugundan,

kov(b) = E[(XX)™ Xtu'X (XX)™]
= (XX)"XE[uu]X (XX)™*

elde ederiz.

U; ler sifir ortalama ve Guz varyans ile bagimsiz 6zdes dagildiklarindan,
E[uu]=kov(u) =o,’l ve bu nedenle,
kov(b) = ,*(X'X)™ elde ederiz.

3.4 Hata Varyansim1 Tahmin Etme

O'u2 hata varyansinin bir tahmin edicisi £ ve diger amaglar igin giiven bolgelerini

olusturmak i¢in yararlt olmali.
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y(l H)y

Z(y. A%

n—p -1

tahmin edicisini tanimlayiniz. N — P —1 bolenini kullanma nedeni s® nin Gu2 icin yansiz

oldugunu garanti etmektir.
Teorem 3.4 E[S?] = o2

Ispat: Herhangi bir A kere matrisi igin

iz(A) = Z A, yani kdsegen elemanlarinin toplami olarak tanimlaymiz. Eger AB ve
i

BA her ikiside iyi tanimli matrisler ise bu taktirde iz(AB)=iz(BA) dir. Bu nedenle
iz(H) =iz(X (XX)X)=iz((XX) X X) =iz(lpH) = p +1

dir. Simdi

E[s’]=

— Bl (T =H)y]

1

1
-1
1

— ELXA+u)(1 = H)(X 5 +u)]

[(XB)(I =H)X BT+ E[u'(l —H)u]

[(XBYXB—=(XB) HX,B+ZZ Efuu;1(H=H)jl

i=1l j=1

-1

1 o’ .
| -H), =—24 jz7(1 -H
oo 120..( )i T po —2(1=H)
2
=% nig(H)=02 NP2
n-p-1 n-p-1

dir.
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3.5 En Kiiciik Karelerin Geometrisi

Bir geometrik bakis agisindan H sapka matrisi bir izdlislim matrisi olarak diisiintilebilir.

Fazla teknik olmadan bunun ne ifade ettigini agiklamaya calisacagiz iki n boyutlu w ve v

vektorlerine ortogonal diyecegiz, eger W'V=0 oluyor ise. Bu tanimin n=2 ve n=3 igin

sezgimizle uyustuguna dikkat ediniz.

Ornegin (0,1)" ve ( (2,0)" vektorleri ortogonaldir. (1,0,2)" ve (0,1,0)" vektorleri

de ortogonaldir. Herhangi bir n boyutlu w vektorii iki kisma ayrilabilir:
w=Hw+(l —H)w

veya
W=W+¢€

birinci bilesen, yani
W= Hw= X[(XX) X W]

X in siitunlarmin bir lineer kombinasyonudur. ikinci bilesen, yani
e=w—-w=(I—-H)w

X in siitunlarinin tiim lineer kombinasyonlarma ortogonaldir. Bunu gostermek icin

herhangibir

Xofy + ot X B = X 5

lineer kombinasyonunu gozoniine aliniz. Bu taktirde
(I-H)X =X-X=0

oldugundan,
eXB =w(l —H)XB =0
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dir.

Bu nedenle, w yi Hw ye gotiiren lineer doniisiimiiniin, W nun X in siitun uzayina bir

ortogonal izdiisiimiinii olusturdugunu sdyleriz. W= HW olmak iizere, W=W+€ nin w nun

X in siitun uzayma (yani X in siitunlarinin tam olus kombinasyonlarina) izdiisiimii olduguna

ve € =W—W nm w nun X in X in siitun uzayina ortogonal olan kism1 oldugunu tam anlamryla

gostermis olduk.

b=(XX)™"XY¥ denkleminin ispatinda verilenle hemen hemen ayni bir diiiinceyle W

nin, X in siitun uzayinda w ya en yakin olan vektdr oldugu gosterilebilir.

Yani, |[W=XB"|F B" 1 XB =W gibi olarak tim S° = (ﬂg,,ﬂ;) lizerinden

minimumlastirilir.
Sonugta olugan minimum degeri
[ w—w|f

dir.

Simdi veri vektdriimiizii w=y koyarsak bu taktirde ¥ =Hy = XD nin X in siitun
uzayinda y ye miimkiin oldugu kadar yakin olan, vektor oldugunu, yani kriter fonksiyonunun

kareler toplami olan || y — X 8 ’ ||2 yi minimum yapan vektor oldugunu goriiriiz.

e=Yy—V hata tahmini vektérii X in siitunlarinin tiim lineer kombinasyonlarina

ortogonaldir.

Ozellikle, e ; ¥ ya ortogonaldir, bu nedenle

Iy IP=l 91F +Ilel?

dik tiggen iligkisini elde ederiz.
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oldugundan, uydurulan degerlerin ortalamast Y dir. Bu nedenle Yy Ve Yy mnin ortalama

diizeltilmis versiyonlari

~y+e

<>

y-y=
ile bagli olur.

Sonuncu nicelik X in siitiin uzayinda oldugundan € nin ¥ — Y ye ortogonal olduguna

dikkat ediniz . Bu ¢ogu kez SST=SSR+SSE olarak yapilan ¢ok 6nemli
ly—V ||2=|| y—y ||2 +||y— )7”2 iliskisini verir. Burada
SST = Z (Y, = V)? genel kareler toplamudir.

SSR = Z (Y, - ¥)? regresyon kareler toplamudir

SSE = Z (yi — )7i )2 tahmin edilen hata kareler toplamidir.

Coklu determinasyon katsayist

R? =S er

dir.Bu niceliklerin yorumlar1 aslinda basit lineer regresyondaki ile aynidir.
3.6 Normal Dagilan Hatalar icin b , s® nin Dagilin

Lineer regresyon igin standard dagilim teorisini elde etmek i¢in U; lerin normal

dagilimli olduklarini kabul etmemiz gerekir. Bu varsayim daha evvel gerekli degildir.
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VV =W'=1 (V bir ortogonal matris ve)

HV =[V,,...V,,0,...,0]

olacak sekilde bir V =[V,,...,V, ;] NXN matrisini olusturmak miimkiindiir. Bunu yapmak i¢in
bir ¢ok yol(yontem) vardir. Herseyden once V, ,...,Vp ler X in siitun uzaymnda olacak sekilde

karsiliklt olarak ortgonal V,....,V, , vektorlerinin bir kiimesini bulmamiz gerekir.

Lineer cebirden Gram-Schmidt algoritmasini kullanarak, bu yapilabilir. H ile soldan
carpimin V nin ilk p+1 tane siitununu degistirmedigine, ancak geri kalan siitunlar sifira

gotiirdiigline dikkat ediniz.
Simdi Z =V'Y ile n boyutlu normal dagilan z rasgele vektoriinii tammlariz.
V ile her iki yan1 soldan carparak
y=Vz=zV,+..+2, .V, ,
elde ederiz. Bunun her iki yanin1 H ile soldan ¢arparak
Y=z +..+2,V,

elde ederiz.

n-1
e=y-y= > zV,

j=p+1

oldugu anlasilir. Z normal oldugundan (normal dagildigindan) onun 6zellikleri onun beklenen

degeri ve kovaryans matrisiyle tam olarak belirlenir. z’ nin beklenen degeri
n=E[z]=VX S dir
n'=pXNV = p(HX)V

:ﬂfx'HV :,B'X’[\/O,---:Vp’o"""o]
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olduguna dikkat ediniz. n boyutlu 77" satir vektoriiniin son n-p-1 tane elemaninin bileseninin

tiimiiniin sifir oldugu, yani

oldugu goriiliir ve z i¢in kovaryans matrisi
kov(z) = E[(z-n)(z—n)]
dir. Simdi
z-n=Vy—-ENV]I=V'(y-XpB)=V'u
dur . Bu nedenle,

kov(z) =EVUu'V]=VE[uu'N =cVV =5l

dir. Bundan dolay1 z,,....,2,, E[z]=7 j ve var[z j] =0, uz olmak {iizere iliskisiz ve normal

dagilimlidir ( bu nedenle bagimsizdir).

Teorem 3.6 U, lerin normal dagildiklarim farz ediniz. Bu taktirde b ve s? bagimsiz olarak

normal dagilan rasgele degiskenlerdir b; £ ortalamali ve O'u2 (XX )71 kovaryans matrisli ¢ok

degiskenli normal dagilima sahiptir ve
2/ 2 2
(n_ p_l)s /Gu anpfl

olarak dagilir.

Ispat: b; normallarim bir lineer kombinasyonu oldugundan o bir cok degiskenli normal dagilima
sahip olmali b nin ortalamasi ve kovaryansi daha evvel ortaya kondu Db ve s nin

bagimsizligini saptamak i¢in
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b=(XX)XY = (XX)(HX)Vz
=(XX)'XHNV,z, +...+V, 2z, )
= (XX)"X'(Vyzy +..+V, 2,

olduguna, bunun Z,,...., Z, nin bir fonksiyonu olup z 2, e bagl olmadigina dikkat

pilre
n-1

ediniz. Ote yandan, y—V = Z ZjVj tahmin edilen hata vektdrd, Z,,,...,Z, in bir
j=p+

fonksiyonudur.

Ancak Zy,-.Z, ye bagh degildir.  Z; ler bagimsiz  oldugundan

1 .
bves?= n——p—l |y —=9|F nin bagimsiz oldugu anlasilir. || v IP=1 olmak iizere, v

vektorleri karsilikli olarak ortogonal olduklarindan,

(n—p-0)s’/al =z, Vo + ot 2, Vo, I 107

p+1

2 2 2
=(z,, + .t 204) 0}
oldugunu goriiriiz. {Z j}rj];lp 1 ler N(O, (Tuz ) bagimsiz 6zdes dagilimina sahip oldugundan
(n—p-1)s’/o? nn an_p_l

olarak dagildig1 goriiliir.

4. Lineer Regresyon Modelinde Sapka Matrisinin Kosegen ve Kosegen-Dis1 Elemanlari

icin Simirlar Uzerine

En kiiciik kareler yaklasiminda, herhangi bir duyarlilik(hassasiyet) analizi aslinda
noktalarin nasil gézlendigi, bu nedenle sapka matrisinin elemanlari tizerinde nasil yansitildig:
ile ilgilidir. Regresyon tanilarinda en yaygin kullanilan kavramlar olarak, etkili gézlemler ve

aykir1 degerler bu niceliklerin biiyilikliigii vasitasiyla elde edilir.
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Y, i-yinci gozlenen yanit, X, bir pxl deterministik (rasgele olmayan) vektor, S e °

parametrelerinin bilinmeyen bir px1 vektorii ve €, ler sifir ortalamali ve o varyansh iliskisiz

hatalar olmak iizere
y.=Xp+e ,i=12,..,n (39)
genel lineer regresyon modelini g6zoniine aliniz.

Y= (Varoo Vo) €= (€ €)' V& X= (X X,)'
yazarak (39) modeli

y=Xpf+e€ (40)
olarak yazilabilir

Interceptli ( sabit terimli) modelde 1 ler siitununu iceren, X matrisine tasarim matrisi
denilir. Bagindan sonuna kadar X in tam rankli ( tam siitun rankli) matris oldugunu, bu nedenle

X’X in tekil olmadigint kabul ederiz . Bu durumda A nin alisilmis en kiigiik kareler tahmin

edicisi
B=(XX)"XY (41)

dir.Tepkime degiskeninin aligilmig tahmin edilen degerlerinin nx1 vektorii § = Hy dir. Burada

nxn tahmin veya sapka matrisi,
H=X(XX)"X’ (42)

ile verilir 1, n mertebeli birim matris olmak iizere V = (I, — H)o? varyans-kovaryans matrisli,
residual ( tahmin edilen hata) vektorii , e=(l, —H)y ile verilir. H matrisi lineer regresyon

modelinde 6nemli bir rol oynar.  h;;, H nin (i,j)-yinci elemanimni gostersin.

Buradan,
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hij = x/(XX)7x; (i,j)=12,..,n (43)

dir h; kosegen elemanina i-yinci veri noktasinin temayiilii(kaldirag giicii) de denir ve X;

gozleminin X-uzayindaki noktalarin geri kalaninda ne kadar uzakta oldugunu 6lger . h;, nin
biiyiikk degerlerine sahip herhangi bir nokta etkili (etkileyici) bir gézlem olmaya meyleder.
Boyle bir noktaya yiiksek-temayiil denir. Cook ve Weisberg(1982,s13) h. nin biiyiik olmasi

icin asagidaki sartlar1 isaret eder.

!

X X, X; vektorinn XJ-'Xj normunun karesine gore biyiiktiir, yani X , Veri

kiimesindeki diger noktalarin ekseriyetinden ¢ok uzaktir, veya

x'x.aslinda X’X in kiiciik bir 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektériin dogrultusunda

ve yoniindedir.

X, nin yiiksek-temayiil olmasina gore h, nin biyiikligi i¢in ¢esitli olgiiler (kriterler)

Onerilir.

Ote yandan sapka matrisinin kdsegen dis1 elemanlarina regresyon analizinde baska bir

kriter(6lgiit) olarak bakilabilir. o° sabitini yok sayarak bu elemanlar tahmin edilen hatalarin
herhangi ciftinin kovaryanslaridir, bu nedenle bagimsizlik varsayimini kontrol etmek i¢in
faydali olabilir. Teorik nokta gozlemlerin birlikte ancak bireysel olarak degil, etkili olduklari

durumlar mevcut olabilir.

Hube (1975) genel olarak h; nin biiyiik degerlerinin tasarim noktalarmin merkez digt

olmasina karsilik geldigini zikreder.
Hadi(1990) gbzlemlerin potansiyel olarak etkili altkiimelerini gosterimini teklif etti.

Burada biz interceptli ( sabit terimli) ve sabit terimsiz lineer regresyon modellerinde
sapka matris elemanlarinin bazi ¢ok biiyiik (u¢ — asir1) degerlerine sahip olmak i¢in tasarim

matrisi i¢in gerek ve yeter sartlar ele aliriz.
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Sabit terimli lineer modelde sapka matrisinin kdsegen disi elemanlart igin daha
milkkemmel bir alt sinir elde ederiz ki bu sabit terimsiz model i¢in olandan 1/n kadar daha

kisadir.

Asagidaki birinci lemmanin tekrarlanan uygulamasi yapilir. Bu lemmanin (a) sikki

Chipman(1964) * e aittir.

Lemma4.l A p-m, (m >0) rankli bir nxp matris olsun

(@) mXp mertebeli ve tam satir ranklt B,A nin satirlarindan lineer bagimsiz satirlara
sahipse bu taktirde

A(AA+BB)'B' = O, V& B(A'A+ BB)'B'=1,
dir

(b) Eger m,xp (m, <m,) mertebeli ve 1 rankh R, ilk r’ satir1 6 =(1,5,,...,8,)" olmak

iizere , R=0r" bicimde ve r; A nin satirlarindan lineer bagimsiz ise bu taktirde

00’

R(AA+RR) R = —
|

dir.

Lemma 4.2 A ve B nxp matrisler olsun. Bu taktirde rank(A-B)=rank(A)-rank(B) olmasi igin
gerek ve yeter sart A; Anin AAA = A bagmtisini saglayan bir genellestirilmis tersi olmak iizere

AAB = BAA = BAB = B olmasidir.

Bundan bdyle bu g¢alismada, i-yinci gozlemin ihmal edilmesini gostermek igin bir

nicelige bir altindis olarak yazilan(i) notasyonunu kullaniriz. Ornegin Xq ve X sirastyla

bilinen i-yinci ve j-yinci satirlara sahip X matrisidir. X vektorii X’in satirlarinin ortalamasini

gosterir ve J 1 lerin bir pxp matrisidir.
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4.1 Sapka Matrisinin Kosegen Elemanlari i¢cin Simirlar

Bu kisim X g6zlem matrisinin alacagi degerler i¢in gerek ve yeter sartlar ile birlikte h.
nin alt ve st sinirlarm belirlemeye tahsis edilir. Bu sartlar esas olarak X; ve X nin bazi 6zel

bigimlerine dayali olur.

Interceptsiz ve interceptli iki geneksel tam rank lineer regresyon modelini gdzoniine

alinz.
Lemma 4.1.1 X nxk 1 ler siitunu olmayan tiim siitun rankli matris olsun . Bu taktirde

()  0<h, <1idir

(i) h; =0 olmast igin gerek ve yeter sart X, = 0 olmasidur.

(i) h; =lolmasi icin gerek ve yeter sart rank(x;,) = k —1olmasidir.
Ispat: H ve I —H pozitif-yari tanimli (p.y.t) matrisler oldugundan, (i) kismi hemen ispatlanir.

Benzer sekilde (X X)™bir pozitif tanimli (p.t) matris oldugundan, (i) kismi elde edilir.
(i) kismin1 dogrulamak igin, genelligi yitirmeksizin X nin, X in son satir1 oldugunu yani

X' =[X,%]oldugunu farz ediniz. Eger h; =lise

1N/t
H = X(i)(XX) X(i) O(n—l)xl

0 dir. H bir idempotent matris oldugundan (44)
1x(n-1)

X (XX)™ X, de idempotentdir. Bu nedenle

rank (X ;) = rank (X ;, (XX)™Xp,) =iz(X;, (XX) ™ X7y =k —1dir. ~ Tersine  olarak
rank(X,) =k —1lolsun. rank[X; x]=rank(x’) =k oldugundan X ; X;hin satirlarindan

lineer bagimsizdir. Lemma 4.1 in (a) kismini kullanarak.

X (X Xy + xX) % (=h;) =1

dir ve ispat tamamlanir.
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Lemma 4.1.2 Eger X, ., tam siitiin rankli matrisi 1 lerden olusan siitununu ihtiva ederse bu

taktirde

(i) %s h <1dir.

.. 1 .. -
(ii) h, = - olmasi igin gerek ve yeter sart X, = X olmasidir.

(i) h; =lolmasi i¢in gerek ve yeter sart rank(x;,) =k olmasidir.

Ispat: Bu durumda H —=J_ ve |, —H nin her ikiside pozitif yar1 tanimli matrislerdir , bu
n

nedenle (1) kismi gergeklenir. (ii) yi dogrulamak i¢in interceptli ( sabit terimli) modelde
1
(XX)_lizl{ } (45)
n kal

elde ettigimize dikkat ediniz yeter sart

x{(XX)‘lizi’(XX)‘1Y:% (46)

olduguna dikkat ederek saptanir.
Tersine olarak eger h, = % ise
(% —X)(XX)*(x,-X)=0
dir ki bu X, =Xyi saglar. Lemma 4.1.1 in (i11) kismma gore , (ii1) kismi1 benzer sekilde
gerceklenir.
Ornek 4.1.1 Alsilagelen varsayimla, Y, =/, + BX+ € basit lineer regresyon modelini

g0zonline aliniz.
Bu durumda,
(Xi — X)2

Z n(Xk _7)2

k=1

hi :£+
h

dir. X, =Xnin h, = %esitligini sagladig aciktir. Sekil 1 ve Sekil 2 durumlarin iki 6rnegini
gosterir. Sekil 1 de i-yinci gézlem minimum olasi h; degerini verir ve uygun egim bu gozlemle

etkilenmez. Tersine olarak, Sekil 2 h,i¢in maksimum olas1 degerli bir drnegi gosterir. Bu
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durumda uygun dogrunun egimi Y; ile belirlenir ve boyle gbzlemi silme (yok sayma) X, X,

yi tekil bir matrise ¢evirir.

N 2ol
(2) #

Sekil 1 Sekil 2

Sekil 1: h, = %oldugu interceptli bir basit lineer regresyon modeli

Sekil 2: h, =loldugu interceptli bir basit lineer regresyon modeli

4.2 Sapka Matrisinin Kosegen-Dis1 Elemanlari icin Sinirlar

Bu durumda lineer regresyon modelinde sabit terimli iki durumu kabul ederiz.
Asagidaki lemmanin (i) kismi Chatterjee ve Hadi (1988,s.18) de gosterilir.
(Onlar bu lemmanin (i) kismin1 belirtme i¢in Professor J. Brain Gray, takdir etti)

Lemma4.2.1 X, 1 ler siitunu olmayan tiim siitun rankli matris olsun. Bu taktirde,

nxk

. 1 1.
i ——<h. <Zdir
(i) > <=3

(i) hij_f y olmast i¢in gerek ve yeter sart X; =—X;ve rank(X ;) =k —1lolmasidir.
/2

(ij

(i)  h, = % olmasr igin gerek ve yeter sart X; = X;ve rank(X;,) =k —1olmasidir.
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Ispat: H idempotent oldugundan

h = Zn:hizk =hi + hiJ? + Z i
i1

k=(i. )
elde ederiz ki bu

hif =h,(1-h)+ Z h? oldugunu gosterir. 0 <h; <loldugundan (i) kismi

i =
k=(i, j)

hy =h; = % ve her k(z1, J)=12,...,n i¢in hy =h, =O0sartlartyla elde edilir.

(ii) kisminin yeter sartini dogrulamak igin h; = —% olsun. (46) dan h; =h; = % elde ederiz.
Bu nedenle

(% +%) (XX)*(x +x,)=0

dir ki bunun gergeklesmesi igin yeter sart x; = —X;olmasidir. Yine eger X'=[X; ;X x;]ise bu

taktirde
X (XX)_lx('in Otn-2)x2
H= 11 -1 (47)
OZx(n—Z) E 11

dir. H idempotent oldugundan, (47) bagintisindan X (ij) (XX)’lx('ij)nin de idempotent oldugu

goriiliir. Bu nedenle
rank (X ;) = rank (X ;, (XX)™ X{;)) =iz(X 5, (XX) ™" X)) =k —1dir.

Tersine olarak eger X =Xx;ve rank(Xy,)=k-1lise rank[Xg xx;]=rank(X)=k
oldugundan X; nin x; nin satirlarindan lineer bagimsiz oldugu goriiliir y = (1.—1) olmak iizere

A ve R yerine X, ve [x —X]koyarak Lemma 4.1 in (b) kismini uygulama

, -1l hi by B /2 -1/2
R(AA+CC)"R {h_ h.}{—l/z ]/2}

ij j
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oldugunu ortaya koyar. x; y; —1 ile garparak (ii) kismi1 benzer sekilde ispatlamir. Boylece ispat

tamamlanir.

Asagidaki Lemma interceptli modelde h; nin sinirini verir. Onun Uist sinirini interceptsiz

modelin durumuna benzer sekilde bulacagiz, bununla beraber alt sinir 1/n sabitiyle netlestirilir.

Lemma 4.2.2 X, .y 1lerin siitununa sahip tam siitun rankli matris ise bu taktirde,

(i) ———<h ;< Y dir

(i) h; = 1 —% olmasi icin gerek ve yeter sart
n

X, +X; =2X ve rank(X;,) = k olmasidir.

1

(iii)  h = %olmam igin gerek ve yeter sart x; = x;verank(X;,) =k olmasidir.

Ispat: Bu durumda H idempotentdir ve bir gecis olasilik matrisinin ézelligine sahiptir, yani

H1=1dir. Burada 1=(11,...,1)"dir Bu nedenle hyi

> h.=1 (48)

ile birlikte (46) kisitlamasi ile minimumlastirmaliyiz. Ay1 bir Lagrange carpani olarak

kullanarak

hy=1-h— 3 h +A[h,@-h)—h? =3 K] (49)

k=(i, J) k=i, j

yi 1 yave K# j=12,..,nelemanlarina gére minimumlastiririz. oh; / 04 = 01n (46) y1 verdigi
1 1 o . 1
ve oh; /oh; =0m hy :E—ﬂyl verdigi agiktir. Ote yandan oh; /oh, =0 koyma h, = Y

sonucunu ortaya koyar (46) de yerine koyma
1 n-1
h?==-(1-—= 50
i =20 (50)

y1 verir ve boylece (48)
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1. n-1

y1 verir. (50) ve (51) denklemlerini A ya gore ¢dzme h;nin sinirmi

1 1
H_ESh"'S%

olarak verir. (i1) kismini1 ispatlamak i¢in,

h; :%—% nin h; =h; :%Jr%ye gotiiren %ye esit tim h, , (K =i, j)irettigine

dikkat ediniz. Buradan, sadece x; +X; = 2X ise saglanan
(% +%; —2X) (XX) (% +x; —2X) =0

elde edilir . Ayrica

i)

avr 1
1 X(ij)(xx) lx _‘Jn—2 O(n—2)><2
H-=J, = n (52)

elde ederiz. H —%Jn idempotent

1 . .
oldugundan (52) bagintis1 X ;) (XX )* X i —=J,_, nin de idempotent oldugunu ortaya koyar.
n

Bu nedenle

: Gy 1 ayr 1
k—1=iz(X 5 XX)™* X, —EJH): rank (X g, (XX) ™ X —HJH)

dir. Simdi fark matrisinin son rankinin matrislerin karsilik gelen rankinin farkina esit oldugunu

gosterecegiz.
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A= Xy (XX)* X, ve B :%Jn_2 olsun. A simetrik oldugundan A*A’= Ay ortaya

koyan AA =AAelde ederiz. (52) bagintisim kullanarak ve (H —EJ)lz 0olduguna dikkat
n

ederek

AB=BA=B’-""Dp e _a_2p
n n

elde ederiz. Bu nedenle
2 _
(A-ZB)A =A (53)
n

dir. (53) bagintisini soldan A ile ¢arparak ABA™ = B buluruz. Benzer sekilde , A'BA =B esitligi
ABA’ =B buluruz. Benzer sekilde , A'BA =B esitligi gerceklenir. Geriye BA'B = B oldugunu

gostermek kalir. (53) bagintisini sag yandan B ile carparak ve A’B nin simetrik olduguna dikkat
ederek.

BAB :g(AA'B-AB) =2[B—(”;2)B] -B
n

elde ederiz. Lemma 4.2.2 yi kullanarak rank(X(ij)(XX)‘lx —rank(J, , =k —1 ve bdylece

(i)

rank(X.,) =k elde ederiz .

(i)

Tersine olarak (n—2)x(k +1) mertebeli X, nin k rankina sahip olduguna ve X, +X; = 2X
oldugunu farz ediniz. Bu taktirde X=X, yani X nin satir ortalamalaridir. Bu durumda
= A—hij dir. Simdi X, tam siitun rankli oldugundan x; ; X, nin satirlarindan lineer

bagimsizdir. Lemma 4.1 (a) kismin1 kullanarak.
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XX (X i) 7% = (2X = %) (X () Xy + X X)) (2X = ;)

(i)

= 4%y (X Xy +%%0) ™ X
4 — I X (X)X +xx) X
n 2 IJ) ij) 7 (i)
-1
+ X5 (X5 Xy +%%5) X,
A
= A% (X X+ X%;) " Xy +1

[(n 1)X(|) |J (X(|) ((n 1)X(|) j+1
n n

= 4[x/ (X(I)X(i))’ln +1]+1

elde ederiz. Buradan x/(X/, X)X _ Mo _n+2
1-h; n-2

dir ki bu h; =1/n-1/2oldugunu ifade

eder.

Ornek 4.2.1 Alisila gelen varsayimlarla, Y, = 3, + X basit lineer regresyon modelini gz

Ontne aliniz.

Bu modelde

1 (x X)(X; —X)
n Zkl(xk_x)

i~

dir. Simdi eger x, =x; =c ve x, =d =c (herk =1, jigin) ise, bu taktirde X=d+2(c—d)/n

dir.

h; =1/2oldugunu gostermek kolaydir. Ote yandan eger
X =X, X =d=#x,X; (herk =i, jicin)vex, +x; =2X =2d ise bu taktirde h; =1/n-1/2dir.
Sekil 3 ve Sekil 4 h; onun maksimum ve minimum olasi degerlerini verdigi durumda zikredilen

durumlarin iki 6rnegini gosterir.
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3
e AN 3
[\ J ) * ( _]/ x
* ;
. e S
* -
= 2 * = >
% # - @
— * N
P X x
* *
Sekil 3 Sekil 4

Sekil3: h; = l—% oldugu interceptli bir basit lineer regresyon modeli
n

Sekild: b, = 1 + % oldugu oldugu interseptli bir basit lineer regresyon modeli
n

Ornek 4.2.2 X tasarim matrisinin,

384
166
358
11 2
1142
4911
17 2
26 5 |

R R R RRRRR

olarak verildigi ¢oklu lineer regresyon modelinin

Y, = By + By + BoXi, + BiXis &

oldugunu farz ediniz.

66



[0.625 -0.375 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125]
-0.375 0625 0125 0.125 0125 0.125 0.125 0.125
0125 0125 0.298 0.133 -0.161 0.335 -0.003 0.148
0.125 0125 0.133 0.618 -0.196 -0.235 0.242 0.188

H=
0125 0.125 -0.161 -0.196 0.791 0.008 0.296 0.049
0125 0.125 0.335 -0.235 0.008 0.658 -0.123 0.106
0125 0.125 -0.003 0.242 0.260 -0.123 0.250 0.124
| 0.125 0.125 0.148 0.188 0.049 0.106 0.124 0.126 |
dir
11 o o - .
hlz:—0.375=——§ oldugu gozlenir ve bu x +x; =2X ve herhangi i>3 igin
n

X3 = 3%, —loldugundan dolayidur.

Mahalanobis  uzakligi, agirliklastirilmis kare standartlagtirilmig uzaklik, PRESS
(Predicted Residual Error Sum of Squares) (Tahmin Edilen Olgiim Hatas1 Kareler Toplami)

v.s gibi ¢ok sayida istatistiksel Olgii genel olarak h; leri esas alan teshisi koyan etkili

gozlemlerin literatiiriinde oOnerildi. 1-yinci noktayr ve (i,j)-yinci noktalar1 birlikte
uzaklagtirma (yok sayma-silme) regresyon teshislerindeki tesir giiciinii (baskiy1) ortaya

¢ikarmak (sezmek) igin yararl olabilir.Lemma 4.3.1 ve Lemma 4.3.2 den elde edilir.

o h, =0 (veya regresyon sabitine sahip modelde h;, =1/n)
Bu durumda i-yinci gozlem potansiyel olarak y; ve y arasindaki biiyiik uzaklikla

taninir.Sabit terimli (interceptli) modelde (bkz.Sekil 1) sabit terim harig, bu nokta bilinmeyen

B parametresinin tahmini lizerinde etkiye sahip degildir.
Bu durumda, y; ; ¥ y1 belirlemek i¢in minimum etkiye sahiptir.
. h, =1 . Boyle noktanin varligi x in bazi siitunlarinin es dogrultulugunu giderir,

bu nedenle o bilylik olasilikla etkili bir gdzlem olmalidir. Bu nokta regresyon dogrusunun
kendini siirdiirmesi ( uzatmasi) i¢in dnemlidir. Bagka bir deyisle, uygun regresyon dogrusu i-

yinci gozlemi yerlestirmek igin diger veri noktalarinin arasindan geger. Bu durumda €, =0

oldugunu goriiriiz .(bkz. Sekil 2)
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J h; :—% (veya sabit terimli modelde h; :%—%)

Bu durum i-yinci ve j-yinci gézlemler arasinda bir rekabet olarak agiklanabilir.Lemma
4.2.1 ve lemma 4.2.2 yi kullanarak, eger bu noktalarin herhangi biri uzaklastirilir

(atilir ) ise, bu taktirde diger noktanin geriye kalan n-1 tane gozlemi esas alan karsilik
olusturulmus sapka matrisinin kdsegen elemaninin 1 maksimum degerine sahip oldugu, bu

nedenle bir etkileyici gézlem olacagi gosterilebilir.

Bu durumda, e =e;, bu nedenle p(Y,,y;)=-1 dir.

Bu durum (i,j)- yinci noktalar diger noktalarin biiyiik cogunlugunun farkli taraflarinda
oldugunda gergeklesir.(bkz.Sekil 3)

o h; = % onceki kisima zit, bu durumda i-yinci ve j-yinci gozlemler,diger

noktalarin biiyiik ¢ogunlugunun (bulutunun) ayn tarafindadir.Bu gozlemlerin tahmin edilen

degerlerinin aym dogrultuda olduklar1 yani, p(¥;,¥;)=1 oldugu gosterilebilir.
(bkz.Sekil 4)

5.Tahmin

5.1 Tam Rankh Olmayan Modeller

E(g)=0ve var(e) = ol aym zamanda X bir tam siitun ranka sahip olmamak yani
rank(x) =k < p<n olmak ve X'X tekil olmak iizere tam rankli olmayan modeller
y=Xp+e¢
bi¢imindedir (Anonim 2, 2020).

Bumodelde B de ki p say1 da parametreler bir tek degildirler.

Ornek 5.1
Y 110 én
Y12 110 2P
Yis | _ 110 :_I N €13
Yo 101 Tl €n
Yar 101 27
Yas 101 €2
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5.2 B “nin Tahmini

En kiigiik kareler yaklagimi
X'XB=X'y
normal denklemlerini ¢6zmeye gotiiriir.
Teorem 5.2 Eger X k< p<nrankli nxpmatrisi ise bu taktirde X'XB= X'y denklemler

sistemi tutarlidir, yani ¢6ziime sahiptir.

Ispat: Sistemin tutarli olmasi igin gerek ve yeter sart (Ax=c lineer denklemler sisteminin
tutarli olmast igin gerek ve yeter sart AAC = coldugundan )
X'X(X'X) X'y=X'y
olmasidir.
XX (X'X) X' =X
oldugundan sistem tutarlidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Normal denklemler tutarli olduklarindan, bir ¢6ziim yani bir 6zel ¢6zim
B=(X'X) X'y
dir. Baz1 genel sonugclar asagida verilmistir.
1) B y nin bir lineer fonksiyonudur.
2) E(B) = (X'X) X'E(y)=(X'X) X'XBdir ki bu (X'X)’ ye baglidir ve bu durumda
B yanlhdir.
3) p tahmin edilebilir degildir. Bir Ay lineer fonksiyonun £’ y1 tahmin ettigini yani
B=E(AY)=E(AXS+As)=AXp
B=E(Ay) =E(AXS+As)=AxB
oldugunu farzediniz. Bu her S icin saglanmasi gerektiginden Ax = Ipelde etmeliyiz. Ancak
rank (Ax) <rank(x) < pdir. Bu nedenle Ax = Ipdir.
Ve boyle bir A yoktur.

Tanim 5.2 Eger gozlemlerin beklenen degeri A’/ ’ye esit olan bir liner kKombinasyonu var ise

parametrelerin bir A'S lineer fonksiyonuna tahmin edilebilir denir, yani
E@y)=4%

olacak sekilde bir a vektorii mevcut ise 'S tahmin edilebilirdir.
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Teorem 5.2.1 E(y)=Xpgve X k< p<nrenkli bir nxpmatris olmak iizere, y=Xpf+¢
modelinde A'f lineer fonksiyonunun tahmin edilebilir olmas igin gerek ve yeter sart asagidaki
sartlarda herhangi birinin saglanmasidir.

(i) A' X’ in satirlarinin bir lineer kombinasyonudur.

ax=A4
olacak sekilde bir a vektorii mevcuttur.

(i) A" X'X ’in satirlarinin bir lineer kombinasyonudur veya A; X'X in siitunlarinin
bir lineer kombinasyonudur, yani

r’XX =21"veya XXr=A41
olacak sekilde bir r vektdrii mevceuttur.

(i) (XX) ; XX in herhangi bir (simetrik) genellestirilmis tersi olmak iizere, A veya

A XX(XX) A=4 veya
A(XX) XX =4
olacak sekildedir.

Ispat: Sadece * gerek” kismini ispatlayacagiz.

(i) Eger A'=a'xolacak sekilde bir a vektorii mevcut ise bu taktirde
E@Yy)=aE(y)=aXp=1p

dir
(if) Eger XXr = A ye bir ¢6ziim varsa bu taktirde tanimlamaya gére a = Xr dir,
E@Y)=E('XYy)=r'XE()=r'XXpg=1p
elde ederiz.
(iii) Eger XX (XX) A =4 ise bu taktirde (ii) kismina gore (XX)A XXr=Avya bir
¢Ozimdiir.

Tersine olarak eger A'S tahmin edilebilir ise, bu taktirde
XXr=A4 r=(XX) A

olarak bulunabilen bir ¢6ziim vektoriine sahiptir. XXr =4’ da yerine koyma

XX(XX) A=2
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oldugunu ortaya koyar. Bu ise ispati tamamlar.

Bu nedenle parametrelerin hangi fonksiyonlarinin tahmin edilebilir oldugunu gérmek

icin X’in veya XX ’in satirlarinin lineer kombinasyonlarini inceleyebiliriz.

Ornek 5.2.1
11010 “
. 11001 4 21
10110 2
10101 P
b

y1 g6z dniine alimiz. Ornegin 3.satir — 1. satir’a gore, A’ = (0,—1,1,0,0) elde ederiz. Bu nedenle
A'p=-a +a,

tahmin edilebilirdir.

Ug lineer bagimsiz satir, elde etmek igin X ‘in satirlarinin a’X  lineer kombinasyonlarini
aliriz. X’de ki art arda gelen her bir satirda birinci satirlart ¢ikarma, sonrada matrisin dérdiincii

satirindan ikinci ve tiglincii satirlart ¢ikarma
1 10 10
0 00-11

0-11 00
0 00 OO

matrisini ortaya koyar.

Boylece, ii¢ lineer bagimsiz
Ap=u+ra+pf, HB=B-B, Lb=8-3

tahmin edilebilir fonksiyonlarini elde ederiz.
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5.3 A/ min Tahmin Edicileri
Teorem 5.2.1 (i) ve (ii) den a’ve y'sirasiyla
A'=a'Xvel =rxx

bagintilarin1 saglamali tizere,
A'B igin a'y ve r’x'x

tahmin edicilerini elde ederiz. '8 i¢in bir ii¢iincii tahmin edici 'S dir. Burada 8 ; x'xf = X'y

nin bir ¢oziimiidir.
Teorem 5.3 E(y)=Xp ve X krankli (k< p<n) nxpmatris olmak tizere, 1'f

y = X+ modelinde £ nin bir tahmin edilebilir fonksiyonu olsun,

B ; x'x3 =xy denklemlerine herhangi bir ¢6ziim olsun ve r; X'xr = Aya herhangi bir

¢6ziim olsun. Bu taktirde; iki A’ ve rX'y tahmin edicisi agagidaki 6zelliklere sahiptir.

(i) E(A'B) = E(r'X'y) = A'B dur.
(ii) Herhangi bir 3 veya herhangi bir rigin,
A'B Xy ye esittir.

(i) '8 ve r'X'y ; B ve r secimine gore degismez
Ispat (i)
E(AB) = AE(B) =2 (XX) XX oldugundan, Teorem 5.2.1 (ii) ye gore
A'(XX) XX =X"dir, bu nedenle E(1'3);
E(1'3) = A'8 olur. Teorem 5.2.1 (ii) den
E(r'Xy) =rXE(y) =rxxg=1p

dir. Teorem 5.2.2 (ii) ye gore, eger A'B tahmin edilebilir herhangi r igin,

A =rXx
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dir. XX 2= XYy normal denklemlerini rile 6nden ¢arpma
XX 3 =rXy
oldugunu ortaya koyar. r'’x'’x = A’ oldugundan
2B =rxy
elde ederiz.
(i) r’X'ynin rnin se¢cimine gore degismedigini gostermek igin I, ve T,
XXr = XXr,=4
olacak sekilde olsunlar. Bu taktirde
EXXA=6'XYy ve r,XXA=rXYy
dir. /XX =r,XX oldugundan, r'Xy=r,XYy elde ederiz. Herbirinin A'Zyu esit oldugu
aciktir. Boylece ispat tamamlanir (Rencher (2000),s.273-274).

Teorem 5.3.1 X krankli (k<p<n) nxp ve kov(y)=c’l olmak iizere ' , y=Xf+¢€
modelinde tahmin edilebilir bir fonksiyon olsun. r ; XXr = A ye herhangi bir ¢6ziim ve 3 ;

XX =Xy ye herhangi bir ¢6ziim olsun. Bu taktirde A3 nin veya r'X'y nin varyansi
asagidaki 6zelliklere sahiptir.
" 2. 24
j var(r'Xy) =o' r’XXr=o7r'a 4.

i var(A'5) =’ 2'(XX) 2 4

iii. var(1'/ =tektir, yani rveya (XX ) nin se¢imine gdre degismedir.
Ispat(i)

var(r'xy) = r'’X'kov(y)xy = o’r’x'xr =c’r'A

dir.
Ispat(ii)

var(A') = A'kov(B)A = o2 A (XX) XX (XX) A
dir.

A(XX) XX =2

oldugundan bdylece (i1) ispatlanir.
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Ispat(iii)
A(XX) A= (XX)XX) (XX)r=rxxr=r'A
oldugundan sadece A'(XX) A nin (XX)nmn segimine gére degismez oldugunu gostermek

gerekir G, ve G, XX in iki genellestirilmis tersi olsun. Bu taktirde
XG X" = XG,X"diir. a’X = A’ olacak sekilde her iki yani aile ¢arparak,
a'XG Xa=a'XG,Xa

veya
#Gy =46,

elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 5.3.2 X krankh (k< p<n) nxp matris olmak iizere, eger 1’4 ve r'’Xy

tahmin edicileri BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) (En Iyi Lineer Yansiz Tahmin Edici)’
dir.

Ispat: Genelligi yitirmeksizin @’y =r'bX{y+C'y, yani a’ =r'X'+c’olmak
iizere A'# nin bir lineer tahmin edicisi a'y ile gsterilmis olsun.
Burada r’; A'=r'XX e bir ¢6ziimdiir. Yansizlik i¢in
Ap=E@Yy)=aXp=rXXB+cXL=0XX+cX)S
elde etmeliyiz. Bu nedenle her S i¢in ger¢eklenmeli ve bu nedenle
A =r'XX+c'X
elde ederiz.
A'=1r'XX oldugundan , €X =@’
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var(a'y) = a’kov(y)a=c’a'a
=o?(r'X'+c)(rX +c)
=a?(I'’XXr +r'’X ¢ +¢'Xr +¢'c)
=o?(r'’XXr +c'c)

oldugu anlagilir. Bu nedenle , var(a'y) yi minimumlastirmak igin ¢ =0elde ederiz ve r'Xy

BLUE dir. Boylece ispat tamamlanur.

5.4 o*nin Tahmin Edicisi

o2 nin bir tahmin edicisi

dir. Bu da
SSE = (y—-XB)(Y-XJ)

B i XX =XY ye herhangi bir ¢dziimdiir ve k =rank(X)du
Teorem 5.4.1 E(y)=Xp ve kov(y) =0l olmak iizere , y= X+ < tam rankli olmayan
modeli i¢in
1) Denkleminde tanimlanan s°icin asagidaki 6zelliklere sahibiz

E(s*) =0

dir

ii. s’ ; B ninveya (XX )_ genellestirilmis tersinin se¢imine gore degismezdir.

Ispat(i) SSE = y'(I- X (XX ) X"y oldugundan

E(SSE) =is{[I- X (XX) X(c D)}+ B XTI- X (XX) X'T}

=is{[I- X (XX) X"(c*D]}

= o?{is() —is[X (X X) X'T}
=(n-k)o’®
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Burada k =rank(XX) =rank(X)
dir.
Ispat(ii)
X (XX) X': (XX) nin se¢imine gore degismezdir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
5.5 Normal Model

Tam rankli olmayan y = X f+ emodeli i¢in, Simdi
y: N (XB,0°) veya e: N, (0,5%1)
oldugunu kabul ederiz. Normallik varsayimi ile en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini elde ederiz.

Teorem 5.5.1 Xk rankli (k<p<n) nxpmatris olmak iizere, eger y; N _(XpA,c5°I)

dagilimina sahip ise, bu taktirde ,@ ve o’ (yanlilik icin ayarlanan) en ¢ok olabilirlik tahmin

edicileri

f=(XX) XYy

&Z:E(y—x;ﬁ)'(y—x;ﬁ)

dir.

Teorem 552 X k rankli (K< p<n) nxpmatris olmak iizere eger y; N, (XpS,o°1)

dagilimina sahip ise bu taktirde ,3 ve s’( yanhlik i¢in ayarlanan) en ¢ok olabilirlik tahmin

edicileri asagidaki 6zelliklere sahiptir.

() £ Np((XX) XX B.0%(XX) XX (XX))
dagilimina sahiptir.

(i) (n=k)s*/c® ; A*(n—k)
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dagilimina sahiptir.
(iii) B ve s

bagimsizdir.
6. Hipotez Test Etme

Bir hipotez tahmin edilebilir fonksiyonlar cinsinde ifade edilemedikce, onun test

edilebilir olamadig1 gosterilebilir (bkz. Searle 1971, s5.193-196)
Bu bizi asagidaki tanima gotiirtir:

Tammm 6.1 Bir hipoteze test edilebilir denecektir, eger 0 tahmin edilebilir fonksiyonlar

cinsinden ifade edilebilir ise
Genel olarak bir test edilebilir hipotez
C-= c('l),c('z), ..... ,c('m))’,c(i)/} =t,i=1..,m

olmak tlizere
H, =C/ =t olarak yazilabilir.

(1) C nin tam satir ranka, yani rak(C)=m

(2) C;,B nin her i i¢in tahmin edilebilir oldugunu kabul ederiz.

Teorem 6.1 X krankli (k< p<n) nxp matris olmak iizere, eger y N (X 3,0°I) ise
eger C nin CA m sayida lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonun bir kiimesi olacak

sekilde, m <k rankli mxp matris ise, ve eger 4= (XX) XY ise bu taktirde

(i) C(X'X) C'tekil degildir ve (XX) ye gore degismezdir.
(i) CB: N,(CB.c*(XX) C)
dir
(i) SSH /o2 =(CR)[C(XX) CTYCA) I c*: X2(m,A)
burada
A=(CPYIC(XX) CT CP)/ 20°
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dir
(iv) SSE /o2 = y[I- X (XX) X'ly/c?: X2(n—k)

dir.
(v) SSH ve SSE bagimsizdir.
ispat:
C(1),B
Cp=| M
Cim/B

m sayida lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarin bir kiimesi oldugundan, bu durumda

Teorem 5.2.1 (ii) ye gore her i =1,...,migin,
Ci) (XX)_XX = C;;, elde ederiz. Buradan
C(XX) XX =C
dir . rank(AB) <rank(A) oldugundan
rank(C) < rank(C(XX) X’ < rank(C) yazariz. Yani BWK(C(XX) X")=m g
Rank(A) = rank (AA’) oldugundan

Rank(C) = rank(C(XX) X
=rank(C(XX) XX (XX) C’)
=rank(C(X'X) C)

elde ederiz. Son esitlikte, C(XX) XX =C esitligini kullaniriz. Bu nedenle, C(XX) C’ tekil
degildir.

C(XX) C’nun degismezligi X (X’X) X'nin degismezliginden anlagilir.

(if)

E(CB)=CE(B)=C(XX) XX Adr.

C(XX) XX =C
denklemine gore, E(C)=C2 elde ederiz.

kov(C ) = Ckov(BC') = o2 C(X X (X X) C’dir.

g2 = SSE

n—k
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denklemine gore, kov(CfB)=c2C(XX) C' elde ederiz. CA ; y nin bir lineer fonksiyonu

oldugundan, (ii) ispatlanmis olur.

(iii) (i) sikkina gore , kov(C ) = c2C(XX) C'
dir.
S [C(XX) CT'C(XX) C'lo? =1

oldugundan sonug anlasilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.2 X ; k rankli (k< p<n) nxp matris olmak iizere y: N (X /3,05°I) olsun ve

C,Cpve 3 teorem 6.1 deki gibi tanimlanmus olsun. Bu takdirde, eger H, :C/ =0 dogru ise,

_ SSH/m

~ SSE/(n-k)

_(CAIC(XX) CTHCA)/m
SSE / (n—k)

F(m,n—Kk) olarak dagilir.

6.1 Yeniden ( Tekrar) Parametreleme

Yeniden parametrelemede, X k rankli (k < p <n) nxpmatris olmak iizere, y =X f+¢
tim rankli olmayan modelini, Z; k rankli nxpmatris ve A= gf p nim k sayidaki bagimsiz
tahmin edilebilir fonksiyonlarinin bir kiimesi olmak {izere, y=Zy+ € tam rankli modeline

dontistiiriiriiz. Bu nedenle Zy = X #dir ve X =ZU olmak lizere,

Zy=7ZUB=Xp

yazariz. UU'tekil olmadigindan (rank(UU") =k)

ZUU' = XU'

ve
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Z=XU'(UU"™*
elde ederiz.

Simdi, Z tam siitun rankli (rank(Z) =Kk) bir matristir ve bu durumda burada tam-model

icin sonuglar uygulanabilir. Buradan
y=(22)"2Yy,

SSE

1
S =——(y-Zp)(y-27p)=—n
YNy =2y ==

(‘en kiiciik kareler tahmin edicilerini)

elde ederiz.
Zy=Xp

oldugundan,

ve bu nedenle
SSE=(y-XA)(y-Xp)=(y-Z7)(y-Z7)

dir. Ayn1 zamanda, herhangi bir 2’4 tahmin edilebilir fonksiyonu igin,
Ap=aXp=aZy

buradan da
Ap=aly

elde ederiz yani, A'f nin tahmin edicisi yeniden parametrelemeye gore degismezdir.
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Ornek 6.1.1

Vi =u+7+e€;,1=12, j=12modeli i¢in yeniden (tekrar) parametreleme teknigini

aciklayacagiz. Matris formunda(yapisinda) model:

110 €,
y 110" | <
= + e=
Y=XArE= 01| ™ P,
7,
101 €,

dir. X 2 rankli oldugundan, 2 tane lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyon vardir. Bunlari

bircok sekilde secebiliriz, bunlardan biri x+7, ve u+7,dir. Bu nedenle,

() (m+m ) (110)
Mo

10

10
U= dir.
01

01
Zy=Xp ve ZU =X
oldugunu dogrulamak kolaydir.

6.2 Yan Sartlar

Yan sartlar koyma teknigi, parametreler tek ve ayr1 ayr1 tahmin edilebilir olacak sekilde
bir tam-rank olmayan model iizerinde (lineer) kisitlamalar1 temin eder. Yan sartlar i¢in bagka

bir kullanim normal denklemleri sadelestirmek (basitlestirmek) i¢in kisitlama koymaktir.

Yan sartlarin, £ nin tahmin edilebilir olmayan fonksiyonlar1 olmas1 gerektigine dikkat

ediniz.

X matrisi k < prankli nxpmatristir. Bu nedenle, X in rankindaki noksanlik p—kdir.

Parametrelerin hepsinin tek olmasi igin rankta bu noksanligi olusturan yan sartlar
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tanimlamaliyiz. Buna bagli olarak, T £ =0yan sartlarini1 tanimlariz. Burada T ; T/ tahmin

edilebilir olmayan fonksiyonlarin bir kiimesi olacak sekilde p—k rankli bir (p—Kk)xp matristir.

Teorem 6.2.1

X k rankli (k < p<n) nxpmatris olmak iizere , eger y= X+ <ise ve TS tahmin

edilebilir olmayan fonksiyonlarin bir kiimesi olacak sekilde eger T ; p—krankli bir (p—Kk)xp

ise bu taktirde hem XX 3= XY ve T =0saglayan tek bir 3 vektorii vardur.

Ispat: iki denklemi birlestirerek

HRYZN

X\ (X
elde ederiz. Bu nedenle (T j (T j p rankli (tekil olmayan) pxp matristir, ve

)

=(XX+TT)'XYy
elde ederiz.

Ornek 6.2.1 y, = u+7+¢;,i=12,j=1,2 modelini gdzoniine aliniz, 7, + 7, fonksiyonunun

ij 1

tahmin edilebilir olmadig1 gosterilebilir. 7, +7, yan sart1 ; (0,1,1)3 =0 olarak ifade edilebilir

ve XX +TT
4272 0 4272
XX+TT={220|+|1((011)=|231
202 1 213

olur. Bu takdirde
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[ 21t
(x><+T”r)-1:Z 120

-1 0 2

dir.

Xy=(y,y,,y,) iley, +y, =y vey, =Y, /2 oldugundan

B=(XX+TT)XY

y.
= 71. - 7
72_ - 7

elde ederiz.

7.Tam ve Indirgenmis Model Testi

£ pxl ve Xle rankli (k< p<n) nxpmatris olmak iizere, y= X[+ tam rankli
olmayan modelinde H; g, =...= B, hipotezini test etmeyle ilgilendigimizi farz ediniz. Eger

H, test edilebilir ise H,

AB| (0
Ho:rn=| Mi=
Aap) \0

a esdeger olacak sekilde ﬂ{ﬁ,...,ﬂ.{'ﬂ lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarinin bir

kiimesini bulabiliriz. k sayida 4'f,..., 4, B fonksiyonu lineer bagimsiz ve tahmin edilebilir,

k = rank(x) olacak sekilde,

/’i‘t+l'ﬁ
Vo= M
AP
yi bulmak da miimkiindiir.
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()

olsun. Simdi tam-rankl1 olmayan modelden

Y=2yt+te=2y, +1,),+€

tam rankli modeline yeniden parametreleme yapabiliriz. Burada , Z =(Z,,Z,)

7, Ve y,deki elemanlarin sayisi ile uyumlu olacak sekilde pargalanir.

y = Zy+ € bir tam rankli model oldugundan,

H, : 7, =0 tam-rankli modeldeki gibi test edilebilir.

Test Tablol de ana hatlariyla belirtilir. SS(y, |7,)igin t, serbestlik derecesinin H

ifade etmek i¢in gerek lineer bagimsiz tahmin edilebilir fonksiyonlarin sayist olduguna dikkat

ediniz.

Tablo 1. Tekrar Parametrelenmis dengeli modellerde

H, : 7, = 0 hipotezini test etmek icin ANOVA

Degisim Kaynagi  Sd

Kareler Toplamu F-Istatistigi

7, icinayarlanan

7, nedeniyle
Hata n—k
Toplam n-1

SS(y,ly,)/t

SS =7'ZYy—7.'2)
(7/1|7/2) VLY—=Y, L,y SSE/(n—k)

SSE=yYy-y'Zy

SST =yy—-ny’
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Tablo 2. Yeniden parametrelenmis dengeli modellerde H, :, =0 hipotezini test etmek igin,

ANOVA

Degisim Kaynagi Sd Kareler Toplami F-Istatistigi

B, icinayarlanmug t SS(A | A) = F'XY— X'y SS(B.1B,) 1

f, dendolay: SSE / (n—k)
Hata n—k SSE =yy— B'XY
Toplam n—1 SST =y'y—ny?

Yeniden parametrelenmis modelde X 3 =Z7 elde ettigimzden B XXpr=XY

normal denklemine gore herhangi bir ¢6ziim olmak iizere,
BXy=7'7Yy

elde ederiz. Benzer sekilde, y=Z,y,+<€ modeline karsilik olarak, g, =....= B, koyarak elde

edilen bir y = X, 3, + € indirgenmis modelini elde ederiz. Bu taktirde,

,B:XZIy = ?;,ery
dir.Bu durumda test Tablo 2 deki gibi ifade edilebilir, ki orada g'XY ; y= Xp+e

tam modelinden elde edilir ve ,BAZ’XZ'y; Ho: B, =...= B, hipoteziyle indirgenmis olan

y = X, ,+ € modelinden elde edilir.
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8. Bir Yonlii Varyans Analizinin Dengelenmis Durumu
8.1 Bir — Yonlii Model
Bir yonlii dengelenmis model asagidaki gibi ifade edilebilir.

Yy =u+a+e i=12.,k,j=12,.,n (54)

ij

Eger a;,a,,....a, her biri n deneysel birime uygulanan k sayida islemin etkilerini
gosterir ise, bu takdirde y; , i-yince isleme maruz kalan (ugrayan) n birim arasinda j-yinci

gozlemin tepkimesidir. Model i¢cin varsayimlar;

1) Her i, jigin, E(g;)=0
2) Her i, j igin , var(e;) =o”

3) Her (i, j) # (r,s)i¢in ,kov(g; ,€,,) =0

ij?
Bazen

4) g;nin N(O, o) olarak dagildig1 varsayimina da sahibiz.

Bu modelde, i-yinci iglem i¢in ortalamay: gdstermek icin ekseriyetle g Y, kullaniriz,
yani (1) varsaymmim kullanarak , E(y;)=gdir. g =u+e;dir. Bu nedenle modeli
Vi =#+eg; ,i=12,.,k, j=12,.,n bigiminde yazabiliriz. Modelin bu bigimde

H, @1, = 1, =...= y, hipotezi ile ilgilidir.
8.2 Parametrelerin Tahmini

(54) modelini genel bir k ve n ye genisleterek bir yonlii model matris formunda

Y1 jioL o §
. . o,

Y, jojL o S,
= a, |+
M MVM M M M
Yy joo J €

ay

olarak yazilabilir. Burada J ve 0 1n herbiri nxl boyutludur, ve y;ve €
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Yio Siz
R EVE R Y
yin ein

olarak tanimlanir. Bu nedenle , XX 2 = X { normal denklemleri

knnnL n\(z y
nnOL 0|l ¢ A
n0nL O0|la,|=|Y,
MMM M| M M
n0OL n )¢ Y

bi¢imini alir. Burada y = zij y;ve 'y, = Zj y; dir.

00 L O

0Ol/nL O
XX)= 55
(XX) MM M (55)
00 L 1/n

ile verilir. Bu taktirde normal denkleme bir ¢oziim

0

p-(xx)xy=| (56)

Yi.

olarak elde edilir. (56) daki tahmin ediciler farkli (XX) icin farklidirlar, ancak A’ ; S nm
secimine gore degismediginden, onlar tahmin edilebilir fonksiyonlarin ayni tahminlerini

verirler. (56) daki A y1 kullanarak, SSE YI asagidaki bicimde ifade edebiliriz:

SSE = y'(I- X (XX) X"y

=yy-B'XYy
k n k

:Z Zyj _Zyi.)/i.
i=1 = i=1

2
=;ﬁ—2%'

Bu nedenle s*(E(s*) =o?)
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y;
" k(n— 1)[Zy” ZT]

ile verilir.
8.3 H,:u = u, =...= u, Hipotezini Test Etme

M = p+ o iliskisini kullanarak hipotez

H,:o =a, =...= ¢, olarak ifade edilebilir ki bu test edilebilir bir hipotezdir, ¢iinkii bu
k —1sayida lineer bagimsiz tahmin edilebilir kontrasta goére yazilabilir, &rnegin,
Hy:oy—a,=0,—a,=...=a,—a, =0

Basitlik i¢in k =4o0lmak iizere, test yOntemini aciklayalim. Bu durumda,
p=ua,a,a,a,) vehipotez H,: o, =, =, = o, diir.

Ug lineer bagimsiz tahmin edilebilir kontrast: kullanarak hipotez

o —a, 0
Hy:|ag—a; |=|0
o —-a, 0

biciminde yazilabilir ki bu

01-1 0 0
C=/010-1 0 (57)
01 0 0-1

olmak iizere , H, :C/ =0 olarak da yazilabilir. (57) deki C matrisi tek degildir. Ornegin,

01-1 0 O
C,=/00 1-1 0| dabaska bir C matrisidir.(57)deki C yi ve (55)deki (X 'X)
00 0 1-1

genellestirilmis tersini kullanarak,

. 211
C(XX)C'==[121 (58)
n
112

elde ederiz.(58) in tersini bulmak i¢in onu

. 100) (111 .
C(XX)C'==41010 |+|111|p==(1,+J,3,)
n
001) (111

bigiminde yazariz. Formiile gore

88



. _B'cCcB®

B+CC) =B
( ) 1+CB™'C

oldugundan J, 3x3 olmak iizere

RN

[C(XX) CT*=n(1, ,
1+3, 1,4,

1
= n(Is _ZJs) (59)

elde ederiz. Ayrica J,'ve 0’ 1xn olmak iizere

J) =30 o
v 1 ' ' ' ' 1
C(XX) X == J) o -=3" 0 :HA (60)
o o -J)

yazariz.

(59) ve (60) bagmtilarini kullanarak

SSH = (CR)[C(XX) C'T'CA
= y'X (XX) CIC(XX) CT'C(XX) XY
1 1.1
=y[=ANI,-2J,)=A
y[n (I, 1 3)n 1y
= y’[l A’A—iA’J3A]y
n 4n
_‘]n _‘]n _‘]n
-J, 33, -J -]
-J. -J 33 -J
-J -J. -J 3J

!

1
—y[4n 1y

elde ederiz.

43,0 0 0 3,333,
1, 10 43,0 0 | 13,33,
4n° nl0 0 430 | 4n|J 3 J 3

0 0 0 43 3,333

olduguna dikkat ediniz. Buradan
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SSH —liy'J y 1 Y3,y
ni:1 ivYnlJi 4n 4n
1 4 1] 1] 1 !
=— J Iy ——vyJ, J
n;y. SRS e AT IS

4

15,1
—ngyi. Y

elde ederiz.

Tablo 3. Ug paketleme yontemi icin askorbik asit (mg/100gr)

A B C
14.29 20.06 20.04
19.10 20.64 26.23
19.09 18.00 22.74
16.25 19.56 24.04
15.00 19.47 23.37
16.61 19.07 25.02
19.63 18.38 23.27
Toplamlar(y,) 120.06 135.18 164.71
Ortalamalar (y;) 17.15 19.31 23.53

Ornek 8.3.1 ( Askorbik Asit) Dondurulmus gidalari paketlemenin ii¢ yontemi (A-C)
Daniel(1974,s.196) tarafindan karsilastirildi.

Cevap(tepkime) degiskeni askorbik asitdi. Veriler tabloda verilir.
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H, : 14 = 1, = p; hipotezini test etmek igin,

2 2
Y. _ 41995 _ aa98.0001,
k, ()7)
1 1

=3 yE= 7[120.062 +135.18% +164.71%] = 8445.3457

i=1

3

D> y; =8600.3127

i=1 J=1
yi hesaplariz. Islemler, hata ve genel kareler toplamlar1 bu taktirde

3 2
SSH = %ny —% =8545.3457 —8398.0001=147.3456 ,

i=1

SSE=>)"yi - % D" y? =8600.3127 —8545.3457 =54.9670
ij i

2
SST = z y? _Y =8600.3127 —8398.0001 = 202.3126 duir.
— U 91
ij

Tablo 4. Askorbik Asit verisi i¢in varyans analizi

Kaynak sd Kareler Toplami1 Kareler Ort F
Yontem 2 147.3456 73.6728 24.1256
Hata 18 54.9670 3.9537

Toplam 20 202.312

Bu Kkareler toplamlari, Tabloda gosterildigi gibi, bir F testini elde etmek igin

kullanilabilir. F=24.1256 i¢gin p degeri 8.07x10°dir. Bu nedenle,
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H, : 14 = 1, = pysifir hipotezini reddederiz.

8.4 Bir Kontrast icin Hipotez Testi

Bir yonlii dengelenmis model i¢in, «,lere dayanan kontrastlarin tahmin edilebilir
olduklar1 ve Zi C,; larin tahmin edilebilir olmalar i¢in gerek ve yeter sartin Zi ¢, =0olmas:

oldugu gosterilir.

ici/ui = ici (u+a;)= ﬂici +iciai = Zk‘,ciai
i1 i1 i1 i1 i1

oldugundan Ziciai kontrasti Zici 4 ye esdegerdir.

Igili hipotez , eger Zi ¢ =0 ise, ortalamalarin bir karsilagtirmasini temsil eden,

k Kk
Ho: Y con =0veya Hy: > ¢, =0
i=1 i=1
dir. Ornegin,
Ho :3uq =ty — 1 — 14, =0,
M, , 143 Ve 1y in ortalamast ile x4 1 karsilastiran

Hy iy = % (1, + 5 + 1,) olarak yazilabilir.

¢'=(0,c,....c,)ve B=(w,,....a,) olmak iizere hipotez H, : C' S =0 olarak ifade edilebilir.
ynin N, (X A3,0°l) olarak dagildigim kabul ederek, H,asagidaki F istatistigini kullanarak

test edilebilir.
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£ _(CHIC(XX) CI'C'h
SSE / k(n-1)
(CB)
s’c'(XX) C
ey’
2> ¢ /n

Burada s® =SSE /k(n—1) ve (XX) ve f3 sirasiyla (55) ve (56) bagntilariyla verilir.
9. iki — Yonlii Varyans Analizinin Dengelenmis Durumu
Vi =u+o+pi+e  i=lL,a, j=12,...,b

Toplamsal ( etkilesimsiz ) modeline sahip oldugumuzu farz ediniz. Bu model dengeli

veri ile iki-faktor tasarimidir.

A faktorii( « i¢in) a sayida diiseye sahiptir.

B faktorii ( £ igin) b sayida diiseye sahiptir.

Her bir (i, j) kutucugunda sadece bir y; gozlemi vardr.
Matris formunda model

y=Xp+¢€
olarak yazilabilir. Burada

Y= Yar Yo Yoo Yawreoos Yarroos Yao)

B= (0,0, By ),

E=(€11s-1 €11 Eapreres Egpyreer Egprvens Egy ) VE
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oo, L oa p B L S
11 0L O01O0L O
11 0L O0O01LO
MM M M MM M
1101L 0 O0OL 1
101L 01 0L O
><=1O:|.L 0 0 1L O
MM M MM M M
101 L 00 OL 1
MM M MM M M
100L 110 0
1001L 10 1L O
MMM MM M M
1000L 10 OL 1

abbbL baalL a
b bOL 011L 1
b ObL 011L 1
MMM MMM M
XX=(b 00L b11L 1
allL bl1L O
allL 10alL 0
MMM MMM M
allL 100L a

Bir (XX )_ genellestirilmis tersini bulmak kolay degildir.

Bunun yerine XX 3 = Xy normal denklemlerini ¢6zmek i¢in iki Ziazl a, =0 ve

zl;=1ﬂj =0

yan sartin1 koyabiliriz.
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abu+b)" o +ae; B, faby
b(lu—i_al)—i_zjﬂj b(u+a,)
M M
XXfp=|bluta)+ 2 f |=|blu+a,)
a(/“‘ﬂl)JrZiai alu+fi)
M M
a(u+
_a(ﬂ"'ﬂb)"‘ziai 1 +h)]
Xy:(y,,vyl,""’ya_’y.l""’y.b)’
diir. Bu nedenle, ¢oziim :
B= 1,6y Gy B )
dir. Burada
a=y l(@b)=y,
dl =Y /b_l[l:yl -y.i=1l..a,
ﬁAj =Y /a_/}ZV.j -y ,i=L..b
dir. Simdi Tablo 2 deki ana hatlar ile 6zetlemeyi izleyerek , H, !¢, =...= @, i¢in testi elde

etmek igin ilerleriz ( islemi sirdiiririz) H,:o, =a, =ahipotezi H;:o—a, =0ve

a,—a,=0

olarak ifade edilebilir. Bu nedenle, eger o, —a, ve a; —a;testedilebilirise, H, test edilebilirdir.
Gozlemin her bir E(Y;)=u+¢; + B, beklenen degeri tahmin edilebilir oldugundan ve
(«+a; + B;)nin herhangi bir lineer kombinasyonu tahmin edilebilir oldugundan o, —a,ve

o, —a, in her ikisi de tahmin edilebilirdir. (o, —a,) =(u+oy + ) —(u+a, + )

dir. Ilk olarak , )"y, =y ve Z,— y; =Y. oldugundan
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y.

Yi
L

SS(ua, B) = BXY =(f1,81,.., 8y, Brvoos Bo)| Ve
2
L

Y
=vy +Z(y. y)y.+Z(y., V)Y,

2

y| y yJ_L
L L-Dec -t

yi hesaplariz.

9.1 SSE Hata Kareler Toplam

y’y—ﬂ”xyzzyﬁ Zy'— Pl (Zﬁ”——

ile verilir. Tablo2 deki £3,X,'yyi elde etmek igin,

G =0,=a;=a Ve p+o Yyerine gkonulmak lizere, Y, =u+a+pf+e;=u+p+¢;

indirgenmis modelini kullaniriz. Indirgenmis model igin

X, X, /3, = X,y normal denklemleri
aba+ aﬂAl + aﬁz =Y

aﬁ+a£1:y1
a;[H‘aﬁAz =Y

dir. S+ ﬁz =0 yan sartim1 kullanarak, indirgenmis normal denklemlere ¢6ziim

a=y,p=y,-vY....5 =Y, —Y olarak kolayca elde edilebilir. Bu nedenle,
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2 b 2 2
~, , R A N y
SS(1, ) = By X3y = Y + BY1+ot BV =%+(;?J_ay_'b)

2

a 2
SS(am,ﬁ):ﬁ;x;y:z%—ﬁ elde ederiz. Test Tablo 5 de ozetlenir.
i=1

H,: B =..= B i¢in test istatistigi benzer sekilde elde edilebilir.

Tablo 5. Iki — Yénlii Modeller icin ANOVA

Degisim Kaynagi Sd Kareler Toplami F-Istastistigi
. A SS(a|p,B)(a-1)
1 -1 SS A=y I L FE =
ve S icin ayarlanan a (|, B) Z.:l b ab ' SSE/(a-1)(b-1)
a nedeniyle
. i Y SS(Blua)! (b-1)
ve 1 b-1 SS a)=S" Y E —
pE A Blae)=2 a ab © SSE/(a-1)(b-D)
S nedeniyle
Hata (a-1)(b-1) SSE = y'y—A'XY
y2
Toplam ab-1 SST = Zij ys — 2=

ab
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10.SONUC VE ONERILER

Giiniimiizde istatistik ve istatistiksel kavramlar hemen hemen her bilim dalinda yaygin
bir sekilde kullanilmaktadir. Ozellikle istatistikte lineer modeller, istatistiksel tahmin teorisinde
onemli bir kullanim alanidir. Lineer modellerin incelenmesinde, lineer cebirde yer alan matris
teorisine biiyiik miktarda ihtiya¢ vardir. Ozel yapilara sahip bir ¢ok matris, tahmin teorisinin
onemli bir aracidir. Burada bu matrislerden bazilarinin linecer modellerde kullanimina yer
verilmistir. Ozellikle lineer modellerin 6zel bir sekli olan lineer regresyon modellerinde ortaya
konan parametre tahminlerine, rasgele vektér ve matrislerin kullanimiyla yaklagimlar
verilmekte ve kontraslar tanitilarak bir yonlii varyans analizindeki dengelenmis durumda

parametrelerin tahmini ve bazi hipotez tezleri ortaya konulmustur.

Ayrica burada en kiiciik kareler analizinde bireysel ve ortak olarak etkili gozlemleri

saptamak i¢in sapka matrisi ve agiklayicilar matrisi kullanilmistir.
Bu tezdeki ¢alisma, bu alanda ¢alisanlara 6nemli bir katki saglayacaktir.

Bu tezdeki ¢alismalar1 anlamak icin lineer cebirdeki matris ve vektér kavramlarinin,

olasilik teorisindeki bazi dagilimlarin ve temel istatistiksel kavramlarin incelenmesi 6nerilir.
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