T.C.

ORDU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

OKLIiD UZAYINDA OZEL EGRILERIN
KARAKTERIZASYONLARI

OSMAN CAKIR

DOKTORA TEZI
MATEMATIK ANABILIiM DALI

ORDU 2021



TEZ BILDiRiMi

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan ve kullanilan intihal tespit
programinin sonuglarmma gore; bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak kurallarina
uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin baska bir
yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kismmin bu {iniversite veya baska bir tiniversitedeki bagka bir tez

caligmasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

OSMAN CAKIR

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildiriglerin, ¢izelge,
sekil ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat

Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

OKLID UZAYINDA OZEL EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI
OSMAN CAKIR
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZI, 161 SAYFA
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Bu tez dort bélim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin amaci
ve konunun ele alinma nedeni ifade edildi. Onceki Calismalar béliimiinde, Oklid
uzaymda biharmonik egrilerin siniflandirilmast ve diferensiyel denklemlerinin
yazilmast ile ilgili ¢aligmalara yer verildi. Genel Bilgiler boluminde, tezde
kullanilacak bazi tanim ve teoremler aciklandi.

Arastirma Bulgular1t boliimii, ¢alismanin 6zglin kismini olusturmaktadir.
Burada Oklid uzaymnda keyfi parametreyle verilen bir egrinin diferensiyel
denklemleri egrinin teget vektorine ve Darboux vektoriine gore yazildi. Egrinin
harmoniklik kosullar1 ise sirasiyla Laplace operatoriine gore (biharmonik veya 1.
tipten harmonik) ve normal Laplace operatdriine gore (zayif biharmonik veya 1.
tipten harmonik) verildi. Sonra bu egrinin bir involiitii tanimlanarak, involiit egrisinin
diferensiyel denklemleri ve harmoniklik sartlar1 involiit egrisinin parametresine gore
yazildi. Daha sonra evoliit involiit egrilerinin Frenet c¢atilar1 arasindaki gecis
matrisleri kullanilarak, involiit egrisine ait yazilan denklemler ve harmoniklik
kosullar1 esas egrinin Frenet aparatlar1 tiirlinden ifade edildi. Benzer sekilde esas
egrinin bir Bertrand egrisi olmasi halinde, bu egrinin bir Bertrand partneri tanimlandi
ve partner egrisinin karakterizasyonlari, involiit egrisinde oldugu gibi esas egrinin
Frenet aparatlar tiiriinden yazildi. Son olarak yazilan teoremlere ait sonuglar verildi
ve sayisal bir 6rnekle bu boliimdeki iddialar desteklendi.

Anahtar Kelimeler: Bertrand, Biharmonik, Darboux, Diferensiyel Denklem,
Involit, Laplace, Levi-Civita Konneksiyonu, Ortalama Egrilik.



ABSTRACT

CHARACTERIZATIONS OF SPECIAL CURVES IN EUCLIDEAN SPACE
OSMAN CAKIR
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This thesis consists of four fundamental chapters. In the Opening chapter, the
purpose of the study and the reason for addressing the subject are revealed. Previous
Studies section makes up of studies on classifications of biharmonic curves in
Euclidean space and writing of differential equations. In the General Informations
chapter, some definitions and theorems to be used in the research findings section are
discussed.

Research Findings chapter constitutes the unique part of the present study. In
this part, differential equations of a Frenet curve with arbitrary parameter are written
first with respect to tangent vector and the Darboux vector of the given curve. Then
the harmonicity conditions of the curve, that is, biharmonic or 1-type of harmonic
with regard to Laplace operator and weak biharmonic or 1-type of harmonic
according to normal Laplace operator are computed. Next, applying the properties of
connected curves we define an involute of the given curve. By using the parameters
of involute curve we first give all characterizations of involute curve itself. It follows
that the differential equations and harmonicity conditions of the involute curve are
expressed in terms of the Frenet apparatus of the main curve. Naturally we drive new
conclusions. By the same manner, we suppose the main curve as a Bertrand curve
and after writing the Bertrand partner curve, we give all characterizations of the
Bertrand partner curve as in the case of involute curve. We complete the study with
developing new corollaries and designating an example to strengthen our assertions.

Keywords: Bertrand, Biharmonic, Darboux, Involute, Differential Equation,
Laplace, Levi-Civita Connection, Mean Curvature.
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1. GIRIS

Matematikte yorumladigimiz pek ¢ok sey, matematigin bir alt dali olan geometriyle ve
geometrik olarak izah ettigimiz kavramlarin biiyiik bir kismi da aslinda egrilerle agiklanir.
Bir yerin diinya tizerindeki cografi konumu enlemler ve boylamlarla belirlenir. Bu durum

geometrik acidan, Sekil 1.1 deki gibi kiire iizerine ¢izilmig egrilerdir.

Sekil 1.1: Tiirkiye'nin Cografi Konumu

Otoyollarda ve kavsaklarda giivenli bir seyahat igin hiz limitinin belli olmas1 esastir.
Kavsaklardaki hiz sinir1 kavsagin egrilik yaricapini dikkate almakla miimkiindiir. Ayrica
Sekil 1.2 deki dairesel kavsakla otoyolun birlesme noktasi, bir egri ve bu egrinin bir

noktasindaki teget vektori olarak modellenebilir.

Sekil 1.2: Kuzey Marmara Otoyolundan Bir Kesit

Boliinmiis otoyollarin seritleri arasindaki mesafe hep sabittir. Seritler arasindaki mesafenin
sabit olmas1 paralel egrilerle, paralel egriler ise Bertrand egri ¢iftiyle ilgili bir durumdur.
Iki egrinin karsihiklh noktalarinda asli normalleri lineer bagiml ise bu egriler Bertrand egri

¢ifti olugturur. Bertrand egrileriyle ilgili daha fazla bilgi i¢in (Matsuda ve Yorozu, 2003;



Babaarslan ve Yayli, 2013; Camci ve ark., 2020; Kuhnel, 2006; Oztekin ve Bektag, 2010;
Senyurt ve As, 2013; Senyurt ve Ozgiiner, 2013; Senyurt ve Kihcoglu, 2017) kaynaklarma
bakilabilir.

Dogada var olan ve sanat eserlerinde de pek cok uygulamalarini gordigiimiiz altin
oran geometrik agidan bakildiginda involiit egrilerini akla getirmektedir. Sanat eseri
orneklerinden sadece birisi olan Sydney opera evinin ingaasinda altin oran dikkate alinmigtir.
Deniz helezonunda kesgfedilen altin oranla involiit egri modeli arasinda da Sekil 1.3 te
goriildiigii gibi yakin bir iligki vardir. Iki egrinin karsilikh noktalarinda teget vektorleri
birbirine dik ise literatiirde bu egrilerden biri involiit digeri de evoliit diye bilinir. Bu tir
egriler igin (As ve Sarioglugil, 2014; Bilici ve Caligkan, 1999; Biikcii ve Karacan, 2009;
Senyurt ve ark., 2016; Senyurt ve Cakir, 2019) kaynaklarina bakilabilir.

Sekil 1.3: i)Sydney Opera Evi  ii)Deniz Helezonu iii)involiit Egrisi

Involiit-evoliit egrilerinin Frenet catilari arasinda gecis matrisleri ile agiklanan bir
bagint1 bulunmaktadir. Benzer sekilde Bertrand egri ciftlerinin Frenet catilar1 arasinda
da boyle bir iligki vardir. Egrilerde bu durum daha genig bir agidan ele alindig: taktirde
ortalama egrilik vektorii yardimiyla biharmonik egrilerin simiflandirilmasi yapilabilmektedir.
Chen (1991), Biharmonic Surface in Pseudo-Euclidean Spaces baghkh ¢aligmasinda, Oklid
uzaylarndaki tek biharmonik altmanifoldlar minimal altmanifoldlardyr, dnermesini verdi.
Dahasi E" Oklid uzaynda bir Riemann manifoldu M ve birim hizh bir egri v : I — M

olmak ftizere, v egrisinin H ortalama egrilik vektorii
AH + e AFTH+ .+ i AH+c,H=0 (1.0.1)

diferensiyel denklemini saglar. Burada A Laplace operatori c¢q, ¢, ..., Cp



Cy = Z)\t)\sa

Copr1 = (=1)77PH Z ApNgs (B=q—p+1) ve Az, = \uw;

t<k

seklinde birer katsayidir. Daha sonra Dimitric (1992), bu iddianin dogrulugunu destekleyen

bir caligma yapt.

Caddeo ve ark., (2005) biharmonik egriler igin geodeziklerin bir genellegtirmesidir
ifadesini kullandi. Biharmonik egriler, Riemannian manifoldunda dérdiincii dereceden

diferensiyel denklemlerin ¢oziimiine denktir ve bu denklem
ViA = R(Y, V') =0

seklinde verildi. Burada R Riemannian manifoldunu ve V konneksiyonu gostermektedir.
Daha fazla bilgi igin (Cho ve ark., 2007; Ferrandez ve ark., 1998; Kocayigit ve Hacisalihoglu,
2012; Kiilahei, 2016; Nadjafikhah ve Mahdipour, 2011) kaynaklarina bakilabilir.

Bu tezde ilk olarak E® {i¢ boyutlu Oklid uzayinda, keyfi parametreyle verilen bir
egrinin diferensiyel denklemleri Levi — Civita ve normal Levi — Civita konneksiyonuna gore
yazildi. Ardindan verilen egrinin harmoniklik kogullar1, Laplace operatoriine gore (bihar-
monik veya 1.tipten harmonik) ve normal Laplace operatoriine gore (zayif biharmonik
veya 1.tipten harmonik) ayr1 ayri incelendi. Sonra bu egrinin bir involiitii tanimlanarak,
involiit egrisinin diferensiyel denklemleri ve harmoniklik kogullar1 involit egrisinin kendi
parametresine gore yazildi. Daha sonra evoliit-involiit egrilerinin Frenet ¢atilar: arasindaki
gecisler kullanilarak, involiit egrisine ait yazilan diferensiyel denklemler ve harmoniklik

kogullar1 esas egrinin Frenet aparatlar: tiirtinden ifade edildi. Benzer sekilde esas egrinin



bir Bertrand egrisi olmasi halinde, bu egrinin Bertrand partner egrisi yazilarak, partner
egrisinin diferensiyel denklemleri ve harmoniklik kogullar1 verildi. Yine baglantili egrilerin
Frenet catilar1 arasindaki gegisler yardimiyla Bertrand partner egrisine ait denklemler
ve harmoniklik gartlari esas egrinin Frenet aparatlar tiiriinden ifade edildi. Son olarak

teoremlere ait sonuclar verildi ve sayisal bir ornekle bu boliimdeki iddialar desteklendi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Kocayigit ve Hacisalihoglu (2011), ”1-type curves and biharmonic curves in Euclidean
3-space”, isimli caligmasinda, birim hizh bir Frenet egrisinin diferensiyel denklemini egrinin

birim teget vektortine gore
/ / N ! -1 /
DiT— (25 + D)D3r+ (== + 5 425
K T K KT K

P2+ K2+ 72) DT + 57 (5)'T = 0
T
(2.0.1)

seklinde ifade etti. H ortalama egriligi ve A Laplace operatoriinii gostermek tizere,
egrinin biharmonik olma sartint AH = 0 ve 1.tipten harmonik olma sartin1i da AH = \H,
A # 0, seklinde verdi. Buna gore birim hizli bir Frenet egrisinin harmoniklik kogullar::
i) Birim hizli bir Frenet egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

k' =0, KT+ K —K'=0, 267+krT =0,
ii) Birim hizh bir Frenet egrisinin 1.tipten harmonik olmasi igin gerek ve yeter kogul

k' =0, KP4+ r—K' =Xk, 28T+KT =0

olmasidir.

Kocayigit ve ark., (2014) "Harmonic 1-type curves and weak biharmonic curves in
Lorentzian 3-space” isimli ¢aligmasinda, birim hizli bir Frenet egrisini karakterize eden

diferensiyel denklemleri normal konneksiyona gore

1) T(Vj)QN — T’VjN — N =0,

2) 7(VH)’B—7'VEB—em°B =0, (2.0.2)

/ 2 "
3) ALH+ (3%)%1{ - (3%)"- m)H

seklinde ve bu egrinin harmoniklik kogullarini

i) Birim hizhi bir Frenet egrisinin zayif biharmonik olmasi igin gerek ve yeter kogul

e169k7% — g1636” =0, 2K'T + KT =0,



ii) Birim hizhi bir Frenet egrisinin 1.tipten harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
2 " / /
E169KT" — €163k = €3A\K, 2KT+ KT =0

seklinde verdi. Burada V+ normal konneksiyona gore tiirev operatoriinii ve &; vektoriin

ozdegerini gostermektedir.

Arslan ve ark., (2016) ”Characterizations of space curves with 1-type Darbouz
instantaneous rotation vector”, isimli ¢calismasinda biharmonik egrilerin diferensiyel

denklemini konneksiyona ve normal konneksiyona gore sirasiyla,

(m" — m’7’>2D%W + (2 (k7' — /1'7')/(/{’7' — m"))D%W + <2((m" — H’T)’)Q

+7(k7 = K'T) (r(k7" = K'T) + 1) = K (k7" = K'T) (7" = K(kT" — '{/T»)DTW
—|—<I€/(/i7'/ . K’T) (7_/// . /i(/iT/ _ /1'/7')) _ 7-’(/@7‘/ — /1,7‘) (7‘(/437'/ - /45/7') + KII)
_2(/{,7‘/ . ,‘i/’]‘)/(/ﬁ)/T” . I{”T/>>W — 07 (203)

/f%'(V%)QT/VL — (k(K'T + (kT)") V#WL + (Ii/(li/T + (k7)) + K7 (KT? — H//))WJ‘ =0

(2.0.4)

seklinde verdi. Ayni ¢aligmada birim hizli Frenet egrisinin konneksiyona gore 1.tipten

harmonik olma sartini,
==X, kT —K71=0, K'=-Xk
ve normal konneksiyona gore 1.tipten harmonik olma kogulunu ise

K+ AN=1)k=0, 2T +7k=0

seklinde verdi.



Senyurt ve Cakir (2018), ” Differential Equations for a Space Curve According to
the Unit Darbour Vector ” isimli ¢aligmasinda birim hizli bir Frenet egrisinin diferensiyel
denklemlerini konneksiyona ve normal konneksiyona gore sirasiyla,

W) o' & (W)
vio— (L WIW D NG o (s pw ) - £ IV DG o
(w, W ) (<¢,> (P+ W 1P - S5 )

2 / ! AVAY; _
(@ I I = (@2y)e=o (2.05)

ve

(Tcosgo) Vi,@)C’L — (gp’Tsz'mp — (Tc03<p)’> (VE)C+

+ (((p’Tsimp — (1cosp)')'tany — T cosp — T(gplsimp)’) ct=0 (2.0.6)

seklinde verdi. Burada ¢ egrinin Darboux vektorii ile binormali arasindaki agidir. Birim

Darboux vektoriine gore egrinin harmoniklik kogullarini
i) Birim hizli bir Frenet egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul ¢’ = 0,

ii) Birim hizlhi bir Frenet egrisinin 1.tipten harmonik olmasi igin gerek ve yeter kogul

7_/

A=T1%+ (Ecoscp)lseccp

seklinde verdi.



3. GENEL BILGILER

3.1 Oklid Uzay: ve Egriler
R3, 3-boyutlu standart reel vektor uzay: olsun. V X, Y € R? icin,
3
() RIXRP SR, (X,V)=>
i=1

seklinde tamimh fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. (R3, <, >) ikilisine bir Oklid
uzay1 denir ve E? ile gosterilir. E? {in bir P noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi
Tgs(P) = {v_p> | p € E°, v e R3} ile gosterilir ve bu uzaya reel sayilar cismi tizerinde
tanjant uzay1 denir. E® iin biitiin noktalarmdaki tanjant uzaylarmm ciimlesi E* ile

gosterilir ve bu uzaya vektor alanlar: uzayi denir (Hacisalihoglu, 1988).

Tanim 3.1.1 f: E? — R diferensiyellenebilir doniisiimii ve 7p € Tgs(P) tanjant vektorii
verilsin. P, Q € E* ve 71, = @ i¢in,

Tyl = [+ tar — ), s+ ta—p2)), Fos+tas —ps))] oo

tirevine f fonksiyonunun 719 tanjant vektorii yoniindeki tiirevi denir. X € E?,
f € CER)ve (X(f)(P)=X,(f) olmak iizere, X(f) € C(E*,R) fonksiyonuna f
nin X yoniindeki yone gore tiirevi denir.

Bu tanmima gére VX,Y € x(E®), Vf g, h € C(E*R), Va,b € R, P € E* ve
(fX)(P) = f(P)X, olmak iizere, asagidaki 6nermeler dogrudur.

1. (fX + gY)(h) = fX(h) + gY (h),
2. X(af +bg) = aX(f) +bX(g),

3. X(fg)=X(f)g+ fX(g), (Hacisalihoglu, 1988).



Tanim 3.1.2 « diferensiyellenebilir bir egri olsun.
D:Tgs(at)) x C(E ,R) = R, Dyuf=dt)(f)

seklinde tanimlanan D operatoriine kovaryant tiirev operatorii ve o/(t)(f) € R
degerine de f fonksiyonunun « egrisi boyunca kovaryant tiirevi denir. Y = (y1, y2,¥3),
yi - B> — R, 1 < i < 3, koordinat fonksiyonlar1 C* siifindan diferensiyellenebilir

olmak tizere, Y nin X vektor alanina gore kovaryant tirevi

DxY = (Xplwi], Xplyal, Xplys))-

X, Y, Z ve W vektorleri C* smifindan olmak tizere asagidaki 6nermeler dogrudur.

= DyY + DxZ,

)

Dxw Y) = DxY + DyY,
) = f(P)DxY, f:E* =R, PcE’ (3.1.1)
)

= X(f)Y + fDxY, f € C(E* R), (Hacisalihoglu, 1988).

Tanim 3.1.3 « diferensiyellenebilir bir egri olsun. Buna gore

a) « birim hizh bir egri ise Frenet vektorleri, egrilikleri ve Frenet formiilleri sirasiyla

1) = (e, N = o B =T ANG)
K(5) = [ T I (s) = ~(Bs). N(s)) ve

DT = kN, DrN = —kT + 1B, DrB = —71N (3.1.2)

b) a keyfi parametreli bir egri ise Frenet vektorleri, egrilikleri ve Frenet formiilleri sirasiyla

o o x o
T = % N=BxT, B=_——""_
| o | | o x|
(ltxax) 513
o3 | o x a2 o



DT = 9kN, DyN=9(—kT+7B), DyB=—9rN (3.1.4)

bagintisiyla verilir. Burada 7" ye birim teget, NV ye asli normal ve B ye de binormal

vektor denir. Eger k # 0 ise « egrisine Frenet egrisi adi verilir (Hacisalihoglu, 1988).

Tanim 3.1.4 Bir « egrisinin 7, N, B bir eksen etrafinda, ani bir helis hareketi yaptig

kabul edilir. Bu eksene Darboux ekseni denir ve bu vektor
W =7T+ kB (3.1.5)

bagmtisiyla verilir (Hacisalihoglu, 1988).

W ile B vektor alanlar1 arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse C' birim Darboux vektorii

T K
C = singT + cos¢pB, sing = ———, 0S¢ = —— 3.1.6
¢ ¢ ¢ K2 4 12 ¢ VK24 72 ( )

bagntisiyla verilir (Fenchel, 1951).

Tanim 3.1.5 « birim hizli olmak iizere, diferensiyellenebilir iki egri a ve f olsun. «
egrisinin a(s) noktasidaki tegeti 8 egrisinin (s) noktasindaki tegetine dik ise /3 egrisine

« egrisinin bir involiitii denir.

le
afs N B(s)

- =

Sekil 3.1: a-Evoliit Egrisi ve S-Involiit Egrisi
Bu tanima gore involiit egrisi
B(s) =a(s)+ A(s)T(s), Ms)=c—s, ceR

bagintisiyla verilir. 3 involiit egrisinin Frenet vektorleri T3, Ng, Bs ile gosterilirse, (3

egrisiyle esas egrinin Frenet vektorleri arasinda

1 1
TgIN, Ngz\/ﬁ<—ﬁT+TB), Bﬁ:\/ﬁ(TT—i_ﬁB) (317)
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bagintisi vardir. 3 egrisinin kg ve 75 egrilikleriyle, o egrisinin & ve 7 egrilikleri arasinda

VK24 72 kT — K'T

rols) = Y m(8) = (K2 4 72) (3.1.8)

bagintist vardir (Sabuncuoglu, 2014).
B involiit egrisinin Darboux vektorti Wy ve birim Darboux vektorii Cp ile gosterilirse bu

vektorler esas egrinin Frenet aparatlar: tiiriinden sirasiyla,

1 ¢’

¢’ VEZ+ 72
VI(9)? +/€2+T2N+ V()2 + K2 +7'2C

Cy = (3.1.10)

bagintilariyla verilir (Senyurt ve ark., 2016).

Tanim 3.1.6 « birim hizli olmak tizere, diferensiyellenebilir iki egri o ve v olsun. « egrisi
ile v egrisinin asli normalleri lineer bagimli ise « ya bir Bertrand egrisi, v ya ise Bertrand

partner egrisi, («,y) ikilisine de Bertrand egri ¢ifti denir. Buna gore Bertrand egrisi
V(s) = als) + A(s)N(s)

bagintisiyla verilir. Bertrand egri ¢iftlerinin kargilikli noktalar: arasindaki uzaklik sabittir.

(o) )
() >N Ny & —1(5)

Sekil 3.2: («r, ) Bertrand Egri Cifti
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a egrisinin birim teget vektorii 7' ile  partner egrisinin birim teget vektorii T, arasindaki
ac1 da sabittir (Sabuncuoglu, 2014).
(a,y) Bertrand egri cifti ve bu egrilerin Frenet vektorleri, sirasiyla T, N, B ve T, N, B,

olsun. Bu vektorler arasinda,
T, = cos0T + sindB, N,=N, B,= —sindT + cosiB (3.1.11)

bagintist vardir. Burada 6 Bertrand egri ¢iftlerinin teget vektorleri arasindaki acidir.
v partner egrisinin . ve 7, egrilikleri ile a egrisinin s ve 7 egrilikleri arasinda

Ak — sin’6
Ky =

1,
R = ——sin0, A\ 1.
NI =) Ty = 3580, eR (3.1.12)

bagintist vardir. («, «) ikilisinin bir Bertrand ¢ifti olmasi igin gerek ve yeter kogul
Mo+ pur =1, pu=Actgd ve A\ u€R (3.1.13)

bagmtisiyla verilir (Sabuncuoglu, 2014).
(e, v) Bertrand egri ¢iftinde partner egrisinin W, Darboux vektéri ile Bertrand egrisinin

W Darboux vektori arasindaki gecis

1
W, = ——W 3.1.14
TV ) 3L
bagntisi ile verilir (Celik, 2016).
a(s)

Sekil 3.3: (a,7) Bertrand Egri Ciftinin Darboux Vektorleri

(o, v) Bertrand egri ¢iftinde partner egrisinin Sekil 3.3 te gosterilen 6., acisi, Bertrand

egrisinin Frenet aparatlar: cinsinden ifadesi

1

tanf, = (———
ansy (Mli—/\T

) ve 6, =arctan( ) (3.1.15)

K — AT
seklinde verilir (Celik, 2016).
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3.2 Egrinin Harmonikligi ve Diferensiyel Denklemleri

Tanmim 3.2.1 E? iin Levi — Civita konneksiyonu D olmak iizere,
H = D;T =kN (3.2.1)
ifadesine ortalama egrilik vektor alani denir (Chen, 1991).

Tanim 3.2.2 Laplace Operatorii: H, « egrisi boyunca ortalama egrilik vektor alani ve

A x*H(a(I)) = x(a(I)) olsun. H nin Laplace doniigiimii
AH = -D}H (3.2.2)
seklinde tamimlanir ve A ya da Laplace operatorii denir (Chen, 1991).

Teorem 3.2.1 Birim hizhi « egrisinin ortalama egrilik vektor alan1 H ve Laplace dontigiimii

AH olmak f{izere, Kocayigit ve Hacisalihoglu, (2011)
1. AH =0 ise « egrisi biharmoniktir.
2. AH = \gH ise « egrisi 1. tipten harmoniktir, Ay € R.

Tanim 3.2.3 Normal Laplace Operatérii: Birim hizh o egrisinin normal demeti x*(a(1))
olsun. VX € yt(a(I)) i¢cin D+ normal konneksiyonu ve A+ normal Laplace operatériinii

gostermek tlizere, normal konneksiyon ve normal Laplace doniigiimii sirasiyla,

Dt xH(a(l)) = x(a(l)), D"X =Dy X — (DX, T)T, (3.2.3)

ATy (a(l)) = xH(a(l), ATX =-DyDrX (3.2.4)
seklinde tanimlanir (Dimitric, 1992).

Teorem 3.2.2 Birim hizli a egrisinin ortalama egrilik vektor alani H ve bu vektoriin

normal Laplace doniigiimii ALH olmak iizere, Hacisalihoglu ve ark., (2014)
1. A*H = 0ise « egrisi zayif biharmoniktir.

2. AYH = )\oH ise « egrisi 1. tipten harmoniktir, Ay € R.
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Teorem 3.2.3 « birim hizli bir Frenet egrisi olsun. « egrisinin 7' teget vektoriine gore
diferensiyel denklemi

!/ / n" ! ! !/
+ VD27 + (- AR S ) DT + m(f)'T =0
T K K T K T

D}T — (2

bagintisiyla verilir (Kocayigit ve Hacisalihoglu, 2011).

Teorem 3.2.4 « birim hizh bir Frenet egrisi olsun. « egrisinin N asli normal vektoriine
veya B binormal vektoriine gore diferensiyel denklemi
/

DiDEN — (T;)D%N + 72N =0

veya
/
DiDEB — (Z)DEB+72B =0
T

bagintisiyla verilir (Hacisalihoglu ve ark., 2014).

Teorem 3.2.5 « birim hizli bir Frenet egrisi olsun. « egrisini W Darboux vektoriine

gore diferensiyel denklemi
MDIW + AsD2ZW + Xy DpW + MW =0
bagintisiyla verilir. Burada A, Ao, A3, A4

Al — /{/f(T”/—/ff>—T/f(Tf+/{,/)—29(/{//7—”—7—,/{,//)7
Ao = 202 +7f(rf+K") = wf(r" — Kkf),
A3 = _2fga

M = fPve f=krtT =K1, g=1F

seklinde birer katsayidir (Arslan ve ark., 2016).
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Teorem 3.2.6 « birim hizh bir Frenet egrisi olsun. « egrisini normal konneksiyona gore

karakterize eden diferensiyel denklem
ks(DF)*W + kyDFW* + Wt =0

bagintisiyla verilir. Burada ki, ko, ks

ki = (K74 (k7)) — K7 (K" = KT?),
ky = —k(K'7+ (7)),
kg = K,2T

seklinde birer katsayidir (Arslan ve ark., 2016).

Teorem 3.2.7 Birim hizli a egrisinin Darboux vektorii W ve bu vektoriin Laplace dontistimii

AW ile gosterilsin. Konneksiyona gore « egrisinin harmoniklik kogullari, (Arslan ve ark.,

2016)

1. AW =0 ise « egrisi Darboux vektoriine gore biharmoniktir.

2. AW = MW ise « egrisi Darboux vektoriine gore 1. tipten harmoniktir.

Teorem 3.2.8 Birim hizli bir a egrisinin Darboux vektori W ve bu vektoriin normal
Laplace doniisiimii AW+ ile gosterilsin. Normal konneksiyona gore o egrisinin zayif

biharmonik ve 1.tipten harmonik olma kosullari, (Arslan ve ark., 2016)

1. AWt =0 ise a egrisi Darboux vektoriine gore zayif biharmoniktir.

2. ATWL = \gW+ ise a egrisi Darboux vektoriine gore 1. tipten harmoniktir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Uc¢ boyutlu Oklid uzaymnda birim hizli bir Frenet egrisinin, Laplace operatdriine
gore harmoniklik kogullar: ve Levi-Civita konneksiyonuna gore diferensiyel denklemlerinin
yazilisi bilinmektedir. Caligmanin bu boliimiinde, 6nce keyfi parametreyle verilen bir
egrinin diferensiyel denklemleri egrinin teget vektoriine ve Darboux vektoriine gore yazildi.
Egrinin harmoniklik kogullar1 sirasiyla Laplace operatoriine gore (biharmonik veya 1.
tipten harmonik) ve normal Laplace operatoriine gore (zayif biharmonik veya 1. tipten
harmonik) verildi. Sonra egrinin bir involiitii tamimlanarak involiit egrisinin denklemleri
ve harmoniklik sartlari involiit egrisinin parametresine gore yazildi. Daha sonra evoliit ve
involiit egrilerinin Frenet catilar1 arasindaki gecis matrisleri kullanilarak, involiit egrisinin
diferensiyel denklemleri ve harmoniklik sartlar1 esas egrinin Frenet aparatlari tiirtinden
ifade edildi. Benzer sekilde esas egrinin bir Bertrand egrisi olmasi halinde, bu egrinin
bir Bertrand partneri yazilarak, partner egrisinin karakterizasyonlar: Bertrand egrisinin
Frenet aparatlar tiirtinden ifade edildi. Son olarak yazilan teoremlere ait sonuclar verildi

ve sayisal bir 6rnekle bu boltimdeki iddialar desteklendi.

Simdi birim hizli olmayan herhangi bir egrinin harmoniklik kogullarini ve diferensiyel

denklemlerinin yaziligini verelim.

Lemma 4.0.1 Birim hizli olmayan bir «a egrisinin konneksiyona gore biharmonik olma

ve 1.tipten harmonik olma kogullar1 agagidaki gibi verilir:

1. « egrisi biharmoniktir ancak ve ancak

3(19/1)’19/{ =0, (19/4)3 + Ik (197')2 — (19/1)” =0 ve —2(19/1)/197' - 19/{(197‘)/ =0.

2. « egrisi 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak
3(19/1)/19/1 =0, (19/1)3 + Ik (197')2 — (19/1)” = MUk ve —2(19/{)/197' — 19/1(797‘)/ =0,
X €ER, ¥ =| %Oz(s) |-
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Ispat. (3.2.1) bagmtismdan H = 9xN dir. (3.2.2) bagmtisma gore H ortalama

egrilik vektortiniin Laplace goriintiisi

AH = —Dj(JkN)
= —Dr(Dr(VkN))
— Dy ((9K)'N + (9x)DrN)
= —((Ux)"N +2(x)'DrN + ID}N)
S ((ﬁm)”N + 2(0k) (—OKT + 97 B) + Ik(—0k)'T
(—0k)IKN + (O7) B + 197'(—197’)]\7>
= (39%)9k)T + ((9)" + 9m(97)° — (98)" )N
(= 2(98) "0 — vk (v7)) B
seklinde bulunur. AH =0 ise
3(0r) 9k =0, (96)° +09k(97)° = (k)" =0 ve 2(9x) 97+ Ik(d7) =0
birinci énerme, AH = \oH ise
3(0k) 0k =0, (0r)°+0k(97)° — (k)" = APk ve 2(9k) 97 + Ox(97) =0

ikinci 6nerme saglanir. [
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Lemma 4.0.2 Birim hizli olmayan bir « egrisinin normal konneksiyona gore zayif

biharmonik olma ve 1.tipten harmonik olma kogullar1 asagidaki gibi verilir:
1. « egrisi zayif biharmoniktir ancak ve ancak

3 (7’)2/{ — (19/{)” =0 ve (19/{)/197' + (’1921*{7')/ =0.
2. « egrisi 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

93 (7)25 — (19/@)” = Nk Ve (19/@)/197 + (192/47)/ =0, M\ €R.

Ispat. (3.2.4) bagintisindan H ortalama egrilik vektoriiniin normal Laplace goriintiisiinii

hesaplamak i¢in once H nin birinci tiirevi alinirsa

DyrH = Dr(9kN)
= (19/4;)/]\7 + 9D N
= (19,%),]\7 + 19/1( —UrT + 197'B)

— (98)'N = (05)°T + (9°7) B

olur. (3.2.4) bagmntisindan bu ifadenin dik tiimleyeni alinirsa

D+H = (9k)'N + (9°k7)B

bulunur. Normal konneksiyona gore tekrar tirev alinirsa

DyDyH = Dy((9k)'N + 9*k7B)
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= (195)//]\7 + (ﬁﬁ)/DTN + (19257)’8 + k7D B
= (96)"N + (9r)'( = IKT + 97B) + (*s7)'B + 9?k7( — 97N

— ((19,«;)" — (7')2/1>N + ((195),197' + (192117)/)3

olur ve buradan

AMH = (072 = (95)")N = ((98)'07 + (9%x7) ) B

bulunur. AYH = 0 ise
P72k — (08)" =0 ve (k)07 + (0*k7)" =0
birinci 6nerme, AYH = \H ise
P72k — (0k)" = Mo ve (98) 91 + (9%k7) =0
ikinci énerme saglanr. [

Lemma 4.0.3 Birim hizli olmayan bir a egrisinin 7" teget vektoriine gore diferensiyel
denklemi
/ / /

9
DT — (3— +ot 4 T—) DT
0 K T

seklinde verilir.
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Ispat. (3.1.4) bagmtisindan N ve B vektorleri cekilirse

1 1
N=—D/T ve B=—DsN+2T
UK o1 T

olur. B vektoriinde, N nin yerine esiti yazilir ve ardindan tiirev alinirsa

B:—DT

K
97 ( UK DTT) T -1

1,1 11
_ _(( ) DrT + — RDTT> fT

I \ NIk 9T
11 1
= D7T DAT T
57 () il + G DI +
ve
1 K
DB =D ( D T) D (—D2T> D <—T>
T r 197'(1%) rl)+Pr P2kt T tr T
olur. Diger taraftan,
DTB = —UrN
— 9 tpr
T19/<a T
- 'p;T
K

dir. Bu ifade esitligin sol tarafinda yerine yazilir ve tiirevler hesaplanirsa,

o < ) i) 0 (27

(?9—17(191%) ) DrT + 19—17(?9—) DT + (

) DT + DTT+( 5T

KT 92K

+Ep,T
T
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bulunur. Burada D2T ve D7T nin katsayilar1 sirasiyla,

i(i), N ( 1 ), _ _19’5 + Ik B 200 kT + KT + PPRT!
91 ‘IR Prr! W37TK2 VAK272
ve

K N T N (i(i),)’ B K2+ 72 B Wk + 20k’ + OK"

T K U7 Ik a KT P37 K2

(319219’7/-@2 + PBrr? + 21937/</<’) (19'/-@ + 19/4/)
9672 A

dir. OO

Lemma 4.0.4 Birim hizli olmayan bir « egrisinin N asli normal vektoriine veya B

binormal vektoriine gore diferensiyel denklemi

/
DEDEN — (if) DEN + (97)°N =0,

.
/
DEDEB — %D%B + (07)’B =0

seklinde verilir.

Ispat. (3.2.3) bagmtisindan N ve B vektorleri cekilirse

~1 1
N = ED%B ve B= ED#N

olur. DFN = 97 B ifadesinin normal konneksiyona gore tiirevi alinirsa,
DH(DEN) = Dh(srB)
= (197)/3 + 97D+ B
= (#7) (5-DEN) + 97 (— 7 N)
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bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

DEDEN — %D%N + (97)°’N =0

denklemi elde edilir. Benzer sekilde D7 B = —J7N ifadesinin normal konneksiyona gore

tiurevi alinirsa,

DH(DFB) = D(-eN)

= (¥7)'N —97DzN

= (~97)'(5-DiB) + (97)’B

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

DEDEB - 0;? DB+ (97)°B =0

denklemi elde edilir. [J

Lemma 4.0.5 Birim hizli olmayan bir «a egrisinin W Darboux vektoriine gore

diferensiyel denklemi
ayD3W 4 agD2W + asDrW + a,W = 0 (4.0.1)
bagintisiyla verilir. Burada aq, as, ag ve ay

o = (s — K1), ay= (M’T — Okt — (IrT — mﬁ)’) (m" _ m),
4 = ((FJ"T = k" 4 P (5 — KT (K2 + 7)) (OkT — OK'T)

+ (987 = Onr" — (k' = IK'TY) (K7 = 57") ),
a = (7" = k"7 = 0%’ + 77 (57" = 7)) (97 — Or'7)

+ (K" — Is7" — (UkT — OK'T) (K'T" — K”T’)))
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seklinde birer katsayidir.

Ispat. (3.1.5) bagmtismdan W =77 + kB dir. Bu vektoriin 7' yoniinde tiirevleri

DrW = Dr(rT + kB)
D:W = 7T+ 7DsT + Kk'B+ kDrB
= 7T+ 196N + k' B — kITN
= 7T+ KB,
DiW = Dr(7'T + £'B)
= 7'"T'+7'DrT + "B+ x'DrB
= 7'T+ (9s7’ —I&'T)N + "B,
DiW = Dr(7'T+ (957 — 0x'7)N + 5" B)
= 7"T+7"(9kN) + (r7" — 19/€/7')/N
+ (k7" — O&'T) (= IKT + 97B) + "B — k"9TN
= (T’” — 9Pk (k7 — H/T))T + (ﬁm"’ — k"7 + (UkT' — 195'7')/)]\]

+(192T(m" — I<J/T) + H///)B
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bulunur. W ve DrW ifadelerinden T' ve B vektorleri gekilirse

K K -7 !
I'=s———DW—-——W ve B=——DW+——-
KT — K'T KT — K'T KT — K'T KT — K'T

olur. Bu vektorler DAW tiirevinde yerine yazilirsa N vektoriiniin esiti

1 P E—— K gl
N=—— DW+—n " DWAH+— W
V(K" — K'T) Wt (k! — K/'T)? W+ (k! — K'T)?

seklinde bulunur. T, N ve B vektorleri D2W ifadesinde yerine yazilirsa,

1

DWW = ((19&7" — K" + (UrT' — 19%'7)’) S g

)D%W

1
mo__ M 92 P 2 2
+<(I€T KT — 1 (m- KJT)(H +T)>—m"—m’7'
"o "
+ (1957" — K" + (19/4;7" — 19,%’7)/) NT TR 2)DTVV
19(57" — /1’7')

1

(= o ) (o = ) )

i
+ (19!{7” — IK"T + (Or7’ — 19/1'7')/) —ﬁli ToRT )W

(m" — Ii'T) 2

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi 9 (k7' —£/7) ?ile carpilir, ardindan da D3W, D2W, DrW

ve W nin katsayilarina sirasiyla ay, as, as ve ay denilirse, ispat tamamlanir. [
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Lemma 4.0.6 Birim hizli olmayan bir « egrisinin C' birim Darboux vektoriine gore

diferensiyel denklemi
D%O—{—OlD%O—{—OgDTc—{—OgO =0 (402)
bagintisiyla verilir. Burada o1, oy ve o3

¢ (e wW )

o OINWe

01

'y (G0N

092 = 9| W 2 N2 — B}
AW )"+ @ = (G S

¢,

o _ /2/_(¢,19HWH),/

seklinde birer katsayidir.

Ispat. (3.1.6) bagmtisindan C birim Darboux vektérii
C = singTl + cos¢pB
dir. Bu vektoriin 7" yoniinde birinci tiirevi

DrC = Dr (smng + cosgbB)
= ¢ cos¢dT + singkN — ¢'singB — cos¢pdTN

= ¢/ (cos¢T — singB)

olur. C' ve DpC ifadeledinden T ve B vektorleri gekilirse,

COS¢DTC' ve B =cos¢pC — sing

T = singC + e e

DrC
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bulunur. Bu vektorler C' nin ikinci tiirevinde yerine yazilirsa,

DiC = Dp(¢/(cos¢T — singB))

= ¢"(cos¢T — singB) — (¢’)2 (singT + cosgB) + ¢'9(cosor + singT) N

= ¢"cos¢(singC + Cj;ngTC) — ¢"sing(cospC — S$¢DTC)
+9 | W N = (¢)°
Qb// 1\ 2 /
olur. Bu egitlikten N vektorii ¢ekilirse,
N= g (#D30 — " DiC + (6)°C)
I(e) Il |

bulunur. C nin 7" yoniinde tiglincii tiirevi alinirsa

pic — DT<%DTC—(¢>’)ZC+¢’19 W)

/! /!

) D2+ S D3C ~ ((6)?) € = (#)*DeC + 80/ | W || (5T +7B)

= (g &

1

+(0¢' | W | )’—W)g T

(¢’D§(J — ¢"DyC + (¢’)3C>
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<¢" (0 | W)

R A A AR Ny *
7t awe ) Pie

" 2 N2 Ww Y "
HGY - 1wy - @) - S e

<<¢'§ ’\‘r Vvvv‘r’\ V' (@py)e

bulunur. Bu denklemdeki D2C, DrC ve C nin katsayilarina sirasiyla oy, oy ve o3
denilirse, ispat tamamlanir. [J

Lemma 4.0.7 Birim hizhi olmayan bir « egrisinin W+ normal Darboux vektoriine gore

diferensiyel denklemi
e2(DF)* W + e DEW™: + W+ =0 (4.0.3)
bagintisiyla verilir. Burada €, €1, €

€ = /{’((19/{7)/ + 19/4/7) — VKT (/i” - 192/-€72> ,
€6 = —/{((19/17‘)/ +19/47'> ,

€ = UKT
seklinde birer katsayidir.
Ispat. (3.2.3) bagmtismdan W+ = kB dir. Bu vektoriin 7' yoniinde normal
konneksiyona gore tiirevi alinirsa,
DzW+ = —9krN + k'B

olur. W+ ve DFW+ ifadelerinden N vektorii cekilirse

19_—;7)17;14/L LWt e B=(Hwt

UK2T K

V=
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bulunur. W+ vektoriiniin normal konneksiyona gore ikinci tiirevi alinirsa

(DF)*W* = D#(—0kTN + #'B)

= — ((79&7)/ + 19%:’7)]\7 + (FLH — 192,%7-2)3

olur. N ve B vektorlerinin esgitleri (D%)2T/I/L ifadesinde yerine yazilirsa
IK*T (D%)2VVl —K ((19/@'7')’—1—19/47) DFW++ (/@’((19&7')’—1-19/47’) — kT (K" —19%72)) Wt =0
elde edilir. U

Lemma 4.0.8 Birim hizli olmayan bir « egrisinin C* birim normal Darboux vektoriine

gore diferensiyel denklemi
63(D%)’Ct + DECH + 60 =0 (4.0.4)
bagintisiyla verilir. Burada ¢, ¢ ve ¢

g = ¢sing(¢'singdT — (Ircosg)) + ITcosp(9*m%cosp + (¢'sing)’),
G = coso(P singIT — (ITcosg)’),

g3 = Urcos’p

seklinde birer katsayidir.

ispat. (3.2.3) bagmtisimdan C* = cos¢B dir. Bu vektériin T yoniinde normal

konneksiyona gore tiirevi alinirsa

D7C* = —¥r1cospN — ¢'singB
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olur. C*+ ve D7C% ifadelerinden N ve B vektorleri gekilirse

-1

- “7coso

oS

¢'sing

97082

Ct ve B=( YO+

)Dr.C*

bulunur. C* vektériiniin 7' yéniinde normal konneksiyona gore ikinci tiirevi

(D3)’Ct = Di(—rcospN — ¢ singB)
= (- 197003¢)/N — Ircosp( — 9T + 97B) — (¢'sz’n¢)/B + (¢'sing) (OTN)

= (gb’sz’ncm% — (197'605@),)]\[ — <1927'2c08¢ + (¢/8in¢),>B

dir. Bu tiirevde N ve B nin egitleri yerine yazilirsa

1970052<b(D%)20L + cosg (qb’sin@% - (197'003@’) D7C*+
+ (qﬁ’smgzﬁ(qﬁ/smgzﬁi%’ — (97c0s9)') + Ircosd (9> cosd + (gb'singb)’)) Ct=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Lemma 4.0.9 Birim hizli olmayan bir « egrisinin W Darboux vektoriine gore
biharmonik olma ve 1. tipten harmonik olma kogullar1 agsagidaki gibi verilir:

1) a egrisi Darboux vektoriine gére biharmoniktir ancak ve ancak
™ =0, Ort'—Vk'T=0, K =0.
2) « egrisi Darboux vektoriine gore 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

" "

"= —-Xo7, T —9k'T=0, K'=-Xkr, M ER.
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Ispat. Teorem 3.2.7 den W Darboux vektériiniin Laplace goruntisi

AW = —DiW

= —7"T+ (U&'T — 9s7")N — "B

bulunur. AW = 0, i¢in birinci 6nerme ve AW = A\¢W i¢in ikinci 6nerme saglanir. [

Lemma 4.0.10 Birim hizli olmayan bir « egrisinin C birim Darboux vektoriine gore
biharmonik olma ve 1. tipten harmonik olma kogullar1 agsagidaki gibi verilir:

1) a egrisi C' birim Darboux vektoriine gére biharmoniktir ancak ve ancak
§"cosd — (¢/)%sing =0, ¢"sing + (¢)2cosp =0, @9 || W ||= 0
2) a egrisi C' birim Darboux vektériine gore 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

#"cosp—(¢')*sing = —Asing, ¢"sing+(¢)*cosdp =0, ¢V || W ||= —Xocosp, Ao € R.

ispat. Teorem 3.2.7 den C' birim Darboux vektoriiniin Laplace gortintiisii

AC = —DC

= (((b’)25in¢> — gzﬁ”cosqﬁ)T + (qﬁ”sinqﬁ + (¢’)2cos¢)N — ((;5’19 | W )B

bulunur. AC = 0 ise birinci 6nerme, AC' = \gC' ise ikinci 6nerme saglanir. [J
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Lemma 4.0.11 Birim hizli olmayan bir « egrisinin W+ normal Darboux vektoriine gore,
zayif biharmonik olma ve 1. tipten harmonik olma kogullar1 agagidaki gibi verilir:

1. « egrisi normal Darboux vektoriine gore zayif biharmoniktir ancak ve ancak
(OT) +I'T =0 ve ' —9*k7? = 0.
2. « egrisi normal Darboux vektoriine gore 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

(UkT) + 9T =0 ve P?r7* — K" = Xk, Mo €R.

ispat. Teorem 3.2.8 den W+ vektoriiniin normal Laplace goriintiisii

(AW = —Diwt

= (k) +9&'T)N — (k" — 9*k7*)B

bulunur. (A)*W+= = 0 ise birinci énerme, (A)LW+ = X\gW+ ise ikinci 6nerme saglanir.

Bu da ispati tamamlar. [

Lemma 4.0.12 Birim hizhi olmayan bir a egrisinin O birim normal Darboux vektoriine
gore, zayif biharmonik olma ve 1. tipten harmonik olma kosullar1 agsagidaki gibi verilir:

1. « egrisi birim normal Darboux vektortine gore zayif biharmoniktir ancak ve ancak
¢ singT — (ITcosg) =0 ve 9*72cosd + (¢'sing) = 0.
2. « egrisi birim normal Darboux vektoriine gore 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

¢ singIT — (VTcosg) =0 ve 9?7cosp + (¢'sing) = Agcosg, Ao € R.

ispat. Teorem 3.2.8 den O+ vektoriiniin normal Laplace goriintiisii

Ayt = —(Dh)ct

= ((Wrcosg) — ¢'singIT)N + (9*1°cos¢ + (¢'sing)’) B

bulunur. (A)*C* =0 igin 1. 6nerme, (A)*C* = \yC* igin 2. énerme saglamr. [J
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4.1 Involiit Egrisinin Karakterizasyonlari

4.1.1 Involiit Egrisinin Konneksiyona Gore Frenet Formiilleri

Bu kisimda « egrisinin Frenet aparatlar: {T', N, B, k, 7} ve ( egrisinin Frenet aparatlari

{Ts, N3, Bg, kg, 75} ile gosterilecektir.

Teorem 4.1.1 3 egrisi  nin bir involiitii olsun. « egrisinin Frenet vektorlerinin asli

normal vektori N yontinde tiirevleri
DNT =kN, DyN=-kT+71B, DyxB=-1TN (4.1.1)

bagintisiyla verilir.

Ispat. (3.1.4) bagmtisindan D1, T = UkgNg dir. Bu esitligin sag tarafi (3.1.7) ve
(3.1.8) bagmtilarindan

DTgTﬁ = 19/4,/3]\[5

I S S
T eon Ve Ve

= —kT'+7B

olur. Aym bagmtilardan 73 = N ve dolayisiyla

Dr, Ty = DyN

= —kT'+7B

bulunur.
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Benzer sekilde (3.1.7) ve (3.1.8) bagmtilarindan D, Ng vektorii

DTﬂNﬁ = —’19/{5T5+’l97'/335

_ ﬁ(—m

KT — K'T TT+I€B))
(c—s)k

>N+ﬁ<(c—s)m(li2+72) Sy

_ (M)T— (W>N+ (M)B (4.1.2)

(k2 + 72) (k%2 + 7'2)%

olur. Diger yandan bu esitligin sol tarafi

—K T
Do = Dn( 7T )

( K )/T K.DNT _'_( T ),B—i— T.DNB

(4.1.3)

olur. (4.1.2) ve (4.1.3) ten

K T (k7' — K'T)T K
— " DN+ —_—_DyB = ( + ’)T—(\/ 21 2)1\/
N Vet (K2 4 72)2 (\//12—1-7'2) mT

/

+<H - (ﬁ)/)B (4.1.4)

bulunur. Benzer sekilde Dr, Bg vektérii (3.1.7) ve (3.1.8) bagmtilarindan

DT,BB/J’ = —19’7'5N,3

kT — KT —K .
= e e et )

— (W'_—“/T);)T _ (M)B (4.1.5)



olur. Diger taraftan esitligin sol tarafi

T KR
DBy = Dn( T+ et

VK + 72 Y N VEZ+ 72

(4.1.6)

bulunur. Béylece (4.1.5) ve (4.1.6) bagintilarindan

T DT + K Dol — ((HT’_/{’T)K_( T ),>T
N VRS S

olur. (4.1.4) ve (4.1.7) bagmtilarindan DyT ve DyB hesaplanirsa

DNT = ! ( . ) +7

/
K T+ &N
VK2 + 12 (\/li2+72 )>

i
e

! !
K KT — KT
)B

1 T ! /
v Gl e e o v

= kN (4.1.8)

ve

1 KT — K'T K / T /
DyB = Y e (— )\ 7
N \/m2+72<\//£2+72+7—(\//<52+72) K(\//{2+72)>
1 K ' T '
—(r)N — T B
(T) VK2 4 72 <K(\/n2+72) +T(\/I£2—|—7'2))
— _+N (4.1.9)

seklinde elde edilir. [J
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Teorem 4.1.2 3 egrisi a nin bir involiitii olsun. Konneksiyona gore 3 involiit egrisinin
harmoniklik kosullar1 « egrisinin Frenet aparatlari tiiriinden agagidaki onermelerle verilir:

1. B involiit egrisi biharmoniktir ancak ve ancak
K'— k> — k=0, r&'+77=0, Kr+7°—-7"=0.

2. [ involiit egrisi 1. tipten harmoniktir ancak ve ancak

K'— 12—kt = =Xk, kK +77 =0, KT14+7—7"= X7, X €R.

Ispat. (4.1.1) bagintisindan Hp ortalama egrilik vektoriiniin yeni ifadesi
Hﬁ = DNNZ —IiT—f—TB
olur. (3.2.2) bagmmtisindan Hg nin Laplace goriintiisii

AHs = —D%(Hp)
= —D}(DwN)
= —D3(-kT+7B)
= —DyDn(—kT +7B)
= —Dn(—KT —kDNT +7'B+7DyB)
— —Dy(=KT — kN +7'B+7(—7N))
_ _< — K'T — &' DyT — (k2 +72)'N = (k2 + 72) Dy N + 7B + T/DNB)
- </<”T + &'kN + (/12 -+ TQ)IN + (“2 + 72) ( —rT + TB) —7'B+ TlTN)

= (K =k —k)T+3(k'+ 77 )N + (K’ +7° —7")B
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bulunur. AHgz = 0 ise birinci 6nerme, AHg = A\gHp ise ikinci onerme saglanir. [

Sonug 4.1.1 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. « egrisi dairesel helis ise, involiit egrisi

konneksiyona gore 1.tipten harmonik bir egridir.

Ispat. o egrisi dairesel helis olsun. O zaman x = sbt ve 7 = sbt tir. (4.1.1) den
ortalama egrilik vektori Hg = —kT + 7B ve ortalama egriligin Laplace gortintiisii de
AH = (k*+72)(—kT +7B) olur. Buradan AHz = (k*+ 72)Hp elde edilir ve \g = k?+ 72

olup, Teorem 4.1.2 de ikinci 6nermenin saglandig1 goriiliir. [J

Sonug 4.1.2 ( egrisi a nin bir involiitii olsun. « egrisi genel helis ise, involiit egrisi

konneksiyona gore biharmoniktir.

ispat. a egrisi genel helis olsun. O zaman 7/k = sbt tir. Bu egitligin her iki tarafi
tiirevlenirse, k7' — k'7 = 0 olur. Buradan da 7/x = 7//k’ = sbt bulunur. Tekrar tiirev

alinirsa, 7/k = 7" /K" = sbt elde edilir ve Teorem 4.1.2 de birinci 6nerme saglanir. [

Ornek 4.1.1 o(s) = \/ii(coss, sins, s) verilsin. « egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri

T = \%(—sins,coss, 1), N =(—coss,—sins,0), B= \%(sins, —co0ss, 1)
K = \/Li ve T = \/Li dir. « egrisinin Frenet formiilleri

DT = %(coss, sins,0),  DpN = (sins, —coss,0), DrB =

dir. Buna gore S involiit egrisi

(coss, sins, 0)

1
V2

B(s) = L(coss — (¢ — s)sins, sins+ (c — s)coss, c)

V2

olur. [ egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri

Tﬁ = (_COSS, —5ins, 0)7 Nﬁ = (SiTlS, —C0SS, O)J 35 = <O’ O’ 1)

| 5'(s) A B"(s) || V2 _ det(B'(s), 67(s), 8"(s)) _,

T RO P Te=sl P T BE ARG P
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seklinde bulunur. 3 egrisinin Hg ortalama egrilik vektoriiniin Laplace goriintiisii

AHy = (3(9n5)'0n) Ty + ((905)" + 0a(975)" = (915)" ) N
—(2(955) 975 + V5 (975)') Bs

olur. Burada

ifadeleri AHg de yerlerine yazilirsa, AHg = Hp elde edilir. Bu durumda (3 egrisi 1.tipten
harmoniktir.

Diger taraftan 8 egrisinin harmonikligi (4.1.1) bagintisina gére hesaplanirsa,
Hs=—kT+7B ve AHg=—-D3(—rT+7B)
olur. Burada N yoniindeki tiirevler

1
DNT = —N, DyN=— N

1 1
— T+ —B,
V2 V2 V2

bulunur. Ortalama egriligin Laplace gortintiisi

1
DyB=——
" V2

AHg = —Di,(0rsNp)

= —D}(—~xT+7B)

1 1
- D <—D T+ —D B)
N V2 N V2 N

~ ~Dy(- W)

= DyN

dir. Béylece ADyN = Dy N esitliginden S nin 1. tipten harmonik oldugu goriiliir.
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4.1.2 Involiit Egrisinin Normal Konneksiyona Gére Frenet Formiilleri

Teorem 4.1.3 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. Normal konneksiyona gore « egrisinin

N asli normal yoniinde tiirevleri
DxT =0, DxB=0 (4.1.10)

bagintisiyla verilir.
Ispat. (3.2.3) bagmtisindan Dz, Ng = 07385 ve Dz B = 913N yazihr.

(3.1.7) ve (3.1.8) bagmntilarindan D%B Ny = 9715B3 ifadesinin sol tarafi

DLNZDL( A SR B)
TF "Vt Vet

_/{/ ! 7- ! h‘/ J_ 7- J_
- (YT (L YB- " _pir+ T _pip

(m) (m) Viztrz N ez Y

(4.1.11)
sag tarafi
kT — KT T K

V3B =|c—s| Kk ( T+ B) 4.1.12
5B =| | |c—s|n(fi2+7'2) VK2 + 12 VK2 + 12 ( )

olur. Benzer sekilde D%BB,B = —1713Np ifadesinin sol tarafi

Dz, B = DN(\/H? —|—72T+ VK2 —|-’7'QB>

K

T / / T K
= (———=)T+ (———)B+ ——=D+T 4+ ———D1i B,

(,/,{2_,_7.2) (~//{2+7'2) ViZ+ 72 N VK2 + 72 N

(4.1.13)
sag tarafi
kT — K'T —kT +71B

914Ny =|s—c| ( ) 4.1.14
pNo =| | lc—s|r(r2+72)\ K2+ 72 ( )

seklinde bulunur.
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(4.1.11), (4.1.12), (4.1.13) ve (4.1.14) bagintilarindan,

L T N . (HT —/‘QZT)T R /
DAT + ———=D\B = ( + ))T

—K

(4.1.15)
ve
— L DiT+——DiB = ((MI_F"/T)K (5=))7
Varm o N aeant = U aTar T Vere
K(KT’—RIT) K />
— B
( (I{2—|—72>% +(\//$2+7'2)
(4.1.16)

ifadeleri elde edilir. Bu iki esitlikten gerekli islemler yapilirsa, DT ve DB nin esitleri

elde edilmig olur. [

4.1.3 Involiit Egrisinin Konneksiyona Gore Diferensiyel Denklemleri

Teorem 4.1.4 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. J involiit egrisinin konneksiyona gore

diferensiyel denklemi
n3DY N + nyDAN +nyDyN +ngN = 0
bagintisiyla verilir. Burada ng, ny, no ve ng

ng = (3(/{/{' +77) (k7" = K'T) + (K* + 72) (k' — m’”)),
n, = (/@'7‘” — k"7 + (*+ 7%) (k7' — /{’7’)),

iz 7
ng = K T—KT
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ve ng = KT — K'T

seklinde birer katsayidir.

Ispat.  (4.1.1) bagmtismdan DyN = —xT + 7B yazlr. Bu ifadenin N yéniinde

birinci ve ikinci tiirevi alinirsa,

D3N = Dy(DyN)
= Dy(—kT+7B)
= —k'T—kDNT +7'B+71DNB
= —KT—kK’N+7B~-7’N
= —kT— (k¥*+7*)N+7'B,
DYN = Dy(D}N)
— Dy( =T = (#*+7°)N +7'B)
= —&'"T — W DNT — (k* +7%)'N + —(k* + 7°)DyN +7"B + 7'Dx B
= —K'T = 3(kx' + 77 )N + (k* + 7°)kT — (k* + 7°)7B + 7'B

- (K(RMT?) —m")T—g(m’+TT')N+ (T"—(KMT?)T)B (4.1.17)

bulunur. DyN ve D% N ifadelerinden T' ve B nin esitleri hesaplanirsa,

40



2
T = - ,DNN— - ,DNN+ p ,N,
KT — K'T KT — K'T KT — K'T
/ 2 2
K K KRS+ T
B=————D3yN—-———DyN+ <, ,)N
KT K'T KT — K'T KTl — K'T

olur. Bu ifadeler (4.1.17) bagmtisinda yerine yazihirsa D3 N nin esiti

DYN = (H(RQ +7%) — H”)T — 3(/—%’ + 7'7'/>N + (7’" — (K*+ 72)7-)8

2 2 " T 2 ' T(“Q + 72) >
= — - DSN——onww- - DyN+ —— 2N
<K(I{ T ) & ><I{T’ —xlr N wr! — RN + KT — K'T
—3(/{/4 + TT’)N
+(r” (k2 72)7) ( B N " pyN+ r( 4 77) )N>
KT — K'T kT — K'T KT — K'T

(/{2 + 7'2) (/{’7’ — KT’) + k"t — KT

KT — K'T

)DNN

seklinde bulunur. Bu ifade N, Dy N, D3 N ve D3 N nin lineer bilegimi olarak diizenlenir,

katsayilarina da sirasiyla ng, my, ns ve ng denilirse istenilen denklem elde edilir. [J
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Ornek 4.1.2 Ornek 4.1.1 de verilen § involiit egrisinin konneksiyona gore diferensiyel
denklemini 6nce 3 egrisinin Frenet aparatlari cinsinden ardindan da « egrisinin Frenet

aparatlar: tiriinden yazalm.

Dr,Ts nin T yontnde turevi alinirsa

D7, Ts = Dg,(D1,Tp)

1
= (ﬁlﬁﬂ)/DTﬁTﬁﬁ + 19/'15( - ﬁE@Tﬁ)

kp
veya

Ikg)’
D%BTg—%DTﬁTBJr(Q?Hﬁng = 0,

D7 Ts+Ts = 0

bulunur. Teorem 4.1.1 kullanilirsa bu denklemin, « egrisinin Frenet aparatlari cinsinden

kargihigi:
DTBTB = 19I<LBN5 - DNN:—FLT—FTB,
Dy N 19T+0:>D(_1T+1B> N
= — UK —_— JES— _— — ,
TgtVp B8+ 8 N \/5 \/5
DB—O:>D<1T+1>—O
TB ﬂ - N \/5 \/§ - Y
ifadelerinden

1
DyT = —N,  DyN

-1
DyB=—N
V2 N 2

—1 1
RV LRV 2

olur. Dy N nin N yontinde tiirevi alinirsa
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DYN = Dy(DyN)

11
- D (—T + —B)
A /2

—1 1
= —DNT+ —DxyB
N RV

veya

DN+ N=0
denklemi elde edilir.

4.1.4 Involiit Egrisinin Darboux Vektoriine Gore Denklemleri

Bu kisimda 3 involiit egrisinin diferensiyel denklemleri W3 Darboux vektoriine ve C'g birim
Darboux vektoriine gore yazilacak, ardindan bu denklemlerin esas egriye bagl ifadesi, yani

« egrisinin Frenet aparatlar cinsinden yaziliglar1 verilecektir.

Teorem 4.1.5 [ egrisi o nin bir involiitii ve 3 egrisinin Darboux vektorii Wy olsun. 3

involiit egrisinin konneksiyona gore diferensiyel denklemi

mﬂlD%@;WB + mﬁgD%BWB + mggDTBT/Vg + M54W5 =0 (4.1.18)
bagmtisiyla verilir. Burada mg1, mga, mpgs ve mpy

2
mg = 0(%5753—&’57'5) ,

Mmpy = (19&%75 — 195575 — (19/<;ng& — 19/@/'375)/) (/157'5 — /4;/%75),
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mgy = (ﬁg/m — H/QT;J)H + 92 (/‘iﬁTlé — K,,lgTﬁ) ((/<;/5)2 + (7'5)2)> (ﬁfﬁgTé — 05,%75)

+(19/€ng - 19%57'/;/ - (19/157’% - 19/1/67'5),) </€%Tﬁ — /Qng),

"

ms = (sl = wih = 0 (monty o 73m3) (s — wims) ) (Pt — ms)
" /
o+ (OKyms — V] — (Iamh — Onlyms) (Wrh — wsms))

seklinde birer katsayidir.

Ispat. (3.1.5) bagntisindan Wj Darboux vektorii
Wﬁ = TﬁTB + liﬁBg (4.1.19)
dir. Bu vektortin T yontinde birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri sirasiyla,

Dp,Ws = Dr, (7575 + r3Bs)
= TéTﬂ + TgDTﬁTg + K'/BBfB + /iﬂDTBB,B
= TéTg + TgﬁfiﬁNg + K,/IBBQ — HﬁﬁTﬁNg

= T[’.,Tg + /@%Bﬁ,
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D%;W/o’ = D, (DTﬁwﬂ)
= Dy, (75T + r3Bj)
= 75T + 75D, Ts + K3Bs + k3D, By
= 74Ts+ (Vkph — 9K373) N + K Bg,
D%B Ws = Dr, (D%ﬁ WB)
= Dr, (TgTﬁ + (ﬁmﬁTé — 19/{2;7’5)]\75 + /iféBg)
= 74T+ 745 9ksNg + (Ira7h — 19/457/3)/]\[/3
+(19/§57'é — 19/@'575) ( — OkgTs + 197‘536) + KgBﬁ - KgﬂTﬁNB
= (78 = Pwalsar = ) )T + (9w = Owirs + (9w = Oy ) Ny
+ (19275 (kpTh — KTs) + Hg’) Bg

seklinde bulunur. W3 ve D, Wy ifadelerinden Tj ve Bjg vektorleri cekilirse

!
ks

ks
Tﬁzﬁ I DT,BWﬁ_ Y] Wi
ve
—T, ’T/
By = / ﬂ/ DT5W5+ / 2 —W;s
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olur. Bu ifadeler D%ﬁ Wpg tirevinde yerine yazilirsa Ng vektori

1
Ng = D3 Ws +
I R

K%Tﬁ — HﬁTg

Y (/%»Té - /{%7‘5)

2DTﬁW/3

.y "ot
RgTg — RgT,
+ BB BB

W

seklinde bulunur. Tp, Bgve Ng nin esitleri D:}B W tiglincii tirevde yerine yazilirsa

/ 1
Dy Ws = ((19@7’5 — U7 + (VKaTh — OKjTs) )(79%57_& — 79%7_5>)D%3W5

1
+ </<a T — ks — 0 (KTl — Klyms) (K% + 72 )(—)
( Bls BB (55 /3/3)(5 ,3) /igT/é—/i%Tg

KTs — KT

19(/157'[; - 5%75)

+(19/<557'g — UKyTs + (UkpTh — 19/@2;7’@’) ( 2>)DTﬁW5

1
+ (HIIIT/—HIT///+192/<LHI+TT/ KgThp — KT ><—>
(s = st ) s =) ) (s

9 " 9! 9 / 9K ! HZBTg B Kgﬂ-é W,
+ 5/87—5 - /4357—/8 + ( HIBTﬂ - /QBTﬁ) , , 3 /8

seklinde elde edilir. Bu ifade D3, Wy, D3, Wp, Dr,Ws ve W nin lineer bilesimi olarak

diizenlenir ve katsayilarina da mgi, mga, mgs, mgs denilirse, ispat tamamlanir. [J
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Teorem 4.1.6 [ egrisi a nin bir involiitii ve « egrisinin Darboux vektorii W olsun.

Konneksiyona gore (8 involiit egrisinin diferensiyel denklemi

M1y 3 L meN RN Ly ms
(5) PRW + <3m1(m) + M)DNWJF <3m1(m> +2ma(30) + AK)DNW

1 " 1 " 1 / my

myp’ ¢ Mo’ ¢ @' map’
+( ;ﬁ DN + (3m1(m)’+ ;ﬁ )D?VN+ <3m1(m)"+2m2(m)/+ ;’K )DNN

/ / /
—|—<m1(%)m-I—mz(%)”%—m:s(%)/+ M)N =0 (4.1.20)

bagintisiyla verilir. Burada my, ms, mg, my

m = (G CR)

MK K2+ 72 ) AR(K? + T2

My — ((m)//(liT’—l{/T B /—m2+72( IiT/—Ii/T>)//

(G SN G (o))

VEZ+T2\" 1 kT — KT VE2+ 12 kT — K'T \"
(") ) - (55 )

AR Ak (K2 4 72) AK k(K2 + 72

KT — K'T \1, 5 2)(112 + 72 iy kTl — K'T )2> ( kT — K'T )’ K2+ 12
(Ak)? AR(K? + T2) (k2 + 72)% AR
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(OO T - V) ()

AK Ae(K? 4+ 72

_<< P /-4;’7';)/(/12)—\1— 72)>’>

(k2 + 72) K

(\/m)// HT/—K)/T )_(\/m ( K,’T,—/ﬁ)/’i' )//
AR A&(K2 + 72) AR A&(K2 + 72) ’

(\/m y, KT — K'T ),,, (\/W)m( kT — KT
my = _
! AR Ak(K2 + 72) AR Ak(K? + 72

VK2 + 12 kT — K'T, KT —K'T
(Ve ( / ))’)

MK + k2 + 12 (/\R(RQ + 72

P kT — K'T (1 K2+ T2
(T ) )

(k%2 + 7'2)% K (k2 + 72) AK )

+((\//£2—|—7‘2 " /17"_,%’7—)_( /—K2+72)(Lﬁ/7’))//

AR ) ( K2 + 712 A&(K? 4 72

_<( KT — KT /~€2+T2)>’
(&2 47237 0 AR

<(m 1, KT — KT )//_(\/W)//( kTl — K'T ),)
AR k(K2 +72) AR Ak(K2 + 72)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. (4.1.18) denklemindeki W vektorii (3.1.9) bagmtisma gore « egrisinin Frenet

aparatlar: tiirtinden

1 o
Wg EW + EN

seklinde yazilir. Bu vektoriin T} yontindeki birinci, ikinci ve tigiincii tlirevleri sirasiyla,

QO/
Dp,Ws = Dy (MWJFEN)

1 1 v ¢
- (M) W + MDNW+ (M) N + /\RDNN

/

%
= )\—DNW + (M) W+ /\—DNN + ()N,

Dz Wz = Dr,(Dr,W;)

!/

- u(ouGi £)

/

0 o
W+—DNN+(M)N>

1
— Dy (A DNW+(M) ;

1 1 ¢

= () Dy () W+(A )DNN+(M)”N
L (LD s Epn 1 (P DN
AN P D Vit k! T
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1 1 1
= L DAW +2(0) DaW ()" W

AK

/ /

7 )DNN+()\/1

¥ N2
D VN +2(—

¥

"
= R

D} Ws = Dr,(D%Wp)

/

- DN<D2 (MW + %N))

1
— Dy (A DJQVW—i-Q()\ ) DW + ()W

/ /

) DyN + (£)"N)

+)\£D2 N+ 2(&

¥
AR

1 1 1

o 2 nmn
= (M)D W+ 2(— )DNW+(M) W

¢’ ¢’ ¢
+(52) DAN +2(1-) "DyN + ()N

Ly pew

i 3 1 2
DV 2( - )' D% W+ (-

AK

¥ s ¢\ 2 @' \n
+1-D N+2(>\H)D N+(M) DyN

1 1/, 1 1 \m

= - DAW+3(— )' D% W+ 3(— ) DNW+(—M) W
i 3 ¢’ 2 o' \n ﬁlm
+1-D N—|—3()\ )' D% N+3(A ) DNN+(M) N
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seklinde bulunur. (4.1.18) denkleminin mgy, mga, mgs, mps katsayilari, (3.1.8) bagintist

kullanilarak tekrar yazilir ve yeni katsayilar sirasiyla mq, mso, ms, my ile gosterilirse,
KT — K'T AK )/(m)2)2

Ne(R2 4+ 72) VK2 + 72 AR

m; = /\Ii((

kT — KT ) K2+ T2

N (((/ﬁ2+r2)3) ( (Ar)? )

\ <(\/m2+72)/,( kTl — K'T )_(\/W wor! — il )//)
" AK Ak(Kk2 + 72) Ak Ae(K2 + 72)

(A o) ) (55 (o))

VEE+ TN (kT — KT s\ ( KT — KT \”
= (5 ) - () (et )

AR K2+ 712 Ak(K2 4 72

kT — KT K2+ T2\ kT — KT\ /K + T2
_<((/<;2+72)3)( AK ))>((/<¢2—|—72)3> ( (Ak)? ) ’

— (\/m)m( kT — K'T ) B VEZ+72, kT — KT ),,,
ST AR A& (K2 + 72) AK AR(K? + 72)

0 () o) (e + i) ))

<((/<;T' — KT )/(/{2;7‘2»

K2 + 72)%

o1



(A <(m)u( kT — K'T )_m kT — K'T )/,)
" MK A&(K2 + 72) AR Ak(K2 + 72)

KT — K'T O k24 T2\
_</\Ii(</€2+7_2)3) ( (Ak)2 )))

((\/W n, KT —K'T VEZ+ T2 kT — KT )’
)

MK ) ()\Ii(li2 + 7'2)) B AR AR(K2 + T2

VEEF T2\ KT — KT VEZH T2 KT — KT\
= () )-S5 ( )

K AR(K2 + 72) AR A&(K? 4 72

+(ﬁ>/<“2 +7°) (K(A:)Z * (AZZM_ - :2) )2>>

kT — KT\ /K% + T2 VEZ+ T2\" /kT — K'T
(i) (5 () ()

K2 4 72)% AR AR K2 4+ 12

—VEKZ 412 (L’#TQ” _ (((HT' — /1'7'3)/ (52;-7-2)>/>

Ak(K2 + T2 K2 + 72) K

((W)”( KT — KT >_ \/W( m’—n/r)>")

K Ak (K? 4 72) AR A&(K? + 72

o2



my =

VEEH TN KT — KT A\ VEEL T2\ KT — KT\
(5 ) - () )

AK A(K? + 72 AR A&(K? + 72

2 /(VE2+ T2 K2+ T2, kT — KT, kT — KT
_()\H) ( AR ( Ak ) )\KZ(KJQ—I—T2)(>\/£(/£2—|—7'2))>

kT — KT\ K2+ T2 kT — KT\ K24 T?
(T8 (o)) ) On 50 )

+(x <<m>,, kT — K'T B \/W( kT — K'T >//>
" MK Ak (K2 +72) A6 N AR(K2 4 72)

kT — K'T K24+ 12\
_<A“( ;) (k)2 )

" \/m " kT — K'T /
K ) ()\Ii(li2+7'2)) _( AR ) (/\K(K2+72)) )>

VEZ+ TN/ kT — KT \" VEZ+T2\" 1 KT — KT \/
(G ) - () )

AR A&(K2 4 72

—( K2+ 72 (

V24712, kT —FKT, KT — KT |
+ ))

AR K2+ 72 <)\/@(/12 + 72

_ 2 2 . 2 2
(Y () ) (Y ()
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VEZ+ 2N\ (kT — KT kT — K'T \"
(5 ) - () G )

AK K2 + 72 k(K2 + 12

_<<(Zzl—i__:d2,>7§)/ <l-€ )—\;T )>/

VEZ+ 12, kT — KT VEZ+ 120, kT — KT
(5 Gaart) ) Gt )

seklinde bulunur. Bu katsayilarla Dz, Wi, D%ﬂWg ve Dﬁ}ﬂWg tiirevlerinin karsihklar
(4.1.18) bagntisinda yerine yazilirsa, [ involiit egrisinin diferensiyel denklemi « nin

Frenet aparatlari tiriinden elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. [

Teorem 4.1.7 [ egrisi a nin bir involiiti ve § involiit egrisinin birim Darboux vektori

Cjs olsun. B involiit egrisinin konneksiyona gore diferensiyel denklemi
D%;C/B + TﬁlD%ﬂCﬁ + TﬁgDTBCg + 7”5305 =0 (4.1.21)

bagmtisiyla verilir. Burada rg1, 752 ve 73

<—¢g> (o WD)
o) OWslley

g1

- 2oy (@0 W), e
= (21Ws1) - () T AT ANGOR

ey (ol ),
= () - Sgpw %

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. (3.1.6) bagmtismdan Cj birim Darboux vektorii
Cs = singgls+ cospsBg
dir. Bu vektortin 7p yontinde tiirevi

D7,Cs = Dr,(singgTs + cosdsBg)
= ¢ cosggTy + sindgdrgNg — ¢y sings Bz — cosppiTsNg
= ¢3(cospsTy — singsBp)
olur. C ve Dr,Cy ifadelerinden, T ve B vektorleri gekilirse

Ts = singgCps + %DTBC}; ve Bg = cosppCs — %DT505

Vs Vs

bulunur. Bu vektdrler C nin ikinci tlirevinde yerine yazilirsa,

D7,Cs = Dr,(D1,Cp)
= Dy, ((ﬁ% (cosgsTs — sz’ngbng))
= ¢ (cosqbng — 8in¢5B5> — (¢%)2(sin¢5Tg + cos¢5BB)

—|—¢/ﬁ 19(0039255/% + smgﬁng)Ng
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" . cos y sin
= ¢y cos¢5(szn¢50ﬂ+ ¢¢ DTﬁCg) oy smdm(cosqﬁgqg— ¢¢ DTBCﬁ)
B B
/ 7\ 2
+¢ 0 || W || Ns — (65)
s /2 ;
= (G)Dr,Co = (@41 Co+ 60 | Wi || Vs
B
bulunur. Bu esitlikten Ng vektori gekilirse
]' /
Ny = —————(0,D%,Cs — #4D1,Cs + (6)°C;)

()" | W |

olur. Cjp vektoriiniin T yontinde tigiincii tiirevi

¢//

D%ﬁ Cﬁ = DTﬂ ( ¢l

Dr,Cs — (63)"Cs + 69 | Wi | Ns)

/!
s

] P
_(%

)IDTﬂCﬁ + (¢5

) D7,Cs = ((6)°)'Cs = (6)) " Dr, C

+0% ¢ | Wy || ( — kT + 75Bs)

1 /
(19% W | ) 5@ W <¢6D — 05 D1,Cs + (¢5) CB)

_ <¢g+ (659 W5 1I))

= D2 C
¢y O Ws | & ) Ta™h

o6



171 , / P9\l ! ;
Ay -wiwny - @ - LB W )b,

O Ws || (¢)

(GO NWsll) oy
(o %= (@)

seklinde bulunur. Buifade D3, Cg, D7, Cs, D1,Cps ve Cg nin lineer bilesimi olarak diizenlenir

ve katsayilarma da sirasiyla rg;, rge, rgs denilirse, istenilen denklem elde edilir. U

Teorem 4.1.8 [ egrisi a nin bir involiitii ve a egrisinin birim Darboux vektorii C' olsun.

Konneksiyona gore § involiit egrisinin diferensiyel denklemi

plD?VC' -+ <3p/1 + T1p1>D]2VC + (3]?/1/ + 27’1]?/1 + 7’2]?1)DNC
+ (p/f/ +ripy 4 repy + 7"3291) C +pDYN + (329/2 + T1p2>D]2vN

+(3p'2’ + 2r1ph + 7”2p2> DyN + (pg' + 7Pl + Topy + 7’3p2>N =0 (4.1.22)

bagintisiyla verilir. Burada py, pe, 71, 72, 73

VK24 72 ¢

I EEar e Y/ r ey
( . (b/ )// (( . ¢/ )/\/(¢/>2+ 2_'_ 2)/
arcsin—m——— arcsin—m——— K24+ T
[(d)24 k2472 N2 L2472
"o _( (arcsm—(gZs ) ‘; - )’ * V(9)? +(:2): ;(arcsz'n—‘ﬁ/ )/ ’
/(¢,)2+H2+7'2 T (¢l)2+,§2+7—2
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. ¢’ 1/
arcsin——=——
ry = (¢ + KT+ ((arcsm id )’)2 _ ( \/m> )’
. ¢/ !
\/(¢/)2 + K2 + 72 (arcsmm)
. / / /!
<(arcsznm) \/(¢/)2 + K2+ Tz) o .
+ 2 (arcsm \/(¢/>2 e 2) ,
' ¢ K24+ T
\/(¢/)2 + K2+ 712 ((arcsmm) >
/ 2 !
ry = (((arcsm ¢ )’) )
VO + 1+ 7
. ¢/ / !/
((arcsm (¢’)2+f€2+72) \/(d)/)Q e T2> ( ; ¢’ )/
- arcsin
\/(¢/)2 + K2 472 \/(Qy)? 4 R2 472

seklinde birer katsayidir.

Ispat. (4.1.21) denklemindeki Cj vektorii (3.1.10) bagmtisma gore a egrisinin Frenet
aparatlar: tiirtinden

Vet ¢

+ N =pC + poN
VP +r24+12 (@) + K2+ 72 ' ’

Cs =

seklinde yazilir.  Bu vektoriin (4.1.1) bagintisina gore N yontinde birinci, ikinci ve tigiincii

tirevleri

¢/ VK2 + 72 C’)

DTﬁCf@ - DN(\/(¢/)2+,€2+T2N+ \/(¢’)2+/£2+7'2

_ 0y ,
- (\/(¢/)2+/{2+7-2) <\/(¢/)2+/{2+7-2) ¢
@' VK2 + 7
V() + K+ 72 DivE V(P + k2 + 72 e

o8



- Vi T 72 p—
N NC+ ( K2+ 72
! \/(¢/>2+“2+72) C
VI .
P2+ K2t T2 NN+ ( &' /
! \/(¢')2+,{2+T2) ,
2
DTgCﬁ - DTB (DTBCQ)
~ D Vi 72
V()2 + K2+ 72 NO + ( N
\/(¢/)2+“2+72) C
VI .
P2+ K2t T2 NN+ ( &' /
’ V(@) + K2+ 72 )
— T2
\/(¢’)2+ﬁ2+72)DN0+< JiETE L,
\/(¢’)2+ﬁ2+72) C
( ¢ ,
\/(¢/)2+H2+T2) NN_|-( & )
\/(¢/)2 + K2 -+ 7_2)
V272
Torrar oot N
\/(¢/)2 + K2+ 7_2) DnC
T
@)+ K2+ 712 AN+ ( ¢ /
i \/(¢/)2+/<;2_|_7_2) NN
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D3 Cg

\/(¢’)2+r<c2+T2DNC+2(\/(¢/)2+H2+72)DNC
VETTE ., ¥ :
+<\/(¢’)2—|—/-€2+72) o \/(¢’)2~|—/~€2+72DNN
Qb/ / Qb/ "
DyN
e N e
Dy, (D7,Cj)
DN<\/(¢/)2_{_,{2_{_7.2DNC+2(\/(¢/)2_|_,{2+7_2)DNC
+(\/(¢’)2+m2+72) N T s N
Cb/ / (25/ "
+2(\/(¢’)2+/€2+7—2) NN+(¢(¢,)2+52+T2) )
VK2 4712 I 9 VK2 + 72 1"
orrar O e vC
Vli2‘|—7'2 " Qb/ )
+(\/(¢’)2+m2+72) (\/((25/)2_,_,{&24_7.2) nN
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¢I " ¢/ "

2 DyN N
i (\/(¢’)2+/€2+72) N +(\/(¢/)2+/€2+7’2
T +72D%C+2<x/(¢')2+m2+¢2) e

VEZFTZ ¢ ;
+(\/(¢')2 + K2+ 7'2) PvC V(9?4 K2 + TQDNN
¢I I 9 925, "
+2(\/(¢’)2 + K2+ 72) Dt (\/(<b’)2 + K%+ 72) Dty
VO +72D?VC+3<\/(¢')2+K2+72) e
B e O e ©
Cb/ 3 ¢/ "2
\/(¢')2+/@2+72DNN+3(\/(¢')2+f€2+72) v
le /" le "
B PN e

seklinde bulunur. Son olarak (4.1.21) denkleminin rgy, g2, 753 katsayilar (3.1.8) bagintisina

gore « egrisinin egrilikleri tiirtinden yazilir ve bunlar sirasiyla ry, ry, r3 ile gosterilirse,
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/ . / !
< (arcsmm)ﬂ ((arcmnm)/\/w,)2 + K2 4 7'2>
rn = - 3 7 + . / )
(arcsmm)/ V(92 + K2+ 72 (arcsm\/ﬁ),
. #)H
| " N2 (arcsm ) v
re = ¢,2—{—,‘£2+T2+<CLTCSZTL ) — - ; )
( ) ( \/(¢/)2 + K2 + 72> (arcsm—@,)iﬂgﬂz )/

_|_

(aresin——es) @+ 12 72) / "
( N )2 <arcsin — ¢ : 2) |
\/(¢/)2+/€2+72<(a7"csm¢+’)’> VOV + K2+ T

((Z)/)2+K2+7'2

= (((arcsin\/((b/)zf_,ﬁz+7-2),>2>,

. ¢/ / /
((arcsm—w)unuﬂ) V()2 + K2+ 72> | o )/
— arcsin

\/(¢,)2+K,2+7'2 \/(¢/)2+/€2+T2

seklinde bulunur. Bu katsayilarla D7, Cyp , D%ﬁ Cs, D%3 C tiirevlerinin kargiliklar: (4.1.21)
bagintisinda yerine yazilirsa, § involiit egrisinin konneksiyona gore diferensiyel denklemi

« egrisinin Frenet aparatlar: tiiriinden elde edilmis olur. [J

4.1.5 Involiit Egrisinin Normal Darboux Vektoriine Gore Denklemleri

Bu kisimda f involiit egrisinin diferensiyel denklemleri normal Levi-Civita konneksiyonu
kullanilarak ifade edilecektir. Bunun igin 6nce I/VBL Darboux vektoriiniin dik tiimleyenine
gore, sonra C’ﬁL birim Darboux vektortiiniin dik tiimleyenine gore yazilacak, ardindan
bu denklemlerin esas egriye bagh ifadesi, yani « egrisinin Frenet aparatlari tiiriinden

yaziliglar1 verilecektir.
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Teorem 4.1.9 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. Involiit egrisi f nin normal konneksiyona

gore diferensiyel denklemi

(19 (K5)2T3>DrfﬁﬁD%ﬂWﬂl — Kg <(?9/€575), + ﬂﬁ%T/g) D#ﬂwﬂl

+</€:3((19/£ng>/ + 19/1/67'5) — 19557’5 (Hg — 192H5(T5>2)>W§' =0
(4.1.23)

bagintisiyla verilir.

Ispat. (3.2.3) bagmtisina gére Darboux vektoriiniin dik tiimleyeni VVBL = rgBs dir.

Bu vektoriin T yontinde normal konneksiyona gore birinci ve ikinci tirevi alinirsa,

D%ﬂW;‘ = —UrgTsNs + /ﬁ:lﬁBﬁ,
Dz, Dy Wy = Dr (= UrpmaNg + Kj3Bp)
— —((19/@'57‘5)/4—19/1//375)]\/‘5—1- (Hg —192/€g(7'ﬁ)2)85

bulunur. I/VBL ve D%ﬁ VVﬂl ifadelerinden Bg ve Ny vektorleri gekilirse

1 -1 K’
By=(—)W% ve Nyg=(—\Ditwt4+ 8 _ gyt
o= ()W 5= (G, Pl YR

olur ve bu vektorler D%B D%B VVBL ikinci tiirevde yerine yazilirsa, ispat tamamlanir. [J
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Teorem 4.1.10 f egrisi o nin bir involiitii ve « egrisinin Darboux vektorii W olsun. (£

involiit egrisinin normal konneksiyona gore diferensiyel denklemi

(HT/_FUJT)DLDLW%—(Q(1)/57,_}{/7 m< kT — K'T )/
= \DiDL _

(Ar)? Ml (An)? owr s

+<m ) KT — /i/T))D]%[W

AK K2+ 72

+(/£7'/ —K'T (i>//+ (m)/ << kT — K'T )/+ (\/W)/ kT — HIT>
(Ar)? Ak (Ar)? AV K2 4 72 AK K2 4 72

( KT — k1! ><(m)//_m /iT/—/ilT)z) W0
(A6)2V/K2 4 72 AR AK K2 + 72 B

(4.1.24)

bagintisiyla verilir.

Ispat. (4.1.23) denklemindeki I/VBL vektoriiniin egiti (3.1.9) bagintisina gore

1
J_—_
Wﬂ_)\mW

seklinde yazilir. Bu vektoriin (4.1.10) bagintisina gére N yoniinde birinci ve ikinci tiirevi

1
1 1 1
DEWF = Dy (EW)

_ Ay Lo
B ()\/i)W+)\/$DNW’
1
Df Dy Wy = DﬁDﬁ,(EW>
- (i)”W_,_(i)’DLW+(L)’DLW+LDlDlW
AR AR N AR N A\ NN
- LDLDLW—FQ(L)/DLW—{—(i)"W
A\ VTN AR N AR
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olur. Diger yandan (4.1.23) denkleminin katsayilar1 (3.1.8) bagintisi kullanilarak « egrisinin

egrilikleri tiiriinden ifade edilirse

9 VEZ+ T2\2 /KT — K'T
19('%6) = ( )\: )((52—1—72))’

LN VTR R (s — RT)
Kﬁ((ﬁﬁﬁm) ‘*’19/%7'5) N AK (( Ak(K2 + 72) )

+(m)’(m’ - n’r))’

MK (k%2 4 72)

Ky ((19%;575)/ - 79“,576> — VkgTs </~£’é — P?kp (75)2> —

(\/W /<( kT — K'T ),+(\/m)/li7’—n'7)
AR AV K2 + 72 AK (k2 +172)

),, B (\//12 + 72 kT — m'7)2>
AK AR K2+ 712

KT — kT <(\/W
N

ve

K ((19/{57'5)/ + 19/{237'5> — VkpTs (,{g — 0%k (TB)2> _

VEEPN (kT i\ RPN rr =
() (G + (5 ()

< KT — KT )((m)u B \/W(KT/ — HIT)Q)
AevVK2 + 72 AK AK K2 + 72
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olur. Bu katsayilar (4.1.23) denkleminde yerine yazilirsa

kT — K'T 1 1 1
o _DJ_DJ_ 2_IDJ_ _I/
( D)2 ) (5 DRDRI 25 DR + (5"

VK2 + 72 kT — K'T VEZ+ 12k — K'T 1. .
( AR )<()\/4;\//§2—|—7'2) +( AR :‘412+7'2 ><(E)W+EDNW>
VEZ+ 72, kT — KT VEZ+ 72, kT — K'T
O () + () ()
! _ ! 2 2 2 2 /_ !
< K'T — KT )/((\//1 +7 )//_<\//€ +T) KT /‘67')2> LW:O
MoV K2 + 72 AK AK K2+ 712 AK

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa, § involiit egrisinin normal konneksiyona gore

diferensiyel denklemi « egrisinin Frenet aparatlari tiirtinden elde edilmig olur. [J

Teorem 4.1.11 « egrisinin bir involiitii 5 olsun. [ involiit egrisinin normal konneksiyona

gore diferensiyel denklemi
sp2 D7, D7;,Cs + 531 D7, C + 550C5 = 0 (4.1.25)
bagmtisiyla verilir. Burada sge, sg1 ve sgo katsayilar

sga = UTsco8°¢p,
Sgp1 = cosppg <¢j33m¢519¢5 — (197'5005@3)’),

sg0 = @psingg (¢/58in¢5197'5 — (1975608¢5)I> + ITgcosds <192 (7’5)2003qb5 + (gb’ﬂsmgbﬁ)/).
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Ispat.  (3.2.3) bagmtismdan Cj vektoriiniin dik tiimleyeni Cy = cos¢gBs dir. Bu

vektortin T yontinde normal konneksiyona gore birinci ve ikinci tiirevi

Dz, Cy = —073c05¢3Ng — ¢ssindpBg,

D%ﬁD%ﬁCé‘ = D%‘ﬁ ( - 19’7‘5008¢5N/3 - (¢5)18in¢g35>

!/
= ( — 19Tgcos¢g> Ng — ﬁTgcosd)B( — UkgTs + 197',335)

- ((¢B)/5m¢ﬁ>,3ﬁ + <(¢ﬁ)/5m¢ﬂ> (197,8%)

— (gb/’gsinqbgz?m — (ﬁfﬁcosqbg)/> Ng — (192 (Tg)2008¢5 + (%sz’nqbg)/) Bg

olur. Cg ve D%ﬁ Cy ifadelerinden Ny ve Bg vektorleri gekilirse

—1 I Ps-sindp |
Orgcosps P P Irgcosips ”

1
Bg = Cy Ng =
? cosps © ve o

bulunur. Bu vektorler C’é nin ikinci tiirevinde yerine yazilarak diizenlenir ve katsayilarina

da sirasiyla sgs, sgi1, sgo denilirse, istenilen denklem elde edilmis olur. U
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Teorem 4.1.12 [ egrisi a nin bir involiitii ve « egrisinin birim Darboux vektorii C' olsun.

B involiit egrisinin normal konneksiyona gore diferensiyel denklemi

P12 Dy Dy C + (219’1902 +p1901)vaC + (p’l’soz + Pl +p1wo>0 =0  (4.1.26)

bagntisiyla verilir. Burada g, @1, @2 ve p;

¢ / ¢’
V()2 + K2+ r2> <\/(¢’)2 + K2 + 72>

Yo = (arcsin

. ¢ ! ¢ (k' — K'T)
((arcsm \/@,)2 T R2 1 7_2) <(/£2 + 72)\/(¢/)2 + K2+ 7-2>

A e ) )

kT — K'T KT — K'T\2 VK2 + 72
(K +72) << > VI

_l’_
V((¢)? + K2+ 72) (k2 +72) )2+ K2+ 72

. ¢ / ¢ ’
+<(arcsm\/(¢/)2+ﬁ2+72) \/((;5’)2—1—%2—1—7'2) >7

@ p ¢’ (m" — H,T)

Vi |
VOt (@1 @R+ w2t

- T

kT — K'T

fﬂww+#+ﬂmﬂ¢¥)’

=

k! — KT K2 + T2

= ve =
P2 ()2 + K2 + 72 b1 \/(¢’)2+/€2+7’2

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. (4.1.25) denklemindeki Cg vektorii (3.1.10) bagmtisidan

2 2
Cci=—YEFT  cope
VP + 147

seklinde yazilir. Bu vektoriin (4.1.10) bagintisina gére N yoniinde birinci ve ikinci tiirevi

Dz, Cy = Dy

VG . JLVC+(\/(¢’)2+/@-2+T2)/C’
PR Dﬁ(%wﬁw flvm(wasﬁw)/ )
B \/(Q;/)ﬁ-f- T2D1LVD1LVO+2(\/(¢W+ 72)/DﬁC
H \/(Q;/)::‘T—F 72)”0

olur. Diger yandan (4.1.25) denkleminin sga, sg1, sgo katsayilar: (3.1.8) bagmtisina gore

a egrisinin egrilikleri cinsinden yazilir ve bunlar sirasiyla ¢o, 1, ¢¢ ile gosterilirse,

kT — K'T K2+ 72

H)\/-@(Fﬂ + 72) (\/(¢/)2 T R2 + 12

)2

P2 = A

kT — K'T
(¢1)2 + I€2 + 7—2 )
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p1o= s ((arcsm ’ ) Pler —#7)
1 V(@) + K2+ 72 V(@2 + 2+ 727 (K24 72/ (¢)? + K2 + 72

kT — K'T

o))

¢/ ' &'
T ) Vo)

Yo = (arcsin

. ¢ ! & (k7' — K'T)
((arcsm \/(gb,)g T2+ 7_2) ((,ig + 7_2)\/(¢/)2 + K2+ 7-2)

o) )

hT KT A e
" \/((¢/)2 + K2+ 72) (K52 + 72) <<(“2 + 7'2)> \/(¢')2 + K% 4 72

| ¥ e ,
+((aresin Jore s Jores =) )

seklinde bulunur. Bu katsayilarla Cj D%ﬂ Cy, D%ﬁ D%ﬂ Cj tiirevlerinin esitleri (4.1.25)

bagintisinda yerine yazilirsa, involiit egrisinin diferensiyel denklemi « egrisinin Frenet

aparatlari cinsinden elde edilmis olur. [
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4.1.6 Involiit Egrisinin Darboux Vektoriine Gore Harmonikligi

(3.2.2) ve (3.2.4) bagintilarinda H ortalama egrilik vektorii yerine, W Darboux vektorii
yazilirsa, biharmonik egrilerin simiflandirilmasi egrinin Darboux vektoriine gore yeniden

yorumlanabilir.

Teorem 4.1.13 [ egrisi o nin bir involiitii olsun. Konneksiyona gore [ involiit egrisinin
harmoniklik kogullari, W5 Darboux vektori tiiriinden asagidaki onermelerle verilir:

1. B involiit egrisi Darboux vektoriine gore biharmoniktir ancak ve ancak
Tg =0, 19&57'[; — 19/{37'5 =0, /ig =0,
2. (B involit egrisi Darboux vektortine gore 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

n__

Th = —XoTg, UkpTy —VUkpTs =0, kg = —Xokg, Ao €R.

ispat. Lemma 4.0.9 dan Darboux vektoriiniin Laplace goriintiisii

AWs = —Di Wy

= —15Tp — (VkpTs — OKjT3) N — kg By
bulunur. AWj = 0 ise birinci 6nerme, AWj3 = A\oWj ise ikinci 6nerme saglanir. [

Teorem 4.1.14 [ egrisi o nin bir involiitii olsun. Konneksiyona gore [ involiit egrisinin
harmoniklik kogullari, Cjs birim Darboux vektorii tiirtinden agagidaki énermelerle verilir:

1. B involiit egrisi birim Darboux vektoriine gore biharmoniktir ancak ve ancak

Pheosps — (¢) sings =0,  dhsingg + (¢) cosps =0, @0 | Wa [|=0,

2. (B involiit egrisi birim Darboux vektoriine gore 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

qbgcosgbﬂ — (%)%m@ = —X\oSingg, gbgsm(bﬁ + (gzﬁ}})Qcosgbﬁ =0
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ve ¢t || Wp [|[= —Aocosgg, Ao € R dir.

ispat. Lemma 4.0.10 bagintisindan birim Darboux vektortiniin Laplace goriintiisi

ACy = —D37 Cg

= ((¢5)*sings — dhcosgs)Ts + (¢gsings + (@) cosds) Ng — (90 | Wi || ) Bs

bulunur. Burada ACjs = 0 ise birinci énerme, ACg = \yC} ise ikinci énerme saglanir. U

4.1.7 Involiit Egrisinin Ortalama Egrilik Vektoriine Gore Denklemleri

Bu kisimda /3 involiit egrisinin diferensiyel denklemleri 6nce Hz ortalama egrilik vektortine
gore yazilacak, ardindan bu denklemlerin esas egriye bagh ifadesi, yani « egrisinin Frenet

aparatlari cinsinden yaziliglar1 verilecektir.

Teorem 4.1.15 [ egrisi a nin bir involiitii ve 8 nin ortalama egrilik vektorii Hg olsun.

Konneksiyona gore § egrisinin diferensiyel denklemi
hﬁng’wﬁHg + hﬂQD%ﬁHﬁ + hggDTﬁH/B + hﬁ4H5 =0 (4.1.27)
bagmtisiyla verilir. Burada hgy, hga, hss ve hpy

hgr = _(@)/<192“57'ﬁ>27

78

hgg = 3192:%57'5 (19:“&5 (19%5),>/ — (19%5)2 (2197'5 (191'{5)/ + 19/'{5 (197'5)/),7

has = (194l€%(/£?3 o+ 78) — Orp (9r5)" — 3(ns (ﬁnﬂ)’)) (2075 (915)" + 95 (975))

+ (ﬂTﬁ (19/435)” — 194)%'57'5 (FL% + Tg) + (2197’5(19/£ﬁ)/ + 19/‘415(197’5)’)/> (319/£ﬁ (19/‘415)/) s
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hgy = <(194ﬁ25(ﬁ% +75) — Urp(9rkg)" — 3(19&5(19/15)’)/>>
(mﬁ (915)" — Dy (13 + 72) — % (2075 (91)' + O (1975)’))
+(((mﬁ)” — s+ 72)) = 3(0) (9s) —2(075)" (9s)

—Prsrs (1975)’> ((j_s)’ﬁswg) + ((1975 (05)" — g5 (12 + 72)

+ (2075 (95 + Vs (975)) )) (fmﬁ (0r5)" — 93 (K3 +72) — 3((19@)’)2)

seklinde birer katsayidir.

Ispat. (3.2.1) bagintismdan Hpg = YkgNg yazilir. Bu vektoriin T yoniinde birinci,

ikinci ve tiglinct tiirevi

Dr,Hy = Dr, (ﬁmﬁNﬁ)

= —(192/$%)Tg + (19115)/]\75 + (192/157'5)35,

D}, Hy = Dr,Dr,(dssNs)

— DTB < — 192I€%Tlg + (19/15)/]\[5 —|— 1921€57'5BI3>

= —(0%k3)'Ts + ((955)") N + (9°k575) Bs

_792R%3DT5TB + (ﬁﬁﬁ)/DTﬁNﬁ + 192/{57—,3DT5BB
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= (=303 (0r) ) Ty + ((94)" = (95)" = %73 ) N

+ <219T5 (19%5), + 1955 (ﬂTﬁ)/> Bg,

Dy, Hg = Dr, (( — 30k (19/‘%’)I>T5 + ((19"%)” — (9rs)” — 193'%75)]\[5

(207 (95 + 0 (975)') Bﬁ)

N’ /
= (= 30k3(0r5) ) Ty + (= 30ms (95" ) D, T
" 3 ! " 3
—|—<<’19/i5) — (19/%/3) — 1931-65752) N/g —f— ((19%/3) — (’19/{5) — 1931157'5> DT[SNB

+ <219T5 (19/435)/ + 19%5 (1975)/>/Bﬁ + <2197’5 (19/65)/ + 19%5 (197'5)/> DTBBB

- (mg (k3 + 78) — 0rp (9r5)" — 3(ns (ﬂm)’)) Ts
+(<(19m)" — g (5 + 75)>/ —3(9rs)" (9rs)’
—2(075)" (Vrs) — g5 (075)') N

+ (197‘5 (19/15)// — 194K575 (/@% + 7'52) + (2197‘5 (19/15)/ + Ik (197'/3)I>/) Bg

seklinde bulunur. Dr, Hg ve D%BH 3 ifadelerinden Tj ve Bg vektorleri gekilirse
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I75(0kp)" — 9 kpTs (k3 +73) — (ZZ? (21975 (9kp) + kg (1975)/>

T; = H
’ (22) (rp75)° ’

219T5(79/15)/+?9/15(19T3),D Ha— 1
(%) (92r575)" () (2ham)

T8

- D7 Hg,

Ok (Okg)" — 0*k3 (W3 + 72) — 3((9kp)")° H 30k (0rp)"

Bs = H
’ (52) (P2ra75)” T ()
1
- D2 H
() m)

olur. Bu vektorler D%ﬁ Hp ifadesinde yerine yazilirsa

(I:_—Z)I<Q92R575>2D%EH5 = <(’L94li% (Ii?j + 7'52) - 29/{5 (191{5)” — 3(’(9/1@(19%5),)/>

(0n5)

p <2197'5 (19/-15)/ + kg (1975)/>>

(970 (93)" — ms (3 72)

+(((0ns) — Prs(+73)) = 3(9ms)" (9m5) — 2(973)” (95) — P*moms (675)')

((j_j)’ﬁswg) (97 (9s)" = ka7 (3 + 73) + (2075 (V) + Vg (ﬁm)/)/»

()" = 43 (o5 72) — 3((%)/)2))1{5
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(943 (53 + 73) — Vs (9s) " = 305 (95)")) (207 (V) + s (975)')

—+ 797'5 19/15 —19 /ing(Hﬁ—i-Tﬁ)

(¢
(
+ (207 (955) + Vs (m)’)') (319@(19@)'» Dy, Hy

+ 3192I€5T5 <19I<Lg (19/?[3)/>/ — (19%[3)2 (2197'5 (79:‘15)/ + 191'15 (197'5),> /> D%ﬁHg

elde ediliv. Buifade D3 Hg, D7 Hg, Dr,Hp ve Hg nin lineer bilesimi olarak diizenlenir

ve katsayilarma da sirasiyla, hgi, hga, hgs ve hgy denilirse, ispat tamamlanir. [

Teorem 4.1.16 [ egrisi a nin bir involiitii ve « egrisinin asli normali N olsun.

Konneksiyona gore 3 egrisinin diferensiyel denklemi
h1D§1VN + h2D§’VN + th?\,N + hyDyN =0

bagintisiyla verilir. Burada hq, hs, hz, hs katsayilar

N G M Gt &
b (KJ’T—HT’ )( K2 472 )’

! / / —
hy = 3(—'%7 HT)(IQI{/—FTT/) - (/{2—1—72) <2—KJT KT(\/W)/
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2, 2 2, .2 KT — K'T\o 2 2 2 2\"
hy = (:“ﬁ +T></€ +7 +(w)>—\//‘i +T(\//€ +7')

N o , R
—3(\/ri2+72\/m2+72>)<2m2—+l<&;\//<a2+7'2+\/m2+72<—m— KT))
K T

K2+ 712

kT — KT ——n kT — KT kT — K'T
+(— R2+72ﬂ_—(ﬁ2+72+( 2 4 12 )2)
K24+ T

!/

! _ / ,
+<2w\/1f2 T Ve (AT KT)') 3VK2+T2VK2 + 72 ),
K2 + 72 K2 + 72

| (e —wr)®

/-c —|—T
K2+ 72

/ Y.
\//iQ+72\//<a2+72/—3<\/m2+72\/52+72> )

(T—fﬁ' /12—1—7'2 HT_KT(/—@—F +(T—I<&/T)2)

W2+ 72 V2 K2+ 72

kK 4+ 1T kT — K'T kT — KTy
_< K2+ 712 )(2 K2 4 12 Vg Vi K2 4 72 )>

, . /
+((\/m2+72/— \/K2+72(I{2+72+ (u)Q)) —3(/{2+T2)\//<;2+T2/

K2 4 72

2</€T/—/€/7'>2 o /47’—/@’7(/17’—/47)’
K2 + 72 VEZ+ 72\ K2+ 72

() (=23)

kT — K'T kT — K'T kT — K'T
TN R S - —(/{2 + 72+ (—)2>
K2+ 712 ViZ+ 72 K2+ 12

+(2u\/,§2 _|_7-2 + \//{2 + 7_2(HT, — K;/T)/),
K2+ 72 K%+ 72

P2
(\/m2+72\/m2+72”—(/<52+T2)2——(KT <) —3(@’)7

K2 + 72

7



Ispat. (4.1.27) denklemindeki Hy ifadesi (3.1.7) ve (3.1.8) bagntilarma gore av egrisinin

Frenet aparatlar: tiiriinden yazilirsa,
Hg = Dg,1p
= 19/-65]\[ B

Nl .
— ( T+ B)
)\K/ \//{2_{_7—2 ,/KQ_I_/]—Q

= DyN
olur. Bu vektoriin N yoniinde birinci, ikinci ve ti¢tincii tiirevi

Dr,Hs = Dy(Hp)
= Dy(DxN)
— DN,

Dy, Hs = D3 (Hp)
= D3 (DnN)

= DN,

Dy, Hy = Dy (Hp)
= D% (DnN)

= DyN
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seklinde bulunur. Son olarak (4.1.27) denkleminin hgy, hge, hgs, hgs katsayilarn (3.1.8)
bagintisina gore a egrisinin egrilikleri tiiriinden yazilir ve bunlar sirasiyla, hy, ho, hs, hy

ile gosterilirse,

Y

B — _<(KJ2—|—T2)3/2>/(/€T/—/£,T)2

KT — KT K2 + 72

kT — K'T I k' — KT /
hy = 3——=(VK2+72VK2+72) — (K> + 72 (2—\//{2—1—72
I el J -

o
+\/m(f§7- /QT)/>/’

K2+ 712

hy = [ (K +7°)(*+ 77+ (—KTI — /{/7)2) N Ew e
K2+ 712

/ —— , o
—3(Vr2+ 12VK2 +72) 2 L +\/m2+72(—m Fm)'
/{2_+_7—2 /{2_+_7—2

+(K,7'/—/€7' ,—,{2+7_2//_/€T —m7(ﬁ2+72+ /17'/—/{,7')2>

( ,{2_|_7—2

K2+ 72

ot , U— 1 /
(2 (T ) (WK”TW,@ w),
T

he = ((R+7)°+ (v’ — w7). W)’
! K2+ 72

V2PV =3V VR 72/)I>

kT — K'T no kT — KT, 5 KT — KT,
(Ve = e )

79



N <2/<a7'
VK2 + 72

' — KT / KT — KT\
2 2 2 12
KZ2+T2 \/KZ +7 +\/K1 +T(/€2_|_7-2)>)

R I
+(<\//{2 Y ] (T (u)2)>/ 32+ WK 2

K2+ 712

o I 1 2 2\3/2 /s /iT/—fi/TQ
_Q(M)Q oy /m'(m- /17), ((F& +7%) > ( )
VEZ+ 72 K2+ T2 KT — KT (/124—72)3/2

I , o , .
+(2u\//€2+72 V(LT KT)/))(\/K2+7'2\/F&2+T2/

/432—'—7'2 (I€2+72

2

— (& +7)° - (kr' =) 3(@’)2)

K2+ 712

seklinde bulunur. Bu katsayilarla  Dr, Hpg, D%BHB, D%BHB tiirevlerinin esitleri (4.1.27)
bagintisinda yerine yazilirsa, § involiit egrisinin deiferensiyel denklemi « egrisinin Frenet

aparatlar: tiirtinden elde edilmig olur. [J

Teorem 4.1.17 « egrisinin bir involiitii 8 ve involiit egrisi 8 nin ortalama egrilik vektori

Hpg olsun. Normal konneksiyona gore 3 egrisinin diferensiyel denklemi
01Dy, Dy Hy + nga Dy Hy +ngsHy =0 (4.1.28)
bagintisiyla verilir. Burada ns1, 1g2, 733

NgL = (19“5)2197'5’
Ng2 = —2192557'5(1955)/—1-(1955)2(197'5)/,

/ 2 / / "
gy = 2(@’%)) O+ Oreg (9m5) (975)" + (9ms)” (975)” — 9 g (9ris)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. (3.2.3) bagmntisina gére Hpg nin dik tiimleyeni
L
H B = ’LglﬁJBN Jél
olur. Bu vektoriin T yoniinde normal konneksiyona gore birinci ve ikinci tiirevi

Dy, Hy = Dy, (45N5)
— (?9%,3)/]\/73%-(192/4,/37'5)35,
D} D} H: = Dj, ((ﬁnﬂ)’Nﬁ + (192@75)Bﬁ>

_ <<?9"€6)” _ 793’167'B2> Ng + (2 (19&5)/197'5 + UK (197'5)/) Bg

olur. H é ve D%B H BL ifadelerinden Ng ve Bs vektorleri hesaplanirsa

19%4/37’/3 Ts B 1935%7'/5 p

- 1 Loy Weg)

bulunur. Bu ifadeler D%ﬁD%ﬁH 5 tiirevinde yerine yazilirsa § involiit egrisinin normal

konneksiyona gore diferensiyel denklemi elde edilmis olur. [

4.1.8 Involiit Egrisinin Ortalama Egrilik Vektoriine Gore Harmonikligi

Teorem 4.1.18 [ egrisi o nin bir involiitii olsun. Konneksiyona gore [ involiit egrisinin

harmoniklik kogullar1 agagidaki onermelerle verilir:
1. B involiit egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(19/{5),19&'5 =0, (19/{5)3 +Ukg (1975)2 - (19/{/3)” =0 ve —2(19/1/3)/197'/3 — UKg (197'5)/ = 0.

81



2. [ involiit egrisinin 1.tipten harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
(19/4,/5)/19,%5 = 0, (19%5)3+79/€5 (19T5)2— (l(/llig)” = )\019/15 y —2(19&5)/197'5—19/415 (197'/3)/ =0.

Ispat. H 3 = UkgNg vektoriiniin (3.2.2) bagmtisina gore Laplace goriintiisii

AHg = —D7p,(9rsN5)
~ —Dr, (DTB (mﬁzvﬁ))
~ —Drp, ((ﬁnﬁ)/Nﬁ + (ﬁnﬁ)DTﬁNﬁ)
= —((9%6)"Ns + 2(9r5)'( = VRaTy + 975 B) — s (9r5) T
—(9rs)" Ny + (975) By — (076)2N5>
= (3(95) 0155 ) Ts + ((95)° + s (97)? = (95)" ) N
—(2(95) 975 + V5 (975) ) Bs
seklinde bulunur. AHj = 0 ise
(Drp) 0 = 0, (D) + Ora(975)2 — (Drs)" = 0 ve 2(ks) 075 + Ig(975) = 0
birinci énerme saglanmr.  AHj = AgHp ise
(Drp) 0k = 0, (D) +Vrp(075)2 — (Dg)" = Nos ve 2(0rg)075+ Irig(975) = 0

ikinci onerme saglanir ve bu da ispati tamamlar. [
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Sonug 4.1.3 [ egrisi @ nmin bir involiitii olsun. Eger « bir dairesel helis ise, o zaman

involiiti 5, konneksiyona gore 1. tipten harmoniktir.

Ispat. « egrisi bir dairesel helis olsun. Bu durumda involiit egrisi f nin egrilikleri
kg =+2/(c—s) veTs=0 dir. Teorem 4.1.18 den
(Vkp)" kg =0, (9rg)> +kp(075)* — (Ikg)" = NUkp ve —2(Vkg)" I3 — Ikg(d75) =0

egitlikleri olusur ve A\g = 1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. []

Teorem 4.1.19 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. J involiit egrisinin harmoniklik kosullari,

« egrisinin egrilikleri tiiriinden asagidaki énermelerle verilir:

1. B involiit egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R (VRET TR
JE

(k7' — ﬁ’T)\/W/ (/{7” - /@’7‘)’ 0
— T — ,

(,i2 + 7—2)3/2 K2 + T2

kT — m’7)2>

2, 2
—K|\K + T+
( ! (52—1-7'2

—2T

P /1’7)2) T(m)”
K2 4 12 VK2 + 72

-/
(/{7”—/{’7’)\//{2+7'2 (/@T’—H’T>/
— K

(/{2_}_7-2)3/2 K2+72

T(HZ—FTQ—'—(

—2K =0,

kK + 77 = 0.
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2. B involiit egrisinin 1.tipten harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ii(\/m)” 5 5 kT — KT\ 2
e (e )

=27

(/4;7’ — /1/7) \/m/ kT — K'T\'
(TR e

(K2 + 72)3/2 K2 + 72

(/W’ — I{,T) ViZ+ 12 kT — KTV
(T o

(K2 + 72)3/2 K2 + 72

kk' +77 =0, N\ €R.

ispat. Hp ortalama egrilik vektoriintin Laplace gortintusii

AHB = 30;{6 (ﬁliﬁ)ng + ((19/@5)3 — (191{5>H + 1931'657'62>NB
— (2197‘5 (9kp) + Ing (1976)/> By

dir. Bu ifade (3.1.7) ve (3.1.8) bagntilarina gore « egrisinin Frenet aparatlari cinsinden

yazilirsa AHg = ADyN olur ve buradan

ADvN = (M _ KJ(I{2 +7_2 + ("{T/ - KJIT)Q) . T(,{T, — H/T)\//i2—|—7'2/
N VK2 + 712 K2 4+ 72 (K2 + 72)3/2
kT — K'T., N 2,\/2 - kT — KT,
_T(‘KQ_I_TQ))T—F(( Ii—i-T) li—f-T)N—}-(—/g(w)
n ( 2 .2 (/%'7"—/47')2> B r(VeZ+72)" ) (IQT/—KJ,T)\/W/>B
" K2 472 VK2 + 712 " (K2 + 72)3/2

84



elde edilir. ADyN = 0 ise teoremin birinci onermesi, ADyN = M\ DyN ise teoremin

ikinci onermesi saglanir. [J

Sonug 4.1.4 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. « egrisi genel helis ise, o zaman involiiti

B egrisi konneksiyona gore biharmoniktir.

Ispat. « egrisi genel helis olsun yani, 7/k = sbt. Bu esitligin tiirevi alinirsa
. kK
KT —kT=0= —=— = sbt
T T

dir. Diger taraftan Teorem 4.1.19 da ADyN = A\gDy N kosuluna gore

()

GER

() =0
— (/{2 —1—7’2)) =0,

k' + 77 =0

denklem sistemi meydana gelir. Buradan

()
=)

olup, /7 = sbt elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. [J

— (m2+72)> =0

Sonug 4.1.5 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. « egrisi dairesel helis ise, o zaman

involiitii £ egrisi, konneksiyona gore 1. tipten harmonik bir egridir.

Ispat. o egrisi dairesel helis ise x = sbt ve T = sbt olur. Teorem 4.1.19 dan

—k (K% +72) = =Xk ve T(K? + 72) = A\oT esitlikleri elde edilir.

ADyNN = \gDyN kosuluna gore 3 involiit egrisinin A\g = x? + 72 icin 1.tipten harmonik
oldugu aciktir. [
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Teorem 4.1.20 [ egrisi o nin bir involiitii olsun.  involiit egrisinin normal konneksiyona
gore harmoniklik kogullar1 agagidaki onermelerle verilir:

1. B involiit egrisinin zayif biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
193/%7‘52 - (19/{5)” =0 ve 2(19/{5)1197'5 + Ukg (1975)/ =0.
2. B involiit egrisinin 1. tipten harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

193/€5T52 — (79/435)// = )\019%&5 ve 2(79/%5)/197'5 + 19%5 (197'5>/ =0.

Ispat. H 3 ortalama egrilik vektoriniin normal Laplace goriintisi
AL]'IBL = <193KJ57‘52 — (19%5)//> Nﬂ — (2 (19/15)/197'5 + 19%5 (197’5)/> Bﬁ

seklinde yazihr. A*Hgz = Oise teoremin birinci 6nermesi, A*Hgz = X\oHj ise teoremin

ikinci 6nermesi saglanir. [J

Sonug 4.1.6 [ egrisi a nin bir involiitii olsun. « egrisi dairesel helis ise, o zaman

involiitii 5 normal konneksiyona gore zayif biharmoniktir.

Ispat. o egrisi dairesel helis olsun. Involiit egrisi § nm egrilik ve torsiyonu sirasiyla
kg = V2/(c—s) vers =0dir. Prpri — (Ukp)" =0 ve 2(Vrg) V75 + Irp(I75) = 0

esitliklerinden teoremin birinci onermesi saglanir. [

Ornek 4.1.3 a(s) = \%(coss, sins, s) egrisi verilsin. « egrisinin Frenet vektorleri

1 1
T = —(—sins,coss, 1), N = (—coss,—sins,0), B = ——=(sins, —coss,1
75 )N = ) B=p )
egrilikleri de sirasiyla, x = \/Li ve T = \/Lﬁ olur. « nin Frenet formiilleri

1
DrT = —=(coss, sins,0), DrN = (sins, —coss,0), DprB = ——(coss, sins,0)

V2 V2

ve Darboux vektoric W = \/LE(T + B) olur. W ile B arasindaki aginin tiirevi

/ /
KT —KRT
qb/:—:O

K2 + 72
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bulunur. Buna gore [ involiit egrisi

1
B(s) = —=(coss — (c — s)sins, sins+ (¢ — s)coss, ¢), c¢ € R dir.
V2
B egrisinin Frenet elemanlari
Ty = (—coss, —sins,0), Nz = (sins,—coss,0) ve Bg=(0,0,1)

seklinde bulunur. Involiit egrisi 8 nmn egrilikleri kg = :ﬂs, 73 = 0. Wz Darboux

vektoru

Ws = V2 Bg = ‘/75 W ve Cp birim Darboux vektorii Cg = C' olur.

Cc—sS

Bu verilere gore 8 involiit egrisini karakterize eden diferensiyel denklemleri agagidaki gibi

vermek mumkindir:

1. (4.0.1) den Wjg ye gore ve (4.1.20) den W ye gore,

2. (4.0.2) den Cjp ye gore ve (4.1.22) den C' ye gore,

3. (4.0.3) ten VVBL ye gore ve (4.1.24) ten W ye gore,
4. (4.0.4) ten Cy ye gore ve (4.1.26) dan C* ye gore,

5. (4.1.15) ten Hg ya gore ve (4.1.16) dan Dy N ye gore,

6. (4.1.17) den Hy ya gore ifade edilebilir.

1. durum: (4.0.1) den Wjp ye gore:

Ws = 71515+ ksBg

V2
- ¥Y°R
P

Dr,

ﬁW5 = TéTﬁ + H%Blg



oldugundan diferensiyel denklem
/

DTB W5 + )\

W5 =0

olur. /3 egrisinin denklemi (4.1.20) den W ye gore yazilirsa,

V2
Dy, Wg = DN(TW)
esitliginden
1 1 1/
elde edilir.
2. durum: (4.0.2) den Cjp ye gore:
L =0 ve cospg= ol =1 oldugundan

sings = ——— T
/{54—75 /<c5+75

Cg = singglp + cospgBg = Cg = B olur.
Cs nin T yontinde tiirevi alimirsa

DTﬂC/B = ¢/<COS¢5TB—Sin¢5B5)

DTB Cﬁ = O

bulunur. 5 egrisinin denklemi (4.1.22) den C' ye gore:

¢/ VE? + 72

Csz = N C
’ V()2 + K2+ 72 +\/(¢’)2+f€2+7’2

= C
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olur. N yoniinde tiirev alinirsa

/ / 12 2
Dy ? N+ LT o) = o
VOE+2+72 PR+
DNC - 0
seklinde elde edilir.
3. durum: (4.0.3) ten Wy ye gore:
Wy = \/Ti Bg = Bg= % Wy olur. Wy in Tj yoniinde normal konneksiyona gore

tirevi almirsa D%ﬁ Wy = (—2)/35 olur ve diferensiyel denklem

A
1L 1L /\/ 1L

seklinde elde edilir. 3 egrisinin denklemi (4.1.24) ten W+ ye gore:

VVBL = ‘/Ti W ifadesinin N yoniinde normal konneksiyona gore tiirevi alinirsa

D}V(@W) = (Q)/W + QD}VW

A A A
olur ve buradan
Dﬁ,(lw) pyw - (1)’W =0
A A A

elde edilir.

4. durum: (4.0.4) ten Cg ye gore:

C’é = By ifadesinin T yoniinde normal konneksiyona gore tiirevi alinirsa
D%ﬁC’é = —U713c08¢sNg — ¢jzsingsBgs

Dy Cy = 0
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elde edilir. 3 egrisinin denklemi (4.1.26) dan C* ye gore:

o VEEE
SRV CIEET

= C
olur. N yoniinde normal konneksiyona gore tiirev alinirsa
DxC = 0

elde edilir.

5. durum: (4.1.15) ten Hp ya gore: Hp = Np dir. Bu ifadenin T} yoniinde

konneksiyona gore birinci ve ikinci tiirevi alinirsa diferensiyel denklem

Dr,Hy = —Tj,
D} H; = —Hp,

> D%BHg—FHg =0

seklinde elde edilir. /3 egrisinin denklemi (4.1.16) dan Dy N ye gore:

Hy = DyN

olur. Bu ifadenin N yoniinde konneksiyona gore birinci ve ikinci tiirevi alinirsa

D3N = Dy (DNN)
= — (/{2 + TQ)N,
DYN = Dy (DJQVN)

= —(k*47°)DyN,
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ve buradan D3N + DyN =0 elde edilir.
6. durum: (4.1.17) den Hg ya gore:

H é = N dir. Bu ifadenin 7} yontinde normal konneksiyona gore tiirevi alinirsa
1ol
D7, Hy =0

elde edilir.

4.2 Bertrand Partner Egrisinin Karakterizasyonlari

4.2.1 Bertrand Partner Egrisinin Konneksiyona Gore Frenet Formiilleri

Bu kisimda («v, y) Bertrand egri ¢ifti olsun denildiginde, Frenet elemanlar1 {T', N, B, k, 7}
olan birim hizli o Bertrand egrisi ile Frenet elemanlar1 {T,, N, B,, k,, 7} olan  partner

egrisi anlagilacaktir.

Teorem 4.2.1 («a,7) Bertrand egri ¢ifti olsun. Konneksiyona gore « egrisinin Frenet

vektorlerinin, B binormal vektori yoniinde tiirevleri

1 — cosf

DpT" = ( sind ) ’
cost — 1 1 — cosf

DN = ( ey K)T + ( oy T)B, (4.2.1)
cost — 1

DBB = (WT)N

bagintisiyla verilir.
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Ispat. (3.1.4) bagmtisindan Dy T, = 9k,N, dir. (3.1.11) ve (3.1.12) bagmtilarina

gore bu esitligin sag tarafi ve sol tarafi sirasiyla

DTWT,Y = ﬁ/i’YN’Y

Ak — sin?6
= 39— N 4.2.2
A1 —=Ak) ( )

DTWT'y = D(cos@T-l—sin@B) (COS@T + SZTZGB)

= cos0Dp(cosdT + sindB) + sinfDp(cosdT + sinfB)

= 08’0kN — cosOsindTN + cosOsindDgT + sin*0DgB (4.2.3)

seklinde bulunur. (4.2.2) ve (4.2.3) bagintilarindan

Ak — sin?0

cosO0sindDgT + sin*6DgB = (19m

— keos®0 + Tcosfsinf) N (4.2.4)

vazilir. Benzer gekilde Dz, N, vektoriiniin sag tarafi ve sol tarafi sirasiyla

Dz, N, = —9x,T, +97,B,
Ak — sin?6 Ysin0
= —0% (cos@T + sz’nGB) + i\ZZ_ ( — sinfT + 00398)
—Jsin36 Ak — sin?0 Vsin’6cosb Ak — sin?0
= — T — nd) B
(—%r A=) @O (e AT =) "B

92



Dr, N’y = D(cos@T—l—sin@B) N

= cos0DyN + sinfDgN

= —kcosfT + TcosdB + sind Dg N (4.2.6)

seklinde bulunur. (4.2.5) ve (4.2.6) bagintilarindan

Ak — sin?0 Jsin’0
DBN = (I{COte — 19m00t0 — )\27_ )T
Ysinbcosh Ak — sin?0
( r T IRET )B

olur. (3.1.13) bagmtisindan Ak + pur7 = 1 ve ¥ = 74/A2 + p? ifadeleri burada yerine

yazilirsa,

cost — 1m)T+ <1 — cosb

DpN = ( T)B

sinb sinb

bulunur. Son olarak benzer yontem ve tekniklerle Dy B, vektoriiniin sag tarafi ve sol

tarafi sirasiyla

DB, = —9r,N,

<02
_ _vsint (4.2.7)

N
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DT“/ B,y = D(COSQT+SingB)<—S’in9T + COSGB)

= cos0Dr(—sindT + cosOB) + sindDg(—sindT + cosdB)

= —cosBsindDyT + cos*0Dy B — sin*0DgT + sinfcosd Dy B

= (—rcosfsind — Tcos*0)N — sin*0 DT + sinfcosd DB (4.2.8)

seklinde olur. (4.2.7) ve (4.2.8) bagntilarindan

Vsin?0

—sin*0DgT + cosfsindDpB = (ksinflcos) — 2 + Tcos*0) N (4.2.9)

T

bulunur. (4.2.4) ve (4.2.9) bagintilarindan DT ve DB hesaplanirsa,

Ysin20 Ak — sin20

DT = < 2, + 1 NI = ) cot — KJCOZfQ)N
ve
Mk — sin20  Vsinfcosl
DgpB = (19 NI = ) — 2, +Tcot0)N

olur. Ak +ur =1 ve ¥ =74/ 4+ p? ifadeleri yukarida yerine yazihirsa,

1 — cost
DT’ = ( sind K)
ve
cost — 1
DpB = ( sind )N

elde edilir. O
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Teorem 4.2.2 («,7) Bertrand egri ¢ifti olsun. Normal konneksiyona gore a egrisinin

Frenet vektorlerinin B binormal vektorii yoniinde tiirevleri

cosfd — 1

DyT = (———~k)N, DgN = ( k)T (4.2.10)

sinf
bagntisiyla verilir.

Ispat.  (3.1.4) bagmtisimdan Dp N, = —0s,T, + 97,B, dir.  (3.1.11) ve (3.1.12)

bagintilarina gore bu ifadenin sag tarafi

Dy N, = —9x,T,+97,B,
9
= —Uk,(cosOT + sinfB) + ﬁf\gn 9(—sin9T + cosfB)
T
—1sin30 Ak — sin20 Usin?0cost Ak — sin20
= — 0)T — 1 inf) B
(e, M) T (g T m) )
(4.2.11)
ve sol tarafi
DTA, N’y = D(cos@T+sinGB)N
= cos0DrN + sinfDgN
= —kcostT + TcosOB + sin DgN (4.2.12)
olur. (4.2.11) ve (4.2.12) bagmtilarindan
Ak — sin20 Vsin?0
DBN = (KCOte — ﬁmCOtQ — W)T
Vsinfcost Ak — sin?0
_— — —)———|B 4.2.1
( e SV psw™ ) (4.2.13)
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bulunur. (3.2.4) bagmtisindan DN vektorii

cost) — 1

DN = ( k)T

sind
olur. Benzer yontem ve tekniklerle Dy, T, vektoriiniin sag tarafi

Ak — sin’6

Dy T, = 92—~
T A1 — k)

ve sol tarafi

DTWT'y = D(cos@T—l—sinBB) (COS@T + SZTLQB)

= ¢08’0kN — cosOsindTN + cossindDgT + sin*0DgB

seklinde bulunur. (4.2.14) ve (4.2.15) bagintilarindan

Ak — sin?6

cos0sindDgT + sin*0DpB = (ﬁm

yazilir. Benzer gekilde Dr, B, vektortiniin sag tarafi

Vsin’0

brfh = =7

~

ve sol tarafi

DT“/ B,y = D(6039T+sin93)(—8in9T + COSGB)

= (—kcoslsind — Tcos*0)N — sin*0DpT — sinfcosdDpB

seklinde yazilir. (4.2.17) ve (4.2.18) bagmtilarindan
Vsin*0

—5in*0DpT + cosfsindDpB = (Tcos*0 — 12

+ ksinfcostd) N
-
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— keos®0 + Tcosfsinf) N (4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)
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bulunur. (4.2.16) ve (4.2.19) bagintilarindan DpT' hesaplanirsa

Vsin20 Ak — sin0
DT = ( — keotf + i\ZZ_ +v /\,zl _sz)\nﬁ) cot@)N (4.2.20)

olur ve (3.2.4) bagmtisindan D3T vektorii

1 — cost
DyT = (———r)N

seklinde elde edilir. [J
4.2.2 Bertrand Partner Egrisinin Konneksiyona Gore Harmonikligi

Bu kisimda Bertrand egri ¢iftlerinin konneksiyona gore biharmonik ve 1.tipten harmonik

olma kogullar1 ile bu kogullarin esas egrinin Frenet aparatlar: tiiriinden ifadeleri verildi.

Teorem 4.2.3 («,~) Bertrand egri ¢ifti ve v partner egrisinin ortalama egrilik vektorii

H, olsun. Buna gore asagidaki onermeler vardir:

1) ~ partner egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

3(0ky) 0k, =0, (9K,)% + 9k, (97,) — (VK,)" =0 ve —2(Ik,) V7, — Ik, (07,) = 0.

2) ~ partner egrisinin 1.tipten harmonik olmasi igin gerek ve yeter kogul

3(Vky) UKy =0 (19/{7)3 —|—19/-i7(197'7)2 — (VKy)" = AUk, —2(0ky)" 07, — Ik, (V7)) = 0.
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Ispat. 7 partner egrisinin ortalama egrilik vektori H, = Yx,N, olsun. Bu vektoriin

Laplace gortintiisi

AH, = —Dj (Jr,N,)
= —Dr,(Dr, (95, N,))
= =D, ((95,)'N, + (95,) D, ;)
= —((Wk,)"N, +2(9k,) Dy, N, + 05, D}. N,
= —((95)"N; + 2(08,)' (= O, T, + 07, B,) + 0, (= 0, 'T,
~(95,)" N, + (97)'B, — (97,) "N,
= 3(0k,) Oy Ty ((95,)° + 0, (97,)7 = (9)" )N,

~(2(05) 07, + 01 (97,)') By,
AH, =0 ise
(Uk,)Oky =0, (9k,)% + Ik, (0U7,)% — (UK,)" =0 ve 2(0k,) 07, + Ik, (I7,) =0
birinci 6nerme saglanir.
AH, = \H, ise
(06,) 0Ky =0, (k) 4+ Ok, (07)? — (UK,)" = NPk, ve 2(0k,)IT, + Ik, (97,) =0

ikinci 6nerme saglanir. Bu da ispat1 tamamlar. [J
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Teorem 4.2.4 («,~) Bertrand egri ¢ifti olsun. Konneksiyona goére 7 partner egrisinin
harmoniklik kosullar1, o egrisinin Frenet aparatlar: tiirtinden agagidaki baginti ile verilir:

1) v partner egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

(3M\k — sin*0)k’ = 0,

(A& — sin*0)(1 — cosf)? (k> + %) — A" sin*0 = 0,

sin*01" — A\em’ — 2MK'T = 0.
2) 7 partner egrisinin 1.tipten harmonik olmasi igin gerek ve yeter kosul,

(3M\k — sin*0)k’ = 0,

(Ak — sin?0)(1 — cosh)*(k* + 72) — A\x"sin?0
sin?6

= Ao (Ak — sin*0),

sin?0r" — A\t — 2)\Kk'T = 0.

spat. (3.1.11) ve (3.1.12) bagmtilarman H., ortalama egrilik vektorii o egrisinin Frenet
aparatlar: tiirtinden yazilirsa

Ak — sin?6

H =90———
K A1 — Ag)
olur. Bu esitlikteki N vektoriintin katsayisi by ile gosterilirse, H, = ;N yazilir. Diger

taraftan Teorem 4.2.1 deki Frenet formuliniin vektorleri

1— 0 0—1
SN = a N, O~ N = asN

sinb sinf

seklinde ifade edililirse (3.1.1) ve (4.2.1) bagintilarina gére H. nin Laplace goriintiisii,
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AH, = -Dgy(H,)
— —DyDg(bN)
= —Dy(b,N +b,DN)
— Dp(byouT — VN + bjasB)
= (byay)'T + bioa DT — V!N — U, DN + (bjas)' B + bjaa DB

= (bllOél + (blOél)/)T + (bl (Oé% + Oé%) — blll)N + (blla/g + (blag)')B

B ((3)\& — sin29)/<’) N (()\Fa — sin?0)(1 — cosf)?(k?* + 12) — Am/’sin20)N
B p(1+ cosd) psin30

(sinQQT’ — A&T — 2)\K'T

w(1 + cosh) )5

seklinde bulunur. AH, = 0 ise birinci 6nerme, AH., = \oH, ise ikinci énerme saglanir ve

bu da ispat1 tamamlar. [J

Teorem 4.2.5 («,7) Bertrand egri ¢ifti olsun. Normal konneksiyona gore 7 partner

egrisinin harmoniklik kosullari, agagidaki baginti ile verilir:

1) =y egrisinin zayif biharmonik olmasi igin gerek ve yeter kogul
Prlhy — (0K,)" =0 ve (V)07 + (PPry7) =0,
2) ~ egrisinin 1.tipten harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
Prlhy — (U6,)" = Xoky Ve (95,) 07y 4 (02ky7,) =0, Ao € R dir.
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ispat. (3.2.4) bagmtismdan ATH., = —DiDﬁH,7 yazilir. Buna gore AtH,

hesaplanirsa,

Dr, H, = Dz (9x,N,)
= (’19:‘{7),]\77 + 9k, D, N,
= (9k,)'N, + O, ( — 9k, T, + 97, B,)

= (ﬁﬁv)/Nv - (19’%)2% + (192’%77)37

olur. Bu ifadenin normal tiimleyeni
D%WH’Y = (ﬁﬁv)/Nv + (9%6,7) By
dir. Tekrar tiirev alinirsa,

Dr, (Dg Hy) = Dz, ((0r,)' N, + k7, B,)

= (9x,)"N, + (9,) Dp, N, + (9*k,7,) B, + 9*k,7, Dz, B,

!/

= (19;17)"]\74, + (19/@,)/( — UKy T, + 197'737) + (192/@,7'7) B,

—1—192!in7( — ?97'7N7)
bulunur. Bu ifadenin normal tiimleyeni
Dy Df H, = ((95)" = 072, )N, + ((98,) 07, + (920,7,) ) B,
olur ve buradan

ALy = (072, = (05)") Ny = ((9,) 07, + (90,7) ) B,
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elde edilir. A*H, =0 ise

Prlhy — (0K,)" =0 ve (95,) 07y + (Pry7) =0
birinci 6nerme, AtH, = A\ H,, ise

Prlry — (U6,)" = Xoky ve (Ok) 07, + (PRy7) =0

ikinci onerme saglanir. [J

Teorem 4.2.6 (a,7) Bertrand egri ¢ifti olsun. Normal konneksiyona gore ~ partner
egrisinin harmoniklik kogullari, a egrisinin Frenet aparatlari tiiriinden asagidaki baginti
ile verilir:

1) v egrisinin zayif biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

3\kk' — sin*0 kK =0,

(A — sin?0)(1 — cosh)?k? — Ak sin?0

= 0.
1sin30

2) ~y egrisinin 1.tipten harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

3\kk' — sin*0 K =0,

(A — sin?0)(1 — cosf)?k? — \k"sin?0

sin20

= Xo(Ak — sin?0).

Ispat. (3.2.3) ve (4.2.10) bagintisindan normal Laplace doniigiimii hesaplanirsa,

ATH, = —DyDg(biN)

= —Dg5(V)N + b DgN)
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= Dg(biouT —b\N)

- (b’loq v (blal)’>T + (blaf - b’{)N

_ (3)\/1/4 — sin’f /{’)T (()\K; — sin?0)(1 — c.039)2/42 — )\/{”sin2¢9>N
(1 + cosh) usin36

olur. A*H., = 0 ise birinci 6nerme, ALY H., = A\gH,, ise ikinci énerme saglamr. O

Sonug 4.2.1 Dairesel helis egrisinin Bertrand partneri, konneksiyona gére 1.tipten

harmonik bir egridir.

Ispat. «(s) = -=(coss, sins,s) verilsin. « egrisinin Frenet vektorleri
\/i 9 9

1 1
T = —(—sins,coss, 1), N = (—coss,—sins,0), B = —(sins, —coss,1)

V2 V2
ve egrilikleri de sirasiyla, xk = \/Li , T = \/Li dir. « egrisinin Frenet formiilleri

DT = _—(coss, sins,0),  DpN = (sins, —coss,0), DrB =

V2

ve o nin Bertrand partner egrisi ise,

coss, sins, 0)

1
7

1
(s) = ﬁ(

(4.2.1) bagintisindan

c0ss, sins, s) + A(—coss, —sins,0) dir.

H, = AR — 'sinzﬁ
pusinf

ifadesinin Laplace goriintiisii

_ ein? _
AH_)\FJ smﬁ(cosﬁ 1

v =

)N

b sinf sinf
seklinde bulunur. Boylece Teorem 4.2.4 ten ~ partner egrisi konneksiyona gore

N = <0059 — 1>2

sinb

i¢in 1.tipten harmoniktir. [
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Sonug 4.2.2 Dairesel helis egrisinin Bertrand partneri, normal konneksiyona gore 1.tipten
harmonik bir egridir.
Ispat. a(s) = \%(cass, sins,s) verilsin. « egrisinin Frenet elemanlar1 Sonug 4.2.1 de
hesaplandi. (4.2.10) bagintisindan ortalama egrilik vektori
Ak — sin%0
H, = K — sin

pusinf

nin normal Laplace goriintiisii

Ak — sin20  cosl — 1)2

AtH, =
! 1 sind (\/ism@

dir. Boylece Teorem 4.2.6 dan ~ partner egrisi normal konneksiyona gore

1 ,cosf — 1,2
Yo =5 )

i¢in 1.tipten harmoniktir. [

4.2.3 Bertrand Partner Egrisinin Konneksiyona Gore Denklemleri

Teorem 4.2.7 (a,7) Bertrand egri ¢ifti olsun. v partner egrisinin 7, teget vektoriine

gore diferensiyel denklemi

/ / /

Y T,
D} T, - (35 + 22+ )3,

Y v Ty
9 K" Y K/ 4 7! K/ 2
(P +m) = T - 2 (G D)+ ) 22 DT,

seklinde verilir.
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Ispat. (3.1.4) bagmtisindan N, asli normal ve B, binormal vektorleri ¢ekilirse

1 1 K
N. —0D T B, =—Dy N. 2T
1Ty Ky T, ve v o, T,V + 7 v

olur. B, vektorinde N, nin esiti yazilir ve ardindan tiirev alinirsa

1 1 K.
B, = —Dp (—Dp T. T
v 197'7 Tw(ﬁﬁv Ty ’Y) + T, v
1 1 1 1 K
- = Dy T, + —— D2 T> "r
1977<(19,%7) Ty 19 UKy * Ty K
1 1 1
= Dy T, ——  D? T, T
T, (19/@,) Thy V27 Ky Ty + T

1 1 1 2 Ky
Dy B, = Dy ( (=)' Dz, T, ) + Dr, (mDTA,TW> + Dr, (T_Tv>

U7y UK, 5

bulunur. Diger taraftan

1
DT B’Y = —ﬂTfymDTva
Y

~

-
= _lDTvTV

Koy
dir. Bu ifade tstteki esitligin sol tarafinda yerine yazilirsa,

1

_n _ <L L ) ! 2
K DT’YT'Y 197—7(19'%’7) DT“/T’Y + o= 9T (1957) DTWT

o

1 / 1 KA\ 7 K
— YD T D3T NT + 2D T
+(192,{777) Ty V+192 +(Tv) 7+Tw Tyty
veya
1 1,1 1
- DT (— - - >D2 T
P27, 7 * 197'7(19/@) * (192}@77‘7) "y

f<&2 + 7'2 1 1 /
+ (—7 L+ (—(=—)) )DTVTVJr (T—z) T, =0

Koy Toy U7y UKy
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elde edilir. Burada D%ﬂlY ve Dr. T, nin katsayilar sirasiyla,

/

1 1 1 Ve + 19/<a’7 200 kT + 192/477'7 + 192l€,y7',y

19_7'7(191437) +(192/<77'7) - 1937@/@3 194162/7'3

Y

W'k + 279'/{’7 + 19/@(;

Gm (L Ly e
+ =X+ (—)) = s
Ty Ky U7y UK, Ky Ty Y Ty K2
(319219'7'7/{% + 19374113 + 2’(9377%7/{%) (19’/@ + 19/1;)
196772%
dir. O

Teorem 4.2.8 («a,7) Bertrand egri ¢ifti olsun. « partner egrisinin konneksiyona gore

diferensiyel denklemi « egrisinin B binormal vektorii yoniinde tiirevler cinsinden

/ /-1 i

’ ’ N
D%B—(%+2;>D%B+<(1—6089)2(/@2+72) + oo AR

_ —)DBB

sinf T KT T

bagintisiyla verilir.

ispat. (4.2.1) bagintisinda Frenet vektorlerinin katsayilary

1 — cosf cost — 1
— K =0 ve — T =02
sind sind

seklinde gosterilirse,

DBT:OélN, DBN: —OélT—OéQB, DBB:OéQN
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olur. N vektoriiniin esiti

1
DgB=asN = N =—DgB
6D)]

dir. Diger taraftan

DyT = a N ve DpB=asN = DpT = 2DyB
(&%)

yazilir. DpB = ayN ifadesinin B yoniinde birinci, ikinci ve ti¢ilincii tiirevi alinirsa

DB = N,
Dp(DpB) = Dg(a:N)

DEB = —oqaeT + dyN — 3B,
Dg(D3B) = Dp(— aiaT + ayN — a3B)

DLB = ( — a1a2)/T — oy DT + a4y N + agDgN — (ag)/B —a5DpB

bulunur. Burada DN, DT ve N vektortiniin yerine esitleri yazilirsa
"

DB = (= () — o) T+ (22 — at = a3) DB — (s + (o3)') B
2

olur. Son olarak 7" vektoriiniin egiti hesaplanirsa

DgN =—-ayT —ayB — T = ——DgN - —B
(03] aq
1 1
— ——Dy(—DyB) - 2B
aq (6D) (0%}
- DiB+ 2 puB-22p
Q1 (e%Ye 5 i
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bulunur. 7" nin esiti yukarida yerine yazilir ve diizenleme yapilirsa

-1 ! o —ah
D3B + ((alag)’Jrala;) (—D%BJF&QDBB—_?B) + ( 2 +a§+a§>DBB
a1 Qg 100 (o7} &%)

+<a2a’2 + (ag)/)B =0

elde edilir. I

Teorem 4.2.9 («,~) Bertrand egri ¢ifti olsun. v partner egrisinin normal konneksiyona

gore diferensiyel denklemi NN, asli normali veya B, binormali tiirtinden

,'9 /
DJL“WDJL“WNW - %D%WN’Y + (1977)2]\77 =0

y
veya
(1977)/

Dy Dy B, — -
i

DZL}BV +(97,)°B, =0

bagintisiyla verilir.

ispat. (3.2.3) bagintisindan N, asli normal ve B, binormalin esitleri ¢ekilirse

—1 1
N, = ﬁ—ﬂpiB7 ve B, = ﬁ—TVDiNv

olur. Di N, = 97,B, ifadesinin normal konneksiyona gore tiirevi alinirsa

Dz, (Dg Ny) = Dz (07,B,)
= (19%,)/37—1—19@17:#737

1
— (1977)’<19_7HD%7N7) + 197'7( — 1977]\77)

olur ve buradan

19 /
D%—’YD%’YN'Y - (197:) D%»YN'Y + (7’97—7)2]\77 = O
Y
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elde edilir. Benzer sekilde Di B, = —97,N, ifadesinin normal konneksiyona gore tiirevi

alinirsa

Di (D:%VBV) - D:#y( — 7, N;)
= (97,)'N, - 9¥7,Dz N,

—1
= ( - 197—7)/<WD7{WB~/) + (ﬁTv)QBv
v

olur ve buradan
1l (19@)/ 1 2
DT’Y DT7B7 o 97 DTA, BV + (197-7> BV =0

Y

elde edilir. I

Teorem 4.2.10 («,~y) Bertrand egri ¢ifti olsun. « partner egrisinin normal konneksiyona

gore diferensiyel denklemi « egrisinin B binormal vektorii yontinde tiirevler cinsinden

1) « egrisinin T teget vektoriine bagh denklemi:

1 — cosf

(1 — cosb

1 —cost) \3
ﬁ)DﬁDéT— ( ﬂ/ﬁ) T

\DiT (
R) Bl sinf

sinf sinb

2) «v egrisinin N asli normal vektoriine bagl denklemi:

B _ _ 3
<1 COS@H)DéDéN—<1 COSQK’>D§N+(ﬂ“>N:0

sind sind sind

seklinde verilir.

Ispat. (4.2.10) bagmtisindan

piT= (A" oN v pav= (20

sinf sinf
yazilir. Bu ifadelerde T' ve N vektorlerinin katsayisi

1 — cosf
—— k=
sind
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ile gosterilsin. DT = a; N nin tiirevi alinirsa

DyT =ayN = Dy(DgT) = Dg(aN)
= a|N+a;DgN

Oé/
= DT —aiT
an

olur ve T" ye bagl denklem
a1 D5 DET — o, DT + 3T = 0
seklinde elde edilir. Benzer sekilde

DgN = —ayT = Dgi(DgN) = Dg(—aiT)
= —a)T —a;D5T

/
(0

= —LDgN —aiN
aq

ifadesinden N ye bagh denklem

a1 DEDEN — oy DN + N =0

seklinde elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. [

Ornek 4.2.1 a(s) = \%(coss, sins,s) verilsin. a egrisinin Frenet vektorleri

1 1
T = —(—sins,coss, 1), N = (—coss,—sins,0), B = —(sins, —coss,1
75 ) ( ) B= ol )
birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla, k = \/Li , T = \/Li dir.  Frenet formiilleri

DT = E(coss, sins,0),  DpN = (sins, —coss,0), DrB =

(coss, sins, 0)

Sl
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dir. Buna gore « egrisinin Bertrand partneri

1
v(s) = ﬁ(coss, sins, s) + A(—coss, —sins, 0) dir.

(4.2.1) bagmtisina gore v egrisinin diferensiyel denklemi

1 — cosf

2
D?BB+( )DBBzo

sind

olur. (4.2.10) bagmtisina gore v egrisinin diferensiyel denklemi

0 — 112
DLDLT+<&> T =0
BB V2 sinf

veya

cost — 1>2N: 0

DEDAN + <—ﬁ —

seklinde elde edilir.

4.2.4 Bertrand Partner Egrisinin Darboux Vektoriine Gore Denklemleri

Ortalama egrilik vektor alam1 H, nin yerine Darboux vektorii W, konulursa, Bertrand
partner egrisi v icin harmoniklik kosullar1 ve diferensiyel denklemler W, vektoriine gore

yeniden yorumlanabilir.

Teorem 4.2.11 («, ) bir Bertrand egri ¢ifti ve v partner egrisinin Darboux vektori W,

olsun. Konneksiyona gore ~ egrisinin diferensiyel denklemi

dy D3 Wy + dyo D7 W,y + dys D, Wy + dyyW,, = 0 (4.2.22)

bagmtisiyla verilir. Burada d.i, dy2, dy3 ve dya

dy = 19(““1(77),_(”7)/7'7>2»
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dyp = <19(/17)”TV — Uky(1y)" = (Vky (1) — 19(“7),77)/> ("W(T'y)/ - ("’ivyTV)’

dy = ()7 = (7)o 0 0 (1) = ()7 (5)° 4 (7)) )
(957 = 90,7,
(900,)"7, = 01 (1) = (95, () = 00,)'7) ) ()7, = s (7)),
da = ((0)(@)" = (5)"(7) =0 (s () +7,(7)) (o) = (1)'7,))
(95 (7) = 9)'7 )

(00,7, = 95, ()" = (I () = D05,)'7) () ()" = (1)'(7)) )

seklinde birer katsayidir.

Ispat. (3.1.5) bagmtismdan W., = 7,7, + k,B, yazilir. Bu vektoriin 7, yoéniinde

birinci, ikinci ve ti¢linci tiirevi alinirsa sirasiyla

Dr,

~

W, = T,/YTW + 7,01 T, + /{’WBKY + kyDr. B,
= T;T7 + 7,0k, N, + m;B7 — Ky 0T, N,

o / /
= 7,15+ K., B,,
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DWW, = Dr, (T’/YT'Y + “/va>
= T;'TA, + T;DTWT7 + ling + “/vDTw B,

= 7T, + (19#;77'; — 195;77)]\@ + KBy,

Dy Wy = Dy, (/T + (9y7) — 0k 7 ) N, + KB,
n 1! ! ! !
= T, T, + T, (19;@7]\[7) + (19;@77'7 — 19/{77'7> N,

-+ <19/<577" — 19/4777) < — 9k, T, + 197'730 + /if;B,Y — mf;"z?Tva

Y

= (7’;” — 9k, (/4;774 — /ffyT’y)>T,y + (19/%774’ — 19/-4;@77 + (19/-%7"’/ — 19/4’777)') N,

+ (1927'7 (/177'; — /ﬁ;Tﬁy) + /@’7”) B,

olur. W, ve Dr W, ifadelerinden T, ve B, vektorleri gekilirse

K K.
T, = — Dy W, — 7
K KT — KLT, T
vy vy

HT’—H’TW’W
Yy v Y

—T. T
By = HT'—WI{/TDTWW’Y—FI{T/—’YI{/TWW
Ty vy Ty vy

bulunur. Bu vektorler D?p7 W, tirevinde yerine yazilirsa IV, vektorii

1 K!'T, — kT

2 v Ty T By Ty

N, = D7, W, + Dy W,
Okl — KLTy) Ik 7"—/1’7')2 !

Rt v 7'y el

N "t
R, T, R, T,
e e

+

19(“774 - ’%7—7)2 !
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seklinde bulunur. T, N, ve B, vektorleri D%7 W, tiirevinde yerine yazilirsa

1
3 _ " " / / / 2
Dy W, = ((19/177;{ — UkiTy + (K, 7, — UK, T,) )79/‘%74 — ﬁﬁ;Ty)DT”WA/
+<(l€ 7 — k', — 0 (kT — KL (K2 A+ 72))—1
vy v Ty vy vy )\ Ty RyT, — KT,

k'T, — k1!
" " r / / vy Yy

+ (k7] — ORIy + (kg7 — UKL T,) )19(“0 pr—— )2>DT7VV7
Yy v Y

1
n_1 / n 2 / / / /

+<(“v T, — KT+ (/<;7/f7 + 7'77;Y)(,'1,Y7'7 — H,YT,Y)) PP
vy vy

/ 1 "1

k1! — KT,

" " o / / vy vy

+ (k7] — ORIy + (k7] — UKL T,) )19(“0 R )Q)VV7
Yy v Y

elde edilir. Bu ifade D3 W,, D7. W,, Dy W,, W, nin lineer bilegimi olarak diizenlenir

ve katsayillarma da sirasiyla dyi1, dy2, dy3, dy4 denilirse, ispat tamamlanir. [

Teorem 4.2.12 («,~) bir Bertrand egri ¢ifti ve a egrisinin Darboux vektorii W olsun.
Konneksiyona gore v partner egrisinin diferensiyel denklemi « egrisinin Frenet aparatlar:

turiunden

wlD%W —+ CL)QD_QBW + W3DBW + W4W =0

bagintisiyla verilir. Burada wy, ws, w3, ws, 01, 02, 03, 04 Ve dy, da, d3, dy4

sin26(0059 + sz’nG)
T +p?)

cul:dl
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3sin*0(cosd + sinf) 1., sinf(cos + sinb) 03c0s0
wy = dy (—) 2

A2 + i T(A2 + p?) * (1 —sind) (k' — K/'T)’
02K — 04T o3(kT" — K'"T)cosl
wg = 01+ / / ; / 1-\2 0
KT —K'T  (sinf — 1)(kT" — K/'T)
04T — 0ok’ o3(K"T" — K'7")cosb
Wg = ; )
kT — K'T  (sinf — 1) (k7' — K'T)?

sin@(?sinQG + 2sin2%0 + 1) 1

o = d (2)"+d

2sinf(cosh + sinb) 1., cost + sint
A2 +u2 (_) + d

A2 + 2 T 3 T(A2+p2)’

sinf (1 + sin20)7T 1., cosh + sinf)*t 1, cosh + sinf 7'
o = LT Ay Ty, z

A2 4 p? T A2 4 2 T N+ T

)

+d1(

cost + sinb ¢, 7"\ ., \/RTHE
W) ((7) sinfcosl + 0059(0039 — 1) (I{T — K 7')( - )

/ /! _ N2
a ((;)2)’32'”29 + cost (6039 + sz’n@) ((%)”7)/ ~+ cost (cos@ + sin@) (ﬂ

dy
A2+ 2’

cosf(cost + sinf)
P T )

—(5)00320(57’ — /1’7)) +dsy (T"T — 2(7’)2) -

T

- 1
coig i ;22”9) ((FQT )cos@sin@ + 0030(1 — 0039) ((m" — Ii,T)/

03 = d1( -

! !
+ (R )sm29 — (/@"T)cosé?sinﬁ
-

2k’ — /<;”7'>
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r " _ e
+cosb(cost + sind) (m- - . T)/ - cos@(%))

cosf(cost + sinf)
T(A2 4 p?)

/

+ds

(KET — 5'7') ,

sinf (1 + sin20)Kx 1w cost + sinf)?k 1, cost + sin KT’
( ) _) + dg( ) (_) _ dg

A+ p? (T A+ i T e (?)

P4 = a1

Kdy cost) + sinf

+m tdi (W) ((“T/ — k') (cost + T(cost — cos®d))

! -/

> ),sin29 + cosb (6059 + sin&) (((1)”5)/ 4 (ﬂ)’))

T2 T T2

+x" sinbcost — (

cosf(cost + sinf)
P00 1 12)

+dy (k"7 —2k'7")

ve d17 d27 d37 d4

g - T\/m<sm26’)2(/\m—sin29(l)/_()\fi—smge)/>2’

AT ALl T AT

/\2

dy — <\/>\2+u25m20<()\/£—3m20)//_()\/i—smzﬁ 1 ,,)

32 ein? ein?
_(\/)\ + SinQQ(AFL sin 8)(1)/_ (>\li sin*0 />’>

A2 Al T AT )

<(S;Zi9) <()\/'i - sin29)<1), B ()\n — sin29)/>> |

AL T AT
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sin’0 Ak — sin’0 Mo — sin?0. 1w sin’0
i = (D5 = (0 0)) 470 +) (50)

<()\/§ - sin29)(1)/ B ()\/i — sinQG)/> <<)\/€ - sin29)2 N (S;Z?f))

Al T AUT AT

(msm%(()\ﬁ — sz’nzﬁ) (1), B ()\/1 — sinQQ),))

A2 ALl T AT

2,2 _ sin20., aim?
+(\/)\ +u8m29<()\/<a Sme)/_()\/i smﬁ)(l)u)

A2 AT i T

/\2

_(\/WSMQQ(()\R - sz’n29) (1), B ()\Fa — sm26),>>'>

AUT T

<<s§\7§i€) (()\/1 - sm29),, B (/\Ii —/\;@'n29)(1>,,>)7

sin0. / , A\k — sin?0.,, 1, Mo — sin?0. m, 1
i = (50" - (5 )

L2 oy (A= sin?0y Ak —sin®0y, o sin®00 1,
) () )+ ()

117



(¢?E;ﬁmn%((““‘“#exly_(A&_”"wy)>

Al T AUT

VAZ+ 2 A — sin?0\n Ak — sin?0. 1\ u
(Lt (M) - () ()

AUT Al T

_(\/msm20<(/\m — sinQQ)(l), B ()\/{ - sm29),)>/

AL T AUT

52';\1229 <()\/£ — sz’nzﬁ),(l)// B (>\Ii — sin29)//(l)/))

AUT T AUT T

seklinde birer katsayidir.

fspat.  (4.2.22) denklemindeki W, vektérii (3.1.11) ve (3.1.12) bagmtilarma gére o

egrisinin Frenet aparatlar: tiiriinden

1

Wo = T()\2 + ,u2) W

seklinde yazilir. Bu vektoriin 7', yontinde birinci tiirevi

DrW, = Dn(;aggpswj

1
= D<COSQT+5inGB) (7—()\2 + ,UQ) W)

= cosODr ( - L

) 1
WW) + sm@DB(T

o)

olur. Burada once DT(WW) ve DB(ﬁW) vektorleri hesaplanirsa
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1

1 1 /
Pr(erm") = Goerm) "Vt o P

77 A2+ p? T(A2 + p?)

-

(Dr (7T + #B))

1., 1

Gy 2 T I (T,T +RTN + KB - KTN)

1

:(;

ro 1 / /
)—)\2+M2W+—T()\2+M2) <7T+/£B>

1 1 / 1
Paloem™) = Gorrm) W o) P
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bulunur. Yukaridaki ifadelerden
< 1+ ) ( 1—|— )
r T(A2 + p?) B (A2 + p?)

esitligi olusur ve buradan

Dy cost + sinf

cosf 4 sinf 1
W, = (22220 cosv T smnb 2
W= (Toe s (

(

DgW
) W A2 p? 0T

) )w

yazilir. W, vektoriiniin ikinci tiirevi

D%WWV = DT’Y (DTWW'Y)

cosO + sinb

= D(coseT—f—smGB) ((W)DBW + ( (

cosl + sinf 1
A+ p? ;)/) W>

cost + sinf cost + sinf 1

- cosGDT<(m)DBW+ (W(T)/)W>

cosf + sinf

cost) + sinf 1,
o) e GOW)

(

+sinfDpg (( N g

)YDW + (

cost + smﬁ) ( 1 VDWW + 6059(0030 + sinf

= e )G SPERNTD

) Dr(DsW)

cos + sinQ) (l)”W N 0050(6089 + sinf

1/
—)' DpW
A2 4 p? T A2+ 2 )(T) r

+cosf(

cost + sinf
02+ 1)

cost + sinf

1, .
)(;) DpW + sinf( 021 2)

+sin9( )DB(DBW)
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cost) + sz’m?) (l)”W n Sme(cose + sinf

1
=) DgW.
N+ T A2+ 2 )(7) sW.

+sin0(

Burada once D (D BW) tirevini hesaplamak gerekir. Bunun i¢in DgW vektortintin esiti

DBW = DB(TT+ KZB)

= 7T+ 7DgT + k'B+ kDgpB

1 — cosf 1 — cosf
cos cos )N

= T/T+/€T( )N+/€/B—/<67'(

sinf sind

= 7T+ B

seklinde hesaplanir ve D%7 W, ikinci tiurevde yerine yazilirsa,

cost + smﬁ) ( 1 Y DpW + 6050(0080 + sind

2 _ ) (— _
Pl = oo )G SPERNTD

) Dy (7'T + ' B)

cos + sinQ) (l)”W N 0039(0059 + sinf

1/
) Dy W
A2+ p? T A2+ p? )(T) T

+cosf(

cost + sinf
T(A2 + 12)

cost + sinf

1, .
W) (;) DgW + st(

+sm0( )D%W

0+ sinb | 1 0+ sind, 1
cost + sin )(—)”W—i—sin@(cos + sin )(—)/DBW

+sind - =
( A2+ p? T A2+ 1?2 T

sinb(cosh + sinb) _,
= DWW
OCETS C

2sinf(cos + sind)
A+ p?

1 !
(=) DpW
T
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(cost + sind)* 1., cosf(cosf + sinb) , ,
VW
A2+ p? (7') * T2(A2 + u?) (7'

— 2(7”)2)T

cost(cost + sinh) cosB(cosh + sinf)

(HJT' — li,T)N +

("7 —2Kk'T")B

O + ) ROLT 12)
(4.2.23)
bulunur. Benzer sekilde W, vektoriiniin 7', yoniinde ti¢linci tirevi
Di}W W, = Dr, (D%7 w,)
sinf(cosl + sind) 2sinf(cosf + sinf) 1
= Dicos siny ( DLW —)'DpW
(cosbT+sinbB) T(AN2 4 p?) B A2+ p? (7') b
(cosf + sin)? 1, cosf(cosh + sinb) , , o
—-)'wW -2 T
N2t 2 (T) + 72\ + 1) ("7 —2(r)?)
cost(cost + sind) cosf(cost + sinb)
SO D) (k7" — K'T)N + 2021 ) (k"1 — 2/-@'7")3)
sinf(cosf + sind) 25inf(cosh + sinf) 1
— costDr ( D2W Z)DpW
cosvET T(AN2 4 p?) B A2+ p? (7') b
(cosb + sinf)? 1, cost(cosf + sinb) , o
)W -2 T
N2t 2 (T) - 72\ + 1) (v (™')?)
cost(cost + sind) cosf(cost + sinb)

(m" — K/T)N +

(k"1 —2k/7") B)

OV +12) POV )
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, sinf(cosh + sinf) _, 2sinf(cosh + sinb) 1.,
+sind D ( e DV (D
(cosf + sinf)* 1., cost(cost + sinb) , , o
—-)'W -2 T
N2t 2 (T) T 2(\2 + 12) (7" —2(7')%)
cosf(cost + sind) cosB(cos + sinf)
2+ 2) (m” - lilT)N + 200 T 12) (Iil/T — 21{'7")3).
Burada
sinf(cosh + sind) _, 2sinf(cost + sinf) 1.,
DT( T(A2 + p?) DBW) ve DT( A2 4 p? <;) DBW)

ifadelerini hesaplayabilmek igin énce DpW ve D%W  tiirevleri

DBW = T/T+I<L/B,

DW= Dg(DgW)

= Dp(7'T + K'B)

= 7"T+7DgT+K'B+ k'DgB

1 — cosf

= 7'T+( ) (k7' — K'T)N 4+ "B

sinb

seklinde hesaplanir ve D%V W, {iglincii tiirevde yerine yazilirsa,
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sinf(cosl + sind) , , 1 — cost
T
T2 + 12) (7T + (

Di W, = COSQDT< ) (k7" = K'T)N + £"B)

sinb

2s1nf(cosb + sinb)
A+ p?

(2)(*'T + #'B)

(cos + sinf)? ( 1 Y+ cosf(cost + sind)

Vi _2 N2 T
Nt 2 - 72\ + 122) (T T (7') )

cosf(cost + sinf)
(A2 4 p?)

cosf(cost + sind)
R0+ 1)

(/{7" — K/T)N +

("1 —2K'7") B>

sinf(cosb + sinb)
T(A2 4 p?)

2sinf(cosb + sinf)
A+ 2

1
+sm9DB< DLW + (2)DsW
T

(cos + sinf)? ( 1 YW+ cosf(cost + sind)

" _2 N2 T
Nt 2 - 72(\2 + 122) (T T (7') )

cosf(cosl + sind) , , cosf(cost + sinb) , , .,
~OZ 4 1) (IQT—I{T)N—F 200 ) (Ii 7'—2/17')3)
sin®6(cost + sind) 3sin*0(cost + sinf) 1.,
_ D3W —) DEW
(A2 + p2) BW + A2 4 g2 (7_) B

sinf(2sin20 + 2sin®0 + 1) 1

5in9(1 + sin29) 1
A2+ p? (; T

(2"

)IIDBW +
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T?)/sim%os@ + cost (0050 — 1) (m" — H’T) (KT:_ R)

cosf + sinf
e

_ ((;)2)/3in29 + 0039(0089 + Sing) ((1)//7)/

T

' —2(7')?

+cosb (0036’ + Sine) ( ~

)/ — (;)COSZQ(I{T/ — K/T))T

cost + sinf (

(e = ) ((E)costsind + cosf(1 — cosh) ((m/ )

T

Il 1
%T—M> + (F6 T )sin29 — (/{”T)cosﬁsme

— " 1!
~+cosf (0059 + sin@) (m' . i 7—)/ - cos%(%)) N

cost + sinf

+(w) (('W ' — K'7) (cos + 7(cost — cos®)) + K" sinflcosd

! -1 /

—(KT;— )'sin26 + cosf(cosd + sind) (((l)”/i)/ + (ﬂ)/)>3

\]
\]

olur. Dz, W,, Di W,, D3 W, ifadelerindeki T, N, B vektorleri de (4.2.1) bagmtisina
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gore W tiiriinden hesaplanirsa

/

T — (L)DBW_<L>W’

KT — K'T KT — K'T

cosO (k1" — K'T)
(sinf — 1)(kT’ — K'T)?

cost
No= ((1 — sinf) (k7' — K’T))

DLW + ( )DBW

! -1

cosO(K'1" — k'T")
W,
((sine — 1) (k7" — IQ/T)Q) ’

B = <_—T>DBW+<T—/>W

KT — K'T KT — K'T

seklinde bulunur. Son olarak (4.2.22) denkleminin katsayilart d,1, dy2, dys, dys (3.1.11)
ve (3.1.12) bagmtilarina gére « egrisinin Frenet aparatlari tiiriinden yazilir ve bunlar

sirasiyla dy, da, ds, dy ile gosterilirse,

in2 ) i 2 2
4 = T\/W<S;ZT9)2(AH sin Q(E)/_()\/i sin 9),>’

AL T AUT

— gin? in2 — aim? 02
dy — (T\/m()\li sin 9)//<S;ZTQ)_T\/m<)\K sin 6)(32)7\129>(1),,

AUT AUT T

Mk — sin?0.  sin?0, 1., Ak — sin?0., ,sin’0 .\’
(/A (00 Ay sty sindt

AT T AUT

((/\Ii — sin20) (si;z;Q) (1)/ B ()\FL — sz'n?@),(sm?e )

AT T AT AT )
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- ( VA2 +”23m?9<()\5 — sin29),, B <)\f<a — sin26)(1),,>

A2 AUT AL ;

_< VA + 'U23Z'n29(/\’€ - Sin29) (l)/ _ ()\/i - Sinze)/>’)

A? Ap T ApT

p (()\/f—smw m o, sin%0 e — sin?0. ,sin?0. 1
3 p—

MU ) ()\27—)_( T )( \2 )(;)

+(T\/m)2<()\/<; — sin2«9) (si;;Q) (l)/ B ()\Ii — sz’nQG),(si'rzzQQ))

ANT T AMT T

(e (0 (g ) () Ly

ApT AT T

— sin? 2
_T\/m(AH sin 9)/(317;7_9)>

AUT

— aim?2 <2 aim2 )
_l_(T\/m()\/i sin 9)//(517217—% _T\/m()\/f s1n 9)<sz;z20)<1),,

AUT AT -

Ak — sin?0. ,sin%0. ,1 & — sin0.,,sin0. \’
(R )DLy — v/ ')

ART AT
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_ (<s;\7i9) <()\/<; - sz’n20)m B <)\n — sin29> (1)///> L2+ ) (sin20)

Ak — sin?0. 1, , sin%0 Ak — sin?0. ,sin?0. 1.,
(52 () - (5 (5 ')

AT Al T he

<()\/{ —)\ZinQH) (7_1—), B (/\Ii ;:jnzﬁ),> (()\/{ ;:anQ)g n ($)2)>

T AUT

(\/msm%((/\ﬂ — SinQH) (l), B ()\Ii — sinzﬁ),>)

_(\/msinQQ(()\m — sm20) (1), B (>\li — sinzﬁ),)>’>

T AUT

A& — sin?0.,s1n%0 1w Ak — sin?0m ,sin%0, 1.,
(5 () - (UL (RN ()

e — sin?0. Ak — sin’0., sin?0. ,sin*0., 1.,
)ALy (o () (L)

_72(>\2+M2><( o
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Ak — sin?0.  sin?0. 1 Ak — sin0., ,sin’6
(LD NG - (5 ()

(/3 (5 S0 (T Ly ey o))

AT T AT

. (T\/m((/\’i _ Sm29)”(8§\2j—9) B (/\I{ — Sz’n%’) (sz';zje) (l)")

AUT AUT T

(A (2 (y - Ay () )

AUT T AT

<()\/< - sin20)/(si;\1;9) (%)// B (>\/€ ;:jn%)//(sz’;zje) (%)/>)

((sz’:\fG) <()\/<; — sm29),<1),,, B <)\/<; - sin26>///(l)/>

AT T AT T

_()\2 X Mz) (()\/{ — sm29) ()\/-1 ;:jnw), n (52;\1#)2(%)/)
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(W%nw(()\ﬁ — Sin29) (1)/ B ()\FL — sinQG),))

Al T AUT

AUT AL T

VAZ+ 2 N — sin?0\n Ak —sin?0, 1\ u
(Lt (M) - (K ()

—<\/msz'n29((/\ﬁ — sz’nQQ)(l), B <)\li - sm29),>>/

Al T AUT

sin?6 / Ak — sin®0,, 1.y Ak —sin?0.,, 1,
(U Gy - (YY)

seklinde bulunur. Bu katsayilar (4.2.22) bagintisinda yerine yazilirsa, v partner egrisinin
konneksiyona gore diferensiyel denklemi «v egrisinin Frenet aparatlari cinsinden elde edilmis

olur. O

Teorem 4.2.13 («, ) bir Bertrand egri ¢ifti ve y partner egrisinin birim Darboux vektorii

C,, olsun. Konneksiyona gore 7 egrisinin diferensiyel denklemi
D7 Cy + 1,1 D7, Cy + 12 D, Cy 4 1143C, = 0 (4.2.24)

bagintisiyla verilir. Burada 1,1, 7,2 ve 1,3

—0) (0|, )
_ v Uy
= (9; 19|]W7|]0'7>’

/"
9“1

, ;@ wy ),
e = <z9||W7||>2+<0W)2—<9—,>+(” 1)
v

AR RS

- (@) - @ 1wy 1),

y3
! WLl
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seklinde birer katsayidir.

Ispat. (3.1.6) bagmtisimdan C,, birim Darboux vektorii
C, = sinb, T, + cosb., B,
dir. Bu vektoriin 7, yoniinde birinci tiirevi

D C, = Dr, (sim%ﬂ + COSQ,YB,Y)
= 9’7003(97T7 + sin, ¥k, N, — 9’752'71(%3V — cos0,91, N,

= 9’7 (cos@vTV — sz'nHWBw)

olur. C, ve Dr, C, ifadelerinden T, ve B, vektorleri gekilirse

0 nb
T, = sind,C., + COQ#DTA/C,Y ve B, = cosh,C, — SZ;Z—,VDTWC'V
v v

bulunur. Bu vektorler € nin ikinci tirevinde yerine yazilirsa,

D7 C, = D, (6; (cos0, T, — sin@va))
= 9’7’ <cos€7T,y — sz’n&,Bv) — (9'7)2 <sz’n97Tfy + 60567B7>

+9fyi9 (coseymy + 3@'n6¢7> N,

o inb
_ 6,;/0089“/ (Singwcw + CO@#DTW Cv) — 9g5¢n87 (COSQ707 — SZ(;%—,WDTWCW)
4 Y

OO | W || N, — (6))°
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/!

1\ 2 /
= 9_7DTVCV - (e’y) C’Y + 0719 H W’Y H N’Y

~

bulunur. Bu esitlikten N, vektorii gekilirse

1 3
N, = 0. D7 C.,, — 6Dy, C., + (6-)°C
T T PG oG ()16

olur. C, vektortuniin 7', yoniinde ticiinct tiirevi

1/

D}Cy = D (5 DnCy = (8)°C, + 00 | W, | )
v

1 1

= () Dr.Cy+ DR C, = ((8)°) €, = (8,)°Dr
¥ Y

+1929/7 | W ] ( — Ry T+ 7_va>

/ 1 / 1 /
+(00, | W,y | )/19 (ewz)ic7 —0/Dr,C, + (97)307)

CANRIA

o @)
G+ o )P

o ) , (@0 wy Y
H(Z2) =@ W, )= (#) = 2 0") Dy C

0.9 Wv / / 7\2)/

seklinde bulunur. Bu ifade D%Cw D%WCW, Dz, C, ve C, nin lineer bilesimi olarak
diizenlenir ve katsayilarma da 71,1, 1,2 ve 7,3 denilirse, istenilen diferensiyel denklem

elde edilir. I
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Teorem 4.2.14 («,~y) bir Bertrand egri ¢ifti ve « egrisinin birim Darboux vektéri C
olsun. Konneksiyona gore v partner egrisinin diferensiyel denklemi « egrisinin Frenet

aparatlar: tiirtinden
81D%C -+ EQD%C -+ 83DBC -+ 840 =0 (4225)
bagintisiyla verilir. Burada &, €9, €3, €4, &1, &2, &3 Ve M1, N2, 13

g = sinze(sinG—i-cosH),

Easinb/ K2 + 12

(k7" — K'7)(1 — cosh)’

g€y = msind (sinQ + 008(9) +

VI

€5 = My (sinﬁ + cos@) + (51'1 - 537) KTl — KT

Eysinl (52 + 7-2) - , . )
(/17’—/4;’7)2(0039—1) <H(\/W) _T( ) )’

o T () — ()

KT — K'T

5282'719(112 + 7'2)3/2

(KT’ - H,T)Q(COSQ — 1)

(Eremmem) (i)
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T )///

VK2 + 72

& = ,;2]3:; = + (sinﬁ + cos@) ((00329 + sin?@) (

+(00329 — 20050)/{(/{( 7 ), — T(\/%)/) + 7710039(
K2+ T

& = (sinQ + cos@) (0059(1 + sz’n@) (K(\/%)//
K2+ T

—HhCOSQ(“(\/ﬁ)/ B T(\/%)») 7

» T / K /
& = (smG + 0089> (((20059 - 60526)7(“(m) B T(\/W) )
) K m K " "3k
+(sin26 +00329)(m) ) +7710059<\/W> ) + V2t 2
!/
o (aTCtanlmiAT)” - <\/ K2+ 72 (arctanlmi)ﬁ),)
' (arctan MiM), V&2 + 72(arctan mih), ’
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"
o, ) 1 ,>2 B ((arctanwih) >/
N = K +7°+ ((arctan—wf — )\T) (

1 !/
arctan e )

(\/m(arctan 1 )/),

+ peAT 3 (arctcm )H ,
VK2 + 72<(arctanwi>\7)/> Ko AT
/
B ((( . 1 )/)2)/ B (\//12 + 72 (arctanwi/\T)/> ( t . )/
Ny = arc anm o arc anlm -

seklinde birer katsayidir.

Ispat.  (4.2.24) denklemindeki C, vektorii, (3.1.11) ve (3.1.12) bagmtilarina gére o

egrisinin Frenet aparatlar: tiiriinden
c,=C
seklinde yazilir. Bu vektoriin 7, yontinde birinci tiirevi

DT,YC'}/ — DT C

.
= D(6050T+sin03) C

= cos0DrC + sindDgC.

Burada once DrC ve DgC' tiirevleri hesaplanirsa,

T

Y
DrC = DT(mT+mB)
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ve

DpC = Dy

= (———)T+

DpT +
N o7+ (

-
VK2 + 712

- T T )8

bulunur. Bu iki esitlikten DrC' = DgC' yazilir. Boylece
D C, = (sme + 0050) DgpC
olur. C, vektortiniin 77, yoniinde ikinci tirevi

D %W CW = DT’Y (DT’Y CV)
= Di(cosoT+sin0B) ((sz’n@ + 0036) Dg C)
= cosODr ( (sin@ + 0039) DBC) + sindDpg ((sz’n@ + 0059) DBC’>

= cos@(sz’n@ + 0059) Dr (DBC) + sin&(sin@ + 6059) Dg (DBC).

Burada Dr (DBC’) vektori

DT(DBC):DT((\/#)'TJr(\/ﬁ)/B)
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seklinde hesaplanarak D%W C, ikinci tiirevde yerine yazilirsa,

T )/ K

D%C’V = <3in9 + 0039> (COSQDT<(W T+ (W

)/B> + sin@D%C)

= <sin0 (sz’nG + 0039)> D%4C + (cos@(sin@ + 0059) (\/%)/)T
K2+ T

+<cos€(sin9+cos€) (m(\/ﬁ)/ —7'( n )/)>N

+ (COSG(SMG + cosb) ( )”) B (4.2.26)

K
VK24 72

olur. Benzer sekilde C., vektortiniin 7', yoniinde ticiincii ttirevi

D3 C, = Dr/(D7.C,)

T )//

VK24 72

= D(cosoT+sin0B) <sz’n9(sz’n0 + 0059) D%C' + cost) (sin@ + 0059) (

tcosf(sind + cosh) () — (=) )N
N

+cos@(sm6’ + 6059) (\/%)”B>
K24+ T

T )//

= cosODr (sin@(sin@ + 0059) D%C + cos@(sin@ + 6059) (m
K2+ T

~+cost (sz’n@ + 0030) </<;( T )/ — 7'( n )/) N

+cosf(sind + cosb) (
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T )//

VK24 12

+sinfDp (sin@ (sind + cosd) DEC + cosb (sind + cost)

“+cosf (smﬁ + 0039) (Ii(\/ﬁ), — 7'( r )')N

+cosb (sind + cosb) (

K "
o) B)

Burada once
cos D (sz’n& (smé’ + 0089) D%C’) = cosbfsind (smé’ + 0080) Dt (D?BC’)

esitligindeki D (D%C) ifadesi

Dr(D}C) = Dr(Du(( )T+ ()'B))

(T )V (a)®)

seklinde hesaplanarak D?’F7 C,, lciincii tiirevde yerine yazilirsa,

D% c, = sin&cosé’(sin@ + 0039) Dy (( + sin&cosé’(sin@ + 0039)

T " T)
Vel

1 — cosf T , K . . .
DT<( sinf )(“(m) - T(m) )N> + Smﬁcos@(smﬁ + 0059)

K " . T /
DT<(\/W) B) + cos®0(sinf + cosQ)DT<(\/W) /T>
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+00329(sin¢9+cos&)DT<(m(\/ﬁ)/ —7( k )’)N)

K

VE2+ T2

+cos20(sm9 + 0050) Dy <( )”B) + Sm20(sm0 + 0039) D%C

+sinfcosl (sin@ + 6059) Dpg (( \/ﬁ) ”T)

+sin90059(sin9 + 0039) Dpg ((m(\/ﬁ)' B T( K )/)N>

+3m00030(3m9 + 0039) Dg (( \/#)ulﬂ

T ) "

(sin29(sin6’ + cosH))D%C’ + (sin@ + 6059> ((60529 + sin26) (m

+(00529 — 2005«9)5(&( T )/ -7 r )/))T
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+ <sin9 + 0059) ((20050 — 00329)7'(/1(;)/ - T(L),)

+(sin29 + 00520) (\/%)m) B
K2+ T

bulunur. Dr, C,, D%WCW, D%707 tirevlerindeki T, N, B vektorleri de «v egrisinin Frenet

aparatlar: tiirtinden hesaplanirsa,

HWDBC'—( K ), k*+ 72 C
KT — KT VK2 + 727 KT — K'T

N — stnf v k? + 72 Do
(1 —=cosh) (kT —Kk'T) P
( )( )

sind (/@2 + 7'2) ( T )// ( K
K -7
(cos@ — 1) (I{T/ — /i’T)2

sin (27 ((WNVEFEN (1
oo e vy ()

T ;K247

—TVK2+ 72 )
VK24 72 kT — K'T

B = —2 " DpC— (

KT — K'T

C

bulunur. Son olarak (4.2.24) denkleminin 7,1, 7,2 ve 1,3 katsayilar

N
V=7 +p?, ||W7||:H—+T ve 0, = arctan(

ST )

[k — AT
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bagintilar: kullanilarak « egrisinin Frenet aparatlar: tiirtinden yazilir ve bunlar sirasiyla,

M, 72, 13 ile gosterilirse

(arctan( 1 ))” (\//i2—|—7'2(arctan( ;«i,\ ))/),

_ pE—X
m = - -

(arctan(— ))/ Vi2 + 72 (arctan(— ))/ ’

n

3

3
=

3
=

UR—AT

" “2+72+((arcmn<,ﬁ>>’)2—((WQ” : )'/>/

(arctcm WiAT)/

(\/m(arctan L )/>/

+ pnA 5 (arctcm(;)y,
VK2 + 72((arctan W;ﬁ)’) JE — AT
o\ (\/ K2 + 712 (C”"Ctan;mi/\r)/)/ ,
N3 = (((arctcm—ﬂﬁ — /\T) ) ) — N (arctcm—’w€ — )\7_)

seklinde bulunur. Bu katsayilar (4.2.24) bagintisinda yerine yazilirsa, v partner egrisinin

diferensiyel denklemi « egrisinin Frenet aparatlari tiirtinden elde edilir ve boylece ispat

tamamlanr. [
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4.2.5 Bertrand Partner Egrisinin Darboux Vektoriine Gore Harmonikligi

(3.2.2) ve (3.2.4) bagmtilarinda H ortalama egrilik vektoriiniin yerine Darboux vektorii
W yazilirsa, biharmonik egrilerin siniflandirilmasi Darboux vektoriine gore yeniden

yorumlanabilir. Buna gore agagidaki teoremleri verelim.

Teorem 4.2.15 («,~y) Bertrand egri ¢ifti olsun. ~ partner egrisinin konneksiyona gore
harmoniklik kogullar1, W, Darboux vektorii tiiriinden asagidaki onermelerle verilir:

1. v partner egrisinin Darboux vektorii biharmoniktir ancak ve ancak

"o I / o "o
7, =0, Uk, =k, =0, k=0

2. 7y partner egrisinin Darboux vektori 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak

"o / / o "o
T, = =0Ty, 19/@77 — 19"37@ =0, k= —Aoky, Ao €R.

ispat. Lemma 4.0.9 ve (4.2.23) bagmtisindan AW, Darboux vektoriiniin Laplace

goruntisi

AW, = —DiW,

= 7T, + (Ok,7, + 067 )N, + KB,
dir. AW, = 0 ise birinci 6nerme, AW., = AW, ise ikinci 6nermesi saglanir. [J

Sonug 4.2.3 (a,7) bir Bertrand egri cifti ve T, ile T" vektorleri arasindaki ag1 6 olsun.

Konneksiyona gore v partner egrisi biharmoniktir ancak ve ancak tanf = —1 dir.

Ispat. (3.2.2) bagmtisinda H mn yerine Darboux vektérii
1

—W
N

W, =

yazilarak bu vektoriin Laplace goriintiisii hesaplanirsa,
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sinf(cosf + sinf) _, 2sinf(cost + sinf) 1,
AW, = DWW —)'DpW
7 T(A2 4 p?) B A2+ p? <T> b
(cosf + sinf)* 1., cosf(cost + sinb) , , "o
—)'W -2 T
Nt 2 (T) + 72(\2 + p12) ("7 —2(=')%)

cosf(cost + sinb)
T(A2 4 p2)

cosf(cost + sin)
P00 1 1)

(/@T’ — K/T)N + (HHT — 2/47’)3

olur. AW, = 0 ise, cost + sinfl = 0 veya tant) = —1 elde edilir. [J

Teorem 4.2.16 («,~y) bir Bertrand egri ¢ifti olsun. -~ partner egrisinin konneksiyona
gore harmoniklik kogullar1, €, birim Darboux vektori turiinden asagidaki onermelerle
verilir:

1. v partner egrisinin birim Darboux vektorii biharmoniktir ancak ve ancak

6 " , ,
), @) =0, 69| W,|=o0.

(6-)’
2. v partner egrisinin birim Darboux vektorii 1.tipten harmoniktir ancak ve ancak
b o @) =X, 09| W, [|=0, \eR
0, - v, T 70 gl yiI= 70 :

Ispat. Lemma 4.0.10 dan C,, birim Darboux vektoriintin Laplace goriintiisii
AC, = —D%7 o

- (—qsg

7,

olur. AC, = 0 ise birinci 6nerme, AC, = \yC, ise ikinci 6nerme saglanir. [

) Dz, Cy + (6)°C — &0 | W,y || N,

Teorem 4.2.16 da verilen ~ partner egrisinin biharmonik olma kogulu, « egrisinin Frenet

aparatlar tiirtinden yazilirsa, agsagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 4.2.4 (a,) bir Bertrand egri cifti ve T, ile T" vektorleri arasindaki ag1 6 olsun.

Konneksiyona gore v partner egrisi biharmoniktir ancak ve ancak tanf = —1 dir.

Ispat. (3.2.2) bagmtisinda H ortalama egrilik vektorii yerine birim Darboux vektorii

C, = C yazilir ve bu vektoriin Laplace doniigiimii hesaplanirsa,

AC, = —DiC,

= — (sin@ (sz’n& + cosé’)) D%C — (cosé’(sin@ + cos@) (\/%)H>T
K T

_ <cos€ (sm9 + 0089) (/{(ﬁ)/ — T(\/%)/DN

_ <cos€ (sinQ + 0030) (\/%)”) B
K2+ T

olur. AC, =0 ise, cosf + sinfl =0 veya tant = —1 elde edilir. O

Sonug 4.2.5 («,) bir Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisi dairesel helis ise, vy partner

egrisi W, Darboux vektoriine gore biharmonik bir egridir.

ispat. a egrisi dairesel helis alinirsa, ~ partner egrisi de dairesel helis olur. Buna

gore Darboux vektoriintin Laplace goriintiisi AW, = —D%ﬁ W, esitliginden
AW, = =TT, + (VK7 — VK, 7)) N, — K B,

olur ve Teorem 4.2.15 ten 7/ =0, Jx,7, — Uk 7, =0 ve £ =0 elde edilir. [J
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Ornek 4.2.2 (cr,7y) Bertrand egri ¢ifti olsun. Oyle ki « egrisinin egrilikleri x ve 7

N G
(,{2+T2)/ (KQiTQ)

)’k

S =

A:

T

kogulunu saglasin [30]. Bu sartlar altinda Ax + u7 = 1 olup, v partner egrisi bir genel

helistir ve bu egriyi karakterize eden diferensiyel denklemler

Teorem 4.2.11 e gore:

ﬁ((“v)//@ — Ry (7_7)//>2DTva + 19((,4;7)"7—7 — Ry (77)”> W, =0

Teorem 4.2.12 ye gore:

WK — AT\ 1 K — AT 1 i\ 2 [ cost + sinf
<<T()\2 +U2)> (A2 4 p2) - (A2 + u2) (T()\Z +M2)) > ( \/m )DBW

/

K— AT \n 1 K — AT 1 m\ 2 /cosl + sinf\ , —T1
+(<(7-II(L/\2+M2)) (A2 + p2) _T?A2+u2)(T(A2+u2)) ) < \/%/iz >( - )

WK — AT \n 1 K — AT 1 "
—_— = O
+<(T<)\2 + /ﬂ)) T(N2 4+ p2)32 (N2 + p?)3/? (T(/\2 + M2)) )

seklinde verilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez cahsmasinda 6nce ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda keyfi parametreyle verilen bir
egrinin diferensiyel denklemleri egrinin teget vektoriine ve Darboux vektoriine gore yazildi.
Egrinin harmoniklik kogullar ise sirasiyla Laplace operatoriine gore (biharmonik veya
1.tipten harmonik) ve normal Laplace operatoriine gore (zayif biharmonik veya 1.tipten
harmonik) verildi. Sonra egrinin bir involiitii tamimlanarak, involiit egrisinin diferensiyel
denklemleri ve harmoniklik sartlar1 involiit egrisinin kendi parametresine gore yazildi.
Daha sonra evoliit involiit egrilerinin Frenet ¢atilar1 arasindaki gecig matrisleri kullanilarak,
Frenet aparatlar1 tiiriinden ifade edildi. Benzer gekilde esas egrinin bir Bertrand egrisi
olmas1 halinde, bu egrinin bir Bertrand partneri tanimlandi ve partner egrisinin karak-
terizasyonlar1 involiit egrisinde oldugu gibi once kendi parametresine gore yazildi. Yine
baglantili egrilerin Frenet catilar1 arasindaki gecisler kullanilarak Bertrand partner egrisine
ait denklemler ve harmoniklik gsartlar1 esas egrinin Frenet aparatlar: tiirtinden ifade edildi.

Son olarak teoremlere ait sonuclar verildi ve sayisal bir ornekle bu boliimdeki iddialar

desteklendi.

Mannheim egrilerinin karakterizasyonlar1 bu ¢aligmada kullanilan yontem ve teknikle
hesaplanarak 6zgiin bir yaymn yapilmasi diigiiniilmektedir. Tezde kullamlan yontem, Oklid
dig1 uzaylarda veya Frenet catisindan farkli yapilarda ¢aligmalar yapmak isteyen bilim

insanlarina yardimci olacaktir.
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