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MATRISLERIN DMP INVERSLERI iCiIN BAZI YENI GOSTERIMLER
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Bu tez ¢alismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde tez ¢alismasinin
amacindan bahsedilerek kisa bir giris verilmistir. Ikinci béliimde calismada gerekli
olacak temel tanimlar, teoremler ve bazi genel bilgiler ifade edilmistir. Bu bélimde
ayrica bir matris i¢in gesitli invers tanimlar1 ve bunlarin bazi 6zellikleri siralanmistir.
Uclincii bolimde matrisler i¢in DMP invers tanimu verilerek bu inversin gesitli 6zellikleri
ortaya konulmustur. Ayrica matrislerin DMP inversleri ile ilgili bazi hesaplanma yontemleri
ve bu inverslerin gesitli uygulamalarindan bahsedilmistir. DOrdiinci bélimde sonug ve
oOneriler verilmistir. Besinci boliimde ise tezde yararlanilan kaynaklar listelenmistir.

Anantara Kelimeler: Matris, Kare Matris, Rank, Pargalanmig Matris, Bir Matrisin
Inversi, Genellestirilmis invers, Moore-Penrose Invers, Drazin
Invers, Grup Invers, Cekirdek Invers, Cekirdek-EP Invers,
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ABSTRACT

SOME NEW REPRESENTATIONS AND VARIOUS APPLICATIONS FOR
DMP INVERSES OF MATRICES

BURAK KARAMAN

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 87 PAGES
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This thesis is organized in five parts. In the first chapter, a short introduction is given
by mentioning the purpose of the thesis study. In the second chapter, the basic
definitions, theorems and some general informations that will be required in our study
are expressed. Also, in this chapter, the definitions and some properties of several
inverses of a matrix and are listed. In the third chapter, it is given the definition of the
DMP inverse of a matrix and considered some properties of this inverse. Furthermore,
some computational methods and several applications of the DMP inverses of matrices
are given in this chapter. In the fourth chapter, conclusions and recommendations are
given. In the fifth chapter, the sources used in the thesis are listed.
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1. GIRIS

Bugun matris teorisi ve onun 6nemli bir kismmi olusturan lineer denklem
sistemleri, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik egitimi, bilgisayar miithendisligi, kodlama
teorisi ve elektrik miithendisligi gibi pek ¢ok teknik alanda gerekli matematiksel temel
bilginin ayrilmaz bir parcasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19. yiizyil ortalarindan
itibaren kullanilmaya baslanmistir. Ingiliz matematikgi Sylvester, ilk kez 1850 yilinda
matris kavramini kullanmustir. 1853 yilinda ise bir diger ingiliz bilgini Hamilton
‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin bazi 6zelliklerinden
faydalanmis fakat matris ismini heniiz kullanmamistir. Yine bir Ingiliz matematikgisi
olan Cavley, 1858 yilinda zamaninda ¢ok meshur olan ‘Memorie on the Theory of
Matrices’ isimli eserinde matris cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur. ilerleyen
zamanlarda Fransiz Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve

teoremler Uzerinde galismislardir.

Bir matrisin bilinene anlamda inversinden sz edebilmek i¢in matrisin kare ve
nonsingiiler olmast gerekmektedir. Ancak kare olmayan ya da kare oldugu halde
singiiler olan matrislerin de mevcut oldugu ve bu tipten matrislerle uygulamada ¢ok
sik karsilagildigr da bir gergektir. Dolayistyla bu tip matrislerin de bir gesit inverslerine
ihtiya¢c duyulmaktadir. Singtler bir matrisin inversi kavrami ilk kez 1920 yilinda
Moore tarafindan ortaya atilmig olmasina ragmen ta ki 1955 yilina kadar bu konuda
herhangi bir sistematik ¢calisma yapilamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki ¢alismalardan
tamamen habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan da olsa Moore
tarafindan singuler matrisler igin verilen invers kavramini yeniden tanimlamistir.
Penrose ile ayn1 donemlerde yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao ise, bir
singiiler matrisin Pseudo Inversi olarak adlandirdig1 ve en kiiciik kareler teorisinde,
singiiler matrisli normal denklemlerin ¢6ziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin
hesaplanmasinda c¢ok sik kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Ancak Rao
tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan
kisitlamalarin tiimiinii saglamamaktadir. Bu nedenledir ki bu invers, Moore—Penrose
inversten biraz farklidir. Rao, daha sonraki bir ¢alismasinda ise lineer denklemlerle
ilgili problemlerinin ¢dziimiinde yeterli olan ve Moore ve Penrose’ un vermis oldugu

tanimdan daha da zayif bir tanim ortaya koymustur. Bu invers, bir genellestirilmis



invers (g—invers) olarak adlandirilmig ve bu inversin ¢esitli uygulamalari Rao’ nun

bir¢ok ¢aligmasinda yer almistir.

Genellestirilmis inversler lizerinde 1955’ 1i yillardan itibaren calisan baslica
bilim adamlar1 arasinda Greville, Bjerhammer, Ben-Israel ve Charnes, Chipman,
Chipman ve Rao, Scroggs ve Odell sayilabilir. Bott ve Duffin, bir kare matrisin kisith
inversini tanimlamiglardir ki bu invers bilinen g-inversten farklidir ve bazi
uygulamalarda olduk¢a fazla kullanilir. Chernoff, ¢alismalarinda singiiler nonnegatif
tamiml1 bir matrisin g—inversini ele almistir ki bu invers, bir g—invers olmamasina
ragmen bazi tahmin problemlerinin incelenmesinde yararlidir. Rao tarafindan verilen
daha zayif tanim1 saglayan g—invers tek turli olmamakla birlikte matris cebirinde
ilging bir ¢caligma olarak kabul edilir. 1967 yilinda bir yayininda Rao, degisik amaclarla
kullanilmak iizere g—inverslerin bir siniflandirmasini vermistir. Bu ¢alismalar daha
sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir siniflandirmasini ortaya atan Mitra ve

Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir.

Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a,
1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir dizi ¢aligmada ele alinmistir.
Genellestirilmis inverslerle ilgili sistematik gelismeler ve onlarin ¢esitli uygulamalari
Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 1971) adli kitapta

verilmistir.

Bu tez ¢alisgmasinda Oncelikle kare olmayan ya da kare oldugu halde normal
olarak bildigimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler ig¢in gelistirilen ve
Ozellikle lineer denklem sistemlerinin genel durumda ¢6zuminiin mevcut olup-
olmadiginin arastirilmasinda ve mevcut olmasi durumunda ¢oziimiin belirlenmesinde
kullanilan ve bilinen anlamdaki invers 6zelliklerini de saglayan Moore-penrose invers
ad1 verilen bir genellestirilmis invers kavram ele alinmistir. Bu amagla oncelikle
Moore-Penrose invers tanimi verilerek bu inversin gesitli 6zellikleri verilmis ve keyfi
mertebeden bir kare matris icin c¢ekirdek invers tanimi verilerek bu inversin bazi
Ozellikleri ortaya konulmustur. Daha sonra bilinen anlamda inversi mevcut olmayan
kare matrisler cekirdek-EP invers adi verilen yeni bir invers tanimi verilerek bu
inversin g¢esitli 6zellikleri verilmis ve bu tipten inversleri hesaplamada kullanilan bazi

yeni yontemler gelistirilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1 Matrislerle Tlgili Baz1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1 i) K bir cisim, m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak tzere biitin (i, j) siral
ikililerinin kiimesini A = N x N gosterelim. Bir f:cA — K fonksiyonu

(l,]) _>f(l']) = aij
bi¢iminde tanimlansin. a;; € K olmak Uzere keyfi segilen m.n tane elemanm

olusturdugu say1 tablosuna KK cismi iizerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir ve

a11 a12 e aln
Am1  Am2 o Amn

veya A = [aif]mxn seklinde gosterilir. Her bir (i,/), 1 <i <m, 1 <j < n ikilisine
karsilik gelen a;; elemanina A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir,

ii) m x n tipindeki A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri igin, eger her (i,j), 1 <i <
m vel<j<n icina;; = b;; ise A ve B matrisleri esittir denir.

iif) m X n tipindeki bir A = [a;;] matrisi icin eger her (i,j), 1<i<m, 1<j<n

icin a;; = 0 ise A matrisine bir sifir matris denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tamm 2.2 i) m X n tipindeki A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri verildiginde, bu iki
matrisin toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup

+: K x KT — K7

(A,B) — A+ B = [aij] + [b”]

A+ B = a; + b21 ay, + +b12 v Qop + bZn
Am1+bm1 Az +bma o A+ b

seklinde tanimlanir.

i) ¢ € K bir skaler olmak Gzere cA € K3' matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Bagka bir deyisle

o Kx K — K



cay; CAqyy ... CQqp
(c,A) > cA=|C%1 €Az - Clon

CAm1 CQpmz o Clpmn

dir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tanm 2.3 A = [aij] EKyveB = [bij] € Kb tipindeki A ve B matrislerinin ¢arpim1

C = [¢;;] € K tipinde bir matris olup

o K x K — K

(4,B) > AB=C

laij]- [bij] = [cij] = [Zheraubij], 1<ism, 1<j<n

veya daha acik olarak
(a11b11 + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =
(am1b11 + + ampbpl) (amlbln + + ampbpn)

seklinde tanimlanir. Bu durumda iki matrisin ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci
matrisin siitun sayisi ile ikinci matrisin satir sayisinin esit olmasi gerekmektedir.

Uygun A ve B matrislerinin ¢arpim1 AB ile gosterilir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tamim 2.4 Ozel olarak K = R alinirsa, bu takdirde matrise bir reel matris ve K = C

alinirsa matrise bir kompleks matris denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tamim 2.51) Eger bir A = [aij]mxn matrisinde m = n ise, yani A matrisin satir sayisi

slitun sayisina esit ise, bu takdirde A matrisine bir kare matris denir. Bir

a;q Qaqp e Qqp
A= ay1 0Apo v Aop (22)
An1 QAnz - Qaun

kare matrisinde a;q,a,,, ..., @y, elemanlarina bu A matrisinin kosegen(ya da esas

kosegen) elemanlart denir.

i) Bird = [ai ] kare matrisinin kosegen elemanlar1 digindaki diger tiim elemanlari
Jnxn

sifir ise bu A ya bir kdsegen matris denir ve A = Kos{a;1,az, ... , ann} ile gosterilir.

i) Bir kosegen matriste a,1, ayy, ..., Ann = K, kK € K ise, matrise skaler matris denir.



Iv) Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlari 0 olan bir kare matrise birim matris denir

ve n — yinci mertebeden bir birim matris

1 - 0
el
0 - 1

seklinde gosterilir. Herhangi bir A € K3 matrisi icin, I,,A = Al,, = A esitligi saglanir
(Hacisalihoglu, HH., 1977).
Tamm 2.6 i) Bir A = [ai j]mxn matrisinden ayni numarali satir ve siitunlarin kendi

aralarinda yer degistirmesiyle elde edilen matrisi A matrisinin transpozu denir ve AT =

[aif]nxm ile gosterilir. Buna gore uygun mertebeden A ve B matrisleri igin
(A+B)T=AT"+BT ve (AB)T = BTAT
oldugu kolayca goriiliir.

ii) Eger A bir reel kare matris olmak Gzere AT = A ise, bu takdirde A matrisine bir

simetrik matris denir.

iii) A ve B ayni mertebeden iki kare matris olmak {izere eger AB = BA esitligi
saglaniyorsa, bu matrislere degismelidir denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tanmm 2.7 {1,2, ...n} kiimesinin kendisi iizerine taniml1 birebir ve 6rten bagintisina
veya buna es deger olarak 1,2, ...,n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n}

klimesinin bir ¢ permdtasyonu denir. Boyle bir permitasyon,

=G0 g )
veya kisaca

0 =Jj1-jowin » Ji =0()
ile gosterilir. Bu sekildeki permiitasyonlarin kiimesi S,, ile gosterilir. S,, de gelisigiizel
bir o permiitasyonu, 6rnegin o = jy, jo, ..., j diisiiniildigiinde o da ¢ift veya tek sayida
permitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permitasyon denir. O halde bir o

permiitasyonunun isareti

_{ 1, eger o giftise
sgne = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir (Hacisalihoglu, HH., 1977).



A= [ai f]nxn matrisi I cismi {izerinde tanimli bir kare matris olsun. Bu takdirde

A matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak
Uzere n elemanin bir garpimi géz Oniine alinsin. Boyle bir ¢arpim aq;,. azj,. ... apj,
seklinde yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yilizden alt indisler
1,2, ...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli siitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi S,, de bir o = j;. j,. ... j, permiitasyonunu olusturur. Tersine, S,, deki
her bir permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Boylece A matrisi bu

sekilde n! tane ¢arpim kapsar.

Tanim 2.8 A = [aij]nxn kare matrisinin determinanti det(A) veya |A| seklinde

gosterilir ve yukaridaki her ¢arpani sgno ile c¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin

toplamidir. Yani,
|Al = Xo(sgno)ayj,.azj,. ... ayj,
veya
|A] = Zoesn(s.gna)aw(n- A26(2)" - Ano(n)

dir. Budurumda 1 X 1 tipinde bir A matrisinin determinant1 kendisidir, yani eger A =

[a] ise, det(A) = |a| = a olur. Ote yandan 2 x 2 tipindeki bir A matrisi icin

a1 Qg2
az1 04z

a1 Qg2

A= [
a1 Qa2

] = det(4) = |

| = QAq11-Q3 — Aq2.02q
olur (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tammm 2.9 i) A= [al’f]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemaninm |M;;| ile gosterilen

mindru, A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci stitunun atilmasi ile olusan alt kare

matrisin determinantidir.
i) A= [aij]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemaninin mindrii |Mi]-| olsun. Bu durumda
a;; elemanimin 4;; ile gosterilen kofaktorl (veya isaretli minorii),

Ay = (1) | My

olarak tanimlanir.



i) A = [a- ] matrisinin determinant1 herhangi bir satir(veya siitun) elemanlarinin
Ulnxn

kendi kofaktorleriyle carpilip tim elde edilen carpanlarin toplanmasiyla hesaplanir.

Baska bir deyisle herhangi i ve j (i,j = 1,2,3, ...,n) i¢in

det(4) = =1 G- A = Ti=1 (=1 *ay | M| (2.3)
veya

det(4) = Yoy akj- Arj = =1 (=1 aye;|My,| (2.4)

olarak tanimlanir. Bu durumda her bir i igin, (2.3) agilimina A matrisinin
determinantinin i—yinci satira gore agilimi ve her bir j i¢in, (2.4) agilimina ise A

matrisinin determinantinin j—yinci siituna gore agilimi adi verilir.

iv) A = [aif]nxn matrisi igin eger |A| = 0 ise, A matrisine bir singiiler matris ve |A| = 0

ise, A matrisine bir nonsinguler(veya regiler) matris denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).
Tamm 2.10 A = [aif]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olmak Uzere
T
Ek(4) = [4;] = [4]

matrisine A matrisinin ek matrisi denir ve

Ay A o Al A A v Am
Ek(A) = |41 Az 0 Am| =142 A v An
Anl AnZ Ann Aln AZn Ann

ile gosterilir (Hacisalihoglu, HH., 1977).
Tamm 2.11 Herhangi bir 4 = [a; j]nxn kare matrisi verildiginde, eger
AB=B.A=1I,

olacak sekilde bir B = [b;;] _ kare matrisi mevcut ise bu B matrisine A matrisinin

inversi (tersi) denir ve A= = B ile gosterilir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Teorem 2.1 Bir A = [ai j]nxn matrisi ile ek matrisinin ¢arpimi bir skaler matris olup,

1 0 -0
AEk(A) =Ek(A).A=14]|0 1 - Of=|A]L, (2.5)
0 0 1

ile verilir (Hacisalihoglu, HH., 1977).



Teorem 2.2 Bir A = [a;;] _ nonsingiler matrisinin inversi,

o1
A7t = L Ek(4) (2.6)

dir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Teorem 2.31) Bir A = [aij]nxn nonsinguler matrisi icin A~1 inversi tektir.

ii) A nonsingler bir matris ise A= inversi de nonsingler olup (A7)~ = A dur.

Iii) Eger A ve B carpima uygun nonsingiiler matrisler ise AB ¢arpimi da nonsingiiler
olup (AB)™1 = B~14 1 dir.

iv) Eger A matrisi nonsinguler ise AT de nonsingiler olup (AT)™! = (A™HT dir

(Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tamm 2.12 i) Bir A = [al-j] . kare matrisi icin eger A% = A ise, bu takdirde A

nx

matrisine bir idempotent matris denir.

ii) C kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli bir A matrisinin elemanlarinin yerlerine

bunlarin eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi)

denir ve 4 ile gosterilir.
—\T
iii) C kompleks sayilar cismi lizerinde tanimli bir A matrisi i¢in eger (A ) = A ise,
—\T
bu takdirde A matrisine bir hermityen matris denir ve A* = (A4 )  ile gosterilir.

iv) Bir A matrisi igin eger AA* = A*A esitligi saglaniyorsa, bu takdirde A matrisine

bir normal matris denir.

V) A = [a;;] __nonsinguler bir matris olmak tizere, A= = A* (veya buna denk olarak
15 n

nx

AA* = A*A = 1) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.
vi) A = [aij]nxn bir kare matris olmak iizere, eger A~1 = AT ise, bu takdirde A
matrisine bir ortogonal matris denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).
Teorem 2.5 A ve B uygun mertebeden matrisler olmak Uzere asagidaki esitlikleri
saglanir (Hacisalihoglu, HH., 1977).
S T o
i) (A) =(A7).
i) (4" = A.
iii)(A+B)"=A"+B".



iv) (AB)* = B*A".
Tamm 2.13 i) xq, Xy, ..., X, vektorler kiimesi verilmis olsun. Eger Y/~  a;x; =0
esitligi ancak a4, a,, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu
takdirde xq,xy, ..., x, vektorlerine linecer bagimsizdir denir. Aksi durumda, yani,
ay, ay, ..., a, skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak {izere eger .7 ; a;x; = 0

esitligi saglaniyorsa bu takdirde x4, x5, ..., x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

i) A matrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin sutun vektorlerini
A1, Asz, o Ay ile ve satir vektorlerini de Aj,, A, ... , Ay 1le gosterelim. Bu
takdirde A;,, i =1,2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiikk lineer
bagimsiz vektdrler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir rank1 ve A,;, j =
1,2, ...,n vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektor klimesinin

eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Teorem 2.6 Bir matrisin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi o

matrisin satir rankini degistirmez (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Teorem 2.7 i) Elemanter islemler herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.

i) Bir A matrisinin satir ranki siitun rankina esittir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tamim 2.14 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, HH., 1977).
Teorem 2.8 A bir matris olmak tzere r(A) = r(A") dir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tanim 2.15 n X n tipindeki bir A matrisi i¢in eger r(A) = n saglaniyorsa A matrisine
nonsinguler matris denir. Aksi durumda yani, r(A4) < n ise A matrisine singuler matris
denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Tamm 2.16 i) A € K' matrisi m X n tipinde bir matris olsun. Bu takdirde NV (4) =

{x: Ax = 0} klmesine A marisinin null (sifir) uzay denir.

ii) A€ K, mxmn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde R(A4) = {y: Ax = y}

klimesine A matrisinin ranj (siitun) uzayi denir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

Teorem 2.9 m X n tipindeki bir A matrisi i¢in eger r(A) =r ise, bu takdirde
asagidaki sartlar1 saglayan nonsinguler P ve @ matrisleri mevcuttur. I, r X r boyutlu

bir birim matris olmak (izere asagidaki durumlar saglanir (Hacisalihoglu, HH., 1977).



) m =n =r= PAQ = I,

i) m =r <n = PAQ = [I,0],

_ [/

iii) m>r,n>r=>PAQ—[0 q
Teorem 2.10 Carpima uygun A ve B matrisleri icin AB c¢arpiminin ranki A ve B
matrislerinin ranklarin1 gegemez. Baska bir deyisle,

r(AB) < min{r(4), r(B)} (2.7)

rank esitsizligi gegerlidir (Hacisalihoglu, HH., 1977).

2.2 Matrislerin Genellestirilmis inversleri

Bu kisimda ¢alismamiz boyunca sik sik isimlerini zikredecegimiz matrisler igin

bazi genellestirilmis inversler ve ¢esitli 6zellikleri verilecektir.

Tammm 2.17 C}!, kompleks sayilar cismi iizerinde tamimli m X n tipindeki tim
matrislerin kiimesini gostersin. Bir A € C)' matrisi i¢in asagidaki dort sarti (Moore—
Penrose sartlari) saglayan bir X matrisine A matrisinin bir Moore—Penrose inversi

denirve At veya AT sembollerinden birisi ile gésterilir (Pringle ve Rayner., 1971).

(i) AXA = 4,

(i) XAX = X,

(i) (AX)* = AX,

(iv) (X4)* = XA. (2.8)

Bu durumda eger X matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu X matrisine, A matrisinin
bir genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A® ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan X matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A~ veya A® ile
gosterilir. Hem (i) hem de (ii) sartim1 saglayan X matrisine ise, A matrisinin bir

yansimal1 genellestirilmis inversi denir ve A®2) veya A; ile gosterilir.

Bu tanima gore eger A nonsinguler bir matris ise A~ matrisinin Moore—Penrose
inversin sartlarim saglayacag aciktir, yani A=t = AT dir. Bununla birlikte, eger A
matris bir singiler matris veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—
Penrose sartlarini saglayan bir AT matrisinin mevcut olup olmadigi sorusu akla

gelebilir. Bu sorunun cevabi her A matrisi igin bir AT matrisinin mevcut ve tek oldugu
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seklindedir. Asagida bu durum gosterilecektir. Ayrica bu sekilde tanimlanan Moore—

Penrose inversin bazi oénemli 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.11 Eger A matrisi m X n tipinde bir sifir matris ise, AT matrisi de n x m

tipinde sifir matristir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.12 Her A matrisi icin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir ve yalniz bir

tek AT matrisi vardir (Pringle ve Rayner., 1971).

Ispat: Eger A = 0 ise A" = 0 olacagindan A # 0 almabilir. A matrisi r rankli bir

matris olsun. Bu durumda A matrisi
A = BC (2.9)

olarak pargalanabilir, burada B matrisi m X r tipinde r rankli bir matris ve C matrisi
de r x n tipinde r rankli bir matris olup, B*B ve CC* matrisleri nonsingiler

matrislerdir. Bu durumda eger AT matrisi
At =c*(ccHY(B*B)"'B* (2.10)
olarak alinirsa, A* matrisi istenen Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

(i) AATA = (BC)C*(cCc*)~*(B*B)"*B*(BC)

= B(CC*)(CC*)"Y(B*B)~*(B*B)C = BC = A4,

(i) ATAAT =c*(cc*)~*(B*B)"'B*(BC)C*(CC*)~*(B*B)™'B*
=c*(ccHY(B*B)Y(B*B)(cCcH(CCH) Y (B*B)'B*
=C*(CC*) Y (B*B)™'B* = A",

(iii) (44T)* = [(BC)C*(cc*)~Y(B*B)"'B*]* = B(B*B)~*(cCc*)~1(CC")B*
= B(B*B)~1B* = B(CC*)(CC*)"Y(B*B)~1B*
= (BC)C*(CC*)"Y(B*B)™'B* = AAT,

(iv) (4T4)* = [c*(CC)""(B*B) ' B*(BO)]*
= C*(B*B)(B*B)~'(cc"H~'C
=C*(cc)~'c = c*(cc) Y (B*B) ' (B*B)C

= C*(CC)™Y(B*B)™'B*(BC) = ATA

11



oldugu goriiliir. Moore—Penrose inversin tek oldugunu gostermek igin A matrisinin

Moore—Penrose sartlarini saglayan herhangi iki AJ{ ve AJZr Moore—Penrose inversinin

mevcut oldugunu varsayalim. Bu durumda,
Al = ATaA] = Af(a4l) = AfaD) 4" = Al(A]) (44]4)°
= Af(a]y ar(ad) A" = Al(AAl) (aal)" = Afaalanl = AlaA]
= AA(ajaa]) = (alay (aja) 4] = a°(aly a*(ad) 4]
= (AAJA) (A" A} = A*(AD)" AL = (AJA)' A} = AJAA} = A]
olur, yani AT matrisi tektir.

Teorem 2.13 m X n tipinde bir A matrisinin Moore—Penrose inversi n X m tipindedir

(Pringle ve Rayner., 1971).
Teorem 2.14 i) m x n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlari 1 ise, AT = ﬁA* dir.
i) a, n x 1 tipinde bir stitun vektord ise, bu durumda a® = (a*a)'a* seklindedir.

iii) a, 1 x n tipinde bir satir vektérii ise, bu durumda a', at = a*(aa*)~?! seklindedir

(Pringle ve Rayner., 1971).
Teorem 2.15 A herhangi bir matris olmak tizere
(A"t = (ahy (2.11)
esitligi gecerlidir (Pringle ve Rayner., 1971).
Ispat: (2.9) bagmtisindaki gibi A = BC alinsin. Bu durumda A* = C*B* oldugundan,
At =c*(cc’)"Y(B*B)"'B* ve (4" =B(B*B)~'(cCc*)"'C
elde edilir ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
(i) A*(A*)TA* = C*B*B(B*B)~*(CC*)~1CC*B* = C*B* = A*,
(ii) (A1) *TA*(4)T = B(B*B)~1(cCc*)~*cCc*B*B(B*B)"(CC*)~C
= B(B*B)~Y(cCc*)~C = (4T,
(iii) [A*(A)T]" = [(C*B*)B(B*B)~(CC")~'C]* = [c*(cCHT'CT

=Cc*(CC)™c =Cc*(B*B)(B*B)~Y(CC*)™IC = A*(AM)T,
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(iv) [(A)TA']" = [B(B*B)~'(CC")~'C(C*B)]* = [B(B*'B)'B'T"

= B(B*B)™'B* = B(B*B)~*(CC*)"*(CC*)B* = (AHTA"
olur. Béylece, (4*)t = B(B*B)~*(CC*)~'C elde edilir. Buradan da (4T = (47"
oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.16 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, bir A matrisi igin, (A")T = A dirr (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.17 Herhangi bir A matrisi icin r(4) = r(A") esitligi gergeklenir (Pringle ve
Rayner., 1971).

Ispat: Teorem 2.10 AATA = A veATAAT = AT esitliklerine uygulanirsa sirastyla
r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(ANH} <r")

ve
r(AT) = r(ATAAT) < min{r(4), r(4NH} < r(4)

elde edilir. Bu iki esitsizlikten istenen sonug saglanir.

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin ranki r ise, bu takdirde AT, AAT,

ATA, AATA ve ATAAT matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu gériiliir.

Teorem 2.18 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde AT = A dir

(Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.19 Eger B = Kos{by1, b2, ... ,bnn} ise, bu takdirde B matrisinin Moore—
Penrose inversi BT, i—yinci satir ve i—yinci siitunda yer alan kdsegen elemani b;; # 0

iken b;* ve b;; = 0 iken 0 olan bir ksegen matristir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.19

i) A, m X n matrisi tam satir rankli ise, AT = A*(44") "t ve AAT = 1,,,,

i) A, m X n matrisi tam siitun rankli ise, AT = (4*A4)7'4* ve ATA = I,, olur (Pringle
ve Rayner., 1971).

Ispat: Her iki durum icin verilen AT matrisinin Moore—Penrose sartlarim sagladigin

gostermek yeterlidir. Bu durumda,

) AATA = AA*(AA") A = (AA")(AA") 1A = 4,
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ATAAT = A*(AA")"1AA* (A4t
= A" (AA) "1 (AA") (AA") ™1 = A*(AA")~1 = AT,
(AAT)" = (AA"(AA) ™) = (AAHUAAY ) =TI" =1
= (AA")(AA") ™1 = AA*(AA") ™t = AAT,
(ATA)* = (A" (AA")"1A) = A*(AA")"tA = ATA
olacaktir.
i) AATA = A(A*A)14*A = A(A*A)~1(4*A) = A,
ATAAT = (A" A) 1A A(A*A) 1A
= (A*A)1(A"A)(A*A)1A* = (A*A)71A* = AT,
(AAT)* = (A(A*A)71A*)* = A(A*A)~1A* = AAT,
(ATA) = (A4 A) = (A AT @A) =I"=1
= (A"A) "1 (AA) = (A"A)TA"A = ATA
dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.20 B # 0 ve C # 0 olmak lzere B ve C matrisleri sirastylam X r ver X n

tipinde olmak tizere r(B) = r(C) = r olsun. Bu takdirde,

(BOYT =cTBt (2.12)
esitligi saglanir (Pringle ve Rayner., 1971).

Ispat: B matrisi siitun rankli bir matris ve C matrisi ise satir rankli bir matris

oldugundan Teorem 2.19 a gore

ct=c*ccH™?
ve

Bt = (BB*)"'B*
olacaktir ve buradan da
CTBT =c*(cc*) Y (BB*)"'B*

elde edilir. Bu ise zaten (BC)T matrisidir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.
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2.3 Bir Matrisin Cesitli Inversleri ve Ozellikleri

Cy! m x n tipindeki kompleks matrislerinin kiimesi olsun. A*, R(A4) ve r(4)
sembolleri bir A € C;' matrisinin sirasiyla, eslenik devrigini, ranj uzaym (siitun

uzay1) ve rankini gostersin. Ayrica, I, n-yinci mertebeden birim matrisi gostersin.
DMP invers tanimina gegmeden 0nce, bazi genellestirilmis invers kavramlarini
hatirlamak daha ilging olacaktir. Bir onceki kisimda belirtildigi gibi bir A € C}!

matrisinin AT € C™ ile gosterilen Moore-Penrose inversi asagidaki esitlikleri saglayan

ve tek turll olarak mevcut olan matristir:

AATA = A, ATAAT = AT, AAT = (AAT)*, ATA = (4TA)"
Moore-Penrose inversin 6nemli bir 6zelligi ortogonal izdiisiimleri temsil etmek igin
kullanilabilmesidir. Ornegin P, = AAT ve P, = ATA sirasiyla R(A) ve R(4AY)
tizerindeki ortogonal izdiigtimlerdir.

Diger bir 6nemli genellestirilmis invers ise Drazin inverstir. Bu inversin

mevcut olmasi i¢in matrisin bir kare matris olmasi gereklidir.

Tanim 2.18 Bir A € C; matrisinin Drazin inversi agsagidaki ¢ denklemi saglayan ve

tek tiirlii mevcut olan bir A% € C* matrisidir:

AYAAT = A%, AAY = A%A, AVP1AY = AW Jher > k igin, (2.13)
burada k, r(A**1) = r(A¥) esitligini saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir. k sayisina
A matrisinin indeksi denir ve k = ind(A) ile gosterilir. Agik¢a goriiliir ki ind(4) = 0
olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin nonsingiiler olmasidir. Ote yandan AA% =
A%A olmast durumunda her [ > kicin A"*1A% = A1 esitliginin 494U = Al

esitligine denk oldugu aciktir.

Tamm 2.19 Bir A matrisi igin eger ind(A) = 1, yani r(A4%) = r(A) ise bu durumda
Drazin inverse grup invers adi verilir. Yani bir A matrisinin grup inversi asagidaki

denklemleri saglayan ve tek tiirlii olarak mevcut olan bir A* € C* matrisidir:
AAA=A A%AA* = A" AA* = AFA (2.14)

Burada hemen belirtelim ki her kare matrisin bir grup inverse sahip olmasi gerekmez.

Ancak verilen bir A matrisinin boyle bir inverse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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indeksinin 1 olmasi veya baska bir deyisle 7(4%) = r(A4) olmasidir. indeksi 1 olan

matrislerin kiimesi C$M ile gosterilecektir, yani
CiM = {A e Clt:r(4%) =r(4)} (2.15)
dir. Indeksi 1 olan matrislere grup matrisler veya ¢ekirdek matrisler ad1 verilmektedir.

Chl. ., Ch €97 CT™ ve CEP ile sirastyla kismi izometrilerin, izdiisiimlerin
(idempotent matrislerin), ortogonal izdiisiimlerin, (Hermityen idempotent matrislerin),

tripotent matrislerin ve EP (ranj-Hermityen) matrislerin kiimelerini gosterelim, yani

Chl, ={AeCMAA*A=A}={AeC AT = 47}, (2.16)
Ch={AeCA? =4} (2.17)
COP ={AeC:A2=A=A}={A€C:A*=A=AT}, (2.18)
CI™M = {A € CM: A3 = A}, (2.19)
CEP ={A € ChAAT = ATA} = {A € C:R(A) = R(AD}, (2.20)

olsun.

Ranki r olan her A € C; matrisi U € Cj: uniter matris olmak uzere,

_(ZK L\, .
A—U(O O)U (2.21)
biciminde gosterilebilir, burada X = kos{o,l,,....... o¢l.} kosegen matrisi A

matrisinin singiler degerlerinden olusan bir kdsegen matris, 6; > 0, > -+ > 0; > 0
ve ry +1, + -+ 1, =71 olmak lizere K € C, ., ve L € C,,_, matrisleri
KK*+LL =1, (2.22)

esitligini saglar. Burada 6nemli olan sudur; eger A matrisi nonsinguler bir matris ise,
yani r = nise (2.21) deki pargali matrisin alt satir1 ve sag siitunu yok olurve V = UK "

olmak lzere A = UXV™ olacaktir. Bu durumda (2.21) esitliginden

At = U(’zzz__f 8) U (2.23)

sonucu ¢ikmaktadir. Ayrica eger A matrisinin indeksi bir ise, bu takdirde

—1y-1 —1y-1p-1
K™% KX °K L)U* (2.24)

A#=U( . .
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yazilabilir. Daha sonraki degerlendirmelerde yardimci olacak olan asagidaki lemma
(2.21) ve (2.23) gosterimleri ile (2.16)-(2.20) ifadelerinin dogrudan birlestirilmesiyle

elde edilmistir.

Lemma 2.1 A € CI! matrisi r rankli olmak tizere (2.21) deki gosterime sahip olsun. Bu
takdirde asagidaki durumlar gergeklenir (Baksalary and Trenkler., 2010):

(i) AecCt, oz=1,

(i) AeCk © k=1,

(iii) AecP=sL=0x=1, K=1,

(iv) Ae M & (ZK)? =1,

(V) AeCEP =L=0.
Tamm 2.20 A € CI kare matrisi verilmis olsun. Bu durumda

(i) AA® =P, ve (i) RUA®)cRA) (2.25)

sartlarin1 saglayan bir A® € C* matrisine A matrisinin cekirdek inversi ad1 verilir

(Baksalary veTrenkler., 2010).

Asagida gekirdek inversin gesitli 6zellikleri verilecektir. Bu dzellikler ¢cekirdek
invers ile bilinen ¢esitli matris siniflari arasindaki iligkiyi ortaya koymada 6énemli rol
oynamaktadir. Yukarida da ifade belirtildigi gibi, bir matrisin Moore—Penrose inversi
ve grup inversi tektir. Ayn 6zelligin Cekirdek invers i¢in de gegerli oldugu istenen bir

durumdur.

Lemma 2.2 A € C} matrisi (2.21) seklinde verilmis olsun. Bu takdirde A matrisinin
cekirdek inversi

49 =y ((E’?_l 8) U (2.26)

seklindedir (Baksalary ve Trenkler., 2010).

Ispat. Oncelikle (2.2) — (.223) ifadelerinden

P,=U (16 8) U (2.27)

esitliginin yazilabildigini belirtelim. Simdi, B € C; matrisinin W € C;. ve Z € Ch_;

A matrisinin ¢ekirdek inversi olmak tizere
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B = U(VYV )Z() U (2.28)

seklinde pargalanabildigini farz edelim. Dogrudan hesaplamayla kolayca gosterilebilir
ki, Tanim 2.18 de ifade edilen (i) kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
YKW + ILY = I, ve KX + LZ = 0 olmasidir. Ote yandan R(A® ) € R(A) bagintist
denk olarak P,A® = A® seklinde de ifade edilebildiginden, Tanim 2.18 de verilen (ii)
kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart Y = 0, Z = 0 olmasidir. Dolayisiyla,
IKW =I., KX =0 elde edilir. Bu kosullardan ilki, K matrisinin nonsinguler

oldugunu ikincisi ise X = 0 oldugunu gosterir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.2 den kolayca gorulur ki, her A kare matrisi ¢ekirdek inverse sahip
degildir ve A® nin varhig: icin gerek ve yeter kosul (2.21) gésterimindeki K matrisinin
nonsingiiler olmasidir. Daha o6nce belirtildigi gibi r(K) = r kosulu A matrisinin
indeksinin bir olmasma ve dolayisiyla A matrisinin bir ¢ekirdek matris olmasina
esdegerdir. Bu durum A® ile ilgili olarak ‘Cekirdek invers’ teriminin kullanimina

ilham kaynag1 olmustur.

Ote yandan 7(4%) = r(A) kosulu A* grup inversinin varlig1 icin gerek ve yeter
sart oldugundan A® Cekirdek inversinin grup invers ile gakisip ¢akigmadigini
sorgulamak da dogaldir. Genel olarak bu durum dogru degildir. Ornegin

11
4= o
idempotent matrisi icin A* = A olmasina ragmen

o= )

ve buradan da

o)

oldugu goriilebilir. Ayrica, (2.24) ve (2.26) karsilastirildiginda A® = A* durumunun
olmasi icin gerek ve yeter kosul L = 0 olmasi yani, A nin bir EP matris olmasi

sonucuna goturdar.

Asagidaki teoremler bir A matrisinin A® cekirdek inversinin ¢esitli

karakterizasyonlarini ortaya koymaktadir.
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Teorem 2.21 A € C5M ve m € N olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler gerceklenir
(Baksalary ve Trenkler., 2010):

(i) A®=4%p,

(i) A® e CEP,

(iiiy (4% = 4P,

(iv) (A%)® = 4P,

(v) A% e A{1.2}

(vi)  (A®)24 = A*,

(vii) (A®)"=(4a™?,

(viii) A®4 = A%*A .
Ispat. (i) sikk1, (2.24), (2.26) ve (2.27) iadelerinin dogrudan bir sonucudur. (2.26) dan

(48t = U(Zé( 8) U (2.29)

ve dolayisiyla A®(A®)T = (49)TA® = P, elde edilir ki bu da teoremin (ii) sikkidr.
Bir sonraki kosul da (2.21), (2.22) ve (2.29) esitliklerinden elde edildigi gibi dogrudan
dogruya kurulur. Ote yandan teoremin (i) sikkindan (A®)® = (4%)#P,¢ oldugu
goriiliir, burada kolaylikla dogrulanabilecegi gibi (A®)* (2.29) da verilen (4%)™ ile
aynidir ve dolayisiyla P,e = P, ile aynmi bigimdedir. Boylelikle (iv) kosulunun
gecerliligi dogrudan goriiliir. (v) sikkinim ispati teoremin (i) sartinin AA®A = AA*P,A
ve A®AA® = A*P,AA*P, olmasm gerektirdigi gercegine dayanir. Bu esitliklerin
birincisinden AA®A = AA*A = A oldugu ve ikincisinden A®AA® = A*AA*P, = A®
oldugu elde edilir. Ayrica (vi) kosulunu saglamak igin (2.21) ve (2.27) ifadelerinin
kullanimiyla yapilan basit hesaplamalardan sonra
(4%)24 = U((Zlf))‘l (ZK)O‘ZEL) Ut

elde edilir ki sag taraftaki matrisin (2.24) te verilen A* matrisinin bagka bir formunun
olmasina yol agtigi gézlemlenir. Son iki kosulun ispatlari ise teoremin (i) sikkina
dayanmaktadir. (viii) kosulunun gegerliligi kolayca goriiliirken (vii) kosulunun ispati
daha iceriklidir. Oncelikle Teorem 2.1 in (i) sikkindan (A®)™ = (4*P,)™ elde edilir.
Bundan dolayi (2.24) ve (2.27) esitlikleri kullanilarak

(A®)m = U((E[(;))—m 8) U (2.30)
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oldugu goriiliir. Ote yandan, (A™)* = (A")™ esitliginin belirlenen 6zelligi goze
alindiginda (4™)® = (4*)™P,m denklemi elde edilir. Bununla beraber A matrisinin
indeksi bir oldugundan, P4m = P, yazlabilir. Bunun sonucu olarak (A™)® =
(A")™P, yazilabilir. Buradan da (A™)® nin (2.30) daki matris ile ayn1 forma sahip

oldugu gosterilmis olur ve boylece de ispat tamamlanir.

Teorem 2.21 in (iii) sikkindan A® = (42417 elde edilir ki bu da (i) sikkinda
verilen Cekirdek invers igin alternatif bir formiildiir. Ayrica, Teorem 2.21 ile ilgili
gozlemler asagida verilmistir. Bunlardan ilki, EP sizlik ozelligi Lemma 2.1 de
meydana gelen yegane 6zelliktir ki bu A® nin da sahip olup olmadigina bakilmaksizin
A nin sahip oldugu tek dzelligin EP-sizlik 6zelligidir. Ornegin, A® matrisinin r-potent,
yani (A®)" = A®,r > 2 olmas: igin gerek ve yeter sart A matrisinin r-potent
olmasidir. Ozellik olarak eger A® bir izdiisiim ise, bu takdirde bir ortogonal izdiisiim

olacaktir.

Tanim 2.20 nin AA® matrisinin R(A) {izerindeki ortogonal izdiisiim olmasini
istemesine ragmen, Teorem 2.21 in (viii) sikkindan, A4 nm ayn1 zamanda
idempotent oldugu ancak Hermityen olmasinin gerekmedigi de dikkate degerdir.
Aslinda A®A, AA* = A% A ile gakisan R(A) lizerine bir egik izdiisiimdiir. Asagidaki
teorem, A® matrisinin A matrisinin cesitli doniisiimlerine esit olmasi igin gerek ve

yeter kosullar1 ortaya koyar.

Teorem 2.22 A € C5M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler gerceklenir (Baksalary
ve Trenkler., 2010):

(i) A9°=0s4=0,

(i) A® =P, o A€ech |

(i) A® = AT = A e CEP,

(iv) A® =4 o A e CEP,

(v) A® =44¢€C™ nCEP,

(vi) A® =4" < Aecht, nCEP,
Ispat: (i) sikkinin gereklilik kismini1 olusturmak igin, Teorem 2.21 in (i) sikkindan
A® =0 = A"P, = 0 yazilabilecegine dikkat edelim. Sag taraftaki ifadeyi A ile
sagdan ve soldan carparak A = 0 oldugu goriiliir. (i) sikkinin yeterlilik kismi ise

Tanim 2.18 (ii) kosulunun dogrudan bir sonucudur. Ote yandan (2.26) ve (2.27)
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ifadeleri ve Lemma 2.1 in (ii) sikkinin birlestirilmesiyle (ii) elde edilir. (2.23) ve (2.26)
ifadeleri kullanilarak, A® = AT olmas: i¢in gerek ve yeter sartin L = 0 ve (ZK)™! =
K*2~1 oldugu gosterilebilir. Bununla birlikte, (2.22) esitliginin 15181 altinda, L = 0
= K* = K~ oldugu ve dolayisiyla bu iliskilerin ikincisinin her zaman saglandig
goriiliir. Benzer sekilde (iv) ifadesinin sol tarafindaki kosulun saglanmasi i¢in gerek
veyetersart L =0 ve (ZK)™! = K712 olmasidir ki bu da yalnizca birinci kosula

indirgenebilen bagla¢ olmasi durumunda gegerlidir.

(2.21) ve (2.26) ifadelerinin kullanimiyla yapilan dogrudan hesaplamalar,
A® = A olmasiigin gerek ve yetersart L = 0 ve (2K)™! = K iken A® = A* olmas1
i¢in gerek ve yeter sart L = 0 ve (2K)™! = K*X oldugunu gosterir. Hem X ve hem
de K matrislerinin nonsingiiler oldugu gergegini kullanarak, birinci durumda L = 0 1n
(ZK)? =1, ile ve ikinci durumda ise T = I, ile birlestirilecegi sonucuna varilir.
Buradan, teoremin (v) ve (vi) siklarindaki ifadeler Lemma 2.1 den kolaylikla elde

edilebilir ve boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 2.22 nin (v) sikkindan A® = A olmasi durumunda A matrisinin 6z
degerlerinin {-1, 0, 1} kiimesine ait oldugu gorilir bu ise herhangi bir tripotent
matrisin 6zdegerlerinin kisitli oldugunu goésterir. Bu durumla ilgili bir bagka gézlem
ise bir matrisin tripotent olmasi i¢in gerek ve yeter sart iki ayrik idempotent matrisin
farki olarak ifade edilebilmesidir. Sonug olarak s6ylenebilir ki A® = A olmas1 igin
gerek ve yeter sart A € CEP olmas1 ve A = P, — P, olacak sekilde sekilde P;P, =

0 = P,P, sartlarin1 saglayan P;, P, € CE matrislerinin mevcut olmasidir.

A® y1iceren A € CEP matrisinin iki karakterizasyonu Teorem 2.22 de verildigi

gibidir. Diger sonuglar asagidaki teoremde belirlenmistir.

Teorem 2.23 A € CSM matrisi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine
esdegerdir (Baksalary ve Trenkler., 2010):

(i) Aecy,

(i)  (4®)% =4,

(i) A®A = AA®,
(iv) (4H® =4,

V)  A@®'=@he.
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Ispat: Ispat icin (ii)—(v) kosullarinin her birinin L = 0 ifadesine esdeger oldugunu
gOstermek yeterlidir. Teorem 2.21 in (iv) sikk1 goz Oniine alindiginda, teoremin (ii)
kosulunun AP, = A olarak ifade edilebildigi goriiliir. Bu nedenle (A®)® =4 & L =
0 denkligi aciktir. Acik¢a dogrulanabilecegi gibi, (i) (iii) kismini ispatlamak igin,
A®A = AA® & (ZK)7'ZL = 0 olduguna dikkat edilmelidir. Bu durumda Teorem 2.1
in (i) sikkinin yeniden kullanilmastyla (A")® = (A")*P,+ oldugu gosterilebilir. Ote

yandan dogrudan hesaplamayla

S(K*)~1 0
Ay = U( )U*
=gy ey o
ve
(KK KLY,
Py = U(L*K L*L)U

oldugu gosterilebilir. Buradan da

(ah® = U( 2K 2L >U*

L'(K)'SK  L*(K*)'3L (2.31)
elde edilir. Diger taraftan (2.21) ve (2.31) ifadelerinin karsilastirilmasi bizi
L*(K*)"'2K = 0 ve L*(K*)"'ZL olmasiicin gerek ve yeter sartin (AT)® = 4 oldugu
sonucuna goturdr. ¥ ve K matrislerinin nonsingiilerligi dikkate alindiginda bu
kosullardan ilkinin L = 0 a denk oldugu goriiliir. Boylece teoremin (i) (iv) denkligi
ispatlanmus olur. Aslinda (2.22) ve (2.31) den direkt olarak goriilmektedir ki, (A®)® =

A & L = 0 denkliginin gegerliligi ispat1 tamamlayan bir gercektir.

Teorem 2.23 e yapilan bir yorum da sudur ki, (2.23), (2.24) ve (2.26)
esitliklerinden 4 € CEP & A% = 4" & A® = AT oldugunun elde edilmesidir. Bu
durumda asagidaki teorem, iki ortogonal izdiisimiin ¢arpiminin ¢ekirdek inversi igin

bir formdil ortaya koymaktadir.

Sonug 2.1 A, B € C4P matrisleri verilmis olsun. Bu duruma (AB)® = (ABA)T dir
(Baksalary ve Trenkler., 2010).

Ispat: A ve B sirasiyla (2.21) ve (2.28) genel sekillerinde verilmis olsun. Bu takdirde

A, B € C9Foldugundan

I. 0

A=U(O 0

JU* veB=U ()‘?’ )Z() U (2.32)
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ifadeleri yazilabilir. Burada (2.32) nin sol taraftaki ifade Lemma 2.1" in (iii) sikkindan
elde edilir ve (2.32) nin sag tarafindaki W ve Z matrisleri Hermityen matrisler, yani
W* =W ve Z* = Z dir. Ote yandan B? = B oldugundan

W=Ww?2+XX* (2.33)
elde edilir. Ayrica (2.33) deki esitlik (W, X) bir siitun par¢calanmis matris olmak izere
rk(W) =rk(WW* + XX*) = rk(W, X)
esitligini temsil eder. Bunun sonucu olarak
RX) S R(W) (2.34)
icermesi yazilabilir. (2.32) ifadelerinin bir sonucu olarak

ap=u(" Mur

0 0
esitligi yazilabilir. Bu durumda (2.35) ifadesi sondan (2.32) de verilen A matrisi ile
carpildiginda

(2.35)

-l-
(ABA)' = U (W 0) U
0 0

sonucuna elde edilir. Ote yandan, (2.33) ve (2.34) ifadelerinin 15181 altinda
t 2
(AB)T=U( P 0>U* ve (AB)#=U(W (W)X>U*
X*wt o0 0 0
yazilabilir, burada

Py =0 D)

dir. Ote yandan (AB)® = (4B)*P,; formilu nedeniyle

e =ol?y o)

esitligine ulasilir ki bunun sonucunda da ispat tamamlanmais olur.

Simdi Teorem 2.21 (i) ve (iii) deki A® nin iki gosterimi hakkinda daha ilging

sonuclar verilecektir.

Sonug 2.2 A € CEM matrisi (2.21) formuna sahip r rankl1 bir matris olsun. X ve Y, A
matrisinin iki genellestirilmis inversi olsun. O halde asagidaki kosullar esdegerdir
(Baksalary ve Trenkler., 2010):

(i) A® =XxAy,
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(i) R(XA) S R(A),
(l“) X12 € (CT,(T?.—T) ) Xzz, Y22 € C(TL—T),(TL—T) ve Y21 € C(n—r),r Olmak UZEI’E XVG Y

matrisleri sirastyla

CK)™ Xip

(CK) 1 —K-1LY,, —K7lLY,,

X=U( )U* ve Y=U( Y,, Y, ) (2.36)

seklindedir.

Teorem 2.25 A € C5M matrisi (2.21) formuna sahip r rankli bir matris olsun. Z, A
matrisinin bir genellestirilmis inversi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir
(Baksalary ve Trenkler., 2010):

(i) A® =D,

(i) Z e A{1,3},

(i) Zy1 € Cinpyyr V€ Z33 € Cinoy)(n—ry Olmak Uzere Z matrisi

(CK) ' =K 1LZ,, —K‘1L222> U

Z= U(
Z Zy2

(2.37)

olarak yazilabilir.
Ispat: (ii) ve (iii) nin denkligi Sonug 2.2 de zaten verildiginden (i) ve (iii) nin denk
oldugunu gosterelim. A® = (422)" kosulu
(A®)T = (4%2),
esitligine denk oldugundan A® matrisinin Moore-Penrose inversi

(A@)-l- —U (ZK 0) U*

0 O
olarak yazilabilir. Ote yandan Z matrisi A nin bir genellestirilmis inversi oldugundan,

Z matrisi asagidaki sekildedir:

SK)'— K- LZ,, Z
7 = U(( 21 21) U*.
Z Z22
Boylece A?Z garpimi

YK )ZL) (>:K ZL) ((EK)‘l—K‘1L221 221> U

27
AZ_U(O 0/\0 0 Zy1 Zyy

_ (3K SK(EKZyy + ILZyp\ 11
—U(O . )U
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olarak yazilabilir ve boylece A® = (422)7 esitligi asagidaki denkleme esdegerdir:

(Eé( g) _ (Zé( ZK(ZKZ102 + ELZZZ)

Ki bunun saglanmasi icin gerek ve yeter sart
Z1, = —CEK) '(BLZy;) = —K 'LZy,
olmasidir. Bdylece (i) ve (iii) niin denkligi ispatlanmis olur ve ispat tamamlanir.
A matrisi (2.21) biciminde oldugunda, A <® B esitsizliginin saglanmasi igin

gerek ve yeter sart B matrisinin bir Z € C5™, icin

B = U(ZK ZL) U*

T o (2.38)

formunda yazilabilmesidir.

Sonug 2.3 4, B € C5M olsun ve A <® B oldugunu varsayalim. Bu takdirde asagidaki

esitlikler saglanir (Baksalary ve Trenkler., 2010):

(i) BA®B = 4,
(i) B®AB® = 49,
(iii) B®BA® = A®BB® = 4®

Sonug 2.4 A € CSM matrisi r rankl1 bir matris olsun. Bu takdirde
(i) B € CEM olmas igin igin gerek ve yeter kosul
BA®B =4 (2.39)

olmasidir, burada Z € C5, ve T € C,, ve T? = I, olmak lzere

p=u (2" (2.40)
dir.
(ii) B € CEM olmast icin gerek ve yeter kosul
B®AB® = 4® (2.41)
olmasidir, burada Z € C¢M,., V€ C_,., T € C ve T? = I, olmak lizere
B=U (TﬁK TEZ[LZ® Z + I;(In_r - 7% Z]) (2.42)
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dir.
(iii) B € CEM olmast igin gerek ve yeter kosul R(A) € R(B) olmak lizere
B®BA® = A®BB® = 4® (2.43)
olmasidir (Baksalary veTrenkler., 2010).

Sonug 2.5 A, B € C5M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadelerler esdegerdir (Baksalary
ve Trenkler., 2010):

(@) APBA® = A® yani A®, B matrisinin bir dis inversidir.
(b) ATBA* = A®
Sonug 2.6 A € C5M matrisi r rankli bir matris olsun. Bu takdirde B € C? nin
A®PBA® = 4® (2.44)

esitligini saglamasi igin gerek ve yeter sart B matrisinin By, € C, ), By, €

Cn-r)r V& Byy € Cinpym—r) keyfi matrisler olmak tzer

(2.45)

. U(EK 1312) -

BZl BZZ
formunda olmasidir.
(i) 7(A) = r olmak Uzere B € C; ve A € C5™ matrislerinin, By, € C, (), By €
Cin-r)r V& Bay € Cinry (n—r) Matrisleri keyfi matrisler olmak tzere

ATBA* = A® (2.46)

esitligini saglamasi igin gerek ve yeter sart A nin ranj-Hermityen ve B matrisinin

(2.47)

Bou (EK Blz> -

B21 BZZ
formunda olmasidir (Baksalary ve Trenkler., 2010).

Simdi ¢ekirdek inversin bir genellestirmesi olan bir baska genellestirilmis

invers kavrami ele alinacaktir.

Tanim 2.21 A € C% matrisi ind(A) = k 0zelligini saglasin. Bu takdirde GAG = G
olmak tizere
RX) = C(X) = R(AF) (2.48)
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sartin1 saglayan bir G matrisine A € C; matrisinin bir ¢ekirdek-EP inversi denir ve

X = A® ile gosterilir (Wang, 2016).
Burada C(X) = R(X™) oldugu dikkate alinirsa (2.48) ifadesinin
R(X) = R(X*) = R (2.49)
olarak da yazilabilecegini belirtelim. Simdi asagidaki Lemmayi verebiliriz.

Lemma 2.3 A € C} matrisi ind(A) = k 06zelligini saglasin. Bu takdirde asagidaki
ifadeler biribirine denktir (Wang, 2016):

(1) X matrisi A matrisinin bir ¢ekirdek-EP inversidir.
(i) XAX = X, (AX)* = AX, XA = A, R(X) € R(AY) dir, burada t bir pozitif

tam sayisidir.

Ispat. (i) = (ii): (i) den X matrisi bir dis invers olup R(X) = C(X*) = R(4*) oldugu
gorilir. Ote yandan XA matris carpimi R(X) = R(A¥) (izerinde bir egik izdiisiim
oldugundan XA**1 = XAA¥ = A* yazilabilir. Dolayistyla k =t almabilir. Benzer
sekilde X matrisi A matrisinin bir dis inversi oldugundan AX bir idempotent matris
olup C(AX) = €(X) = R(4¥) dir. Boylece (3.2) den R(AX) = R(4**1) = R(4F)
oldugu goriiliir. Bu nedenle AX bir EP matris olacaktir. Dolayisiyla idempotent ve EP
oldugundan (AX)* = AX yazilabilir, bu ise (i) = (ii) ispatin1 tamamlar.

(ii)=(i): X matrisi (ii) de verilen sartlar1 saglasin. Bu durumda XAttt = At
oldugundan r(XA'"*1) = r(AY) ve R(AY) € R(X) yazilabilir. Aksine olarak t > k
ve R(4Y) = R(A¥) alalm. Bu durumda R(X) € R(AY) ifadesi R(X) = R(A4Y)
esitligini saglar. Ote yandan XAX = X ve (AX)* = AX oldugundan AX matrisi
C(X) = C(AX) = R(AX) olacak sekilde bir egik izdiisiimdiir. Bu durumda (3.3) den
C(X) = C(AX) = R(AX) = R(A4¥) oldugu goriiliir. Bu nedenle X bir EP matrisi
olup Gnin satir ve siitun uzaylart R(A*) olarak aymdir. Béylece (ii)=(i) oldugu

gortliir ve ispat tamamlanur.

Cekirdek-EP inversin mevcut olup olmadigi ile ilgili soruya asagidaki Lemma

kullanilarak cevap verilebilir.

Lemma 2.4 F keyfi bir skaler cisim olmak tzere A, P, Q matrisleri I[F cismi tizerinden

uygun boyutta matrisler olsun. Bu takdirde asagidakiler gergeklenir (Wang, 2016):
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(i) Oyle bir 0 € {A®@} matrisi mevcuttur ki
R(0) € R(Q),c(0) cc(P) ver(0) =r(PAQ) (2.50)
dir.

(i) (i) deki tiim dis inverslerin sinifi

{0 € {A®}: R(0) € RQ), €(0) cc(P)}={Q(PAQ)PP}  (251)
ile verilir.

(i) (i) deki tiim dis inverslerin sinifi

{0 € {A®}:R(0) = R(Q),c(0) cc(P)}
= {Q:1(P1AQ) PPy + R(Q1) € R(Q),C(Py) < C(P)} (2.52)
ile verilir.

(iv) Eger PAQ sifir degilse bu takdirde R(0) = R(Q) ve C(0) = C(P) olacak
sekilde bir O dis inversinin tek tiirlii olarak mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter
sart ver(P) = r(Q) = r(PAQ) olmasidir. Bu durumda O dis inversi PAQ nun
keyfi secilmis (PAQ)™?) yansimal g-inversi ve (PAQ)™ g-inversi igin

0 = Q(PAQ)2P = Q(PAQ)VP (2,53)

ile verilir.

Teorem 2.26 ind(A) = k olmak Uzere A € C}} kare matrisi verilmis olsun. Bu
takdirde Cekirdek-EP inversin mevcut olmast i¢in gerek ve yeter sart r(A*kAk+1) =
7(A*) olmasidir. Ayrica mevcut olmasi durumunda cekirdek-EP invers tektir ve

A® = AK((A)k A+ DA%k (2,54)
ile verilir (Wang, 2016).
Ispat. Mevcut oldugunda A nin gekirdek-EP inversinin, satir ve siitun uzaylari ayni ve
RAK) ye esit olmak iizere, A nin bir dis inversi oldugunu hatirlatalim. Bu durumda

C(A*k) = R(A¥) oldugu dikkate alinarak Lemma 2.4 (iv) den P = A% ve Q = AF

aliarak teorem kolayca elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
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Hatirlatma 2.1 Skaler cisim yerine reel sayilar ya da kompleks sayilar cismi
alindiginda ind (4) = k olan herhangi bir A matrisi igin r(4**A%+1) = r(A*) esitligi
r(A**AF) = r(A¥) esitligi olarak alinabilir. Dolayisiyla reel sayilar ya da kompleks
sayilar cismi iizerindeki bir kare matris igin tipki Drazin invers de oldugu gibi A®
cekirdek-EP invers de daima mevcut ve tektir. Ayrica eger A* bir EP matris ve G =
A® mevcut ise bu takdirde hem AG ve hem de GA ayni satir ve siitun uzaylarina sahip
idempotent matrisle olacaktir. Bu nedenle GA = AG olup (2.48) sart1 saglanir.

Dolayisiyla bu durumda cekirdek-EP invers Drazin invers ile aym olacaktir. Ote

yandan indeksi 1 olan her kare matrisin bir grup inverse sahip oldugu bilinmektedir.

Hatirlatma 2.2 Eger A matrisi 1 indeksli ve G = A® ise bu takdirde GA? = A olup
G matrisi bir ¢ekirdek matris ile bir nilpotent matrisin toplami olarak G = N + M
olarak yazilabilir burada N bir ¢ekirdek matris ve M bir nilpotent matris olup MN =
NM = 0 dir. Bu ise AG ve GA matrislerinin idempotent matrisler olup r(G) = r(A4)

esitliginin saglandigini gosterir. Bu nedenle G matrisi AGA = A sartin1 da saglar.

Teorem 2.27 (Cekirdek-EP Ayrisimi) A € C; matrisi igin ind(A) = k olsun. Bu
takdirde A € C? matrisi A; € C5M, A% =0 ve A}4, = A,A; = 0 olmak iizere A =
A; + A, formunda A, ve A, matrislerinin toplami seklinde yazilabilir. Burada A, ve
A, biri veya her ikisi de sifir olabilir (Wang, 2016).

Ispat. A € C? olsun. Bu durumda Schur ayrisimina gére U*AU bir iist licgensel matris
olacak sekilde bir U € C} Uniter matrisi mevcuttur. Gergekten Ust t¢gensel matrisin
esas kosegen elemanlart A matrisinin 6zdegerleri olup ilk 6zdegerin sifirdan farklh
oldugu kabul edilebilir. Bu nedenle T; Ust tiggensel ve nonsingiler, T5 Ust tiggensel ve

esas kosegeni sifir olmak tizere A matrisi

(T Ty
A‘U(o Tg)U

seklinde yazilabilir. Bu durumda A; ve A, matrisleri

. TN .. 0 0\, .
A1=U(01 02)U ve A2=U(O T3)U

olarak alinirsa istenilen sartlar saglanir.
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Simdi de kare matrislerin cekirdek-EP inverslerinin bazi &zelliklerinin
verecegiz. Bununla ilgili olarak &ncelikle (AX)* = AX, XAt = Ak ve R(X) =
R(X*) = R(A¥) sartlarini kullanarak cekirdek-EP invers igin bazi gerek ve yeter
sartlar verecegiz. Daha sonra cekirdek-EP inversin bazi1 ozelliklerini ve yeni

gosterimlerini siralayacagiz. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.28 A € C} matrisi igin ind(A) = k olsun. Bu takdirde X in A matrisinin
bir gekirdek-EP inversi olmasi i¢in gerek ve yeter sart (AX)* = AX, XA**1 = A* ve
R(X) € R(A¥) sartlarin1 saglamasidir (Zou ve Cheng, 2019).

Ispat. XA**1 = A% ve R(X) € R(4¥) oldugunu varsayalim. Bu takdirde bir T € C?
matrisi icin X = AT yazilabilir. Bu nedenle XAX = XA**1T = AKT = X elde edilir.

Boylece Lemma 2.3 e gére ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.28 e gbre X matrisi A matrisinin bir ¢ekirdek-EP inversi olmak
lizere (AX)* = AX ve XAk*1 = A¥ olacak sekilde X matrisi bulunabilir. Bu durumda
asagidaki teoremde (AX)* = AX ve XA**t1 = A¥ ile gekirdek-EP igin baz1 gerek ve
yeter sartlar gelistirilebilir.

Teorem 2.29 A,X € C} olmak Uzere ind(A) = k ve A matrisinin cekirdek-EP
ayrisimi Teorem 2.27 deki gibi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir
(Zou ve Cheng, 2019):

(i) X =A49,
(i)  (AX)* = AX , XAk = A% ve r(4%) = r(X),
(i) (AX)* = AX ,XAF*1 = Ak ve A, X2 =X,
(iv)  (AX)* = AX , XAkt = A% ve ASX5+1 = X, s > 0 bir tam say1,
(v)  (AX)* = AX , XAkl = Ak ve XA, X = X.
Teorem 2.30 A, X € C} olmak Uzere ind(A) = k. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir (Zou ve Cheng, 2019):
(i) X =A49,
(i)  RX) = RX™) = RAF) ve XAk = AF,
(i) RX) = RX") = R(AF) ve A5XST! = X, 5 > 0 bir tam say1,
(iv) RX) =RX") =R veX4eCh,
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v) RX)=RX) =R vedX e,

(vi) R(X) = R(X*) = R(AF) ve Ax Ak = Ak,
Lemma 2.5 A,X € C} olmak lizere ind(A) = k olsun. X matrisinin A matrisinin bir
cekirdek-EP inversi olmasi igin gerek ve yeter sart AX = P x ve R(X) € R(4Y)
olmasidir (Zou ve Cheng, 2019).

Lemma 2.5 e gore ¢ekirdek-EP invers hakkinda bazi gerek ve yeter sartlar verilebilir:

Sonug 2.7 A, X € C olmak (zere ind(A) = k olsun ve A matrisinin ¢ekirdek-EP
ayrisimi Teorem 2.27 deki gibi verilmis olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine
denktir (Zou ve Cheng, 2019):

(i) X =A49,

(i) AX=Pu ve AX*=X,

(i) AX =Py ve A X? =X,

(iv) AX =Py ,X € CEPve XAX = X.

Sonug 2.8 A, X € Ci olmak (izere ind(A) = k olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
birbirine denktir (Zou ve Cheng, 2019):

(i) X =A9,
(i) XAX =X, R(X) =RA)veXPy =X
(i) XAkt = Ak, R(X) = R(AF) ve XP i = X
(iv) XAk+1 = AF ve R(X*) = R(4F),
(V) X=PuX=XP,u VePu=XAP,
(Vi) X =PiX = XP, VP =P uAX .
Sonug 2.9 A,X € C olmak Uzere ind(A) = k olsun ve A matrisinin cekirdek-EP

ayrisimi Teorem 2.27 deki gibi verilis olsun. Bu takdirde asagidakiler birbirine denktir
(Zou ve Cheng, 2019):

(i) X=A°,

(i) A*1X = AFP i ve R(X) = R(4H),
(iii) A**1X = A*P i ve P X =X,

(iv) AM*1X = A*P i ve A X% = X,

(v) AM1X =A*P veX?=X.
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3. MATRISLERIN DMP iNVERSLERI
3.1 Bir Matrisin DMP inversi

Bir onceki kisimda matrisleri bir takim genellestirilmis inverslerinden sz
edilmis, Moore-Penrose invers, Drazin invers, Grup invers, Cekirdek invers ve Cekirdek-
EP invers tanimlar1 verilmis ve bu inverslerin bazi 6zellikleri siralanmistir. Bilindigi
gibi bir matrisin Moore-Penrose inversi ve Drazin inversi daima mevcut iken, bir A
matrisinin Grup inversinin ve Cekirdek inversinin mevcut olmasi i¢in 7(4%) = r(A)
yani A matrisinin indeksinin 1, baska bir deyisle ind(A) = 1 olmas1 gerek ve yeter
sarttir. Ayrica tipkit Moore-Penrose invers ve Drazin invers de oldugu gibi bir matrisin

cekirdek-EP invers de daima mevcut ve tektir.

Bu kisimda ise yeni bir genellstirilmis invers kavrami verilecektir. Daha 6nce
ifade edildigi gibi C;; n X n tipindeki kompleks kare matrislerinin kiimesi olsun. A*,
R(A) ve r(A) sembolleri bir A € C;; matrisinin sirasiyla, eslenik devrigini, ranj
uzayini (siitun uzayi) ve rankini ve I,, de n-yinci mertebeden birim matrisi gostersin.
Bir A € C* matrisinin A% Drazin invesini ve AT Moore-Penrose inversini kullanarak
keyfi indeksli, ind(A) = m diyelim, A kare matrisinin yeni bir inversi verilerek bu
inversin ¢esitli 6zellikleri incelenecektir. Bu invers Drazin inves ve Moore-Penrose

invers kullanilarak tanimlandigindan buna DMP invers ad1 verilmistir.
ind(A) = m olmak Uizere A € CI* matrisi verilmis olsun ve

XAX =X, XA = A%A, A™X = A™AT (3.1)

denklemler sistemini goz 6niine alalim. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 Eger (3.1) sistemi bir ¢éziime sahip ise bu takdirde ¢6zim tektir (Malik
ve Thoma, 2014).

Ispat. X; ve X, matrisleri (3.1) sisteminin iki ¢6ziimi olsun yani, X;AX; = X;,
X,A =A%, A™X, = A™AT ve X,AX, = X,, X,A = A%A, A™X, = A™AT esitlikleri

saglansin. Bu durumda A%A nin bir izdiisim ve AA% = A%A oldugu dikkate alinirsa
X, = X,AX, = A%AX, = (ACA)™X, = (AD)™A™X, = (AH™mA™mAT
= (AHMAMATX, = (ACA)™X, = AYAX, = X,AX, = X,

elde edilir.
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Teorem 3.2 (3.1) sistemi tutarli olup bir tek X = A%AAT ¢6ziimiine sahiptir (Malik ve
Thoma, 2014).

Ispat. X = AYAAT matrisinin (3.1) sistemini sagladig1 kolayca goriilebilir. Dolayisiyla
(3.1) sistemi tutarlidir. Coziimiin tekligi ise Teorem 3.1 de gdsterilmisti. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den goriliir ki verilen bir A kare matrisi icin A2AA"

matrisi (3.1) sistemini saglayan yegane matristir. Simdi asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 3.1 ind (A) = m(< 1 olmasi gerekmez) olmak Uizere A € CI! matrisi verilmis

olsun. A matrisinin A% ile gosterilen DMP inversi,
A%t = A%AAT
olarak tanimlanir (Malik ve Thoma, 2014).
Simdi singiiler deger ayrisimi kullanilarak bir A kare matrisinin DMP inversi

icin kanonik form verilecektir. Rank1 r olan her A € C; matrisi igin singiiler deger

ayrisgimi U € CJt uniter matris olmak Uzere,

L (ZK ZLY .
A—U(O O)U (3.2)
biciminde gosterilir, burada X = kés{o11,....... o¢l., } kdsegen matrisi A matrisinin

singller degerlerinden olusan bir kdsegen matris, 6, > 0, > - >0, >0 ve r +
1, + -+ 1. =rolmak tizere K € C, . ve L € C,,,_, matrisleri i¢cin KK* + LL* = I,
esitligi saglanir. Bu durumda bu ger¢ek kullanilarak ind(A) = m olmak Ulzere A

matrisinin Drazin inversi hesaplanabilir. A matrisiyle uyumlu olarak par¢alanmis

_ Xl XZ *
X=U <X3 X4) U (3.3)

matrisi A nin Drazin inversi olsun. Bu takdirde XAX = X, XA = AX ve A™t1X = A™
esitlikleri saglanir. XAX = X esitliginden

X,ZKX, + X,5LXs = X, (3.4)
XsZKXy + X32LX5 = Xs, (3.5)
X,ZKX, + X,35LX, = X,, (3.6)
XsZKXo + X33LX, = Xy, (3.7)
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esitlikleri, XA = AX esitliginden
SKX, + ILX; = X, 3K,
X5ZK = 0,
YXKX, + ZLX, = X 2L,
X53L = 0,
esitlikleri ve A™*1X = A™ esitliginden de
K™K, + (SK)"SLX; = (SK)™,

(CK)Y™X, + (SK)™SLX, = (SK)™ 5L

(3.8)
(3.9)
(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

esitlikleri yazilabilir. Bu esitliklerden X;XKX; = X;, X,ZKX, = X,, 2KX; = X; XK ,
YKX, = X,XL ve (ZK)™'X; = (ZK)™, (ZK)™X, = (ZK)™ 2L oldugu goriiliir.

Bu esitliklerde de A matrisinin Drazin inversinin

4l =y ((ZIO()d ((ZK)Od)ZZL) U

oldugu goriiliir. Ayrica A matrisinin Moore-Penrose inversinin

t— (K270 0)
At=U (L*z-l o) U
oldugu gosterilebilir. Sonug olarak A matrisinin DMP inversi

ALt = A24AT

(B L B Yo

(o

olarak yazilabilir.

Teorem 3.3 A € Cy; matrisi (3.2) formunda verilmis olsun. Bu takdirde

40t =y ((21{)‘1 0) U
0 0

dir (Malik ve Thoma, 2014).
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(3.14) de bir A kare matrisinin Drazin inversinin bir gosterimi verildi. Bu

durumda eger
Cmn = K™ (K2t (ZK)™ 12
olarak alinirsa A% igin de benzer bir gésterim

a0t = (6,81( C,SL) -

biciminde verilebilir. Burada (3.14) gosterimi £K nin Drazin inversini i¢erirken bu son
fomuliin (ZK)?™% nin Moore-Penrose inversini icerdigini haturlatalim.

Lemma 3.1 ind(A) = m olmak lizere A € C}! matrisi (3.2) formunda verilmis olsun. Bu
takdirde 1 ind(£K) = m — 1 dir (Malik ve Thoma, 2014).

Ispat. (E;,( ZZL) matrisi nonsingiiler olacak sekildeki uygun boyutlu Y ve Z matrisleri

icin A™ = U((EK)’”‘1 0) (ZK 3L

0 o/\Y Z
goriiliir. Benzer sekilde r(A™) = r((ZK)™) olacaktir. Bu nedenle ind(4) =m

oldugundan 7((ZK)™ 1) =r((ZK)™) olacak sekildeki en kiiciik nonnegatif

) U* oldugundan (4™) = r((ZK)™") oldugu

tamsaymin m — 1 oldugu, yani ind(ZK) = m — 1 oldugu goriiliir ve bdylece de ispat
tamamlanir.

Eger ind(A) = 1 ise bu takdirde Tanim 3.1 de verilen DMP invers A matrisinin
cekirdek inversiyle ¢akisacaktir. Bir A kare matrisiyle ilgili bir diger dis invers A% =

ATAA® olarak almirsa A nin singiiler deger ayrisimi kullanilarak A4 matrisinin kanonik

formu

Atd — <(K*K)(ZK)d (K*K)((EK)d)22L> U
(L'K)EK)? (LK) ((EK)H?EL

ile verilir. Bu durumda A™¢ nin A% ile benzer 6zelliklere sahip olacag1 beklenir.

Asagidaki 6rnek genelde AT¢ ve A%T inverslerinin farkli oldugunu gosterir.

1 1) matrisi verilmis olsun. Bu takdirde basit hesaplamalarla

Ornek 3.1 A = (O 0

1 0 1/2 1/2 C
at — at —
AT = ( ) ve A%T = ( 172 1 /2) oldugu gosterilebilir.

Eger A% = AT ise bu durumda ind(A) < 1 olacaktir. Bdyle bir durumda A™¢ =

A%t = AT = A% olacaktir. Ayrica eger A% = A ise A%T = A2AT ve AT? = ATA?
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olacaktir. Eger A matrisi bir EP tripotent matris ise bu takdirde AT = A ve dolayisiyla

ac, = AA%A olmak iizere A%t = 4241 2C, = A1 yazilabilir.

Teorem 3.4 A € C* matrisinin A%T DMP inversi asagidaki 6zelliklere sahiptir:
(i) AXA = 4C, dir.

(i) “Tc, = AAYT A olmak zere AX = *TC, = AT dir (Malik ve Thoma, 2014).

Ispat. (i) A € C* matrisinin (3.2) deki ayrisimi1 kullanilarak basit bir hesaplamayla
ic, = AA%A ve ¥TC, = AA%T A matrislerinin
ac, =y ( sk ZK(ZK)dZL) U
0 0
ve

atc, =y ( d%z,( ZK(zé()dZL> U

seklinde oldugu dolayisiyla *C, = d’TCA oldugu gosterilebilir. Sonug olarak A%t
inversi AXA = %C, denkleminin bir ¢éziimiidiir. (ii) nin ispat kolaydir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.5 Eger A € C! matrisi ind(A) = m indeksli ise asagidaki ifadeler saglanir
(Malik ve Thoma, 2014):

(i) AA%T matrisi I (A%A") boyunca R( *C,) tizerinde bir izdiisimdiir.

(i) A%TA = A%A IV (A™) boyunca R(A™) iizerinde bir izdiisiimdiir.
Ispat. (i) AT inversi A € C* matrisinin bir dis inversi oldugundan AA%T matrisi bir
izdiisiimdiir. Ustelik R(AA%T) = AAYR(AAT) = AATR(A) = R(A4%4) = R(C,) ve
N(AA%T) = N (AACAAT) = N (A%AAT) = NV (A9AT) esitlikleri saglanir. (ii) ise A%A
1zdlistimiiniin 6zelliklerinden kolaylikla gosterilebilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.6 Eger A € C?* matrisi ind(4) = m indeksli ise A%t DMP inversi

AX = P‘.R( dCA) , R(X) € RA™) (3.16)

N(adat)

ifadesini saglayan tek X matrisidir (Malik ve Thoma, 2014).
Ispat. Teorem 3.4 den AA%T nin idempotent oldugu gériiliir. Ote yandan R(A%T) =
R(AZAAT) € R(AYA) = R(A™) elde edilir. Boylece geriye X matrisinin tekliginin
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gosterilmesi kalir. Farz edelim ki X; ve X, (3.16) y1 saglasin. Bu takdirde
AX, = AX, = Psn( dCA),]V'(AdA"') , R(X,) € R(A™) ve R(X,) € R(A™) dir. Buradan

A(X; — X,) = 0 oldugundan R(X; — X,) € N (A) olacaktir. R(X;) € R(A™) ve
R(X,) € R(A™) ozelliklerinden ind(A) = m oldugundan R(X; — X,) € R(A™)
yani R(X; —X,) € N(A™) N R(A™) = {0} elde edilir. Boylece X; = X, olur ve

ispat tamamlanir.

Bir matrisin DMP inversi genel olarak onun Moore-Penrose, grup ve Drazin
inverslerinden farkli oldugundan DMP inversler genellestirilmis inverslerin yeni bir
sinifidir. Gergekten Ornek 3.1 de ind(A) = 1 olup A%, AT ve AT inverslerinin her

birisinin farli oldugu goriilebilir. Diger bir 6rnek olarak

B =

(=l e N R ]

1100
0000
0001
0000

matrisi icin de ind(B) = 2 olup

1100 1/2000 1000
. _l0o000 + (12000 et _[0000
B"=l0000]" "B =| p 000 B 0000
0000 0 010 0000

oldugu kolayca gosterilebilir. B matrisi genelde BT matrisinin B matrisinin bir g-
inversi olmadigini sdyleyebilecegimizi gosterir. Ayrica asagidaki sonuglar bize DMP

inversin bazi 6zelliklerini ¢ekirdek inversten miras aldigini gosterir.

Onerme 3.1 Eger A € C* matrisi ind(A) = m indeksli ise bu takdirde asagidaki
durumlar saglanir (Malik ve Thoma, 2014):

(a) AT = A4p, dir.
(b) A%T inversi A nin bir dis inversidir.

(A4AT)™/?2 , n cift ise

dir.
A(ACATHFD/Z h tekise

(©) (A% = {

(d) (A%N)T = ((AP)DT dir.

(€) ((A¢H)DHe = A%t dir,
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(f) AAYT = A%TA olmasi igin gerek ve yeter sart N (A1) € V' (49) olmasidr.
(9) AA%T = A olmast igin gerek ve yeter sart A nin EP ve tripotent olmasidir.

Ispat. (a) ve (b) Moore-Penrose ve Drazin inversin tanim ve 6zelliklerinden elde

edilir. (c) n=1,2 i¢in sirasiyla

(A%T)1 = A24AT = 4A%AT (3.17)

ve
(A%T)2 = ACAATAYAAT = AY(AATA)ACAT = A2AACAT = A9AT  (3.18)
oldugu gosterilebilir. Bu durumda matematiksel tiimevarimla genel ifade kolaylikla
elde edilebilir. (d) ve (e) Teorem 3.3 den gosterilebilir.
(f) yi gosterelim. Bu durumda I — AAT ve A%A izdiisiim oldugundan
AA%T = A%TA & AACAAT = A%A

& AAY (1 - AADH) =0

& R(— AAT) € v (494)

e N(AH) e vAd) (3.19)
oldugu goriiliir. Simdi de (g) yi gosterelim. A = 0 ve A%T = 0 oldugunu varsayalim.
Eger A matrisi (3.2) formunda yazilirsa bu takdirde A% inversi Torem 3.3 deki gibi

ifade edilebilir. Burada eger K # 0 ise A%T = 0 oldugundan (2K)% = 0 olacaktir.

Dolayisiyla ZK nilpotettir ve bu nedenle A nilpotent olmak zorundadir. Eger 2K = 0

0 2L
0 0

A =0 ve A nm nilpotent olmas1 durumlarinin her ikisinde de A nin Drazin inversi

ise bu durumda A = U ( ) U™ matrisinin nilpotent oldugu agiktir. Tersine olarak

sifir olacaktir. Son olarak (h) sikkini ispatlayalim. A = 0 durumu agiktir. Bu nedenle
A # 0 olup (3.2) formunda yazilabildigini varsayalim. Bu takdirde A%T inversi Torem
3.3 deki gibi ifade edilebilir. Bu nedenle

AT = A = (EK)*=3K, 3L =0
S CK)B3=32K, L=0s A3 =A, (3.20)

olup A matrisi bir EP matristir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Onerme 3.2 Eger A € C matrisi sifirdan farkli, ind(4) = m indeksli olsun. Bu
takdirde A matrisi (3.2) formunda ve A%T da Teorem 3.3 deki gibi olmak iizere

asagidaki durumlar saglanir (Malik ve Thoma, 2014):
(@) A%T matirisin EP olmast i¢in gerek ve yeter sart (2K)¢ nin EP olmasidir.
atyt (EKDTOY = i
(b) (AT =U U* dir.
0o O
Ispat. (a) ve (b) siklar1 Teorem 3.3 iin uygulanmasiyla elde edilebilir.

3.2 DMP inverslerin Baz1 Gosterimleri

Ozellikle Moore-Penrose invers ve Drazin invers gibi bazi genellestirilmis
inverslerin bircogunun karakterizasyonu siitun uzay1 ve sifir uzayr yardimiyla bir tir
dis invers olarak ifade edilebilmektedir. Bu nedenle 6ncelikle DMP invers durumunda

da boyle bir karakterizasyon verilebilir.
Teorem 3.7 Eger A € C}! matrisi ind(A) = m indeksli ise bu takdirde

A3t = 4@

RA™), v (amat) (3:21)

olacaktir (Zuo ve Ark., 2022).

Ispat. DMP invers tanimindan goriilebilir ki bu inversin bir dis invers olabilmesi igin
RAYT) = R(A™) ve N (A%T) = N (A™AT) olmasinin yeterlidir. Bunun sonucunda

R(AYT) = R(AYA4%T) € R(A™) = R(4%24™HY)
= R(A2AATA™ ) € R(ALT)
ve dolayisiyla R(A%T) = R(A™) oldugu goriiliir. Benzer sekilde
N(AYT) € N (A™ALT) = v (4A™mAT)
S N((AHMA™AYT) = N (AYAAT) = NV (4%T)
ve dolayisiyla V' (A%1) = W (A™A%T) oldugu goriiliir. Béylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1 ve Teorem 3.7 nin R(AYT) = R(A™) ve N (A%T) = N (4™AT)
sonuglar1 kullanilarak bir A matrisinin DMP inversinin baz1 farkli karakterizasyonlari

verilebilir. Bunun i¢in asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.8 Eger A, X € C} matrisi ind(A) = m indeksli ise bu takdirde asagidaki
ifadeler birbirine denktir (Zuo ve Ark., 2022):

(a) X = A%t dir,

(b) A™X = A™AT ve R(X) = R(4A™) dir.

©) RX) = RUA™), N (X) = N (A™AT), XA € CF, dir.

(d) R(X) = RA™), N (X) = N (A™AT), AX € CE dir.

(e) R(X) = RUA™), N (X) = N (A™AT), XA% = (4%)? dir.

(f) XA™ =A™ N(X) = N (4™AT) dir.

(9) XAA% = A%, r(X) = r(4A™), A™X = A™AT dir.

(h) XAA% = A%, V(X)) = N (A™AD) dir.
Ispat. Teorem 3.7 ve DMP invers tanim1 veya Teorem 3.1 dikkate alinirsa (a) sikkinin
diger (b)-(e) siklariin tiimiinii sagladigi kolaylikla gosterilebilir.
(b) =>(a): A%A = PER(Am),]V‘(Am) oldugundan ER(X) = ER(Am) den A%AX =X
yazilabilir. 6te yandan A%A matrisi idempotent oldugundan

X = A%AX = (A%A)™X = (A2A)™A™AT = ALY

elde edilir.
(c) =(b): XA idempotent oldugundan R(A — AXA) € N (X) = N (4™AT) oldugu ve
dolayisiyla AMATA = A™ATAXA yani A™ = A™XA oldugu gériiliir. Bu esitlik AT ile
sagdan carpilirsa AMAT = AMXAAT esitligi elde edilir. Sonug olarak R(I — AAT) €
N(A™AT) = N (X) oldugundan X = XAAT esitligi yazilanilir. Buradan da A™AT =
A™X elde edilir.

(d) =(a): Bu durum (c) =(a) kismindakine benzer olarak gosterilebilir.

(e) =(b): R(X) = R(A™) oldugundan A*AX = X olup XA% = (A%)? esitligi dikkate
alinirsa XA%A = A% ve bununla beraber X = A%A%X oldugu gériilebilir. Bu nedenle
R(I — A%4%) € N (A™AT) = NV (X) yazilabilir ve buradan da AT = A™*149X yani
A™AT = A™X oldugu goriiliir.
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(f) =(e): XA™! = A™ esitligi sagdan (A4)™*2 ile carpilirsa XA% = (4%)? oldugu
goralir. Bu durumda R(A™AT) = RA™) ve N(X) = N(A™AT) esitlikleri
kullanilirsa  dimR(A™) = dimR(X) oldugu ve R(A™) € R(X) oldugundan
R(A™) = R(X) esitliginin saglandigr goriiliir.

(9) =(b): XAA? = A% esitliginin XA™! = A™ ye denk oldugunu belirtelim ki bu da
R(A™) € R(X) oldugunu gosterir. Bu durumda da r(A™) = r(X) esitligine gore
R(A™) = R(X) elde edilir.

(h) =(f): Bu durum XAA% = A% ve XA™*! = A™ ifadelerinin denkliginden kolayca

gorilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Not 3.1 Teorem 3.8 de asagidaki degisiklikler yapilabilir:
(@) Teorem 3.8 (e) sikkinda XA™*! =A™ vyerine XA =A% ve N(X) =
N (A™AT) yerine NV (A™AT) € NV (X) yazilabilir.
(b) Teorem 3.8 (b), (c), (d) ve (f) siklarinda R(A™) = R(X) yerine R(X) <
R(A™) yazilabilir.

) 1 0 0 1 0 0
Ornek 32 A=|0 0 1) ve X=(0 1 1] matrisleri verilmis olsun. Bu
0 0O 0 0O

takdirde basit hesaplamalarla

1 00 1 00
A=10 0 o] ve At=[0 0 O
0 0O 01 0

olacag gosterilebilir. Ote yandan indA = 2 oldugu agiktir. Bu durumda X matrisinin
XAA® = A% ve A%X = AAT esitliklerini sagladigi goriiliir. Bununla beraber R(X) #
R (A?) olacaktir. Bu nedenle teorem 3.7 ye gore X # A% oldugu goriiliir.

Teorem 3.8 e gore AA%T ve A%TA matrisleri izdiisiim matrisleri oldugundan
asagidaki teoremde A%t DMP inversinin AA%T ve A%TA izdiisiimlerine gore bazi

karakterizasyonlar1  verilecektir.  Burada ~ AA% = % A (amat) oldugu

gosterilecektir. Ayrica A%TA = AA? oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.9 Eger A, X € C} matrisi ind(A) = m indeksli ise bu takdirde asagidaki
ifadeler birbirine denktir (Zuo ve Ark., 2022):

(@) X = A%T dir.
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(b) AX = A%24%AT , R(X) € R(A™) dir.

(c) AXA = AA%A, R(X) € R(A™), N (A™AT) € M (X) dir.
(d) XA = AA%, N (A™AT) € v (X) dir.

(e) AX? = X, A™X = A™AT dir.

() AX? = X, AX = Pgymy p(amat) dir.

(0) XAX? = X, AX = A?A%AT dir.

Ispat. Teorem 3.7 ve DMP invers tanim1 veya Teorem 3.1 dikkate alinirsa (a) sikkinin

diger siklarinin tiimiinii sagladig1 kolaylikla gdsterilebilir.
(b) =(a): AX = A2A%AT oldugundan A™X = A™AT esitligi saglanir. Ayrica R(X) €
R(A™) ve A™X = A™AT oldugundan R(X) = R(A™) yazilabilir. bu durumda
Teorem 3.7 nin (b) =(a) durumundan X = A%" oldugu goriiliir.
(c) =(a): R(X) € R(A™) oldugundan A%AX = X olacaktir. AXA = AA%A esitligi
soldan A% ile carpilirsa XA = A%A oldugu goriiliir. R — AAT) € N (A™AT)
N (X) oldugundan X = XAAT elde edilir. Boylece A™X = AMXAAT = AMACAAT =
A™AT esitligi elde edilir.
(d) =(a): Bu durum (c) =(a) durumuna benzer sekilde gosterilebilir.
(e) =(a): AX? = X oldugundan X = A™X™*1 olup buradan R(X) S R(A™) oldugu
gorilir. Ote yandan A™X = A™AT oldugundan R(X) = R(A™) olacaktir. Bu nedenle
Teorem 3.7 (b) =(a) dan X = A% oldugu elde edilir.
(f) =(a): (e) =(a) durumunda oldugu gibi AX? = X den X = A%AX elde edilir. Ote
yandan R(I — AX) = NV (A™A") oldugundan A™AT = AMATAX = A™X elde edilir.
(9) =(a): AX = A2A%AT oldugundan A™AT = A™X elde edilir.
Teorem 3.10 (Cline Formull) A, B € C} matrisleri verilmis olsun. Bu durumda AB
carpimi Drazin inverse sahip ise BA ¢arpimi da ¢ sahip olup

(BA)? = B((AB)%)2A (3.22)
dir (Liau ve Ark. 2014).

Ispat. Ispat igin Liau ve Ark. (2014) kaynagima bakilabilir.
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Sonug 3.1 Eger A € C! matrisi ind(A) = m indeksli ise bu takdirde A%t = (424T)4
dir (Zuo ve Ark., 2022).

Ispat. Drazin inversler icin Cline formiilii dikkate alinirsa (4247)4 = A(A%)24AT =
AT oldugu goriiliir.
Sonug 3.2 A € C? matrisi verilmis olsun. Bu durumda A = I — A olmak iizere
A%t = P,(1 — AP = (I — AP,))“P, (3.23)
esitligi saglanir(Zuo ve Ark., 2022).
Ispat. I — AP, =1 — AAT + A%2AT olup I — AAT ve A%2AT matrislerinin her iki carpimi
da sifir olacagindan
(I —AP)% = (I — AAT + A24T)4 =1 — AAT + (4%24T)¢ (3.24)
oldugu goriiliir. Bu durumda Teorem 3.11 e gére (I — APy)% =1— AAT + A%T
yazilir. Bu nedenle
Py(I — APy))® = P,A%T = A%T ve (I — AP))%P, = A*TP, = A%t (3.25)
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.
Sonug 3.3 A € C* matrisi ind(A) = m indeksli ise bu durumda A%*T = A4 olmasi i¢in
gerek ve yeter sart A™MA? = A™AT olmasidir (Zuo ve Ark., 2022).
Ispat. Kolayca gosterilebilir ki A%t = A9 esitligi A2AAT = A = A2AA% ye denktir.
Yani A2A(AT — A%) = 0 olacaktir. Bu nedenle A%T = A% olmas: icin gerek ve yeter

sart
R(AT — A%) € NV (A™) yani AMA? = A™AT olmasidir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.4 A € C* matrisi ind(A) = m indeksli ise bu durumda A%T = AT olmasi igin
gerek ve yeter sart R(A™) € R(A™) olmasidir (Zuo ve Ark., 2022).

Ispat. Kolayca gosterilebilir ki A%t = AT esitligi (I — A2A)AT = 0 yani R(A*) €
R(A™) olmasima denk olacaktir.

Teorem 3.11 ind(A) = m olan bir A € C}} matrisinin singiiler deger ayrisimi

A=U (g Ifl) U (3.26)

olmak tizere A%t
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-1 p—(m+1) & t
Ai*zl’Cb T ml;SNN'>U* (3.27)

olacaktir, burada T nonsingiiler, N nilpotent ve U initer bir matris olmak tizere S =
M ETESN™ 1 dir (Zuo ve Ark., 2022).

Ispat. ind(4) = m olan bir A € C* matrisi icin A2™* in bir i¢ inversi (42™*1)~
olmak Uzere A% = A™(A*™*1)~A™ oldugu gosterilebilir. Bu durumda Teorem 3.1 e
gore A4T = Am (A2~ Am+1AT elde edilir. Ote yandan grup invers de bir ic invers
oldugundan A%t = A™(A?™+1)#4m+1AT elde edilir. Ayrica A matrisinin singiiler
deger ayisumindan § = ¥i2 TH SN™ 1 olmak Uizere

2m+1 p(m+1) &
2ml U(T :)” T "‘0 S) U (3.28)

yazilabilir. Buradan direkt bir hesaplamayla

2m+1y—1 3m+1y-1¢
(A2m+1)# _ ((T . )T (T 0) S) U* ve AAT = U((I) N?VT) U* (3.29)

oldugu goriilebilir ve buradan da

Ad,'l' — Am(A2m+1)#Am+1A'I'

_ (Tt T-MFDSNNTY
- U( . . )u (3.30)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.3 DMP inversin Yer Degistirme Yapisi

Bir integral operatoriiniin inversi i¢in yer degistirme kavrami ilk kez 1972 yilinda L.A.
Sakhnovich’ in On Similarity of Operators isimli ¢aligmasinda ele alinmistir. Bir A
matrisine yer degistirme yapisina sahiptir denir sayet AU — VA  Sylvester yer
degistirmesi ve A — VAU Stein yer degistirmelerinin ranki A nin rankindan ¢ok daka
kiigiik olacak sekilde uygun boyutlu U ve V matrisleri bulunabilirse. Bu durumda
eger bir A matrisi yer degistirme yapisina sahip ise bu takdirde A matrisi ters alma
algoritmalar1 ¢ok daha hizli uygulanabilir. Yer degistirme yapist genellestirilmis
inverslerin hesaplanmasinda da yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu kisimda 6ncelikle
bazi1 kisitlamalar altinda DMP inversin Sylvester yer degistirme rankini ele alacagiz.

Daha sonra da genel bir yer degistirme kavrami ele alinacaktir.
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A € C' olsun. Ayrica U € CI* ve V € C keyfi matrisleri verilsin. Bu durumda
d(U,V)A=AU —-VA (3.31)
operatriine A matrisinin Sylvester yer degistirmesi ad1 verilir. d(U, V)A nin rankina
da A matrisinin Sylvester yer degistirme ranki denir. Nonsingiiler bir A matrisi igin
AU —VA = A(UA™ — A71V)A esitligi bize nonsingtler bir A matrisinin Sylvester
yer degistirme rankinin onun A~! inversinin rankina esit oldugunu soyler. Baska bir
deyisle eger A matrisi (U, V) ile ilgili Sylvester yer degistirme rankina gore yapilanmig
ise A~ inversi de (V,U) ile ilgili Sylvester yer degistirme rankina gore yapilanmis
olacaktir. Genellestirilmis inverslerin yer degistirme rankini goz Oniine almak

dogaldir. Bu kisimda bazi sartlar altinda DMP inversin ter degistirme ranki i¢in bir {ist

sinir verilecektir. Bununla ilgili olarak dnce asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.2 A,P € C* olmak uizere P? = P oldugunu varsayalim. Bu takdirde asagidaki

durumlar saglanir (Wang ve Ark. 2018):
(@) PA = A olmasi igin kerek ve yeter sart R(A) c R(P) olmasidir.

(b) AP = A olmasi i¢in kerek ve yeter sart Ker(P) € Ker(A) olmasidir.

Simdi M = A%t4, M, =A44%, N=I-M ve N,=I1-M, matrislerini

tanimlayalim. Bu takdirde
AYT(AU — VA)AYT = (I — N)UA*T — A4tV (I — N,) (3.32)
esitliginin saglandig1 kolayca gosterilebilir. Bu nedenle asagidaki lemma verilebilir.
Lemma 3.3 4,U,V € C} olsun. Bu takdirde
ATy — UAST = AYTYN, — NUA®T — A2T (AU — VA)AYT (3.33)
esitligi saglanir (Zhong ve Yang, 2022).

(3.33) esitliginden her iki tarafin ranki alinirsa A% T nin Sylvester yer degistirme

ranki i¢in bir iist sinir verilebilir.
Teorem 3.12 A%T nin Sylvester yer degistirme ranki icin
r(A%TV — UAYY) < r(AU —VA) + r(M,VN,) + r(NUM) (3.34)

esitsizligi saglanir (Zhong ve Yang, 2022).
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Ispat. R(M) = iR(Ad'JrA) c ER(Ad’T) oldugu agiktir. Bu durumda

% (A7) = % (4%44T) c % (4%4) =% (4%74) = (M)
oldugundan R(M) = R(A™T) elde edilir. Ote yandan

Ker (A%") c Ker (AA™") = Ker(M.)

oldugu agiktir. Tersine olarak x € Ker®R(M,) icin AA%Tx = AA®AATx = 0 olup
buradan A%AA%AATx = A%AATx = A%Tx =0 oldugu goriiliir, yani Ker(M,) c
Ker(A%T) elde edilir. Boylece Ker(M,) = Ker(A%") oldugu goriiliir. Ayrica

r (NUA‘”) = dim (SR (NUA‘”))
= dim (NUSR(A‘”))
= dim(NUR(M))

= dim(R(NUM))

=r(NUM)

ve
r(4*'VN.) = n - dim (Ker (Ad'TVN*))
=n — dim(Ker(M.VN,))
— r(M.VN,)

esitlikleri yazilabilir. Bu durumda lemma 3.3 den (3.34) esitliginin saglandigi gorullr

ve boylece de ispat tamamlanmis olur.

Simdi bazi sartlar altinda (3.34) esitsizliginin sag tarafindaki ikinci ve tligiincii

terimin toplami i¢in bir tist siir verilebilir.

Teorem 3.13 A € C}} matrisi (3.2) formunda verilmis olsun. Uy, V; € C. olmak Uizere

— U1 UZ * _ Vl VZ) *
U—S(U3 U4>S veV—S(V3 v, S

olsun. Bu takdirde eger

RWU,) c R(CEK)PY) ve Ker((EK)P~Y) € Ker(Vy)
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icermeleri saglanirsa, p = ind(A) ve G = APA" olmak lizere
r(M,VN,) + r(NUM) < r(UG — GV) (3.35)

esitsizligi saglanir (Zhong ve Yang, 2022).

XK XL

0 O)S formunda

Ispat. Tlk 6nce G matrisinin yapisini belirleyelim. Eger A = S (

*y—1
ise bu takdirde AT =S (12*22—1 8) S* olacagindan
C=APAT = 5((21()? (ZK)p_12L> ¢g (K*):‘l 0) g
0 0 L't oo

_ ((EK)”K*Z‘l + (CK)PISLL T ! 0) o
0 0

_ ((ZK)P-lz(KK* +LLHE? 0) g
0 0

— 5((21(31"‘1 8) ¢

oldugu goriiliir. Simdi de M, VN, ve NUM nin gosterimlerini verelim. Bu durumda
P = (ZK)(ZK)P alinirsa

M,VN, = A%tV (I — AA%T)
=5y o)l (5" DS

=s(° Vl(f) PP 52)5* (3.36)

elde edilir. Burada ind(A4) = p oldugundan ind(ZK) = p — 1 olacaktir. Ote yandan, eger
Ker((ZK)P™1) c Ker(V,) ise bu takdirde

Ker(P) = Ker((ZK)?) = Ker((ZK)P™1) c Ker(V;)
olup lemma 3.3 e gére V; (I — P) = 0 elde edilir. Bu durumda (3.36) dan
r(M,VN,) = r(PV;) = n — dim(Ker(PV,))
=n — dim(Ker(ZK)P~1V,)
=r(EK)P"1v,) (3.37)

elde edilir. Diger taraftan Q = (ZK)P(ZL) olmak Uzere
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NUM = (1 - A‘“A) UA% A

-S(5T 6 DG 9s
=5((’—P)({]13’; QUsP (I—P)%B% Ws) s- (3.38)

elde edilir. Buradan
revum) =r (S (! Q)S NUM)

(5o
r(5<(1—P)U1P QUsP (1= P - QUs0) )
(s

U3Q
(DG D)
Sr( ((’ Ug’?ul 8)5) (3.39)

oldugu goriiliir. Ote yandan R((EK)P1) = R((ZK)?) = R(P) oldugunu belirtelim. Bu
durumda eger R(U;) € R((ZK)P~1) ise PU; = U; olacaktir. Bdylece (3.39) dan

r(NUM) < r(UsP) = r(Us(EK)?) = r(Us(EK)P™Y) (3.40)
elde edilir. Buradan F = UG — GV alinirsa
S*FS = S*USS*GS — S*GSS*VS

o A [ R G [y

_ (Ul(zx)p-l — EKPY, —(ZK)P-lvz)
Us(SK)P~? 0

yazilabilir. (3.37) ve (3.40) dan

(Ul(ZK P — (EK)PY, —(ZK)p‘le)
Us(EK)P~1 0

> r((CKPW,) + r(Us(ZK)PY)
>r(M,VN,)+r(NUM)
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.12 ve Teorem 3.13 birlestirilerek asagidaki sonuglar verilebilir.
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Sonug 3.5 A € C} matrisi (3.2) formunda verilmis olsun. Uy, V; € CF. olmak (izere

— Ul UZ * _ Vl VZ) *
U—S(U3 U4,>S ve V_S(V3 v, S

olsun. Eger R(U;) c R(EK)P™1) ve Ker((ZK)P™1) c Ker(V;) ise, bu takdirde p =
ind(A) ve G = AP A" olmak Uizere

r(A%TV — UAYT) < r(AU —VA) + r(UG — GV)
esitsizligi saglanir Zhong ve Yang, 2022).

Sonug 3.6 A € C* matrisi (3.2) formunda verilsin ve ind(A) = 1 olsun. Bu takdirde A® 4

nin ¢ekirdek inversi olmak tizere
r(A®V — UA®) < r(AU —VA) + r(UG — GV)

esitsizligi saglanir, burada G = AAT dir (Zhong ve Yang, 2022).

3.4 Ust Uggensel Matrislerin DMP Inversinin Karakterizasyonlari

Bu kisimdaki amacimiz T;, i = 1,2,3, uygun boyuttan matrisler olmak Gzere

(3%

tipindeki birlist Ucgensel matrisin DMP inversinin gesitli karakterizasyonlarini ve

ozelliklerini incelemektir. Bunun i¢in 6ncelikle bazi lemmalar verecegiz.

Lemma 3.4 uygun boyuttan matrisler olmak iizere eger T; matrisi tersinir ise bu

Tl TZ

takdirde T = (O r

> nin Moore-Penrose inversinin mevcut olmasi i¢in gerek ve

-1
yeter sart R(T,) nin kapali olmasidir. Bu durumda A = (TlTl* + T,(I — T3TT3)T2* )

olmak (izere
o ( Ty A —T{ AT, Ty ) (3.42)
(I -TTHT; 1 — (=T T)TAT,T
0
. t_ (1
dir. Ayrica TT (O T3T3T) olup
7 = ( T; AT, ~T;AT,(I — TS T3) ) (3.43)
(U —TITITSAT,  TH Ty + (1 = T T)T3A Tyl — THTS)

olacaktir (Cvetkovic, 2008).
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Eger int(T) = k olmak lizere T matrisi T¢ Drazin inversine sahipse TT* =
Tk*+2Td = TRT2T2 oldugundan R(T*) uzayr T matrisinin bir invariant altuzay: olup
T matrisi T; tersinir ve TX = 0 olmak iizere H = R(T*) @ (R(T*))* uzay ayrisimina

gore

T = (7(;1 77:23) (3.44)

formunda yazilabilir.

Lemma3.5Eger T = (7& 77:2) matrisi Drazin tersinir ve int(T) = k ise, bu takdirde
3

T _ (Tg S Yo Tf"‘; TzTg’“l‘i) (3.45)

olacaktir (Du ve deng, 2005).
. . -1
Xo = YA TR AT, TR ve A= (TyTy + To(I — TS T)T,) (3.46)
olarak tanimlansin.

Lemma 3.6 T, matrisi tersinir, X, matrisi (3.46) daki sekilde taniml1 ve TX = 0 olsun.

Bu takdirde asagidaki durumlar saglanir (Yu ve Deng, 2016):
@) T1Xo — XoT, = T{ 'T; (3.47)
b)Xg=0=T,=0
©) XoTsTy = 0 & XT3 = 0 & T,T; = 0 & X, = T 2T,
Ispat. (a) sikki X, 1n tanimindan (b) sikki (3.47) esitliginden elde edilir. (c) igin eger
XoT5TS = 0ise XoTs = XoT5T{ T3 = 0 olacaktir. Eger X,T5 = 0 ise (3.46) ya gore
Ty2T, Ty + TU3T,T2 + oo + T EHIT,TE 2 + TORT, TR 1 =0 (3.48)

olacaktir. Eger bu ifade sagdan TX~2 ile carpilirsa Ty 2T,TX~1 = 0 oldugu goriiliir.
Buradan da T,TX¥"1 =0 elde edilir. Aym sekilde (3.48) ifadesi sagdan TX~3 ile
carpilirsa T,T¥ 2 =0 elde edilir. Bu sekilde devam edilerek T,T; = 0 oldugu
goriiliir. Tersine olarak eger T,T; = 0 ise X, m tanimindan X, = T; 2T, olacaktir. Ote

yandan X, = T; 2T, ise

Xo =Ty °T, = T3 TpTs + T T, TE 4 -+ T T, TS 2 + T, T = 0
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olacaktir. Yine buradan da T,T; = 0 elde edilir. Eger T,T3 =0 ise X T3 =0

olacaktir. Eger XoT3 = 0 ise XT3 T; = 0 oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.14 Eger T matrisi i¢in int(T) = k ise, bu takdirde T matrisinin DMP
inversi tektir ve T¢t = TATTT seklindedir (Yu ve Deng, 2016).

Ispat. Oncelikle belirtelim ki int(T) = k(< 1 olmasi gerekmez) oldugundan T
matrisi matrisi hem Moore-Penrose hem de drazin tersinir olacaktir. X = T¢TT?

olsun. Bu takdirde
XTX = TeTTITTeTTY = TeTTT = X

olup XT = TATTIT =TT ve T*¥X = T*TATTT = T*TT esitlikleri saglanir. Bu
nedenle X = T4TTT DMP invers sartlarim saglar. Eger X; ve X, DMP sartlarini

saglayan iki matris ise bu durumda
X, =X,TX, = TT%X,
= (TTH*X, = (TH*T*X,
= (TH*TFTT = (TA)*TkY,
=T4TX, = X,TX, = X,
yazilabilir ve bdylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 3.14 den gortlmektedir ki T nin hem Moore-Penrose hem de Drazin

tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart DMP tersinir olmasidir.

Teorem 3.15 Eger T matrisi igin int(T) = k ise, bu takdirde T matrisinin DMP

inversi X, (3.46) tanimlandig1 gibi olmak tizere

-1 T
Tt = <TB XOY(")sTs) (3.49)

seklindedir (Yu ve Deng, 2016).

Ispat. Lemma 3.4, lemma 3.5 ve Teorem 3.14 den

Td,'l' — TdTT'[' — (Tl_l XO) I XO — (Tl_l X0T3T3+>
o 0/\0 T 0 0

oldugu kolaylikla goriiliir.
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Bu durumda kolayca gosterilebilir ki

ToIT = ((I) Tlé(") ve TT = ((I) T1X00T3T3T)

matrislerinin her ikisi de idempotent olacaktir.

T matrisiyle bir diger invers daha vardir ki bu da T4 = TTTT< olup T nin
(3.44) deki uzay ayrisimi cinsinden TT¢ nin kanonik formu X, ve A (3.46)

tanimlandig1 gibi olmak iizere

(3.50)

i — iy < Ty A Ty AT, X, )

(I =T{TT;8 TS = (U = T{T)T;ATi X
ile verilebilir.
Not 3.2 (1) Eger (I—T3+T3)T2* =0 ise bu takdirde TT¢ =T olacaktir. Sayet

int(T) <1 ise T3 =0 olacagindan TH*T =T 1@®0 olup A'= (T, T; + T,T;)?

olmak Uzere

;A Tl TOIT TN TyATIT,
T*:( 1 ) >, T#:( 1 1 2),T+'#: , 3.51
T;A 0 0 0 ;A" T,A'TMT, (35D

olacaktir.

(2) Eger T' =T% ise T, =T; = 0 olacagindan T* =TT =TH#T =Tt* =T 10
oldugu gosterilebilir.

(3)Eger TT =T%ise T, = 0 ve T? = I olacagindan int(T) <1, T = T3 olup
T#T = T#TTt = T2TT = (TH)2TT, THIT =T2, TTHT =TT?
ve
Tt = TITT* = TtT2 = TY(T*)2, TTHT =TTT, TTTH# = T2
oldugu gosterilebilir.

(4) Eger T*T =T ise T, = T3 = 0 ve TZ = I olacaktir. Bu durumda eger TT =T
ise (I — T3TT3)T2* =0 ve T;r = T, oldugu gosterilebilir. Ote yandan T5 nilpotent
oldugundan T3Jr = T3 esitligi T3 = 0 oldugunu gosterir. Buradan da T, = 0 ve

T, = I elde edilir. Bu durumda
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T =TeTt=ToT,=0,T,=0ve T, =1

oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.16 Eger T matrisi i¢in int(T) = k ise, bu takdirde T matrisinin DMP
inversi T%T = (T2T1)? seklindedir (Yu ve Deng, 2016).

Ispat. Teorem 3.15 den

-1 T ; .
Tét = (TB XO%T3) , Xo = Bl T T

yazilabilir. Bu durumda Lemma 3.4 e gore

-l-

T, T. )(1 0 ) T, T,T3T.

27t — =711 "2 — 1 3
rr rarh =T (O T3/ \0 T3T3T 0 T32T3'|’

yazilabilir. Bu durumda eger int(T) < 1ise T3 = 0 olup

T, O\¢ (T‘l 0)
2ptyd — (11 — (11 — rdt
=g o) = o)=7

k—
olacagindan iddia saglanir. Eger int(T) = 2 ise T¥ = 0 oldugundan (T32T3Jr) -

T3"T3Jr = 0 olacaktir. Lemma 3.5 e gore

1\ % -
rertye = (T T2lsls =(n
0 r2rf 0 0

yazilabilir, burada
o k—2-i
Y = Yk 2 ik 1,1, (T27))
= T72T,Ts T + Ty 3T, T T 2T
—4 tr3mt o L. -k trk—1p7
FTTAT, TS T TETS + o+ T T, TS T TE AT,
= [T{2Ty + Ty 3T, Ty + T AT, T2 + -+ Ty KT, TE 2T, T
= X, TTy
dir. Béylece T4t = (T2T1)? olup ispat tamamlanur.

Simdi idempotent matrislerle ilgili bazi karakterizasyonlar verilecektir. T

matrisi i¢in int(T) = k oldugunu varsayalim. Bu takdirde
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R(TF) = R(TY) = RTUTTITTY) € R(TATTY) = R(TEH) € R(TY)
ve
N(T*®) = M(T*TY) 2 N (TY) = N (THTHRTR) 2 M (T*)
ifadeleri yazilabilir.

Bir T matrisinin TISZI; ile gosterilen dis inversini XTX = X, R(X) = U ve

N (X) = V sartlarin1 saglayan X matrisi olarak tanimlanirsa bu durumda

t — 72 d — 72 # — (@
T =Tgeyway T° = TER(T"),N(T") ve T" =Ty wer (3.52)
oldugu gosterilebilir. Buradan da T4t = 7% elde edilir. Ote yandan eger

R(T*) N (TATTT)

int(T) <1 ise bu durumda T*t = Tﬂg%%),N(T*) olacaktir. Ayrica T%T = T4TTT ve

TT¢ = TTTT? oldugundan
TTH = T4tT = TT®, THATTTd = T1d ye TETTTAT = TAT (3.53)
esitlikleri yazilabilir. Bu nedenle ThaT TTTe, TTET ve THTT matrisleri idempotent
olacaktir. Simdi
Py =Py =TT, P, = Pyrvy, Ps = Pycry = TiT (3.54)
Q, =TT¢ =TT =TT", Q,=TT% =Q,P;, Q3 =TT =P,Q; (3.55)
matrislerini g6z oniine alalim. Bu takdirde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.17 T matrisi i¢cin int(T) = k oldugunu varsayalm ve Q;,i = 1,2,3
matrisleri (3.55) deki gibi tanimlanmis olsunlar. Bu takdirde asagidaki durumlar
gerceklenir (Yu ve Deng, 2016):

(@) Q; =0, © N(T) € N(TK) & T¢ =T%1,
0)Q,=0; © R(TH2R(TK T =THe,
) Q, =03 & R(TH) 2R(TF) ve N(T*) € N(T*) & T4t =T =TT4,
Ispat. (@) Q; = TT% =T*'Tve Q,=TT*' = TTATTT oldugundan
Q;=0, = TTTTT =TT = TT4(I-TTH =0

S NT)=NTTH =RU-TTH) c N(TT) = N (T*)

54



STY(I-TTH =0 T4 =T%t (3.56)
elde edilir.
(b) Q; = THAT = TTTTET oldugundan

Q=Q:; & TITTT =TT I -TTHTT? =0
e RTH) =RTYH =RTTH s NI —-TTT) = R(TTT) = R(T™)

S(U-TIMr{=0T1¢=TH (3.57)

elde edilir.

(c) Bu durumda sadece Q, = Q; ise R(T*) 2 R(T¥)ve N(T*) € N(T*)
oldugunu gostermek yeterlidir. Tersi durumlar (a) ve (b) den goriilmektedir. Eger
Q, = Q5 ise TTATTT = TTTTAT olacaktir. Bu esitlik 6nce soldan T ie ¢arpilirsa
T2TATTT = T2T? dolayistyla T2T4(I — TTT) = 0 olur ki bu da

N(T*)=N({TTH) =RU-TTT) € N(T?>T) = N(T?) = N (Tk) (3.58)

oldugunu gosterir. Aym esitlik sagdan T ie carpilirsa TTTTT?2 = T4T? ve buradan
da dolayistyla (I — TTT)T2T¢ = 0 elde edilir ki bu da

R(TK) = R(T?*TH s NI -TTT) = R(T) (3.59)
oldugunu gosterir ve bdylece de ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.18 T matrisi i¢in int(T) = k oldugunu varsayalim ve P; ve Q; ,i = 1,2,3
matrisleri sirasiyla (3.52) ve (3.53) deki gibi tanimlanmis olsunlar. Bu takdirde
asagidaki durumlar ger¢eklenir (Yu ve Deng, 2016):

@) Q, =P, Qs =P, = [T,P,] =TP,—P,T =0T, =0.

(b)P,=Q, = P, TI—-P,) =0 T,T; =0.

C)Pp=P,=oP=0QQ,<ind(T)<1<T;=0.

P=Pso =P P=0P=0PR=0©P=0;
S P3=0; ind(T)<1veR(T)=RT") =T, =T, =0.

Ispat. Sadece (a) ve (b) siklarmin ispat1 verilecektir. Digerleri de benzer sekilde

ispatlanabilir.

(@) (3.43)-(3.46) ifadelerinden

55



ve

Qs = T{ATy T ATZX,
PTN\U - TTHT;AT, (1 - T/ T) TS ATEX,

oldugu gosterilebilir. Bu durumda
Q1=P2 @X():O@Tzzoc)QS:Pzﬁ[T,Pz] :=TP2_P2T=0
elde edilir.

(b) Benzer sekilde (3.43)-(3.46) ifadelerinden

Qz = (1 T1X0T3T3Jr>
0 0

oldugu gosterilebilir. Bu durumda
Q, = P, © X T5T) = 0 & T,T5 = 0 & P,T(I — P,)T =0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.19 T matrisi icin int(T) = k oldugunu varsayalim ve P; ve Q; ,i = 1,2,3
matrisleri sirastyla (3.52) ve (3.53) deki gibi tanimlanmis olsunlar. Bu takdirde

asagidaki durumlar ger¢eklenir (Yu ve Deng, 2016):
(@) ,TY =T4P; =T,
(b) PQ1 = Q1 = Q1P; Ve P1P, = P, = P,P,.
(c) T4t =Tep, = Q,T%P, ve TT4 = P,T4 = P,T%Q,.
(d) Q1TP; = P,TQy = Q1TQ, =TQy = T?T¢ = (Td)d-
(e) TA(TN2 =TT = Q, ve (T*1)?*T? =TT =TT = Q.

Ispat. Sadece (a) ve (e) siklarinin ispat1 verilecektir. Diger siklarim ispatlar (3.52) ve

(3.53) deki tanimlardan kolayca gdsterilebilir.
(@) R(T) 2 R(TK) = R(TH ve N(TH) € N(T*) = M(T?) oldugundan
PT? =TTITY =T* =TTIT = TP,

oldugu gortiliir.
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(e) Bu durumda
T2(T*N?2 = r?217erTtTTeTt = T?2TeTTeTY = T2TeTT = TT41 = Q,
ve
(T4N?T? = TATTITATTIT? = T4T = TATTIT = T4'T = @,
oldugu goriiliir ve boylece de ispat tamamlanmis olur.

(TH% = T2T% ve (TT)T = T oldugu bilinmektedir. Benzer sekilde (T*1)%T,
(TH%T ve (T igin ifadeler asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 3.20 T matrisi i¢in int(T) = k oldugunu varsayalim ve P, matrisi (3.52)

deki sekilde tanimlanmis olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar gerceklenir (Yu ve
Deng, 2016):

(8) (TNt = (T4t = TP,
(b) ((Td)d,'l‘)ZTd,'l' — TZTd,'I':(Td,'I')d.

Ispat. (a) Bu durumda Lemma 3.5 ve Teorem 3.15 den

_ d
(Td'-l-)d — (Tl 1 X0T3T3-|-> — <T1 T12XOT3T3-I->
0 0 0 0

elde edilir. Benzer sekilde Lemma 3.4 ve Teorem 3.15 den
A= (TN + XoToTd (X TsTH?)

olmak tizere

(et = (T;l XngT;)T _( T o
0 0 (XoT5TH*A” 0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

_ at
(TeH)et = (Tl ' X0T3T3T)
0 0

d
:(Tl‘l X0T3T3T) (T;l X0T3T3*> (T;l XOT3T3*>+

0 0 0 0 0 0
_ (T1 T12X0T3T3T) (T;l X0T3T3*> A"
0 0 0 0 /\(XTsTH " 0
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_ (1 T1XOT3T3T) Tl_lAI/ 0
0 0 (XoTsT)*A” 0

(T, O
B ( 0 0)
elde edilir. Benzer sekilde

T, O
Tt = (Lt )= @Dt =Tp,

oldugu gosterilebilir ve boylece (a) sikkinin ispati tamamlanir.

(b) (a) sikkinin ispatindan

2 0\ (T X, T.Tt
Tdydty2rdt — (T1 )( 1 ol3 3)
(TH*T) o o/\% o

_ (T1 T2X,Ts T;)
0 0
= (T%1)4

ve

2 -
TZTd,'l' — (Tl TZ) (Tl 1 X0T3T3-|—>
0 T 0 0

= (Tl T12Xo T; T3Jr)
0 0

= (T4

oldugu goriiliir ve boylece de ispat tamamlanmis olur.

3.5 DMP invers ve Bazi Kismi Siralamalar Arasindaki iliskiler

Bu kisimda DMP iliskisinin yildiz siralama eksi kismi siralama gibi gesitli
ozellikleri ve bazi1 ortak karakterizasyonlar1 incelenecektir. Bununla ilgili olarak bu
bagitilar i¢in denklik sartlarinin belirlenmesi problemiyle ilgili olarak bazi ifadeler
elde edilecek ve bu siralamalar arasindaki iliskiler aragtirilacaktir. Bununla ilgili olarak

oncelikle asagidaki lemma verilebilir.
Lemma 3.7 A ve B matrisleri icin int(A) = r ve int(B) = s oldugunu varsayalim.

a
A C) matrisi Drazin tersinir olup M4 = (A X

Bu takdirde M = (O B 0 B

) dir, burada X
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X = (AN [E526(AD)"CB™]U — BBY)
+(I — AAD XS A"C (B (BH)? — AYCAB? (3.60)
seklindedir (Deng ve Yu, 2015).
Tamm 3.2 T ve B uygun mertebeden matrisler olsun. Bu takdirde

(i) Eger T*'T =T%'B ve TT®' =BT%T ise T ve B arasnda DMP siralama

dt
iligkisi vardir denir ve T < B ile gosterilir.

(i) Eger T*T =T*B ve TT* =BT"ise T ve B arasinda yildiz kismi siralama
iliskisi vardir denir ve T < B ile gosterilir.

(i) Eger TTT=T"B ve TT- =BT~ ise T ve B arasinda eksi kismi siralama

iligkisi vardir denir ve T <B ile gosterilir. Burada T~ bir genellestirilmi i¢
inverstir.
(iv) Eger (iii) de T grup tersinir ise T~ = T* olur. Bu durumdaki siralamaya Sharp
#
siralamast denir ve T < B ile gosterilir (Yu ve Deng, 2016).

Simdi asagidaki terorem verilebilir.

Teorem 3.21 int(T) < k olmak lizere T matrisi T; tersinir ve T¥ = 0 olmak iizere

H =R(T*) @ (R(T*))* uzay ayrisimina gore

(%)

formunda verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir(Yu ve Deng, 2016):

d
(a) T < B olacak sekilde bir B matrisi mevcuttur.

(b) X, = Yk dTi*"tT,TX"1t ve B, keyfi olmak lizere

2y _ T
B - <7(")1 TZX, TEX0T3T3 B4> (3.62)
4

dir.

() B=T+ {~-TT*)YU — T*'T) olacak sekilde bir Y matrisi mevcuttur.
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B, B,
1 ) olsun. Eger

Ispat. (a) =(b). T matrisi (3.61) deki gibi verilmis olsun. B = ( B. B
3 Da

d
T < B ise bu durumda yukarida verilenler dikkate alinirsa

_1 t
BTd’-I- _ <BIT1_1 31X0T3T31-> — (1 T1X0T3T31-) — TTd,'I'
BsT{' ByX,TsT, 0 0

oldugu goriilebilir. Bu esitlikten B; = T; ve B, = 0 elde edilir. Benzer sekilde

ritp = (T BT XoTsTfB; Ti'B, + X°T3T3TB“) =(p o)=Y
0 0 0 o0

esitliginden B, = TZ£X, — T1X0T3T B, elde edilir. Buradan da

g (T TiXo—TiXoTsT By
0 B,

oldugu goruldr.

1 v,

(b) =(c). Y = (Y3 B,—Ts + Y3T1X0) olsun. Bu durumda

0 -—-T,X,T 1*) 0 -TiX
—TT%t —_Tdt) = 1401313 140
{ va ) (0 I Y<0 I )

_ (0 —TyX,TsTy (By — Ts)
O B4, - T3

oldugu goriiliir. Bu nedenle

g (Tt TiXo- TiXoTsTy By _ (Ty  To + ToXoTs — Ty XoTsTS B,
O B4 0 B4-

<T1 T, — Ty XoTsTs (B — T3)>
B,

= (Tl TZ) —T1XoT5T3 (B4 — T3)
0 T3 B4_ - T3
=T+ {-TT*HYU -T*T)
oldugu goriiliir.

(c) =(). T*'TT*t = TeTTiTTet = TeTT4t = TATTATTAT = TeTT4t =TT

oldugundan
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T —TT4Y) = (1 - T T)TT =0
olacaktir. Bu nedenle eger B =T + (I — TT4Y)Y(I — T®1T) ise bu takdirde
BT%t = [T + (I -TT*NY(UI - T**T)|T¢t = TT%t
ve
TYB =TT+ U -TT*N)Y(U - TTT)] =TT
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.21 den eger (b) sikkinda B, = 0 veya (c) sikkinda Y = —T ise bu

at ,
takdirde T < TT®T oldugu gériiliir. Ote yandan eger T ve B ayn1 mertebeden DMP

tersinir matrisler ise bu takdirde B matrisi (3.62) formunda yazilabilir ve Bf’Jr

mevcuttur. ind (B,) = s oldugunu varsayalim.
Zy=TEXg — Ty XoTsTy By Ve Yy = Y522 Ti72Z, BL(I — B,B{) — T *Z,BS (3.63)

matrislerini tanimlayalim. (3.57) ve lemma 3.7 den

1y -1 Y,B,B}
B% = (Tl BZ) ve B%T = BiBRT = <T1 ° ;ﬁ) (3.64)
0 4 0 B4'

ve dolayisiyla

——— <1 T,Y,B,Bl + TZB;”> ve BT — (1 T, + YOB4B4TT2>
0 T,BX" 0 BHT,
d, T ] .
oldugu goriiliir. Eger T < B ise bu takdirde
BT%'B = BTU'T = TT*'T = TTATTIT = TTeT
ve
T4tRTET = TAITTAT = Tt
elde edilir, yani B matrisi T%" matrisinin bir genellestirilmis i¢ inversidir.

Sonug 3.7 int(T) < k olmak lzere T, B matrisleri verilmis olsun. P matrisi R(P) =
R(TT) olacak sekilde bir orthogonal izdiisim ve Q ise N(Q) = M (T*1) ve
(I — Q)P = (I — P)Q = 0 olacak sekilde bir idempotent matris olsun. Bu takdirde
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dt
(a) Her Bigin PT < PT + (I — P)B(I — P) dir.
(b) BT4t = TT%t < BP = TP dir.
(c) T*'B = T4'T < QB = QT dir (Yu ve Deng, 2016).

Ispat. (a) Eger int(T) < k ve P de R(P) = R(T*") olacak sekilde bir orthogonal

I T

0 0 ) matrisinin indeksi

izdlistim ise T matrisi (3.61) formunda yazilabilir ve PT = (

dt
en fazla 1 olmak lizere P = I@®0 yazilabilir. eger PT < B olacak sekilde bir B matrisi

mevcut ise (3.62) esitligine gore B matrisi

B=(7£)1 gi)=PT+(I—P)B(I—P)

d,t
formunda yazilabilir. Bu nedenle her B icin PT < PT + (I — P)B(I — P) oldugu

goraldr.

(b) Burada R(T*) = R(TL) = R(TT*T) = R(TYTT) = R(TT?) = R(TAT) =
R(TY) oldugu dikkate alinirsa

(B-T)T%" =0 (B-TRT*H) =0
S B-TRP)=0=(B-T)P=0
oldugu goriiliir.
() Q =TT%" olsun. Bu durumda Q = ((I) T1X00T3T3T) matrisi idempotent olup
(I-Q)P=(U-P)Q =0ve N(Q) = N(T" olacaktir. Eger T%T(B —T) = 0 ise

Q(B—T)=TT*"(B—T) =0 elde edilir. Baska bir deyisle eger T matrisi (3.61)
gosterimine sahipse P = I@®0 olacaktir. Ote yandan (/| — Q)P =(I—-P)Q =0

oldugundan Q matrisi Q = ((I) Qol) formunda yazilabilir. Ayrica N (Q) = N (T%1)
oldugundan T%t(I — Q) = 0 olur ki buradan Q; = T, X,T5T, ve Q = TT%* oldugu

elde edilir. Dolayisiyla
QB-T)=0 =TT*(B-T)=0
= T4TTYT(B-T) =0

=T*B-T)=0
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oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.22 int(T) < k olmak Uizere T matrisi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir (Yu ve Deng, 2016):

(@) T < B olacak sekilde bir B matrisi mevcuttur.

T, 0 (T, ©
0 7= 0)ven= (0 B4> , (3.65)
© B =T+ (I - Pye)YU — Pyg) (3.66)

olacak sekilde bir Y matrisi mevcuttur.

Ispat. T matrisi verilmis olsun. Bu takdirde T = T; @ 0 yazilabilir. B matrisi

_ (B, B,
B= (33 34)

formunda verilmis olsun.

@=) g 758 ise 7= (1T O) = (TiBy TiB:

=T*B ve TT" =
0 0 0 0 )

(TlTl* 0)=(31T1* 0

0 0 B,T; 0) = BT* vyazlabilir. Buradan B; =T;, B, =B; =0 ve

dolayisiyla B = T; @ B, oldugu goriiliir.
b (v, . pp— “ tizering
(b)=(c).Y = <Y3 34) matrisi verilmis olsun. Pgy matrisi R(T) @ N (T™) Uzerinde

izdiisiim oldugundan Pgy = gy D 0 Ve Pggpsy matrisi R(T*) @ N (T) lzerinde

izdiigim oldugundan Pgr+y = Ig+ © 0 esitlikleri yazilabilir. Bu durumda
B=T, ®B,
(¢ 0+G DG D
=T+ (I = Pg)YU — Pggs)
elde edilir.
(©)=(a). (I - PW)T* =0 ve T*(I - PWT)) = 0 oldugunu belirtelim. Buradan

(B—T)T*=0 ve T*(B—T) = 0 oldugu goriiliir ve boylece T < B elde edilir. Bu

ise teoremin ispatini tamamlar.
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Teorem 3.23 int(T) < k olmak Uizere T matrisi verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir (Yu ve Deng, 2016):

@T < B olacak sekilde bir B matrisi mevcuttur.

b) T = (7& 8) ve B = (7& 1%) | (3.67)
© B=T+U—-TTO)Y( -T;T) (3.68)

olacak sekilde bir Y matrisi mevcuttur, burada T, matrisi T matrisinin
(I-TT)Y(U =Ty T)Ty =0 ve Ty (U—-TTy)YU—-TyT)=0
esitliklerini saglayan bir genellestirilmis i¢ inversidir.
Ispat. (@)= (b).Eger T < B ise T, matrisi T nin bir genellestirilmis i¢ inversi olmak
Uzere Ty T =Ty BveTT, = BTy esitlikleri saglanir. TTg' T = T oldugundan TT, ve
T, T matrisleri idempotenttir. Bu nedenle TT, matrisi R(TT, ) @ N (TT, ) Uzerinde

izdiisiim oldugundan TTy, = 1@ 0 ve Ty T matrisi R(T, T ) @ N (T, T ) izdisim
oldugundan T; T = I @ 0 yazilabilir. 6te yandan

TT0‘T=((I) g)T=T((I) 8)=T

oldugundan T =T; @ 0 olacaktir. Bu durumda TT, =10 ve T, T=1D 0
oldugundan T; matrisi tersinir olacaktir. Boylece X,, X5 ve X, Un uygun segimleri igin

T1_1 X,

Ty 1¢ Inverst Ty = (X3 X,

) olarak yazilabilir. Ustelik TT; =1 @ 0 ve T, T =

I @ 0 esitlikleri X, = X3 = 0 oldugunu gosterir. Boylece keyfi bir X, igin Ty =
T; 1 @ X, yazilabilir. Ote yandan

TToB=TTyT =BTTy, =T
oldugundan
I 0, (T Oy\_, /I O
(0 o)B_(o 0)_3(0 o)
yazilabilir. Bu ise B nin B = T; @ B, formunda yazilabilecegini gosterir. Ayrica
TyB=T,TveTT, = BT,
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(b)=(c).Y = (51 gz) matrisi verilmis olsun. Bu durumda (b) den
3 4

B=T,®B,=T+U—-TT{)YU -T;T)

yazilabilir, burada Ty (I =TTy )Y(I — T, T) =0 X,Y, =0 ve (I -TTy;)YU —

(c)=(a). B matrisi (3.68) formunda ise T, i¢ inversi icin (B—T)T, =0 ve
To(B—T)=0yani T <B oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.24 T, B matrisleri verilmis olsun. c,(c; + ¢;) # 0 olmak Uzere ¢;, ¢, € C

olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar saglanir (Yu ve Deng, 2016):
dt

(@) Egerint(T) =kveT < Bisebudurumdac,;T* + c,B* nim tersinir olmas1 i¢in
gerek ve yeter sart B nin tersinir olmasidir. Bu durumda

(@7 + BK = (6 + €) T + ()1 (BF = T
—(c2)7M ey + )T (¢ T* + ¢, BF)(BF — TH)T
dir.

(b) Eger T < B ise bu durumda c¢;T + c,B nin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart B nin tersinir olmasidir. Bu durumda

(c;T + c,B) 1= (c; + ) ' TH + () XU = TTT)B~X(I - TT)
dir.

(c) Eger T < B ise bu durumda ¢1T + ¢, B nin tersinir olmasi igin gerek ve yeter
sart B nin tersinir olmasidir. Bu durumda Ty B = T, T ve TT, = BT, olacaak
sekildeki bir Ty i¢ inversi igin

(T +c;B) ™ =(c1+¢)7 Ty + () ' U =Ta T)B' U~ T, T)
dir.
. af
Ispat. (a) (3.61) ve (3.62) esitliklerinden eger int(T) = k ve T < B ise bu durumda

B, = T?X, — T1X0T3T3TB4 , T¥ =0 ve T, matrisi tersinir olmak izere

o 1) (¢ &)
T=\(1 B=|(1
(O T3 ve 0 B,
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yazilabilir. Bradan

re= (T SSHOTLT) o g (T BT T B
0 0 0 B¥

olur ve dolayisiyla

¢, T + ¢, B¥ = ((cl + CZ)le €1 Z;{;ol le_l_i T2T3i tc Zi:ol T1k_1_i BzBi>

0 c,B¥

azilablir. Bu durumda c¢; T* + ¢, B* nin tersinir olmast icin gerek ve yeter sart B, (in
Yy c¢m g yeter § 4

tersinir olmasi dolayisiyla B nin tersinir olmasidir. Bunun sonucu olarak

TRt = Py(riy =10
Ve

(B¥ —THT(Bk —TF) = Pm((Bk_Tk)*) = PN((TR)*) =01
oldugu dikkate almirsa Lemma 3.7 ye gore X© = XtXX? olmak (izere

(T2 = (TR =TT* © 0,
(B¥ —T*)® = (B* - T*)T(B* - T*)(B* —=T*)? = 0 @ B, * (3.69)
oldugu goriiliir. Boylece
§ = =(c) ™ (er + )T ey TS T LTS + ¢ BiSg TE T BBy By

olmak tizere

k k-1 — ((c1 +Cz)_1T1_k S )
(e eyt = (TR

= (c1 + )T +(c) T (B = T
=)™ (er + )T (ea T + ¢, B¥) (BX — T)O

elde edilir.

(b) Eger int(T) = kve T < B ise (3.65) den ¢, T + ¢, B nin tersinir olmasi i¢in gerek

ve yeter sart B nin tersinir olmasidir. (3.66) ya gore
(I-TTHB =B -T'T)

olup
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(1T + c2B)[(c1 + c) ' TT 4+ (c)* U - T'T)B*(1 — TTT)]
=c,(c; + ) ' TTY + ¢c,(c; + ¢,) BTt + B —TTT)B~*(I - TT")
=c;(c; + ) ' TTY + ¢c,(c; + ) ' TTY + (I = TTT)BB~ (I - TTY)
=1
elde edilir. Benzer sekilde
[(c; + ) ' TT + () YU = TTT)B (I —= TTH](c;T + c,B) =1
oldugu da gosterilebilir.
(c) Eger int(T) =k ve T < B ise (3.67) den ¢, T + c,B nin tersinir olmast i¢in
gerek ve yeter sart B nin tersinir olmasidir. Bu durumda
TyB=T,TveTT, =BT,
oldugundan
(e1T + c;B)[(c1 + ) ' Ty + (c) ™I = Te T)B™*(I — TTy)]
=c1(cy + ) I TTy + cy(cy + ¢;) BTy + B(I — Ty T)B~*(I — TTy)
=c;(c; + ) Ty + c,(ci + ¢,) Ty + (B—TT; T)B™ (I —TTy)
=c1(cy + ) ITTy + cy(cy + ¢) I TTy + (B—TTy B)B~*(I — TTy)
=1
elde edilir. Benzer sekilde
[(c1 +¢2) ' Ty + (c)™ U = Tg T)B™*(I = TTe)](cT + ¢c;,B) =1
oldugu da gosterilebilir. Bdylece de ispat tamamlanmus olur.
Teorem 3.25 T ve B matrisleri int(T) = k olacak sekilde verilmis olsunlar. Bu
takdirde
T?B@(T—B)szo
olup
TY(I—-TTB)=0

esitligi gergeklenir (Yu ve Deng, 2016).
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. af
Ispat. T < B TT%t = BT4T ve TTT =T41R

& TTATTYY = BTATTAY ve TTE =T TATTRB
& TTAT = BTAT ve T® = TeTTB

& TT® =BT? ve T? = TATB

yazilabilir. Bu durumda TT% = BT% ve T¢ = TeTTB =T dsT B icin
TTY = BT* = TTeTTT = BTTTT
= TT%T = BT
ve
T4 = TeTTB = T4T = T4TT'B
= T4TTTT = TATTTB

= T4T =T41B

at
oldugu goriilir. Bu nedenle T < B olup ispat tamamlanr.

dt
Eger T bir EP matris ise bu takdirde T¢ = TT = T* olacagindan T < B &

#
T < B oldugu aciktir. Bu durumda TB = BT dir. Genel durumda asagidaki sonug

verilebilir.

Teorem 3.26 T, B matrisleri int(T) = k olacak sekilde verilmis olsun. Bu takdirde

at
egerT < B Ise

TB=BT < (T*-T*)B=0ve P rky(TB — BT) = 0

R((
olacaktir (Yu ve Deng, 2016).

Ispat. Bu durumda

a_qanyg - [(Tr+ %o 7Y X, TTH|(T TEXo — T XoT5 Ty B,
(T —T*MB
0o O 0 0 0 B,

_ (0 Xo(I — TsTg*)B4)
0 0

yazilabilir. Benzer sekilde
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o (TE TiXo- TZXoT3Ti B, + T,B,
0 T,B, '

g7 = (T2 TalT2+TEXoT2 — Ty XoTsTS BT,
0 B,T,

ve

(0 0
PSR((TR))L(TB - BT) - (0 T2B4_ _ B4T2)

oldugu gosterilebilir. Bu nedenle TB = BT olmasi i¢in gerek ve yeter sart T,B, =
B,T, ve

TEXo — TEXoT3Ti By + TyBy = TyT, + T2X Ty, — Ty XoT5Ta B, T, (3.70)
olmasidir. Ote yandan

T13X0 - T1T2 + TEXOTZ ve T1X0T3T3TB4_T2 - T1XOT3B4 - (T12X0 - Tz)B4
olacagindan (3.70) ifadesi X0T3T3+B4 = XoB, olarak yazilabilir. Dolayisiyla TB = BT
olmasi igin gerek ve yeter sart (T¢—T%4T)B =0 ve PER((Tk))J_(TB —BT)=0

olmasidir ve boylece ispat tamamlanir.

dt
Teorem 3.27 Grup tersinir matrisler i¢in < ile tanimlanan DMP bagintisi bir kismi

siralama bagmtisidir (Yu ve Deng, 2016).

Ispat. T, B, C matrisleri grup tersinir olsun. Bu takdirde T; = 0 olacaktir. Bu durumda

dt
eger T < Bise
T.
B= (7;)1 Bi)’ G0

ind(B,) < 1 olacak sekilde bir B, matris mevcuttur. Buradan B, = 0 oldugunda

dt dt dt
T < T oldugu agiktir. Simdi T < B ve B < T oldugunu varsayalim. Bu durumda
at

T < B oldugundan

-1 -1 —T7i1,BAt
Tt = (Tl 0), Bdt = B*BTBT = <T1 12t ) (3.72)

d,
0 O 0 BT

at
ve B < T oldugundan
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- +
0 0) T-1 =T 'T,BY (o 0 ) (o 0 )

J— dr-l-: 1 = = —

(B—-T)B (O B, <O Bf,-l- 0 B4Bf’+ 0 B4BI 0

olacagindan B, =0 ve B =T oldugu gorilir. Simdi de T,B,C matrislerinin

dt dt
indekslerinni en fazla 1 oldugu varsayimi altinda T < B ve B < C oldugu verilsin.
d,'l'
Budurumda T < B oldugundan ind(B,) < 1 olmak Uzere B matrisi T, = (T;,T{') ,
B, = (B4 B, ) ve B, matrisi tersinir olmak lizere
0 0
T, T{ T{
T 111
B = (Tl 2) =0 B’ B”
0 B4 4 P4
0 0 0
at

olarak yazilabilir. Benzer diisiinceyle B <cC oldugundan

n T T
C=|0 B, BY
0 0 C,

olacak sekilde ind(C,) < 1 olan bir C, matrisi mevcuttur. Bu takdirde
710 0y/0 0 O
T (C-T)=| 0 0 0]|0B; B/ |=0
0 0 0/\0 0 C,

ve

00 O\/17'0 0
(Cc-TT% =(0B;BJ|]|l 0 0 0]=0

0 0 C4 0 00

at
olup T < C oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

at
Teorem 3.28 T ve B matrisleriigin ind(T) < 1, B DMP tersinirve T < B olsun.bu

takdirde asagidakiler saglanir (Yu ve Deng, 2016):

(@) ind(TB),ind(BT) < 1 olup (TB)%t = B&TT4T dir.

dt
(b) (B—T) < B & (TB)*t = p&fradt
& (BT)4t =141t

o Btrdt — tdipdt
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. dt
Ispat. ind(T) <1veT < BisebudurumdaT; = 0 ve B, DMP tersinir olup

_ d+
— Tl TZ — (Tl TZ) dT — (Tl_l O) at — Tl_l _T1 1TzB4
r=(¢ &) B=(g g)pret=(" o et =(" gt ) @7

yazilabilir. Buradan T; tersinir oldugundan

TB = (Tf T,T, + TZB4)

Cpr=(T TR
0

0 0

matrislerinin indeksi en fazla 1 olacaktir. Dolaysiyla (TB)%T = (BT)®t = T/ 20
ve (B-T)%" = 0@®BX esitlikleri yazilabilir. Bu durumda (B —T)%'T =0,
BATTET = T 20 ve

TdtRpdt — (Tl_l _Tl_szBf’T) , T(B _ T)d,'l‘ — (O Tz&i”)
0 0 0 o

olup (TB)%t = (BT)®" esitligi daima saglanir. Ote yandan
(TB)* = T*1B4t o (BT)*T = T21p4t
= TL,BHT =0
& BTeT = 7Tt
at
< B-T)<B
oldugu goriiliir ve bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.29 T ve B matrisleri ind(T), ind(B) < 1, olacak sekilde verilmis olsun.

bu takdirde asagidakiler saglanir (Yu ve Deng, 2016):

dt
(@) EgerT < Bise BT*'B =T < ind(T) = 1 dir.
di-l-
(b) Eger T < B ve B matrisi DMP tersinir ise B&TTT4T =TT dir.

d,t
(©) ind(T) =1iseT < B TT%' B =BT*'B =T dir.

. at
Ispat. (a) Eger T < B ve BT*'B = T ise bu takdirde
R(T) = R(BTY'B) = R(TTHB) € R(TTHT) = R(T*) € R(T)

elde edilir. Buradan T; = 0 yani ind(T) = 1 elde edilir. Ote yandan eger ind(T) = 1
ise bu takdirde
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Tt = T¥TTt ve BT4TB = TT4tB =TT T = TTH*TTIT =T
oldugu goriiliir.

(b) Yukarida verilenler dikkate alinirsa

_ T _
Bd,-[-TTd,-[- — Tl 1 YOB;B4. (Tl ZO) (Tl 1 XOTZBI> — Td,'l'
0 By a 0 B, 0 0

oldugu gortiliir.

(¢) ind(T) = 1ise T; = 0 olup T*t = T 10 ve TT%T = IO olacaktir. B matrisi

B, B
B = ( 1 2) olarak alinirsa TT*TB =T oldugundan B, = T, ve B, = T, olacaktir.

Bs B,
Ote yandan
T, To\ (T ! 0) (T T)
BI™B (33 34)( 0 0/\Bz B,
(5 )
~ \B3 ByT{'T,
(%)
00
- T1 TZ - e _esqes .
olacagindan B3 = 0 ve dolayisiyla B = 0 B oldugu goriiliir. Bu durumda da ise
4

d!-l-
Teorem 3.21den T < B elde edilir. Gereklilik kismi ise yine Teorem 3.21 den agikga

goriilebilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.30 T matrisi ind(T) <1 olacak sekilde verilmis olsun. Bu takdirde
asagidakiler denktir (Yu ve Deng, 2016):
(@) T*TBT%T = T%1 olacak sekilde bir B matrisi mevcuttur.

T, — Ty XoT5Ty B; B;

b) B matrisi B =
(b) Isi < B, B,

> formundadir.
(© B=T+{—-TT*")Y + Y — TT*) dir.

. .. B, B
Ispat. (a) = (b) T matrisi (3.61) formunda olsunve B = (Bl BZ> olarak alinsin. Eger
3 Dy

Td,'f'BTd,-l-z(Tl_l XOTZB;‘>(31 Bz)(T1_1 XOTZBI>
0 0 B; B, 0 0
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_ (Tle1 + XoTsT{ By T7'B, + X0T3T3*B4) (T{l X,T,B} )
0 0 0 0

_ ((T;lB1 + XoTsTy B3)T{ Y (T{ 1By + XoTsTs B3) X T, B )
0 0

=Tat
ise T, 'B; + XoT5Ty By = I olacaktir. Buradan
B, =T, — T1X,T5TJ B,
elde edilir ve boylece (b) sikki saglanir.

(b) = (0) Yo = 3 (Bs + BsTyXoTs T4 — Ts) olmak izere

vy (O Ba+ T XoTsTa Yy — T,
B Yo

olsun. Bu takdirde

(I _ TTd,'[‘)Y — (O _T1X0T3T31—> O BZ + T1X0T3T3-I—YO _— T2
0 I B, Y,

_ (—TiXoTsTa By —TyXoTsT] Y,
B3 Yo ’

Ty — _ +
V(I — TTa) = ( 1393 B, + T1Xo£3T3 Y T2> (8 T1X;)T3T3 )
0

_ (O B, + T1X0T3T3TY0 - Tz)
0 Yy— B3TiXoTsT]

oldugu goriiliir. Boylece

B = T, - T1X0T3T3TB3 B,
B3 B,

_ (Tl Tz) N ~T,XoT5TiB; —T X, T5TS Y,
0 T3 Bg YO

N <0 B, + T XoT5T Yy — T2>
0 Yy — B3T XoTsTs

=T+ {U-TT*N)Y +Y({ - TT*")
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oldugu gosterilmis olur.
(c) = (a) TT*T ve T*'T matrisleri idempotent oldugundan
R(TLYH) = RTTEH) = R(TTT)
yazilabilir. Buradan
TTATet = TAITTAT =TT
elde edilir. Bu durumda eger
B=T+{-TT*)Y +Y({U -TT*")
ise
TYTBTT = T[T + (I = TT*N)Y + Y(I — TT*T) Tt
= TatTTet
=Tdt

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanur.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda ilk olarak kisa bir Giris verilerek Genel Bilgiler basligi
altinda matrisler ile ilgili baz1 6nemli tanim ve teoremler verilmistir. Kare olmayan ya
da kare oldugu halde bildigimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler igin
gelistirilen ve Ozellikle lineer denklem sistemlerinin ¢oziminin olup-olmadiginin
aragtirtlmasinda ve ¢0zUm mevcut olmasi durumunda belirlenmesinde kullanilan ve
bilinen anlamdaki invers 6zelliklerini de saglayan genellestirilmis adi verilen yeni bir
invers kavram ele alinmistir. Bu amagla dncelikle bir matrisin Moore-Penrose inversi
tanimi verilerek bu inversin ¢esitli 6zellikleri detayli bir sekilde ortaya konulmustur.
Daha sonra keyfi mertebeden bir kare matris igin Grup invers, Cekirdek invers ve
Cekirdek-EP invers tanimlar1 verilerek bu inverslerin bazi temel 6zellikleri ve ¢esitli

gosterimleri ortaya konulmustur.

Tezin temel kisminda ise keyfi mertebeden bir kare matris igcin DMP invers adi
verilen bir genellestirilmis invers tanimi verilerek bu inversin bazi temel 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica DMP invers ayrisimi verilerek bu ayrisim yardimiyla DMP
invers hesaplamada kullanilan bazi yeni yontemler ve bu inversin gesitli gosterimleri
verilmistir. Daha sonra blok par¢alanmis matrislerde DMP invers kavrami ele alinmig
bu invers ile bazi sonuglar verilmistir. Son olarak DMP invers ve bazi kismi

siralamalar arasindaki iligkiler ele alinmastir.

Tezde yapilan galigmalar da dikkate alinarak keyfi mertebeden bir kare matris
cesitli alt kare matrisler seklinde pargalanarak verilen matrisin DMP inversinin bu alt
kare matrislerin DMP inversleri yardimiyla nasil ifade edilebilecegi arastirilabilir.
Ayrica tipki diger genellestirilmis inverslerde oldugu gibi DMP inversleri hesaplamak
icin kullanilmak iizere algoritmalar ve bilgisayar programlar1 gelistirilebilir. Ozellikle
matrislerin inverslerinin kullanildig1 ¢esitli miihendislik uygulamalarinda DMP
inversin kullanilip-kullanilamayacagi ve eger kullanilabiliyorsa diger inverslere gore

daha uygulanabilir olup olmadig1 arastirilabilir.
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