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OZET

STEFFENSEN TIiPLI ESITSIZLIKLER VE UYGULAMALARI
EMRE KARAMAN
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 46 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. ERHAN SET)

Dort ana boliimden olugmakta olan bu tezin birinci boliimiinde Steffensen
esitsizliginin tarihsel siireci ile ilgili bilgiler yer almaktadir. ikinci boliimde ise temel
tanimlara, teoremlere, Steffensen esitsizligi ile birlikte ilgili sonuglara ve bazi
uygulamalara yer verilmistir. Ugiincii boliim olan bulgular kisminda ise sirastyla -
konveks fonksiyon ve P —fonksiyonu i¢in yeni Steffen tipli esitsizlikler sunulmustur.
Son boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler:, s-konveks fonksiyon, n- konveks fonksiyon, P —fonksiyonu,
Steffensen esitsizligi.



ABSTRACT

STEFFENSEN TYPE INEQUALITIES AND APPLICATIONS
EMRE KARAMAN
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 46 PAGES

(SUPERVISOR: PROF. DR. ERHAN SET)

The first part of this thesis, which consists of four main chapters, contains
information about the historical process of Steffensen inequality. In the second
chapter, basic definitions, theorems, results and some applications of Steffensen's
inequality are given. In the third part, the main results section, new Steffensen-type
inequalities for n-convex function and P-function are presented respectively. In the
last section, conclusions and recommendations are given.

Keywords: s-convex function, n- convex function, P —function, Steffensen
inequality.
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1. GIRIS

Esitsizlik teorisi matematigin hemen hemen bitiin dallarinda genig bir uygulama
alanina sahip siirekli gelismekte olan bir teoridir. Esitsizliklerin analizdeki kullanimindan
bagka, yaklagim teorisi, ortalamalar teorisi, niimerik analiz gibi matematigin diger alan-
larinin yani sira mithendislik ve fizik gibi alanlarda da kullanimi mevcuttur. Esitsizliklerin
bu alanlardaki kullanimlar: ile yeni uygulamalar ortaya ¢ikmig olup, giiniimiize kadar

uzanan bir gelisme gostermigtir.

Literatiirde Holder, Minkowski, Young, Cauchy, Bernoulli, Chebyshev, Griiss, Hermite-
Hadamard, Simpson, Ostrowski esitsizlikleri gibi bircok esitsizlik onemli bir yere sahiptir.
Bu esitsizliklerden bir tanesi de 1918 yilinda J.F. Steffensen tarafindan ispatlanan ve

literatiirde Steffensen esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizliktir:

f ve g, (a,b) aralig1 lizerinde tanimh iki integrallenebilir fonksiyon, f azalan ve Vv €

(a,b) igin 0 < ¢(t) < 1 olsun. Bu taktirde

A:AZ@MV

/: f(w)dv < /ab fW)g(v)dv < /:H F(v)dv

b

olmak tlizere

esitsizligi gecerlidir.

Steffensen’in bu tlinlii esitsizligi ile ilgili olarak birgok farkli aragtirmaci tarafindan yeni
caligmalar literatiirde yer almaktadir. 1919 yilinda T. Hayashi, Steffensen esitsizliginde
A pozitif bir sabit olmak {izere g(v) yerine g(v)/A alarak Steffensen esitsizliginin basit
bir genellegtirmesini elde etmistir. Bu esitsizlikte literatiirde Hayashi esitsizligi olarak
bilinmektedir. Daha sonra 1953 yilinda Apery Steffensen esitsizliginin sonsuz araliktaki
bir geniglemesini ispatlamigtir. Bellman ise [5], 1959 yilindaki ¢aligmasinda Steffensen

esitsizliginin yeni bir genellestirmesini agagidaki gibi literatiire kazandirmigtir.

f, [a,b] araliginda negatif olmayan monoton azalan bir fonksiyon ve f € L,a, b] olsun.

b
la,b] araliginda g(v) > 0 ve p > 1, 713 + % = 1 olmak {izere / g(v)idv <1 ise

A:(AZ@MOP



olmak tizere

( / bf<v>g<u>dv)p </ " oy

esitsizligi saglanir.

1979 yilinda Milovanovi¢ ve Pecari¢ [12], n. mertebeden konveks fonksiyonlar igin
Steffensen esitsizligini, 1982 yilinda Pecarié¢ [24], Steffensen egitsizliginin baz yeni genelles-
tirmelerini, 2000 yihnda Mercer [19], Steffensen egitsizliginin yeni genislemelerini, 2001
yilinda Cerone [7], herhangi iki alt araligi iceren sinirlara izin verecek sekilde Steffensen

esitsizliginin genellestirmelerini elde etmislerdir.

Ayrica 2005 ve 2007 yilinda Liu [17, 18] Steffensen egitsizliginin baz genellegtirmelerini
ve geniglemelerini, Wu and Srivastava [31] Steffensen integral esitsizliginin genellegtirmesi
ile ilgili ilging sonuclari, 2010 yilnda Jamei ve arkadaglar [16] 6zel bir fonksiyonun
ozelliklerini kullanarak Steffensen esitsizligini yeni bir genellegtirmesini, 2013 yilinda
Pecarié¢ ve arkadaglar [25] Steffensen egitsizlikleri ile ilgili baz1 genellemeler ve iyilestirmeler
icin daha zayif kogullar1, 2014 yilinda Pecari¢ ve arkadaglar1 [26] Cerone nin herhangi iki alt
araligi igeren sinirlarla ilgili Steffensen esitsizliginin genellestirilmesi ile ilgili galigmasindan
motive olarak Steffensen esitsizliginin yeni genellestirmelerini, Alomari [2], 2015 yilinda
Taylor formiilii yardimiyla Steffensen esitsizligini genellestirmelerini, Pecari¢ ve arkadaslar:
[27-29] konveks fonksiyonlar: igeren Steffensen tipli esitsizlikleri, 2017 yilinda Alomari ve
arkadaglar1 [3] simurli varyasyonlu, Lipschitz, monoton azalmayan, mutlak siirekli
fonksiyonlar yardimiyla yeni Steffensen tipli esitsizlikler, 2022 yilinda Alomari ve Bakula
[4] Steffensen esitsizliginin 6nemli bir genellegtirmesi olan Hayashi esitsizliginin diferen-
siyellenebilen fonksiyonlar icin Ostrowski ve trapezoid tipli esitsizliklere uygulamalarini,
El-Khatib ve arkadaglar1 [11] uyumlu kesirli integraller yardimiyla Cerone ve Belmann
tarafindan elde edilen Steffensen tipli esitsizliklerin genelegtirmelerini, Pecari¢ ve
arkadaglar [30] Taylor formiilii araciligiyla Steffensen esitsizliginin genellegtirmelerini kul-
lanarak (n + 2)-konveks fonksiyonlar i¢in agirhklh Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri

literatiire kazandirmiglardir.

Bu tezde ilk olarak Steffensen tipli esitsizliklerin tarihsel geligim stireci ile ilgili bilgiler
sunulmustur. Daha sonra Steffensen esitsizligi ile birlikte diferensiyellenbilen fonksiyonlar
ve s—konveks fonksiyonlar igin elde edilmig olan Steffensen tipli esitsizlikler verilmigtir.

Son olarak da farkli fonksiyon siniflari ig¢in yeni Steffensen tipli esitsizlikler elde edilmistir.



2. LITERATUR TARAMASI
2.1 Bazi1 Tanim ve Teoremler

Matematigin tarihsel siirecinde birgok fonksiyon sinifi tanimlanmigtir ve bu fonksiyon
siniflarindan biri de konveks fonksiyonlar sinifidir. Bu fonksiyon sinifinda birgok farklh
fonksiyon tanmimlanmig ve bu fonksiyon smifi matematikgilere yeni uygulama alanlari
sunmustur. Uzerinde yapilan cahismalarla bircok yeni sonucun elde edilmesine olanak

saglayan ve bu nedenle matematikcilerin ilgisini ¢eken bu fonksiyon sinifinin tanimi agagi-

daki gibidir.
Tanim 2.1.1 f: 1 C R — R fonksiyonu verilsin. Her 21,25 € I ve v € [0, 1] olmak tizere
flvey+ (1 —v)xg) <vf(xr) + (1 —v)f(xs) (2.1.1)

ise f ye konveks fonksiyon denir. (2.1.1)’de esitsizlik yon degistirirse f ye konkav fonksiyon
denir [21]. Konveks fonksiyonlar icin elde edilen en énemli sonuglardan biri, literatiirde

Hermite-Hadamard egitsizligi olarak bilinen ve agagida verilen egitsizliktir.

Teorem 2.1.1 f: I C R — R bir konveks fonksiyon, x1,25 € I ve 7 < x5 olsun. Bu
taktirde

f<x1 ;—:m) = T2 i 1 /le fl)dy < w (21.2)

esitsizligi gecerlidir [23].

Tanim 2.1.2 f: R, = [0,00) — R bir fonksiyon, 0 < s <1 ve v; +v5 = 1 olmak iizere

her x1, x5 € Ry ve 1,7 > 0 icin

fnzy +72m2) <A f(71) + 75 f(22)

oluyorsa f ye birinci anlamda s-konvex fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin siifi K} ile

gosterilir [22].

Tamim 2.1.3 f : R, — R fonksiyonu verilsin. ~;,72 > 0, 1 + 7 = 1 ve s € (0,1]

kosullar1 altinda Vxq, x5 € Ry igin

fnay + Brg) <A f(x1) + 5 f(2)



oluyorsa f ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarm smifi K2 ile
gosterilir [6]. Bu tanimda [0, 00) araliginda s = 1 almirsa s—konveksligin klasik konvek-

slige indirgendigi goriliir.

Ornek 2.1.1 s € (0,1) ve ,y, z € R olmak iizere f : [0, 00) — R fonksiyonu

ro={ 5

yt®* 4z, t>0

seklinde tanimlansin. O halde
(a)y>0ve0<z<uzise f e K?
(b) y >0 ve z<0ise f¢& K? [15] olur.

Hermite-Hadamard esitsizligi Dragomir ve Fitzpatrick [9] tarafindan ikinci anlamda

s-konveks fonksiyonlar1 kullanarak asagidaki gibi elde edilmigtir.

Teorem 2.1.2 [ :[0,00) — R ikinci anlamda s—konveks fonksiyon, s € (0, 1), z1, 25 €

[0,00 olsun. f € Li[xq,xs] olmak tizere

9s—1f (5'31 +x2) <1 /m f)dy < LE)HT(@2) (2.1.3)

2 Ty — T Sy - s+1

esitsizligi gecerlidir.

Konveks fonksiyonlar simnifinda tanimlanan fonksiyonlardan biri de n—konveks fonksi-
yondur. Gordji ve arkadaglar1 [13]’de siradan konveks fonksiyonlarin genellegtirilmesi
olarak n—konveks fonksiyonlar fikrini ortaya atmig ve fonksiyonlarin n—konveksligi i¢in

agagidaki tanimi vermislerdir.

Tanim 2.1.4 f : [z1,25] — R bir fonksiyon olsun. 7 : f([x1,23]) X f([x1,22]) = R

tanimh bir fonksiyon olmak iizere Vz,y € [z, xs] ve v € [0, 1] igin

flte + (L =1t)y) < fy) +tn(f(x), f(y))

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna n—konveks denir. Bu tammda n(z,y) = = — y

olarak alinirsa, konveks bir fonksiyonun klasik tanimini dogrudan elde edilir.

Hermite-Hadamard esitsizligi Gordji ve arkadaglar1 tarafindan n-konveks fonksiyon

kullanilarak agagidaki gibi elde edilmistir.



Teorem 2.1.3 f : [y, 23] — R, n—konveks fonksiyon ve n ise f([z1,22]) X f([x1,22])

istten sinirh bir fonksiyon olmak tizere

T+ o MU 1 vz
f ( 2 ) - 7 = T2 —T1 /xl f(x)d$ (2.1'4>
< S+ Flea)] + (@), f2) +n(F(wa), S]]

f(x1) + flze) M,
2 7%

IN

esitsizligi gecerlidir. Burada M, n'nin tist smiridir [13].

Literatiirde yer alan diger bir fonksiyon tiirii de asagidaki gibi tanimlanan P—fonksiyon

simifidar:

Tanim 2.1.5 f : I C R — R negatitf olmayan bir fonksiyon, z1,2o € I ve v € [0, 1]

olmak lizere

fvry + (1 —v)xp) < fo1) + f(22)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye P fonksiyonu denir ve P fonksiyonlar sinifi P(7) ile gosterilir

[10].

Hermite-Hadamard esitsizligi Dragomir ve arkadaslar1 tarafindan P-fonksiyonu kul-

lanilarak agagidaki gibi literatiire kazandirilmigtir.

Teorem 2.1.4 [ = [z1,25], f € P(I) integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere

/ ( ”2) <2 F0)dv < 2(f(2) + Fla) (2.1.5)

2 To — X1

esitsizligi gegerlidir [8, 10].



2.2 Bazi Ozel Ortalamalar

v,I' > 0 olmak tizere

r
Ay, ) = i, aritmetik ortalama
2
G(v,I) =~y +T, geometrik ortalama
2
H(v,T) = 1 harmonik ortalama
(;) + (f)
L(y,T) = ——7 logaritmik ortalama (y # I')
= ogaritmik ortalama
’77 lnF _ ln’)/7 g f}/ ?
LI ey 5
I(v,T) = E(W) : ozdeg ortalama (y # I),
[Pt — et . I
L,(v,T) = [m] . genellegtirilmig logaritmik ortalama (v # '), p # —1,0.

seklinde tanimlanir.

2.3 Steffensen Esitsizligi ve ilgili Esitsizlikler

Teorem 2.3.1 f(v) ve g(v), (a,b) aralig: iizerinde tanimh iki integrallenebilir fonksiyon,

f(v) artmayan bir fonksiyon ve (a,b) araliginda 0 < g(v) < 1 olsun. Bu taktirde

A= / b g(v)dv

/:f(u)dz/ < /abf(l/)g(u)dz/ < /amf(u)dy (2.3.1)

b

olmak tizere

esitsizligi gecerlidir.



Ispat. (2.3.1)’deki ikinci esitsizlik

[ - [ s

b

_ / - gW)fW)dv— | f)gw)dv

> flat N / 1—gdv— [ F)glw)dv

a+A

= flat M- / g)d)— [ fw)gw)dv

a+A

b a+A b
_ f(aH)[/ g(v)dv / gl — | Fw)gw)dv

a+A

b b
= fla+ N / gdv — [ F@)g()dv

+A a+X

seklinde elde edilir. (2.3.1)’deki birinci esitsizlik benzer gekilde elde edilebilir. Ote yandan

(2.3.1)’deki ikinci esitsizlikten birinci esitsizligin gegerli oldugu goriilebilir. Gergekten de
b

Glv) =1—gv) ve A = / G(v)dv olarak almirsa (a,b) arahginda 0 < g(v) < 1 iken
0 < G(v) <1olur. Buradan b—a = A+ A olur. Kabul edelim (2.3.1)’deki ikinci esitsizlik

saglansin. Bu taktirde
b a+A
/f(u)G(l/)dug/ f(v)dv

veya
b—A

/ FOL =g < [ f)dv

a

veya

/:f(l/)dv — o fw)dv < /ab F(W)g(v)dv

a

veya
" rwiar < [ e

elde edilir. Boylece (2.3.1)’deki birinci esitsizlik elde edilmig olur.



T.Hayashi [14, 20], Steffensen esitsizliginin genellegtirmesini agagidaki gibi vermistir.

Teorem 2.3.2 f : [a,b] = R, [a,b] fizerinde artmayan bir fonksiyon ve g : [a,b] — R,

la, b] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. V v € [a, b] igin

b
0<gv)<A ve )\:%/g(y)dz/

A/b: fv)dv < /ab fw)g(v)dv < A/aaH\ f(v)dv (2.3.2)

olmak tizere
esitsizligi gecerlidir.
Dragomir ve Agarwal, Hayashi tarafindan elde edilen (2.3.2) esitsizligini kullanarak agagidaki

esitsizlikleri literatiire kazandirmiglardir:

Teorem 2.3.3 f : I C R — R [°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve [a,b] C I°
olmak iizere M = supycpap [f'(v) < 00, m = infrcjap f'(x) > —00 ve M > m olsun. Bu

taktirde f’)[a,b] arahginda integrallenebilirse

/f R GESIU)

‘b—a

< ) = fla) =m(b—a)][M(b—a) — f(b) + f(a)]
- 2(M —m)(b—a)
< wﬁ”?w_a> (2.3.3)

esitsizligi gegerlidir [1].

Ispat. f (x) =a—x ve g(x) = f'(x) — m olarak secilirse Hayashi esitsizligi kullanilarak

b a+A
(M — m)/b /\(a —x)de <1< (M- m)/ (a — z)dz, (2.3.4)

yazilir. Burada ,
1= [ (o= )7@) - myis

ve

ZM_mtJﬂ@—mMK T —m



dir. Buradan ,
/H(a )y — %[(b A== (b—a)

ve

oldugundan (2.3.4) esitsizligi

(b—a—X\)?—(b—a)?
2

llz(M—m){

seklinde yazilabilir. Daha sonra

L+ 1o M—-m[ X (b—a—-X? (b—a)
2 > | 27

ve

oldugundan

Chtb
2

1

(2.3.5)

’ —a)*> m(b—a)? —a — fla
[ e - gy Ol o= s

fla) + f(b)
2

- /abf(m)dm —(b—a)

yazilir. Ayrica

L+ 1y
2

'1_




_ ) = fla) =m(b—a)][M(b—a) — f(b) + f(a)]
= 201 =) (2.3.6)

yazilir. Boylece (2.3.5) ve (2.3.6) birlestirilerek (2.3.3)’deki birinci esitsizlik elde edilir.
(2.3.3)’deki ikinci esitsizligi ispatlamak igin, g : R — R, g(v) = —v* + (b — a)v donigimi

tanimlanirsa Vv € R igin

g(v)<yg (b 5 a) _ ¢ _4a)2 (2.3.7)

yazilir.

olarak secilirse

M —m [f(b) = f(a) =m(b—a)][M(b—a) = f(b) + f(a)]

S9N = 20— (2.3.8)
olur. (2.3.7) ve (2.3.8)’den,
M —m (M —m)(b—a)?
59\ < 3

elde edilir ve boylece (2.3.3)deki ikinci esitsizligin ispat1 tamamlanmig olur.

Sonug 2.3.1 Teorem 2.3.3 nin kosullar1 altinda, || f' ||oo= Supzeap | f' |< 00 olmak

uzere

‘ : / fayde - T@OFIO) LI (6 = 0 = (£() = f(a))]

b—a 2 - 4 f oo (b= a)
_F e (b—a)
- 4
esitsizligi gegerlidir [1].
Ispat. Teorem 2.3.3'den m = — || ' ||sc Ve M =|| f ||o olarak secilirse istenen sonug

elde edilir.

Konveks fonksiyonlar i¢in Teorem 2.3.3’den asagidaki 6nemli sonug elde edilir.

Sonug 2.3.2 f: ] CR — R, I° de tiirevlenebilir bir konveks fonksiyon ve [a,b] C I° ve
f'(b) # f'(a) olsun. Bu taktirde

flag+fo) 1
0 < 5 —b_a/Gf(x)dx

10



IN

<

esitsizligi gecerlidir [1].

Ispat. Teorem 2.3.3'den m = f'(a) ve M = f'(b) olarak secilirse istenilen sonuc elde

edilir.

Agarwal ve Dragomir, Sonug 2.3.2 kullanarak 6zel ortalamalar i¢in agagidaki uygula-

malar1 vermiglerdir:

Onerme 2.3.1 p>1ve0<a<bolsun. Bu taktirde

p . p [Lpi(a,) — P[Pt — L)7i(a, b))
0 < A(a”, V) — Lh(a,b) < 2 —1) 72 b)

pp—1)
8

IN

(b—a)*L2"3(a,b)

esitsizligi yazilir [1].

Ispat. Sonuc (2.3.2)de f(z) = 2”,p > 1 konveks fonksiyonu kullamlarak

aP + bP 1 b
0 < — Pd
- 2 b—a/ax .

- [P —a? —p a7 (b —a)][p P71 (b —a) — VP + aP]
- 2p(br=t —ar1)(b —a)

p" —a* (b - a)
8

IN

yazilir. Burada

bW —a’ =p(b— a)Lij(a, b)

ve

b — @ = (p— 1)(b— ) LI 3(a,b)

oldugu goz ontine alinmigtir.

11



Onerme 2.3.2 0 < a < b olmak iizere

0 < L(a,b) = H(a,b) < L(a,?) (Z;Z)z < L(an)L=9"

esitsizligi yazilir [1].

Ispat. Sonuc (2.3.2)'de [a,b] C (0, 00) arahgmda tammh f(z) = 1/x konveks fonksiyonu
kullanilarak

0 l/a+1/b Inb—lIna
2 b—a

1/ = 1/a+((b—a)/a®)][-((b—a)/b*) = 1/b+ 1/a)] _
2(1/a® — 1)82)(b — a)

(1/a*> —1/b*)(b — a)
8

esitsizligi yazilir. Burada

ve

b—a 1 1 (b—a)

? b a . ap
(b—a)?

oldugundan R = m olur. Dolayisiyla

1 -1 (b—a)? (b—a)*(a+b)
0< H (a,b) —L (Cl,b) < 2ab(a n b) < 8a2b?

olur ki boylece istenilen egitsizlik elde edilir.

Onerme 2.3.3 0 < a < b olmak iizere
0 < Inl(a,b) —InG(a,b)

ab[ln(a/b) + ((b — a)/a][ln(b/a) = ((b — a)/b)]
2(b—a)?

(b—a)’

esitsizligi yazilir [1].

12



Ispat. Sonug (2.3.2)’de f(x) = — Inz konveks fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug elde

edilir.

Simdi Steffensen tipli esitsizlikleri elde etmek i¢in kullanilan agagidaki lemmay1 vere-

lim.

Lemma 2.3.1 f, g : [a,b] C RT — R olcak sekilde integrallenebilir fonksiyonlar, Vv €
[a,b] igin 0 < g(t) < 1 ve f:g(u)f’(u)dl/ integrali var olsun. Bu taktirde

A= / ’ g(v)dv

[ - [ 0w
_ _/j+A (/;(1 —g(u))du)f’(x)dm—/a:\ (/:g(mdy)f’(x)dx (2.3.10)

olmak tlizere

ve

b

| fwgwyar— [ s

b—X

_ _/ab_A (/jg(y)dy)f’(g;)dx—/bbA </:(1—g(y))dz/)f’(x)dw (2.3.11)

esitlikleri gecerlidir [20].

Ispat. Kismi integrasyon kullanilarak

_/aa+A </:(1—g(u))du)f’(x)dx—/a:\ (/:1—9<v)dv>f’(r)drc
- -(/ - o) a3+ [ s [ - gwpa)
(/. b o(v )f(a+A) ;f(x)d< / bg(u)du)
([

a+\
>du)f<a+A> = [ w0 - g

+

13



+</a;g(u)d1/)f(a +A) — /a;f(x)g(@dw

= —)\f(aJrA)Jrf(aJr)\)/a+ g(V)dqu/aJr f(z)dx

~ [ s@gs+ s ) [ g - [ st

a+A at+A

b

= —)\f(a—l—/\)—i—f(a—i—)\)/cur g(u)dv—i—f(a—i—)\)/ g(v)dv

+A

o[ ste [ st

-/ " e — / ’ fe)a(e)de

yazilir ve boylece (2.3.10)'daki egitlik elde edilir. (2.3.11) esitlik benzer gekilde kismi

integrasyon kullanilarak ispatlanabilir.

Alomari ve arkadaglari, ilgili fonksiyonlarin gesitli varsayimlar altinda (2.3.10) ve
(2.3.11)’deki 6zdegliklerini kullanarak bazi Steffensen tipi esitsizlikler elde etmiglerdir.
Bunlardan bazilar1 agagidaki gibidir:

Teorem 2.3.4 f,g: [a,b] — R iki integrallenebilir fonksiyon ve V¢ € [a, b] i¢in 0 < g(v) <
1 olmak {izere fab g(v)f(v)dv var olsun. Bu taktirde f fonksiyonu [a,b] araligi tizerinde

L—Lipschitz sartin1 saglayan bir fonksiyon ise

[ - [ s

< Z[(b—a— N+ N

ve

<

b b
/ fW)gwydv — | f)dv

b—X

esitsizligi gegerlidir ki burada A := fab g(v)dv dir [3].

Teorem 2.3.5 f,g : [a,b] — R iki integrallenebilir fonksiyon ve Vv € [a,b] i¢gin 0 <
g(r) < 1 olmak fizere fabg(u)f(u)dy var olsun. Bu taktirde 1 < p < oo olmak iizere

[ € Lyla,b] ve f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli ise

[ - [ s

14



(
3N+ (= a = N loc s if f" € Loola,b];

< Wlnieti (\@40/s 4 (b — a = \)@D/),if fe€ Lylab], p> 1
2 9@)dv] 1171, if '€ Lila,b)
ve
/ fw)g(v)dv — f(V)dl/
A+ (0— ) ]Hf||oo[ab1» if I € Loola,bl;
< TEBEAN - (b —a = N, [ € Lyfa,b], p> 1

[ gt 171 if f'€ Lila,b)
esitsizlikleri gegerlidir [3].

Teorem 2.3.6 f,g : [a,b] — R iki integrallenebilir fonksiyon ve Vv € [a,b] i¢gin 0 <

g(v) < 1 olmak iizere fabg(y) f(v)dv var olsun. f fonksiyonu [a,b] arahiginda monoton

. / " ()

[mﬂmw—LU@mww

< Afla+A) = fl@)] + (0 —a=A)[fb) = fla+ )]

azalmayan ise

olmak tizere

ve

v)dv — f(l/)dy

< A = FO =N+ (b —a=N[f(b=A) = fla)]

esitsizlikleri gegerlidir [3].
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2.4 s-Konveks ve s-Konkav Fonksiyon Siniflari igin Steffensen
Tipli Esitsizlikler

2014 yilinda Alomari Lemma 2.3.1’deki 6zdeglikleri kullanarak s-konveks fonksiyonlar
icin agagidaki Steffensen tipli esitsizlikleri elde etmistir.

Teorem 2.4.1 f,g : [a,b] C R™ — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € l[a,b] i¢in
0<g(v)<1lve fabg(t)f’(l/)du integrali var olsun. f, [a,b] aralginda mutlak siirekli bir

fonksiyon ve s € (0, 1] olmak tizere |f'|, [a, b] araliginda s-konveks fonksiyon ise

A= / b g(w)dv

‘/CG+A.f(V)dV<—l/ibf(V)g(V)dv

1

olmak tzere

e CES IO ACIR PRIl
b b a= AP e+ ) 2:4.0)
[ i [ wa
< e POl - a— V)]

(s+1)(s+2)

+ [N+ (b—a— N2 f' (b= (2.4.2)

s+ 2

esitsizlikleri gegerlidir [2].

Ispat. (2.3.10) ozdesliginde tiggen esitsizligi ve | f’|'nin s-konveksligi kullanilarak

/ " / " Fw)a(w)dv

/aa+A (/ (1- g(V))dV> f(z)da

<

+ ‘ /; (/:g(l/)dy> (x)dx

16



IN

IN

IN

IN

/a " / " o)

b
' (@)ldz + / . ()]

[ =gy
[ [ a-sena
Ll Lo [5=2=5
L (= g ) - aras
/“(/ - |du) A 2)da
ey L, ([ vone)ia-avyas

|f (a+ M|
b ) +A(/\g \dV>

|f’(a)\—s|—)\)|/a (33 a) s+ +—/ x a)(a—}—)\ .1') dx

{(35 ;sa)s|f’(a+A)| + (a+is z)’ If(a)l} da

(b—2)°
(b—a— M)

|F(0)] +

la-t )| de

_|_

TO R 2l o1
+<b—a—)\)s/a+>\(b Dz —a=)) dx+b a— )‘ /+/\ o

TGy N @ G- a = PO
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+

W (b= a = WP f )

elde edilir. Boylece (2.4.1)’deki egitsizlik elde edilir. Benzer bir sekilde, (2.3.11) 6zdesligi
kullanarak, (2.4.2)’deki esitsizlik elde edilir.

Sonug 2.4.1 Swrasiyla (2.4.1) ve (2.4.2) esitsizliklerinde s = 1 segilirse,

[ s [ s

XU @)+ S+ (b —a = AP (a+ N + 50— a— A7)

IN

ve

b b
/ fWgwydv — | fw)dv

b—X

< RO+ 5+ = a= PG - )]+ 56— a— V7 )

elde edilir [2].

Uyar1 2.4.1 (2.4.1) ve (2.4.2) esitsizliklerinde, A = 0 segilirse

| " f)g(w)dv

(b—a)®

mmin(s + DI (@) + [F O [ (@) + (s + 1))

elde edilir [2].

Teorem 2.4.2 [2] f,g : [a,b] C RT — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € [a, b] igin
0<g(v)<1lve f; g(v)f'(v)dv integrali var olsun. f, [a,b] araliginda mutlak siirekli bir

fonksiyon ve s € (0, 1] olmak tizere |f'|, [a, b] araliginda s-konveks fonksiyon ise

A= / b g(v)dv

[ - [ 0w

olmak tzere

1 b / , /
= SH[/GHQ(V)dV} AL (@)] + (b= a)|f'(a+N)|+ (b—a—N)]|f )]

18



(b—a—-2)

< AN @)+ - alf ot N+ (- a= VO] (2.4.3)
dV—/ f(v)dv

< SH[/H ][0 = a = VIF@]+ 0= 7= N+ 7O

= sil[(b_“_mf'(“”+(b—a>|f'(b—k)l+A|f’(b)l] (2.4.4)

esitsizlikleri gegerlidir [2].

ispat. Lemmadan 2.3.1’den,

[ - [ 0w

< [ / x(l—g(u))du} / W|f'<x>|da:+x;£7b} [ / b(g(v))du] /a;|f’(fv)ldx

yazilir. |f'], [a, b] lizerinde s—konveks fonksiyon oldugundan (2.1.3) esitsizligi kullanilarak

o @10+ 2)
| @l < AL

ve

. /(a+ ML 1FO)
| 1@ < - HEE2

yazilir. Boylece

/a ’ Fw)a(w)dv

/
- s+1

[f"(a+ )]+ [f(b
+(b—a—2A) P /+>\

19



< mm{lﬁ%1_ﬂmm%41mmm}

S PUACIE R TP CES AL

1 [/ g@M4MUWM+%hﬂMfW+AH+®—a—Aﬂf@H

s+ 1 a+A

elde edilir. Dolaysiyla (2.4.3)’deki ilk esitsizlik elde edilmig olur. Vv € [a,b] i¢in 0 <
g(v) <1 oldugundan

og/;g@)dus(b—a—m

olacagindan (2.4.3)’deki ikinci esitsizlik kolayca elde edilir. (2.4.4)’deki esitsizlikler de
(2.3.11) 6zdesligi kullamlarak benzer gekilde elde edilebilir.

Teorem 2.4.3 f,g : [a,b] C RT — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € [a,b] igin
0<g(v)<1ve f:g(u)f’(y)dt integrali var olsun. f, [a,b] araliginda mutlak siirekli bir

fonksiyon ve s € (0, 1] olmak tizere |f'|, [a, b] araliginda s-konkav fonksiyon ise

x:[fﬁm@

[ swa- [ sww

o[ oo

< 23_1(b—a—)\){/\ I (CH—%) ‘+(b—a—)\)

olmak tlizere

()]

(] s

f’(a+%)'+(b—a—A)

ve

b

f0gyr = [ fw)ay

b—X

b

a

Tl{l:gwﬂ4{®—a—A)
)
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yazilir [2].

Ispat. (2.3.10) dzdesliginde ti¢gen esitsizligi ve [a, b] araliginda | f/|'nin s-konkavhg igin
(2.1.3) esitsizligi kullamlarak

[ s [ s

x a+A b b
< x;;iflﬂ[ / <1—g<v>>du] / \f<x>|dx+%%{ / g(u)du] /W|f(x)|dw

f <a + %) /amu — g(W))dv+ 2" b—a—\) f(&;» /a;g(y)dy

- [ o] ()

yazilir. Boylece (2.4.5)’deki ilk egitsizlik ispatlanir. Vv € [a,b] igin 0 < g(v) < 1

< 2571\

f’(a—i—%)‘—l—(b—a—)\)

oldugundan
b
0< [ g <-a-n
at+A

olacagindan (2.4.5)’deki ikinci esitsizlik kolayca elde edilir. (2.4.6)’daki esitsizlikler de
(2.3.11) 6zdesligi kullamlarak benzer gekilde elde edilir.

Teorem 2.4.4 f, g : [a,b] C R™ — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € la,b] icin
0 <g(v) <1ve fabg(u)f’(u)dl/ integrali var olsun. f, [a,b] arahginda mutlak siirekli

bir fonksiyon, s € (0,1], ¢ > 1 ve % + % = 1 olmak tizere |f'|%, [a,b] arahginda s-konkav

A= / b g(v)dv

fonksiyon ise

olmak lizere

/a " F(w)dv — / b F()g(v)dv (2.4.7)
e w225
/a ’ F)g(v)dy — bbA F(v)dv (2.4.8)

21



9(s—1)/q
(p+ 1)t

{(b— a—\)?

o8

)

egitzlikleri gegerlidir [2].

Ispat. Lemma 2.3.1 ve Holder esitsizligi kullanarak

[ - [ g

= /aa+A /;(l—g(u))du |f’(a;)|dg;+/0iA /:g(y)dy s
: (/am /;(1_9@))0[” pd%)l/p+ ( / mlf’(a:)wdx)l/q

pdx) 1/p+ ( / b | f’(a:)|qda:) Y (2.4.9)

+A

Lo

elde edilir. Ote yandan (2.1.3) esitsizligi kullanilarak

f (a + %A)

,(a+b+ A
()

yazilir. Boylece (2.4.10)ve (2.4.11) esitsizlikleri (2.4.9)’de kullamilarak

([ e
([ o)

q

a+A
/ |f'(z)]%dz < 2°7T\ (2.4.10)

ve
q

/b |f'(2)|%de < 2°7Hb—a — A) (2.4.11)

+A

M < 2@6=D/ay1l/q

+ 2(8—1)/q(b —a-— /\)1/q

11

11
2(s—1)/q I+—+— Y I+—+— a+b+\
e — p qif _ —aq— p qlfl ——=

oo f<“2)'”b oy (g >H

22



2(s=/a T |
- Zanh

f’(a+%)‘+(b—a—)\)2

(4]

elde edilir ki boylece (2.4.7)’deki esitsizlik elde edilmig olur. (2.4.8) esitsizligide (2.3.11)
ozdesligi kullanilarak benzer sekilde elde edilebilir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI
3.1 n-Konveks Fonksiyon Sinifi igin Steffensen Tipli Esitsizlikler
Teorem 3.1.1 f,g : [a,b] C RT — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € [a,b] igin

0<g(v)<1lve f;g(l/)f’(y)dl/ integrali var olsun. f, [a,b] araliginda mutlak stirekli bir

fonksiyon ve |f’|, [a, b] arahginda n-konveks fonksiyon ise

Aim / ()

olmak tzere

[ s [ i@

< %2 Bl (@)l +2n(1f'(a+ N, | (a)])]

+(b—a—A)2

5 BIf (a+ M+ n(lf ®) [ (a+ N])] (3.1.1)

ve

/ f@)g(e)de — [ fla)de

b—X

< (b—a—\)?
- 6

b= a= Nl la+ N @)
s+ - }

2

+% {3|f’(a + )|+

(36— 3a — 5M)n(1f' ()], | f"(a + A)I)]

e (3.1.2)

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat. Lemma 2.3.1 ve |f'|'nin 7-konveksligi kullanilarak

[ s [ st

/;H (/:(1 - g(u))dy> F(x)de

IA

+

/;A </:g(u)du) F(x)dx

24



<

IA

IN

/x bg(V)dl/

|f' ()] dx

[ 0= s £+ [

[
[ o= swna
Lo

[ a-swna
Lo

[ o= swna
+/a:a+)\ a

[a-gona
+/:M /xbg(y)dy
+/:M /:g(u)dy

|/ (a)] /“ (x —a)dx + n(lf a+ AL 1/ @)l) /a (z — a)’dz

at+A—=zx

f! (T(a+>\)+ X a) dx

dx

S (r—a— A b—x
/ (b—a—Ab+b—a—)\(a+)\))

@+ I a4 L @] do

{’f’(a-i- N+ %n(‘f(b)’, \f’(a n )\)D} i

|f'(a)dz

T —a

A

n (' (a+ A, 1f'(a)]) dz

|f'(a+ \)|dx

T —a—A

b—q— /\77(|f/(b)’= |f (a+ N\)])dx

A

+|f (a4 )| /+>\<b —x)dx + n(\f/(l;)k ’jlfa;_ M) /H\(b —xz)(r —a—N)dzx

25



X Xl @ L @)
- Sr@+ )

(b—a—\)?
* 2

(b—a—=N*n(f®) [/ (a+ M)
6 b—a— A

[f(a+ )|+

_ %m F@)] + 2n(f (a+ N, | £ (@))]

(b—a—\)?
i 6

Bl (a+ X+ ()], 1 (a+ A

elde edilir ki boylece (3.1.1) esitsizliginin ispat1 tamamlanir. Benzer sekilde (3.1.2)

esitsizliginin ispat1 da

[ - [ s

<

/b: ( / = 9<v>)dv> f!(@)dx

+

[ ([ o) s
< [ [ s
- [ o

L
< /a”

b b
F@lde [ | [ 1= g I @)t

dx

,[(x—a a+A—=x
f( ) (a+A) + 5y a)

,(r—a— A b—x
/ (b—a—Ab+b—a—>\(a+)\))

/ (1= g(n))dv

1@+ 250w+ AL )| de

/a ' g(v)dv
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b

)
b—A
b=

_ ,/

+f (a+ )]

b
)
b—X

< y/
+[f'(a+ M)

 (b—a—Ny

- ==

/\2
+|f'(a + A)|7 +

seklinde yapilir.

Teorem 3.1.2 f g

0<g(v)<lve [[g(w)f

/ (1 - g(w))dv
/ v)dv

b—X\

/ (1 - g(v))dv

b—a— A\

{|f’<a+A>|+”“" A (O 17 @+ A de

Sn(1f (a + N, | f(@))d

b—\
daz—l—/
b
/ g(v)dv

/:g(u)dz/ ’ ;

b
dx

X

AW @+ M)

n(lf (a+ ML (@) [ 2
d:c—l— S /a (x —a)*dx
b / "(a b
b_A(b — x)dx + (I <Z>k ljf ; ) /b—A(b —z)(z —a— Ndz
F(a)] + (b—a—X)°n(lf (a+ N |f(a)l)

3 A

A*(3b — 3a — 5X) n(Ilf"(B)|, | /'(a + N)])
6 b—a— A\

. [a,b] € RT — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € [a,b] igin

'(v)dv integrali var olsun. f, [a,b] araliginda mutlak siirekli bir

fonksiyon ve |f’|, [a, b] arahginda n-konveks fonksiyon ise

Aim / " o)
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olmak tizere

[ s [ s

IN

Lig@va(wm+xn+“”“mg”“+”0

+(b—a—2) (‘f,(b” UCACRRE If’(b)l)ﬂ

2

< w—a—AﬂAQfW+A”+mummgma+M0

+®—a—M(V%N+

mwm+ny@Dﬂ (313

ve

/abf(.r)g(as)das — /b: f(z)dx

IN

Aiﬂwm[@_a_M(Ww_A”+mummgﬂb—»0

1 <‘f,<b>, I G ;)L If’(b)l))]

< w—a—»[w—a—m(uw—xn+"

w2 (17w + 2= LTODY (3.0

esitsizlikleri elde edilir.

(1 (@], [f'(b — A)|>
2
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ispat. Lemma 2.3.1°den

[ swar [ @t

< s [[a-gona] [ i@

z€la,a+A] LJa

b b
v sw | o] [ 17
z€[a+\,b] x a+X

yazilir. |f'| [a,b] araliginda n—konveks oldugundan

[ r@las < (17 - ML D)

ve

n(lf’(a+A)I7|f’(b)l))

[ r@lds < 6-a-x (1r0)+ :

olur. Boylece

[ s [ s

\ <|f,(a+A)| L n0f )], |2f’(a+k)|)) [/aa“(l _g(y))dy}

IN

+w—a—m(uum+”“”“+§“wwm)[A;g@m4

IN

max {/awa — g(v))dv, /:r/\g(y)dy}

«Ja(ita s ML D)

2
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6-a- (o) + L@ O]

2

_ /alg“)dt [A <| Flas nl WL ot A)!))

Hb—a— ) <|f,(b), L nlf e+ M, If'(b)l))}

2

yazilir ve (3.1.3)’deki ilk esitsizlik elde edilir. Vv € [a,b] i¢gin 0 < g(v) < 1 oldugundan

b
OS/ gw)dv <b—a— A\
a+X

olacagindan (3.1.3)’deki ikinci egitsizlik kolayca elde edilir. Benzer gekilde

/ f@g(@)de — [ fla)de

b—X

T b—A
< s [ / g<u>du] [ s

- lf-so] [ i

esitsizligi yazilir.| f'|, [a, b] araliginda n—konveks fonksiyonu oldugundan

[ 1@l < 0 -a= ) (10 - np+ DELEEZD0)

ve

/H |f!(x)|dz < A (\f/@, I G ;)L |f’(b)|))

yazilir. Boylece

b
b—A

< (b—a—») (If’(b SPYRRIEAL LS W) Mug(t)dt]

[ t@gtots = [ sa)as

2

o (i) HLC= DL ODY | / 1= st

2 -
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< max{ [t [ =g}

X{@‘G—M(Ww_Aﬂ+ﬂwwmg%—Am)

LA (,f/(bﬂ L ndf 0 =Ml If’(b)|)>]

2
_ A:mwm[w—a—m(mw—me“f””g%‘Am)
+A0f@y+mww—;muﬂmg]

esitsizligi elde edilir ve (3.1.4)’deki ilk esitsizlik elde edilir. Vv € [a,b] igin 0 < g(v) <1

oldugundan
b—X
Og/ gw)dv <b—a— A\

olacagindan (3.1.4)’deki ikinci esitsizlik kolayca elde edilir. Bdylece ispat tamamlanmig

olur.

Teorem 3.1.3 f,g : [a,b] C R™ — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € l[a,b] i¢in
0<g(v)<1ve f:g(v)f/(l/)dl/ integrali var olsun. f, [a,b] arahginda mutlak siirekli bir

fonksiyon, s € (0,1], ¢ > 1 ve %—{—% = 1 olmak iizere |f'|?, [a,b] araliginda n-konveks

\im / " ()

[ s [ s

fonksiyon ise

olmak tizere

mummawm+AW>i
2

(17 21+

+ w (|f’(b)|q UICACRR ‘fl(b)yq)> ;] (3.1.5)

(p+1)7 2
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ve

b

/ H@)g@)de — [ f)de

b—X

o bam [(,f,(b_mun(lf’(a)|q,|2f’(b—A)|")q
(p+1)»
2 / _ q ! q é
LA l(lf,(b)|q+77(!f(b A>r,\f<b>r>>] (5.16)
(p+1)> 2
esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat. Lemma 2.3.1 ve Holder esitsizligi kullanarak
a+A b
[ @ [ gt
< [ 0= s+ / [ s i@ 61

|—=

1

L) ([T i)’

IA

0

[ =g

+ (/a; /:g(l/)dl/ pd:v>; (/:m |f’(m)|qu>; = M

elde edilir. Ote yandan |f’|¢ n—konveks oldugundan

/ s < A (|f'(a sy WOz W)) o

ve

(3.1.9)

/ @l < (-0 ) (If’(b)lq 2 2 ’f/(b)‘q))
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esitsizlikleri yazilir. Daha sonra (3.1.8) ve (3.1.9) esitsizlikleri (3.1.7) esitsizliginde yerine

yazilirsa

[

</aa+A(a: - a)Pd:U>” b {\f’(a+ N+ (| f ()7, | f'(a + A)|q)1é

M
2

IN

N NV (O ([ (R AT OIONE
+(/m(b yrd ) (b—a=2A) [|f<b>| + . }
_ N (a1 e o U @] [ f(a + A))) .
s {If( + A7+ / }
(b=a=NT g, 0 F @+ V)]
" (p+1)» Df(b” - 2 }

elde edilir ki boylece (3.1.5) esitsizligi ispatlanmig olur. Benzer sekilde Lemma 2.3.1 ve

Holder esitsizligi kullanilarak

/ f@)g(@)de — | f(a)de

b—X

<[] swalirwis [ ][ a-sopafir@ie @i
< (/ [ st pdx)’l’ (/ !f’(a:)\qu);

/ (1 g(v))dv

: </b: pdﬂf); ( / : |f’(x)|qu); N

esitsizligi elde edilir. |f’|? n—konveks oldugundan

ve

/b_A | (2)|%dz < A <‘f/<b>’q I G /\2)|q7 |f’(b)lq)) (3.1.12)
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yazilir. Daha sonra (3.1.11) ve (3.1.12) esitsizlikleri (3.1.10) esitsizliginde yerine yazilirsa

N = (/ab_k(x - a)pdaz); (b—a—A)s [If’(b e L@, |éf’(b = A)\q)]é

+ (/bb (b— x)pdx> Y {|f’(b)|q A G /\2)|q, |f/(b)‘q)r

—A

b= a=N T e n(P @I = N

T s {'”” M+ 2 }
A2 e (B = N 0]
R [0 ) }

esitziligi yazilir ve bu da (3.1.6) esitsizligini verir.

3.2 P-Fonksiyon Sinifi igin Steffensen Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.2.1 f,g : [a,b] C RT — R integrallenebilir iki fonksiyon, V € [a,b] i¢in
0<g(v)<1lve f;g(l/)f’(y)du integrali var olsun. f, [a,b] araliginda mutlak siirekli bir

fonksiyon ve |f’|, [a, b] arahginda P—fonksiyonu ise

A= / b g(v)dv

[ s [ s

olmak tlizere

—a—\)?

< Sl P e ) B2

ve

[ @iz = [ jwys
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O 8= A p @)+ £+ N+ 5 17O+ 17 a+ X

<

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat. Lemma 2.3.1 ve | f'|'nin P-fonksiyonu oldugu kullanilarak

/ " e / ’ f)ge)d
/am (/j(l _g(y))dy) e + /C; (/:g(y)dy> f’(x)dx‘

AAS TR
= [ ALl (5o 5o
[ sl G2z sto ) o
< [T |[a-stnsfwresneirane
[ froreries s

IN

x)|dz

(3.2.2)

e [0 s i e+ | [ 0w @i

+/a;'/:g(V)dV‘ [f'(b)ldzx + '/ ‘Vf a+A)d
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IN

[ @-altas et [ @ - ol
w [ =0l [ 6=y

at+A

a+A\ a+A
= 1flat N / (z — a)dz + | (a)] / (z — a)dz

+| £ (b \/H x)dx + |f’ a—l—)\\/ dx

(ba)\)

= XN+ @D+ 17/5)] + 1/ (a+ N

esitsizligi yazilir ki bu da (3.2.1) esitsizliginin ispatini tamamlar. Benzer gekilde

/abf(x)g(x)dx _ /b: F(2)da
/abA (/:g(y)d”> f(x)dz| +

/a o / " ()
_ /aH /:g(y)dy

¥ / / (1 g(v))dv
. /ab—)\ /;g(y)dy

IN

/b: ( / b<1 - g(t))dt) f(x)dx
/:(1 — g(v))dv

IN

|f'(z)|d

b
F@ldz [

a+A—=zx

I (%(a—l— A) + )\ a) dx

dx

b—a— A\ b—a—)\(

f’(gg_a_AbJr b-u a+A))

1 (a+ )| +1f'(a)l] dz
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1/ (0)] + 1f'(a + A)] d

¥ / / (1~ g(v))dv
= |f'(a+ X |/b ' / v)dv
: /mbg(y)du

Fat M) / (@ - a)dz + | (@) / (@ - a)de

dx

dz +|f'(a \/H

/ (v)dv

[ 0= gar

b

+| /()] dr + | f'(a+ N dz
b

b—X

IN

b

+|1/(b)] b_A(b—:U)d:L’—i-]f'(ajL)\)] b_/\(b—x)dx

(b—a— \)?

= OVt N+ @)+ S PO+ 17 G V)

esitsizligi elde edilir ve boylece (3.2.2) esitsizligi ispatlanmig olur.

Teorem 3.2.2 f,g : [a,b] C RT — R integrallenebilir iki fonksiyon, Vv € la,b] i¢in
0<g(v)<1lve f:g(y)f'(u)dt integrali var olsun. f, [a,b] araliginda mutlak stirekli bir

fonksiyon ve |f’|, [a,b] araliginda P—fonksiyonu ise

Aim / " ()

[ ey

olmak tlizere

(3.2.3)

< ([ s0)wr) pOr@I+ 17 0D+ 0= a= (et 2+ 10D

at+A
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< (b—a=2) @]+ [ lat+ D)+ —a=X) (f @+ + |7 O)]

b b
/ f(z)g(z)dx — f(x)dx (3.2.4)

b—X

< ([ o) [0-a= 007601+ @D + 217G+ 176 - 2]

< A[(b —a=X (S O=NI+f(a))+ SO+ (0=

esitsizlikleri gegerlidir.

ispat. Lemma 2.3.1 yardimiyla

[ swar [ @t

< s [[a-gona] [ " @l

z€[a,a+A

b b
+ sup {/ g(t)dt] [ 1w
z€[a+\,b] x a+X

yazilir. |f’|'nin [a, b] araliginda P—fonksiyonu oldugundan (2.1.5) esitsizligi kullanilarak

a+A
/ F(@)lde < M (@)] + 1@+ V)

ve b
/H | (@)lde < (b—a—X) (If'(a+ N[+ [ ®)])

yazilir. Dolaysiyla buradan da

[ swar— [ @t
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< @+ [0 - g
Ho—a= N (7@ + 70D [ [ ;gwu}
<

max{ [0 gwnav, [ gk @i+ )

+A

+(b—a= ) (I (a+ N+ 170 ]

= ([ s0)r) [NAF@I+ 174 0D+ 0= a =2 17 3) + 1)

+A

elde edilir. Vv € [a,b] i¢gin 0 < g(v) < 1 oldugundan

b
og/ gv)dv <b—a— A\
a+A

yazilir. Boylece

[ s [ s

< (/ b o) [\T @1+ 17 DD + (6= a= N (a4 )]+ 1)

+A

< (b—a=2) @]+ lat D)+ b —a=2) (1 @+ + 1) ]

esitsizligi elde edilir ve (3.2.3) esitizliginin ispat1 tamamlanir. Benzer sekilde

Lemma 2.3.1’den

b b T b—\
[ s [ s < s | o] [T 1@l
a b—\ z€Ja,b—A] a a
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v [[a-gna] [ 7w

zEb—Ab] b—X

yazilir. |f|'nin [a, b] araliginda P—fonksiyonu oldugundan (2.1.5) esitsizligi kullanilarak
b—A
/ |f'(@)]de < (b—a—=X) (If/(b=N]+[f(a)])
ve

b
|f(@)ldz < X (|f/ ()] + [ £/ (b= M)

b—X

olur. Dolayisiyla

b b
[ @iz = [ pays

IA

p=a= 1=V + @D [ [ ]

@1+ 1760 | [ :<1 o]

IN

oy o, [ a- o)} [0 = a =) (1710~ ]+ 7))

—A

Y UROIEIVEEPY

- ([ 0-swna)

x [(b —a—=A) (IF'(b=NI+ (@) + A O+ (b= N

yazilir. Yv € [a,b] i¢in 0 < g(v) < 1 oldugundan
b
0< / (1 —-g(v))dv <A
b—A
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olacagindan

| @iz = [ p@yr

< ([ o) [0-a= 07601+ @D + 2170+ 176- 2D

< A[(b —a =) (If'(b =N+ @)+ XSO+ (=)D

esitsizligi elde edilir ve (3.2.4) esitsizliginin ispat1 tamamlanir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde Steffensen esitsizliginin tarihsel siireci ile ilgili bilgiler verilerek diferensiyel-
lenebilen fonksiyonlar ve s—konveks fonksiyonlar icin literatiirde yer alan Steffensen tipli
egitsizlikler sunulduktan sonra n-konveks fonksiyon ve P—fonksiyon smiflar1 i¢in yeni
Steffensen tipli integral esitsizlikleri elde edilmigtir. Elde edilen bu yeni sonuclar makale
formatinda hazirlanarak ”Integral Inequalities of Steffensen Type for Some Different
Classes of Functions” baglikli ”Eastern Anatolian Journal of Science” isimli uluslararasi
hakemli dergide yaymlanmigtir. Konuyla ilgilenen arastirmacilar tarafindan bu konveks
fonksiyonlar yerine farkli konveks fonksiyon simiflari kullanilarak yeni Steffensen tipli

esitsizlikler elde edebilirler.
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