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TEZ BiLDiRiMi
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OZET

MENGER KONVEKS METRi.K UZAYLARDA SABIT NOKTALAR VE EN
1YI YAKLASIM

GIZEM BEDIiR YARAR

ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

YUKSEK LIiSANS TEZI, 40 SAYFA

TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI ERDAL UNLUYOL

Bu yiiksek lisans tezinde, Metrik uzaylarda M-konveks kiime ve konveks
fonksiyon kavrami; M-konvekslik, kesin M-konveks ve diizgiin M-konveks metrik
uzaylar arasindaki bagintilar; Metrik uzaylarin M-konveks alt kiimelerini i¢in en iyi
yaklagim teoremlerinin incelenmesi; Menger konveks metrik uzayda, sabit noktalarin
varlig1 i¢in gerekli sartlarin gézden gegirilmesi; Diizgiin konveks tam bir metrik uzayin
kompakt bir konvesk alt kiimesinde genislemeyen ve kuazi genislemeyen
dontisiimlerin sabit noktalarina yaklagimi ile ilgili teoremler; Kesin konveks bir metrik
uzayda bir sabir nokta i¢in en iyi yaklasim sonuglari tizerinde ¢alismalar yapilmistir.
bulunmaktadir.

Anahtar Sozciikler: Sabit nokta, Menger konveks metrik uzay, en iyi yaklasim.
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ABSTRACT

FIXED POINTS AND BEST APPROXIMATION IN MENGER CONVEX
METRIC SPACE

GIZEM BEDIiR YARAR
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 40 PAGES

SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. ERDAL UNLUYOL

In this master's thesis, M-convex set and convex function concept in metric
spaces; Relationships between M-convexity, definite M-convex and regular M-convex
metric spaces; Investigation of best approximation theorems for M-convex subsets of
metric spaces; Reviewing the conditions for the existence of fixed points in the Menger
convex metric space; Theorems on the approximation of non-expanding and quasi-
nonexpanding transformations to fixed points of a properly convex complete metric
space in a compact convex subset; The best approximation results for a fixed point in
a strictly convex metric space have been studied.

Keywords: Fixed point, Menger convex metric space, best approximation.
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1. GIRIS

Geniglemeyen donitigiimler, son yillarda bir ¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir. Kom-
pakt olmayan kiimelerde lineer olmayan geniglemeyen doniigiimler igin ilk olarak genel
sabit nokta teoremi birbirinden bagimsiz sekilde Browder ve Gohde tarafindan ispat
edilmistir [22], [26]. Daha sonra, Kirk, daha zayif iddialar altinda aymi sonuglari is-
patladi [31]. Geniglemeyen dontigiimlerin sabit nokta teorisindeki bir temel problem, bu
doniistimler igin sabit nokta ozelligine sahip olan bir kiimeyi bulmaktir. Bu diferansiyel
denklemlerle ve Banach uzaylarinin geometrisi ile yakindan baglantilidir. Banach uzay-
larinin geometrisi ve sabit nokta teorisi arasindaki etkilesim ¢ok giiclii ve verimlidir. Ozel
olarak, geometrik ozellikler metrik sabit nokta problemlerinde onemli bir rol oynamak-
tadir. Bu sonuclar esas olarak konvekslik hipotezleri ve Banach uzaylarinin geometrik
ozelliklerinde kullanilir. Daha once bir alanda elde edilmis sonuclar, yeni matematik
alanlarinm baglangic noktasidir.  Ornegin, sabit nokta teorisi icin Banach uzaylarinm
geometri teoresine uygulanmasidir. Normlu uzayda alt kiimelerin yakinligi problemi lit-
eratiirde yogun bir gekilde galigilmigtir. Aranzajn ve Partitchapakdi [16] ve Menger [11]
kapali bir top boyunca metrik uzay tizerinde konvekslik yapisini tanimlamig ve ozelliklerini
caligmigtir. Khalil [29] bu konveks metrik uzaylarda sabit noktalarin varhigini ve en iyi
yaklagimi caligmistir. Biz ise bu yiiksek lisans tez caligmasinda, Beg ve Abbas in makalesini
ayrintili bir sekilde inceledik, yani bir metrik uzayin konveks yapisi, bu uzayn geometrik
ozellikleri, sabit noktalarin varligi, sabit noktalar kiimesinin yaklagim sabit noktalarini ve
yapisini inceledik. Ayrica bir konveks metrik uzayda konveks olmayan kiimelerin simifi

lizerinde tanimli doniigiim i¢in invaryant yaklagimi tizerindeki sonuglari inceledik.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.0.1 (Metrik Ve Metrik Uzay) X bog olmayan bir kiime olsun.
d: X x X ={(z,y) : 2,y € X} — R fonksiyonu i¢in

M1) d(z,y)=0&z=y,
M2)  d(z,y) = d(y, )
M3) d(z,y) <d(z,z)+d(zy)

sartlar saglaniyorsa d ye X de veya X tlizerinde metrik denir. Bu durumda (X, d) ye

metrik uzay denir.

Tamim 2.0.2 (Metrik Uzayda Yakinsaklik) (X, d) bir metrik uzayinda bir dizi (x,,)
olsun. x € X olmak iizere her ¢ > 0 sayisina karsilik her n € ng igin d(z, z,) < ¢ olacak

bi¢imde bir ng € N varsa (x,,) dizisi z € X ye yakinsar denir.

Tanim 2.0.3 (Tam Metrik Uzay) (X, d) bir metrik uzay ve (z,) bu uzayda bir dizi

olsun. Verilmig herhangi bir € > 0 ve m,n > ny icin
A(Tp, ) < €

olacak gekilde bir ny = ng(e) says1 varsa (z,,) dizisine Couchy dizisi denir. X deki her

() Couchy dizisi yakinsaksa (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay veya tam demir.

Tanmim 2.0.4 (Metrik Uzayda Agik Yuvar) (X, d) bir metrik uzay, 2o € X ve r > 0
bir reel say1 olsun.

D(zg;r) ={zx € X : d(z,z9) < r} kiimesine xy merkezli ve r yarigaph agik yuvar denir.

Tanim 2.0.5 (Metrik Uzayda Kapali Yuvar) (X, d) bir metrik uzay, o € X ver > 0
bir reel say1 olsun.

D(zo;7) = {z € X : d(z,z0) < r} kilmesine o merkezli ve r yaricapli kapal yuvar denir.

Tamim 2.0.6 (Metrik Uzayda Yuvar Yiizeyi) (X,d) bir metrik uzay, zo € X ve
r > 0 bir reel say1 olsun.

S(zo;r) ={z € X : d(x,z9) = r} kiimesine xy merkezli ve r yaricapli yuvar ytizeyi denir.

Tanim 2.0.7 (Metrik Uzayda Kompaktlik) X metrik uzay olsun. X deki her bir

dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa X'’e kompakt denir.



Tanim 2.0.8 (Siireklilik) (X;,d;) ve (Xo,ds) iki metrik uzay ve f : X; — X, fonksiy-
onu verilsin. xy € X olmak iizere her ¢ > 0 sayws1 icin di(z,z9) <  oldugunda
dy(f(z), f(xg)) < e olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa f ye xy noktasinda siireklidir
denir. Eger f, X; in her noktasinda siirekli ise f ye X; de siireklidir denir.

Tanim 2.0.9 (Norm ve Normlu Uzay) N bir lineer uzay olmak tizere ||.|| : N — R

fonksiyonu
N1. ||z|]| > 0,]|z]|=0< 2 =0
N2. [fox|| = [l |||l
N3. [z 4yl < [Jz]| + [[y]]

sartlarim sagliyor ise ||.|| ye N iizerinde bir norm, (NN, ||.||) ikilisine ise normlu uzay denir.

Tamim 2.0.10 (Topoloji) X bog olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir ailesi

olsun. Eger 7 ya X igin bir topoloji veya topolojik yap1, (X, 7) e topolojik uzay denir.

Tanim 2.0.11 (Konveks kiime) L bir lineer uzay olsun.A C L ve p,q € A olmak {iizere
B={zeLl:z=ap+(1—0a)q,0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir.

Tanim 2.0.12 (Konveks fonksiyon) I, R de bir aralik, f : I — R fonksiyon olsun.
Her z,y € I, X € [0, 1] olmak {izere

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)

esitsizligi gegerli ise f ye I tlizerinde konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.0.13 (Cauchy Dizisi) (X, d) bir metrik uzay olmak tizere (z;), X uzaymmda
bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in n,m > ng oldugunda |z, — z,,| < € olacak sekilde bir ng
sayist mevcutsa (zy) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Yakinsak her dizi Cauchy dizisidir. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir. Metrik uzayda
alinan bir Cauchy dizisi sinirhidir ve bu dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa kendisi de

yakinsaktir.

Tanim 2.0.14 (Banach Uzay1) Bir normlu lineer uzayda alinan her Cauchy dizisi
yakinsak ise bu uzaya Banach uzay1 denir.
X normlu uzaymin reel veya kompleks olusuna gore Banach uzay1 reel veya kompleks

Banach uzay1 olarak adlandirilir.



Tanim 2.0.15 (Sabit Nokta) X bos kiimeden farkli bir kiime ve 7' : X — X bir
fonksiyon olsun.

Ter ==x

esitligini saglayan € X noktasina 7-nin bir sabit noktasi denir.
Bu durumda z € X olmak tizere T'x = x denkleminin ¢oziimii, 7-nin bir sabit noktasidir

ve T' doniisiimiiniin tiim sabit noktalarimin kiimesi
FT)={re X :Tx =z}

ile gosterilir.
T : X — X ile tanimlanan bir T" fonksiyonunun herhangi bir sabit noktasi olmayabilir

veya tek sabit noktasi olabilir ya da birden fazla sabit noktasi olabilir.

Tanim 2.0.16 (Lipschitzian Dénitigiimii) (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir

doniigiim olsun. Her z,y € X i¢in;
d(Tz, Ty) < kd(z,y)

olacak sekilde bir £ > 0 sabiti varsa, T" ye X ftizerinde Lipschitzian doniisimii adi verilir.
Bu esitsizlige Lipschitz sarti ve bu sart1 saglayan en kii¢iik £ degerine de Lipschitz sabiti

denir.

Yukaridaki tanima gore her T Lipschitzian dontisiimii diizgiin stireklidir. Ctinkii, her

e > 0icin d(z,y) <0 = { = kd(z,y) < 0 = ¢ oldugundan
d(Tz,Ty) < kd(z,y)

k%:s

yazilir. Yani T' Lipschitzian dontigiimii, tanimh oldugu kiime iizerinde diizgiin siireklidir.

Tamim 2.0.17 (Daralma Doniisiimii) (X, d) bir metrik uzay ve T': X — X bir Lip-
schitzian dontigimu olsun. Eger d(Tx,Ty) < kd(z,y) esitsizligi k € [0, 1] olmas1 duru-

munda saglaniyorsa 1" ye daralma doniistimii veya biiziillme doniigiimii denir.
Ornek 2.0.1 Tz = zile tammmh 7 : R — R fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu durumda
Tz = Ty| < [z —y|

esitsizligi saglanir. Biitiin € R noktalar1 7" doniigimiintin sabit noktalaridir.



Teorem 2.0.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi) X tam metrik uzay ve 7' : X — X bir
daralma doniigiimii olsun. Bu durumda 7' doniisimii X uzayinda bir tek sabit noktaya

sahiptir.
Ispat 2.0.1 25 € X keyfi bir nokta olsun.

1y =Ty, 00 = Txy =T xg, .., Ty = Ty = T a0, ...
bigiminde tanimh {z,} dizisi géz oniine alimsin. Bu durumda her n € N igin

d(xnvxn-‘rl) = d(Txn—laTxn)

< ad(xn_1,2y)

S and($07 $1)
olur. Buradan m,n € N ve m > n i¢in

d(xru xm) S d(&?n, xn—l—l) + d(xn—I—l? xn—l—Z) + ...+ d(xm—la xm)
< a"d(wg, 1) + " d(zg, 2y) + ..+ o™ (2, 21)

= [a"+ o™ + ..+ o™ d(xg, 71)]

an

1l -«

IN

d(xg, 1)
bulunur ki bu {xz,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan
Uiy ooln = 2
olacak bicimde bir z € X noktasi vardir. Ayrica T siirekli oldugundan
2 =1limy_ouTps1 = limy o T, =Tlimy, oz, =Tz

elde edilir. Bu ise 7" doniiglimiiniin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Simdi w € X

noktasi T nin bagka bir sabit noktasi olsun. Bu durumda
0<d(z,w)=d(Tz Tw) < Bd(z,w) < d(z,w)

elde edilir. Fakat bu bir celigkidir. Yani 7" nin sabit noktasi tektir. Boylece ispat tamam-

lanir.



3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 M-Konvekslik ve En iyi Yaklagimlar

Tanim 3.1.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her z,y € X, x # y i¢in
d(x,y) = d(z, z) + d(z,y)
olacak gekilde z ve y den farkli z € X var ise bu takdirde (X, d) metrik uzayina M-konveks

denir.

Onerme 3.1.1 Her normlu lineer uzay bir M-konveks metrik uzaydir. Bu onermenin
tersi genelde dogru degildir. Yani her metrik uzay M-konveks degildir ve ayni zamanda

her M-konveks metrik uzay normlu lincer uzay degildir.

Ornek 3.1.1 K , R™ deki topolojiyle birlikte konveks olmayan kapali bir alt kiime olsun.

Bu durumda K, M-konveks olmayan bir metrik uzaydir.
Ornek 3.1.2 U . R? deki birim topu gostersin.Yani
U={(z,y) eR*:2” +y* <1}

bu durumda eger U alisilmig Oklid metrigi ile elde edilen bir uzay ise bu durumda U bir

M-konveks metrik uzayidir. Fakat normlu bir lineer uzay degildir.

Tanim 3.1.2 (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger birbirinden farkh her z,y,t € X ve

r > 0 icin yine x,y ve t den farklh

d(z,y) = d(z,2)+d(z,vy) (3.1.1)
d(z,t) < r, dy,t)<r, d(zt)<r (3.1.2)

olacak sekilde bir z € X var ise, bu (X, d) metrik uzayimna kesin M-konveks denir.
Ornek 3.1.3 X = {(z,y) €R?:2 > 0,y > 0} U (0,0) ve her

= (21,22),y = (Y1, 42) € X
icin
d(z,y) = max{|a:1 — 1, w2 — ’y2|}
seklinde tanimlanan (X, d) nin bir M-konveks oldugunu gormek hig de zor degildir. Simdi

bunun kesin M-konveks olmadigini gosterelim. Bunun i¢in 6zel olarak

11 2 2

T = (§’§)’ Y= (§>§)



2
t=(0,0 ==
0,0, r=3

secelim. Bu durumda kesin M-konveks tanimina gore X kiimesi igerisinde z elemani

yoktur. Dolayisiyla kesin M-konveks degildir.

Tanim 3.1.3 (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger her pozitif € ve r say1 ¢ifti i¢in onlara

uygun pozitif bir § sayisi var ise yani birbirinden farkl her x,y,t € X {icliisi i¢in
d(x,y) > e, d(x,t) <r+9, dy,t) <r+9¢
olacak sekilde

dlz,y) = d(z,z)+d(z,y)
d(z,t) < r

ozelliklerini saglayan bir z € X bulunabiliyorsa bu (X, d) metrik uzayma dizgin M-

konveks denir.

Ornek 3.1.4 d(z,y) = |z — y| olacak sekilde (M, d) metrik uzaym goz éniine alahm.

Bunun diizgiin M-konveks oldugunu gostermek igin
d(z,y) > e, d(z,0) <7, d(y,0) <r
sartlarin1 kontrol ederek, birbirinden farkl x,y,t elemanlar1 icin

d(z,y) = d(z,2)+d(z,y)
d(z,0) < r

olacak gekilde bir z € X oldugunu gostermek yeterlidir.

Onerme 3.1.2 Her diizgiin M-konveks metrik uzay kesin M-konvekstir. Fakat tersi

genelde dogru degildir.

Tanim 3.1.4 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda eger Xin her sinirli kapali alt

kiimesi kompakt ise bu (X, d) metrik uzayma tamamen tamdir denir.
Teorem 3.1.1 Her tamamen tam kesin M-konveks metrik uzay bir diizgiin M-konvekstir.

Ispat 3.1.1 (X,d) bir tamamen tam M-konveks metrik uzay olsun. X x X de tammh

bir p metrigi

2

p((1, 1), (22, 1)) = {d2<x1,x2> n d2<yl,y2>}



seklinde tanimlansim. Bu durumda (X x X p) bir tamamen tam metrik uzaydir. Dolayisiyla
Sy ={(x,y) € X x X;d(z,t) <r} kiimesi X x X in kapali ve simirh bir alt kiimesidir ve
boylece her ¢t € X i¢in kompaktir.

d(z,y) + d(z,y) = (x,y) olsun. Buradan ®;(x,y) = r — d(z,t) seklinde tamimlanan
d; . S; — R fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu durumda &, S; iizerinde siirekli ve
pozitiftir. Ayrica her ¢ € Xigin
r—d(z,t) >p

olacak sekilde bir p > 0 sayis1 mevcuttur, yani d(z,t) < r— p < r olup ispat tamamlanir.
Tanim 3.1.5 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her z,y € G, = # y igin
d(z, 2) + d(z,y) = d(z,y)

olacak gekilde G kiimesinde bir z elemani var ise (X, d) metrik uzaymin bir alt kiimesi

olan G ye M-konveks denir.

Ornek 3.1.5 X =R ve her r,y € X icin

[z —y|

d(z,y) = m

metrigini tanimlayalim. Bu (X, d) metrik uzay1 metrik lineer uzaylarda M-konveks ol-
mayan konveks kiimelerin varligini gosterir. Asagidaki ornek ise diger tarafin dogru

oldugunu gosterir.
Ornek 3.1.6 X = R2ve her 2 = (21, 41),y = (22, y2) € R? icin d metrigini
d(z,y) = maz{|z1 — y1, [v2 — vo[}
seklinde tamimlayalim. Ayrica
G={(z1,22):0< 21 <2,20=0}U{(21,20) : 21 = 2,0 < 2, < 1}

kiimesini goz 6niine alalim. Bu durumda Gnin M-konveks oldugu fakat konveks olmadigi

agiktir.

Tanim 3.1.6 (X, d) bir metrik uzay ve G bu metrik uzaym bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda eger her x € X i¢in GG de en az bir tane £ elemani var ise z € X i¢cin G de

d(z, &) =d(z,G) = 122 d(z, z)



olacak sekilde X in en iyi yaklagimi olarak yine G igerisinde en az birtane € elemani var
ise bu durumda G ye proksiminal denir.
Eger her x € X igin

d(x,€) = d(z, G)

olacak sekilde tam olarak bir tane £ € G mevcut ise G kiimesine Chebyshev denir.

Tanmim 3.1.7 G icerisinde x elemanlarinin en iyi yaklagimlarinin kiimesini Il (,) ile gosterecegiz.

Buradan Il : X — Y C G kiime degerli fonksiyonunu
Hg(x) ={z € G:d(z,2) =d(z,G)}

seklinde tanimlayabiliriz.

Simdi X kiimesi tizerinde eg(z) = d(x,G) seklinde tanimlanan baska bir reel degerli
fonksiyonu tanimlayabiliriz.

Bu durumda e nin diizgiin siirekli oldugu agiktir. Ilg(z) in siirekliligine bakilmaksizin
eger G Chebyshev ise Il fonksiyonunun G nin her noktasinda siirekli oldugu bilinmekte-
dir.

Teorem 3.1.2 Eger (X,d) bir M-konveks metrik uzay ve G, Xin bir Chebyshev alt

kiimesi ise bu durumda Xin M-konveks elemanina uygun z eleman ve Ilg(x) igin
llg(2) = Ug(x).
ispat 3.1.2 z nin tanimindan
d(x,z) + d(zllg(z)) = d(x, Ilg(z))

yazabiliriz.

Simdi eger £ € G ise bu durumda
d(z,€) > d(x,£) — d(z, )
d(z,Tg(x)) — d(z, 2)
= d(z,1g(z))

elde ederiz. Bu ise bize [Ig(x) in z elemanimin bir en iyi yaklagimi oldugunu gosterir.

Iddiaya gore G Chebyshev oldugundan I (z) = Ig(z) bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.



Teorem 3.1.3 Eger (X,d) bir metrik uzay G, X in bir alt kiimesi ve yo € G ise bu
durumda TI;'(z) kapahdr.
Ayrica eger ;' (yo) ve baz1 z € X igin

d(z, 2) +d(z,y0) = d(xo, Yo)

ise bu durumda z € TI;" (o).

ispat 3.1.3 Tanimdan dolay1 yani
I (yo) = {r€ X :d(z,y)=dx G)}
= ({z e X :d(x,p) < d(z,9)}

yeG
yazabiliriz.
d metriginin siirekliliginden dolay ispatin ilk kismi agiktir.

Simdi iddiaya gore zg € Hal(yo) oldugundan her y € G i¢in

d(zo, yo) < d(z0,y)
yazabiliriz. z elemani d(zg, z) + d(z,v0) = d(zo,yo) esitligini sagladigindan dolay1 her
y € G igin
d(z,y0) = d(xo,Y0) — d(0, 2)
< d(zo,Y0) < d(z0,y)

olacak sekilde = € T (yp) vardr.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonug 3.1.1 Eger G X igerisinde Chebyshev ise bu durumda her x € X igin 15" (1l (z))

kiimesi kapalidir.

Sonug 3.1.2 Genel olarak proksiminal kiimeler veya Chebyshev kiimeleri ne konvekstir
nede M-konvekstir. Bunt [6] hangi sartlar altinda her Chebyshev kiimesinin konveks
olacag1 hakkinda sartlar1 elde edilmistir. Fakat bu sartlar gereklidir ama yeterli degildir.

Tanim 3.1.8 (X, d) bir metrik uzay ve birbirinden farkh x,y € X i¢in
d(z, z) +d(z,y) = d(z,y)

esitligi saglanacak sekilde z € X kiimeleri mevcut ise bu kiimeye bir Menger kiimesi denir
ve M., ,~ seklinde gosterilir.

Baska bir ifadeyle

Meyy> ={z € X 1d(z,2) +d(z,y) = d(z,y)}
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Ornek 3.1.7 d(z,y) = % seklinde tanimlanan (R, d) metrik uzay: herz, y nokta
r—Y
¢ifti igin Menger kiimesine sahiptir. Ciinkii d*(z,y) = |z — y| seklinde tanimlanan (R, d*)

metrik uzay: birbirinden farkli her nokta ¢ifti icin Menger kiimesi sayilamazdir.
Sonug 3.1.3 Her Menger kiimesi kapalidir.

Tanmim 3.1.9 Eger bos bir metrik uzay birbirinden farkli elemanlarin her ¢ifti i¢in sadece

bir tane tekli Menger kiimelerine sahip ise bu metrik uzaya Mengeryan denir.

Teorem 3.1.4 Bir kesin M-konveks Mengeryan metrik uzay1 igerisindeki her M-konveks

proksimal kiime Chebyshev’dir.

Ispat 3.1.4 Kabul edelimki G, (X, d) kesin M-konveks Mengeryan metrik uzay1 igerisinde
bir M-konveks proksimal kiime olsun. Baz1 2y € X i¢in muhtemel olan y1,y, € G en iyi

yaklagim elemani olsun. Yani
Ma(zo) = {y1, 92}

Bu durumda

d(zo,y1) = d(20,y) = infeeqd(z,§) =7
yazabiliriz.
Iddiaya gore X kesin M-konveks oldugu icin z # z # y icin

d(z,z) <r

d(y1,2) + d(z,y2) = d(y1,92)

olacak gekilde z € X elemanlar1 mevcuttur. Fakat G bir M-konveks ve Xde mengeryan

oldugu icin z € Gdir. Fakat bu ise rnin tanim ile ¢eligir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanim 3.1.10 (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger lim,d(z,y,) = d(z,G) bu olacak

mevcut ise bu durumda bu (X, d) metrik uzayindaki G kiimesine yaklagik olarak kom-

paktir denir.

Teorem 3.1.5 Bir diizgiin M-konveks mengeryan metrik uzaydaki her tam M-konveks

kiimesi yaklasik olarak kompaktir.

Ispat 3.1.5 G bir (X, d) diizgiin M-konveks mengeryan metrik uzay1 icerisinde M-konveks
tam kiime olsun. Daha sonra G icerisinde limd(x,y,) = d(x,G) = r olacak sekilde bir

y, dizisini alahm. Iddiaya gore X diizgiin M-konveks oldugu icin asagida yazacagimiz
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esitlikleri saglayan bir o > 0 bulabiliriz.
limyd(z,y,) = r oldugu i¢in d(z, y,) > r+ 9 olacak sekilde n > N bir pozitif tam sayisini
secebiliriz. n,m > N icin

d(x,y,) <r+9,

d(x,ym) <r—+9

bagintilarini verebiliriz.

Eger d(yn, ym) > € ise bu durumda

Ad(Yn, yo) + d(Yo, Ym) = d(Yn, Ym)

ve d(z,yy) < r olacak gekilde bir y € X vardir. Iddiaya gore X, M-konveks ise mengeryan
oldugu i¢in y € G olup bu ise r = d(z, i) ile gelisir.
Bu ¢eligkiden keyfi € > 0 ve m,n > N i¢in d(y,, ym) < € elde edilir. Bu ise bize y,, nin bir

Couchy dizisi oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamim 3.1.11 (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger lim,d(p,y,) = d(p, G) saglayan Xin
bir M-konveks G kiimesi icerisindeki sabit bir p € X ve her y, dizisi bir Couchy alt

dizisine sahip ise bu takdirde (X, d) metrik uzayna P-6zelligine sahiptir denir.

Teorem 3.1.6 Bir (X,d) metrik uzaymm tam M-konveks P-0zelligini saglayan G alt
kiimesi Chebyshevdir.

Ispat 3.1.6 p € X ve r = d(z,G) olsun. Dolaysiyla limd(p,y,) = r olacak gekilde
Gde bir y,, dizisi mevcuttur. P-ozelliginden dolay1 y,,, G igerisinde bir y,, Cauchy alt
dizisine sahiptir. G tam oldugu i¢in y, dizisi y € G elemanina yakinsar. Metrik uzayin
stirekliliginden d(p,y) = r yazabiliriz. Ayrica d(p,y1) = d(p,y2) = r olacak sekilde

Y1, Y2 € G. Buna gore y secelim. Bu durumda

n ¢ift ise z, = 1y

n tek ise z, = Yo

seklinde z, dizisini olugturalim. Buradan lim,d(p, z) = d(p,z1) = r = d(p, z2) buluruz.
P-ozelliginde z,, bir z,, Cauchy alt dizisine sahiptir. Yani £ > 0 i¢in n, my > N olacak
sekilde d(zy, , 2m,, ) < € sartini saglayan bir N pozitif tam sayist mevcuttur. € keyfi oldugu

i¢in y1, yo dir. Bu ise bize G nin Chebyshev oldugunu ispatlar.

Sonug 3.1.4 Her diizgiin M-konveks mengeryan metrik uzay P-ozelligine sahiptir. Bu

sonug dirck P-ozelligin tanimindan agiktir.
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3.2 Menger Konveks Metrik Uzaylarda Sabit Noktalar

Tezin girig kisminda Mengerlik ve sabit noktalar hakkinda bilgi verilmistir. Fakat, biz

yine de burada kisaca tekrar hatirlatalim.

Geniglemeyen doniisiimlerin sabit nokta teorisindeki temel problem: bu dontigiimler
icin sabit nokta ozelligi altinda kurulmus kosullar1 bulmaktir. Bu difaransiyel esitlikler
ve Banach Uzay1 geometrisi ile yakindan baglantihidir. Banach uzayi geometrisi ve sabit
nokta teorisi arasindaki etkilesim giiclii ve faydahdir. Ozellikle geometrik 6zellikler metrik
sabit nokta problemlerinde 6nemli rol oynar. Bu sonuglar esasen konveks hipotezinde ve
Banach uzayr geometrik ozelliklerinde kullanilir. Bu sonucglar matematikte yeni alan-
lar a¢gmaktadir. Aronszajn, Panitchapakdi [16] ve Menger [11] metrik uzayda konveks
yapilari, kapali top ve onlarin 6zelliklerini tanimladilar. Khalil bu konveks metrik uzayinda
sabit noktalarin varligini ve en iyi yaklagimi sonraki caligmalarinda tamamladi. Yani kon-
veks metrik uzay igerisinde konveks olmayan kiimeler siifi olarak tanimlanan doéniisiim

icin yaklagim olarak degismeyen sonuclarina ulasildi.

Tamim 3.2.1 [11] (X,d) metrik uzay olsun. Birbirinden farkli her z,y € X igin
0 <r <d(z,y) olmak iizere

Blz,r] N Bly,d(z,y) —r] # @

oluyorsa bu (X, d) ye Menger konveks metrik uzay denir.

Burada Blz,r] = {y € X : d(z,y) < r}.

E, herhangi bir metrik uzaym bir alt kiimesi olsun. Bu durumda her z,y € F icin

0 <r <d(z,y) olmak tizere
Blz,r] N Bly,d(z,y) —1] € E

oluyorsa E ye konvekstir denir. Genel olarak konveks metrik uzayda B[z, r| kiimesi kon-

veks degildir.
Tamim 3.2.2 (X, d) bir metrik konveks uzay olsun. Eger her z,y € X ve t € [0, 1] i¢in
Blz, (1 = t)d(z,y)] N Bly, td(x,y)]

bu kiimesi singleton kiime ise bu durumda (X,d) konveks metrik uzay1 (A) ozelligine

sahiptir denir. Bilindigi iizere tek elemanli kiimelere singleton kiime denir. Buradaki
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singleton kiimeyi M (z,y,t) ile gosterecegiz. Eger z,y ye esit ise M(x,y,t) = z oldugu
agiktir. Yukaridaki tanimdan (A) ozelligine sahip bir konveks metrik uzayda B[z, r] kon-

veks kiimedir.

Tanim 3.2.3 (X, d) konveks metrik uzay olsun. Eger her z,y,z € X ve t € (0,1) i¢in
dim(z,y,z),m(z,y,t)) < td(z, 2)

esitsizligi saglamyorsa bu (X, d) konveks metrik uzayi (B) ozelligine sahiptir denir.

Tanim 3.2.4 (X, d) bir konveks metrik uzay olsun. Eger bu metrik uzay (A) o6zelligine
sahip ve her € > 0 igin her r > 0 ve d(z,y) < r ve d(z,y) > re sartlarim1 saglayan her
z,y,z € X i¢in

d(z,m(z, v, %)) <r(1—6()) < r

olacak sekilde 6 = d(g) > 0 mevcut ise (X, d) konveks metrik uzayna diizgiin konvekstir

denir.

Tanim 3.2.5 [2] (X,d) bir konveks metrik uzay olsun.  Eger birbirinden farklh
x,y € Blz,r] i¢in her t € (0,1), z € X ve r > 0 olmak tizere

Bz, (1 = t)d(z,y)] N Bly, td(z,y)] € B(z,7)

bagintisi saglaniyorsa bu (X, d) metrik uzayina kesin konveks denir.

Burada B(z,r) ={z € X : d(z,2) < r}.

Sonug 3.2.1 Diizgiin konveks metrik uzayin kesin konveks oldugu yukaridaki tanimdan

aciktir. Fakat tersi dogru genelde degildir.

Tanim 3.2.6 (X, d) bir konveks metrik uzay ve F' de bu uzaym bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda Fnin T-regular kiime olabilmesi icin gerekli ve yeterli kogul her bir x € F' icin

T:F— X vem(z,T(x),3) € F olmasidur.

Sonug 3.2.2 Bir konveks metrik uzay: i¢cinde 7' doniigiimii altinda her konveks kiime bir

T-regular kiimedir. Fakat bir T-regular kiimenin konveks bir kiime olmasi gerekmez.

Tanim 3.2.7 X bir metrik uzay ve T': X — X bir doniigiim olsun. z € X igin
a)Eger T'(x) = = fonksiyonel denklemin ¢6ztimii ise bu X e 7' nin sabit noktalar1 denir.
b)Eger keyfi ¢ > 0 i¢in d(X,T(x)) < € ise x e T nin e-sabit noktas1 denir.

Agikca her € > 0 i¢in T nin sabit noktasi e-sabit noktadir. Fakat tersi genelde dogru

degildir. Her € > 0 i¢in T nin e sabit noktasinin varligi bazen T nin sabit noktasinin
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varligini garanti eder.
Ornegin T(F) ile X metrik uzaymin kapali bir F' alt kiimesi iizerinde tanmimh bir 7'
siirekli doniigiimii X in baz kompakt alt kiimesini icerir. Yani her € > 0 i¢in sabit noktaya

sahiptir. Bu durumda T sabit nokta igermektedir.

Tanim 3.2.8 (X,d) bir metrik uzay ve T': X — X olsun. Eger her z,y € X ic¢in
d(T(z), T(y)) < d(x,y) oluyorsa bu T doniigiimiine geniglemeyen adi verilir.

Tanim 3.2.9 (X, d) bir metrik uzay ve 7' : X — X doniigiimii X de sabit bir noktaya
sabit ve eger xg, T nin sabit bir noktasi ise bu durumda her x € X icin

d(T(z),x0) < d(z,xq) oluyorsa bu durumda 7" doniisiimiine quasi-geniglemeyen denir.

Sonug 3.2.3 Genisglemeyen dontistimlerin sinifi quasi-genislemeyen dontisiimlerin sinifinda

tamamen yer almaktadir. Simdi bunu bir ornekle agiklayalim.

Ornek 3.2.1 R 6klid uzay1 lizerinde bir 7' dontigimiinii goz oniine alalim. Bu doniigim
icin # # 0 ve T(0) = 0 i¢in T'(z) = Asin(3) acik¢a 0, T nin sadece sabit noktasidir ve T
quasi-geniglemeyendir. Eger x = % ve y = % olarak alinirsa bu durumda

T(2) - TW)| = = > = = |z —y|

olup T geniglemeyendir.

Tanim 3.2.10 (X, d) bir metrik uzay ve M C X olsun. Bu durumda her z € X i¢in
d(z, M) =inf{d(x,y),y € M} olacak sekilde

Py(x)={z€ M :d(z,z) =d(z, M)}

kiimesini tanimlayalim. Bu durumda keyfi z € Py;(x) M den z i¢in en iyi yaklagim noktasi
denir.

Bir X metrik uzaymn keyfi kompakt M alt kiimesi i¢in Py (z) kiimesi bogtan farkhidir.
Eger her z € X igin Py(z) singleton ise bu durumda her x € X i¢in M den z igin
en iyi yaklagim noktasini belirleyerek en yakin nokta izdisimi olan P : X — M
tanmimlayabiliriz. Py (x) in (A) ozelligine sahip bir konveks metrik uzayda kapali kon-

veks M kiimesi igin konveks oldugu [30] da ispatlanmigtir.

Tanim 3.2.11 K bir tam kapali konveks metrik uzaymn bir alt kiimesi ve {f, : a € K},
[0,1] araligindan K mnin igerisine doniigiimlerin bir ailesi ve her o € K igin f,(1) = «
ozelligine sahip olsun. Bu durumda

a) Her o, € K ve her t € (0,1) i¢cin ¢ : (0,1) — (0,1) fonksiyonu var ve
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d(fa(t), f5(t) < p(t)d(a, 5) oluyorsa bu aileye biiziilme saglaniyor denir.
b) Eger [0,1] t — ¢ ve K da o — «g igin f,(t) — fa,(to) oluyorsa bu aileye birlesik

stirekli veya ortak siirekli denir.

3.3 Sabit Noktalar ve Yaklagik Sabit Noktalar

Bu kisimda bir metrik uzayin kompakt bir konveks alt kiimesi tlizerinde tanimlanan
geniglemeyen ve quasi-geniglemeyen dontigiimlerin sabit noktasi ve € sabit noktasi hakkinda

ayrintili bilgiler verilecektir.

Teorem 3.3.1 F, (A) ve (B) 6zelliklerine sahip bir X konveks tam metrik uzaym bostan
farkli bir kompakt konveks alt kiimesi olsun. Bu durumda F' {izerindeki tanimli geniglemeyen
ve kendi tizerine tanimli geniglemeyen herhangi bir 7" doniigiimiiniin sabit bir noktasi

vardir.

Ispat 3.3.1 T,(z) = m(T(x),y, +) seklinde tammlanan T, : F — F doniisiimil i¢in
y € F sabit olsun. Bu durumda

AT (2), To(2) = dlm(T (), y, ), m(T(2), . ) < ~d(e,2)

bu esitsizlik bize her bir pozitif n tam sayisi icin 7;, nin bir daralma oldugunu gosterir.
Banach sabit nokta prensibine gére ([12]) her bir n i¢in T'(z,,) = x,, olacak sekilde z,, € F’
vardir. Simdi {z,} dizisinin 2 a yakimsayan bir yakinsak {z, } bir alt dizisinin oldugunu

gosterelim. T, in siirekliliginden T'(x,,;) — T (zo) dir. Boylece
d(xn,, T(20)) = d(Tn(Tn,), T(20) = d(m(T(xnj), Y, %),T(xo))
olup n — 00 , {m,; } — T'(wp).
Sonug 3.3.1 Teorem 3.3.1 in genellestirilmesidir [25].
Asagidaki teorem ile, dontigiimiin tanim kiimesi iizerindeki konvekslik sartini yumusatiyoruz.
Boylece Teorem 3.3.1 i saglamayan fakat ayni zamanda [23] teki Teorem 1 i de genellegtiriyor.

Teorem 3.3.2 F', bir X tam konveks metrik uzaymn bir kompakt alt kiimesi olsun.
Kabul edelim ki,bir daralma doniigiimii ve F' ile baglantili ortaklaga siirekli dontigiimlerin
bir ailesi var olsun. Bu durumda F' den kendi igine tamimli keyfi bir genislemeyen T

dontigiimii, F' i¢inde sabit bir noktast vardir.
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Tanim 3.3.1 Kabul edelim ki A;, As, ..., A, ve C topolojik uzay olsun. Bu durumda
[ A Ay Ay — C doniigiimil, eger agagidaki sartlar: sagliyorsa bu fye ortak stirekli
fonksiyon(doniigiim) denir.

1)f, A1 x Ay x ... x A, carpim topolojisi yardimiyla stireklidir.

2) X bir topolojik uzay ve g : X — A; i € N de tiim siirekli doniisiimler olsun. Bu
durumda her x € X igin

W) = f(91(2), g2, (), -, gn(2))

seklinde tanimlanan A : X — A; doniisimi stireklidir.

Ispat 3.3.2 Her bir n € N icin k, = 5 € [0,1] olsun. Bu durumda her z € I’ ve her
n € Nigin T, (z) = fr,, (kn) olacak sekilde bir T,, : F' — F doniisiimii iyi tanumhdir.
Dahasi, her n € N ve her z,y € F icin

d(Tn(x), Ta(y)) = d(fr@)(kn, fro)(kn)) < (kn)d(T(2), T(y)) < ¢(knd(2,y))

Her n € N igin 7,, F {izerinde bir daralma dontisiimiidiir.Banach daralma dontisiimiine
gore [26] her n € N i¢in her bir 7,, nin bir tek z,, € F sabit noktasi oldugunu ileride
gosterecegiz. F icinde x,; — xo olan z,nin bir z,; alt dizisi F' nin kompakthgmi verir.
T,,(zn;) = 2y, oldugundan T, (z,;) — o T nin siirekliliginden T'(z,,) — T'(zo) ve aym

zamanda ortaklaga stireklilikten

Tnj (xnj) = sznj (knj) - fT(xO)(l) = T(x())

elde ederiz. Bu ise bize xqin T-nin bir sabit noktasi oldugunu gosterir. Asagidaki teo-
rem ile fonksiyonun tanim kiimesi iizerindeki kompaktlik sartini diigtiniip, boylece teorem
3.3.1 i gelistirmisg olacagiz. Tlaveten, bu teoremle konveks metrik uzaylar igin iyi bilinen

geniglemesi olmayan dontisiimlerin Schauder’in sabit nokta teoremi de genisletilir.

Teorem 3.3.3 F, (A)ve (B) ozelliklerini saglayan her konveks metrik uzayin bogtan farklh
bir kapali konveks alt kiimesi olsun. Bu durumda 7" : F' — F geniglemeyen bir dontigiimiin
ve T'(F) de F nin kompakt bir alt kiimesinin alt kiimesi ise, ozaman T sabit bir noktaya

sahiptir.

Ispat 3.3.3 2, € F ve her n € N icin T}, = m(zo, T(z), 1) tammlayalm. F nin konvek-

sliginden her n € N i¢in
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1
< —d(T(x), T(y)
Banach daralma doniigiimiine gore [26] her n € N i¢in 7T}, nin F iginde x,, gibi bir tek sabit

noktast vardir. o € F i¢in T'(z,;) — o olacak sekilde (z,,) C [ dizisinin bir (z,;) alt

dizisi vardir.Buradan

1
Tp; = To(Tn;) = m(zo, T(7y,), =) — 20,n — 00
n

olup T-nin stirekliliginden ispat tamamlanir.

Asagidaki teoremde, bir konveks metrik uzayda quasi-genislemeyen dontigiimiin sabit nok-

tas1 icin tekrarh dizinin yakinsakligi hakkinda gerekli ve yeterli kosul verilecektir.

Teorem 3.3.4 F bir X konveks tam metrik uzayin kapali bir alt kiimesi ve T': ' — F
bir quasi-geniglemeyen déniigiim olsun. Her n € N i¢in zy = T"(xy) € F olacak sekilde
bir ¢y € F noktasinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda her n € N i¢in z,, dizisinin
T-nin sabit noktasina yakinsamasi igin gerekli ve yeterli kosul lim,, oo (2y, Fiz(T)) = 0

olmasidir. Burada, Fiz(T), T nin sabit noktalar: kiimesidir.

Ispat 3.3.4 d(z,, Fiz(T)) = supscrizr)d(Tn, v)oldugundan

lim (z,, Fiz(T)) =0

n—oo

oldugu n,, yakinsak dizisinin 7-nin sabit noktalarina yakinsadigi hemen goriiliir. Tersine
olarak, ¢ > 0 icin her n € N, n > ny sartini saglayan bir ny € N vardir. Buradan
d(zn, Fiz(T)) < 5
Simdi p € Fiz(T) ve m,n > ny alahm. Boylece

d(Tn, 2m) < d(@n,p) + d(p, Tm)

= d(T"(xo, p) + d(p, T™(x0))

2d(T*, p) < 2d(zy,,p)
< 2d(xy,, Fiz(T))

IN

olup z, dizisinin F' de bir couchy dizisi oldugunu goriirtiz. F bir tam metrik uzayin
kapali bir alt kiimesi oldugundan z,, — wu olacak sekilde bir u-noktas1 vardir. Boylece
d(u, Fiz(T)) = 0 Fix(T), T-nin quasi-geniglemeyen sabit noktalarin kiimesi oldugundan
Fiz(T) kapahdir. Bu ise v € Fiz(T) olup ispat tamamlanir.
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Teorem 3.3.5 F, bir X konveks metrik uzayin kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda,
T : F — X kompakt siirekli bir doniiglimiin sabit noktasinin olabilmesi i¢in gerek ve

yeterli kogul her bir € > 0 i¢in T-nin e-sabit noktaya sahip olmasidir.

ispat 3.3.5 Kabul edelim ki, her ¢ > 0 i¢in 7" : FF — X kompakt siirekli doniigimi
g-sabit noktaya sahip olsun. Her n € N i¢in z,, % -sabit noktal, yani d(x,,T(z,) < %
olsun. T kompakt oldugundan. T(F), xin bir D kompakt alt kiimesinde bulunur. F-deki
bir /x,, dizisi i¢in T'(x,,) — u,n; — oo olmak iizere x,, — u, n; — oo olan bir u € I ve

bir z,,; alt dizisi vardir. Bu ise ispat1 tamamlar.

3.4 En iyi Yaklagim

Bu boliimde, bir konveks metrik uzay i¢inde yaklagim teorisine sabit nokta teorem-

lerinin uygulanmasindan s6z edecegiz.

Teorem 3.4.1 M, bir diizgiin konveks tam metrik uzayin kapali konveks bir alt kiimesi
olsun. Eger her z € X icin Py(x) singleton ise, ozaman P : X — M en yakin nokta

projeksyonu siireklidir.

Ispat 3.4.1 Her n € N i¢in =z, dizisi z € X yakmsak ve Py(z) = z olsun. Tamamen
basitlik i¢in P(x,) yerine u, yi gosterelim. Simdi u,,u € N M de bir Couchy dizisidir,
eger degilse o zaman her k € N icin my > my, ve d(up,, um,) > € olacak sekilde ¢ > 0

Ve Up, , U, alt dizileri vardir. ap = up,, by = U, ve My = mazd(x,ay),d(x,by) olarak

k

secelim. Burada k — oo igin My — d(x, M) oldugu agiktir. Ayrica

d(z,ar) < My;d(x,b,) < My

ve
d(ag, by) > (Mik)Mk
bu ise d( ) . d(ay, by,)
x,m(ak,bm 5)) > Mk<1 - 5(%)) < Mk<1 B 5<Tk>>
d(e,M)

ayni zamanda, kK — oo i¢in J (Ai[k) <1- esitsizliginde .J (Mik> — Oolup ¢ pozitif

My,
olamaz. Dolayisiyla,P(x,) M de bir Couchy dizisidir ve buradan

d(z,z) = d(x, M) ve z = P(z) olacak sekilde bir z € M noktasina yakinsar.
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Teorem 3.4.2 F, bir diizgiin konveks tam metrik uzayimn bir sinirh T-regiiler alt kiimesi
olsun. Ozaman ya her € F i¢in T'(xz) = z ya da d(zo, F') < diam(F') olacak sekilde F

de bir zg noktasi mevcuttur.

Ispat 3.4.2 Baz z € F icin x # T'(z) oldugunu kabul edelim. Bu durumda d(z, T(z) = ¢
olsun. Simdi keyfi y € F icin d(y, T(z)) < diam(F) ve d(y,z) < diam(F). Iddiaya gore
F bir T-regiiler kiime oldugundan m(z,T(z),3) € F. Simdi X-in dizgin konveksligini

kullanirsak,

d(y,m(x,T(m), %)) < (1 — J(e))diam(F)

olacak sekilde J(g) > 0 reel sayis1 vardir. Buradan,

1
d(F,m(:v, T(x), 5)) < (1 - J(e))diam(F)
olup boylece istenilen sonuca ulasilir.

Onerme 3.4.1 X bir kesin konveks metrik uzay v € X ve M de X in bir alt kiimesi olsun.

Eger x # y igin 2,y € Py(u) ile o zaman t € (0,1) igin m(x,y,t) ¢ M.

Ispat 3.4.3 Eger m(x,y,t) € M ise ozaman z,y € Py (u) icin d(z,u) < d(u,m(x,y,t))
ve d(y,u) < d(u,m(x,y,t)). X kesin konveks metrik uzay oldugunadan yukaridaki ifadede
bir geligkidir. Boylece, m(z,y,t) ¢ M, t € (0,1).

Onerme 3.4.2 M, bir kesin konveks metrik uzaym keyfi bir alt kiimesi ve T': M — M
olsun. Eger keyfi u € X icin Py (u) bostan farkl bir T-regiiler kiime ise, ozaman Py, (u)

nin her bir noktasi T-regiiler bir sabit noktasidir.

Ispat 3.4.4 Baz © € Py(u)lar icin T(z) # x oldugunu kabul edelim. Onerme 3.4.1%¢
gore m(x,T(x),3) ¢ M. Boylece m(z,T(x),5) ¢ Pu(u). Pa(u) bir T-regiiler kiime
oldugundan = = T'(z) saglanmalidir. Dolayisiyla u-nun her en iyi M-yaklagimi, T-nin bir

sabit noktas: olur.

Teorem 3.4.3 M bosgtan farkli kapali bir kiime ve X kesin konveks metrik uzaym 7T-
regiiler alt kiimesi olsun. Burada 7' bir kompakt doniigiim ve u, M de bir noktadir. Her
x € M i¢in d(T(x),u) < d(z,y) oldugunu kabul edelim. O zaman u-ya en iyi yaklagim

olan her x € M noktas1 T-nin bir sabit noktasidir.
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Ispat 3.4.5 r = d(u, M) olsun, o zaman lim,_,d(u, y,) = r olacak sckilde M de bir her
n € N icin Y,, minimum dizisi vardir. Bu ¥, dizisinin simirl oldugu aciktir. 7" kompakt

oldugundan ¢l (T (y,), M nin bir kompakt alt kiimesidir ve boylece
T(yn),  limnoT(Yn,) = € M
olacak gekilde yakinsak bir diziye sahiptir. Buradan
r <d(u,x)= I}zrkn d(u, T(yn,)) < I}zrkn d(u, yn,) =limd(u,y,) =r

olup x € Py(u). Ayni zamanda, eger y € Py(u) ve r < d(T(y),u) < d(y,v) = r i¢in
T(y) € Py(u). Buradan y € Py icin d(T'(y),u) = r. Ayrica X in kesin konveksliginden,
r < d(m (y, T(y), %),u) < r. Dolaywsiyla m(y, T(y), 5) € Py(u). Buradan Onerme 3.4.1

e gore ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.4 M bostan farkli kapali bir kiime ve bir X kesin konveks metrik uzaym
T-regiiler alt kiimesi olsun. Burada 7' : X — X bir kompakt dontigimidiir. Eger w,
X/M de T-nin bir sabit noktasi ve her z,y € X i¢in

d(T(x), T(y)) < ad(x,y) + B(d(z, T(2)) + d(y, T(y))) +~(d(z, T(y)) + d(y, T(x)))

esitsizligi saglaniyorsa o zaman M de her bir en iyi yaklasim olan u, T-nin bir sabit

noktasidir. Burada o ,8 ve v, a + 28 4+ v < 1 sartin1 saglayan reel sayilardir.
Ispat 3.4.6 2 € X icin

(T'(2), T(u))

IN

ad(z, u) + fd(z, T(x))
ad(z, u) + f(d(x, T(x))) +y(d(x, u)) + d(T'(u), T(x))
< ad(z,u) + 5(d(z, T(x))

(+ B +7)d(z,u) + (8

esitsizligini goz oniine alalim. Buradan

a+ B+

AT(@). Tw) < (55—

)d(x, w)

ve d(T(u), T(x)) < d(x,u) olup teorem 3.4.3 e gore ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Menger konveks uzay, bu uzayda sabit nokta teoremi ve en iyi yaklasim konular: ayrintil

bir sekilde incelenmistir. Bagka bir ifade ile:

1. Metrik uzaylarda M-konveks kiime ve konveks fonksiyon kavrami,

2. M-konvekslik, kesin M-konveks ve diizgiin M-konveks metrik uzaylar arasindaki

bagintilar,

3. Metrik uzaylarin M-konveks alt kiimelerini icin en iyi yaklagim teoremlerinin ince-

lenmesi,

4. Menger konveks metrik uzayda, sabit noktalarin varhgi igin gerekli sartlarin gozden

gecirilmesi,

5. Diizgiin konveks tam bir metrik uzayin kompakt bir konveks alt kiimesinde geniglemeyen

ve kuazi geniglemeyen doniisiimlerin sabit noktalaria yaklagimi ile ilgili teoremler,

6. Kesin konveks bir metrik uzayda bir sabit nokta icin en iyi yaklasim sonuglar
lizerinde incelemeler yapilmigtir. Referans alinan kaynaklarda yapilan bazi iglem

hatalar1 da diizeltilmistir.

Bu yiiksek lisans tez calismasinin Tiirkiye’de bu alanda caligmak isteyen bilim insanlarina

Tirkce bir kaynak olarak faydal bir eser olacagini diigliniiyoruz.
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