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Bu tez galismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde ¢alismanin
amacindan kisaca bahsedilerek bir giris verilmistir. Ikinci boliimde ¢alismamizda
gerekli olan baz1 temel tanimlar, teoremler ve genel bilgiler ifade edilmistir. Ugiincii
boliimde ¢ekirdek invers tanimi verilerek bunun gesitli 6zellikleri ortaya konulmustur. Ayrica
matrislerin gekirdek inversleri ile ilgili baz1 hesaplanma yontemleri ve ¢ekirdek inverslerin
baz1 uygulamalarindan bahsedilmistir. Dordiincii boliimde sonug¢ ve Oneriler verilmistir.
Besinci boliimde ise tezde yararlanilan kaynaklar listelenmistir.
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ABSTRACT

REPRESENTATIONS OF THE CORE INVERSE OF MATRICES AND
SOME APPLICATIONS
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MATHEMATICS
MASTER THESIS, 62 PAGES

(SUPERVISOR: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN)

This thesis is organized into five parts. In the first chapter, an introduction is
given by mentioning the purpose of the study. In the second chapter, some basic
definitions, theorems and general informations that will be required in our study are
expressed. It is given the definition of the core inverse of a matrix and considered some
properties of this inverse. Furthermore, some computational methods and several
applications of the core inverses of matrices are given in this chapter. In the fourth
chapter, conclusions and recommendations are given. In the fifth chapter, the sources
used in the thesis are listed.

Keywords: Matrix, Square Matrix, Partitioned Matrix, Rank, Generalized Inverse,
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1. GIRIS

Bugiin matrisler ve matris teorisi, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik egitimi,
bilgisayar miihendisligi, kodlama teorisi ve elektrik miithendisligi gibi pek ¢ok teknik
alanda gerekli matematiksel temel bilginin ayrilmaz bir pargasi haline gelmistir. Matris
hesabu, 19. yiizy1l ortalarindan itibaren kullanilmaya baslanmistir. ingiliz matematikgi
Sylvester, ilk kez 1850 yilinda matris kavramini kullanmistir. 1853 yilinda ise bir diger
ingiliz bilgini Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin bazi
ozelliklerinden faydalanmis fakat matris ismini heniiz kullanmamustir. Yine bir ingiliz
matematikgisi olan Cavley, 1858 yilinda zamaninda ¢ok meshur olan ‘Memorie on the
Theory of Matrices’ isimli eserinde matris cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur.
Ilerleyen zamanlarda Fransiz Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni

kavram ve teoremler iizerinde ¢alismislardir.

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk kez 1920 yilinda Moore tarafindan ortaya
atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng tarafindan yapilmistir.
Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir sistematik calisma
yapilamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki caligmalardan tamamen habersiz olarak,
Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore tarafindan verilen invers kavramini
yeniden tanimlamistir. Penrose ile ayni1 donemlerde yasayan bilim adamlarindan birisi
olan Rao, bir singiiler matrisin Pseudo Inversi olarak adlandirdig1, en kiigiik kareler
teorisinde, singiiler matrisli normal denklemlerin ¢oziimiinde ve tahmin edicilerin
varyanslarinin  hesaplanmasinda ¢ok sik kullanilan yeni bir invers kavrami
gelistirmistir. Ancak Rao tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve Penrose
tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiinii saglamamaktadir. Bu nedenle bu
invers, Moore—Penrose inversten biraz farklidir. Rao, daha sonraki bir ¢alismasinda
ise lineer denklemlerle ilgili problemlerinin ¢éziimiinde yeterli olan ve Moore ve
Penrose’ un vermis oldugu tanimdan daha da zayif bir tanim ortaya koymustur. Bu
invers, bir genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bu inversin ¢esitli

uygulamalari Rao’ nun bir¢ok ¢alismasinda yer almistir.

Genellestirilmis inversler lizerinde 1955 1i yillardan itibaren ¢alisan baslica
bilim adamlar1 arasinda Greville, Bjerhammer, Ben-Israel ve Charnes, Chipman,

Chipman ve Rao, Scroggs ve Odell sayilabilir. Bott ve Duffin, bir kare matrisin kisith



inversini tanimlamiglardir ki bu invers bilinen g—inversten farklidir ve bazi
uygulamalarda oldukca fazla kullanilir. Chernoff, ¢aligsmalarinda singiiler nonnegatif
taniml1 bir matrisin g—inversini ele almistir ki bu invers, bir g—invers olmamasina
ragmen bazi tahmin problemlerinin incelenmesinde yararlidir. Rao tarafindan verilen
daha zayif tanimi saglayan g—invers tek tiirlii olmamakla birlikte matris cebirinde
ilging bir ¢alisma olarak kabul edilir. 1967 yilinda bir yayininda Rao, degisik amaglarla
kullanilmak tizere g—inverslerin bir siniflandirmasini1 vermistir. Bu ¢alismalar daha
sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir simiflandirmasini ortaya atan Mitra ve
Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir. Genellestirilmis inverslerin
diger cesitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan
yapilan bir dizi ¢alismada ele alinmistir. Genellestirilmis inverslerle ilgili sistematik
gelismeler ve onlarin ¢esitli uygulamalart Generalized Inverse of Matrices and Its

Applications (Wiley, 1971) adh kitapta verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde normal olarak
bildigimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve &zellikle
lineer denklem sistemlerinin genel durumda ¢6ziimiiniin mevcut olup-olmadiginin
arastirilmasinda ve mevcut olmast durumunda ¢éziimiin belirlenmesinde kullanilan ve
bilinen anlamdaki invers 6zelliklerini de saglayan Moore-penrose invers adi verilen
bir genellestirilmis invers kavram ele alinmigtir. Bu amagla 6ncelikle bir matrisin
Moore-Penrose inversi tanimi verilerek bu inversin ¢esitli Ozellikleri ortaya
konulmustur. Daha sonra keyfi mertebeden bir kare matris i¢in Cekirdek invers tanimi
ve bunun bazi 6zellikleri ortaya konulmus ve ayrica bu tipten inversleri hesaplamada

kullanilan baz1 yeni yontemler verilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1 Temel Kavramlar

Tanmm 2.1
i) K bir cisim, m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak iizere biitin (i,j) siral
ikililerinin kiimesini A = N x N gosterelim. Bir f: A — K fonksiyonu
(@,)) — G, )) = a;;
bigiminde tanimlansin. a;; € K olmak lzere keyfi segilen m.n tane elemanin

olusturdugu say1 tablosuna K iizerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir ve

a11 alz e aln
Am1 Amz - Amn

veya kisaca A = [aif]mxn seklinde gosterilir. Her bir (i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen a;; elemanina ise A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.

ii) Bir K cismi {izerinden se¢ilen biitiin A = [ai j]mxn matrislerinin kiimesi K}' veya

K™>" ile gosterilir.

i) A = [al-j] ve B = [bij] matrisleri m X n tipinde olmak {izere, eger her (i,j) igin

a;j=b;, 1<i<mvel<j<n iseAveB matrislerine esit matrisler denir,
iv) A = [aij] matrisi m X n tipinde olmak tizere, herbir (i,j), 1<i<m,1<j<n
i¢in a;; = 0 ise A matrisine sifir matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.2
i) A= a]ve B = [b;;] matrisleri m x n tipinde iki matris olsun. Bu takdirde A ve

B matrislerinin toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup
+: K' X K7 — Kt

(A,B) — A+ B = [aij] + [bij]

A+ B = a; + b21 ay, + +b12 we  Qop + bZn
Am1 +bm1 Az +bma o A+ b



seklinde tanimlanir.

i) ¢ € K bir skaler olmak iizere cA € KJ' matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Baska bir deyisle

K x K — K7

cay; €Ay .. CQqp

ca,; ca . oca
(c,A) mcA=|" 2t =72 o e

CAmi CQpz o Clpmn

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.3 A = [aij] eEKy' ve B = [bij] € Kb olmak iizere, A ve B matrislerinin

carpimi C = [cl- j] € K* seklinde bir matris olup

Kot x K, — K

laij]- [bij] = [eij] = [ER=raubiy], 1<i<m, 1<j<n
seklinde veya daha agik olarak

(a11b11 + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =
(am1b11 + + ampbpl) (amlbln + + ampbpn)
olarak tanimlanir. Bu durumda iki matrisin ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci

matrisin siitun sayist ile ikinci matrisin satir sayisi esit olmalidir. Uygun A ve B

matrislerinin ¢arpimi1 A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.4 Eger 6zel olarak K = R alinirsa, bu takdirde matrise bir reel matrisve K =

C alinirsa matrise bir kompleks matris denir (Branson R., 1999).

Tanim 2.5

i) Eger bir A = [aij] . matrisinde m = n ise, yani matrisin satir sayisi siitun

mx

say1sina esit ise, bu takdirde A matrisine bir kare matris denir. Bu durumda

all alz ) aln
A= a1 Qayr e Qon (22)
an1 QApz2 -« QAun



kare matrisinde a,q,a,y, ..., Any clemanlarma kosegen (esas kosegen) elemanlart

denir.

i) BirA = [ai ] kare matrisinin kosegen elemanlar1 disindaki tiim elemanlar1 sifir
Jnxn

ise bu matrise kdsegen matris denir ve A = Kos{a1, azy, ... , Qppn} ile gosterilir.
iii) Bir kdsegen matriste a4, a5, ..., Ann = K, k € KK ise matrise skaler matris denir.

iv) Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlari 0 olan bir kare matrise birim matris denir

ve n — yinci mertebeden bir birim matris

1 - 0
I, =|: :
0 - 1

seklinde gosterilir. Herhangi bir A € KI' matrisi igin, I,,A = Al, = A esitligi saglanir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.6
i) Bir A= [al- j]mxn matrisinden ayni numarali satir ve siitunlar kendi aralarinda yer
degistirilerek elde edilen A” = [aij]nxmmatrisine A matrisinin transpozu denir. Buna
gore A ve B uygun matrisler olmak iizere

(A+B)T =AT+ BT ve (4B)T =BTAT
oldugu kolayca gortiliir.

ii) A bir reel kare matris olmak iizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

iii) A ve B ayni mertebeden iki kare matris olmak iizere eger AB = BA bagintisi

varsa, bu matrislere degismeli matrisler denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanmm 2.7 {1,2, ...n} kiimesinin kendisi iizerine taniml1 birebir ve 6rten bagintisina
veya buna es deger olarak 1,2,..n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n}

kiimesinin bir o permiitasyonu denir. Béyle bir permiitasyon,

1 2 ..
“z(jl J2 e JZ)

veya

o =j1'j2' ""jn ’ ji = U(l)



ile gosterilir. Bu sekildeki permiitasyonlarin kiimesi S,, ile gosterilir. S,, de gelisiglizel
bir ¢ permiitasyonu, 6rnegin ¢ = ji,j,, ..., j, disiinildiiginde o da g¢ift veya tek
sayida permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permiitasyon denir. O halde

bir o permiitasyonunun isareti

_{ 1, eger o giftise
sgno = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Farz edelim ki A = [aij]nxn matrisi K cismi iizerinde tamimli bir kare matris

olsun. Bu durumda

a1 A1z . Qipn
A=|%1 Q22 .. d2pn
Am1 Amz - Qmn

matrisinin her satirindan ve her stitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak iizere
n elemanin bir ¢arpimi disiiniilsiin. Boyle bir ¢arpim a,; ,dyj,, ... , apj, seklinde
yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler 1,2, ...,n
dogal sayi sirasindadir. Carpanlar farkl: siitunlardan geldiginden, ikinci alt indislerin
dizisi S,, de bir 0 =j,J,, ..., jn permiitasyonunu olusturur. Tersine, S, deki her
permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Béylece A matrisi bu sekilde n!

tane ¢arpim kapsar.

Tanmm 2.8 A = [aif]nxn kare matrisinin determinant1 det(A4) veya |A| seklinde

gosterilir ve yukaridaki her ¢arpani sgno ile carpilan veya n! tane ¢arpimlarin

toplamidir. Yani,
1Al = Xo(sgnolasj,, azj,, -, anj,
veya
|A| = Yges,(5gN0) A16(1), A26(2)r -+ » Ang(n)

seklinde n mertebedendir. Bu durumda 1 X 1 tipinde bir A matrisinin determinanti
kendisidir. Baska bir deyisle A = [a] ise, bu durumda det(4) = |a| = a olur. Ote
yandan 2 x 2 tipindeki bir A matrisi igin



a1 Qg2
a1 dz;

a1 Qg2

A= [
a; Qpz;

] = det(4) = | | = 01102 — Q12021

olur (Branson R., 1999).

Tanim 2.9

) A= [aij]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemanmin |Mij| ile gosterilen minérii, A

matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmasi ile olusan alt kare matrisin

determinantidir.

ii) A = [a;;] __ matrisinin keyfi bir a;; elemaninmn minérii |M;;| olsun. Bu durumda
nxn

bir a;; elemaninin 4;; ile gosterilen kofaktorii (veya isaretli mindrii veya es ¢arpani),

Ay = (D™ | My

seklinde tanimlanir.
i) A= [al- j]nxn matrisinin determinanti herhangi bir satir (siitun) elemanlarinin
kendi kofaktorleriyle ¢arpilip elde edilen ¢arpanlarin toplanmasiyla hesaplanir. Bagka
bir deyisle herhangi i ve j (i,j = 1,2,3, ...,n) i¢in
det(4) = Y= Qi Ape = Ti=1 (=1 *ay | My | (2.3)
det(4) = Yoy akj- Axj = Li=r (1D g ;| My | (2.4)
seklinde tanimlanir. Her bir 1 i¢in, (2.3) agilimina, A matrisinin determinantinin i—

yinci satira gore agilimi, her bir j i¢in, (2.4) agilimina ise A matrisinin determinantinin

J—yinci siituna gore agilimi denir.

iv) A = [aij]nxn matrisi igin eger |A| = 0 ise, A matrisine singiiler matris, |A| # 0 ise,

A matrisine nonsingiiler (veya regiiler) matris denir (Branson R., 1999).
Tamm 2.10 A = [aij]nxn matrisinde bir a;; elemanimin kofaktérii 4;; olsun.
T
Ek(4) = [Ay] = [4;]

matrisine A matrisinin ek matrisi denir ve

Ay A o ARl A Ay v Am
Ek(A) = |41 Az 0 Am| =14 A v An
Anl AnZ Ann Aln AZn Ann

seklinde gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).



Tamm 211 A = [a;;] _ matrisi i¢cin A.B = B.A =1, olacak sekilde bir B =
Jnxn
[bi] , Matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A™" = B ile gosterilir

nx

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1 Bir A = [ai j] . matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi bir skaler

nx
matris olup,
1 0 0
AEk(A) =Ek(4).A=A]|0 1 - 0f=|A]I, (2.5)

ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.2 Bir A = [aif]nxn nonsingiiler matrisinin inversi,

A7t = - Ek(4) (2.6)

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.3 ) Bir 4 = [a;;| _nonsingiiler matrisi igin A~" invers matrisi tektir.

i) A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (A71)™1 = A dur.

iii) A ve B ¢arpima uygun nonsingiiler matrisler ise AB ¢arpim1 da nonsingiiler olup
(AB)~! = B~1A~1 dir.
iv) A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (A7)~ = (4=1)T dir

(Branson R., 1999).

Tanm 2.12
i) Bir A=[a;;] _ kare matrisi icin eger A% = A ise, bu takdirde A matrisine
Hnxn

idempotent matris denir.

i) C kompleks sayilar cismi lizerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

bunlarin eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi)

denir ve A ile gosterilir.
—\T
iii) C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli bir A matrisi igin eger (A ) = A ise
—\T
A matrisine hermitian matris denir ve A* = (A ) ile gésterilir.

iv) Bir A matrisi i¢in AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.



V) A = [ai j]nxn nonsingiiler bir matris olmak iizere, A~1 = A* (veya buna denk olarak

AA* = A*A = 1) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

vi) 4 = [a] bir kare matris olmak iizere, eger A~! = AT ise A matrisine
Ulnxn

ortogonal matris denir (Branson R., 1999).

Teorem 2.5 A ve B uygun matrisler olmak tizere,

i) (4) = (@n).

i) (4")* = A.

iii)(A+B)"=A"+B".

iv) (AB)* = B*A”".
esitlikleri saglanir (Branson R., 1999).
Tamm 2.13
i) X1,%5,...%X, vektorler kiimesi verilmis olsun. Y-, a;x; = 0 esitligi ancak
aq, a,, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu durumda
X1, X3, ... Xn, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda yani, a4, a,, ..., a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere Y, a;x; =0 esitligi

saglantyorsa bu durumda x4, x,, ... x,, vektorlerine lineer bagimhidir denir.

ii) A matrisim X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A1, Asy, .., Ay 1le, ve satir vektorlerini Ay, A,., ... , Ay, 1le gosterelim. Bu durumda
A, , 1=1,2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en biiylik lineer bagimsiz

vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki ve A,;, j =1,2,.. ,n

*j
vektorleri arasindan olusturulan en biiytik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman

sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.6 Bir matrisin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi o

matrisin satir rankini degistirmez (Branson R., 1999).

Teorem 2.7

i) Elemanter islemler herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.
ii) Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki siitun rankina esittir (Branson R., 1999).

Tamm 2.14 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).



Teorem 2.8 A bir matris olmak iizere r(4) = r(AT) dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.15 n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(A) = n ise A matrisine
nonsingiiler matris denir. Aksi durumda yani, r(4) < n ise A matrisine singiiler
matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.16
i) A€ K}, mXxn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde NV (A) = {x: Ax = 0}

kiimesine A marisinin null (sifir) uzay: denir.

i) A€ K}, m xn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde R(A) = {y: Ax =y}

kiimesine A matrisinin ranj (siitun) uzay1 denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.9 Eger A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak iizere,

)m=n=r= PAQ =1
i) m =r <n = PAQ = [I,0]

i) m>r,n>r=>pAQ=[é ﬂ
dir (Lancaster, P., 1969).

Teorem 2.10 Carpima uygun A ve B matrisleri i¢in AB c¢arpiminin ranki A ve B

matrislerinin rankini gecemez. Yani,
r(AB) < min {r(4), r(B)} (2.7

dir (Lancaster, P., 1969)

2.2 Genellestirilmis inversler

Cyt, kompleks sayilar cismi tlizerinde tanimli m X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir A € CJ' matrisi i¢in asagidaki dort sarti (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan G matrisine A matrisinin bir Moore—Penrose inversi denir ve A*

veya AT sembollerinden birisi ile gosterilir.

(i) AGA = A,
(i) GAG = G,
(i) (46)* = AG,
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(iv) (GA)" = GA. (2.8)

Bu durumda eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, A matrisinin
bir genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A® ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan G matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartim1 saglayan G matrisine ise, A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A2 veya 4, ile gosterilir.

Bir A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose
sartlarm1 saglayacagl agiktir. Yani A~! = A* olur. Bununla birlikte, eger A bir
singiiler matris veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini
saglayan bir A* matrisinin mevcut olup olmadigi ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu
kisimda her A matrisi i¢in bir A* matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica

bu sekilde tanimlanan Moore—Penrose inversin birtakim 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.11 Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde

sifir matristir.

Teorem 2.12 Her A matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarin1 saglayan bir ve yalniz bir

tek A* matrisi vardir.
Ispat: Eger A = 0 ise A* = 0 olup A # 0 alinabilir. A matrisi r rankl1 olsun. Béylece
A = BC (2.9)

olarak pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli bir matris ve
C matrisi ise r X n tipinde » > 0 rankli bir matris olup, B*B ve CC* matrisleri

nonsingiilerdir. Bu durumda, A*
A* = C*(CC*)"Y(B*B)"1B* (2.10)
olarak alinirsa, A* matrisi istenen Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten
(i) AA*A = (BC)C*(CC*)~1(B*B)™'B*(BC)
= B(Ccc*)(Cc*)™Y(B*B) Y (B*B)C = BC = A,
(ii) A*AAT = c*(CC*)~Y(B*B)~1B*(BC)C*(CC*)~(B*B)~1B*
=c*(ccHY(B*B)"Y(B*B)(CcCH)(CC*) Y (B*B) 1B*

= C*(CC*)~Y(B*B)~1B* = A%,
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(iii) (44*)* = [(BC)C*(CC*)"*(B*B)™'B*]* = B(B*B)~*(CC*)~*(CC*)B*
= B(B*B)™'B* = B(CC*)(CC*)"*(B*B) B
= (BC)C*(CC*)"*(B*B)™1B* = AA",
(iv) (A*4)* = [c*(CC*)"*(B*B)B*(BC)]*
= C*(B*B)(B*B)™*(CC*)™C
= C*(CC*)™C = C*(CC*)"Y(B*B)*(B*B)C
= C*(CC*)"Y(B*B)"'B*(BC) = A*A

oldugu goriiliir. Moore—Penrose inversin tek oldugunu gostermek i¢in A matrisinin
Moore-Penrose sartlarini saglayan herhangi iki A7 ve A7 Moore—Penrose inversinin

mevcut oldugunu varsayalim. Bu durumda,
Af = ATAAT = AT(AAD)" = AT(AD)' A" = AT(AD)'(AA3A)°
= AT(AD)'A"(AD)'A" = AT(AAT) (AA3)" = ATAATAAL = ATAAS
= ATA(ASAAD) = (ATA)'(A3A)'Af = A"(A])' A (A3)"AS
= (AATA)"(A3)"A3 = A"(A3)"AT = (AJA)'A] = AJAA] = A3
oldugundan A} = A¥ olur. Yani, A* matrisi tektir.

Teorem 2.13 m xn tipinde bir A matrisinin Moore—Penrose inversi n X m
tipindedir.
Teorem 2.14

i) m X n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlar 1 ise, A* = ﬁA* dir.

ii) @, n X 1 tipinde bir siitun vektdrii ise, bu durumda at = (a*a) ta*
seklindedir.

iii) a, 1 X n tipinde bir satir vektdrii ise, bu durumda at, a* = a*(aa*)™?!
seklindedir.
Ispat: i) Bunun igin verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarin1 sagladigini

gostermek yeterlidir. Bu durumda,

i +4 = a1 g — At cara) =4 L —
()AA*A=A(-=A" JA=A—(4"A) = A—.m.n=A4,

n
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(i) ataat = (—a )a(=a ) =—@a) (=4 )

mn

(Rrar ) = 4"

1

+\k = A* *_ L * +
(iili) (447%) —(Am.nA) = A A" = AA",

1

(V) (4*A) = (= A"A) = —A"A = A*A
oldugu goriiliir.

ii) a* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

() aa*a = a(a*a) ta*a = a(a*a) (a*a) = a,

(i) ataa® = (a*a) la*a(a*a) ta* = (a*a) la* = a*,

(iii) (aa™)* = [a(a*a) ta*]* = a(a*a) ta* = aa™,

(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a) la*a = a*ta
oldugu goriiliir.

iii) a* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

(i) aata = aa*(aa*)ta = (aa*)(aa*)ta = q,

(i) ataat = a*(aa*) taa*(aa*)"! = a*(aa*)"t = a™,

(iii) (aa®)* = [aa*(aa®)"]* = aa*(aa*)"! = aa®,

(iv) (a*a)* = [a*(aa*) ta]* = a*(aa*)"la = ata
oldugu goriiliir.
Teorem 2.15 A herhangi bir matris olmak {izere asagidaki esitlik gecerlidir:

(AT =A%) (2.11)
Ispat: (2.9) bagmtisindaki gibi A = BC alinsmn. Bu durumda A* = C*B* oldugundan,
At =c*(Cc)Y(B*B)™1B* ve (AY)*=B(B*B) (cCcH)IC

elde edilir ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
(i) A*(A")*A* = C*B*B(B*B)~1(CC*)"1CC*B* = C*B" = A",
(i) (A")*A*(AD* = B(B*B)~1(CC)~1CcC*B*B(B*B)~1(CC)~IC

= B(B*B)~1(CC*)~1C = (4)*,
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(iii) [A"(A")*]" = [(C*B")B(B*B)~*(CC)~'C]" = [¢*(CC)~CT
= C*(CC*)™IC = C*(B*B)(B*B)~1(CC*)™IC = A" (A",
(iv) [(A)*A"]" = [B(B*B)~*(CC)~'C(C™BM)]" = [B(B*B)'B']"
= B(B*B)™'B* = B(B*B)"}(CC*)™'(CC*)B* = (A*)*A*
olur. Béylece,
(AH* = B(B*B)~1(ccH)1c
elde edilir. Buradan da (A")* = (4*)" oldugu goriiliir.

Teorem 2.16 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, herhangi bir A matrisi igin, (A*)™ = A olur.
Teorem 2.17 Herhangi bir A matrisi igin r(A) = r(A™) dir.
Ispat: Eger Teorem 2.10 AA*A = A esitligine uygulanirsa
r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(41)} < r(4"),
ve benzer sekilde, ATAAT = A" ifadesine uygulanirsa
r(A*) = r(ATAAY) < min{r(4), r(A")} < r(4)
elde edilir. Bu iki esitsizlikten istenen sonug saglanir.

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin ranki r ise, bu takdirde A*,

AA*, ATA,AATA, AT AAT matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu goriiliir.
Teorem 2.18 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde A* = A dir.

Teorem 2.19 B = Kos{b;4,b53, ... ,b,,} ise, B matrisinin Moore—Penrose inversi
B, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kdsegen elemani b;; # 0 ise bj;* ve

b;; = 0 ise “0” olan bir kdsegen matristir.

Teorem 2.19

i) A, m X n matrisi tam satir rankl ise, A* = A*(4A*)"1 ve AA* =1,
ii) A, m X n matrisi tam siitun rankl ise, At = (A*A)"1A4* ve A*A = I,, olur.

Ispat: Her iki durum igin verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarim1 sagladigin

gostermek yeterlidir. Bu durumda,
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) (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA")(AAH) 1A = 4,
i) (i) ATAAT = A" (AA*)TTAA (A4
= A*(AA")"1(AA")(AA*) ™t = A*(AA")™ L = A™T,
(iii) (AA")* = (AA*(AA) ™))" = (AANAA) D = 1" =1
= (AA*)(AA")™1 = AA*(AA*) T = AAY,
(iv) (A*A)* = (A"(AA")"1A)" = A"(AA") 1A = A*A
olur.
ii) (1) AA*A = A(A*A)1A"A = A(A*A) "1 (A*A) = 4,
(i) A*AA* = (A" A) 1A A(A*A) 1A
= (A"A)"1 (A" A)(A*A) 1A
= (A*A)A* = A,
(iii) (AA")* = (A(A*A)714%)" = A(A*A)714* = AA*,
(iv) (A*A)" = (A" A)TA'A) = (WA @A) =I"=1
= (A*A)"1(A"A) = (A*A)14*A = A*A
dir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.20 B # 0 ve C # 0 olmak lizere B ve C matrisleri sirasiyla m X r ve

r X n tipinde olmak {izere r(A) = r(B) = r olsun. Bu takdirde,
(BOYt =Cc*B* (2.12)
esitligi saglanir.
Ispat: B matrisi siitun rankli, C matrisi satir rankli oldugundan Teorem 2.19 e gére
ct=c*(cc*)tveB* =(BB*) 'B*
olur ve buradan,
CtB* =c*(cCHY(BB*) 1B*

elde edilir. Bu ise zaten (BC)™ matrisidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3. MATRISLERDE CEKIRDEK INVERS GOSTERIMLERI

3.1 Bir Matrisin Cekirdek Inversi

Cn mxn tipindeki Kkarmasik matrislerinin kiimesi olsun. A*, R(A) ve r(4)
sembolleri bir A € C,,,,, matrisinin sirastyla, eslenik devrigini, ranj uzaym (siitun

uzay1) ve rankini gostersin. Ayrica, I, n mertebesinden birim matris olacaktir.

Cekirdek invers tanimin1 vermeden once, bes tip genellestirilmis invers kavramini
tekrar hatirlamak ilgi ¢ekici olacaktir. Ilk olarak, A € C,,, matrisinin At e Cpm ile
gosterilen Moore-Penrose inversi asagidaki esitlikleri saglayan tek tiirlii olarak mevcut

olan matristir:
AATA = A, ATAAT = AT AAT = (AAD)* ATA = (4TA)* (3.1)

Moore-Penrose tersinin 6nemli bir 6zelligi ortogonal izdiistimleri temsil etmek i¢in
kullanilabilmesidir. Ornegin P, = AAT ve P, = ATA sirasiyla R(A) ve R(AY)

tizerindeki ortogonal izdiistimlerdir.

Diger bir matris inversi grup inversdir. Boyle bir inversin varligi sadece kare
matrislerle sinirhidir ve belirli bir A € C,,,, matrisi i¢in asagidaki denklemleri saglayan

ve tek tiirlii olarak mevcut olan A* € C,,,, matrisidir:

AAPA =A A*AAY = A* AAY = A*A (3.2)

Her kare matrisin bir grup inverse sahip olmasi gerekmez. Ancak verilen bir A
matrisinin boyle bir inverse sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul indeksinin 1 olmasi
veya baska bir deyisle 7(A4%) = r(A) olmasidir. Bu ¢alisma boyunca indeksi 1 olan

tiim matrislerin kiimesi C$M ile gosterilecektir, yani
(CrclM ={A€eCyp: r(4?) = r(A)}
dir. Indeksi 1 olan matrislere grup matrisleri veya ¢ekirdek matrisleri ad1 verilir.

Literatiirde ilgi ¢eken genellestirilmis inverslerin i¢ sinifi ise i¢ invers, yansimali

invers ve normallestirilmis invers olarak adlandirilir ve bir A € C,, ,,, igin
A{1}={A" € C p:AA"A = A} (3.3)

A{12} = {A= € Cpp : AASA = A, A=AA= = A7) (3.4)
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A{1,2,3} = (A% € Cym: AAZA = A, A=AA= = A=, (AA™)* = AA=} (3.5)

seklinde gdsterilir. Burada kullamlan ek semboller CE, , €L, €9P, CI™, ve CEP,
kismi izometrileri, izdiisimleri (idempotent matrisleri), ortogonal izdisiimleri,
(Hermityen idempotent matrisleri), tripotent ve EP (ranj-Hermityen) matrisleri

gosteriri ve

L, ={A€C AA'A=A} = {A € Cp AT = A7}, (3.6)
Ch ={A € Cp,: A% = A}, (3.7)
CP ={A€C, i A=A=A"}={A€Cp,:A = A= AT}, (3.8)
CTM = (A € Cppy: A3 = A}, (3.9)
CEP ={A € Cpyp:AAT = ATA} = {A € C, 1 R(A) = R(AD)}, (3.10)

ile gosterilir.

Rankirolanher A € C,, matrisi

XK XL
A=U U- (3.11)
0 0
biciminde gosterilebilir, burada U € C,,,, uniter matris, Y =diag{oq I,....... ol }

matrisi A nimn singiiler degerlerinden olusan kdsegen matris, o, > 0, > =+ > 0y

ry + 1, + -+ 1. =1 olmakiizere K€ C,, ve L € C,,_, matrisleri
KK*+LL =1 (3.12)

esitligini saglar. Onemli olan sudur ki eger A tekil olmayan matris ise, yani r=n olmasi
durumunda, (3.11)' deki pargali matrisin alt satir1 ve sag siitunu yok olur ve bu
durumda V = UK" olmak lizere A = UZV " olur. (3.11) esitliginden

Kzl 0

At =U U* (3.13)
Lyt 0

sonucu ¢ikmaktadir Ayrica eger A matrisinin indeksi bir ise, bu takdirde

K'z=1  KiyTlRTUL
Af=U U* (3.14)

0 0
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yazilabilir. Daha sonraki degerlendirmelerde yardimci olacak asagidaki lemma (3.11)
ve (3.13) gosterimleri ile (3.6)-(3.10) ifadelerinin dogrudan birlestirilmesiyle elde

edilmistir.

Lemma 3.1 A € C,,,, matrisi r rankl1 olmak iizere (3.11) deki gosterime sahip olsun. Bu

takdirde asagidaki durumlar gerceklenir:

(i) AeCt! sx=1,

(i) AeC o SK=1I,,

(iii) AeCPve L=03=1,K=1I
(ivy 4AeCM o (K)?=1,,

(v) AecCtPve L=0.

Tammm 3.1 A € C,,,, kare matrisi verilmis olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bir
A® € C,,,, matrisine A nin Cekirdek inversi ad1 verilir:
AA® =P, ve (ii)) R(A®)c R (3.15)

Bir sonraki kissimda Cekirdek inversin ¢esitli 6zellikleri tanimlanmistir. Bu 6zellikler
Cekirdek invers ile bilinen gesitli matris siniflar1 arasindaki iliskiyi ortaya koymada

onemli rol oynamaktadir.
3.2 Cekirdek inversin Ozellikleri
Yukarida belirtildigi gibi, Moore—Penrose invers ve grup invers tektir. Ayni 6zelligin

Cekirdek invers i¢in de gegerli oldugu istenen bir durumdur.

Lemma 3.2 A € C,, matrisi (3.11) seklinde verilmis olsun. Bu takdirde
CEK)™T 0
A® =U U* (3.16)
0 0

formundadir.

Ispat. Oncelikle (3.11) — (3.13) formiillerinden

I, 0
P,=U )U* (3.17)
0 0

esitligini yazilabildigini belirtelim. Simdi, B € C,,,, matrisinin
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WX
B = U( ) U (3.18)
Y Z

seklinde parcalanabildigini farz edelim, burada W € C,,, Z€ Cy_,,—, A’ nm
cekirdek inversidir. Dogrudan hesaplamayla kolayca gosterilebilir ki, Tanim 3.1” deki
(i) kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart XKW + XLY =1, ,KX+LZ =0
olmasidir. Ote yandan R(A® ) € R(A) bagmtisi denk olarak P,A® = A® seklinde de
ifade edilebildiginden, Tanim 3.1' in (ii) kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
Y=0, Z=0 olmasidir. Dolayisiyla, XKW =I,. ,KX = 0 elde edilir. Bu kosullardan ilki,
K matrisinin nonsingiiler oldugunu ikincisi ise X=0 oldugunu gdosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Lemma 3.2' den agikca goriiliiyor ki, her A kare matrisi ¢ekirdek inverse sahip degildir
ve A® nin varhigr icin gerek ve yeter kosul (3.11) gosterimindeki K matrisinin
nonsingiiler olmasidir. Daha 6nce belirtildigi gibi r(K) = r kosulu A matrisinin
indeksinin bir olmasina ve dolayisiyla A" nin bir ¢ekirdek matris olmasina esdegerdir.
Bu gozlem aslinda A® ile ilgili olarak 'Cekirdek invers' teriminin kullanimina ilham

kaynagi olmustur.

r(A%) = r(A) kosulu A* grup inversinin varhigi i¢in gerek ve yeter sart
oldugundan A® Cekirdek inversinin grup invers ile cakisip cakismadigini sorgulamak

dogaldir. Genel olarak bu durum dogru degildir soyle ki,

11
A=( ) 19
00

idempotent matrisi igin A¥ = A olmasina ragmen

0
At = , (3.20)

N |-

N |-

ve buradan da

11
Ae:( ) (3.22)
00
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oldugu goriilebilir. Ayrica, (3.14) ve (3.16) karsilastirildiginda A® = A* durumunun
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L = 0 olmasi yani, A’ nin bir EP matris olmasi

sonucuna goturur.

Asagida verilen ii¢ teorem, bir A matrisinin A® Cekirdek inversinin cesitli

karakterizasyonlarini ortaya koymaktadir.

Teorem 3.1 4 € C™ ve m € N olsun. Bu takdirde

(i) A® =4*p,,

(i) A® e CEP,

(ii)) (A®)T = APy,

(iv) (A®)® = AP,

(v) A® € A{1,2},

(vi) (A®)%24 = A%,
(vii) (A®)™ = (4™)®,
(viii) A®A = A%A .

Ispat. (i) kosulu, (3.14), (3.16) ve (3.17)" nin dogrudan bir sonucudur. (3.16) dan

XK 0
(ADT = U( ) U* (3.22)
0 0

ve dolayisiyla A®(A®)T = (4®)TA® = P, elde edilir ki bu da teoremin (ii) kismidir.
Bir sonraki kosul da (3.11), (3.17) ve (3.22)’den elde edildigi gibi dogrudan dogruya
Kurulur.

Teoremin (i) sikkindan (A®)® = (4®)*P,e6 oldugu goriiliir, burada, kolaylikla
dogrulanabilecegi gibi, (A®)* (3.22)' de verilen (A®)T ile aymdir, dolayisiyla
P,e = P, ile aym bi¢imdedir. Sonu¢ olarak, (iv) kosulunun gecerliligi dogrudan

gortlir.

Ayrica (v) sikkmin ispati teoremin (i) sartinin AA®A = AA*P,A ve A®PAA® =
A*P,AA*P, olmasm gerektirdigi gercegine dayanir. Dolayisiyla, bu esitliklerin
birincisinden AA®A = AA*A = A ve ikincisinden ise APAA4® = A*AA*P, = A®
denklemi elde edilir.

(vi) kosulunu saglamak i¢in (3.11) ve (3.17) 'in kullanimiyla yapilan basit
hesaplamalardan sonra
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(CK)™t (ZK)25L )
U*,

(49)24 = U(
0 0

elde dilir ki sag tarafta ki matrisin (3.14)’ te verilen A* matrisinin baska bir formunun

olmasina yol a¢tigimi gozlemleriz. Son iki kosulun ispatlar1 ise teoremin (i) sikkina

dayanir. (viii) kosulunun gecerliligi kolayca goriiliirken (vii) kosulunun ispat1 daha

iceriklidir. Ik olarak Teorem 3.1 in (i) sikkindan (A®)™ = (4%P,)™ elde edilir.

Bundan dolay1 (3.14) ve (3.17) kullanilarak

<(21<)—m 0)
(AEB)m =U U* (3.23)
0 0

oldugu goriiliir. Ote yandan, (A™)* = (4*)™ nin belirlenen 6zelligi gdze alindiginda
(A™)® = (4*)™P,m denklemi elde edilir. Bununla beraber A matrisnin indeksi bir
oldugundan, P,m = P, yazilabilir. Sonug olarak (4™)® = (4%)™P, ve buradan da
(A™)® nin (3.23)' deki matris ile aym forma sahip oldugu gésterilmis olur. Boylece

de ispat tamamlanir.

Teorem 3. 1'in (iii) sikkindan A® = (424M)T, elde edilir ki bu da (i) sikkinda verilen
Cekirdek invers i¢in alternatif bir formiildiir. Ayrica, Teorem 3.1 ile ilgili gézlemler
asagida verilmistir. Bunlardan ilki, EP sizlik 6zelligi Lemma 3.1' de meydana gelen
yegane Ozelliktir ki bu A®” nmin da sahip olup olmadigma bakilmaksizin A’nin sahip
oldugu tek ozelligin EP-sizlik &zelligidir. Ornegin, A® matrisinin r-potent, yani
(A®)" = A® | r > 2 olmasi icin gerek ve yeter sart A matrisinin r-potent olmasidir.

Ozellikle A® bir izdiisiim ise, bu takdirde bir ortogonal izdiisiimdiir.

Tamm 3.1' in AA® matrisinin R(A) iizerindeki ortogonal izdiisiim olmasini
istemesine ragmen, Teorem 3. 1'in (Viii) sikkindan, A® A nin ayn1 zamanda idempotent
oldugu fakat Hermityen olmasmin gerekmedigi de dikkate degerdir. Aslinda A®A4,
AA* = A* A ile gakisan R(A) iizerine bir egik izdiisiimdiir.

Yapilan son gozlem Teorem 3.1 'in (v) sikkina atifta bulunmaktadir ki bu A®
matrisinin A nin bir yansimali inversi olmas1 demektir. Bu gercegi AA® matrisinin A
matrisinin siitun uzay1 iizerinde dik izdiisiimii oldugu gerekliligi ile birlestirilerek

A® matrisinin A nin bir normallestirilmis genellestirilmis inversi yani baska bir deyisle
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A{1,2,3} kiimesinin yegane elemani oldugu sonucuna varilir. Herhangi bir

A € C,, ,, matrisinin normallestirilmis genellestirilmis inverslerinin sinifi sinifinin
A{1,2,3} = {A123) = At + (I, — ATA)VAT:V € Cppp (3.24)

olarak ifade edilebilecegi bilinmektedir, burada (3.24) gosterimi daha genel bigimde
AT yerine A{1, 2, 3} den herhangi bir keyfi matris alinarak daha genel bigimde
verilebilir. Bu nedenle, (3.24) ile karakterize edilen A{l, 2, 3} kiimesinin elemani
A € CEM matrisinin tek gekirdek inversi olacak sekilde bir V € C,,,, matrisinin tek

olmasi1 gerekmemek sartiyla mevcut olacagi goriiliir. Bu ger¢ek ayni zamanda

BVC =D (3.25)

denkleminin incelenmesiyle de goriilmektedir, burada B =1, — ATA, C = A" ve
D = A® — AT seklindedir. (3.25) formundaki denkleminin tutarliligi ve bir
¢Oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, genel durumda daha 6nce verilmistir. Bu
gercek kullanilarak (3.25) esitliginin ger¢ekten ¢oziilebilir oldugu ve (3.24) deki olasi
V segeneklerinden birinin A® € A{1,2,3} olmak iizere V = A®A — ATA esitligini
sagladig1 kolaylikla dogrulanabilir.

Asagida verilen teorem, A® matrisinin A’ nin cesitli doniisiimlerine esit olmas igin

gerek ve yeter kosullar1 ortaya koyar.

Teorem 3.2 A € C5M olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar gerceklenir:

(i) A®=0s4=0,

i)y A®=P,=A€eCt |

(i) A® = AT = A € CEP,

(iv) A® =4A* = A e CEP,

(v) A® =A4A4€C™nCEP,

(vi) A®=4" o Aech, nCEP.
Ispat: (i) sikkinin gereklilik kismmi olusturmak igin, Teorem 3. 1' in (i) sikkiin
A® =0 = A"P, = 0 olmasmm sagladigina dikkat edelim. Sag taraftaki ifadeyi A ile
sagdan ve soldan ¢arparak A =0 oldugu goriiliir. (i) sikkinin yeterlilik kismi ise Tanim
3.1 (ii) kosulunun dogrudan bir sonucudur. (3.16) ve (3.17) ifadeleri Lemma 3.1" in
(i) sikkinin birlestirilmesiyle (ii) elde edilir. (3.13) ve (3.16) ifadeleri kullanilarak,

A® = AT olmas1 igin gerek ve yeter sartm L = 0, (ZK)™* = K*27! ise oldugu
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gosterilebilir. Bununla birlikte, (3.12)" nin 15181 altinda, L=0 = K* = K~ oldugu ve
bu nedenle, bu iliskilerin ikincisinin her zaman saglandigi goriiliir. Benzer sekilde, (iv)
ifadesinin sol tarafindaki kosulun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart L = 0,
(ZK)™! = K71271 olmasidir ki bu da yalnizca birinci kosula indirgenebilen baglag

olmas1 durumunda gegerlidir.

(3.11) ve (3.16) ifadelerinin kullanimiyla yapilan dogrudan hesaplamalar, A® = 4
olmasi i¢in gerek ve yeter sart L =0, (2K)™! = 2K iken A® = A* olmasi igin gerek
ve yeter sart L = 0, (ZK)™! = K*T oldugunu gdsterir. Hem X hem de K matrislerinin
nonsingiiler oldugu gercegini kullanarak, birinci durumda L = 0' 1n (2K)? = I, ile
ikinci durumda ise X = [, ile birlestirilecegi sonucuna varilir. Buradan, teoremin (v)

ve (vi) ifadeleri, Lemma 3.1' den kolaylikla elde edilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2' nin (v) sikkindan, A® = A olmasinin A' nin 6z degerlerinin {-1, 0, 1}
kiimesine ait oldugunu bu ise herhangi bir tripotent matrisin 6zdegerlerinin kisith
oldugunu gosterir. Bu durumla ilgili bir baska gozlem ise bir matrisin tripotent olmasi
icin gerek ve yeter sart iki ayrik idempotent matrisin farki olarak ifade edilebilmesidir.
Sonug olarak, A® = A olmasi igin gerek ve yeter sart A € CEP olmasive A = P, — P,
olacak sekilde sekilde P;P, = 0 = P,P; sartlarmi saglayan P;, P, € CE matrislerinin

mevcut olmasidir.

A® yriceren A € CEP matrisinin iki karakterizasyonu Teorem 3.2' de verildigi gibidir.

Diger sonuglar asagidaki teoremde belirlenmistir.

Teorem 3.3 A € CSM olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar esdegerdir:

(i) Aecy,

(i) (4%)® =4,

(iii) A®A = A4°,

(iv) (AH® =4,

V) (A®T=@he.
Ispat: (ii)—(v) kosullarinin her birinin L = 0 ifadesine esdeger oldugunu gosterecegiz.
Teorem 3.1' in (iv) sikk1 goz Oniine alindiginda, teoremin (ii) kosulunun AP, = A

olarak ifade edilebildigi goriiliir. Bu nedenle (A®)® = A < L = 0 denkligi aciktir.
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Acikca dogrulanabilecegi gibi, (i)< (iii) kismini ispatlamak icin, A®A = 44®
(ZK)71ZL = 0 olduguna dikkat edilmelidir. Teorem 3.1 in (i) sikkinm yeniden

kullanilmastyla (A)® = (A")#P,+ oldugu gosterilebilir. Dogrudan dogrulamayla

n(K*)™! 0
AH* =u U*
L'(KH™1Z(k"H™?! 0
ve
K'K K'L
P,=U U*
L'K L'L

oldugu gosterilebilir. Buradan da

SK L
AHe = U( ) U (3.26)
LKD"k L*(K")'IL

elde edilir. Diger taraftan (3.11) ve (3.26) ifadelerinin karsilastirilmasi bizi
L*(K)™'2K = 0, L*(K*)"'ZL olmasi i¢in gerek ve yeter sartin (AT)® = A4 oldugu
sonucuna gotiiriir. ¥ ve K matrislerinin nonsingiilerligi dikkate alindiginda, bu
kosullardan ilkinin L = 0" a denk oldugu goriiliir. Boylece, teoremin (i) < (iv) denkligi
ispatlanmis olur. Aslinda (3.22) ve (3.26)'den direkt olarak goriilmektedir ki,

(A®)® = A4 < L = 0 denkliginin gecerliligi ispat1 tamamlayan bir gercektir.

Teorem 3. 3' e yapilan bir yorum da sudur ki, (3.13), (3.14) ve (3.16) esitliklerinden
A€ CEr & A% =A% & A% = AT oldugunun elde edilmelidir. Bu denkliklere

A € CEP & A* = AT bilinen sonucun bir karsilig1 olarak bakilabilir.

Asagida verilen teorem, iki ortogonal izdiisiimiin ¢arpiminin Cekirdek inversi igin bir

formiil saglamaktadir.

Teorem 3.4 A, B € C9 matrisleri verilmis olsun. Bu duruma (AB)® = (ABA)T dir.

Ispat: A ve B sirastyla (3.11) ve (3.18) genel sekillerinde verilmis olsun. Bu durumda
A, B € C9%oldugundan

I, 0 w X
A=U< >U* veB=U )U* (3.27)
0 0 X Z
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yazilabilir. Burada (3.27) deki sol taraftaki formiil Lemma 3.1' in (iii) sikkindan elde
edilir ve (3.27)'deki sag tarafindaki W ve Z matrisleri Hermityen matrisler, yani
W* =W ,Z* = Z dir. Ote yandan B? = B oldugundan

W=W2?+XXx* (3.28)

elde edilir. (3.28)’ deki baglant1 (W:X) bir siitun par¢calanmig matrisi gostermek
uzere

rk(W) =rk(WW* + XX*) = rk(W: X)
esitligini temsil eder. Bunun sonucu olarak
R(X) € R(W) (3.29)
yazilabilir. (3.27) ifadelerinin bir diger sonucu

WX
AB = U( ) U* (3.30)

0 0
esitligidir. (3.30) ifadesi sondan (3.27)’de verilen A matrisi ile ¢arpildiginda bizi

wt o
(ABA)T =U U*
0 0

sonucuna gotiiriir. Ote yandan, (3.28) ve (3.29) ifadelerinin 15181 altinda, (3.1) ve (3.2)

tanimlarinin dogrudan dogrulanmasi ile

Py, O wt (W*)ZX)
U*

(AB)T = U( )U* ve (AB)* = U(

xwt o 0 0

yazilabilir, burada

Py O
PAB=U U*
0 0

dir. Ote yandan (AB)® = (AB)*P,p formiilii nedeniyle

wt o
(AB)® = U( ) U*
0 0

esitligine ulasilir ki bunun sonucunda da ispat tamamlanmais olur.
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Gelecek kisim matris denklemlerinin ¢oziilebilirligi ile ilgili problemlerde cekirdek

inversin olas1 uygulamalarini gosteren bazi sonuglarla ilgilidir.

XBX=X , (BX)' =BX (3.31)
matris denkleminin genel ¢oziimii

X =C(DBC)"D, (3.32)
formundadir, burada (DBC)~ € (DBC){1,2,3}, C € C,, ve D € C,,,, matrisleri

D*D = I, sart1 hari¢ keyfidirler.

Asagidaki sonug, (3.31) matris denkleminin ¢ekirdek invers igeren ¢oziimiiniin belirli

bir versiyonunu vermektedir.

Teorem 3.5 B € C,,,, olsun. Bu takdirde (3.31) esitliklerinin her ortak ¢6ziimii

X =C(BCO)® (3.33)
olarak ifade edilebilir, burada C € C,,, olmak iizere BC € CS dir.
Ispat: (3.33) formiilii (3.32)'den D = I,, p = mve (BC)®'yi (BC){1, 2, 3} sinifinin
bir temsilcisi olarak almak suretiyle elde edilebileceginden (3.33) ger¢ekten Denklem
(3.31) denklemleri igin bir ¢oziim olacaktir. Bu nedenle eger X, € C,,,, matrisi
XoBXy, = X, ve (BXy)" = BX| esitliklerini sagliyorsa, 0 zaman geriye sadece (3.33)
ifadesinde belirtilen X matrisinin X = X, 1 saglayacak sekilde bir C matrisinin var

oldugunu gostermek kalir. Teorem 3.1'in (i)' sartinin yani1 sira Moore-Penrose ve grup

terslerinin 6zellikleri de dikkate alinirsa, C = X, alinarak,

X = Xo(BX)® = Xo(BXo)*BXy (BXo)" = XoBXo(BX,)*BX,(BXo)'
= XoBXo (BXO)T = XOBXOBXO(BXO)Jr = Xo(BXo)"[BXo (BXO)T]*
= Xo[BXo (BXO)TBXO]* = XoB = X
elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Cekirdek inversin bir baska olasi uygulamasi, onun Bott-Duffin inversi olarak
adlandirilan bir inversle olan iliskisinden kaynaklanmaktadir. Béyle bir invers, elektrik
sebekesi teorisinde ortaya ¢ikan bazi kisithi denklem sistemlerinin ¢oziimlerinde

meydana ¢ikar. Bir A € C,,,, matrisinin R(A)' ya gére Bott-Duffin inversi
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Ag{(i)) = PA[(A = I)Py + I,] " (3.34)

ile verilir, burada (A — I,) P, + I, matrisi nonsingiilerdir. Dogrudan hesaplamalar
(3.11) ve (3.17) yardimiyla

K0
(A—I)P, +1, = U( )U* (3.35)
0 L,

oldugunu gosterir 6yle ki (A — I,) P4 + I,, matrisinin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter

sart K matrisinin nonsingiiler veya buna esdeger olarak A € C,, ,, olmasidir. Béyle bir
durumda, (3.17) ve (3.35) ifadelerini (1.34) esitliginde yerine koymak bizi Agz_(;)) Bott-
Duffin inversinin A® cekirdek inversi ile ¢akistig1 sonucuna gotiiriir.
3.2 Cekirdek Kismi Siralama
C,, 5 de bilinen {i¢ matris kismi siralamast bu kismin bakis agis1 dolayistyla oldukca
ilgi ¢ekicidir. Bunlardan ilki,Drazin tarafindan tanitilan ve

A<B © ATA=ATB ve AAT = BAT (3.36)

dir. ikincisi, Hartwig ve Nambooripad tarafindan bagimsiz olarak gelistirilen eksi
(rank ¢ikarma) kismi siralamasidir. Bu siralamanin bilinen birkag¢ 6zelliginden

asagidaki iki tanesine atifta bulunulacaktir:

A<Bor(B—A) =rB)-r4) (3.37)
ve

A< B & ATA= A]B ve AA; = BA; (3.38)
dir, burada A7, A; € A{1} dir.

Acikea belirtelim ki (3.38) karekterizasyonu (3.36) ifadesinin 6zel bir modifikasyonu
olarak diistiniilebilir. (3.36)" nin alternatif bir modifikasyonu, keskin siralama olarak

adlandirilmis ve Mitra tarafindan asagidaki sekilde verilmistir:

A<"B o A*A = A*B ve A*A = BA*, (3.39)
burada A, B € C5M dir. Ayrica kolayca gosterilebilir ki

A*A = A*B & A? = AB ve AA* = BA* & A? = BA (3.40)
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dir. Yine (3.36) nin bir baska modifikasyonu asagidaki tanimda verilmistir.
Tamm 3.2 4, B € C5M olsun. A <® B ikili islemi

A<® B & A®4=A®B ve AA® = BA® (3.41)
seklinde tanimlanir. Bu ikili isleme, A ve B arasindaki ¢ekirdek siralamasi ad1 verilir.

(3.41)’ daki belirlemenin, B' nin bir Cekirdek matrisi olmasini talep etmeden de
anlamli olacagim ifade edelim. Yine de (3.39)' de oldugu gibi hem A matrisi hem de

B matrisinin C$™ simifina ait oldugunu varsaymak mantiklidir.

Asagida verilen iki lemma, Cekirdek siralamasinin bir matris kismi siralamasi

oldugunu gostermede oldukca dnemli bir rol oynayacaktir.

Lemma3.3 4, B € C5M olsun, A’nin (3.11)’deki formunda verildigini varsayalim. Bu

durumda A <® B olmasi icin gerek ve yeter sart

K 3L
B = U< ) U (3.42)

0 Z

olmasidir, burada XK nonsingilerdir ve Z € C,_.,_, indeksi bir olan keyfi bir
matrisidir.

Ispat: B (3.18)’ deki gibi par¢alanmis olsun. Bu durumda (3.11), (3.16) ve
(3.18)’den

I, K'L CK)"'w  (CK)X
A®A=U U, A®B=U

) Ut (3.43)
0o 0

0 0

elde edilir, burada A®A = A®B olmasi icin gerek ve yeter sart W = XK ve X = ZL
olmasidir. Ayrica AA® = BA® olmasi i¢in gerek ve yeter sart W = XK L =0

oldugundan

I, 0 WEK)™ 0

)U* . BA® =y[ U* (3.44)

AA® = U(
YEK)™ 0

0 O

dir. Sonug olarak (3.42) formiilii elde edilir. (3.42) deki £K matrisinin nonsingiiler
olmasi iddiasinin aciklanmaya ihtiyacit yoktur ve Z € CSM,. gercegi B € C5M

varsayimindan kaynaklanmaktadir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 3.4 B € CiM matrisi (3.42)’deki formda verilmis olsun. Bu takdirde
Xo = CK)23L(I,_, — ZZ#) — (ZK) " 2LZ* olmak iizere

CKH™ X,
B* = U( ) U* (3.45)
Z#

0
dir.
Ispat: Lemma 3.3 ‘iin 15181 altinda iddia dogrulugu kolayca gosterilebilir.
Asagidaki teorem yeni bir matris kismi siralamasi tanimlar.

Teorem 3.6 Cekirdek siralama bagintist bir matris kismi siralamasidir.

Ispat: Herhangi iki A, B € C5™ matrisi igin Cekirdek siralamasinin: (i) yansimali yani,
A <® A oldugunu, (ii) antisimetrik, yani A <® B,B <® A ise A = B oldugunu ve

(iii) gegismeli, yani A <® B,B <® C ise A <® C oldugunu gostermeliyiz.

Yansimalilik trivial bir sekilde saglandigindan, (ii) 6zelliginin saglandigini géstererek
ispata baslayalim. A <® B ve B <® A olsun. Bu iliskilerin ilki, B ve B¥ matrislerinin

sirastyla (3.42) ve (3.45) formlarinda olmasini saglarken, ikincisi
B<® A < B®B =B%®A ve BB® = AB® (3.46)

oldugunu gosterir. Teorem 3.1' in (v) sikk1 (3.46) ifadesinin sag tarafindaki ikinci
esitlikle birlestirilirse B = AB®B oldugu goriiliir. Dolayistyla, Teorem 3.1' in (i)
sikkindan dolay1, B = AB*B elde ederiz. (3.11), (3.42) ve (3.45) kullanilarak yapilan
dogrudan hesaplamalar gosterir ki

(3.47)

YK IL+3IKX,Z +ZLZ%Z
AB*B =U U

0 0

esitligi yazilabilir. (3.42) yi (3.47)’ ile karsilastirirsak B = AB¥ B olmasi icin bir gerek
(ve ayn1 zamanda yeter) kosulun Z = 0 oldugu sonucuna variriz. Ancak eger Z = 0
ise, 0 zaman (3.42) bi¢imindeki B matrisi (3.11) big¢imindeki A matrisi ile

cakismaktadir ki bu da ¢ekirdek siralamasinin antisimetrik oldugunu gosterir.
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Cekirdek siralamasinin gegisli oldugunu géstermek igin, A <® B,B <® C ise C

matrisinin

K XL
C= U( ) U (3.48)

0 Z
bigiminde oldugunu gdstermeliyiz, burada Z € C,_,,_, dir. Yine A<®B
oldugundan B ve B* matrislerinin sirasiyla (3.42) ve (3.45) ifadelerinde belirtildigi
gibi olmasini sagladigi gergeginden tekrar yararlanacagiz ve bu matrisleri ilk dnce B
nin siitun uzayna dik izdiisiim i¢in formiil tiiretmede kullanacagiz. B ve ardindan B®
icin formiil tiiretmede kullanacagiz. R(B) = R(BB*) oldugundan, P; = BB*(BB*)’
oldugu agiktir. Bu durumda (3.42)" den asagidaki denklemi elde ederiz.

52 $LZ*
BB =U U*. (3.49)

ZL'Y ZZ*

Simdi bu esitlige par¢alanmis bir matrisin Moore-Penrose inversi i¢in bilinen formiili
uygulayabiliriz. A¢ikca, A, C, R ve D matrisleri (3.49) A = 22, C = XLZ*,R = ZL*%
ve D = ZZ* ile temsil edilir. Ayrica, Q = D — RATC olarak tanimlanan matris simdi
Q =Z(I,_, — L*L)Z* seklini alir. Ote yandan (3.49) matrisi Hermitian oldugundan,
Moore-Penrose i¢in yukarida belirtilen formiiliin uygulanabilmesini saglayan dort
kosul, su an bunlardan sadece ikisine, yani R(ZLZ*) € R(Z?) ve R(ZL'X) C
R[Z(I,_, —L*L)Z*]" ye indirgenir. Bu durumda X nin nonsingiilerligi bunlardan
ilkinin trivial bir sekilde saglandigim gosterir. Ikincisinin gegerliligini gdstermek icin
once det(l,_, — L'L) = det (I, — LL") olduguna dikkat edelim. Bu gozlemi (3.12) ile
birlestirrir ve K matrisinin nonsigiiler oldugu dikkate alinira I,,_,. — L*L matrisinin de
nonsingiiler oldugu sdylenebilir. Bu ise R(L*E) € R(I,_, — L*L) olmasi saglar Ki
bu da R(ZL'Y) € R[Z(I,_, — L’L)] anlamina gelir, ¢iinkii sagdaki siitun uzay1
R[Z(I,—, — L'L)Z*] = R(Z) ile ¢akisir. Boylece,

W X
(BB T =U U* (3.50)
X1 7y

elde edilir, burada

W, =32 +3 L2 [Z(I,_, — L'L)Z*|tZL*=1,

30



X, = -2 Z(I,_r — L'L)Z*]T,
Z; = [Z(In—r - L*L)Z*]T
dir. Ayrica (3.49) ve (3.50) matrisleri
I, 0
Py = U( ) U* (3.51)
0 Py

matrisine uzatilabilir ve sonug¢ olarak Teorem 3.1' in (i) sikkim1 (3.45) ve (3.51)

ifadelerine uygulayarak asagidaki formiilii elde ederiz.

(K1 — (ZK)"'xLZ®
B® = U( ) U* (3.52)

0 z®
Ispatin son kisminda, B <® ¢ durumunun
B®B =B®C ve BB®=(CB® (3.53)
ye denk oldugu gercegini kullanacagiz. B®B = BB oldugundan, (3.53)' deki ikinci

kosul Py = CB® olarak ifade edilebilir. C € C,, ,matrisinin W, € C,,,Z, € Cy_yp_y

olmak tizere

W, X,
C= U( ) U (3.54)
Y, Z,

seklinde parcalandigini varsayalim. Bu durumda (3.52) ve (3.54)" dan, X, matrisi
Lemma 3.4 deki gibi tanimlanmis olmak tizere

Wo(ZK)™Y W,oX,P; + X,Z®
CB®=U U* (3.55)
Y,(ZK)™Y  Y,XoP;+ Z,Z®
elde edilir. (3.51) ile (3.55) arasindaki karsilastirma, W, = XK ve Y, = 0 oldugunu
gosterir. Ote yandan, (3.53)" deki ilk kosulun B ile &nceden carpilmasi B = Py
olmasina yol acar. Dolayisiyla, W, = K ve Y, = 0 oldugu dikkate alinarak, (3.51) ve
(1.34) esitliklerinden

5K X,
- U( )U*
0 P,Z,
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elde edilir. Bumatrisi (3.4 2) ile karsilastirmak bizi X, = XL oldugu sonucuna gotiiriir
ve 7 = P,Z, gosterimi dikkate almirsa C matrisinin (3.48) biciminde oldugu

sonucuna ulasilir. Boylece de ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1" in (i) kosulu g6z oniine alindiginda, (3.41) esitliginin sag tarafindaki ilk
kosulun A*A = A*P,B olarak yeniden yazilabilecegi goriilmektedir. Bu esitliginATA
ile onceden carpilmasi, A®A = A®B = A'A = ATB oldugunu kamitlar. Ters
cikarimin  gegerliligi ATA = ATB esitliginin A*A ile onden ¢arpilmasiyla
gosterilebildiginden, A®A = A®B & AYTA =ATB yaulasiriz. Benzer sekilde, (1.41)
esitliginin sag tarafindaki ikinci kosulun A®A = A®B & A% = BA ifadesini
sagladigi gosterilebilir. Sonug olarak, 4, B € C5M A arasindaki Cekirdek siralamasinin

alternatif bir tanimin1 elde ederiz, yani
A<® B o ATA=AB ve A%? =BA (3.56)

dir. Dolayisiyla, Cekirdek siralamasinin bir sekilde yildiz siralama ve keskin siralama
arasinda bir sey oldugu goriilmektedir. Burada (3.36) esitliginin sagindaki birinci
kosul ve (3.39) esitliginin sagindaki ikinci kosul kullanilmistir. Bu baglamda iki dogal
soru ortaya ¢ikiyor. Birincisi, (3.36) esitliginin sag tarafindaki ikinci kosulu ve (3.39)
esitliginin sag tarafindaki birinci kosulun korunacag sekilde ¢ekirdek kismi siralama
tanimini nasil motife edilecegidir? Moore-Penrose inversin (3.1) de ve grup inversin
(3.2) de verilen tanimlarindan farkli olarak, Cekirdek inversin tanimimin (3.15)
esitliginde A ile A% 1n yer degistirmesi anlaminda simetrik olmadig1 gerceginden

otiirii aslinda bu soru gergekten orijinal bir sorudur. Bununla birlikte, A matrisini,
AA =P, ve (i) R(A)c<RMA,

kosullara gore tanimlarsak, bu takdirde A matrisi A® dakilere benzer 6zelliklere sahip
olacaktir. Ornegin Teorem 3.1' in (i) kosulunun karsilig1 A = P,-A* olacaktir. Ayrica,
A, B € CEM icin, asagidakilerle karakterize edilen ilgili matris kismi siralamasini

tanimlayabiliriz:

A<B<e AA=AB ve AA=BA.
Boyle bir siralama

ASB © A2=AB ve AtA=BAt
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saglanir Oyle ki burada sag tarafta verilen esitlikler sirasiyla (3.39) esitliginin sag
tarafindaki birinci kosul ve (3.36) esitliginin sag tarafindaki ikinci kosuldur.(3.56)
esitligi ile ilgili ikinci soru, sag tarafindaki esitliklerin herhangi A, B € C,, ,, matrisleri
icin anlamli oldugu gozleminden esinlenmistir. Bu, (3.56) iliskisinin 4, B € C{M
olmasini talep etmeksizin bir matris kismi siralamasini tanimladigi anlamia gelip

gelmedigi sorusudur. Bu sorunun cevabi olumsuzdur, ¢iinkii

010 010 010
A=1001),B=|001),C=|1 0 1 0
000 001 0 -1 2

matrislerini géz Online alalim bunlardan sadece C bir indeksli olsun. Dogrudan

hesaplamalarla
000 0
At=100] veBt=|[1

010

oldugu dolayisiyla ATA =ATB,A> =BA ( A<® B olarak yorumlanabilir) ve
BTB =BTC,B? =BC b (B <® C olarak yorumlanabilir) olur. Ancak, es zamanlh

NI, O O
N RO O

olarak, A,B € C5™ olmaksizin (3.56) ifadesinde belirtilen A <® B' nin gegisli

olmadig1 gosterilebileceginden ATA # ATC, A? # CA olduklar gériilir.

(3.36) ve (3.38) esitliklerinden genel olarak A <* B = A < B oldugu agiktir. Ustelik,

eksi siralama, keskin siralamadan daha zayiftir, 6rnegin

A<*"B < A<B,AB =BA, BecC{

dir. Yildiz ve keskin siralama arasindaki iligkiler incelenmistir. Buna gore, eger

A, B € CEM ise, bu takdirde

(i) A<*B,
(i) A% <* B?,
(i) A<*B

kosullarindan herhangi ikisinin saglanmasi {iglinciiyili de saglar.
Yukaridaki gozlemler 15181 altinda, yildiz, eksi, keskin ve Cekirdek siralamalari

arasindaki olas1 icerme iliskilerini arastirmak ilgi ¢ekicidir. A <*B ve A<®B
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arasindaki baglantilar1 inceleyerek ise baslayalim. (3.19) formuna sahip A' nin

kullanima ile gosterilebilecegi gibi

1 1 11
B; = < > ve By=|, _, (3.57)
01 > 7
olmak iizere genel olarak bu iki siralama bagimsizdir. ilk olarak, (3.19)-(3.21) ve
(3.57)' de verilen B; matrisini kullanarak A®A = A = A®B, , AA® = A® =B A®
olduklari elde edilir ki bu da A <® B; oldugunu gosterir. Diger taraftan AAT # B; AT
olmas1 A <® B, # A <* B, olduguna isaret eder. Ters ¢ikarimin da gegerli olmadig
gercegi (3.19)-(3.21) ve (3.57)'de verilen B, ile gosterilebilir. Bu matrisler
AYA = ATB, ,AAT = B,A" yani A <* B yi karsilar ancak AA® = B,A® yi yerine
getirmez, bu da A' nin Cekirdek siralamasina gore B, nin altinda olmadigi anlamina
gelir. Asagidaki teorem, onciil EP oldugunda yildiz ve Cekirdek siralamalarinin

esdeger oldugunu iddia eder.

Teorem 3.7 A,B€CS™ ve A" nin EP oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

A<® B < A<*Bdir.

Ispat: A € CEP olsun. Bu durumda (3.11) ve (3.18)' ii (3.36)' de yerine koymak,

A <" B olmasi icin gerek ve yeter sartin

XK 0
B=U U
0 Zz

oldugunu gosterir, burada XK tekil degildir ve Z € C,,_, ,_, . Bu ise Z' nin indeksinin
bir olmasini saglar. Bu karakterizasyonu Lemma 3.3 ile karsilastirmak iddiay1 ortaya
koya. Teorem 3.7 nin gereklilik kismimin, A € CEP ile ZL* = 0 varsayimin1 yansitan

L=0 gereksiniminin degistirilmesiyle zayiflatilabilecegine dikkat edilmelidir.

A€ CEP & AT = A* oldugundan Teorem 3.7°nin varsayimlari altinda
A <® B & A <" oldugu da gosterilebilir. Bu tiirden baska bir gdzlem, ortogonal
izdiistimler smifi iginde, yildiz ve eksi kismi siralamalarin esdeger oldugu bilinen
gergeginden kaynaklanmaktadir. Bu nedenle, Teorem 3. 7' den, 4, B € €2 oldugunda
A<® B A< B oldugu sonucuna varilir. Ancak, A,B € C4P varsaymu

gevsetildiginde asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 3.8 A, B € CSM olsun. Bu takdirde A <® B = A < B dir.

Ispat: Sonug Lemma 3.3 ten goriilmektedir. Bu durumda (3.42) bi¢cimindeki B matrisi
r(B) = r + r(Z)nesitligini saglar ve bu durum r(4) =r ver(B—A) =r(Z) ile
birlestirildiginde r(B — A) = r(B) — r(A) oldugu yani A < B oldugu gosterilimis

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3. 8 de kurulan ¢ikarimin genel olarak tersine cevrilemez oldugu
gercegi, (3.19) ifadesinde verilen A matrisini ve B = I, alinarak goriilebilir. Bu
takdirde r(4) =1, r(B) =2ver(B — A) = 1olur ki bu da A < B anlamina gelir.
Ote yandan, (3.21) in kullanimiyla A®A # A®B ve dolayisiylada A< B #» A<® B
oldugu elde edilir.

(3.19) erilen A" nin ve B =1," nin kullanimiyla gosterilebilecek baska bir
ozellik, A <* B # A <® B olmasidir. A*A = A* = AA* oldugundan, (3.39)' den
A <* B oldugu hemencecik goriiliir. A ve B' nin A <® B yi saglamadig1 gercegi zaten
belirtilmisti. Aslinda Cekirdek siralama keskin siralamay1 da saglamaz. Bu iddiay1
dogrulamak i¢in (3.19) ve (3.57)'de tanimlanan A ve B; matrislerini kullanabiliriz. Bu
takdirde yukarida bahsedildigi gibi, A <® B, ve eszamanli olarak A*A # A*B, olup

bu da A nin keskin siralamaya gore B, in bir onciilii olmadigini gosterir.

Bir¢ok benzerligin yani sira, asagidaki 6rnek Cekirdek siralama ile bu boliimde
ele alman diger ii¢ siralama arasinda dikkate deger farkliliklarin oldugunu

gostermektedir.
A<*B < (B—A) <¥B, (3.58)

olsun, burada <Xsiralamasi1 <*,<~ yada <" siralamasini temsil eder. Sasirtic1 bir
sekilde, <¥ile <® ile degistirildiginde (3.58) karakterizasyon tutmaz. Bu gercegi
gostermek icin yine (3.19) ve (3.57)'de verilen A veB;' den yararlanabiliriz. A <® B,

siralamasina ek olarak, bu matrisler

0 O
(31_14)@:( )
0 1

esitligini saglar. Dolayisiyla, (B; — A)(B; — A)® # B;(B; — A)® olur ki bu da,

B; — A nin ¢ekirdek siralamaya gore B; in altinda olmadig1 anlamina gelir.

Bir sonraki sonug, onu takip eden teoremi vermek i¢in faydali olacaktir.
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Lemma 3. 5 A,B € C& matrisleri sirasiyla (3.11) ve (3.18) formlarinda verilmis
olsun. Bu takdirde A% <® B? olmas1 icin gerek ve yeter sart

(i) YW +ZY =0

(ii) W2+ XY = (2K)?,

(i) WX+ XZ=3KSL
olmasidir.

Ispat: Teorem 3.1' in (vii) sikki goz oniine alindiginda, (3.11), (3.16) ve (3.18)
ifadelerinden asagidaki esitlikler elde edilir.

L. CK)7iL
(A%)%4% = U< )U* ,

0 0

L. 0
A?(AH® = U< ) U,

0 0

CK)2(W2+XY) (CK)2(WX +XZ)
(A2)®B2 = U( > U*

0 0

W2+ XY)EK)2 0
B2(42)® = U( ) U,
(YW +ZY)(ZK)™2 0

Dolayisiyla, (42)®A4? = (42)®B? olmas! igin gerek ve yeter sart (W2 + XY) =
(ZK)?, (WX + XZ) = TKXL olmasi ve A%(A?)® = B?(4%)® olmas! igin gerek ve
yeter sart ise W? + XY = (ZK)%, YW + ZY = 0 oldugu goriiliir buradan da iddia

dogrulanmis olur.

Baksalary ve arkadaslart AB = BA, A <* B ve A?> <* B? kosullan arasindaki
iliskilerin kapsamli bir analizini vermislerdir. Asagidaki teorem, bu hususlar1 Cekirdek

siralamaya genisletmektedir.

Teorem 3.9 A, B € C4M matrisleri A <* B olacak sekilde verilmis olsun. Bu durumda

AB = BA olmasi igin gerek ve yeter sart A> <® B? olmasidir.

Ispat: A <* B olsun, yani B matrisi (3.42) bigiminde olsun. Bu takdirde
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(ZK)? ZKIL +3ILZ (ZK)?  ZK3L
AB=1U U*, BA=U u*

0 0 0 0

yazilabilir. Bu nedenle, AB = BA & LZ = 0 olacaktir. Ote yandan, Lemma 3.5' te
listelenen kosullarda W = XK, X = XL ve Y = 0 (kibu A <® B 'yi saglar) alinirsa,

A? <® B2 & L7 = 0 oldugu goriiliir. Boylece de ispat tamamlanur.

Bu teoremin sonucu olarak A <* I,, & A € C9F yazlabilir. Asagidaki teorem
bu sonucun yildiz siralamasti ile Cekirdek siralamasinin yer degistirildigi genisletilmis

bir versiyonunu vermektedir.

Teorem 3.10 A € CSM olsun. Bu takdirde A € C9” & A <® I, olacaktir. Ustelik

A€EC & A< A%, A € CEP dir.

Ispat: Tanim 3. 2' den, A®A4 = A® = AA® olmas: icin gerek ve yeter sart 4 <® I,
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, (3.16) ile (3.43) ve (3.44)" daki sol taraftaki formiiller
kullanilarak A <® I,, & L = 0,2K = I, yazilabildigi goriiliir. Burada not edelim Ki
A®A = A® = AA® = AA® dir.

Lemma 3.1 i dikkate bulunarak, A' nin, Cekirdek siralamasina gore I, * nin
altinda olmasi i¢in gerek ve yeter sartin idempotent ve EP olmasi oldugu sonucuna
varilir. Bununla birlikte, boyle bir baglantr, A" nin bir dik izdiisiim olmasi sartina
esdegerdir. Ayrica, Tanim 3.2 den A <® A?olas1 igin gerek ve yeter sart A®PA =
A®A%Z AA® = A?A®  olmasi oldugu goriilir. Bu durumda Teorem 3. 1' in (i)
sikkindan dolay1 A®A = A ve AA® = AP, elde edilir. Teorem 3.1' in (iii) sikkina
atifta bulunarak, son esitligi A®A = (A®)T formunda yeniden yazabiliriz. Sonug
olarak, (3.11), (3.22) ifadelerinden ve (3.43) ve (3.44) ifadelerinde verilen sol taraftaki
formiiller dikkate almirsa A <® 4?2 < XK = I, elde edilir. Burada belirtelim ki
A®PA = A®A? & AA® = A%2A® dir. Sonug olarak teoremin ikinci kisminin da

saglandig1 gosterilmis olur ve boylece ispat tamamlanir.

3.4 Cekirdek invers Gosterimleri

Bu kisimda, Teorem 3.1 de verilen sartlar tartisarak bunlardan bazi yeni
sonuglar elde edilecektir. ilk 6nce, XAY nin ¢ekirdek invers ile cakistig1 sart: altinda X

ve Y iizerindeki kosulu ele alacagiz. Bu sonug, Teorem 3.1 (i) nin bir genellestirilmesi
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olarak da gériilebilir. Benzer bir analiz Teorem 3.1 (iii) i¢in de verilebilir. Yani, A® =

(A22)T esitliginin saglanmasi sart1 altinda Z iizerinde bir kisitlama tiiretilebilir.

Simdi Teorem 3.1 (i) ve (iii) deki A® nin iki gosterimi hakkinda daha ilging
sonuglar verilecektir. Bu durumda ilk olarak XAY nin A® cekirdek invers ile cakistigi

A{1}' de bulunan X ve Y nin maksimal siniflarini belirleyen bir teorem verilebilir.

Teorem 3. 11 A € CM matrisi (3.11) formuna sahip r rankl1 bir matris olsun. X ve Y,

A matrisinin iki genellestirilmis inversi olsun. O halde asagidaki kosullar esdegerdir:

(i) A® =XAY,
(i) R(XA) € R(A) ve Ye A{l, 3}, burada A{1,3}, A' nin en kiiciik kareler
inverslerinin kiimesini ifade eder,

(iii) X ve Y sirasiyla su sekilde ifade edilebilir:
(ZK)_l X12 (ZK)_l - K_lLY21 - K_lLYZZ
XzU( )U*veY=U< ) (3.59)
0 X22 Yo1 Y22
bual’ada X12 E CT,(TL—T) ,X22, Y22 E (C(n—r),(n—r) ve Y21 E C(n—r),r dlr
Ispat: X ve Y matrislerini
X1 Xi2 Y14 Y1z
X=U U veY=U U (3.60)
X1 X Yo1 Y22
seklinde yazalim. Bu takdirde
(EKX,q + ZLX,)EK  (BKXqy, + ZLX21)2L>
U*

AXA=U<
0 0

elde edilir ve buradan da AXA=A veya AYA= A kosulunun sirastyla
X11 = CGK)7' (I — ZLXp1) veya Yy = (ZK) 7' (I, — ZLY;) (3.61)
ifadesine esdeger oldugu goriiliir.

Ispata (i) = (ii) oldugunu gostererek baslansin. (i)' nin gegerli oldugunu

varsayalim. A®= XAY soldan ve sagdan A matrisi ile ¢arpilirsa sirasiyla
A®A = AX (3.62)

ve
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P, = AY (3.63)

sonucuna varilir, burada P, (3.17)" de tanitilan ortogonal izdiisiimdiir. Tanima gore
R(A®) € R(A) igermesi gegerli oldugundan, (3.62) esitligi R(XA) S R(A) oldugu
anlamina gelir. Benzer sekilde, P, matrisi P,* = P, esitligini sagladigindan, (3.63)

esitligi (AY)* = AY , yani Y € A{1, 3} oldugu anlamina gelir. Boylece (ii) elde edilir.

Simdi de (ii) = (iii) oldugunu gosterelim. (ii) nin saglandigini varsayalim.

(3.62) esitligi kullanilirsa X ve Y’ yi sirasiyla

CK) ' — LX) Xip

X=U u*
X21 X22
ve
EK)' (I —ELYy) Yo
Y=U u*

Yo1 Y22

olarak yazabiliriz. Bu durumda X,; = 0 ve Y;, = —K~1LY,, oldugunu kanitlamak
yeterlidir. XA ¢arpimi.

I, — K LX,,5K KL — K 'LX,,2L
XA=U
X, K X,,ZL

olarak yazilabilir. Dolayisiyla R(XA) € R(A) = R(U;) durumu
X212K = O ve XleL = 0,

oldugu anlamina gelir. Buradan da X,; = 0 oldugu goriiliir. Daha sonra, AY garpimi

K IL\ /(ZK)7'(, — ELY, 2L Y,
AY =U U*
0 0 Y21 Y22
<1r KY;, + ZLY22>
0 0

seklinde hesaplandigindan (AY)* = AY kosulu YKY;, + ZLY,, = 0 anlamina gelir.
kibuda Y;, = —(ZK)"13LY,, = —K~1LY,, oldugunu gosterir. Bdylece (iii) tiiretilir.

Son olarak (iii) = (i) oldugunu ispatlayalim. Dogrudan bir hesaplamayla
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EK)™ Xp,\ (ZK ZL\ (CGK) ' =K7Y, —K7'LY,,
0 0/\0  0/\ Yy Yy,

((21{)—1 o>
=U U
0 0

= A69
oldugu goriiliir ve bu da ispati tamamlar.

A* grup inversi R(4%A) € R(A) icermesini sagladigindan ve AT Moore-
Penrose inversi bir en kiigiik kareler inversi oldugundan, yukaridaki teorem &zel

durumu olarak Teorem 3.1 (i) i igerir.

Teorem 3.12 A € C5M matrisi (3.11) formuna sahip r rankli bir matris olsun. Z, A

matrisinin bir genellestirilmis inversi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(i) A% =427,
(i) Z € A{1,3),

(ii)) Zy1 € Ciner)yr V€ Z33 € C—py (n—r) olmak iizere Z matrisi

(CK)Y 1=K 'LZ,, —KLZ,
Z = U( ) U (3.64)

Zy Zz
olarak yazilabilir.

Ispat: (ii) ve (iii) nin denkligi Teorem 3.11 de zaten kanitlandigindan, (i) ve (iii) niniin

denk oldugunu gosterelim. A® = (422)T kosulu
(A% = (4%2),
esitligine denk oldugundan A® matrisinin Moore-Penrose inversi

XK 0
(A®)T = U( ) U*
0 0

olarak yazilabilir. Ote yandan Z matrisi A nim bir genellestirilmis inversi oldugundan,

Z matrisi asagidaki sekildedir:
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CK) '—KLZ,, Zyq
Z=U U*

Z Zz2
Boylece A%Z garpimi
SK SN\ /SK 3L\ /GCK) =K LZy,  Zy
A2Z =U u*
o o/\o 0 Zn Z22
SK  SK(SKZy, + 3LZ,
=U U*
0 0
olarak yazilabilir ve bdylece A® = (422)7 esitligi asagidaki denkleme esdegerdir:
< SK 0 ) (21{ SK(SKZy, + 517y, >

0 0 0 0

Ki bunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart
Z1, = —(EK)'(BLZyy) = —K™'LZy,
olmasidir. Boylece (i) ve (ii1) niin denkligi ispatlanmis olur ve ispat tamamlanir.

Bu kisimda, cekirdek kismi siralama hakkinda bazi sonuclar elde edecegiz. C5M

tizerindeki ¢ekirdek kismi siralama bir dnceki kisimda tanimlanmasti.

Ayrica, A matrisi (3.11) bigiminde oldugunda, A <® B esitsizliginin saglanmasi

icin gerek ve yeter sart B matrisinin bir Z € €4, icin

K 3L
B = U( ) U (3.65)

0 0

formunda yazilabilmesidir.

Onerme 3.1 A4,B € C5 olsun ve A <® B oldugunu varsayalim. Bu takdirde

asagidaki esitlikler saglanir:

(i) BA®B = 4,
(i) B®AB® = A9,
(iiiy) B®BA® = A®BB® = 49,

Teorem 3.13 A € C4M matrisi r rankl1 bir matris olsun. Bu takdirde
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(i) B € C5M olmasi icin igin gerek ve yeter kosul
BA®B =4 (3.66)
olmasidir, burada Z € C§, ve T € C,, ve T? = I, olmak iizere

TZK TEL
B = U( ) U (3.67)

0 0
dir.
(ii) B € CEM olmast icin gerek ve yeter kosul
B®AB® = 4® (3.68)

olmasidir, burada Z € C5Y, , V € C,(n—py, T € C,, Ve T? = I, olmak iizere

TEK TI[LZ® Z+V(,_,—Z%® 7]
B=U (3.69)
0 Z
dir.
(iii) B € C5M olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R(A) € R(B) olmak iizere
B®BA® = A®BR® = 4® (3.70)
Olmasidir.
Ispat: (i) B matrisini
Bll BlZ
B=U U (3.71)
BZl BZZ

formunda yazalim. Bu takdirde BA®B = A esitligi
(311 B12> ( K™ 0) <B11 B12> <ZK ZL)
By1 By 0 0 / \Bz1 By 0 0

B11(ZK)™'By; By (2K) !By, <2K 2L>

Byy(BK)™'By1 By (BK)7'Byy 0 0

olmasma denktir. Dort blogu esitleyerek ve T = By,(2ZK)~! alarak, yukaridaki

esitligin T2 = I, ve
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Bll = TZK, Blz = TZL, BZl =0 (372)

anlamina geldigini gorebiliriz. Bu nedenle matrisinin bazi1 Z € Cip—r) (n—r), T € Gy

ve T? = I, i¢in

TXK TXIL
B=U U-

0 Z

formunda olmasini gerektirir. Ote yandan B' nin indeksi <1 oldugundan, Z matrisinin

indeksi <1 olmalidir. Bu nedenle (3.67) nin gerekliligi kanitlanmistir.

Aksine olarak, B matrisinin (3.67) bigiminde oldugunu varsayalim. Bu takdirde
dogrudan bir hesaplama ile esitligin (3.66) nin gegerli oldugunu gorebiliriz. Boylece

(i) sikka ispatlanir.

Simdi (ii)’ yi ispatlayalim. (3.68) esitliginin saglandigini varsayalim. B matrisini
R(A) € R(B) olacak sekilde secerek

X11 X12
B®=U U* (3.73)
X21 X22
elde edilir. Bu durumda R(A® ) = R(A) ve buradan da
R(A) = R(A®) c R(B®) = R(B),
ve
AB®AB® = BA® = p,, (3.74)
BB®AB® = BA® ve AB® = BA® (3.75)

oldugu goriiliir, buradaki son esitlik BB® nin R(B) iizerine bir izdiisiim matrisi

oldugunu ifade eder. Boylece

Y(KX14 +LXy)  E(KXyp + LX)
AB® =U U*,

0 0
Bi,(ZK)™ 0
BA® =U U*
By (EK)™ 0

yazilabilir. (3.75) de ifade edildigi gibi yukaridaki iki matris ¢akisacaktir ve bu nedenle
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I(KX1q + LX21) = B11(BK) ™Y, 2(KX15 + LX55) =0, By (ZK)™H =0
esitlikleri elde edilir ki bu da

S(KXy1 + LX51) = By (ZK)™, KXyp +LXy =0, By; =0 (3.76)
oldugunu gosterir. Diger bir taraftan, (3.74) esitligi su sekilde de yeniden yazilabilir;
(EKXyy + ZLX50)?  (EKXyq + ZLX1)(EK Xy, + ZLX22)> .

(AB®)? = U(
0 0

I. 0
0 O

Bunun sonucu olarak
T2=1. , T=3(KXy +LXpy),
S(KXy1 + LX51)Z(KXq5 + LX5,) = 0,
ve dolayisiyla
T2=1., KX;4+LX,, =0 (3.77)
elde edilir. Bu takdirde (3.76) ve (3.77) esitlikleri birlestirilirse
By =TZK veB,, =0.
Boylece B matrisinin

TEXK TXIM
B=U U*

0 Z

formunda oldugu gerekliligi elde edilir, burada T € C,, matrisi T2 = I, olacak
sekilde olmak iizere Z € C(y—y) (n—r), M € Cy (n_,y matrisleri keyfi matrislerdir. B
matrisinin indeksi < 1 oldugundan, Z matrisinin de indeksi < 1 su sekilde olmalidir.

Buise B® cekirdek invers matrisinin
CKIT  —-KMz®
B® =y U* (3.78)
0 VAL

seklinde oldugu anlamina gelir: Bunu gostermek igin, G matrisi (3.78) in sag

tarafindaki matris olsun. Bu takdirde,
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I 0
BG =U U*
o zz9

elde edilir ki bu da P, = ZZ® nin bir dik izdiisiim matrisi olmasindan dolay1

BG = (BG)* = (BG)?
esitligini saglar. Kolayca goriilebildigi gibi, r(BG) = r(B) olu BG matrisi R(B)
tizerindeki dik izdligiimiidiir. Yani

BG = Py (3.79)
dir. Diger taraftan U; € C,, ve U, € Cy, (n—y) olmak lizere U = (Uy,U,) olsun. Bu
takdirde G ve B matrislerinin siitun uzaylari, @ sembolii lineer alt uzaylarin direkt
toplamin1 gostermek tizere sirayla sekilde verilmistir:

R(G) = R(Uy) B R(U,Z®) ve R(B) = R(U;) B R(U,2).

R(Z® ) € R(Z) oldugundan R(U,Z® ) € R(U,Z) yazlabilir, bu ise
R(G) € R(B) (3.80)

oldugu anlamma gelir. Boylece (3.79) ve (3.80) den G = B® oldugu elde edilir.

Bunun sonucu olarak

(K™t (CK)TITI(L — M)Z®
B®AB® = U( ) U
0 0
K)o
- <( ) ) U = A® (3.81)
0 0

ve bunun ardindan da
MZ® =179 (3.82)

elde edilir. Bu durumda her Z ve L matrisi i¢in yukaridaki esitligin gecerli oldugu M

kiimesi su sekilde verilir:
M=LZ%Z+ V(. —2Z%2), VE Crinp.

Boylece (3.69) elde edilmis olur.
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Tersine olarak B matrisinin (3.69) daki gibi oldugunu varsayalim. Bu takdirde
(3.81) ve (3.82) esitliklerinden (3.68) esitliginin saglandig1 agikca goriiliir. Bu ise (ii)

sikkinin ispatin1 tamamlamis olur.

(iii) nin ispat1 asagidaki gibidir. (3.70) esitliginin gegerli oldugunu varsayalim.
Bu takdirde bu esitligin A matrisiyle soldan ¢arparak

AB®BA® = p,P; = P,
elde edilir ki buradaki ikinci esitlik R(A) € R(B) oldugunu gosterir. Tersine olarak
R(A) € R(B) oldugunu varsayalim. Bu takdirde P,P; = P, oldugu agiktir yani
AA®BB® = AA®
dir. Yukaridaki esitligin A® ile soldan ¢arpilmasi sonucunda
A®BB® = 4%

elde edilir bu da (3.70) deki ikinci esitlik ile aymdir. Ote yandan BB* matrisi
R(B)(2 R(A)) iizerinde bir izdiisiim oldugundan BB¥AA* = AA* elde edilir, burada
B*, B nin grup inversini gostermektedir. AA* = A*A = A*AATA = A® A oldugundan
yukaridaki esitligin

B®BA®A = A®A.
seklinde yazilabilecegi goriiliir. Bu son esitligin A® ile sagdan garpilmasiyla
B®BA® = 4®

elde edilir ki bu da (3.70) nin birinciesitligiyle ortismektedir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.
Onerme 3.2 4,B € C TL;M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadelerler esdegerdir:

(@) APBA® = A® yani A®, B nin bir dis inversidir.
(b) ATBA* = A®

Teorem 3. 14 A € € ™ matrisi r rankl bir matris olsun. Bu takdirde B € C__ nin
A®PBA® = 49 (3.83)

esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart B matrisinin
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K By,
B= U( )U* (3.84)

B21 B22

formunda olmasidir, buarada B;, € C, (n—r), B21 € Cinoryr V& Byz € Cinry (n—r)

keyfi matrislerdir.
(i) 7(A) = r olmak iizere B € C,, ve A € C5™ matrislerinin,
ATBA* = A® (3.85)
esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart A nin ranj - Hermityen ve B matrisinin
XK B,
B = U( ) Ur (3.86)
Bz1 Bz

formunda olmasidir, burada B;; € Gy (n_), B21 € Cn_pyr V€  Byy € Ciner)(n—r)

matrisleri keyfi matrislerdir.
Ispat: Once (i) sikkini ispatlayalim. B matrisi
Bll B12
B=U ( ) U- (3.87)
By1 B2
olarak yazilabildiginden (3.83) deki esitlik asagidaki esitlige esdegerdir:
CK)™t 0\ /Bux B\ /CK)™t 0 CK)™ 0o
P [V VR S
Bu da ayn1 zamanda B{; = K olmasi demektir. Bu nedenle (3.84) esitligini elde

ederiz. Simdi (ii) sikkini ispatlayalim. Ilk olarak (3.85) esitliginin gegerli oldugunu

varsayalim. Bu takdirde, r(4®) = r(4) = r oldugundan,
r=r(A*AAY) <r(AN) =7
yazilabilir ve dolayisiyla A matrisi
R(AT) = R(4) (3.88)

esitligini saglamalidir. Baska bir deyisle, A matrisi ranj- Hermityen matris olmalidir.
Dolayisiyla (3.11) deki L matrisi sifir olmalidir. L=0 olmak {izere (3.13) ve (3.24)

esitlikleri kullanilirsa
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K1 0 By Bi\ /K771 0
ATBA* =U U*.
0 0 By; Bj; 0 0

K*s 1B, K~1371 0
=U (3.89)

0 0
oldugu goriiliir. (3.16) daki A® matrisi ile (3.89) ifadesi esitlenirse
K*3~1B,K~'3~1 = K131 (3.90)
esitliginin saglandig1 goriiliir ki bu da By; = Z(K*)™ ! oldugu anlamina gelmistir.
Boylece gereklilik ispatlanmis olur.

Tersine olarak, A matrisnin ranj-Hermityen matris ve B matrisinin (3.86)
bigiminde oldugunu varsayalim. Bu takdirde (3.85) esitliginin saglandigi dogrudan bir

hesaplama ile kolayca goriilebilir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.
3.5 Genellestirilmis Cekirdek Invers
Bu boliimiin baslangicinda ¢ekirdek invers kavramini ve bazi 6zelliklerini vermistik.

Boyle bir inversin sadece kare matrisler i¢in sdzkonusu olabilecegini ve belirli bir
A€C,, icin
AA® =P, ve R(A®)c R(4)

kosullarini saglayan ve tek tiirlii mevcut A € C,,,, matrisi olarak tanimlamustik. Her
kare matrisin bir ¢ekirdek inverse sahip olmadigini belirli bir A matrisinin ¢ekirdek
inversinin olmasi igin gerek ve yeter kosul onun bir indeksli yani rk(42)=rk(A) olmasi
oldugunu, indeksi 1 olan matrislere grup matris veya ¢ekirdek matris adi verildigini
belirtmistik. Burada kullanilan ek semboller CE,C9P,CEP,CNM, CEM  sirasiyla
sunlardir egik projektorler (impodent matris), ortogonal izdiisimler (Hermetiyen

idempotent matris) ranj-Hermetiyen matris (EP), normal matris ve ¢ekirdek matrislein

kiimelerini sirastyla
Ch={AECpp: A2 = A},
CP ={A €Cppn:A* =A=4A"},
CEP = {A € Cppp: AAT = AT 4},

CVM = {4 € Cppp: AA* = A” 4},
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CEM = {A € Cppn: TK(A%) = 1rk(4) }
ile gostermistik. Ranki r olan her A € C,, ,, matrisi

K XL
A =u( ) U (3.91)

0 0
biciminde gosterilebildigini, burada U € C,, ,, uniter matris, £=diag{o I,1... o¢L,+}
matrisi A nin singiiler degerlerinden olusan kdsegen matris, 6, > 0, > -+ > 0;
rp + 1, + -+ 1. =71 olmak lizere K€ C,, ve L € C,,_, matrisleri
KK*+LL =1" (3.92)

esitligini sagladigini ifade etmistik. Bu durumda V = UK™ olmak iizere A = ULV”

olur. (3.11) esitliginden AT ve A® inverslerinin sirasiyla

K*z7' 0
At =U U* (3.93)
L'zt 0
ve
CK)™t o
A® =y U* (3.94)
0 0

bigiminde gosterilebildigini ifade etmistik. Burada K matrisinin nonsingiiler olmasi

durumunda A® nin mevcut olacagi agiktir.

Asagidaki tamimda verilecek genellestirilmis c¢ekirdek invers kavrami bu

kisimda énemli bir rol oynar.
Tamm 3.2 A € C,,, metrisi verilmis olsun. Bu takdirde
AL = (APA)'I' (3.95)

esitlsigini saglayan bir A* € C,, matrisi A’nmn genellestirilmis cekirdek inversi
olarak adlandirlir. Bu durumda (3.95) den her 4 € C,, ,, igin A matrisinin mevcut ve

tek oldugu gortiliir.

Bu kisimda bilinen ¢esitli matris siniflarinin inversleriyle baglantisin1 gésteren

karakterisazyonlar ve bunlarin gosterilecegi bazi genellestirilmis g¢ekirdek invers
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ozellikleri burada gosterilenlere vurgu yapilarak verilecektir. Bununla beraber A%

literatiirde bilinen ¢ekirdek inversin tek genellestirilmesi olmadigi da dikkat ¢ekicidir.

Lemma 3.5 4 € C,,,, matrisi (3.91) formunda verilmis olsun. Bu takdirde

((ZK)T 0 )
A =U U* (3.96)
0 0

dir.
Ispat: Bu durumda (3.91) ve (3.93) den yararlanilarak,
L. 0
P, = U( >U* (3.97)
0 o0
yazilabilir. Bu nedenle iddia (3.95) den direkt olarak goriiliir ve ispat tamamlanir.
Lemma 3.5 bir matrisin genellestirilmis ¢ekirdek inversinin, ¢ekirdek
inversinden daha genel bir kavram oldugunu gosterir. (3.91) de gozikken K

matrisinonsingiiler yani A € CNM oldugunda A” ve A® matrislerinin cakistigim

gostermektedir.

Moore-Penrose inversin ozellikleri 15181 altinda, Lemma 3.5 nin bir baska agik
sonucu genelde (A2)™ = (A™)%, m € N olmasidir. Ote yandan bu 6zellik her zaman
(A®)™ = (A™)® olmas1 i¢in A% y1 A® dan ayirir. Ayrica (A®)T = AP, oldugu da
bilinmektedir. Tanim 3.2 genellestirilmis ¢ekirdek inversinde benzer 6zellik ile yani

(A®)T = AP, olarak karakterize edilmesini saglar.

Teorem 3.15 A € C,,, olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar gerceklenir:
(i) AA® matrisi AP, matrisinin siitiin uzayinda dik izdiisiimdiir.

(i) A®A matrisi (AP,)" matrisinin siitiin uzay: iizerinde egik projektoriidiir.

Ispat: (3.91) ve (3.96) esitliklerinden

SKCEK)T 0
A48 = U( ) U* (3.98)

0 0

ve
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CK)TEK (ZK)TEL

0 0

elde edilir. Bu durumda (3.98) ve (3.99) ifadelerinden AA* matrisinin idempotent ve
Hermityen oldugu ancak A“A idempotent oldugu fakat Hermityen olmasinin
gerekmedigi goriiliir. Teoremin (i) sikkinda verilen AA“ matrisinin siitun uzayinin
belirtilmesi R[ZK (ZK)1] = R(ZK) esitliginden goriilebilir. Teoremin (ii) sikkinin
ispatin1 tamamlamak icin (3.96) ve (3.98) esitliklerinin A2 AA® = A® esitligini, yani
R(A®) € R(A%A) € R(A?) icermesini sagladigini belirtelim. Bu ise R(A%A) =
R(A%) esitligini verir ve bdylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.15 (i) nin ispatindan asagidakileri sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1 4 € C,,,, olsun. Bu takdirde A* € A{2} dir.

Daha onceki ifadelerden A® inversinin hem A{1}'e hem de A{2} 'ye ait oldugu
bilinmektedir. Yukarida verilen Sonug 3. 1 ise A® € A{2} oldugunu gdstermektedir.

Bu durumda A2 matrisinin A{1} sinifina ait olup olmadigim arastirmak ilgi ¢ekicidir.
Teorem 3.16 A € C,, olsun. Bu takdirde 4 € A{1} & A € C5M dir.
Ispat: Bu durumda (3.91) ve (3.96) esitliklerinden

AAA = A © IK(K)'IL =3L & R(EL) € R(EK) (3.100)
yazilabilir. £ nonsigiiler oldugundan (3.100) deki igerme bagintis1 R(L) € R(K)
sekline indirgenebilir. Bunu R(L) + R(K)=C, ; ile birlestirdigimizde (3.92) nin

dogrudan bir sonucu olarak K matrisinin nonsingiiler olmas1 gerektigi yani A € C5M

oldugu goriiliir. Boylece de ispat tamamlanir.

Ayrica Teorem 3.17 nin alternatif olarak A* € A{1} olmasi i¢in gerek ve yeter
sart r(A) = r(AP,) olmasidir seklinde de ifade edilebilecegini belirtelim. Bu nedenle
(3.95) e gore A® € A{1} denk baska bir esitlik olarak r(4) = r(AP,) elde edilir.

A € C,,matrisinin C5, C9", CEP, CNM, CSM kiimelerinden herhangi birine ait
olmasi durumda A® inversinin de ayni sinifa ait oldugu lemma 3.5 ve (3.95) esitligi
araciligiyla dogrulanabilir. Ancak bu durumlarin hig birisi tersinir degildir. Bu iddiay1

dogrulamak i¢in
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1-10
A=(1 -1 0) (3.101)
0 00

matrisini gdz dniine alalim. Bu durumda

0 00
A%=[0 0 0
0 0 1

olacaktir. Buise A® inversinin bir ortogonal izdiisiim yani bir idempodent , EP, normal
ve c¢ekirdek matris oldugunu ancak A nin bu 6zelliklerin higbirine sahip olmadigi

goriiliir. Daha fazla analiz ile A € CEF oldugunda
AECI © A2 €eCo veAdeC™ A% eciM

olmasma ragmen A € C¥™ oldugunda A € C& & A2 € CE oldugu goriiliir. Ote
yandan (AT)T = A oldugu bilinmektedir. Ote yandan (A%®)® = AP, esitligi gosterilir.
Ancak genel olarak (A%)# inversinin ne A matrisine ne de AP, matrisine esit
olmadig1 oldukea ilging bir durumdur. Ote yandan (42)> = A ve (4%)%= AP,
esitliklerinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar asagidaki iki teoremde verilmistir.
Teorem 3. 17 A € C,,,, olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir:

(i) AEC’,

(i)  @A»H*>=4,

(i) (AH* =4,

(iv) @Ht =4

(v) AP, = A.
Ispat: (3.95)e gore (42)2 = (A%Apa)t  esitligi yazilabilir. (3.96) gdsterimi

kullanilarak A% nin siitiin uzay1 iizerindeki dik izdisiim, yani P,» = A2(A%)T,

CK)TZK 0
Pa=U U

0 0

bi¢imindedir. Bu nedenle,

(3.102)

48—y ([(EK)T(EK)TEK]T 0 >

0 0
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olacaktir. Bu durumda (3.91) ve (3.102) ifadelerini karsilastirilirsa teoremin (ii)
sikkindaki kosulun ancak ve ancak XL =0 ve [(CK)T(EK)TZK]T= ZK olmas:
durumunda saglandigi goriiliir. Bu kosullardan ilki (1.2) ile K ’nin nonsingiiler
olmasini garanti eden L = 0 kosuluna esdegerdir. Sonug olarak, kosullardan ikincisi
[(ZK) 1(ZK)"1ZK] '= IK ile degistirilebilir ki bu esitlik her zaman saglanir. Sonug

olarak Teoremin (ii) sart1 L = 0 kosuluna esdegerdir yani A ‘nin EP olmasi gerekir.

Benzer sekilde (3.95) de verilen esitlikten faydalanarak
(ANH2 = (AT4,1)T = (ATATA)T  yazilabilir ve bdylece teoremin (iii) kosulu
(ATATA)T olarak yeniden yazilabilir. Bu durumda

KT K*K KT7K*L
(ATATAT = Uu-,
L'27K*K  LT7K*L
olup buradan da teoremin (iii) kosulunun asagidaki dort 6zdesligin birlesimine esdeger
oldugu sonuncuna varilir.
K2 lK*K =K*z7!, L'S7IK*K = L'27%, (3.103)
L'27K*L =0, K'IK*L=0 (3.104)
Ote yandan (3.103)’ deki esitlikleri sirasiyla K ve L ile soldan carparak elde edilen
sonuglarin bilestirilmesi ile K*K = I esitligi elde edilir. Aymi sekilde (3.104)
esitliklerine benzer doniisiimler uygulanirsa K*L = 0 elde edilir.

K*K = I, olmast K nimn nonsingiilerligini sagladigindan K*L = 0 esitliginin
L =0 esitligine indirgenebilecegi aciktir. Ote yandan L=0 = K*K = I, elde edilir
ki buda L=0 esitliginin (3.103) ve (3.104) daki esitliklerin saglanmasi i¢in yeterli
olmasina ragmen gerekli olmadigini gosterir. Bu ise (ii1) nin saglanmasi i¢in gerek ve
yeter sartin A matrisinin EP olmasi oldugu anlamina gelir. (iv) sikkina karsilik gelen
ispat A% = A" olarak yazlabilir ki bu (3.93) ve (3.96) daki gdsterimlerin

karsilastirilmasiyla elde edilir. Ote yandan (i) < (V) kisminn ispati dogrudan (3.91)

ve (3.97) esitliklerinden goriilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.17 nin (i)-(iii) siklar1 arasindaki denklikler
AECElF & U9 =46 (AH® =4

seklinde de yorumlanabilir. Ote yandan
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A€ECEP & A%A = A4% ve A€ CEP o (A%t =NH9,

ifadeleri A ile @ gosterimleri yer degistirdiginde de gegerlidir. Ayrica A matrisi EP
oldugunda A%A = AA® ve (A%)T = (AN)? esitliklerinin her ikisi de saglanr.

Teorem 3.18 A € C,,,, olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir:

iy A%ec,

(i)  AA%)? = 4%,

(i) (A%)% = APy,

(iv) AP, matrisi EP dir.
Ispat: (3.96) dan kolayca goriiliir ki A% matrisinin EP olmas1 i¢in ancak ve ancak
(ZK)Tmatrisinin EP olmasidir ki bu da K matrisinin EP olmasina esdegerdir, yani
R(ZK) = R[(ZK)*]dir. Direkt hesaplamalar teoremin (ii) sikkinin 2K (2K)T(ZK)T =
(ZK)T olarak ifade edilebilecegini gostermektedir. Bu esitligin saglanmasi igin gerek
ve yeter sart R[(ZK)T] € R(ZK) olmasidir. Bu nedenle r[(ZK)T] = r(ZK) ve
R[(ZK)T] = R[(ZK)*] oldugundan R(ZK) = R[(£K)*] sonucuna ulasilir. Bu ise

(i) & (ii) oldugunu ispatlar.

(3.91), (3.97) ve (3.102)' den, teoremin (iii) sikkinda verilen (4%)% = AP,
kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter sartin XK (ZK)T(ZK)T = (ZK)T oldugu
veya baska bir deyisle R(ZK) € R(ZK)* oldugu goriilebilir. Onceki ifadenin
ispatindakine benzer argiimanlar (i) < (iii) denkliginin de zorunlu olarak gegerli
olmasimi gosterir. Teoremin son sikkina karsilik gelen ispata ise (3.91) ve (3.97)

ifadelerinden yararlanarak dogrudan ulasilabilir.
Teorem 3.19 A € C,,, olsun. Bu takdirde

() A2=0 o 42=0,

i) A%=0 & AT =0,

(i) A4%=4" o Ae CEP,

(iv) A2=4%® o AecM,

(v) A*=P, © AecCk.
Ispat: Bu durumda (3.96) ifadesinden,

AA=0oCK) =0 3K=0K=0
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oldugu goriiliir. Diger taraftan temsil (3.91) gésteriminden
A2=0e ZKZK =0 veXKIL =0 (3.105)

elde edilir. Bu durumda (3.105) ifadesinin sag tarafindaki 6zdesliklerin sirasiyla K*
ve L* ile sagdan carpilmasiyla elde edilen esitliklerin birlestirilmesiyle K = 0 &
A? = 0 oldugu goriiliir ki bu da teoremin (i) sikkin1 dogrular. Ote yandan (3.91) ve
(3.96) gosterimleri dogrudan

A=A o L=0ve(EK)=3K (3.106)

oldugunu gosterir. L=0 olmas1 K matrisinin nonsingiilerligini sagladigindan, (3.106)
daki son kosul (£K)? = I, olarak yeniden yazlabilir. Ayrica (3.91) ve (3.93)
karsilastirilarak AT = A olmasi icin gerek ve yeter sartin L=0 ve (2K)? = I, oldugu
goriilir ki bu da (ii) sikkinin ispatin1 tamamlar. (iii) ve (iv) siklarinda verilen
karakterizasyonlar, sirasiyla (3.96) ile (3.93) ve (3.94) ifadeleri karsilastirilarak
dogrudan gosterilebilir. Teoremin son denkligini elde etmek i¢in (3.96) ve (3.97) den

AA=P, oK) =I o ZK=I,

sonucunun g¢ikarildigin1 gézlemleyelim. Bu ise Lemma 3.5 in sonucu olarak iddianin

dogrulugunu gosterir.
Teorem 3.19 (ii) de verilen denklik
A=A A € CEPve A3=4A
seklinde de ifade edilebilir ki bu da A® = A denkligi igin ilave sartlar ortaya koyar.

A € C,, matrisinin R(A) uzayma gére Bott-Duffin inversinin I, — AP, nin

nonsingiiler olmas1 sartiyla
A8 = p, (1, — AP)™?
r(a) = Palln )
seklinde verildigini hatirlayalim, burada A = I,, — A dir. A € C5 olmas1 durumunda,

Bott-Duffin ve ¢ekirdek inversler cakisir. Asagidaki teorem, A € C5M oldugu

varsayimini gevseterek bu sonucu genellestirir.
Teorem 320 A € C,, ve A =1, — A olsun. Bu takdirde A* = P,(I, — AP,)" dir.

Ispat: iddia (3.91), (3.96) ve (3.97) ifadelerinin dogrudan bir sonucudur.
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A matrisinin her ikisi de AP, y1 igeren bir ¢ekirdek matris olmasi igin iki gerek ve
yeter kosul asagida verilmistir. Teoremde kullanilan P, sembolii, P, = I, — P,
anlamina gelir.
Teorem 3.21 A € C,,,, olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir:

i Aec

(i)  R(A) S R(APy),

(iii)  R(AP,) € R(AP)).
Ispat: Teoremin (ii) sikkindaki igerme 7(A4) < r(AP,) < r(A?) esitsiizligini gerektiri
ki buda r(4) = r(42) ya, yani A € C5M ye yol agar. Tersine olarak, (3.91) ve (3.97)
ye gore A € C5M oldugunda

AP, (AP)TA=A (3.107)
gerekliligi saglanir, yani R(A) € R(AP,) dir. Ispat1 tamamlamak igin

R(AP,) € R(AP,) & AP,(AP)tAP,= AP,
oldugunu belirtelim. Dogrudan hesaplamalar gosterir ki bu denkligin sag tarafindaki
esitlik (3.107) ye doniisiir. Bu ise (ii)& (iii) oldugunu gostermektedir. Boylece ispat
tamamlanmis olur.

P,Q € CY9? oldugunda (PQ)® = (PQP)T oldugu bilinmektedir. Bu esitligin,
cekirdek invers ile genellestirilmis ¢ekirdek invers yer degistirildiginde de gecerli
oldugunu belirtelim. Bu sonug, diger iki ilgili karakterizasyon ile birlikte, bir sonraki
teoremde yer almaktadir. Burada kullanilan Pgopq) semboli, R(QPQ) iizerindeki

ortogonal izdiisiimii gosterir.

Teorem 3.22 P,Q € C9% olsun. Bu takdirde asagidakiler saglanir:
i)  (PQ)*=(PQP)',
(i) [(PQT]* = Proro)
(i) (In —PQ)* = (I, — PQ)T.

Ispat: Bu durumda P € C4? matrisi r rankl1 olsun. Bu takdirde

I 0
P=U )U* (3.108)
0 0
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olacak sekilde bir iiniter U € C,, ,, matrisi vardir. (3.108) gosterimi n-yinci mertebeden
baska bir Q € C2 ortogonal izdiisiimiiniin belirlenebilmesi icin kullanilabilir. Yani,

aynm1 U matrisinin kullanarak
A B
Q=U U- (3.109)
B* D
yazilabilir, burada B € C,.,,_,- ve hermityen olup A € C,,,D € C,,_,.,,_,, matrisleri
R(B) € R(A) ve B*ATB=P5—-D (3.110)

sartlarin1 saglar, burada D = I,_, — D dir. P ve Q matrisleri (3.108) ve (3.109)

formlarinda oldugunda R(PQ) iizerine ortogonal izdiisiim

PRpgy = U (’;A %) U

olarak verilebilir. Bu nedenle

(PQ)® = (PQPxpg)) = U (gT g) U (3.111)

yazilabilir. Boylece

PQP = U(g (())) U,

olup teoremin (i) kismi ispatlanmig olur. Bir sonraki amacimiz benzer bir yorum
tiretmektir. P ve Q matrisleri (3.108) ve (3.109) formlarinda oldugunda daha

sonra R(QPQ) tizerindeki ortogonal izdiistim
A B A B
B* B*A'B B*  Pp-—-D
ile verilir. Ote yandan R[(PQ)'] = R(QP) oldugundan [(PQ)']* = [(PQ)TPr(om]T

elde edilir, burada

P, 0 A B
(POt = U( ) U* Ve Prpepy = U< B ) U*
B*At 0 B* P5—D

dir. Dolayisiyla (3.110) bagintisindaki iligkiler dikkate alinirsa

A B
(PQ)TPR(QP) = U( _> v,
B* P5—D
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elde edilir. Bu esitlik (3.112) esitligiyle karsilagtirildiginda, her ortogonal izdiisiimiin
Moore-Penrose inversine esit oldugu gercegiyle uyumlu oldugu goriiliir. Ispati
tamamlamak igin I,, — PQ farkinin da her zaman bir EP oldugunu hatirlatalim. Bu
durumda, (iii) sikkinda verilen esitlik, Teorem 3. 17 de verilen (i)&(iv) kismindan

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Literatiirde, iki P ve Q ortogonal izdiisiimiin toplamimin da bir ortogonal
izdiistim olmasi i¢in bazi1 gerek ve yeter kosul mevcuttur. Muhtemelen bunlardan en
iyi bilineni P + Q € CYF & PQ = 0 dir. Son teoremimiz, genellestirilmis ¢ekirdek

invers notasyonuna atifta bulunan yeni bir kosul ortaya koymaktadir.
Teorem 3.23 P,Q € C9” olmas1 igin gerek ve yeter sart (PQ)* = 0 olmasidr.

Ispat: (3.108) ve (3.109) gosterimlerinden yararlamlarak, PQ=0 (ki bu P + Q € C9P
olmasia esdegerdir) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A=0 oldugu gériilmektedir. Ote

yandan (3.111) den (PQ)* = 0 & A = 0 elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Bu kisim, matris kismi siralamalar1 ile ilgili bir agiklamay1 vererek sona

erecektir. 4,B € C5M oldugunda,
A<®PBo A®4A=4A9B ve AA® =BA®

ikili islemi (i) yansimalidir, yani A <® A dir. (ii) ters simetriktir, yani A <® B,
B <% A ise A = B dir. (iii) gecisli, yaniA <® B, B <® C ise A <® (C dir. Bu
ise, A <® B bagintisinin matris kismi siralamasmi tanimladigi anlamina gelir Ki bu

¢ekirdek siralama olarak da adlandirilir. A ve B herhangi iki kare matris olmak iizere
A <® B & AA® = A®B ve AA® = BA®, (3.113)

bagitisinin bir matris kismi siralama bagintisini belirleyip belirlemedigi ilging bir
sorudur. Bu sorunun cevabi negatiftir, ¢iinkii A matrisini (3.101) deki gibi ve B = A®
almarak bu durum dogrulanabilir. Béyle bir durumda A%A, A®B, AA%,
BA”, B~B, B~A, BB® ve AB* carpimlarinin her biri A>(= B#) ye esit olacaktir
ki bu da A<® B ve B <® A oldugu anlamma gelir. Bununla beraber A # B

oldugundan, (3.113) bagintisinin ters simetrik olmadigi da gorilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢aligsmasinda ilk olarak bir Girig verilerek Genel Bilgiler baslig1 altinda
kare olmayan ya da kare oldugu halde normal olarak bildigimiz anlamda inversi
mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve 6zellikle lineer denklem sistemlerinin
genel durumda ¢oziimiiniin mevcut olup-olmadigmin arastirilmasinda ve mevcut
olmasi durumunda ¢6ziimiin belirlenmesinde kullanilan ve bilinen anlamdaki invers
ozelliklerini de saglayan Moore-penrose invers adi verilen bir genellestirilmis invers
kavram ele alinmistir. Bu amagla 6ncelikle bir matrisin Moore-Penrose inversi tanimi

verilerek bu inversin ¢esitli 6zellikleri detayli bir sekilde ortaya konulmustur.

Tezin temel kisminda keyfi mertebeden bir kare matris igin Cekirdek invers
tanim1 ve bu inversin bazi temel 6zellikleri ortaya konulmustur. Ayrica g¢ekirdek
inversleri hesaplamada kullanilan bazi yeni yontemler ve gesitli gekirdek invers
gosterimleri verilmistir. Son olarak genellestirilmis ¢ekirdek invers kavrami detayli bir
sekilde ele alinmis ve ¢ekirdek invers ile genellestirilmis ¢ekirdek invers arasindaki

iliskiler incelenmistir.

Tezde yapilan ¢alismalar dikkate alinarak keyfi mertebeden bir kare matris
cesitli alt kare matrisler seklinde parcalanarak baslangicta verilen matrisin Cekirdek
inversinin alt kare matrislerin ¢ekirdek inversleri cinsinden nasil ifade edilebilecegi
arastirilabilir. Ayrica diger genellestirilmis inverslerde oldugu gibi ¢ekirdek inversleri
hesaplamada kullanilmak {izere cesitli algoritmalar ve bilgisayar programlari
gelistirilebilir. Matris inverslerinin kullanilabildigi miihendislik uygulamalarinda
cekirdek inverslerin kullanilip kullanilamayacagi ve kullanilabilmesi durumunda diger

inverslere gore daha uygulanabilir olup olmadig arastirilabilir.
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