T.C.

ORDU UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

(1,0), (1,1), (2,1) VE (3,0) TIPLI BERTRAND EGRI CiFTLERI
UZERINE

EMINENUR KARTAL

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

ORDU 2019



T.C.
ORDU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(1,0), (1,1), (2,1) VE (3,0) TIPLi BERTRAND EGRI
CIFTLERI UZERINE

EMINENUR KARTAL

YUKSEK LiSANS TEZi

ORDU 2019



TEZ ONAY

Eminenur KARTAL tarafindan hazirlanan ¢ (1,0), (1,1), (2,1) ve (3,0) -TIiPLi
BERTRAND EGRI CIFTLERI UZERINE’ adli tez caligmasinin savunma sinavi
26.08.2019 tarthinde yapilmig ve jiiri tarafindan oy birligi ile Ordu Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisi MATEMATIK ANABILIM DALI YUKSEK
LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Danigman
Dr. Ogr. Uyesi Stileyman SENYURT

Jiiri Uyeleri

Danisman

Dr. Ogr. Uyesi Siileyman SENYURT

Ordu Universitesi / Matematik

Uye

Dog. Dr. Sibel PASALI ATMACA

Mugla Sitki Kogman Universitesi / Matematik
Uye

Dr. Ogr. Uyesi Mehmet KORKMAZ

Ordu Universitesi / Matematik

0L/ 09/ 2019 tarihinde enstitiiye teslim edilen bu tezin kabulii, Enstitii
Yonetim Kurulw'nun Q& /09 / 2049 tarih ve 2019, / &13. sayili karan ile

onaylanmigtir.

ami GULER

e verians® A

2 -




TEZ BIiLDIRIMI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan ve kullanilan intihal tespit
programinin sonuglarina gore; bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak kurallarina
uyuldugunu, baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin baska bir
yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminm bu {iniversite veya baska bir iiniversitedeki baska bir tez

calismasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

K i

Not: Bu tezde kullanilan &zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, cizelge,
sekil ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat

Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

(1,0), (1,1), (2,1) VE (3,0) TiPLi BERTRAND EGRIi CiFTLERIi UZERINE
EMINENUR KARTAL
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi, 40 SAYFA

(TEZ DANISMANTI: Dr. Ogr. Uyesi Siileyman SENYURT)

Bu caligma alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin
amac1 ve konunun ele alinma nedeni tartisildi.Onceki ¢alismalar boliimiinde Oklid
uzayinda Bertrand egri cifti ve Genellestirilmis Bertrand egri c¢iftleriyle ilgili
calismalara yer verildi. Materyal ve Yontem boliimiinde, 3-boyutlu Oklid uzayina ait
temel kavramlar, Oklid uzayinda Bertrand egri ve Genellestirilmis Bertrand egri
ciftleriyle ilgili temel bilgiler ve kavramlar ifade edildi.

Bulgular boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boéliimde
ilk olarak, Genellestirilmis Bertrand egri ¢iftlerinin 3-boyutlu Oklid uzayindaki bes
farkl: tipleri incelendi. Daha sonra bu farkli tipteki Bertrand egri ¢iftleri tanimlanip
her bir egri ¢iftinin Frenet ¢atilar1 arasindaki baginti, aralarindaki uzaklik, Frenet
vektorleri arasindaki agi ve egrilik hesaplamalar1 verildi. (2,0) tipli Bertrand egri
ciftinin ise literatiirde en iyi bilinen 3-boyutlu Oklid uzayindaki Bertrand egri ciftine
esit oldugu goriildii.

Anahtar Kelimeler: Afin uzay, Oklid uzay, Frenet catis1, Egrilik, Burulma,
Bertrand egri ¢ifti, Genellestirilmis Bertrand egri ¢ifti.



ABSTRACT

ON BERTRAND CURVE PAIRS OF (1,0), (1,1), (2,1) AND (3,0) TYPES
EMINENUR KARTAL
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MATHEMATICS

MASTER THESIS, 40 PAGES

(SUPERVISOR: TITLE, NAME AND SURNAME
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In this study is organized in six sections. In the introduction section, the
purpose of the study and the reason for the consideration of this subject were
discussed. In the Previous Studies section, studies on Bertrand curve pair and
Generalized Bertrand curve pairs in Euclidean space are given. In the Materials and
Methods section, the basic concepts of 3-dimensional Euclidean space, Bertrand
curve pair in Euclidean space and Generalized Bertrand Curve pairs are expressed.

The findings section constitutes the original part of our study. In this section,
firstly five different types of Generalized Bertrand curve pairs in the 3-dimensional
Euclidean space are examined. Then, Bertrand curve pairs of these different types
were defined and the correlation between the Frenet roofs of each curve pair, the
distance between them, the angle between the Frenet vectors and the curvature
calculations were given. (2,0) type Bertrand curve pair was found to be equal to the
Bertrand curve pair in the best known 3-dimensional Euclidean space in the
literature.

Keywords: Affine space, Euclidean space, Frenet frame, Curvature, Torsion, Pair of
Bertrand curves, Generalized Bertrand curve pair.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin en onemli caligmalarindan birisi olan egriler teorisinin tarihi
diizlemsel egriler iizerine yapilan caligmalara kadar dayanmaktadir.1770" li yillarda uzay
egrilerinin teorisi olugmaya baglamis ve binormal vektoriin tanimlanmasiyla birlikte egrilerin
siniflandirilmasi problemi 6ne ¢ikmigtir. Bir egrinin asli normal vektor alaninin bir bagka
egrinin asli normal vektor alani olup olmayacag: sorusu 1850 yilinda J.Bertand tarafindan
yayinlanan makalede cevaplandirilmigtir. Boyle bir ikinci egrinin olmasi igin verilen
egrinin egrilikleri lineer olmalidir. Literatiirde bu sart1 saglayan egriye Bertrand egrisi, ik-
inci egriye ise bu egrinin Bertrand partner egrisi denir.Bu egri ¢iftine de Bertrand egri ¢ifti
denir. Giintimiizde Bertrand egrileri bilgisayar destekli geometrik tasarimlarda ve bilgisa-
yar destekli iiretimlerde 6nemli bir yere sahiptir (O’Neill,1983). Bertrand egrileri paralel
(offset) egrilerin 6zel Ornekleridir. Bertrand egrileri Oklid uzaymda yogun bir calisma
alan1 tegkil etmis ve bu egriler farkl uzaylarda da cahsilmigtir. Oztekin ve Bektas,(2010),
Bertrand egrilerinin Minkowski uzayinda hesaplanmasi ile ilgili caligmalar yapmigtir. Choi
ve Ark., (2012), Bertrand egrilerinin uzay formlar iizerinde ¢alismiglardir. Izumiya ve
Takeuchi ,(2002), cahgmalarmda 3-boyutlu Oklid uzaymda Bertrand egrilerinin kiiresel
egrilerden elde edilebilecegini ispatlamig ve kiiresel evoliit kavramini tanimlamiglardir.
Kiiresel egrilerin Singiiler nokta teorisinin bir uygulamasi olarak Bertrand egrilerinin
?generic” ozellikleride incelenmistir. Gorgiilit ve Ozdamar ,(1985), E™’de Genellestirilmis
Bertrand Egri ¢iftleri ve egilim ¢izgilerini incelemislerdir.

Bu tezde Genellestirilmis Bertrand egri ¢iftinin tanimindan hareketle n = 3 olmasi duru-
munda olugan beg farkl tipteki (1.0), (1.1), (2.0), (2.1) ve (3.0) tipli Bertrand egri ¢iftleri
tanimlanip bu egri ¢iftlerinin Frenet catilar: arasindaki baginti, teget vektorleri arasindaki
uzaklik Frenet vektorleri arasindaki a¢i ve bu egri ¢iftlerinin egrilikleri verildi. Buradan
(2,0) tipli Bertrand egri ¢iftinin literatiirde en iyi bilinen 3-boyutlu Oklid uzaymdaki

Bertrand egri ¢ifti ile ayn1 oldugu gortildii.



2. GENEL BILGILER
Gorgiilii ve Ozdamar , (1986), A Generalization Of The Bertrand Curves As General In-
clined Curves In E™ adli gcaligmada Bertrand egri ¢ifti ve Egilim cizgileri bir arada verilip

bu egrilerin Genellegtirilmesini incelemiglerdir.

Erdogan, (1986), yiiksek lisans tezinde n-boyutlu Oklid uzaynda yiiksek egrilikli bir
egrinin asli normali ile bir diger yiiksek egrilikli egrinin asli normalini egrinin karsilikli
noktalarinda gakigik kabul ederek £™’de Bertrand egrilerini tanimlamig ve teoremleri n-

boyutlu uzaya genellemigtir.

(Tanriéver,1986), (Tanriéver ve Sabuncuoglu ,1989) ve (Gérgiilii ve Ozdamar,1986) n-

boyutlu Oklid uzaymda Bertrand egrileri ile ilgili teoremleri calismalarida ispatlamigtar.

Ekmekei ve Tlarslan, (2001), n-boyutlu Lorentz uzaymda Bertrand egrilerinin tanimini,

n-boyutlu Oklid uzaymda iyi bilinen Bertrand egri tanimiyla kargilagtirarak verilmistir.

Balgetir ve Ark., (2004), 3-boyutlu Minkowski uzayinda non-null Bertrand egrileri ile ilgili

caligmalar yapmigtir.

Inalcik, (2010), ”5-Boyutlu Uzaylarda Bertrand Egrileri” isimli yiiksek lisans tezinde ES,
5-Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand egri tammim verip Bertrand egri ciftleri icin genel

bir karakterizasyon elde etmistir.

Giiner, (2011), "Kiresel Egriler ve Bertrand Eqrileri” isimli yiiksek lisans tezinde 3-
Boyutlu Oklid Uzayinda diizlemsel egrilerden silindirik helisler ve kiiresel egrilerden Bertrand
egrileri elde edilebilecegini gostermis, bir egrinin kiiresel gostergelerine karsilik gelen Bertrand

egrilerini aragtirmigtir.

Celik, (2015), ”Bertrand Egri Ciftine Ait Frenet Catisina Gére Smarandache Egrileri”
isimli yiiksek lisans tezinde Bertrand egrisine ait partner egrisinin Frenet vektorleri ve
birim Darboux vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde edilen Smarandache egrilerinin

egrilik ve burulmalarini hesaplayip bu degerleri Bertrand egrisine baglh olarak ifade etmigtir.

Lutfu, (2016), ”3-Boyutlu Oklid Uzayinda Yonli Bertrand Egrisi” isimli yiiksek lisans
tezinde bir uzay egrisi boyunda birden fazla ¢ati tanimlanabilecegini gostermistir. Ve
Bertrand egrilerini 6zel bir g-catisi ile tanimlamig, sonug olarak tiim egrilerin yonli

Bertrand egrisi tanimlanabilecegini ifade etmistir.

Masal ve Azak, (2017), ”3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bertrand Egriler ve Bishop Catisy ”
adli caligmada Bishop catisina ait egriliklerin geometrik anlamlari ve Bertrand egri ¢iftlerinin

Bishop vektorleri arasindaki bagintilar: elde edip, bu Bertrand egri ¢iftlerinin paralel egri



olmas1 durumundaki bazi sonuclara yer vermisglerdir.

Ozglnar, (2017), ”Bertrand Egrilerinin Karakteristik Ozellikleri 7 isimli yiiksek lisans
tezinde n-boyutlu E” Oklid uzaymda Bertrand egri ¢ifti ve karakteristik ozelliklerini , E?

Oklid uzaymda Bertrand egri ciftlerinin farkh yiizeylerle olan iliskisini aciklamstir.



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Oklid Uzay1

Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid Uzayn ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

Tanim 3.1.1 A bosgtan farkl bir ciimle ve V' de K cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun.
fiAXA—=V

fonksiyonu agagidaki aksiyomlar: saglarsa A ya V ile birlegtirilmig bir afin uzay denir:

Ay :VP,Q,R e Aicin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

Ay VP e AVa € Vigin f(P,Q) =«
olacak sekilde bir tek () € A noktas1 vardir.

Tanim 3.1.2 A, V ile birlesen bir afin uzay olsun. Py, P, P>, P3 € A noktalar igin
{PyPy, PyP,, PyP3} climlesi V nin bir baz ise { Py, P, Py, P} nokta 4-liistine bir afin gatist
denir. Burada F, noktasima catinin baglangic noktasi , P;,1 < ¢ < 3, noktalarina da

catinin birim noktalar1 denir. boyV = 3 ise A ya 3-boyutlu bir afin uzay denir.

Tanim 3.1.3
(,):VxV =R

seklinde tanmimlh fonksiyon asagidaki aksiyomlar:1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ carpim

fonksiyonu denir: Vz,y,z € V, Va,b € R icin

a. Bilineerlik Aksiyomu;
(ax + by, z) = a(z, z) + b{y, 2),

(z,ay + bz) = alx,y) + b(x, 2),

b. Simetri Aksiyomu;
(z,y) = (y, ),

c. Pozitif Tamimhlik (kararlilhk) Aksiyomu;

(x,z) >0, (r,2) =02 =0.



Tamim 3.1.4 R? afin uzay, V X,Y € R3 olsun,
(Y R3xR® = R(X,Y) = 21y; + 2oy + T3y3

seklinde taniml fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona standart i¢ carpim
ve ya Oklid i¢ carpimi denir. Uzerinde Oklid i¢ carpmm tammh R? afin uzayma Oklid

uzay1 denir ve E3 ile gosterilir.

Tanim 3.1.5 X = (z1,79,73), Y = (y1, 2, y3) € R? olmak {izere,

d : R°xR* =R

(X,Y) = d(X,Y) = |XY| =

Z(% — ¥i)?

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu , d(X,Y) reel sayisina da X ve Y

noktalar: arasindaki uzaklik denir.

Tanim 3.1.6 o : I C R — R? a(s) = (ai(s), as(s), az(s)) diferensiyellenebilir fonksiy-
ona IR3? te bir egri denir. Burada I araligina « egrisinin parametre aralig, s € I degiskenine

de « egrisinin parametresi denir.

Tamim 3.1.7 « : I C R — R3 birim hizhi egrisinin teget, aslinormal ve binormal

vektorleri sirasiyla

O[”(S)

~ e (s)]

seklinde tanimlanir. Bu vektorlere Frenet vektorleri adi verilir. « birim hizh egri degil ise

Vi(s) = a/(s), Va(s) Va(s) = Vi(s) A Va(s)

bu vektorler

o/(s)

()l
seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Vi(s) Va(s) = Vo(s) A a(s),  Vas) = ATl (3.1.1)

Tanim 3.1.8 Birim hizh o : I — R? egrisinin Frenet vektorleri Vi, V5, Vs olsun.

a. kj: I — R, kf:(s)=]|V/(s)] seklinde tanimh fonksiyona « egrisinin egrilik fonksi-

yonu, ki(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki egriligi ,



b. k5 : 1 - R, ki(s) = —(Vi(s),Va(s)) seklinde tamimli fonksiyona ise o egrisinin bu-
rulma fonksiyonu, £3(s) sayisia da egrinin «(s) noktasindaki burulmasi denir (Sabun-

cuoglu, 2014).

Teorem 3.1.1 Eger egri keyfi parametre ile verilmis ise k7 egriligi ve k3 burulmasi sirasiyla

[a’(s) A " (s)|

la’(s)]®
seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983).

1oy det(e(5) (), ()
O T A T 312

ki(s)

Teorem 3.1.2 « : [ — R3 egrisinin Frenet 3-ayakhis1 {Vi, V3, V3}, egriligi &} ve burulmas:

k3 olsun. Bu durumda Frenet formiilleri

Vils) = Kki(s)Va(s) (3.1.3)
Vi(s) = —ki(s)Vi(s) + (s)Vahi(s) (3.1.4)
Vi(s) = —ky(s)Va(s) (3.1.5)

bagmtisiyla verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 3.1.9 o : [ — E3 ve oy : I — E3? diferensiyellenebilir iki egri ve bu egrilerin
Frenet catilar sirasiyla {Vi(s), Va(s), V5(s)} ve {V;*(s), V5 (s), V5 (s)} olsun. « egrisinin
V5 aslinormal vektort ile « egrisinin V5" aslinormal vektorii lineer bagimlh ise o egrisine
Bertrand egrisi, o egrisine « egrisinin Bertrand partner egrisi adi verilir ve («, aq) ikilisine

de Bertrand egri ¢ifti denir (Hacisalihoglu, 1983), (Sabuncuoglu, 2006).

Sekil 3.1: Bertrand egri ¢ifti

Teorem 3.1.3 (o, «;) Bertrand egri ¢ifti olsun.Bu egrilerin teget vektorleri arasindaki

ac1 sabittir.



ispat. a ve oy egrilerinin teget vektorleri sirasiyla Vi ve Vi* olsun. (V3, V") = cosf
dir. cos @ 'min sabit oldugunu gosterelim. (V;, Vi*) = cos 6 esitliginde her iki tarafin tiirevi

alindiginda ,

VL,V + (i, (V1)) = (cost)
(ka Vo, Vi) + (Vi, k1V5) = (cos®)
ke (Va, Vi) + k5 (V1, V5') = (cosd)

(cv, o) Bertrand egri ¢ifti oldugundan V5||V; olup buradan

(cosf) = 0

cosf) = sabit

Teorem 3.1.4 («a, ;) Bertrand egri ¢iftinin teget vektorleri arasindaki agi 6 olmak tizere

Frenet vektorleri arasinda
Vif=(cos@)Vy — (sin@) Vs, Vi'=Vy, Vi =(sinf)Vi+ (cosh)V; (3.1.6)

bagmtis1 vardir. Burada 6 agist sabittir (Sabuncuoglu, 2006).

Ispat. (V*, V1) nin sabit oldugunu Teorem (3.1.3)’de gostermistik. Bertrand egri
¢ifti tammmia gore V,° = V5 oldugu aciktir. Buna gore a egrisinin «;(s) noktasindaki
dogrultma diizlemi, oy egrisinin oy (s) noktasindaki dogrultma diizlemine paraleldir. V'
ve V3 vektorleri arasindaki ag1 da sabit olur. Bu sabitin de 6 oldugu goriilebilir. Vi, V; ve
V5, Vs vektor alanlarimin birim uzunlukta oldugu da g6z éniine alinarak (3.1.6) esitlikleri

elde edilir.

Vs (s) = Va(s)

V5 (s)
Vi(s)

Sekil 3.2: Teget vektorleri arasindaki agi



Teorem 3.1.5 (o, ;) Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri &} ve k) ise bu
egrilikler arasinda

Mkl +pky =1, p=Acoth (3.1.7)

bagintist vardir (Matsuda ve Yorozu, 2003).

ispat.
an(s) = als) + AVa(s)

ifadesinin s’ye gore tiirevi alinirsa

doy ds Lds . .
El‘d_sl =V d—; = (1 = MDVA(s) + AEE(s)Vs

olur. Bu ifade sirasiyla V; ve Vj ile i¢ carpilirsa

ds . . qds .
cosé’al—s1 =1—M\k7, std—; = Mk

ifadeleri bulunur. Bulunan bu ifadeler taraf tarafa oranlandiginda
AET + pky =1, p= Acotd = sabit
elde edilir.
Teorem 3.1.6 (o, ;) Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri k; ve k2, ay

egrisinin egrilikleri k7 ve kj ile gosterilirse bu egrilikler arasinda

Mk — sin? 6 sin®
k= k= 3.1.8
L7OXNL = Mky) T N2y (3.18)

bagmtisi vardir (Sabuncuoglu, 2006).

/

Ispat. (3.1.1) esitliklerinin birincisine gore V;* = ”83/”

Vi* = (cos #)V; — (sin §)V3 bagintisindan yararlanarak

oldugundan (a;) = 1, V5 dur.

’

(1) = wvq(cosB) V) — vy (sin )V
bulunur.(3.1.14) esitligine gore (o) = (1 — A)Vi + Ak1ki Vs oldugundan

v1(s)cos = (1 — Mky(s))



vi(s)sing = —Aka(s) (3.1.9)
olur. ay : I — R? egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f; ile gosterelim ve

(fl)_l =

diyelim .f;(s) = t ise hy(t) = s olur.fi(I) = J olmak tizere a;j o hy : J — R? egrisi birim
hizli bir egri olur. a; = a + AV; esitliginin her iki tarafinin h; fonksiyonu ile bileskesi

alimarak oy o hy = ao hy + A(V5 0 hy) ve buradan
aohy =ajoh; — A(Vaohy)
elde edilir.V;" = V5 oldugundan, bu esitlik
aohy =aj;oh; — AVy ohy)
biciminde yazilabilir. Demek ki a0 h; : J — R3 egrisi birim hizh
ajohy:J—R?

egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olugturur.(a o hy) o (h1)™' = a ve «a birim hizli bir egri

oldugundan « o hy egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu h; dir. f;(s) = ¢ olsun.

oldugundan

olur. Bagka bir anlatimla

v(t)v(s) =1
dir. Simdi oo hy : J — R3 egrisinin, birim hizli a o hy : J — R3 egrisi ile Bertrand cifti
olusturdugunu goz 6niine alarak (3.1.9) esitliklerini yazalim. Bu egitliklerde A yerine —\,

0 yerine —@ gelecektir. Boylece

v(t)cos = 14 XKD (1)
v(t)sing = —X\(k3)'(t)



elde edilir. Burada (k})'(¢) ve (k3)!(t) ile oy o by birim hizli egrisinin egrilik ve burulmasini

gosterdik.(k7)1(t) = ki (s) ve (k3)(t) = (k}) oldugundan

v(t)cost =1+ Nkj(s)

v(t)sind = —M\kj(s) (3.1.10)
olur.(3.1.9) ve (3.1.10) esitliklerinin birincileri taraf tarafa carpilarak
cos?0 = (1 —Xkp)(1+ Nk) (3.1.11)
bulunur. (3.1.9) ve (3.1.10) esitliklerinin ikincileri taraf tarafa ¢arpilarak
sin? @ = A2kyk3 (3.1.12)

bulunur. Buradan (3.1.8) esitlikleri elde edilir (Sabuncuoglu, 2006).

Sonug 3.1.1 a; ve « egrisiyle Bertrand cifti olusturuyorsa k3 ile k; aym isaretlidir

(Sabuncuoglu, 2006).

Ispat. Bu oénermenin dogrulugu (3.1.12) esitliginden goriiliir (Sabuncuoglu, 2006).

Tanim 3.1.10 Birim hizhi o : I — R3 egrisi ile aym aralikta taniml
a7 - I — RB

egrisi verilsin. Her bir s € I i¢in «a;(s) noktas: ile a(s) noktasmi birlegtiren dogru aq(s)
egrisinin oy noktasindaki birinci normalini ve o nin «(s) noktasimdaki birinci normalini

kapsiyorsa, «; egrisi «v egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olugturuyor denir(Sabuncuoglu, 2006).

Teorem 3.1.7 (o, a;) Bertrand egri ¢ifti olsun. A(s) sabit bir say1 olmak tizere « egrisi
ar(s) = a(s)+ A(s)Va(s) (3.1.13)

bagntisina esittir (Sabuncuoglu, 2006).

ispat. a : I — R3 egrisi birim hizli bir egri olsun. Bertrand egri cifti tanimina gore ay
egrisi

ai(s) = a(s) + A(s)Va(s)
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biciminde verilir. s parametresine gore tiirev alindiginda
(a1(s))" = a(s) + A(s) Va(s) + Als)Va(s) = o + A(s)'Va(s) + A(s) (ki Vi + k2 V3)

ve buradan

(a1(s)) = (1 — /\(s)k‘l)Vl + A(8) Vo + A(s)ka V3

bulunur. (aq)’(s) vektorii, V}*(s) vektoriine paralel oldugundan
(@1)'(s) LV5 (s)

dir.Vy(s) vektorii Vy(s) vektoriine paralel oldugundan (oq)'(s)LVa(s) olur. Oyleyse

((a)',V3) = 0 dir. Burada («;)’ yerine yukarida bulunan esiti yazilarak
A(s) =0

elde edilir. Buna gore A : I — R fonksiyonu sabittir. A(s) = k diyelim. Bdylece (3.1.13)
esitligi elde edilir (Sabuncuoglu, 2006).

Sonug 3.1.2 «; egrisi « egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olugturuyorsa
(1) = (1= Ne)Vi+ MooV (3.1.14)

dir (Sabuncuoglu, 2006).

ispat. a : I — R? egrisi birim hizli bir egri olmak {izere o egrisi, a egrisiyle Bertand

egri ¢ifti olugturuyorsa (3.1.13) esitligine gore
a; = o+ AV,
bi¢imindedir. Buradan
(1) = o + AV, =Vi+A(—kiVi + kV3) = (1 — Mey) Vi + Ak V3
elde edilir (Sabuncuoglu, 2006).

Tanim 3.1.11 « : I — [E" egrisinin hiz vektori sabit bir dogrultu ile sabit bir aci
yapiyorsa « egrisine egilim c¢izgisi denir. « nin egilim ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart egrilikleri oram sabittir (Hacisalihoglu, 1993).
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Tanim 3.1.12 («, ) bir egri ifti, 6yle ki § = a+ X ve

r+m r+m
A=) AVi=> NV, m<n—1 (3.1.15)

olmak {izere \;, \f € C°(I, R), r <i < n, sirasiyla « ve [ egrilerinin Frenet vektorleridir.
Bu durumda (a, ) ikilisine (r,m)—Bertrand egri ¢ifti denir . Buradan bu ifadenin agik

bir gekilde yazilisi
5 = ‘I— (AT‘/T ‘I— AT+1‘/7’+1 ‘I— e ‘I— Ar-l—m‘/r—f—m) (3]_]_6)

seklinde olur. Tanmimdan hareketle n = 3 olmasi durumunda beg tip Bertrand egri ¢ifti
vardir. Bunlar genel denklemleri (3.1.16) bagintisindan elde edilen (1,0),(1,1),(2,0),(2,1)
ve (3,0) tipli Bertrand egri ¢iftleridir.

r=1m=0, alinmas1 durumunda

r=1,m=1, alinmasi durumunda — tipli Bertrand egri cifti,

r=2,m=1, alinmasi durumunda

(o, B) (1,0)
(@, 5) (1,1)

r=2,m=0, alnmasi durumunda (c«,f)ikilisi (2,0) — tipli Bertrand egri ¢ifti,
(a, B) (2,1) — tipli Bertrand egri ¢ifti,
(@, 5) (3,0)

r=3,m=0, alinmasi durumunda — tipli Bertrand egri ¢ifti

olmaktadir (Gorgiilii ve Ozdamar, 1986).

Teorem 3.1.8 («, (), (r, m)-Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda «a(s) ve 5(s) arasindaki

uzaklik sabittir (Gorgiilii ve Ozdamar, 1986).
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliim ¢aligmanin orjinal kismini olugturmaktadir. Burada Tanim (3.1.12)’de n = 3
durumunda olusan (1, 0),(1,1),(2,0),(2,1) ve (3,0) tipli Bertrand egri ¢iftleri incelendi.(2, 0)
tipli Bertrand egri ciftinin literatiirde bilinen Oklid uzayindaki Bertrand egri ¢ifti ile ayni
oldugu goriilmektedir. Bu ¢aligmada bu egri ¢iftlerinin tanimlar: verilip baz1 karakteristik

ozellikleri incelendi.
4.1 (1,0) Tipli Bertrand Egri Cifti

Tanim 4.1.1 « ve [ diferensiyellenebilir egriler olsun. Eger bu iki egrinin teget vektorleri

paralel ise («, ) egri ¢iftine (1,0) tipli Bertrand egri ¢ifti denir.
Teorem 4.1.1 (1,0) tipli Bertrand egri ¢ifitinin genel denklemi

B(s) = a(s) + Ai(s)Vi(s) (4.1.1)
seklinde ifade edilir.
Ispat. (1,0) tipli Bertrand egri ¢iftinde » = 1 ve m = 0 esitlikleri (3.1.16) denkleminde
yerine yazildiginda § = a + A V; olur.

B=a+),

r+m r+m

A=AV o= oAV (4.1.2)

esitliginde r = 1 ve m = 0 degerleri yerine yazildiginda,

140 140

A= MVi=d NV
=1 =1

olur. Buradan ise S =a+ MV; ve [ =a+ AV} olur.

Teorem 4.1.2 («, 5),(1,0) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu egri ¢iftinin Frenet catilar

arasida

Vi=W, Vo=V, V=V

bagintis1 vardir.
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Ispat. (4.1.1) ifadesinin s’ye gore tirevi alindiginda,

dﬁ dS* / ’ /
ds* ,
Ve = A+ M)
ds* ,
Vl*.d‘i = 1+ A)Vi+ Mkt Ve (4.1.3)

olur.(1,0) tipli Bertrand egri ¢iftinin tanimi geregince V;*||V; dir. Buradan (4.1.3) denkle-

minin her iki tarafi V5 ile i¢ carpilirsa

WV a) = (1 XDV, Vo) + (k) (Va, Va)

ds
0 - )\1]{?1
0 = A\, k#0

dir. Ve Sp{Vi} = Sp{V{*} olur. (4.1.3) esitliginde A\; = 0 degeri yerine yazildiginda

ds* ’
Vi = (1+ )W
L (1+ )W
Vi =W
olur. (A = 0) oldugundan
ds* ds*
% = W =1
' ds L ds
Vo= v
olur. V;"mn s’ye gore tiirevi alindiginda
dvy ds* /
. = V|, =KV
ds* ds 1=
, ds*
(‘/1*) : dS = /{/‘/2
(Vy) _ kel
V* e "y = e ‘/2
’ [US0R B
Vo=V

dir. V¥ =VAVY, Vi =V AV, teget vektorlerin paralelliginden, V5" = V3 olur.
£ = « ise o halde ,
V=W, Vo=V, Vi=1V; (4.1.4)
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olur.Boylece Frenet catilart arasindaki gati denktir. \; = 0 ve § = « oldugundan iki farkl
egri yerine tek bir egri oldugu goriliir.Dolayisiyla o ve 5 egrisi ayni egridir. Buradan da

anlagilir ki her egri kendisi ile Bertrand egri ¢ifti olusturur.

Teorem 4.1.3 (o, ), (1,0) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. «(s) ve 5(s) noktalar: arasindaki
uzaklik

d(a(s), B(s)) =0

bagintisina esittir.

ispat.

d(a(s),B(s)) = [[Ai(s).Va(s)]
= )W)l
= 0

Sonug 4.1.1 («, ), (1,0) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu egri giftleri arasindaki uzaklik
sifirdir.
Ispat. (4.1.1) denkleminde A\; = 0 degeri yerine yazildiginda = « olur. Buradan da
(cv, B) egri ¢iftinin egilim ¢izgisi oldugu goriiliir.
Teorem 4.1.4 («, ), (1,0) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun.Bu egrilerin teget vektorleri
sirastyla Vi, V" ve vektorler arasindaki ag1 6 olmak iizere 6 agis1 sabittir.
ispat.

(Vi',Vi) = cos¥b (4.1.5)

esitliginden cos #'nin sabit oldugunu gosterecegiz. (4.1.5) ifadesinin tiirevi alindiginda

(cosf) = (V. Vi) + (V' W)
= (kVe, V) + (VT R V)
= k(Vy, Vi) + k(W V2)
= ki (Va,V1) + k1 (V1, V2)
=0
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ise (cos@) = 0 dir.Dolayisiyla 6 sabittir.

4.2 (1,1) Tipli Bertrand Egri Cifti

Tamim 4.2.1 «, 3 C E? egrileri sirasiyla (I, «) , (I, 8) koordinat komsguluklar ile verilsin.
Vs € I'ya karsihk gelen af(s) € (o) ve f(s) € (8) noktalarinda
(o) ve (B) egrilerinin oskiilator diizlemleri paralel ise bu (a, 3) egri ¢iftine (1,1) tipli

Bertrand egri ¢ifti denir.

Teorem 4.2.1 (1,1) tipli Bertrand egri ¢ifitinin genel denklemi
B o= at+tMVi+ XV (4.2.1)

bagintisi ile verilir.
ispat. r =1 ve m =1 egitlikleri (3.1.16) denkleminde yerine yazildiginda
B =a+ MVi + AV, denklemi elde edilir.

Teorem 4.2.2 («a, 3), (1,1) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun .Bu egri ¢iftinin Frenet ¢atilar

arasmda

Vi=W, V=W, V=V

bagintis1 vardir.

Ispat. (4.2.1) esitliginin s’ye gore tiirevi aldiginda,

d d * ! / ! ’ !

df*. dss D VA VA W) VAN VL R W 7

dﬁ dS* / /

T ds Vi+ MV 4+ M (B V) + A Va + Ao (=K Vi + k2 V)
d dS* ’ ’

dﬁk dS == (1 + )\1 - )\2]{1)‘/1 -+ ()\1]%’1 -+ )\2)‘/2 + )\2]{2‘/3

olur.(1,1) tipli Bertrand egri ¢iftinin tanimi geregince (V3 A V3) || V5 dir. Dolayisiyla

Vi =ViAVe, Vi=ViAV, Vi=WViAVh V=V, Vi=V,

16



oldugu gortliir.

d * ! !
Vi, dSS = (1N — Aok)Vi + (Mikr + Ao) Vo + Aok Vi (4.2.2)

denkleminin her iki tarafi V5" ile i¢ carpildiginda

ds*

TV = (X = k) (Vi V) o+ (A + A) (Va, V) + Aok (Vs, 15)
O == )\2]€2
0 = A= ko 7é 0

ds* ’ ’

—— (VI = (420 = k) (Vi V) + (A + Ao)(Va, Vi) + Aoka(Vi, V)

1+X, —Aky = 0 (4.2.3)

Ak =0= Xy =0

bulunur.Buradan Ay degeri (4.2.3) esitliginde yerine yazildiginda
1+X =0= ) =-1

esitlikleri elde edilir. Bulunan sonuglar (4.2.2) denkleminde yerine yazildiginda

ds*
* = \k
Vi 75 1k Vs
ds* ) ds*
ds ( 1 1) = 1k
. 1

Vi = )\lkl/\llﬁVQ
Vi = W,

olur. V5" = V5 oldugunu biliyoruz, o halde V5 = V; dir. Dolayisiyla
Vi=VWe, Vi=W, Vi=V

elde edilir.
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Teorem 4.2.3 (o, 3), (1, 1) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. «(s) ve 5(s) noktalar: arasindaki
uzaklik

bagintisina esittir.

Ispat. (4.2.3) esitliginden Ay = 0 oldugunu biliyoruz. As degeri 5= o+ M Vi + A Vo' de
yerine yazildiginda § = a + A\ V] olur.

d(a(s), B(s)) = [[M(s)Vi(s)]]
= M@Vl

= le—s

olur. \] = —1ise \; = ¢ — s dir. Dolaysiyla (1,1) tipli Bertrand egri ¢iftleri arasindaki
uzaklik sabit degildir. Ve Sp{V;,Va} = Sp{Vj",V;'} dir. (4.2.1) denkleminde A\, degeri
yerine yazildiginda 5 = a + A;V; olur. Bu durum ise (1, 1) tipli Bertrand egri ¢iftinin

(1,0) tipli Bertrand egri ¢iftine benzer oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.4 («, ), (1,1) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun.Bu egrilerin teget vektorleri

sirastyla Vy . V)" ve vektorler arasidaki aci € olmak iizere
k4 ky = (cosf)

bagintis1 vardir.

ispat.

(Vi', V1) = cosf esitliginin tiirevi alindiginda,

(Vi) + (Vi v

(ki Vi, Vi) + (V' Vs
k5 (V5 V) + ke (V7 Vs
Ky (Vi Vi) + Ky (Va, Va



oldugu goriiliir. Dolayisiyla (1,1) tipli Bertrand egri ¢iftlerinin teget vektorleri arasindaki

acl sabit degildir.

Teorem 4.2.5 (o, 3), (1,1) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri k; ve ks,

[ egrisinin egrilikleri k7 ve k3 ile gosterilsin. Bu egrilikler arasinda

VI + k3 —(c — 8)kikok| + k2 (ky — (c — 8)ks)
S At S ki = 4.2.4
1 ) 2
— 8)ky 92k
N e [(c— )k J2(kT + K3) 424)

bagintis1 vardir .

ispat. (4.2.1) denkleminden yola ¢ikilarak daha 6nce yapilan iglemler sonucunda ,
Vi=Vy, Vo=V, Vi=V;

oldugunu biliyoruz.(4.2.1) denkleminin s’ye gore tiirevi alindiginda,

d ! / / / !
d—f = a + M+ MV + XV + A0,
dﬁ ! /
7o = AV ARV AV, Ao(—kiVi + ko V)
d/B ’ ’
oo = (EF A =Rk Vi (A o+ Ag)Va o+ Aok Va) (4.2.5)

olur. Ay =0, X] = —1idi. Ay ve \] degerleri (4.2.5) denkleminde yerine yazildiginda

d
dp = AMkiVs
ds

/

AM=—-1 = M=(c—5s)

seklinde bulunur.

% = (c—s)k V3
ag,
1LY = ek
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i <£> = [(c— s)kﬂ,Vz + (c — S)klvé

ds
d’B ,
ds2 = [(c=s)ki] Vo + (¢ — s)ki(—k1 V1 + ko V)
d26 2 !
Tz = = O)RVit (e —s)k] Vot (c = s)kikVs

= (c—s)kVs
= —(c— )V +[(c— )k Vo + (¢ — 8)k1 ko Vs

(¢ —$)ky =a olsun.

= a‘/2
8" = —ak\Vi+a'Va + aks Vs
tiir. 8" ve 8" degerlerinden,
ﬁ/ N ﬁ// = (azkg, O, 0— azkl)

= (a*ky,0,a%ky)
= (((c = 5)k1)ks,0, ((c = $)k1)°kx )
= ((c— 5)%k1)%ks,0, (c — 5)°k7)

= (C — 8)2]{3%(]{32, 0, k’l)

1B AB| = (c—s)*ki\/k}+ K3

1B = [lc—s)k]® = (c— 5)°k?

esitlikleri bulunur. Bulunan degerler

18"~ Bl
Y
AR
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esitliginde yerine yazildiginda,

o e RVEER
1

(c—s)%ki

o VTR

(c— 8)ky

bagintisina esit olur.

LEDY — om Vi = (c= IV, + [fe = )ba] Vo
e — $)ka] Vs + [(c — $)kika] Va + (e — )kika( —FaV2)
= [l = 3] = [(e = )k T [ Vi + [[(c = $)ha] = (e — )]
(e = )Rk Va + |[(c = s)ka] + [(c = )kl ka | Vs
a = (c—s)k
a = —k +k(c—s)
ak; = (c—s)k?

(—ak1) = (s —)k3] = [k + (s — (kD)

g = [(—ak‘l)/ — a/krl]Vl + [a// — aky)? — aky)?|Va + [((lk’g)/ + a/kg]‘/g

bulunur. (8, 8"ve” )nmn determinant: alimirsa,

"

det(ﬁ/,ﬁ”, g) = Gle[(akz)/ + a/kg] + azkg[(—akl)/ - a/kl]
= a®[(aky)'ky + a'kyky + (—aky) ky — a'kyko)

= a2[(—ak:1)/k:2 + (a,kfg)/k’l]

21



olur. Bulunan degerler
b det(8,8,8")
L BABP

esitliginde yerine yazildiginda

a’[(—aky) ks + (aky) ki)

ky =
i a?(kf + k3)
 _ (—ak’l)/kfg + (ak’g)/k}l
ks 2 2
a?(ki + k3)
bagintisina esit olur.
(aky) = d'ky+ ak,

= [(c— 8)k1] ko + (¢ — 8)k1ksy
= [~k + (c— s)ki]ko + (¢ — s)kik,

= —kiko + (¢ — 8)kyks + (¢ — 8)ki K,

= (c— 8)[kyks + kiky] — kiks
(—ak) = (=a)ki+[(—a)k)]
= [(s = k] k1 + (5 — ki)
= [ky +[(s — )k k1 + (s — ) kr Ky

= B+ (s — )kik; + (s — )k K,

= 2[(s — )kiky] + K2,
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(—aki) ke = [20(s = Vkaki] + k3]
= 2ky[(s — €)kiky] + 2k2ks.
(aks) by = [(c — )k ky + aks] — kks |

= (c— 8)[ka[ky kg + Erky) — k2ky

2is[(5 — )i k)] 4 2k kg + (¢ — 8)ky [k kg + Kyky) — k2ks

k2= (o~ k202 + 1)

—2(c — 8)kikaoky + k¥ka + (c — 8)kikok, + (c — 8)k?k,
(¢ — 8)2ki + (¢ — 8)2k3k3

—(c — 8)kikok] + k2 (ky — (c — 8)ky)

2= (e — )Pk (K + &2)

esitligi elde edilir. Veya

P Gl s)[—kiksky — kiky] kiks
? (c — 8)2ki (K7 + k3) [(c = s)k]2(k{ + K3)
e —koky — k1K, N k2 ky
2 (c— k(K + k) [(c— s)k](k] + K3)
. —(kks)' kiky
ky =

(c—ha (k2 +H3) | [(c— o)ka 2R3 + K3)
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olur. Boylece (4.2.4) esitlikleri elde edilir.

4.3 (2,0) Tipli Bertrand Egri Cifti

Tanim 4.3.1 (2,0) tipli Bertrand egri ¢iftinde r» = 2 ve m = 0 degerleri (3.1.16) denkle-
minde yerine yazildiginda 8 = a + A V5yi elde edilir.

B=a+A

(4.1.2) esitliginde r = 2 ve m = 0 alindiginda

2+0 2+0

A=) AaVo=3 NV
1=2 =2

olur. Buradan

B=a+ XV, wve [=a+NVS

olur. Dolaysiyla (2,0) tipli Bertrand egri ¢iftinin literatiirde en iyi bilinen 3- boyutlu
Oklid uzaymdaki Bertrand egri ¢ifti ile aym oldugu goriiliir.

4.4 (2,1) Tipli Bertrand Egri Cifti

Tanmim 4.4.1 «, 3 C E? egrileri sirasiyla (I, «),(1, 8) koordinat komsuluklar ile verilsin.
Vs € [I'ya karsihk gelen af(s) € (o) ve f(s) € (B) noktalarinda
() ve (B) egrilerinin normal diizlemleri paralel ise bu («, ) egri ¢iftine (2, 1) tipli Bertrand

egri ¢ifti denir.
Teorem 4.4.1 (2,1) tipli Bertrand egri ¢iftinin genel denklemi

B =+ XVo + A3V5 tiir. (4.4.1)
ispat. (2,1) tipli Bertrand egri ¢iftinde r = 2 ve m = 1 esitlikleri § = o + A'nin genel
denkleminde yerine yazildiginda 8 = a + A2V + A3V35'1 elde edilir.

f=a+
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(3.1.16) esitliginde r = 2 ve m = 1 yazildiginda,

2+1 241
A= XaVa+ AgVa =D V5 + AWy
=2 =2

olur.
B=a+XVa+ Vs ve [S=a+\NVS+ NV

elde edilir.

Teorem 4.4.2 («a, 3),(2,1) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun .Bu egri ¢iftinin Frenet ¢atilar

arasimda

Vir=Vi, Vi =V, Vi =Vs

bagintis1 vardir.

Ispat. (4.4.1) denkleminin s’ ye gore tiirevi alindiginda;

dﬂ dS* ’ ’ ’ ’ ’
e R AR P A DA A
dﬂ dS* ’ ’
ds* ds = Vi4+ Vo4 Xa(=kiVi+ kaVa) + A3Vs + Ag(—kaV2)
ds* ’ ’
VSl = (L hak)Va o (N = Agha)Va o (ol + 20V (4.4.2)

olur. Tamim (4.4.1)’den  V*||[Va A V5 ve Vi* =V A V5 idi. (4.4.2) esitliginde Vi* yerine
yazildiginda,

ds*

| = VEA[(I = Mak)Vi 4+ (A — Aska)Va 4 (Aaka + Ag) V3]

ViA(VaAVs) = (Vi Va)Va — (W1, Vo) Vs

0 = (A — Aska)Vs — (Moo + A5V3)Va

olur.

Ay —Asky =0,  Ag+Xoky =0 ise,
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’ /

VW

]{] = — = ——
W Ao

Ay — Asky = 0 = Xy = Ashy

Xokay + Xz = 0 = Ay = —Aoky

olur. (4.4.2) esitliginde X\, ve A degerleri yerine yazildiginda |

ds*
Vi, = (1 — X\k)V]
1 ds ( 21)1
ds*
= 1 — Aokq)?
ds ( 2k1)
ds*
= 1- Xk
s oK1
TS SRS B WAV
e T W 2K1) V1
V=%

bulunur.

Vi = VuAVs  oldugundan,

(Ve (Ve AVs) Vi AVs+ VAV,
Vel [[Van Vsl [V A Va|

Vo = (=kiVi 4+ kaVa) A Va4 Va(—ko V)

Ve = (k) (Vi AVs) + (k2) (Vs A V3) 4 (—k2) (Vo A V)
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ki V5
vy o= 172 vy,
ky

Vo= W
Ve o VEAV

Vi = (VaAVa) AV,

Vi o= (Vo Vo)V — (V3, Vo)W
Vio= V3

elde edilir. Ve buradan Sp{Vs, V3} = Sp{V5", V5'} oldugu goriiliir.
Teorem 4.4.3 («, 3), (2,1) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu egrilerin teget vektorleri
sirastyla Vy . V" ve vektorler arasidaki aci € olmak iizere aralarindaki ag1 sabittir .
ispat.

(Vi',Vi) = cosf (4.4.3)
esitliginden cos 6 'min sabit oldugunu gosterecegiz. (4.4.3) esitliginin tiirevi alindiginda

(Vi Vi) = cosf

(V) V) + (v
(k1Vi Vi) + (V' Vs
k5 (V3 V) + (V7 Vs
ki (Va, Vi) + ki (Vi, Vs
0 =

)
)
)
)
cos 6 sabit olur. O halde 6 sabittir.

Teorem 4.4.4 (o, 3), (2,1) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri k; ve ks,

B egrisinin egrilikleri &k ve kj ile gosterilsin. Bu egrilikler arasinda

K . ks

ke —— k=2
L T e W

(4.4.4)
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bagintis1 vardir .

Ispat. (2,1) tipli Bertrand egri ¢iftinin genel denklemi
B = a+ Vo4 A3V3  tir. (4.4.5)
Frenet catilar1 arasindaki bagintidan |,
W=V, V=V, Vi=Vi ve

Ay = Asky , Ay = —Mky oldugunu biliyoruz.

(4.4.5) denkleminin s’ye gore tiirevi alindiginda,

d ’ ! ’ !/
d—f = o + NVo+ AV, + A3V,
dg ,
1s = i+ XMVo+ Ma(—kVi+ EV3) + As3(—ko V)
dp ) ,
%::u—&mm+Qfmwmau&+M@%
seklinde bulunur.
Ay = Agka, Ay = —Aoky
esitlikleri
d / !
d_f — (1= Aok )Vi £ (A — Aaka)Va + (A + Aoka) Vi

denkleminde yerine yazildiginda

’

Bo= (1= Xk)Vi 4+ (Aska — Aska)Va + (= Aoka + Aoka) V3

go= (1= k)i

olur.

1 — Ask; = a olsun.

B =al
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d /d , ,
—(d—f) = (1= Dok) Vi + (1 Aoki)V,

ds
423 ,
@ = (1 - )\2/{1) Vi+ (1 - )‘2k1)(klv2>
ﬁ” _ a//‘/l _'_ ak1V2

dir. Buradan

d d? " ' / '
@(785) = A Vi+d Vi + (ak) Vs + (ak1)Vy

d dQﬁ ” ’ /
% <@> = ‘/1 +a (kl‘/Q> + (ak1) ‘/2 + (a/k1>(_k1‘/1 + kQ%)

"

= (a" —ak})Vi + (d' ks + (ak1) )Va + (aki ko) V3
seklinde bulunur. (ﬁ/ A ﬁ”) nin determinant1 alindiginda,

BAB = a’kVs
= (1= X\k))%K Vs

1B AL = (1= Aok)’kn)
1B = (1= Aok)
Bulunan degerler
18"~ B
kY _—
' 16°11?

esitliginde yerine yazildiginda,

(1 — Xoky)?ky

Kt =
! (1 — Agkp)3

k1

o=
! 1 — Aok

elde edilir. (8',8",8") ifadesinin determinant1 alindiginda,

det(8,8",8") = a’k’k,
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olur. Bulunan degerler

k* det(ﬁ/, ﬁ”’ﬁm)
’ 18" A B
esitliginde yerine yazildiginda
« Ojgk%kz
k2 atk?
. k
ki = ko
2 1= ok

olur. Boylece (4.4.4) esitlikleri elde edilir.

4.5 (3,0) Tipli Bertrand Egri Cifti

Tamim 4.5.1 «, 3 C E? egrileri sirasiyla (I, «) , (I, 8) koordinat komsguluklar ile verilsin.
Vs € [I'ya karsihik gelen af(s) € (o) ve f(s) € (B8) noktalarinda
(o) ve (B) egrilerinin rektifyen diizlemleri paralel ise bu (a, ) egri ¢iftine (3,0) tipli

Bertrand egri ¢ifti denir.
Teorem 4.5.1 (3,0) tipli Bertrand egri ¢iftinin genel denklemi
B=a+ V3 (4.5.1)
seklinde ifade edilir.
Ispat. (3,0) tipli Bertrand egri ¢iftinde r = 3 ve m = 0 esitlikleri 5 = o + A'nin genel

denkleminde yerine yazildiginda (4.5.1) ifadesi elde edilir. (4.1.2) esitliginde r = 3 ve

m = 0 degerleri yerine yazildiginda

3+0 3+0

A= AVa=) NV
1=3 =3

dir. Buradan

B=a+ Vs ve [B=a+ NV
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olur.

Teorem 4.5.2 («a, 3), (3,0) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun .Bu egri ¢iftinin Frenet ¢atilar

arasimda

1 _ Aska
\/1+()\3k2)2 \/1+()\3k2)2
v "
x| Agka 1 .
V3 V1+sk2)?  /1+(Ask2)? 0 Y2
0 0 1

bagintis1 vardir.

ispat.

(4.5.1) denkleminin s’ye gore tiirevi alindiginda

dﬁ dS* ’ ’

ds* . dS = u + )\3% _'_ )\3‘/3

d dS* ’

d:ﬁ" s Vi+ AVs + As.(—kaVa)
ds* /

vy, dss = Vi— AskoVa+ NV3

ds* ’
AV = (VL V) = aka(Ve, Vi) + MgV, V5)

olur. Tanmim (4.5.1) geregince V;*//Vs oldugundan \; = 0 olur. Dolayisiyla A3 sabittir. A;

degeri
, ds* ,
Vi = Vi — AskaVa + A3V

ds

esitliginde yerine yazildiginda
ds*
V. = V1 — A3ko V5
U e 1 3R2 V2
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olur.

ds*
= 1 Asko )2
ds + (Asha)
1 A3k
Ve — 3K2

Vi — %
1+ (Agkz)? ! V14 (Agks)? ?

dir. Tamim (4.5.1) ’den V5 = V5 oldugunu biliyoruz.

a= ; b= —L olsun
1+ (Asko)? V14 (Asks)? '

O halde

Ve = VA (aVh + V%)

Ve = a(VsAVL) +b(Vs A V)

Vs = —=bVi+adV,
A3k 1
;o= =V + v
1 + ()\3]{2)2 1 + (A3k2)2
A3k 1
‘/2* . 32 ‘/2

_l’_
T+ (Agko)? 1+ (A3kz)?

olur. Buradan

1

cosf = ,
1+ (A3k2)?

sing — k2
V' 1+ (Asks)?
1

t0 =
co W

cot 9.)\3]%'2 = 1
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olur. Catilar arasindaki gecigin bagka bir gekilde ifade edilisi ise,

V" = cosfV; —sinfV,
Ve = sinfV; + cos OV,
Vo=

seklindedir. Frenet catilar1 arasindaki gecigsin matris formunda ifade edilisi

[cos —sinf 0]
vy Vi
V'l = |sinf 1cos@ Of - |V
| 0 0 1
[ 1 _ Azka '
V/1+(Ask2)? V1+(Ask2)?
vy Vi
x| — Agka 1 .
Vs V1+sk2)?  /1+(Ask2)? 0 Y2
0 0 1
[ 1 sy 0 |
1+ (A\3ko)?
v (Ask2) Vs
i 0 0 1+ ()\3]€2)2_

seklindedir.

Teorem 4.5.3 («, 3), (3,0) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun.Bu egrilerin teget vektorleri

sirasiyla Vy , Vi* ve vektorler arasidaki agi 6 olmak tizere
kl - k; = 9

bagintis1 vardir.
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Ispat. (V;",V}) = cosf esitliginin tiirevi alimdiginda,

(Vi) Vi) + (Vi Vi) = (cos )
(Vs Vi) + (Vi ki V) = (cosf)
ki (Ve Vi) + ki (V7 Va) = (cos) (4.5.2)

olur.

Vif=cosVy —sinOVy, V) =sinfV) +cosOVy, Vi=1;

esitliklerindeki Vi* ve V| (4.5.2) denkleminde yerine yazildiginda;

K ((sin V4 + cos OV3), V1) + Ky ((cos OV; — sin OV5), Vo) = (cos @)
Ky (sin 0V, Vi) + cos Vo, Vi) + ki (cos 0)(Vi, Vo) — sin6(V, Vo) = (cosf)’
kisin® — kysind = (cosf)
sinf(kj —k;) = —0sinf
K-k = -0
ki — ki = 0 elde edilir.

Teorem 4.5.4 (o, ), (3,0) tipli Bertrand egri ¢ifti olsun. «(s) ve 5(s) noktalar: arasindaki
uzaklik sabittir.

ispat.

d(a(s), B(s)) = IIAs(s)-Va(s)ll
= () [Vs(s)]l

= sabit

Teorem 4.5.5 (3,0) tipli Bertrand egri ¢iftinin egriligi

V (Qaka))ko)” + (Ak)? + (ki — (Aaka)' + (Aaka)?k3)
1+ (Ask2)2/1 + (Agk2)?

k=

bagintisi ile ifade edilir.
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Ispat. (3,0) tipli Bertrand egri ¢iftinin genel denklemi

tur.

dp
ds

esitligi bulunur.

B =a+ V3

= o + NV + AV
= Vi AVs — AskyVs
= Vi— AskoVa 4+ A3Vs

A; =0 oldugundan

B =Vi = \skoVs  dir.

O halde

A3ky = a  olsun.

6/ =V, —aV, olur.

! . . . . . v
£ nin s parametresine gore tiirevi alindiginda,

d /dp A ,
%(g) = Vi —[aVa+aVy]
= kVa—[a' Vs + a(—k Vi + koV3)]
= kVa—a Vo +ak Vi — aksVs
B" = ak\Vi+ (k1 — a'Vy — aksV3)
olur.
8" = (aky) Vi + (ak)V; + (ks — a) Vo + (ky — d)Vy — [(aka) Vs + (aky) V]
8" = (ak)Vi+akiVa+ (k1 — a) Vo — KIVi + d ki Vi + kika Vs — a'ko Vs — (aky) Vs + ak2Vs
B" = [(aky) — kI +d k)Vi+ [(kr — ) + aki + ak3)Va + [kiks — a' ko — (aks) |V3
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olur. (ﬁ/ A ﬁ”)’niin determinant1 alindiginda,
BAB = (a®ky, aky, ky — a + a’ky)

olur.

1B AB = V/(a?ke)? + (ako)? + (k1 — d + a?hy)?

16 = V14 (—a)?=V1+a?

Bulunan ifadeler

158" A Bl

k; :
' 18717

esitliginde yerine yazildiginda

\/(GQI{]Q)Q + (ak2)2 + (kl — 0,/ + a2k1)2
1+a2v1+a?

ko=

esitligi elde edilir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde ilk olarak, Genellestirilmig Bertrand egri ¢iftinin tanimi verilerek n = 3 olmasi
durumunda elde edilen beg farkli tipteki Bertrand egri ciftleri tanimlandi. Asagida genel

denklemleri verilen,

— a+MVi (1,0)-tipli
= a+ MV + Ve (1,1)-tipli
a4 Ve (2,0)-tipli
= a+ Ve + A3V5 (2,1)-tipli

DT T @
I

= a+ Vs (3,0)-tipli

Bertrand egri ciftlerinin her birisi i¢in Frenet catilar1 arasindaki baginti, aralarindaki
uzaklik | Frenet vektorleri arasindaki aci ve her bir Bertrand egri ¢iftinin egrilik hesapla-
malar1 verildi. Buradan (2,0)-tipli Bertrand egri ¢iftinin literatiirde en iyi bilinen 3-

boyutlu Oklid uzaymndaki Bertrand egri cifti ile aym oldugu goriildii.

Benzer galigma olarak bu elde ettigimiz beg farklh tipteki Bertrand egri ¢iftlerinin tekrar
Bertrandi hesaplanarak yeni Bertrand egri ciftleri elde edilebilir.Bu elde edilen Bertrand

egri ciftlerinin karakteristik ozellikleri incelenebilir.
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