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OZET

NORMLU UZAYLARDA KUVVETLIi LACUNARY TOPLANABILME VE
LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

SUMEYYA SELMA SADAN
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 36 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. CEMAL BELEN)

Bu tez ¢alismasi bes boliime ayrilmastir.

Tezin ilk bolimii giris boliimiidiir. Burada tez ¢alismasinin amaci ve kapsami
belirtilmistir.

Ikinci béliimde tezin ana béliimlerinde kullanilan istatistiksel yakinsaklik,
modiiliis fonksiyonu, f-istatistiksel yakinsaklik ile lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramlar1 ve bu kavramlarla ilgili bazi temel 6zellikler sunulmaktadir.

Tezin tgiincii bolimiinde modiiliis fonksiyonuna gore kuvvetli lacunary
toplanabilme ve lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlari incelenmistir.

Dordiincii boliimde normlu bir uzayda modiiliis fonksiyonuna gore kuvvetli
lacunary yakinsaklik kavrami yeni bir formda tanimlanmis ve uyumlu modiiliis
fonksiyonlar1 araciligi ile bu kavramin kuvvetli lacunary yakinsaklik ve f-lacunary
istatististiksel yakinsaklik kavramu ile iligkisi sunulmustur.

Son boliimiinde ise tez calismasinin devami niteliginde olabilecek Oneriler
bulunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yakisaklik, Modiilis Fonksiyonu, Uyumlu

Modiiliis Fonksiyonu, f-Lacunary Istatistiksel Yakisaklik, f-
Kuvvetli Lacunary Yakinsaklik
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ABSTRACT

STRONG LACUNARY SUMMABILITY AND LACUNARY STATISTICAL
CONVERGENCE IN NORMED SPACES

SUMEYYA SELMA SADAN
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 36 PAGES

(SUPERVISOR: PROF. DR. CEMAL BELEN)

This thesis work is divided into five chapters.

The first chapter is introduction chapter. The aim and content of the thesis is
indicated in this chapter.

In the second chapter, the concepts of statistical convergence, modulus
function, f-statistical convergence and lacunary statistical convergence, which are
used in the main parts of the thesis, and some basic properties related to these
concepts are presented.

In the third part of the thesis, the concepts of strong lacunary summability and
lacunary statistical convergence with respect to the modulus function are examined.

In the fourth chapter, the concept of strong lacunary convergence with respect
to the modulus function in a normed space is defined in a new form and its
relationship with the concepts of strong lacunary convergence and f-lacunary
statistical is presented.

In the final chapter, there are recommendations that can be a continuation of
the thesis work.

Keywords: Statistical Convergence, Modulus Function, Compatible Modulus
Function, f-Lacunary Statistical Convergence, f-strong Lacunary
Convergence
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1. GIRIS

Fast (1951) ve Steinhaus (1951) ahigilmig yakinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi olarak
istatistiksel yakinsaklik fikrini tanitmiglardir.

Matematigin bir¢ok alaninda uygulamalara sahip olan istatistiksel yakinsakligin toplan-
abilme teorisinde (Connor, 1988) sayilar teorisinde (Erdés ve Tenenbaum, 1989), olasilik
teorisinde (Fridy ve Khan, 1998), dl¢ii teorisinde (Miller, 1995), optimizasyon teorisinde
(Pehlivan ve Fisher, 2000), yaklasim teorisinde (Gadjiev ve Orhan, 2002), topolojide (Di

Maio ve Ko¢inac, 2008) ¢aligildigr goriilmektedir.

Schoenberg (1959) istatistiksel yakinsakligin bazi temel 6zelliklerini incelemis ve bu kavrami
bir toplanabilme metodu olarak gahgmigtir. Schoenberg’e (1959) ait en 6nemli sonug,
Cesaro yakinsakligin istatistiksel yakinsaklhigi gerektirdigi ve kargitinin sinirh diziler i¢in

gecerli oldugu sonucudur.

Fridy (1985) istatistiksel yakinsaklik kavrami ile tanimladigy istatistiksel Cauchy dizisi
kavraminin birbirine denk oldugunu ispatlamig ve ayrica istatistiksel yakinsakligin en

genel toplanabilme metotlar ile iligkisini aragtirmigtir.

Fridy ve Orhan (1993a) lacunary dizileri kullanarak istatistiksel yakisaklik kavramiyla
iligkili bir kavram olan lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimini ifade etmiglerdir. Yine
Fridy ve Orhan (1993b) lacunary istatistiksel yakisakligin toplanabilme 6zelliklerini in-

celemiglerdir.

Freedman ve ark. (1978) tarafindan tanimlanan kuvvetli lacunary toplanabilme kavramimin
sinirli diziler tizerinde lacunary istatistiksel yakinsakliga denk oldugu Fridy ve Orhan
(1993) tarafindan ispatlanmigtir. Ayrica Fridy ve Orhan (1993) istatistiksel yakinsaklik

ve lacunary istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiyi incelemisglerdir.

Nakano (1953) tarafindan tanimlanan modiiliis fonksiyonu kavramini toplanabilme teorisinde
ilk kullanan Maddox (1986) olmugtur. Maddox (1986) kuvvetli Ceséro toplanabilme

kavramini modiiliis fonksiyonlar1 kullanarak geligtirmistir.

Maddox’'un (1986) caligmasindan sonra Pehlivan ve Fisher (1995), Malkowsky ve Savas
(2000), Et ve ark. (2003), Savag ve Patterson (2011), Tripathy ve Chandra (2011) gibi

bir¢ok matematik¢i modiiliis fonksiyonlarini kullanarak yeni dizi uzaylari tanimlamiglardir.



Connor (1989) ise Maddox tarafindan yapilan galigmayr en genel matris toplanabilme

metodu i¢in ele almigtir.

Aizpuru ve ark. (2014) modiiliis fonksiyonlarimi kullanarak yeni bir yogunluk kavram
olan f-yogunluk kavramini ve bununla iligkili olarak f-istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanimlamigtir. Burada f bir modiiliis fonksiyonudur. f-istatistiksel yakinsaklik kavrami
aligilmig yakinsaklikla istatistiksel yakinsaklik kavrami arasinda yer almaktadir. Bu-
rada kullanilan f-yogunluk kavrami bilinen dogal yogunluk kavraminin sahip oldugu bazi
ozelliklere sahip degildir. Aizpuru ve ark. (2014), aym ¢alismada f-istatistiksel Cauchy
dizisi kavramini tanimlayip bu kavramin herhangi bir Banach uzayinda f-istatistiksel

yakinsakliga denk oldugunu ispatlamigtir.

Ledén-Saavedra ve ark. (2019) f-kuvvetli Cesaro yakinsaklik kavramini tanimlayip bu
kavramin f-istatistiksel yakinsaklik ile iligkisini incelemistir. Bu calismada farkli bir
modiiliis fonksiyonu o6zelligine sahip olan uyumlu modiiliis fonksiyonlar: i¢in istatistiksel
yakinsaklik ve f-istatistiksel yakinsaklik kavramlarinin denk oldugu ispatlanmigtir. Reel
bir dizinin kuvvetli Cesaro yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sartin dizinin istatistik-
sel yakinsak ve diizgiin integrallenebilir oldugu sonucu Khan ve Orhan (2010) tarafindan
gosterilmigtir. Ledn-Saavedra ve ark. (2019) bu sonucu f-kuvvetli Ceséro yakinsaklik ve

f-istatistiksel yakinsaklik baglaminda ele almiglardir.

Bhardwaj ve Dhawan (2016) ise modiiliis fonksiyonlarini kullanarak f-lacunary istatistik-
sel kavramini tamimlayip caligmislardir. Bu ¢alismada f-lacunary istatistiksel yakinsaklik
ve f-istatistiksel yakinsaklik iligkisi, f-lacunary kuvvetli yakinsaklik ile f-lacunary is-
tatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki ve yakinsaklik icin Cauchy kriterinin f-lacunary

istatistiksel yakinsaklik versiyonu ele alinmigtir.

Moreno-Polido ve ark. (2020) reel degerli diziler i¢in ele alinan lacunary istatistiksel

yakinsaklik ve lacunary kuvvetli yakinsaklik kavramlarini Banach uzaylarinda ele almiglardir.

Bu tez galigmasinda ilk olarak Bhardwaj ve Dhawan’a (2016) ait galiyma ile Moreno-Polido
ve ark. (2020) tarafindan yapilan galigma incelenmistir. Sonrasinda ise Ledn-Saavedra
ve ark. (2019) tarafindan yapilan galigma dikkate alimarak normlu uzaylarda f-kuvvetli
lacunary yakinsaklik kavrami tanimlanmig bu kavramin kuvvetli lacunary yakinsakligi
gerektirdigi, uyumlu modiiliis fonksiyonlari i¢in lacunary istatistiksel yakinsaklik ile f-
lacunary istatistiksel yakinsaklik kavraminin denk oldugu ispatlanmigtir. Son olarak

Khan ve Orhan (2010) tarafindan verilen diizgiin integrallenebilme kavrami kullamlarak



f, uyumlu modiiliis fonksiyonu oldugunda bir dizinin f-kuvvetli lacunary yakinsak ol-
mast i¢in gerekli ve yeterli sartin dizinin f-lacunary istatistiksel yakinsak ve 6-diizgiin

integrallenebilir oldugu gosterilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boltimde tezin ana boliimlerinde kullanilan istatistiksel yakinsaklik, modiiliis fonksiy-
onu ve f-istatistiksel yakinsaklik ile lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimlari ve bunlarla

ilgili baz1 temel ozellikler sunulmaktadir.

2.1 Istatistiksel Yakinsakhk

N ile dogal sayis1 kiimesini gosterelim.

Tanim 2.1.1 K C N kiimesi i¢in K,, = {k <n:k € K} olsun. K, kiimesinin kardinal

sayist | K, | ile gosterilmek iizere eger

K.
d(K) = lim |

n—oo N
limiti var ise o zaman K kiimesi d(K') yogunluguna (ya da dogal yogunluguna) sahiptir

denir (Niven ve Zuckerman, 1980).

Bu tanima gore N nin yogunlugu 1, Bos kiimenin yogunlugu 0 olur. Sonlu dogal say1

kiimeleri sifir yogunlukludur. Ayrica d({2n:n € N}) =1/2 ve d{n* : n € N} =0 dur.

Ayrica her K C Nigin d (K) =1 — d(N\K) esitligi gegerlidir.
Tanim 2.1.2 Bir x = (x}) say1 dizisi verildiginde eger her € > 0 igin
d{keN:|zy—L| >¢})=0

yani

1
lim —{k<n:|zy—L| >} =0

n—oo 1,

ise = dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limz = L ya da S-limxy, = L

seklinde yazilir (Fast, 1951).

S ile istatistiksel yakinsak olan dizilerin olugturdugu kiime gosterilecektir.

Ornek 2.1.1 = = (z,) dizisi
1, k=72(G=12.)

biciminde tanimlansin. Her € > 0 sayisi

1 1
lim = [{k <n:lz,— 0 >e}=lim — |[{k<n:k=j} < lim\/—ﬁ:O
n—oo N

n—oo M n—oo 1

oldugundan st — limx = 0 dir.



Tanmima gore yakinsak olan bir dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat yukaridaki ornekten

goriilecegi lizere bunun kargiti gecerli degildir.

2.2 Modiiliis Fonksiyonu ve f—istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 2.2.1 Bir f:[0,00) — [0, 00) fonksiyonu
(i) f(z) =0 ancak ve ancak z =0

(ii) z,y € [0,00) i¢in f(z +y) < f(z) + f(y)

(iii) f artan

(iv) f, x = 0 noktasinda sagdan siirekli

kogullarina saghyor ise f ye bir modiiliis fonksiyonu denir (Nakano, 1953).

Yukaridaki 6zellikler bir modiiliis fonksiyonunun tiim tanim araliginda siirekli bir fonksiyon
olmasi gerektirir. Gergekten; (ii) ’den dolay1, f(z) = f(x —y+vy) < f(z —vy) + f (v)
ve buradan f(z) — f (y) < f(x — y) elde edilir. Benzer sekilde, f(y) — f(x) < f(y — 2)

olacagindan
—fly—z) < flz)=fly) < flz—y)

olur. Ayrica f artan oldugundan f(x —y) < f(lx —y|) ve —=f (y —x) > —f(|lx — y|) ve
boylece

[f (@) = f()] < flz —yl)

elde edilir. y > 0 herhangi bir nokta olsun. f fonksiyonu x = 0 noktasinda sagdan siirekli
oldugundan keyfi bir £ > 0 sayisina karsilik dyle bir § > 0 mevcuttur ki 0 < |z —y| <
oldugunda |f(|z — y|)| < e dur. Boylece 0 < |z —y| < 0 iken |f(z) — f(y)| < € elde edilir

ki bu f nin [0, 00) tizerinde her yerde siirekli oldugunu gosterir.

Modiiliis fonksiyonlar1 simirsiz veya smirli olabilir. Ornek olarak, 0 < p < 1 olmak iizere

f(z) =aP, f(x) = log (1 + z) smrsiz modiiliis fonksiyonlar1 iken f(z) = -5 smirh bir

modiiliis fonksiyonudur.

Tanim 2.2.2 f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bir A C N kiimesinin f-yogunlugu,

limit mevcut olmasi sartiyla

1
d’(A) = lim ——
=5 7

bigiminde tanimlanir (Aizpuru ve ark., 2014).

F({k <n:keA})



Sonlu kiimelerin f-yogunlugunun sifir oldugu tanimdan agiktir. Ayrica, d/ (N\A) = 1 —
d’(A) esitligi genel olarak gegerli degildir. Ancak, eger d/(A) = 0 ise d/ (N\A) = 1 dir.

Uyar: 2.2.1 f herhangi bir sinirsiz modiiliis fonksiyonu olmak tizere bir A C N kiimesi
icin d/(A) = 0 ise d(A) = 0 dir. Fakat bunun karsitimin dogru olmasi gerekmez. Ornegin,
f(x)=log(l+z)ve A={1,4,9,...} igin d(A) = 0 fakat

log(14++/n) 1

neboo log(1+n) 2

olmasi sebebiyle d/ (A) = 1/2 dir (Aizpuru ve ark., 2014).

Tanim 2.2.3 f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve & = () bir say1 dizisi olsun. Herhangi
bir € > 0 say1s1 i¢in

A ({keN: |z, — 1| >¢}) =0,

yani

1
lim ——

e 7(n)

ise z dizisi [ sayisma f-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum S/ — limz, = [ veya

FUHE<n:lz—1l>e})=0

zr — 1(S7) seklinde yazilir. Tiim f-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi ise S/ ile

gosterilir (Aizpuru ve ark., 2014).

Ozel olarak f (r) = x almirsa, f-istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsakliga in-

dirgenir.

Bu tanimda f sinirli bir modiiliis fonksiyonu olmug olsaydi f-istatistiksel yakinsak olan
diziler sadece sabit diziler olacakti. Bu nedenle tanimda yer alan modiiliis fonksiyonu

simirsiz olarak kabul edilmektedir.

Tanima gore yakinsak her dizi f-istatistiksel yakimsaktir. Cilinkii, (xy) dizisi bir [ sayisina

yakinsak ise ng pozitif bir tamsay1 olmak iizere

FI{E <ns o =1 = e}]) < f (no)

esitsizligi gecerlidir. Buradan

Oﬁﬁf(l{kgn:yxk—uzg}bgJ;((?;O))

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo icin limite gecildiginde S — limz;, = [ elde

edilir.



Bunun yani sira, Uyar1 2.2.1°e gore f-istatistiksel yakinsak bir dizi istatistiksel yakinsaktir.
Sonug olarak, f-istatistiksel yakinsaklik kavrami bilinen anlamdaki yakinsaklik ile istatis-

tiksel yakinsaklik arasinda yer alir.

Asagidaki 6rnek S/ C S icermesinin kesin oldugunu gosterir.

Ornek 2.2.1 = = (z,) dizisi

1, k=n*2(n=1,2,..
xk:{ 0. k;«énZ( ) (2.2.1)

seklinde tamimlansim. Bu dizi igin st — limz = 0 oldugunu biliyoruz. Eger f(z) =
log (1 +z) ve A = {n%:n € N} alinirsa d/(A) = 1/2 ve d/(N\A) = 1 oldugundan S/ —

lim x mevcut degildir.

2.3 Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Lacunary Toplanabilme

Tamim 2.3.1 6 = (k,) terimleri pozitif tamsayiladan olusan artan bir dizi olsun. ky = 0

kabul etmek kosuluyla h, = k. — k.1 — oo (r — o00) oluyorsa 6 dizisine bir lacunary

k
kr—1

dizi denir. € lacunary dizisinden elde edilen aralik I, = (k._1, k] ile, orani da g, ile

gosterilir (Freedman ve ark., 1978).

Ornegin, (k,) = (2) ve (k,) = (r!) dizileri birer lacunary dizidir.
Tanim 2.3.2 6 = (k,) bir lacunary dizi ve x = (z}) bir say1 dizisi olsun. Eger

1
Jim 5Dl = 1]=0
kel
olacak bigimde bir [ sayis1 varsa z dizisi [ sayisina lacunary kuvvetli yakinsaktir veya Ny-

toplanabilirdir denir ve bu durumda Ny —lim zy, = L veya x — L (Ny) yazilir (Freedman

ve ark., 1978).

Ny ile tiim lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin uzayini gosterelim yani

T |
Ny = {(xk) : 3 1 igin Tlggloh—zmk—l\ :0}

" kel,

olsun.

Ny sinifl ile

1 n
w—{(:ck):Elligin T}Lrgoﬁ;\xk—l]—O}



ile tanimlanan ve tiim kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi olarak adlandirilan
w smifi arasinda kuvvetli bir iligki vardir. Bu iligki Freedman ve ark. (1978) tarafindan
verilmistir: Ozel olarak 6 = (2") i¢in Ny = w dir. Ustelik, Np = w olmast icin gerekli ve

yeterli sart 1 < liminf, ¢, < limsup, ¢, < oo kogulunun saglanmasidir.

Ny simift modiiliis fonksiyonu kullanilarak Pehlivan ve Fisher (1994) tarafindan agagidaki

gibi genellegtirildi:

Tanim 2.3.3 f bir modiiliis fonksiyonu, 8 = (k,.) bir lacunary dizi ve = = (x}) bir say1
dizisi olsun. Eger

.1
Tlggoh—;f(lxk —1)=0

" kel

olacak bicimde bir [ sayisi varsa x dizisi [ sayisina f modiiliis fonksiyonuna gore lacu-
nary kuvvetli yakinsaktir denir ve bu durum Ny (f) — limzy, = L veya xx — L (Ng (f))
bi¢iminde yazilir (Pehlivan ve Fisher, 1994).

Bir f modiiliis fonksiyonuna gore lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin kiimesini Ng ile

gosterelim.

Fridy ve Orhan (1993) lacunary dizileri kullanarak istatistiksel yakinsakligin genellegmesi

olan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini verdiler.

Tamim 2.3.4 6 = (k,) bir lacunary dizi ve = () bir say1 dizisi olsun. Eger her ¢ > 0
icin

1
lim — kel : |z, —1| >} =0
r—00

T

ise x dizisi | sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir veya Sy-yakinsaktir denir ve bu

durum Sy — limx, = [ veya x; — [ (Sp) seklinde yazilir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini Sy ile gosterecegiz.



3. MODULUS FONKSIYONU VE LACUNARY ISTATISTIK-
SEL YAKINSAKLIK

Bhardwaj ve Dhawan (2016), f sinirsiz moduliis fonksiyonu olmak iizere f-lacunary is-
tatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmig ve calismigtir. Bu boliimde tiim f-lacunary
istatistiksel yakinsak dizilerin siifi olan Sg simifi incelenmistir. Ilk kisimda f-lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavrami verilmig ve onun modiiliis fonksiyonuna gore kuvvetli
lacunary toplanabilme ile iliskisi incelenmistir. Ikinci kisimda f modiiliis fonksiyonu
belirli bir 6zellige sahip oldugunda f-lacunary istatistiksel yakinsaklik ile f-istatistiksel
yakinsakligin denk oldugu ispatlanmistir. Uciincii kisimda Sg -limitinin tekligi verilmistir.
Son kisimda birbirinin incelmesi olan iki lacunary dizi verildiginde bu dizilere ait f-

lacunary istatistiksel kavramlari1 arasindaki iligkiye deginilmistir.

3.1 f-Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 3.1.1 f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6 = (k,) bir lacunary dizi ve x = ()

bir say1 dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 sayist igin,

lim

1
oo f(hr)

ise 0 zaman x dizisi [ sayisina f-lacunary istatistiksel yakinsaktir veya Sg -yakinsaktir

f(Kkel, |y =1 >¢c}|)=0

denir ve burum Sg —limx, = [ veya xp, — (Sg ) seklinde yazilir. Tim f-lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sg ile gosterilir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).

Uyar1 3.1.1 f(x) = xz durumunda f-lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami bildigimiz

lacunary istatistiksel yakinsakliga indirgenir.

Teorem 3.1.1 Yakinsak her dizi f-lacunary istatistiksel yakinsaktir. Yani, tiim yakinsak
dizilerin kiimesi ¢ olmak tizere herhangi bir sinirsiz f modiiliis fonksiyonu ve bir 6 lacunary
dizisi i¢in ¢ C 5] dir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).
Ispat. r = (xp) herhangi bir yakinsak dizi olsun. Bu durumda her ¢ > 0 igin
{k € N: |z — | > €} kimesi sonludur. [{k € N: |z — | > €}| = myg olsun. Diger taraftan
{kel |zy =1 >e} C{keN: |z, —1] > e} ve f artan oldugundan

fRk e Loy =l 2 €}]) _ flmo)

f(hy) — (k)

dir. Bu esitsizligin her iki tarafindan r — oo igin limit alinirsa, » — oo iken f(h,) — oo

(3.1.1)

oldugundan,
: — 1| >
Tk e L 1 > €))
=00 f(hy)




elde edilir. I

Teorem 3.1.2 Her f-lacunary istatistiksel yakinsak dizi lacunary istatistiksel yakinsaktir

(Bhardwaj ve Dhawan, 2016).
Ispat. =z = () dizisi [ sayisia f-lacunary istatistiksel olsun. Limit tanimindan ve

modiiliis fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelliginden, her p € N i¢in en az bir ry € N

vardir oyle ki r» > r icin,

Fighe s -tzah < ) < pfh = (%) e
dir. f artan oldugundan

1 1
otk e b o=zl < (3.1.3)

olur. Dolayisiyla = dizisi [ ye lacunary istatistiksel yakinsaktir. [

Teorem 3.1.1 ile Teorem 3.1.2 gosteriyor ki f-lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrama,
aligilmig anlamdaki yakinsaklik ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlari arasinda

yer almaktadir.

Teorem 3.1.3 ¢ = (k,) bir lacunary dizi olsun.

(a) f smursiz bir modiiliis fonksiyonu olsun yle ki limy; o (f(¢)/t) > 0 saglansin ve her
x>0,y > 0icin f(xy) > cf(x)f(y) olacak bigimde bir ¢ > 0 sabiti mevcut olsun. O
zaman,

i) Nef —limx;, = [ ise Sg — lim x;, = [ dir.

il Ngf C Sg igermesi kesin bir icermedir.

(
(i)
(b) = smurh bir dizi ve S} —limxy, = [ ise NJ — lim z, = [ dir.

(c) £, (a) sikkindaki 6zelliklere sahip modiiliis fonksiyonu olmak tizere NJ Ny, = S Neoodir
(

Bhardwaj ve Dhawan, 2016).

ispat. (a) (i) 2 — I(N]) olsun. Herhangi bir € > 0 sayis1 i¢in, modiiliis fonksiyonunun

(ii) ve (iii) 6zelliklerine gore

1
h—Zf(|$k — 1)

T k€,

v

i <Z 2 —l\)

kel

v

1

h_rf Z |2k — ]
kel

|z —1|>e

v

hlf(|{kelr:|:vk—l!25}’5)

T

10



v

hif(|{k €l : |z — 1| > e}) f(e)

r

e FUIk el fox = 1] > ]}])
hr f(hr)

elde edilir. z € Nef ve lim, o (f(h,)/h,) > 0 oldugu dikkate almirsa = € Sg elde edilir.

f(he) f(€)

(ii) Icermenin kesin oldugunu géstermek icin I, arahigmdaki ilk [v/%,] tamsayilarinda
sirastyla 1,2,3, ...,[v/h,] degerlerini alan ve diger yerlerde sifir olan = () dizisini ele

alalim. Bu sekilde tanimlanan (zy) dizisi sinirh degildir. Ayrica, her £ > 0 igin,

(Hk €L, : |z, —0| > ¢}]) = fvn]

f(hz)

fUvh] he [V
[vh ] f(h) By
dir.  Ciinki f((vA,])/ [Vh:] ve f(h)/h, oranlar1 r — oo iken pozitif ve [@ — 0

(r — oo) dir. Boylece 2, — 0(SJ) dir. Diger taraftan,

1 )+ Q)+ A+ FOVRD)
=D [z —o0l) = W

" kel,

1
Fny!

— 0 (r — o0)

f (VA ] (WA +1)/2)

hr
L S IVED S (@R +D/2)
> N
o SVED £V 1) A IVET (VAT +1) /2)
VAl (VR D2 hy

dir. ¢ sabiti ve de son ifadedeki tiim oranlarin r — oo iken limitleri pozitif oldugundan
bu son esitsizlikten z, - 0(N}) elde edilir.
(b) z, — 1(S}) oldugunu kabul edelim ve sirhlik kosuluna gére her k € N igin |z, — 1| <
H olsun. Verilen € > 0 sayis1 i¢in

1 1 1

LS et = o S e+ 5 S0 F (1)

" kel, " kel, " kel,
|z —1|>e |z —ll<e

IN

hir\{k: €l loe =1l = e} f(H) + h%hrf(g)

11



dir. Bu son esitsizlikte r — oo igin limit alinirsa Teorem 3.1.2’den ve f nin artanlhigindan

1
Jim - > fllz 1) =0

kel

elde edilir.

(c) sikki (a) ve (b) siklarimin sonucu olarak elde edilir. [

3.2 f-Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik ve f-Istatistiksel Yakinsakhk Iligkisi

Bu kisimda 6 ve f tizerine cesitli kistlamalar koyarak Sg c Sfve St c Sg icermelerini

inceleyecegiz.

Lemma 3.2.1 6 herhangi bir lacunary dizi ve f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun
oyle ki limy oo (f(¢)/t) > 0 saglansin ve her z,y > 0 igin f(zy) > cf(z)f(y) olacak
bicimde bir ¢ > 0 sabiti mevcut olsun. Bu durumda S/ C Sg olmasi i¢in gerekli ve yeterli

sart liminf, ¢, > 1 olmasidir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).
ispat.

Yeterlilik. liminf, ¢, > 1 olsun. Yeterince biiyiik r degerleri i¢in ¢. > 1+ p olacak bicimde

bir p > 0 mevcuttur. h, = k., — k,_; oldugu dikkate alinirsa ayni r deg erleri i¢in

h
TzL

kT 1+p

dir. Eger xj, — [(S7) ise o zaman verien ¢ > 0 sayis1 ve yeterince biiyiik r icin

iy k< b= 0] 2 )
POk € Ll = 1] > e[}

v

S (k)

f(hr> > f<|{|k € ]T : |xk - l| > 5|}|)
(k) f(hs)

(1) (i) () etz

N <f$ﬁ)<fz»><1ip)jﬂﬂkeb}£g—HZeHD

dir. Bu yeterliligi ispatlar.

Gereklilik. liminf f.q, = 1 oldugunu varsayalim. [10], Lemma 2.1 de ki gibi ilerleyerek 6

12



nin, 7(j) > r(j — 1) + 2 olmak iizere,

ks 1
i) <1+ -
krj—l J

ve
krj—l >]
kr(i-1)
kosullarimi gergekleyen bir (k,;) alt dizisini segebiliriz. Smirh bir z = () dizisini

L[l kel j=123.
70, diger yerlerde

seklinde tamimlayalim. [10], Lemma 2.1 de z ¢ Ny ve x € w oldugu gosterilmistir. [28]
Teorem 3'ten ve Teorem 3.1.3’den x ¢ S} olur. Diger taraftan [22], Teorem 4 ile Bhardwaj
ve Dhawan (2015) Sonug 6 dan z € S/ elde edilir. Fakat bu S/ C Sg varsayimi ile celigir.
O halde kabuliimiiz yanhstir. liminf f.qg. > 1 olmalidir. [J

Uyar: 3.2.1 Yukaridaki lemmanimn gereklilik kisminda tamimlanan = = (zy) dizisi, f-

istatistiksel yakinsak olan fakat f-lacunary istatistiksel yakinsak olmayan bir dizidir.

Lemma 3.2.2 6 herhangi bir lacunary dizi ve f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun
oyle ki lim; oo (f(¢)/t) > 0 saglansin ve her z,y > 0 i¢in f(zy) > cf(z)f(y) olacak
bigimde bir ¢ > 0 sabiti mevcut olsun. Bu durumda Sg C Sfolmasi icin gerekli ve yeterli

sart limsup, ¢, < oo olmasidir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).

Ispat. Yeterlilik. limsup, ¢, < oo ise her r i¢in ¢, < H olacak bicimde H > 0
vardir. z; — Z(Sg) ve lim, o (f(h,)/h,) = I’ oldugunu varsayalim. Buna gore, ¢ > 0

verildiginde,oyle bir ro € N vardir ki r > rg icin

f(he)

h—r<l,+€
ve
1
fREek. oy —1| >} <e
dur. N, = {k € I, : |z, — 0| > ¢}| olsun. O zaman r > r( iken
N,
J() <e
f(hr)

dur. M =max{f(Ny), f(N2), ..., f(Nyy)} ve b,y < n <k, ise

ﬁfﬁ{ksmxk—u > £}))
1
< f(kr—l)f<|{k <k :lrp =1 >¢}|)

13



f(N1+"'+Nr0+Nr0+1+"'+Nr)

7l 1)
< U)o F) 4 F(Nrga) -+ F(N)
< S+ iy )+ SV
= oy * Ty e et o L
< lezi\i) + f(ki—l) [(l’ +e)eh, o+ '+ 8)8h,}
_ le:fl) i f(l:“—l)g(l/ +e) [hm+1 ot hr}

ToM 1

= 7 + f(kr_l)g(l, + &) [k — Ky, ]
< Jory <+ 9) | 7

SR (VR IR Ty
= le:fl) +e(l' + 5)Qrm

< fzzfl) +e(l + &) H it

dir. lim, o0 (f(kr—1)/kr—1) > 0 oldugundan yeterlilik ispatlanmig olur.

Gereklilik. limsup, ¢, = oo oldugunu kabul edelim. [10], Lemma 2.2 deki gibi # nin,
qr(j) > J kosulunu gercekleyen bir (k,,) alt dizisini segebiliriz. Smirli bir z = (1) dizisini
I 1, kr(j—l) <k< 2k7‘j’ 7=1,23,..

7\ 0, diger yerlerde
seklinde tamimlayalim. [10], Lemma 2.1 de z € Ny ve ¢ w oldugu gosterilmistir. [28]
Teorem 3’ten ve Teorem 3.1.3'den z € Sg olur. Fakat z ¢ w oldugundan ve her f-
istatistiksel yakinsak dizi istatistiksel yakinsak oldugundan x ¢ S/ olur. Di Fakat bu
Sg C S/ varsaym ile celisir. O halde kabuliimiiz yanhstir. limsup, ¢, < oo olmahdir. [J

Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2 birlestirildiginde agagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 3.2.1 6 herhangi bir lacunary dizi ve f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun

oyle ki lim;_,.(f(t)/t) > 0 saglansin ve her z,y > 0 icin f(xy) > cf(x)f olacak
y g Y ¢ Yy Yy

14



bigimde bir ¢ > 0 sabiti mevcut olsun. Bu durumda Sg = S7olmas1 icin gerekli ve yeterli

sart 1 < liminf, ¢, < limsup, ¢. < oo olmasidir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).

Teorem 3.2.2 6 herhangi bir lacunary dizi ve f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun
oyleki lim; oo (f(t)/t) > 0 saglansin ve her z,y > 0 igin f(zy) > cf(z)f(y) olacak bigimde
bir ¢ > 0 sabiti mevcut olsun. Bu durumda,

s'= N si= U s

liminf, ¢,>1 lim sup,. gr<oo

dir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).

fspat.  Lemma 3.2.1 den S C Mo SJ dir. Eger mimkiinse, z = () €

rqr>1
Mimin, ¢ >1 Sg fakat x ¢ S/ oldugunu kabul edelim. liminf, ¢, > 1 kogulunu gercekleyen
her 6 = (k,) dizisi i¢in (z;) € SJ dir. Eger § = (2") almirsa Teorem 3.2.1 den SJ = S7 ve
boylece (z;) € SY olur ki bu kabuliimiiz ile geligir. Dolayisiyla S7 = (.. inf, gr1 Sg elde

edilir. Ispatin diger kismi da benzer bicimde ispatlanabilir. []

3.3 Sj-Limitinin Tekligi

Sabit bir 0 dizisi i¢in Sp-limiti tektir. Fridy ve Orhan (1993a) bir dizinin farkh 6 dizileri
i¢in farkli Sp-limitlerine sahip olabilecegini gostermiglerdir. Ayrica onlar dizi istatistiksel
yakinsak ise bu durumun gecerli olmadigini ispatlamiglardir. Burada benzer durum Sg -
yakinsaklik icin ele almacaktir. Ik olarak farkhi f ve 0 icin farkh Sg -limitlerinin varligini
gosterelim. Bunun i¢in f(z) = z, g(z) = 2z, 6, = ((2r)!), ve 6, = ((2r + 1)!) olsun.
Freedman ve dig. (1978) tarafindan kullanilan ve su sekilde tanimlanan diziyi ele alalim:
n! < k < (n+1)! olmak iizere P(k) = n diyelim. n ¢ift oldugunda z; = 1 ve n tek
oldugunda x; = 1 olarak tamimlansin. Bu durumda
1 (2r + 1) — (2r)!

= R @)

. —0 (r—o00)

r+1 ke]rr+1

oldugundan Ny, -lim ), = 0 dur.

1 2r) — (2r — 1)!
B Z 2, — 1| = (2£+1>! E o _)1)! =0 (r— o0)

kel 11

oldugundan Np,-limz; = 1 dir. Pehlivan ve Fisher'e (1994) gore Nj-yakmsakhk N -
yakinsaklig1 gerektirir. Teorem 3.1.3 dikkate alindiginda Sgl—lim xr =0 ve Sg2—lim T =1
elde edilir.

Asagidaki teoremde bu durumun meydana gelmedigi belirli kogullar sunulmaktadir.
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Teorem 3.3.1 f ve g, her x > 0,y > 0 i¢in

1f(@) = fy)l = flz—yl), (3.3.1)
l9(z) —gy)| = g(lz —yl])

kosullarini gergekleyen sinirsiz modiiliis fonksiyonlari olsun. Herhangi iki 6, ve 6, lacunary
dizisi i¢in x € SfﬂSgl vex € Sgﬂng ise Sgl—lim Ty = SgZ—lim xy dir (Bhardwaj ve Dhawan,
2016).

Bu teoremin ispati i¢in agagidaki lemmadan yararlanacagiz.

Lemma 3.3.1 f, her x > 0,y > 0 i¢in

[f (@) = Fy)l = flz —yl) (3.3.2)

kogulunu gergekleyen sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Herhangi bir 6 lacunary dizisi

icin z € 8/ N .S) ise 0 zaman S}-lim z), = S/-lim ), dir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).

ispat. St —limaz, = L, Sf —limz, = Iy ve [ # [y oldugunu varsayalim. 0 <
e < |l — l3] /2 olacak bi¢imde bir e sayisi segelim. Modiiliis fonksiyonunun (iii) ve (ii)

ozelliklerini kullanarak

Sk <n: |l —b| = 2¢}))

3.3.3
() (3:3:3)
o JEsnijo—hizel)) | S{E<n: o= b > e})
- f(n) f(n)
elde ederiz. Her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinirsa,
<n: — >
<04t SR 0 —bl= )
n—oo0 f(n)
dolayisiyla
- SHE <oy — b > e}])
lim =1 3.3.4
n—0o f(n) ( )

elde edilir.
Simdi ((f(n))*lf(Hk: <n: ’xk — l/} > e} ‘) dizisinin k,,-inci terimini ele alalim.

- f(;ﬁm)f(i\{keb;\xk_zflzg};>

r=1
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< g2t ({rerfn—t]=4})) 335
= f(/im);f(h’")f(;)f(){ke[“ joi— | 2 <})

Y ) = f(n)+ fho) + -+ f(hm) (3.3.6)
= flky —ko)+ fka — k1) + -+ f(km — k1)
= (k= Fol) + f ([ = kal) ==+ f ([km = Kna )
= |f (k) = (ko) + |f (k) = F(k)| + -+ + | f(km) = f (k)]

= f (km)

olur. (3.3.5)’de (3.3.6)’y1 kullanarak,

L F(k < b Jan— D] 2 e} € §:f (337)

(k) i =

esitsizligi bulunur. Burada , z;, — l2(S ) oldugundan

tr = FRk <k fox — b > e}]) =0

1
f(h)
dir. @ lacunary dizi ve f artan oldugu igin (3.3.7)'nin sag tarafindaki terim ¢ = (¢,)
dizisinin regiiler agirlikli ortalama dontigimiidiir ve bu nedenle de r — oo iken sifira
yaklasgir. Boylece

ﬁfﬂ{kgkm:m—lﬂ S =0 (m— o) (3.3.8)

olur. Ayrica

(1 )NWSMum—MZGD
dizisi,

(L) F{k<n oy — L) > e}))
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dizisinin bir alt dizisi oldugundan

1
(7007 ) F00E <0 fo = ] 2 23 1 (339)

dir. Fakat bu (3.3.4) ile gelisir. Bu celigki {; = I oldugunu gosterir.
Teorem 3.5.1%n Ispati: Lemma 3.3.1 den

Sf—limxk = Sgl—

lim zy, (3.3.10)

. a9 .
S?—limz, = S, —limxy

dir. Ancak, Aizpuru ve dig. (2014), f ve g modiiliis fonksiyonlar1 (3.3.1) kogullarina sahip
oldugunda
ST —limz, = 89 — lim 2y, (3.3.11)

oldugunu ispatlamistir. Bu nedenle,

Sgl —limwz, = S), — limay,

dir.
Teorem 3.3.1’de g = f alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.1 f, (3.3.2) kogulunu gergekleyen smirsiz bir modiiliis fonksiyonu, ¢; ve 6
herhangi iki lacunary dizi olmak tizere z € S¥ ve x € Sgl ﬂSé; ise Sgl —limxy, = S;; —lim x,

dir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).

Sonug 3.3.1 de f(z) = x alindiginda Fridy ve Orhan (1993) tarafindan elde edilen sonuca

ulagilir.

Sonug 3.3.2 6, ve 0y herhangi iki lacunary dizi olmak tlizere x € S ve © € Sy, N Sy, ise
Sp, — limxy, = Sp, — lim xy, dir.

Teorem 3.3.1°de 6, = 6, = 6 alindiginda agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.3 f ve g (3.3.1) kogullarii gercekleyen sinirsiz modiiliis fonksiyonlar: ve 6
herhangi bir lacunary dizi olsun. Eger x € S/ N Sg ve x € S9N SY ise Sg — limx, =
Sy — limz, dir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).
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34 f—istatistiksel Yakinsamanin Iki Lacunary Yontemi Arasindaki igerme

Tanim 3.4.1 0 = (k,) ve ¥ = (v,) lacunary diziler olsun. Eger (k,) C (v,) ise ¥ dizisine

6 dizisinin bir lacunary incelmesi denir.

Teorem 3.4.1 ¥ = (v,) dizisi § = (k,) dizisinin bir lacunary incelmesi olsun ve f ise her
z,y > 0 i¢cin
[f(z) = f(y)l = Fllz = yl) (3.4.1)

kosulunu gercekleye sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda x € Sf; iken

z € S) dir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).
ispat. ¢ dizisi ile elde edilen her bir I, araligin ¢ dizisiyle elde edilen ve I, =
(Uri1, vy;] olmak {izere

ko <vpp <vpg < < Upg(r) = Ky (3.4.2)
kosulunu gercekleyen (vm)f(zrl) noktalarin igerdigini kabul edelim. (k) C (v,) oldugundan

her 7 igin s(r) > 1 dir. z, — [(S7) olsun. Bu nedenle, her € > 0 icin

F({k el o =1 >e}]) =0 (3.4.3)

lim
1<i<a(r) (Hr)

dir. Burada, H,; = v,; — vy;_1 Ve U1 = Up; — U;—1 dir. Buradan

. 1 v _
lim ) f(Hr,i)f ({k eI’ |ax—1 >c}|) =0 (3.4.4)
1Y, Cly
1<i<s(r)

elde edilir. Diger taraftan, her £ > 0 i¢in

1
——f(Rkel. |xy—1] >¢
i (ke 1o fa =12 )
= Lf ke U I oo =1 > ¢
(i) il
v cl,
1<i<s(r)
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(3.4.5)
1
= o/ 22 Hke il =l ze}))

12,Clr
1<i<s(r)

> f{kerm -1 ><}])

13y
1<i<s(r)

= Z f rz er |xk‘_l|25}|)

IY,Clr
1<7,<s(r)

IN

olur. (3.4.5) ve (?7?) kullamldiginda

1
——f(Rk el |z, — 1| >c}|) < f(H i)t 3.4.6

IU CIT I CI'r

1S%§S(T) 1<z<s(r)
esitsizligi elde edilir. Burada t,; = (f(H,)) " f (|{k € I!; : |wx — | > €}]) dir. (3.4.6)'nin

sag tarafindaki terim bir sifir dizisi olan (¢,;) dizisinin regiiler bir agirhkl ortalama

doniisimi oldugundan, kendisi de bir sifir dizisidir. Boylece,

1
gl (ke L ln =12 ) =0 (r ) (3.47)

dir. Dolayisiyla = € Sg dir. OJ

Bir sonraki sonug ise yukarida verilen icermenin karsiti ile ile ilgilidir.

Teorem 3.4.2 f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve ¥ = (v,.) dizisi = (k,) dizisinin bir
lacunary incelmesi olsun. I, = (k,—1, k.|, hy = kp—k,—1, 7 =1,2,3, ..., ve I}, = (Um—1, U],

H,, =v, —vn_1, m=1,23,... olmak iizere eger

her I, C I, icin

) (3.4.8)

olacak bicimde bir 6 > 0 sayis1 varsa x € Sg iken x € Sg dir (Bhardwaj ve Dhawan,
2016).

ispat. Herhangi bir € > 0 sayis1 ve her I}, aralig icin I}, C I, olacak bicimde I, aralig
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bulabiliriz. Bu durumda,

1 Vo, — € L e — £
! (el —lzel) < gsf(thebijn—llzel)  (349)
o f(h’T) 1 e — S
_ f(Hm)f<hr>f(|{k€IT.| k=1 >e}])
1
< Sf(hr)fﬂ{ke[r:\xk—l!Zé‘}D,

ve buradan Sg C Sf,c bulunur. O

Sonraki teoremde daha genel bir durum ele alinmaktadir.

Teorem 3.4.3 f ve g, her z € [0, 00) igin f(z) < g(z) kosuluna sahip iki sinirsiz modiiliis

fonksiyonu ve ¢ = (v,) dizisi # = (k,) dizisinin bir lacunary incelmesi olsun. I, =
(kr—1 kel y he = ke — by, v = 1,2,3, ., ve IV, = (Ume1,0m), Hp = Uy — U1, m =
1,2,3,... olsun. Eger
- f(Hy)
her I, C I, icin >0 (3.4.10
9(hr) )

olacak bigimde bir 0 < § < 1 varsa, o zaman x € Sj iken x € Sf; dir (Bhardwaj ve

Dhawan, 2016).

Ispat. Herhangi bir € > 0 sayis1 ve her [, aralig1 i¢in I}, C I, olacak bigimde [, aralig:

bulabiliriz. Bu durumda,

b Bl =11 22} < ok slow— 1] 2 2})
< ek ln =1 =)
= A g (ke o1 2 )
< %g(,lwg(l{k €L :|og — 1| > €}]),

ve buradan Sj C Sj; elde edilir. O

Sonraki teoremde, 6 ve ¢ dizileri birbirlerinin lacunary incelmesi olmasa bile Sg C Sf;

icermesinin miimkiin oldugu gosterilecektir.
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Teorem 3.4.4 f, (3.4.1) koguluna sahip sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, ¥ = (v,) ve
0 = (k,) birer lacunary dizi, I, = (k,—1, k], hy = kp—ko—1, 7 =1,2,3, ..., I’ = (Um—1, V],
Hy, = vy — Uy, m=123..vel,=1LN0I,rm=1223 ..ve p., sayst I,
araliginin uzunlugu olsun. Eger her r,m = 1,23, .... icin
f(prm)
f(hs)
olacak bicimde bir § > 0 sayis1 varsa o zaman x € Sg iken x € Sf; dir (Bhardwaj ve

Dhawan, 2016).

prm > 0 olmak sartiyla >4 (3.4.11)

Ispat. o = 9 U0 olsun. «, hem o dizisinin hem de @ dizisinin incelmesi olur. «
va ait aralk dizisi {I,;m = I, NI : Iy # 0} dir. Teorem 3.4.2 ye gore (3.4.11) kosulu
T € Sg iken € S/ olmasmm gerektirir. Ayrica a, ¥ dizisinin de bir lacunary incelmesi

oldugundan Teorem 3.4.1’den x € S/ iken x € Sf; dir. Boylece ispat biter. [J

Uyar1 3.4.1 Teorem 3.4.4 deki (3.4.11) kogulu I,.,,, # () olmak sartiyla f(pym)/f(Hy) > 0

kosuluyla yer degistirilirse o zaman = € Sf; iken x € Sg olur.

Uyar1 3.4.1 ve 3.4.4 birlestirildiginde agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.4.5 f, (3.4.1) kosuluna sahip sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, ¥ = (v,) ve
0 = (k,) birer lacunary dizi, I, = (ky—1, k], hy = kp—ke—1, 7 =1,2,3, .., I?, = (U1, U ,
H, =vyn—0n-1,m=123, .., I, =1,NI ve p., sayst I, araliginin uzunlugu olsun.
Eger her r,m = 1,2, 3, .... i¢cin

f(/)rm) > 5

-m > 0 olmak sartiyla ———— >
P sartiy 7l + Hy)

olacak bi¢imde bir § > 0 sayis1 varsa o zaman Sg = Sj,c dir (Bhardwaj ve Dhawan, 2016).
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4. NORMLU UZAYLARDA KUVVETLI LACUNARY
TOPLANABILME VE LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKIN-
SAKLIK

Bu boliim iki kisma ayrilmigtir. Birinci kisimda Moreno-Pulido ve ark. (2020) tarafindan
verilen normlu uzaylarda lacunary kuvvetli yakinsaklik ve lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavramlar incelenmistir. Ikinci kisimda ise f bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere f-
kuvvetli lacunary yakinsaklik kavrami daha farkli bir bigcimde tanimlanarak bu kavramin

kuvvetli lacunary yakinsaklik ve f-lacunary istatistiksel yakinsaklik ile iligkisi incelenmigtir.

4.1 Kuvvetli Lacunary Toplanabilme ve Lacunary Istatistiksel Yakimsaklik

Bu kisimda aksi belirtilmedikge X bir normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olacaktir.

Ilk olarak reel degerli diziler icin Freedman ve ark.(1978) tarafindan verilen kuvvetli la-

cunary toplanabilme kavramini Banach uzaylari igin ifade edelim.

Tanim 4.1.1 6 = (k,) bir lacunary dizi, x = (x), X de bir dizi ve L € X olsun. Eger
o1
Jim 5D N = Ll =0
kel
oluyorsa z dizisi L elemanina lacunary kuvvetli yakinsaktir veya Ny-toplanabilirdir denir

ve bu durum Ny — limx, = L veya x, Moy I ile gosterilir (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Onceki kisimlarda oldugu gibi Ny ile tiim lacunary kuvvetli yakinsak dizilerin uzayim

gosterelim yani

1
Ny = {(xk) cX:3 L,Tlggoh—rl;nxk—LH :0}

el

olsun.

Fridy ve Orhan (1993a) lacunary dizileri kullanarak istatistiksel yakinsakhigin genellegmesi
olan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini verdiler. Bunun i¢in istatistiksel yakinsaklik
tammminda {k : k < n} kiimesini {k: k,_; < k < k,} kiimesiyle degistirdiler. Once bir

K C N kiimesinin #-yogunlugu tanimini hatirlayalim.

Tanim 4.1.2 6 = (k,) bir lacunary dizi ve K C N olsun. Eger varsa

1
limh—|{kefrzk:eK}|
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limitine K nin #-yogunlugu denir ve dy(K) ile gosterilir (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Simdi de Banach uzaylar: i¢in lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimini verelim.

Tanim 4.1.3 X bir Banach uzay1, § = (k,) bir lacunary dizi ve z = (), X uzaymnda

bir dizi olsun. Eger ¢ > 0 sayis1 igin
d@({k el : ||.I‘k — L“ > 8}) =0

veya denk olarak

do({k €L, : |op—L| <e}) =1

olacak bicimde L € X varsa x dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve bu

durum Sy — limz = L veya 2L le gosterilir (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Teorem 4.1.1 X bir Banach uzay1 ve (xy), X iginde bir dizi olsun. Ny ve Sy metotlar

regiiler metotlardir (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Ispat. Once Ny metodunun reguler oldugunu gosterelim.Yani x;, — L iken xy Mor
gosterelim.
e > 0 olsun. zp — L ise Oyle bir ko sayis1 vardir ki k& > kg iken ||z — L|| < € dur.

Dolayisiyla rg > ko olan oyle bir rq € N vardir ki » > rq iken

hiZka_LH<hiZ€_%g_€

" kel " kel

dur. Bu da lim, o 3= > e, |2 — LI = 0 olmasmi gerektirir.

Simdi de xp — L iken xy, %, oldugunu gosterelim. x; — L oldugundan verilen bir £ > 0
sayisina kargihik oyle bir kg sayist vardir ki her k > ko igin [{k € I, : ||z, — L|| > €})| =0
olur. Bu da her k > ko igin dy({k € I, : ||zx — L|| > €}) = 0 olmasim gerektirir. [J

Teoremin kargit1 dogru degildir. Asagida Ornek 4.1.1°de Np-toplanabilir olan sinirsiz bir

dizi ve Ornek 4.1.2’de Sp-yakinsak olan simirsiz bir dizi 6rnegi verilmistir.

Ornek 4.1.1 Ny-toplanabilir olan sinirsiz diziler mevcuttur.

ko = 0 ve k. = 2" olmak tizere § = (k,) lacunary dizisini ele alalim. Bu durumda
hy =k —ko=2ver >2igin h, =21 dir. Ayrica I} = (ko, k1] = (0,2] ve her r > 2
igin I, = (2771, 2] olur.

j—1, en az bir j icin k = 27

{ 0, her j icin k # 27
T —
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ile tanimh diziyi ele alalim.

(xy) dizisinin siirsiz oldugu agiktr.

> |ze =0 0 r=1
kel, r—00
—_ = r—1 — 0

h = > 2

oldugundan zy, M0 dur (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Fridy ve Orhan (1993a), Ny ve Sy kiimelerinin reel degerli sinirh diziler i¢in denk oldugunu
gostermigtir. Bu durum Banach uzaylari igin de gegerlidir. Biitlinliigii bozmamak igin

ispatini da dahil edelim.

Teorem 4.1.2 X bir Banach uzayi, § = (k) bir lacunary dizi, z = (z), X de bir dizi
olsun.
(i) @y o, 1, ise 2 =2 L dir.

(ii) (zg) sl ve xy 20 L ise 2y, ~% L dir (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Ispat. (i) 2 2oy L olsun. Bu durumda her & > 0 i¢in

Sz =Ll =2 Y llaw— Ll 2el{k el : lop — L] > e}

kel, kel
llzx—Ll[=e
S .
bu da z; =% L olmasini gerektirir.
. S y .
(ii) (z) smirh ve 7, =% L olsun. (x;) stirh oldugundan her k € N icin ||z, — L|| < M

olacak bigcimde bir M sayis1 vardir. Verilen € > 0 sayis1 i¢in

1 1 1
h—ZHIk—LH = > ||$k—L||+h— > w - L

" kel, " kel " kel
lzp—L||>e lzx—L||<e

IA

M
h—]{k €l :||lzx —L|| >} +¢
olacagindan xy oy L olur. O

Asagidaki o6rnekte dizinin siirh olma kogulunun gerekli kosul oldugu gosterilmektedir.

Ornek 4.1.2 Smursiz ve L sayisima Sy-yakinsak olan fakat L’ye Ny-toplanabilir olmayan
bir dizi vardir.
ko = 0 ve k, = 2" olmak tizere 6 = (k,) lacunary dizisi verilsin ve

S 0, her jicin k # 27
71 27, en az bir j icin k=27
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ile tanimh () dizisini ele alalim.
€ > 0 sayist verildiginde

I : -0l >
(AT EVEL I

0 (r— o0)

oldugunu gormek kolaydir. Dolayisyla x 505 0 dir. Ustelik (xy) smursiz bir dizidir. Fakat

kel

9
I i~

r—00

2
S |k — 0] 5=1 r=1
27’

or—1 2 - 7

olur ki bu zj, 2 0 oldugu anlamina gelir (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Fridy ve Orhan’in (1993b) verdigi reel degerli diziler igin lacunary istatistiksel Cauchy

dizisi kavramini Banach uzaylar: i¢in ifade edelim.

Tanim 4.1.4 X bir Banach uzay1 0 = (k,) bir lacunary dizi x = (zy), X iginde bir dizi
olsun. Eger () dizisinin her r € N i¢in ¥'(r) € I, bir L € X icin lim, o0 24y = L ve
her € > 0 i¢in

tim o (k€ I, - [l — ml] 2 €} =0

r—oo i,
veya denk olarak

1
lim 7 Hk el : ||xk —xk/(r)H < 5}‘ =1

r—00
olacak bicimde (:Bk/(T)) alt dizisi varsa o zaman (zj) dizisine bir lacunary istatistiksel

Cauchy dizisi veya kisaca Sp-Cauchy dizisi denir (Moreno-Pulido ve ark., 2020).

Fridy ve Orhan (1993b) tarafindan elde edilen Sy-Cauchy kriterinin benzeri Banach uza-

ylarindaki diziler i¢in agagidaki gibi verilebilir.

Teorem 4.1.3 X bir Banach uzay1 olsun. X igindeki bir (zy) dizisinin Sp-yakinsak olmasi

icin gerekli ve yeterli sart onun bir Sp-Cauchy dizisi olmasidir (Moreno-Pulido ve ark.,

2020).

Ispat. (z}), Sp-yakinsak olsun. Her j € Nicin K; = {k € N : ||z} — L|| < 1/} kiimesini
K;N1I,

tanimlayalim. K; D K ve % — 1 (r — o0) oldugu aciktir.

r > my iken |KyN1.|/h, > 0 yani K; NI, # () olacak bigimde bir m; sayis1 segelim.
Sonrasinda oyle bir my > my secelim ki r > my iken Ky N I, # () olsun . Buna gore,
my < r < mgy olacak bigimdeki her bir r i¢in k! € I, N K yani ka; — LH < 1 olacak

bigimde k. € I, secelim. Bu sekilde devam ederek genel olarak r > m,.; iken I, N K, # ()
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olacak bi¢imde m,1; > m, sayisi secelim. Boylece m, < r < m,;; olacak sekilde her r
icin bir k. € I, N K, segebiliriz ki bu durumda H:z:k/r — L|| < 1/p dir.
Boylece her r € N icin k| € I, ve lim, ,o 2 = L olacak bi¢imde (k) dizisi bulunmus

olur. Ayrica,

1 1
kel ow—ay| =} < {keIr:ka—LHng
1 €

dir. S0 I ve lim, o0 23y = L oldugundan () bir Sp-Cauchy dizisidir.

Kargit olarak (z) bir Sg-Cauchy dizisi olsun. Her € > 0 i¢in

kel :|m—L| >} < Hk €1 ||ng —

3
2 3)]
-2

E
+Hk:EIT:ka;—LH2§H

esitsizligini elde ederiz. (zj) bir Sg-Cauchy dizisi ve lim, .. 7y = L oldugundan son

esitsizlikten xy 55 I elde edilir. O

4.2 Modiiliis Fonksiyonu ve Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda herhangi bir normlu uzayda bir modiiliis fonksiyonuna gore kuvvetli lacu-
nary toplanabilme kavrami daha farkli bir formda ifade edilerek, onun modiiliis fonksiy-
onunun sagladigi kogullara gére kuvvetli lacunary toplanabilme ve f-lacunary istatistiksel

yakinsaklik ile iligkisi incelenmistir.

Tanim 4.2.1 f smursiz bir modiiliis fonksiyonu, § = (k,) bir lacunary dizi olsun. Eger

1
rlggof(hr)f (Z chk—l\|> =0

kel

olacak bigimde bir [ € X varsa x = (x) dizisi I'ye f-kuvvetli lacunary yakinsaktir denir.

Teorem 4.2.1 f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger (x,,) dizisi [ ye f-kuvvetli lacunary

yakinsak ise (x,), [ ye kuvvetli lacunary yakinsaktir.

Ispat. (x,) dizisi [ ye f-kuvvetli lacunary istatistiksel yakinsak olsun. Her p > 1 igin

oyle bir rg sayisi vardir ki her r» > ry i¢in

1
o (Zuxk—ur> <

kel

D=
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dir. Buradan

f (Z 2 — zu) < f(;“”) < f (%h) =/ Gjh)

kel
elde edilir. f artan oldugundan son esitsizlikten
1
D ek = 1l < =hy
kel, p
olur. Boylece her p > 1 i¢in
S o=t
kel < =
ho TP
elde edilir ki bu (z,,) dizisinin [ ye kuvvetli lacunary yakinsak olmasidir. [J

Agagidaki 6rnek Teorem 4.2.1in kargitinin dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 4.2.1 ky = 0 olmak iizere k, = 3" ile tammh 6 = (k,) lacunary dizisi ve f(z) =
log (1 4+ z) modiiliis fonksiyonunu ele alahm. Bu durumda hy = k1 —ko = 3, I} = (ko, k1] =
(0,3] ve r > 2 igin h, = 2.3""! I, = (3771, 3] olur. Reel terimli bir (z,) dizisini

{ 0 her j icin k # 37 ise
T —

Y
2771 — 1, en az bir j icin k = 3/ ise

bi¢ciminde tamimlayalim. Bu durumda

sz k] 0, r=11ise
e;l—: 71 — 0 (r— )
r gy e T2 2ise

oldugundan (z,,) dizisi [ = 0 sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir. Fakat

f (kZ; ’$k|> 0, r=11ise
el g (2
f (hr) log (1 + 37-12)’

log 2

(r = o)

r > 2 ise - log 3
oldugundan (z,,) dizisi [ = 0 sayisina f-kuvvetli lacunary yakisak degildir.

Tanim 4.2.2 f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Herhangi bir ¢ > 0 sayisina kargilik bir

f(ne’)
n

;( ;o< e ise f ye uyumlu

e’ > 0 sayis1 ve ng (g) sayist meveut 6yle ki her n > ny igin

modiiliis fonksiyonu denir (Leén-Saavedra ve ark., 2019).

Ornek 4.2.2 p > 0 i¢in f(z) = 2P + log (z + 1) ve f(z) = = + fonksiyonlar1 birer

T+
uyumlu modiiliis fonksiyonudur. Fakat

log (1 + ne’)
im ————~
n—oo log (14 n)

olmasi nedeniyle f(z) = log (z 4+ 1) uyumlu olmayan bir modiiliis fonksiyonudur (Ledn-

Saavedra ve ark., 2019).
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Teorem 4.2.2 f bir uyumlu modiiliis fonksiyonu olsun. Eger (x,) dizisi [ ye lacunary

istatistiksel yakinsak ise, o zaman (x,) dizisi [ ye f-lacunary istatistiksel yakinsaktir.

ispat. (x,,) dizisi [ ye lacunary istatistiksel yakinsak olsun. Yeterince kiigiik ¢ > 0 sayisi
segelim. f uyumlu modiiliis fonksiyonu oldugundan 6yle bir ¢’ > 0 ve rq(¢) sayisi vardir

ki r > ro iken (1)
flre
) = °

dur. Ayrica h, — oo (r — 00) oldugundan &yle bir 6; = d; (rg) (dolaysiyla 6, = &3 (g)

olur) sayis1 vardir ki her r > §; icin h, > ¢ dir. Buradan her r > §; icin

f(hee)
f(hs)

dur. Simdi de ¢ > 0 olsun. (x,) dizisi [ ye lacunary istatistiksel yakinsak oldugundan

r > myg iken

HE el : |lan— 1| > c}| < hee'

olacak bigimde bir my = my (&) sayist vardir. f artan oldugundan, n > max {mg, o} iken
fUik €L faw — Ul > c}]) _ f(he) _
f(hr) f(hr)

elde edilir. Buradan (x,,) dizisinin [ ye f-lacunary istatistiksel yakinsak oldugu elde edilir.

0

f—kuvvetli lacunary yakinsaklik i¢in benzer bir sonug¢ agagidaki gibidir.

Teorem 4.2.3 f uyumlu bir modiiliis fonksiyonu olsun.O halde (z,,) [ ye kuvvetli lacu-

nary yakinsak ise (x,) [ ye f-kuvvetli lacunary yakinsaktur.

Ispat. () dizisinin [ ye kuvvetli lacunary yakinsak oldugunu varsayalim. Buna gore,
herhangi bir ¢’ > 0 sayisina kargilik Oyle bir rq sayist vardir ki r > rq iken

> e =1 < e

kel

olur. f artan oldugundan son egitsizlikten

f (Z ||:ck—zn> < F (1)

kel

ve buradan da

A 0) s

f(hr) = ()

elde edilir. Bundan sonrasi i¢in Teorem 4.2.1 deki ispat siireci uygulandiginda istenen

sonug elde edilir. [
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Teorem 4.2.4 f modiiliis fonksiyonu olsun.

(a) Lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi f-lacunary istatistiksel yakinsak ise o zaman
f uyumludur.

(b) Kuvvetli lacunary yakinsak bir dizi f-kuvvetli lacunary yakinsak ise o zaman f uyum-

ludur.

Ispat. (a) (z,) dizisinin [ ye lacunary istatistiksel yakisak oldugunu fakat f-lacunary

istatistiksel yakinsak olmadigini kabul edelim. Bu durumda

f{i e Iy <z — U > 0})
f(ha)

olacak sekilde bir €q > 0 sayisi, bir ¢ > 0 sabiti ve bir (ry) alt dizisi mevcuttur. Diger

O<e<

taraftan, (x,) dizisi [ ye lacunary istatistiksel yakinsak oldugundan, her ¢ > 0 i¢in Gyle

bir ro(e) vardir ki her r > r( i¢in
{ie L :||x; =] >eo}| <eh,
f artan oldugundan
FOe Lo lz = Ul > eo}]) < flehy)

dir. Ozel olarak her r; > ro()

Sl i — U > =o}))  flehy)
f(h,) f(hry)

elde edilir. Bu, f nin uyumlu olmadigim gosterir. Boylece (a) ispatlanir. Ayni yontemle

(b) ispatlanabilir. J

O<e

Khan ve Orhan (2010) tarafindan tanimlanan A-diizgiin integrallebilme kavrami ve bu

kavrama iligkin bir karakterizasyonun ozel hali agagidaki gibidir.

Tanim 4.2.3 6 = (k,) bir lacunary dizi olsun. Eger

ise (zy) dizisi 6-diizgilin integrallenebilirdir denir (Khan ve Orhan, 2010).

Teorem 4.2.5 0 = (k,) bir lacunary dizi ve x = (xj) bir dizi olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir.

(a) x dizisi [ ye kuvvetli lacunary yakinsaktir.

(b) x dizisi | ye lacunary istatistiksel yakimsaktir ve #-diizgiin integrallenebilirdir (Khan

ve Orhan, 2010).
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Bu sonucun uyumlu modiiliis fonksiyonlar: kullanilarak elde edilen yakinsaklik tiirleri igin

de gegerli oldugu asagidaki teoremde gosterilmektedir.

Teorem 4.2.6 § = (k) bir lacunary dizi,x = (x}) bir dizi ve f bir uyumlu modiiliis
fonksiyonu olsun. Bu durumda agagidakiler denktir.

(a) x dizisi [ ye f-kuvvetli lacunary yakinsaktir.

(b) z dizisi | ye f-lacunary istatistiksel yakinsaktir ve 6-diizgiin integrallenebilirdir.
Ispat. (b)=(a): « dizisi [ ye f-lacunary istatistiksel yakmsak ve f-diizgiin integral-
lenebilir olsun. Teorem 3.1.2 den x dizisi [ ye f-lacunary istatistiksel yakinsaktir. Teorem
4.2.5’ten x, [ ye kuvvetli lacunary yakinsaktir. f uyumlu modii liis fonksiyonu oldugundan
Teorem 4.2.3’ten z, | ye f-kuvvetli lacunary yakinsak olur.

(a)=(b): « dizisi | ye f-kuvvetli lacunary yakimsak olsun. Teorem 4.2.1 ve Teorem
4.2.5'den, x dizisinin #-diizgiin integrallenebilir oldugu goriiliir. Simdi de x dizinin [
ye f-lacunary istatistiksel yakinsak oldugunu gosterelim. Herhangi bir ¢ > 0 sayisina

karsilik (1/n) < € olacak bigimde bir n € N secelim.
1
{kel ||z, —L|| >¢} C {k}EITZHIk—LH >E}

oldugundan

FUkE Tl =1 >} _ £ (ke dos lloe =1 > 1}])
f(hr) - f(hr)
olur. Dolayisiyla, herhangi bir n € N i¢in

LY STERTESY)
= 7 ()
oldugunu gostermek yeterlidir.

f(Zka—lH) > f S =l | > % S

kel, kel |lop—1)>1 kel ||lzp—1)>1

= (Z i - zu)

kel

- 1f(\{kefrzuxk—zn>1}\)
n n

fF{Eet o =U>2}) _ =
= F’ (Z o - ln)

f (hr) kel
olur. z dizisi [ ye f-kuvvetli lacunary yakinsak oldugundan son esitsizlikten
po SR E L = > 3}])
im
r—00 f(h,)
elde edilir. Boylece ispat biter. [J

=0

oldugundan

=0

31



5. SONUC VE ONERILER

Aizpuru ve ark. (2014) smirsiz modiiliis fonksiyonlarini kullanarak f-yogunluk adim
verdikleri yeni bir yogunluk kavrami tanimlamiglar ve bu yogunlugu kullanarak f-istatistik-
sel yakinsaklik ve f-istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarini incelemislerdir. Bu ¢alismadan
sonra toplanabilme teorisinde kullanilan yakinsaklik tiirlerinin modiiliis fonksiyonlar: kul-
lanilarak genellestirildigi goriilmektedir. Bu genellemelerden biri de lacunary istatistik-
sel yakinsaklik ve kuvvetli lacunary toplanabilme kavramlari tizerinedir (Bhardwaj ve

Dhawan, 2016).

Hazirlanan bu tez ¢aligmasinde genel bir normlu uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik
ve kuvvetli lacunary toplanabilme kavramlari incelenmis ve bu kavramlarin siirsiz modiiliis
fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen ve f-lacunary istatistiksel yakinsaklik ve f-kuvvetli

lacunary toplanabilme olarak adlandirilan gesitleri ele alinmistir.

Diger taraftan iki boyutlu N x N kiimesinin alt kiimeleri i¢in f-yogunluk ve ¢ift indisli
diziler igin f-istatistiksel yakinsaklk kavramlar1 yine Aizpuru ve ark. (2012) tarafindan
caligilmigtir. Ledn-Saavedra ve ark. (2022) ise tek indisli dizilerde elde ettikleri sonuglarin
benzerlerini ¢ift indisli dizilerin f-kuvvetli Cesaro yakinsakligi ve f-istatistiksel yakinsakligi
icin elde etmiglerdir. Boylece bu tezde tek indisli diziler i¢in ele aldigimiz tigilincii ve
dordiincii boliime ait sonuglarin ¢ift indisli dizilere taginmasi yeni bir caligma olarak

onerilebilir.
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