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1. GIRIS

Giiniimiizde matris teorisi, teorik matematik, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik egitimi
ve elektrik miihendisligi gibi ¢esitli teknik alanlar icinde gerekli matematiksel temel
bilginin ayrilmaz bir parcasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19. yiizyil ortalarindan
beri bilinmektedir. Ingiliz matematikci Sylvester, 1850 yilinda ‘matris’ kavramini
kullanmistir. 1853 yilinda Ingiliz bilgini Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’
isimli eserinde matrislerin bazi 6zelliklerinden faydalanmis fakat matris ismini heniiz
kullanmamustir. Yine bir Ingiliz matematikgisi olan Cavley, 1858 yilinda zamaninda
¢ok meshur olan ‘Memorie on the Theory of Matrices’ isimli ¢aligmasinda matris
cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur. Daha sonralari Fransiz Laguerre ve

Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler {izerinde ¢alismislardir.

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yi1linda Moore (1920, 1935) tarafindan
ortaya atilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir
sistematik ¢aligmaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki ¢aligmalardan habersiz
olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore tarafindan verilen invers
kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayni zamanlarda yasayan bilim
adamlarindan birisi olan Rao (1965) tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve
Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlarin tlimiinii saglamamaktadir. Bu nedenle bu
invers, Moore—Penrose inversten farklidir. Rao, daha sonraki ¢alismalarinda, lineer
denklemlerle ilgili problemlerinin ¢ziimiinde yeterli olacak ve Moore ve Penrose’ un
vermis oldugu tanimdan daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao
(1965)’ nun birgok caligmasinda yer almistir. Genellestirilmis inverslerle ilgili
sistematik gelismeler ve onlarin gesitli uygulamalari Generalized Inverse of Matrices

and Its Applications (Wiley, 1971) adli kitapta verilmistir.

Matrisler {izerine yapilan bu calismada J.J. Koliha, V. Rakocevi¢ ve I. Staskraba
tarafindan yapilan ¢alismalarda ele alinan Idempotent Matrisler ve izdiisiim Matrisleri
detayli bir bi¢imde ele alinmistir. Ayrica kompleks alan iizerinde tanimlanan
idempotent matrislerin sifirlilik derecesinin ne anlama geldigi verilmis, A ve B gibi iKi
idempotent matris verildiginde bu matrislerin bir lineer kombinasyonun da hangi

durumlarda idempotent olacagi verilmistir.



Izdiisiim matrislerin ve bunlarin uygulamalarmin arastirilmasinda, cogu kez
idempotent matrislerden olusan ¢esitli matris ifadeleriyle karsilasir. Ornegin P ve Q
iki izdiisim matris olmak tizere PQ,P + Q, AP + A,Q, PA— AQ, I, — PQ, PQ +
QP,(PQ)? — PQ, AAT™ + ATA, AA~ + BB matrisleri gdz oniine almabilir. Ote
yandan, Py, P,, ..., Py izdiisiim matrisleri olmak tizere A = P, + P,, A = P;P, + P,P;,
A = Pj ... Py; matris pargalaniglar1 da dikkate aliabilir. Bu gibi durumlarda, bu matris
ifadelerinin bazi elementer O6zelliklerinin yani sira bu matris ifadeleri arasindaki

iligkileri vermekte ilgi ¢ekicidir.

Bu problemler arastirilirken, matris rankinin izdiisiim matrislerinden olusan matris
ifadeleriyle basa ¢ikmak icin ¢ok zengin bir teknik oldugunu belirtelim. Bir matrisin
ranki, matrisler i¢in elementer matris islemleri ve benzerlik doniisiimleri gibi bazi

temel islemler altinda degismez.

Matris ranki hakkinda iyi bilinen bir ger¢ek sudur: Aymi mertebeden iki A ve B
matrisinin benzer, yani UAV = B olacak sekilde iki tersinir matris U ve V matrisinin
mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart r(A) = r(B) rank esitliginin saglanmasidir. Bir
matrisin slitunlarinin veya satirlarinin dogrusal bagimsizligini belirlemek i¢in en basit
yontem, matrisin elementer matris islemleri ile satir veya siitun eselon matris

formlarina indirgenmesidir.

Teorik olarak, izdiisiim matrislerinden olusan herhangi bir matris ifadesi i¢in, bu ifade
ile iliskili baz1 rank esitlikleri kurulabilir. Bu rank esitliklerinden yararlanarak, bu
ifadenin baz1 6nemli temel Ozellikleri elde edilebilir. Rank formiilleri, ¢esitli blok

matrisler ve elementer blok matris islemleri ile de olusturulabilir. Bazi bilinen sonuglar

asagida verilmistir:

I, A] [Im 0 ] [Im —AB 0
r =71 =71 y

[B I, 0 I, —BA 0 I,

Iy I —AB] _ [l 0 1__[0 In—A4B]
r[B 0 ] r[o B—BAB] T[B 0 ]
r[A ABY _ [A 0 ]z A— ABA 0]_

BA B 0 B—BAB 0 B

Son yillarda, bu yontemle bircok yeni ve 6nemli rank esitlikleri elde edilmis ve bu

rank esitliklerinden bir¢ok sonug ¢ikarilmustir.



2. GENEL BIiLGILER
2.1 Matrisler ve Matris Uzaylari

Tamm 2.1.1 Bir K cismi tizerinde n bilinmeyenli m tane lineer denklemden olusan

bir denklem sistemi, genel olarak,
Z}l=1 aijxj = bi' 1<i<m (211)
biciminde tanmimlanir, burada x;, 1 < j < n, ler bilinmeyenleri, a;;, 1 <i <mlerm.n

tane katsayilar1 ve b; ler de bilinen sayilar1 gostermektedir. (2.1.1) sistemi agik

bicimde yazilirsa
a11x1 + a12x2 + A + alnxn == bl
a21x1 + azzxz + A + aann = b2 (212)
Am1X1 + ApaXxy + -+ Xy = by,

elde edilir. Bu denklem sisteminin matris formatinda yazilimi

a11, a12 ....aln x1 bl
ayq,022 .... 02 Xy _ bZ
aml, amz e amn xm b‘l’l

seklindedir.

Tamm 2.1.2 K bircisimolsun. m,n € N, 1 <i <m, 1 <j < nolmak iizere biitiin

(i,)) sirali ikililerinin kiimesini B € N X N olarak alalim. B kiimesi iizerinde
f:B->K

fonksiyonunu
@) - fO) =a;

bigiminde tanimlayalim. a;; € K elemanlari

a11,A12 =+ A1pn
Q1,03 ... A
A= 21, %22 2n (213)

A1y Az - A



seklinde diizenlendiginde mn tane eleman ile olusturulan bu tabloya m X n tipinde bir
matris denir. Her (i,/),1 <i <m,1 < j < n ciftine karsilik gelen a;; elemanina ise
bu matrisin (i, j) —yinci bileseni denir.

Tanim 2.1.3 A = [aij], 1<i<m,1<j<n matrisi kisaca 4 = [aif]mxn seklinde
gosterilir ve A matrisine mertebesi m x n olan bir matris denir. Mertebesi m X n olan

ve bilesenleri bir K cisminden segilen biitiin matrislerin climlesi K* ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 A = [al- j] veB = [bl- j] m X n tipindeki herhangi iki matris olmak iizere
her (i, ) i¢in
aij=bij, 1<i<m, ve ISJSn

ise bu iki matrise esit matrisler denir ve A = B seklinde yazilir. Bu durumda (=)

isleminin K, izerinde bir denklik bagintis1 oldugu agiktir.

Tanmim 2.1.5 Egerbir A = [aij] matrisinde her bir a;; eleman sifira esitse A matrisine
sifir matrisi denir.
Tamm 2.1.6 IkiS = [sl-j] ve T = [tl-j] € K;* matrislerinin toplamu, (i,j) -yinci
bileseni s;; + t;; olan bir matris olup

+: Kt X Kt = KT

(S,T) > S+T = [s;;] + [ti/]

Smittm1i Smz2ttmz o -Smnt tmn

¢ € K herhangi bir skaler olmak iizere cT € K" matrisi (i, j) -yinci bileseni ct;; olan

bir matristir. Yani
KX K- K
(c,T) — cT = |Ctar  Claz - Clon (2.1.5)
Ctim1  Ctyg . Clipn
dir. O halde VT € K;* matrisi i¢in 0 € K olmak {izere 0T = 0 € K;* m X n tipinde

sifir matristir.



Matrislerin toplamimin ve skaler ile carpimimin Ozellikleri asagidaki teoremde

toplanabilir.

Teorem 2.1.1 Bir K cismi {izerinde tanimlanan m X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesi K;* olsun. Bu takdirde herhangi A, B, C € K;* matrisleri ve herhangi k4, k, €

K skalerleri igin

) (A+B)+C=A4+B+0)
i) A+0=4

i) A+(=A4)=0
iv) A+B=B+A
V) ky(A+B) =k,A+k,B
Vi) (ky + ko)A = kA + k,A
vii)  (kikz)A = ki(kz)A
vii) .LA=Ave 0.A=0
esitlikleri saglanir.
Tamm 2.1.7 S = [sy] € K* ve T = [ty;] € K} olmak iizere S ve T matrislerinin
carpimi
* KX KR - K
(S,T) > ST = [sul[tr;] = [Zhersutij]1<i<m1<k<nl1<j<p
bigiminde, yani,

(s11t11 + . S1ntn1) - (511t1p + ot Slmtmp)

ST = (2.1.6)

(Smltll + -Smntnl) (smltlp + ot Smntnp)
seklinde tanimlanir. O halde matris carpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci ¢arpanin

stitun sayis1 ikinci ¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Calismamizda herhangi iki S

ve T matrisinin ¢arpimlarinda S * T yerine ST gosterimini kullanacagiz.

Tamm 2.1.8 Kosegen lizerindeki bilesenleri 1 ve kosegen disindaki bilesenleri O olan

n X n mertebeden bir matrise birim matris denir ve I, ile gosterilir. Yani



1 - 0
0 - 1

dir. Herhangi bir A € K;* matrisi igin I,,A = Al,, = A dir.

Tammm 2.1.9 AveB € K;! matrisleri AB = BA = I,, bagintilarin1 saglayan birer
n X n mertebeli matris iseler B matrisine A matrisinin tersi denir. Bir kare matrisinin

tersi varsa tektir.

Tamm 2.1.10 A € K™ matrisinin transpozu A’ veya AT ile gosterilir ve (j, i) bileseni
An (i, ) bileseni olan bir n X m matristir. Diger bir ifadeyle AT matrisi A matrisinin
satir ve slitunlarinin kendi aralarinda yer degistirilmesiyle elde edilir. O halde transpoz

islemi K = K} seklinde bir islemdir.
Teorem 2.1.2 V A, B € K;* matrisi i¢in
i) (A+B)T=A4T+BT
i) ANT=4
iii) (kA)T = kAT, k € K bir skalar
iv) (AB)T = BTAT
esitlikleri saglanir.

Tamm 2.1.11 A? = A kosulunu saglayan kare matrislere idempotent matris denir.

Ornegin,
1 11 17_1 1 010][010]=[01o‘
[00”00] [oo]"e [8(1)(1’-8(1)(1) 8(1)2
oldugundan
BRI

matrisleri birer idempotent matristir.
Tamm 2.1.12 x4, x5, ..., x,, vektorler kiimesi verilmis olsun. Z?:o a;x; = 0 esitligi

ancak a4, a,,...,a, skalerlerinin timii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu

durumda x4, x5, ..., x, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani,



a,, a,, ..., a, skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak iizere Z?:o aix; =0
esitligi saglaniyorsa bu durumda x4, x5, ..., x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.
Tammm 2.1.13 A € K;* K cismi iizerinde tanimlanan m X n tipinde bir matris
olsun. A matrisinin lineer bagimsiz siitun vektorlerinin maksimum sayisina
A matrisinin siitun ranki, A matrisinin lineer bagimsiz satir vektorlerinin maksimum
sayisina ise A matrisinin satir ranki ad1 verilir.

Teorem 2.1.3 K cismi iizerinde tanimlanan m X n tipindeki bir A € K;* matrisi igin

I)  Satir ranki ile siitun ranki ayni1 say1ya esittir. Bu saylya A matrisinin ranki denir

ve r(A) ile ifade edilir.

i) A matrisine elementer satir ya da siitun islemlerinin uygulanmasi ile A

matrisinin ranki degismez.
iii) A matrisinin ranki ile transpozunun ranki birbirine esittir.[4]

Tamim 2.1.14 n X n tipindeki bir A kare matrisi igin eger r(A) = n ise A matrisine
bir nonsingiiler matris denir. Aksi durumda, yani, r(4A) <n ise A matrisine bir

singiiler matris denir.

Tammm 2.1.15 i) {1,2, ...n} kiimesinin kendisi {izerine bir birebir ve orten bagintisi
veya es deger olarak 1,2,..n sayilarmin yeniden bir siralanmasina {1,2,...n}

kiimesinin bir ¢ permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon,

=G 52 O i)
veya

0 = juj2ssdn o Ji = (D)
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S,, ile gosterilir. S,, de gelisigiizel
bir ¢ permiitasyonu, 6rnegin ¢ = jy, j,, ..., j, diistiniildiigiinde o da ¢ift veya tek sayida
permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permiitasyon denir. O halde bir ¢ nin

isareti

_{ 1, eger o giftise
Sgne = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.



i) A = [a- ] bir K cismi {izerinde taniml1 kare matris olsun.
YUlnxn

a11 alz aln
A — a21 azz aZn
An1 Qnz2 - QAun

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak iizere
n elemanin bir ¢arpimi disiinilstin. Boyle bir carpim ayj,.aj,. ... a,j, seklinde
yazilir. Burada ¢arpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yilizden alt indisler 1,2,...,n
dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli siitunlardan geldiginden, ikinci alt indislerin
dizisi S,, de bir ¢ =j,J,, ..., jn permiitasyonunu olusturur. Tersine, S,, deki her
permiitasyon yukaridaki sekilde bir carpim tanimlar. Boylece A matrisi boyle n!

carpim kapsar.

A= [aij]nxn kare matrisinin determinanti det(4) veya |A| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpant sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢carpimlarin toplamidir. Yani,
|A| = Yo(sgno)ayj,, azj,, ... ,Qnj,

veya
|A| = Yses,(5gN0) A16(1), A26(2)r -+ » Ang(n)

seklinde n mertebedendir.

A= [ai j] matrisinin determinant1 agagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.

nxn

iii) 1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinant1 kendisidir. Baska bir deyisle A = [a]

ise, bu durumda det(A) = |a| = a olur.
Iv) 2 X 2 tipindeki bir A matrisi i¢in

a1 Qg2

_ [a11
az1 04z

. ZZ] = det(A4) = |

| = 011022 — Q12021
olur.

V) Bir A= [a- ] matrisinin bir a;; elemaninin |M ; | seklinde tanimlanan mindrt,
7 M ij ij

A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmasi ile olusan (n — 1) X (n — 1)

tipindeki kare matrisin determinantidir.



vi) Bir A =[a;;] __ matrisinin bir a;; elemaninm mindrii |M;;| olsun. A matrisinin
nxn
bir a;; elemaninin 4;; seklinde gosterilen kofaktorii (isaretli mindrii veya es carpant),
Ay = (=DM | My
seklinde tanimlanir.

vii) Bir A = [ai j]nxn matrisinin determinant1 her hangi bir satir (siitun) elemanlarinin

kendi kofaktdrleriyle carpilip bu carpanlarin toplanmastyla bulunur. Yani herhangi i

vej (i,j =123, ..,n)igin
det(A) = YRoq e Ape = Xie=1 (1) ay | My | (2.1.7)
det(A) = Xi=1 ayj- Arj = i1 (=1 ay ;| My | (2.1.8)
seklinde tanimlanir.

Her bir i igin, (2.1.7) agilimima, A matrisinin determinantinin i—yinci satira gore
acilimu, her bir j igin, (2.1.8) agilimina ise A matrisinin determinantinin j—yinci siituna

gore agilimi denir.

viii) BirA = [aij]nxn matrisi i¢in |A| = 0 ise, A matrisine singiiler matris, |A| # 0 ise,

A matrisine nonsingiiler (veya regiiler) matris denir (Branson R., 1999).

Tamm 2.1.16 i) BirA = [aij]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.

Ek(4) = [4,] = [4;]

matrisine A matrisinin ek matrisi denir.

Ay A o ARl A A v Am
Ek(A) = |41 Az 0 Am| =14 A v An
Anl AnZ Ann Aln AZn Ann

i) Bir A = [aij]nxn matrisi i¢in A.B = B.A = I, olacak sekilde bir B = [bij]

nxn

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A7 = B ile gosterilir
(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.4Bir A = [al- j]nxn matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimu bir skaler

matris olup,



o o

= |AlL, (2.1.9)

10
AEK(A) = Ek(A).A = |A[|0 1
0 0

—_

ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.5 Bir A = [a;;] _nonsingiiler matrisinin inversi,

41
A7t = 2 Ek(A) (2.1.10)

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tamm 2.1.17 A:V - W lineer doniisiimiinde W nin A(«) elemanma a € V nin A4

lineer doniisiimii altindaki goriintiisii denir. SC V' i¢in
AS) ={A(a):a €S} cW

alt kiimesine ise S kiimesinin A lineer doniisiimii altindaki goriintilisti denir. V vektor

uzayinin
A1(0) ={a e V:A(a) = 0}

altkiimesine A lineer doniisiimiiniin sifir uzay1 (sifirlig1) veya cekirdegi denir. Ote

yandan W vektor uzayinin
AWV) ={A(a):a € V}
alt kiimesine A lineer doniisiimiiniin degerler bolgesi denir.

Tamm 2.1.18 A € K;* m X n tipinde bir matris olsun.

N(A) = {x:Ax = 0}
seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin sifir (null) uzay1 adi verilir.
Tamm 2.1.19 A € K;* m X n tipinde bir matris olsun.

R(A) = {y:y = Ax}

seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin siitun (ranj) uzay1 ad1 verilir.

Tanim 2.1.20 Eger A matrisi n X n tipinde nonsingiiler bir matris ise bu takdirde
AX = XA = I, olacak sekilde bir X matrisi vardir. A~! ile gosterilen X matrisi tektir
ve bu matrise A matrisinin tersi denir. Bu durumda A ve B matrisleri tersleri olan ayni

tipten matrisler ise

10



(A =)t ve (AB)"'=B"1A1
esitlikleri vardir.

2.2 Genellestirilmis Inversler

Tanmim 2.2.1 A m X n tipinde bir matris ve r(4A) = r < min{m, n} olsun. Bu durumda
asagidaki dort kosulu saglayan n x m tipindeki bir matris olan X matrisine A

matrisinin Moore-Penrose genellestirilmis tersi denir.

) AXA=A
i) XAX =X

i) (AX)* = AX
iv) (XA)* = XA

Bir A matrisinin Moore-Penrose genellestirilmis tersi A* ile gosterilir.
Tammm 2.2.2 Tanim 2.2.1 daki kosullardan yalniz (i) kosulunu saglayan bir
genellestirilmis terse kosullu genellestirilmis ters; (i) ve (ii) kosullarin1 saglayan bir
genellestirilmis terse iki kosullu genellestirilmis ters; (i), (ii), (iii) ya da (i), (ii), (iv)
kosullarini saglayan bir genellestirilmis terse ise ii¢ kosullu genellestirilmis ters denir.
Bir kosullu genellestirilmis terslerin kiimesi AW iki kosullu genellestirilmis terslerin
kiimesi A2 ve ii¢ kosullu genellestirilmis terslerin kiimesi ise A{1%3} veya A{1:24)
ile gosterilir. Bu durumda bu tersler arasinda

At c Al123} 4{124) ¢ 4002} < 4(1)

bagintisinin saglandig aciktir.

Bir A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~ matrisinin Moore-Penrose sartlarini
saglayacag: agiktir. Yani A~1 = A* olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A* matrisinin mevcut olup olmadig ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.2.1 Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde

sifir matristir.

11



Teorem 2.2.2 Her A matrisi i¢cin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir ve yalniz bir

tek A*™ matrisi vardir.

Teorem 2.2.3 m X ntipinde bir A matrisinin Moore—Penrose inversi n X m tipindedir.

Teorem 2.2.4 i) m x n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlar 1 ise, A* = ﬁA*

dir.

ii) a, n X 1 tipinde bir siitun vektérii ise, bu durumda a* = (a*a)~'a* seklindedir.
iii) a, 1 X n tipinde bir satir vektorii ise, bu durumda a*, a* = a*(aa*) ! seklindedir.
Teorem 2.2.5 A herhangi bir matris olmak tizere

AT = (A4 (2.2.1)
esitligi gecerlidir.

Teorem 2.2.6 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, herhangi bir A matrisi i¢in, (A*)* = A olur.

Teorem 2.2.7 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin ranki kendi rankina esittir. Yani,
r(A) = r(A") dir.

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin rankir ise, A*, AAT, AT A, AA* A, AT AAT

matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu gortiliir.
Teorem 2.2.8 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde A* = A dir.

Teorem 2.2.9 B = Ko6s{b;1,by3, ... , by} ise, B matrisinin Moore—Penrose inversi
BT, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kdsegen elemam by; # 0 ise b;* ve

b;; = 0 ise “0” olan bir kdsegen matristir.
Teorem 2.2.10 1) A, m X n matrisi tam satir rankl1 bir matris ise, bu takdirde
At = A*(AA)tve AAY =1,
dir.
i) A, m X n matrisi tam siitun rankl1 bir matris ise, bu takdirde
AT = (A*A) 1A ve ATA =1,

olur.
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Ispat: Her iki durum icin verilen A% matrislerinin Moore—Penrose sartlarini

sagladigini gostermek yeterlidir. Buna gore,
i) (i) AA*A = AA*(AA") 1A = (AA")(AA") 1A = 4,
(i) A*AA* = A" (AA")TAA* (447!
= A*(AA*)"1(AA")(AA) ™t = A" (AA")~t = A™T,
(iii) (AA")* = (AA*(A4) ™))" = ((AA)AA) D =I" =1
= (AA*)(AA")™1 = AA*(AA*)™T = AA*,
(iv) (A*A)" = (A"(AA")"1A)" = A"(AA") 1A = A*A
olur.
ii) (1) AA*A = A(A*A)1A"A = A(A*A) 71 (A*A) = 4,
(i) A*AAT = (A"A)1ATA(ATA) 1A
= (A"A) (A" A)(A*A) 14" = (A"A) AT = AT,
(iii) (AA")* = (A(A*A)714%)" = A(A*A)714* = 44",
(iv) (A*A)" = (AA)TA'A)" = (A" A) @A) =1" =1
= (A"A)"1(A*A) = (A*A)14"A = A*A

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3 DIK iZDUSUM MATRISLERI ICIN BAZI RANK ESITLIKLERI

3.1 Dik Izdiisiimler i¢cin Baz1 Esitlikler ve Islemler

A bir kompleks kare matris olmak iizere eger A2 = A = A* ise A matrisine bir dik
(dik) izdiisiim adi verilir, burada A* matrisi A matrisinin eslenik transpozunu belirtir.
Bu kisimda, dik izdiisiimlerden olusan matris ifadeleri ve matris ranklar1 cinsinden
bunlarin dzellikleri kapsamli bir sekilde incelenecektir. Oncelikle dik izdiisiimler ve
bunlarin islemleri igin iyi bilinen rank formiilleri verilecek ve daha sonra dik
izdiisiimlerden olusan matris ifadeleri icin ¢esitli yeni rank formiilleri olusturulacaktir.
Uygulamalar olarak, dik izdiisiimler ve bunlarin islemleri {izerine ¢esitli esitliklerin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar gelistirilecektir.

mxn tipindeki tiim kompleks matrislerinin kiimesini C™*" ile gosterelim ve A*, r(A),
R(A) ve N(A) sembolleri A € C™™ matrisinin  sirasiyla eslenik transpozunu,
rankini, ranjin1 (siitun uzayini) ve ¢ekirdegini (sifir uzayini), I, m. mertebeden birim
matris, [4,B] ise A ve B den olusan bir satir blok matrisi gostersin. A € C™*"
matrisinin A* ile gosterilen Moore-Penrose inversi asagidaki dort matris denklemini

saglayan ve tek tiirlii belirli olan X € C™™ matrisi olarak tanimlanir.
() AXA = 4; (i) XAX = X, (iid) (AX)" = AX, (iv) (XA)* = XA

Ote yandan sadece (i) denkleminin saglanmasi halinde X matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi denir ve X = A~ ile gosterilir. Herhangi bir A matrisinin tiim
genellestirilmis inverslerinin kiimesi {4~} ile gosterilir. 7(4%2) = r(A4) olan A €
C™X™ matrisi icin A’ nin A* ile gosterilen grup inversi asagidaki ii¢ matris denklemini
saglayan vetek tiirlii olarak belirli olan X matrisi olarak tanimlanir.
() AXA = A, (i) = XAX = X, (iii) = AX = XA.

Bu durumda A* matrisi igin iyi bilinen bir formiil A* = A(4%)* A seklinde verilebilir.
Bilindigi gibi genellestirilmis inverslerin en nemli uygulamalarindan biri, matris

denklemlerinin genel ¢oziimlerinde oldugu gibi blok pargalanmis matrislerin ranklar

icin kapali-form formiillerin tiiretilmesidir.
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Bir A € C™™ matrisi hem idempotent hem de hermityen ise, yani 42 = A = A* ise
bu durumda A matrisine bir dik izdiisiim denir. Eger R(X) = R(4) ve X? = X = X*
esitlikleri saglaniyorsa bu durumda X € C"™™ matrisine A € C"™™ matrisinin R(A)
ranj uzay1 tizerine bir dik izdiisimi denir ve X = P, ile gosterilir. Moore-Penrose
invers tanimindan kolayca goriilebilir ki AA™ ¢arpimi R(A) iizerine dik izdiisiimdiir,
yani, P, = AA* dir. Bu durumda Pi = I,, — AA* matrisi P, matrisinin tamamlayic1
izdlisimii olarak adlandirilir. Geleneksel tanima ek olarak, X = P, dik izdiistimii

asagida gosterildigi gibi bazi farkli denklemlerle de tanimlanabilir.

Lemma3.1.1 X € C™"™ ve A € C™" olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine
denktir:

(@)X =P
(b)) R(X) =RA) ve X = XX7,
() RX) SRA) ve A"A = A7,

(d) R(X) S R(A) ve XA = A4,

__argmin N
(e)X—XA =Atr(XX ),

(fAX =A", XA = A ve r(X) = r(4).

Dik izdiistimler, matris teorisi ve uygulamalarinda sik¢a kullanilan en basit
matrislerden biridir. Her durumda, dik izdiisiimler ve bunlarin cebirsel 6zellikleri
kendi i¢lerinde ilgingtir. Dik izdiistimlerin lineer kombinasyonlar1 ve dik izdiistim
polinomlari ile bunlarin cebirsel 6zellikleri literatiirde yaygin olarak ele alinmstir. P,
dik izdiisiimii hakkinda ilging sonug, herhangi b € C™* ve x € C™*?! vektorleri i¢in

(b — Pyb)*(b — Pyb) < (b — Ax)"(b — Ax)

ile verilen en kiiciik kareler 6zelligidir. Dik izdiisiimlerden olusan ¢esitli ifadeler veya
esitlikler matris teorisi ve uygulamalarinda ortaya ¢ikar. Bu ifadeler ve esitlikler genel

olarak sirastyla

(P, Py ..., P) Ve p(Py, Py ..., P ) = q(Q1, Qs -, Q)

seklinde yazilabilir, burada Py, P,,..., P, Q1,Q3, ..., Q; dik izdisimlerdir. Bu

durumda bu esitliklerin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar gibi, bu ifadelerin bazi

15



temel Ozelliklerinin tiiretilmesi olduk¢a Onemlidir. Ayrica dik izdiistimlerin
incelenmesinde izdiisiimlerin (eszamanli) ayrisimlari ve bunlarla ilgili islemler
oldukea dikkate degerdir. Iki veya daha fazla dik izdiisiime ve bunlarla ilgili islemlere
iliskin bir diger basit yaklasim matrislerin ranklarini kullanmaktir. Bir matrisin ranka,
matrisin siitun (satir) uzaymin boyutu olarak tanimlanir. Bu durumda A = 0 olmasi
icin gerek ve yeter sart r(4) = 0 olmasi oldugunu hatirlayalim. Bu durumda A = B
olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7(A — B) = 0 olmasidir. Dolayisiyla A — B farkinin
ranki i¢in bazi formiiller tiiretilebilirse, bu formiiller A = B esitligini karakterize
etmek icin kullanilabilir. Matris rank metodu olarak bilinen bu metot ¢esitli matris

esitlikleri olusturmak ve bunlarin 6zelliklerini gostermek i¢in kullanilabilir.

Bu kisimdaki amacimiz, dik izdiistimlerden olusan bazi tipik matris ifadelerine matris
rank metodu yardimiyla bazi yeni yaklagimlar vermektir. Bununla ilgili olarak dik
izdiisim matrisleri icin bilinen bazi rank esitliklerini literatiire kazandirmak, Dik
izdiisiimler igeren matris ifadeleri i¢in degisik rank esitlikleri vermek ve bu rank
esitliklerini kullanarak dik izdiisiimlerin bir¢ok ©nemli yeni 6zelligini tiiretmek

hedeflenmistir.

Elementer matris iglemleri altinda bir matrisin rankinin degismedigini hatirlayalim.
Dolayisiyla, matris rank esitlikleri g¢esitli blok matrisler ve elementer blok matris
islemleri (EBMO'lar) yardimiyla kurulabilir. Ornegin, elementer blok matris islemleri

yardimiyla
Im A7_ _ _ _
r [ B I ] =m+r(,—BA) =r(,, —AB) +n (3.1.2)

esitligi kolayca gosterilebilir. Ozel olarak, hem P hem de Q matris ayn1 mertebeden

idempotent matrisler ise bu takdirde,

—-P 0 P p
r|l0 Q Q|=r [Q] +7r[P,Q] =r(P)+7r(Q)+7r(P—0Q) (3.1.2)
P Q O
—-PQ 0 PQ
r{0 QP Qp|=r [}Q)}Q,] + r[PQ, QP]
PQ QP 0

=r(PQ) +r(QP) + r(PQ — QP) (3.1.3)
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olacaktir. Bu rank formiilleri, farkli matris ifadeleri arasindaki iliskileri karakterize
etmek i¢in kullanilabilir. (3.1.1)-(3.1.3) de verilenlere benzer ¢ok sayida rank esitligi
cesitli elementer yontemlerle olusturulabilir. Dik izdiisiimler idempotent oldugundan

P, ve P4+ izdiisiimlerinin
r(Py — Py ) = 2r[A A" — 2r(A) (3.1.4)

rank esitligini  sagladigint  (3.1.2) den kolayca gormek miimkiindiir.
Bu rank formiilii ise Py — P4+ farkinin rankinin bir ¢ift say1 oldugunu ve bu sayinin
[A,A"] ve A matrislerinin ranklarindan hesaplanabilecegini gosterir. Dahasi, bu
formiil ayn1 zamanda AA™ = A* A olmasi i¢in gerek ve yeter sartin [4, A*] = r(4) ,
yani R(A) = R(A") oldugunu da gosterir.

A12

) ] matrisi bir dik izdiisiim ise bu takdirde
22

. . A
Bagka bir basit sonug, eger A = [ Ail
12

r(A) =1(A11) +7(42;) —1(412) (3.1.5)

oldugudur. Bu durumda bu formiilden A;; matrisinin A daki A,, — A},A} A;,

Schur komplementinin
(A, — A1AT1 A1) = 1(Az) — T(A1:41,41,) (3.1.6)

rank c¢ikarimsallik sartin1 sagladigint da kolayca gérmek miimkiindiir. Tim bu
sonuglar, dik izdiisimlerin 6zelliklerinin ve dik izdiisimlerden olusan esitliklerin

matris rank yontemi ile karakterize edilebildigini géstermektedir.

Bu kisimda, idempotent matrisler ve dik izdiisiimler i¢in verilmis iyi bilinen bazi rank

esitliklerini siralayacagiz. Daha sonraki kisimlarda bunlari tekrar tekrar kullanacagiz.

Lemma3.1.1 A € C™",B € C™*k ve C € C*™ olsun. Bu takdirde,

r[A,B] = r(A) + r[(I,, — AA)B] = r(B) + r[(I,, — BB*)A] 3.L7)
r [é g] = 7(B) +7(C) + [(I,, — BB*)A(I, — C*C)] (3.1.8)

Lemma 3.1.2 G, ,G, ,G3 € C™™ matrisleri A € C"™" matrisinin {i¢ dis inversi
olsun, yani G;AG; = G; ,i = 1,2,3 olsunve R(G;) € R(G,) ve R(G]) S R(Gy) i =
2,3 oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

r(Gy — G, — G3) =1(Gy) —r(G,) —r(G3) + r(G,AG3) + r(G3AG,)  (3.1.9)
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esitligi saglanir. Bu durumda (3.1.7) esitligi
[Py, Pgl = 1(Py) + r(PiPgy =1(Pg) + (PgPy) (3.1.10)
seklinde de yazilabilir.

M = [A,B] matrisi verilmis olsun ve P,PiP; = 0 olduguna dikkat edelim. Bu

durumda asagidaki esitlik yazilabilir.
Pu = Pipy pg) = Pa+ Ppip, = Ps +Ppyp, (3.1.11)
Bu iyi bilinen bir sonugtur.
Sonuc 3.1.1 A € C™™ ve B € C"™* olsun. Bu takdirde,
7(Py + Pg) =71[P4, Pgl, (3.1.12)
r(Py +Pg)=7r(Py)+r(Pg-PyPg) =r(Pg) +r(P4-PgPy) (3.1.13)
r[Py,Pg] =1(Py) + r(Pg) — m + r[Pf, Py] (3.1.14)
r(Py +Pg) =1(Py) +1(Pg) —m+1r(Pi + Py) (3.1.15)
esitlikleri saglanir.

Ispat. Herhangi bir M icin r (MM*) = r (M) oldugunu hatirlayalim. Bu takdirde,
(3.1.12) den [Py, Pgl[P4, Pg]* = P, + Pg oldugu goriilir. Bu durumda (3.1.13)
esitligi (3.1.10) ve (3.1.12) esitliklerinden elde edilir. (3.1.10) esitliginde P4 ve Pg
izdiisiimleri yerine sirastyla bunlarin komplement izdiisiimleri P;- ve Pg yazilir ve

r (Pi) = m — r (P,) oldugu dikkate alinirsa bu takdirde (3.1.14) de istenildigi gibi
r[Py, Pg] =7(Py) +r(Pg — PiPg) = m —1(Py) + 7(PaPy)
=m—1(Py)—1(Pg)+7[Py,Ps ]
oldugu goriiliir. (3.1.15) esitligi ise (3.1.12) ve (3.1.14) esitliklerinden elde edilir.
Iki idempotent matrisin rankina iliskin asagidaki sonug verilebilir:

Lemma 3.1.3 A, B € C"™™ herhangi iki idempotent matris olsun. Bu takdirde,
A
r(A—B) =r [B] + 1[4, B] — r(A) — (B) (3.1.16)

r(A—B) =1r(A— AB) + r(AB — B) (rank toplamsallik sart1) (3.1.17)
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r(A—B) =1(A— BA) +r(BA — B) (rank toplamsallik sart1) (3.1.18)
esitlikleri saglanir.

M € C"™™ matrisi verilsin. A € C™™ ve B € C™" matrislerinin herhangi iki

idempotent matris oldugunu varsayalim. Bu takdirde,
AM
r(AM — MB) =r| 5 | +r[MB, 4] - r(a) - r(a), (3.1.19)

r(AM — MB) = r(AM — AMB) + r(AMB — MB) (3.1.20)
esitlikleri saglanir.
Lemma 3.1.3{in P, ve Py dik izdiisiim ¢iftine uygulanmas1 asagidaki sonucu verir.

Sonug¢ 3.1.2 A € C™" ve B € C™ olsun. Bu takdirde

7(Py — Pg) = 21 [Py, Pg] — 7 (Py) — 1 (Py), (3.1.21)
r(Py — Pg) = r(PgPy) + r(PiPp), (3.1.22)
(I, — Py — Pg) = r(PiPg) + (P, Pp), (3.1.23)

r(ly,—Py—Pg)=m—r(Py ) —7r(Pg) +2r(P, Pg ) (3.1.24)

esitlikleri saglanir. Bu nedenle,
P, Pp =0 r(I, — Py —Pg) =m—r(Py) —r(Pg);
Py +P; =1, Py Py =0 ve r(P)+1(Pg) =m
ifadeleri dogrudur.
Lemma 3.1.4 A € C™" ve B € C™ olsun. Bu takdirde,
r[A"(Im — Pg )y — P4 )B] = 7[P4(I;y — Pg )Ly — P4 )B
=r[A*B — A*'BB*(A*)* A*B]
=1[(P4Pg)?* — P4 Pg]
=71[Py,Pgl +7r(PyPg) —1r(Py) —r(Pg) (3.1.25)
=r[A,B]l+r(A*B) —r(A) —r(B) (3.1.26)
dir. Bundan dolayz,

(a)r[A,B] = 7r(A) +r(B) —r(A*B);
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(b) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(D BT(A)*T €{4"B)"},
(it) (PyPg)? = Py Py,
(iii) r[A,B] =r(A) + r(B) — r(A"B).
A, B € C"™™ herhangi iki matris olmak iizere asagidaki rank esitsizliginin sagladigi
kolaylikla gosterilebilir.

r(A+B) > [*B‘] +7[A,B] — r(A) — (B) (3.1.27)

Bu durumda Lemma 3.1.4(a) y1 (3.1.27) esitsizligine uygularsak
r(A+B)=r(A)+r(B) —r(A’B) —r(AB") (3.1.28)
esitsizliginin saglandig1 goriiliir.
Lemma3.1.5 4 € C"™" ve B € C"™ matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
7(PaPp — PpPy) = 2r(PyPp — P4PpPy)
= 2r(P4Pg — PgPsPs)
= 2r[PyPg — (PaPp)?] (3.1.29)
esitlikleri saglanir.

Lemma 3.1.5 gosterir ki (P4Pg)? = P,Pg olmas1 yani, P,Pg nin bir dik izdiisiim
olmasi i¢in gerek ve yeter sart P4Pg = PgP4 olmasidir. Bu durumda (3.1.26) ve
(3.1.29) esitlikleri birlestirilerek

r(PyPy — PgPy) = 2r[P, Pg| + 2r(P4Pg) — 21 (P,) — 2r(Pp) (3.1.30)
oldugu goriiliir. Boylece,
P,Pg = PgPy < 1Py, Pg] = 1(Py) + (Pg) — r(P4Pg) (3.1.31)

yazilabilir. Bunun sonucu olarak bir A € C™™ igin (3.1.30) esitligi PyP4+ — P4+ Py

komiitatoriine uygulanarak,
7‘( PAPA* _PA* PA) = ZT[A,A*] + ZT(AZ) - 4'7"(14)

esitliginin saglandig1 gosterilebilir.
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Sonu¢ 3.1.3 4 € C"™" ve B € C™ matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
(@) r[(Px, Pg] + r(PiPg)-7(Py) — r(Pg)
=71[Py, Pg] +1(PyPg) —7(Py) —7(Ps)
(b) r[(PiPg)* — PiPg] = r[(PaPg)* — P4Pg]
esitlikleri gerceklenir.
Ispat. (3.1.30) esitliginde P, ve Py yerine sirastyla, P4 ve Pg yazilirsa
r(PiPg — P5Pi) = 2r[Pf, Pg] + 2r[Pi Py] + 2r(Pi) — 2r(Pg) (3.1.32)

esitligi yazilabilir. Ote yandan, P;P# — PgPi = PPy — PgP, oldugu goz oniine

alinirsa,
r(PLPg — P5Pi) = 2r[P,, Pyl + 2r(P,Pg) — 2r(Py) — 2r(Pg) (3.133)

esitligi elde edilir. (3.1.32) ve (3.1.33) esitliklerinin birlestirilmesiyle(a) daki sonuca
ulasilir. (b) deki sonug ise (3.1.26) ve (a) sikkindan kolayca goriilebilir.

Onceden bilinen rank esitlikleri, dik izdiisiimler i¢in gesitli esitlikleri karakterize
etmek i¢in kullanilabilir, dzellikle iki dik izdiisiimiin komutatifliginin gosterilmesinde
kullanilabilir. Ornegin, (3.1.29), (3.1.31) ve (3.1.32) esitlikleri asagidaki ifadelerin

esdeger oldugunu gosterir:
(a) PyPg = PgP, dir, yani P, Pz Hermityendir.
(b) PyPg = PyPgP, = PgP,Pg = (11)1411)3)2
(¢) r[A,B] =r(A) + r(B) —r(A"B),
(d) r[Pi, Pg]l =r(Pi) +r(Pg) — r[Pi Pl

Bu durumda r(4%? — A) = r(A4) + r(I,, — A) — m rank formiilii (P,Pg)? — P,Py Ve

(PgP,)? — PgP, ifadelerine uygulanirsa
T[(PAPB)Z - PAPB] == T(Im - PAPB) + T(PAPB) —m (3134)
T[(PBPA)Z - PBPA] = T'(Im - PBPA) + T(PBPA) —m (3135)

esitliklerinin saglandigi goriiliir.
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(P4Pg)? — P,Py ve (PgPy)* — PgP, matrisleri bir dik izdiisiimler ¢ifti tarafindan
olusturulan polinomlarin 6zel bir durumu olarak kabul edilebilir. Bu durumda (3.1.26)

ve (3.1.34) esitlikleri birlestirilerek asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 3.1.4 A € C™™ ve B € C™¥ matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,

@ r(,—PyPg)= r(, —PgPy)=r[A B]—1r(A) —r(B) +m,
yani, dimN (I, — P, Pg ) = dim N (I, — PgP,) = dimR(A)NR(B);

(b) NIy — P4 Pg) = N (I — PePy ) = R(ANR(B);

(c) L, — P, Pgnonsingiiller & I, — PgP, nonsingiiler & R(A)NR(B) = {0};

(d) Hem P, Pgz ve hem de Pz P, carpimitamitaminattane 1'e esit 6zdegere sahiptir,
burada t = dim[R(A)NR(B)] dir.

Ayn1 mertebeden herhangi iki idempotent P ve Q matris ¢ifti igin

r(aP +bQ) =r(P+ Q) (3.1.36)

rank esitligi a + b # 0 olacak sekildeki her sifirdan farkli iki a ve b skalerleri igin
saglanir. Bu esitlik iki idempotent matrisin lineer kombinasyonlarini igeren ¢esitli rank

esitliklerini belirlemede de kullanilabilir. Ornegin, herhangi bir a # 0, +1 igin

P aQl _ _
r a0 P =r(P+aQ)+r(P—aQ)=2r(P+0Q)
esitligi gecerlidir. Asagida (3.1.36)" nin bir sonucu verilmistir.

Sonu¢ 3.1.5 4 € C™" ve B € C™¥ olsun, a + b # 0 olacak sekildeki her sifirdan

farkli iki a ve b skalerleri igin,
‘R(aPA +bPB) =§R(PA +PB) :m[PA,PB]
esitligi dogrudur.

Simdi (P, Pg)* = Pg P, ile iliskili rank esitlikleri verelim. A € C™" ve B € C"*¢
olsun. Bu durumda A*A, BB* ve BBTA*A matrislerinin 6zdes matrisler olmalari
gerekmediginden, (AB)* = B* A% invers alma kurali her zaman dogru degildir. Diger

bir deyisle, (AB)* matrisi

(AB)* (AB)* = B* A* veya (AB)* =BT A* + X, (3.1.37)
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seklinde yazilabilir, burada X, matrisi A ve B' den olusan kalan matristir. Bu durumda

(AB)* = Bt A* © R(A*AB) € R(B) ve R(BB*A*) € R(A) (3.1.38)
oldugu ve ozellikle,

A=+A", B=1B"ve AB = +BA = (AB)* = B*A* ve (BA)* = A*B* (3.1.39)

olacaktir. Literatiirde (AB)* = B* A™ esitliginin saglanmasi igin birbirine denk olan

birgok ifade verilmistir. (3.1.37) esitliginden (Pg P, )™ igin
(PyPg)* = PgPyveya (P4 Pp)" =Pg Py +X

yazilabilir. (P, Pg)t = Py P, ile iliskili baz1 rank esitlikleri asagidaki sonugtan

tiiretilebilir.
Lemma3.1.6 4 € C™" ve B € C™¥ matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
r[(A* AB B*)* — A* AB B*] = r[A*,B] + 7(AB) —r(4) —r(B)  (3.1.40)
r[(AB B*)* — B B*A*] = r[B,A*AB] — r(B) (3.1.41)
r[(A* AB)* — B*A*A]l =1 [A;‘B*] —7(A) (3.142)
esitlikleri gerceklenir. Lemma 3.1.6 daki A ve B matrislerinin yerleri P, ve Pg
matrisleriyle degistirerek asagidaki sonug verilebilir.
Teorem 3.1.1 A € C"™" ve B € C™** matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
(@) r[(P4 Pg)* — Pg Py = 1[(P4 Pg)* — P P4] ;
(b) 7[(Py Pg)* — Pg Py = r[Pg, Py Pg] — 1(Pg) = [Py, Pg P4] — 7(Py);
(C) 7[Pa, P Pa]l = 7[Pa, Pg ] + 7(P4Pp) — 7(Pp);
(d) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) (P, Pg)* = Py P,,yani P,Pg bir kismi izometridir.
(i) R(PaPp) S R(Pp),
(ii)) R(PgPa) S R(Py),
(iv) [Py, Pg ] = 7(Py) + 7(Pg) — 7(P4Pp),

(v) P4Pg = PPy,
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(vi) P,Pg bir dik izdiisimdiir.
Eger (P, Pg)™ # PgP, ise, bu takdirde belirli bir kalan matris i¢in (P4 Pg)™*
(P4 Pg)* =PgPy +X
seklinde yazilabilir: Simdi asagidaki sonucu verebiliriz.
Lemma 3.1.7 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
(P4 Pg)* = PgPy —PB(PE'PX')JrPA (3.1.43)

esitligi saglanir. Bu durumda (3.1.43) esitligi dik izdiistimlerin ¢arpimlari ile ilgili
cesitli esitlikler olusturmak i¢in kullanilabilir.

Teorem 3.1.2 A € C™™ ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,

(@) (P4 Pg)? = PyPg + P4Pg(PgPi)* Py Py ;

(b) (PiPz)* = PgPy — Py (PpPa)*Pi;

(c)(PaPsPs)* = Pyl — (P4 P5)*1Pplln — (P3Pi)* 1P

(d) [(Pa Pp)? 1" = Pyllm — (Pg P)*1Pa[I;n — (P4 P5)*1Ppllm — (P3 Pi)*1Pa;
(e) (P4 Pp)* = Pyllyy — (PaP5)*1Ps[l;n — (P5 Pa)*1Pa [Im — (P4 P5)* 1Py
esitlikleri gerceklenir.

Ispat. (3.1.43) esitliginin her iki tarafin1 sagdan ve soldan P, Py ile garparak (a)’ y1
elde edebiliriz. Ote yandan (3.1.43) 'deki P, ve Py yerine sirastyla P; ve Py ile
degistirirsek (b)’ yi elde ederiz. Ayrica

PAPBPA = (PAPB)(PAPB)* (3144)

oldugunu belirtelim. Eger (MM*)* = (M*)*M™ esitligi ve (3.1.43) ifadesi (3.1.44)
esitligine uygulanirsa (c¢) de iddia edildigi gibi

(P4 PgPy)* = (PgPy)*)(Pa P)*
=P Pg— Py (Pipﬁ)-FPB][PBPA—PB (PBLPAL)JrPA]
= Py [I;m — (P4 Pg)*1Pgllmn — (P3 Pi)* 1P4,
elde edilir. (P, Pg)? ifadesinin

(P4 PB)Z = (P4 Pg)(Pg P4) (P4 Pg) = (P Pg) (P4 Pg)" (P4 Pg) (3.1.45)
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seklinde yazilabilecegini hatirlayalim. Bu durumda (MM*M)* = M*(M*)*M™ basit

formiilii (3.1.45) esitligine uygulanirsa
[(P4 Pg)?1* = (P4 Pp)*[(Pa P)* 1" (Ps Pp)* (3.1.46)

oldugu goriliir. (3.143) ifadesi (3.1.46) esitliginde yerine yazilirsa (d)' yi verir. Ayrica,
(3.1.45) den r[(P4Pg)?] = r(P4 Pg) oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla, (P4 Pg) nin

grup inversi mevcut olup (P, Pg)* su sekilde yazilabilir:

(Pa PB)# = P4 Pg[(P4 Pg)*]" Py Pg (3.1.47)
Bu durumda, (P, Pg)3 = (P4 Pg) (P4 Pg)* (P4 Pg)(P,4 Pg)*(P, Pg) yazilabileceginden

[(Pa Ps)®1* = (PaPp)* (Pg Pa)* (Py Pg)* (Pg Py)* (P4 Pp)*
olacaktir. Bu ifadeyi (3.1.47) esitliginde yerine yazarak
(P4 Pg) (P4 Pg)* (Pg Py)* = (Pg Py)" Ve (Pg Pa)"(Py Pg)* (P4 Pg) = (Pg Py)*

esitlikleri dikkate alinirsa

(Pa PB)# = (Pg P4)* (P4 Pg)*(Pg Py)* (3.1.48)
oldugu goriiliir. (3.1.43) ifadesi (3.1.48) de yerine yazilarak (e) deki sonuca ulasilir.

Teorem 3.1.3 4 € C™" B € C"™k ve C € C™! olsun. Bu takdirde,
(PaPsPc)* = Pl — (P& Pip pyy ) T (Pa Pp)* Pp(Pp P)*

.[Im - (Pé,BPC)PiAf] P, (3.1.49)

Teorem 3.1.3"{in dogrulanmas1 Teorem 3.1.2 den kolayca goriilebilir. Teorem 3.1.2 ve

Teorem 3.1.3 degisik matris ifadelerindeki kalan matrislerin, 6rnegin
(PAPB)2 = PyPp + X, [(PAPB)2]+ = (PBPA)2 +Y
ve
(P4PgPc)" = PcPgPy +Z
esitliklerindeki X, Y ve Z matrislerinin veya
(Py—Pg)* =Py —Pp+X

ve
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(PyPg — PgPy)* = PpPg — PgPy +Y
esitliklerindeki X ve Y matrislerinin belirlenmesinde kullanilabilir. Aslinda,
P, — Py = (P4 — P4Pg) — (Pg — P4Pp) :PAPEJ;'—PALPB
yazilabilir ve buradan da
(PaP3)"(PiPg) = (PiPp)(PaP5)" =0
oldugu goriilebilir. Bu takdirde,
(Py—Pp)* = (PAP§')+ - (P,tllP)Ee)Jr (3.1.50)

elde edilir. Bunun sonucu olarak (3.143) ifadesi (3.1.50) esitliginde yerine yazilarak

gerekli diizenleme yapilirsa

(Pa— Pg)* = Py — Pg + Pg(PgPa)* — (PgPi) Py (3.1.51)
oldugu goriiliir.
r[A,B] = r (A) + r (B) = m olsun ve P,z de R(B) boyunca R(A) lizerindeki

izdiistimii gostersin. Bu izdiisiim Py g4 = A ve Py gB = 0 denklemleriyle tek tiirlii

olarak belirlenir. P, g birgok farkli bigimde yazilabilir. P, g nin bir ifadesi
Pag = (P;PA)-I- (3.1.52)

seklinde verilebilir. Bu durumda (3.1.43) esitligi ve Teorem 3.1.2 (b) nin (3.1.52)

esitligine uygulanmasi asagidaki sonucu verir.

Teorem 3.1.4 A € C"™" ve B € C™k olmak iizere 7[A,B] =r(A) +r(B) =m

olsun. Bu takdirde,
(a) Pyp = PsPg — P4PgaP5 ;
(b) 7(Pajp — PaPi) = 1(PaPs);
(¢c) Pag = P, olmasi igin gerek ve yeter sart P4Pg = 0 yani, A*B = 0 olmasidr.
Teorem 3.1.5 4 € C™™ ve B € C"™** olsun. Bu takdirde,
7[Ps(PgPi)* Pa] = 7[(P4Pg)? — PyPg] (3.1.53)

T[Pé'(PBPA)JrPAl] = r[(PAPB)Z — P, Pg] (3.1.54)
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Ispat. (3.1.43) esitligi (P4Pg)* — PgPy = —Pg(P3Pi)*P, seklinde yazilabilir. Bu
durumda, (3.1.53) esitligi Teorem 3.1.2 (a) ifadesinden gelir. P, ve Pg yi sirasiyla Py
ve Py ile degistirip Teorem 3.1.2 (a) ya uygularsak, (3.1.54) esitligini elde ederiz.

Simdi bazi1 yeni rank esitlikleri verilecektir.

Teorem 3.1.6 A € C™™", B € C™*, X € C"™™ ve Y € C¥™ olsun. M = [4, B]

matrisini géz Oniine alalim. Bu takdirde,

x e g T (=M [ ]0) = T (M —m [ M)
= r[(PyPg)? — P,Ps] (3.1.55)

esitligi saglanir. Bu nedenle, asagidaki ifadeler esdegerdir:

(a) [ng] € {[4, B]™} olacak sekilde bir X mevcuttur.

_+_
(b) [‘3 | € {14, B173 olacak sekilde bir ¥ meveuttur.

(c) (P4Pg)? = P4Pg.
Ispat. Rank formiilleri uygulanarak,

min _ Al _[A B
N r(A—BXC)—r[A,B]+r[C] r[C ]
ve elemanter blok matris islemleri uygulanarak,

min

Uy (M-m [A+] M) = MN[0, B — AA*B] — BY[A, B])

Y Y

= [B-44*B,B] +r[° B_g“ﬁB]—r[o B—A4"B B]

A A B 0

=r[AA+B,B]+r[g g]—r[g g g

= r[AA*B,B] — r(B)

= r[AA*B, (I, — AA*)B] — r(B)

= r(AA*B) + r[(I,, — AA*)B] — r(B)
= r[A,B] + r(4*B) — r(A) — r(B)

= r[(PAPB)Z — P, Pg]
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oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.

(3.1.30) esitligini kullanarak, PyPg — PP, komiitatorii i¢in baska bir rank esitligi
asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 3.1.7 A € C™™ ve B € C™* olsun. Bu takdirde,
r(PyPg — PgP,) = 2r[PgP,, P4Pg] — 2r(P4P5) (3.1.56)
7[(PaPg)(PaPg)* — (PaPg)* (PaPp)] = 2r[PgPy, PoPg] — 21 (P4Pg) (3.1.57)

esitlikleri saglanir. Bu nedenle, asagidaki ifadeler esdegerdir:

(a) (P4Pg) = (PgP,) dir, yani, PgP, Hermityendir.

(b) R(P4Pg) = R(PgP,) dir, yani PgP, bir EP dir.

(c) (P4Pg)(P4Pg)™ = (P4Pp)™ (P4Ps) ;

(d) [(PaPp)?]* = [(PaPp)*]? P4Ps ;

(e) (P4Pp)* = (PaPp)*;

(f) N (PaPg) = N (PgPy) ;

(9) C" = R(PsPg) BN (PsPy) .

Ispat. Eger P ve Q aym mertebeden idempotent matrisler ise, bu takdirde,

r(PQ - QP) =7 [ | + PO, @P1 = r(PQ) ~ r(QP) (3.1.58)

esitligi yazilabilir. PyPg — PgP, Yya(3.1.58) esitligi uygulayip gerekli sadelestirmeler
yapilirsa (3.1.56) ifadesi elde edilir. (3.1.57) ise (3.1.4) den goriilebilir. (3.1.56) ve
(3.1.57) esitliklerinin sag tarafini sifira esitlersek, hemen (a) — (c) nin esdegerini elde
ederiz. Ote yandan bir A matrisinin bir EP olmas1 demek R(A4) = R(4A*) olmasi
demek oldugunu hatirlayalim. Bu durumda EP matrislerinin karakterizasyonu su

sekilde verilmistir:
A matrisi EP dir © AA* = AtA © r(4?%) = r(4) ve (4%)* = (A1)?
e A" =AY o N(4) = N(4Y)
& C=RA)DNA)

dir. Bunlarin (¢) durumuna uygulanmasi, (¢) — (g) nin esdegerligini verir.
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Herhangi iki U,V € C"™" matrisi i¢in, R(U) = R(V) ranj esitligi U =V matris
esitliginden agik¢a daha zayiftir. Bununla birlikte, Teorem 3.1.7 (a) ve (b), iki
esitligin U = PPy ve V = PgP, i¢in esdeger oldugunu gosterir. Bu durumda (3.1.29)

ve (3.1.56) esitlikleri birlestirilerek asagidaki sonucu verebiliriz:
Sonu¢ 3.1.6 A € C™" ve B € C™¥ olsun. Bu takdirde,
7[PgPa, P4Pg] = [Py, Pg] = 21(PyPg) — 7(P4) — 7(Pp)
= r[(PaPg)* — P4Pg] + 7(P4Pg)) (3.1.59)
yazilabilir. Iki P,Py + PgP, matrisi i¢in asagidaki sonug verilebilir.
Lemma3.1.8 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
(a) PyPg — PgPy = (Py — Pg)(Py + Py — Iiy) = —(Py + P — L) (P4 — Pp);
(b) PyPg + PgPy = (Py + Pg)(Py + Pg — Ly) = (P4 + Pg — L)) (P4 + Pg);
(¢c) r(PyPg — PgPy) =7(Py — Pg) + (P4 + Pg — I) —m;
(d) 7(PaPg + PgPy) =1(Py+ Pg) +7(Py + P — Iy) —m;
(e) 7(PyPg + PgPy) — 7(PyPg — PgPy) = 1(Py + Pg) — (P, — Pp);

(f) PPz = PgP, matrisinin bir nonsingiiler matris olmasi igin gerek ve yeter sart

hem P, + P; ve hemde P, + Pz — I,,, matrsinin nonsingiiler olmasidir.
(g) PyPg = PgPy @ r(Py—Pg) +1r(Py+Pg—1I1,) =m

Asagidaki teorem, Sonug 3.1.6 ve Lemma 3.1.8 (d) ' den tiiretilmistir.
Teorem 3.1.8 4 € C™™ ve B € C™* olsun. Bu takdirde,

r(PyPg + PgP,) = r[P4Pg, PgPy] (3.1.60)
dir.
Ayrica Py, Py, P4 Ve P icin rank esitlikleri ve onlarm sonuglar1 asagida verilmistir.
Teorem 3.1.9 A € C"™" ve B € C™P matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,

7[PstPa, Py Pg| = 1(PstPy) + (P4 Ps), (3.1.61)

T'[PAPBJ_, PBPAJ_] = T(PAPBJ_) + T(PBPAJ_), (3162)
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r(Pg*Py £ Py Pg) =1(PgPy) + r(PytPp),
r(PyPg* £ PgPy) =1(PyPs™) + 7(PePy™t),
esitlikleri saglanir.
ispat. [Pz*A, P,*B] matrisini
[PyA, P, B] = [A— BB*A,B — AA*B]

= [A,B] — BB*[A, 0] — AA*[0, B]

_ B B 01'14 0
olarak yazabiliriz. Bu durumda

e _ [A*AA* A'B
r(-ca*B)=r|" 1S D]

(3.1.63)

(3.1.64)

(3.1.65)

formiiliinii (3.1.65) esitligine uygulayip elemanter blok matris islemleriyle gerekli

sadelestirmeler yapilirsa,

BB 0 B*A 0
r[Ps*A,P,*B]l=7r| 0 A*A 0 A'B
| B A A B
BB 0 B*A 0
=7[| —A*B 0 —A*A 0 |-7(4) —7r(B)
0 A 0 B

B*B B*A

=7 A*A] +1r[A,B] —r(A) —r(B)

—r ([i:] [B,4]) + {4, B] - r(A) - r(B)

= 2r[A,B] —r(A) —r(B) —r(B)
=71(Ps*A) +r(Py*B)

=1(Ps"Py) + (P4 Py)

—r(A) —r(B)

oldugu goriiliir. (3.1.62) de benzer sekilde gosterilebilir. (3.1.63) ve (3.1.64) esitlikleri

ise (3.1.61), (3.1.62) ve (3.1.27) esitliklerinden tiiretilebilir. Ote yandan (3.1.11) den

kolayca goriilebilir ki

Plag) = Pa=Pp,1p, Ve Pup —Pp=Pp 1p,
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yazilabilir. Diger taraftan
R(Pp,1p,) = R(Pa"Pg) ve R(Pp,1p,) = R(Pp Py)
oldugundan asagidaki sonu¢ Teorem 3.1.9 dan tiiretilmistir.
Sonu¢ 3.1.7 A € C™", B € C""** ve M = [A, B] olsun. Bu takdirde,
[Py — Py, Py — Pg]l = 7(Py — Py) + 7(Py — Pg),
r[2Py — Py — Pg]l = 17(Py — Py) + 7(Py — Pg)
esitlikleri saglanir.
Sonuc 3.1.8 4 € C™" ve B € C"™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde,
7[(P4 + Pg)? — (P4 + Pg)] = 7[(P4Pg)* — P4Pg] + r(P4Pp),
7[(Pa + Pg)* — (P4 + Pp)] = r[(P4Ps)? — PaPp] + 1(PaPp),
T[(P4+ Pg)* — (PBJ-PAPBJ-)+ - (PAJ-PBPAJ-)+] =1(Py) +7(Pg) —7(Py + Pp)
yazilabilir. Dolayisiyla,
(@) (Py+Pg)2 =P+ Py & (P, + Pg)* =P+ Py & PPy =0
& P4 + Py ortogonaldir.
(b) (P4 + Pg)* = (P PaPg™)* + (P, PyP,)™ esitliginin saglanmasi igin gerek
ve yeter sart (P, + Pg) = r(P4) + r(Pg) rank esitliginin saglanmasidir.
3.2 izdiisiim Matrislerinin Toplam ve Farklar

Bu kisimda izdiistimlerin toplamlarinin tersinirligi hakkinda yeni sonuglar verilerek
izdiigiimlerin toplamlar1 ve farklarinin tersinirligi arasindaki iligkiler ele alinacaktir.
GroB3 ve Trenkler calismalarinda genel matris izdiistimleri i¢in P — Q farkinin
nonsingiilerligini matris rank teorisini kullanarak incelemislerdir. Bu kisimda ise
matris rank teorisi kullanilmaksizin P — Q farkinin nonsingiilerligi ile ilgili bazi
sonuglar verilmistir. Ayrica P — Q farkinin nonsingiilerliginin P + Q toplaminin
nonsingiilerligi cinsinden yeni bir karakterizasyonunu verilerek P + Q toplaminin
nonsingiilerligi icin gerek ve yeter sartlar ortaya konulmus ve P — Q farkinin singiiler
veya nonsingililer olmasit durumlar1 i¢in ayr1 ayrit olarak P + Q nun inversi i¢in

formiiller elde edilmistir.
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Lemma 3.2.1 4, B € C2 olsun. Bu takdirde

R(A) + R(B) =C¢ = N(A) NN = {0} (3.2.1)
RADINRB) ={0} N +N() =C¢ (3.2.2)
ifadeleri gegerlidir.

Ispat. M+ kiimesi M kiimesinin dik komplementi olsun. Bu durumda
MnNnN)t=M'nNt, (M+N)+t=MnNt

€4 nin herhangi iki alt uzayr M, N icin gegerli tammlama ve R(A)* = N (4)

esitliginden hareketle yukaridaki sonug elde edilebilir. Burada N (A) = {0} oldugu

gosterilerek A € C4 matrisinin tersinirligi icin basit ispat verilebilir. Eger P2 = P ise

P € (Cg matrisi bir izdiisim matrisi, ayrica bununla birlikte P* = P olmasi

durumunda P matrisi bir dik izdiisiim matrisi olacaktir.

Teorem 3.2.1 P ve Q matrisleri C% uzayinda iki izdiisiim matrisi olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler birbirine esdegerdir:

i) C{=RP)OR(Q) ve R(PHOR(Q") = Cf
i) C{=R(P)OR(Q) ve C{=N(P)ON(Q)

i) RP) NR(Q) ={0}ve N(P)n NV(Q) = {0}
iv) P — Q matrisi nonsingiilerdir.

v) [ —PQ veP + Q — PQ matrisleri nonsingiilerdir.
Ispat. (i =ii) Lemma 3.2.1 den kolaylikla gériilebilir..
(ii =iii) direkt toplam tanimindan kolaylikla ispatlanabilir.

(iv=v) (P —Q)x = 0olsun. Bu durumda Px = Qx € R(P) N R(Q) = {0} ve x €
N(P) N N(Q) = {0} dir. Boylece N'(P — Q) = {0} ve P — Q nonsingiilerdir.

(iv=>v) NI — PQ) = {0} oldugu gosterilebilir. (I — PQ)x = 0 olsun. Bu durumda
x =PQx=Px ve (P—Q)?x =(—PQ)x =0 esitlikleri yazilabilir. Ote yandan
(P — Q)? matrisi nonsingiiler odugundan x = 0 olacaktir. Yani I — PQ matrisi de
nonsingtlerdir. ([ —P) —(I—Q)=Q —PolupI —(I—-P)I—-Q)=P+Q — PQ

nun nonsingiiler oldugu elde edilir.
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(v=>i) P + Q — PQ matrisinin inversini W ile gosterelim. Bu durumda W (P + Q —
PQ ) = I esitligi yazilabilir. Buradan I = WP + W (I — P)Q esitligi ve dolayisiyla

NP)NN@Q) ={0}

esitligi yazilabilir. Ote yandan eger (P +Q —PQ )W =1 ise bu takdirde I =
P(I — Q)W + QW olacag: agik¢a goriilebilir. Bu nedenle C¢=R(P) + R(Q) esitligi
yazilabilir. Benzer sekilde | — PQ = (I — P) + (I — Q) — (I — P)(I — Q) matrisinin

nonsingiiler olmasi bize
NUI-P)NNI-Q) = RP)NRQ) ={0}
ve
C{=RU — P)ORU — Q) = N (P) + M(Q)
oldugunu gdsterir. Boylece
CE=R(POR(Q=N(P)BN (Q)
elde edilir.

Sonuc 3.2.1 P ve Q matrisleri C% uzayinda izdiisiim matrisleri olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler birbirine denktirler:

i) REIOR(Q=N(PIBN(Q) = N (PIBR(Q) = R(PYON (Q) = Cf
i) P —Q vel— P — Q matrisleri nonsingiilerdir.

i) PQ — QP matrisi nonsingiilerdir.

Ispat. (i) ve (ii) denkliklerinin gosterilmesi icin Teorem 3.2.1 in 6nce P ve Q
matrislerine ve daha sonra da (I — P) ve Q matrislerine uygulanmasi yeterlidir. (ii)
ve (iii) nin denkligi i¢in ise PQ — QP = (I — P — Q) (P — Q) esitligini dikkate almak
yeterlidir.

Teorem 3.2.2 P ve Q matrisleri C% uzayinda izdiisiim matrisleri olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler birbirine denktir.:

i) P — Q nonsingiilerdir.

i) P+ Q vel — PQ nonsingiilerdir.
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Ispat. (i=ii) Eger (P + Q )x = 0 ise bu takdirde Px = —Qx € R(P) N R(Q) =
{0}, ve x e ¥(P)nN(Q) = {0} dir. Bu nedenle N(P+ Q) = {0} olup P+ Q

nonsingilerdir. I — PQ nun nonsingiilerligi ise benzer sekilde gosterilebilir.

(i=ii) (P — Q )x = 0 olsun. Bu takdirde Px = Qx = QPx = PQPx yazilabilir. Bu

durumda
Px = (I-PQ)'(I - PQ)Px = (I — PQ)~'(Px — PQx) = 0,
I-Px=FP+Q(P+QU-Px=P+Q) ' (Qx—QPx) =0
ve
x=Px+(-Px=0
elde edilir. Buradan da V(P — Q) = {0} oldugu goriiliir.

P ve Q izdisiim matrisleri P — Q farki nonsingiiler olacak sekilde verilmis olsun. Bu

durumda (P — Q)™ ! ve (P + Q) 1ile ilgili agik formiilleri elde etmek igin
C{=R(ABRQ=N(P)ON(Q)

ile ilgili 1zdiistimler kullanilabilir. Bu amagla
F=PP-Q'=CP-Q7'0-0Q), (3.2.3)
G=P-Q'P=0U-QCFP-7 (3.2.4)

matrisleri tanimlanabilir. Bu durumda F ve G matrisleri de izdiisiim matrisleridir.

Ornek olarak F? = F oldugu gsterilebilir. Gergekten
FP=P-Q)'U-QPP-Q)"
=P-Q'U-QPP-CFP-O"
=P-Q'U-Q=F
elde edilir. Bu durumda
R(P) = R(Q),
N(F) =N -Q) =RQ),
R(G) = RU - Q) =R(Q),

N(F) =N(Q)
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dir. Simdi iki izdiisiimiin toplam ve farklarinin terslerinin agik formiilleri verilebilir.

Teorem 3.2.3 P ve Q € CZ izdiisiimleri P — Q matris farki nonsingiiler olacak

sekilde verilmis olsun. F ve G matrisleri ise sirasiyla

F=Pgpyse) V& G =Pyne

seklinde tanimlansin. Bu takdirde

P-Q'=F-(U-0), (3.2.5)
(P+Q)t=I1-(1-G)F—(I-F), (3.2.6)
P-Q ' =P+ P-QCP+D™, 3.2.7)
P+ =P-P+QOP-D7! (3.2.8)

esitlikleri saglanir.

Ispat. F ve G izdiisiimleri yukarida verildigi gibi olsun. Bu esitliklerden asagidaki
ifadeler kolaylikla elde edilebilir.

FP=P ,PF=F, FQ=0, QF=Q+F —1,
GP=G, PG=P, GQ=Q+G—-1, QG =0.
Bu durumda bazi basit hesaplamalar yapilarak
P-QF+G6-D=1
(P+Q)(I—F—-G+2GF) =1

oldugu gériilebilir. Buradan da (3.2.5) ve (3.2.6) esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Ote
yandan (3.2.7) ve (3.2.8) esitlikleri ise asagidaki esitliklerden kolayca elde edilebilir:

P-QF+6-D=1
P-QU—-F—-G+2GF)(P—-Q)= (P—-0Q).

Bunun sonucu olarak (3.2.5) ve (3.2.6) esitlikleri asagidaki gibi yeniden yazilabilir.
(P—Q™" =Pxpme — Prerwve (3.2.9)
(P+Q)7" =1=PxrwPre)n@ ~ Py e Pr@se) (3.2.10)

P ve Q matrisleri C¢ de iki izdiisiim matrisi olsun. Bu durumda P + Q nun

nonsingiiler olmas1 i¢in P — @ nun nonsingiiler olmasi yeterlidir fakat gerekli degildir.
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Ornek 3.2.1 P ve Q izdiisiimleri asagidaki sekilde segilsin.

0 1 0 0 0 O
0 1 0}, Q=11 1 0

0 0 1 0 0 1

P =

olsun. Bu takdirde

0 10 0 1 0
P+Q=|1 2 0f, P—-Q=|[-1 0 0
0 0 2 0 0 O

olacaktir. Bu durumda P + Q nonsingiiler oldugu halde, P — Q singiilerdir. P — Q
nonsingiiler oldugu durumda (3.2.6) esitliginden ve dolayisiyla (3.2.10) esitliginden
P + Q nun tersi elde edilemez. Gergekten de, (3.2.10) esitligi

C{=R(P)OR(Q= N (P)ON (Q)

direkt toplamlarinin varligini gerektirir ki buda P — Q farkinin nonsingiiler bir matris

oldugunu ortaya koyar.

Teorem 3.2.4 P,Q € C% izdiisiim matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler birbirine denktir:
i) (P + Q) matrisi nonsingiilerdir
i) R(QU—P))NR(P) ={0}ve N((I —P)Q) nV(P) = {0}
i) R(QU—P))+R(P)=Ccfve N(U-P)Q)+N(P)=CcC
Ispat. (i = ii) x € R(QU — P)) N R(P) alahm. Bu takdirde herhangi bir u € C¢
keyfi vektorii icin
x=Px=Qx=Q(U~-Pu
ve
P+Qx=2x=2QU—-Pu=P+Q){I—-P)(2u)

esitlikleri yazilabilir. Ote yandan P + Q toplami nonsingiiler bir matris oldugundan
x = (I — P)u yazlabilir ve buradan da x = Px = 0 oldugu goriiliir. Bu ise bize
ER(Q(I — P)) N R(P) = {0} oldugunu gosterir. simdi (I —P)Qx =0 ve Px =0
alalim ve y = (P + Q)x vektoriinii tanimlayalim. Bu takdirde Qy =y, Py =y ve
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(P+Q)y =2y = 2(P + Q)x esitlikleri yazilabilir. Bu nedenle P + Q nonsingiiler

oldugundan x = % v olur ve buradan da

1 1 . _l _l
Qx=-Qy=sy=xx=sy=-(P+Q)x

elde edilir. Dolayisiyla x = 0 olmalidir. Bu ise bize ]\f(([ — P)Q) NN(P) = {0}
esitligini gerektirir. Boylece (ii) durumu saglanmis olur.
ii)=1): (P + Q)x = 0 alalim. Bu durumda Px = —Qx = QPx ve

Px=—-QPx—- QU —P)x=—-Px—QU — P)x

esitlikleri yazilabilir. Buradan da Q(I — P)(—x) = 2Px € ER(Q (1 - P)) NR(P) =
{0} oldugu elde edilir. Bu nedenle Px = 0 = Qx ve x € R(P) = {0} olur ki bu da
bize x = 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla (P + Q) = {0} durumu ispatlanmis olur.

i) ile iii) ifadelerinin denkliginin gésterimi i¢in P + Q toplaminin nonsingiiler olmasi
icin gerek ve yeter sartin P* 4+ Q* toplaminin nonsingiiler olmasi oldugunu belirttikten
sonra (ii) ve (i) denkliklerini P ve Q yerine sirasiyla P* ve Q* alarak Lemma 3.2.1 ye
uygulayalim. Bunun yaninda P + Q toplaminin nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sartin
R(QU —P)) nR(P) ={0} ve N'(Q) n N(P) = {0}
oldugunu Grob ve Trenkler ¢alismalarinda ispat etmislerdir.
Teorem 3.2.5 P,Q € C izdiisiim matrisleri verilmis olsun. Eger
N(U - P)Q) &N (P) =& ve R((I — P)Q) ®R(P) = C¢
ise bu takdirde P + Q matris toplami nonsigiilerdir.

Sonuc 3.2.2 P,Q € C% izdiisiim matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler birbirine denktir.
) C¢=NP)ORQ) = RP)BN(Q) ve
NI -P)Q)nN(P)= R((I—-P)Q)nR(P) ={0}

i) P+ Q ve I— P — Q matrisleri nonsingiilerdir.

iii) PQ + QP matrisi nonsingiilerdir.
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Ispat. 1 — P ve Q matrislerine Teorem 3.2.1 den ve Teorem 3.2.5 in uygulanmasiyla

sirastyla (i) ve (ii) nin denklikleri saglanabilir. Ote yandan bu esitlik ise
I-P-Q)((P+Q)")=—(PQ+QP)
gerceginden kolayca goriilebilir.

Simdi de P, Q izdiistimleri i¢in P + Q toplaminin nonsingiiler fakat P — Q farkinin
singliler oldugunu kabul edelim. Bu durumda bu formiilde goriilen izdisiimlerin
olusmasi zorunlu olmadigimdan (P + Q)~! matrisini tanimlamak i¢in herhangi bir
esitlik kullanilamaz. Ancak P + Q toplaminin tekil olmamas1 durumunda C¢ uzayimin

bagka bir birlesimi daha 6nce verilmisti.

Teorem 3.2.6 P, Q € C2 izdiisiim matrisleri icin P + Q toplami nonsingiiler olsun.
Bu takdirde

cf =R(QU - P))dN((1-P)Q), (3.2.11)
dir. Ayrica

M=R(Q(I-P)), N=n(U-P)Q),

U=RP)NREQ), V==R(QU-P))ONQ)
olmak iizere

P+ Q) = (1=2Pyy) (I = PueeywPaceym — ProveyPusry) (3:212)
esitligi gerceklenir.
Ispat. x € R(QU — P)) n V' ((I — P)Q) olsun. Bu takdirde x = Qx ve x = Px +
(I — P)Qx = Px olacaktir. Boylece (3.2.4) esitliginden x € R(Q(I — P)) N R(P) =
{0} oldugu elde edilir. Bu da

R(QU —P))n N((U-P)Q) = {0} (3.2.13)

oldugunu gosterir. Ote yandan (3.2.13) esitligi P, Q matrisleri yerine P*, Q* matrisleri
kullanildiginda da gecgerli olacaktir. Bu nedenle (3.2.13) esitligine Lemma 3.2.1
uygulandiginda

R(QU-P))+ N(U -P)Q) = ¢ (3.2.14)
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oldugu goriiliir. Ote yandan (3.2.13) ve (3.2.14) ifadeleri birlestirildiginde (3.2.1)
bagintis1 elde edilebilir. Simdi de S = Py, y alalim. Bu takdirde P + Q toplami

nonsingiiler oldugundan Teorem 3.2.5 kullanilirsa
N(P)nN(Q) = {0} ve R(P) nR(Q) = {0}
oldugu goriiliir ki bu da
N(UI-P)Q)n N(P) = {0} ve R(S) nR(P) = {0},

oldugu anlamina gelir. Bu durumda Teorem 3.2.1 in (iii)&(iv) durumuna gore P — S
farki da nonsingiilerdir ve dolayisiyla da P + S toplami da nonsingiiler olacaktir.

Bunun sonucu olarak da
N=N(U-P)Q)= NQ@&RP)NRQ)) = N(Q)SU

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten gerekli islemler yapilirsa C*** = U@V oldugu elde
edilir. Eger T = Pyy tammlanirsa bu takdirde T+ S =Q oldugu goriiliir.
Oncelikle U € N oldugundan ST = Py yPyy =0 ve M C V oldugundan TS = 0
esitligi yazilabilir. Bunun sonucu olarak da V(T +S) = N(T) n N (S) ve R(T +
S) = R(T) @ R(S) esitliklerinden haraketle (T + S)? = T + S matrisinin de bir

izdiisiim matrisi oldugu goriiliir. Ote yandan
CE=NT+SD RT+S)=NQ) D UDM)

UD M c R(Q) oldugundan R(T + S) = R(Q) ve dolayistyla T + S = Q oldugu
elde edilir. Bu takdirde

P+S=P+S+T=FP+SU+P+95T)
esitligi yazilabilir. Sonug olarak I + (P + §)™1T matrisi de nonsingiiler olup
P+ '=U+@+D)'P+5H?
olacaktir. Diger yandan P — S matris farki nonsingiiler oldugundan P + S nin tersinin
(P +8)7" =1=Pyp)nes)Preyns) — P ve)Paes)se) (3.2.15)
seklinde oldugu goriiliir. Bu durumda (I + (P + S)~1T)~! ifadesini hesaplamak i¢in

(P+S)T=PT+ST=PT=T
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esitligi kullanilir. Bu son esitligin ancak R(T) c R(P) olmasi durumunda gegerli
oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu durumda

(P+8)T=T,
I+P+S) D) t=U+T) 1 =1- %T,
P+ =(1-3T)(P+5)™

esitlikleri gecerlidir.

Ornek 3.2.2: P ve Q izdiisiimleri daha énce Ornek 3.2.1 de verildikleri gibi olsun. Bu
takdirde

0 0 O -1 -1 0
QU-P)=[1 -1 O], (I-P)Q = [ 0 0 0]
0 0 O 0 0 O

oldugu agiktir. Ote yandan (ey, ey, e5) vektdrii C4*! uzaymin standart bazi olmak
lizere ER(Q(I — P)) = span (e,) Ve N((I — P)Q) = span(e; — e,, e3) olsun.
Ayrica V' (P) = span (e;) ve R(P) N R(Q) = span (e3) alalim. Bu takdirde

1 0 0
 Preymy =1 0 0

0 0 O 1 1 0
PU,V= 0 O O, PN(P),N= 0 0 O
0 0 1

0 0 O 0 0 O

ve

PN,N(P) =1- PN(P),N»PM,ER(P) =1I- PER(P),M

esitligi elde edilir. Dolayisiyla

-2 1 0

1
(1 3 U, V) (1 — Py nPrep)m — PN,N(P)PMm(p)) = (1) 8 (1)
2

olacaktir. Buda (P + Q)1 ile uyusur.
Lemma 3.2.2 P;, P, iki izdlisiim matrisi olmak {izere

A:N(Py) = [ = PP IN(PON(Py), » Ax = (I — PP, x
ile tanimlanan doniistimii goz Oniine alalim. Bu takdirde

N(A) = N[ = P)P, |V (Py) ve R(A) = R[(I — PP, (I — Py)] (3.2.16)
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esitlikleri gecerlidir.

Teorem 3.2.7 P, ve P, iki izdiigiim matrisi, ¢;,c, € C\ {0} ve ¢; + ¢, # 0 olsun.
Eger A doniisimi Lemma 3.2.2 deki gibi tanimlanirsa, bu takdirde N (¢, P; + ¢, P5)

ve V' (A) uzaylar1 izomorftur.

Ispat. ispat igin Lemma 3.2.2 yi kullanalim. Bu durumda N = N (¢;P; + c,P,) ve

¢ # 0 olsun. Oncelikle

N=U-P)Nve N(A) = (c] — P,)N(A) (3.2.17)
oldugunu gostermek i¢in x € N ve (I — P;)x = 0 alalim. Bu takdirde

x = Pix ve (c; + c3)Pyx = Py(c Py + c,Py)x =0

dir. Bu nedenle P,x = 0 ve dolayisiyla x = ¢; 1(c; + ¢;)P,x = 0 yazlabilir. Bu
nedenle MV den (I — P;)JV ye uygulanan I — P; kisitlamasi bir izomorfizmadir. Ote
yandan eger x € N (A4) ve (cI — P,)x = 0 ise bu takdirde Pyx = 0,P,x = P{P,x =
cx olacag agiktir. Sonug olarak P,x = P;cx = 0, yani x = 0 olmalidir. Dolayisiyla
N (A) den (cI — P,) NV (A) ye uygulanan cI — P, kisitlamas1 da bir izomorfizmadir.

Simdi ¢ # 0 olmak iizere

(I—-P)N cNA)ve (cI—P)N(A) cN, (3.2.18)
oldugunu gosterelim. x € N alalim. Bu takdirde Pyx = — (z_z) P,x olup
1
A(l = P)x = (I = PP, (I = P)x = (I — Py)(Pyx — P, Pyx)

= (1 = P (Px + (2) Pyx)

2
1
=w(1—P1)(C1P1x+C2P2x) =0
C1C2

yazilabilir. Yani (I — P;)x € NV (A) dir. Bu da (3.2.18) esitliginin birinci kismini ispat

eder. Simdi de x € N (A4) oldugunu kabul edelim ve ¢ = 1 + z—l olsun. Bu takdirde
2
Plx = OVEP1P2x = sz OIUp
(¢1P; + c,Py)(cl — Py))x = ¢ cPyx — ¢{P{P,x — c,P,x + ¢, cPyx

= _(Cl + Cz)sz + (Cl + Cz)sz =0
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elde edilir. Yani (cI — P,)x € IV olur ki bu da (3.2.18) esitliginin ikinci kismin1 ispat
eder. Sonug olarak (3.2.17) ve (3.2.18) esitlikleri birlestirilerek ispat tamamlanmis

olur.

Teorem 3.2.8 P,, P, € Polsun. c¢q,c, € C\ {0},¢; + ¢, # 0,ve Ada Lemma 3.2.2

deki gibi tanimlansin. Bu takdirde c; P; + ¢, P, nin sifirlik derecesi sabit olup
N (c1Py + c;Py) = N(Py + Py) = N (A) = dim[NV[(I — P)P] n N (P,)]

esitligi saglanir. Bu nedenle ¢, P; + ¢, P, lineer kombinasyonunun nonsingiiler olmasi

igin gerek ve yeter sart P; + P, matrisinin nonsingiiler olmasidir.

Ispat. ispat Teorem 3.2.7 kullanilarak A € C™ " matrisinin nonsingiiler olmasi igin

gerek ve yeter sartin V' (A) = 0 olmasi gergeginden kolayca goriilebilir.

Teorem 3.2.9 P;, P, € P olsun, ¢4, ¢, € C\ {0}, ¢c; + ¢, # 0 ve A matrisi de Lemma

3.2.2 deki gibi tanimlansin. Bu takdirde ¢, P; + ¢, P, nin ranki sabit olup
T‘(Clpl + C2P2) = T'(Pl + Pz) = T(Pl) + T'(A)
=r(P) +r[(I - P)P,(I - Py)]

=n—dim[N[( — P)P,] n N (P,)] (3.2.19)
dir.

Ispat. r(c;P, + c,P,) = n— N (c P, + c,P,) esitligi saglandigindan, ¢, Py + ¢, P,
matrisinin ranki sabittir ve bu rank Teorem 3.2.8 e gore P; + P, matrisinin rankina

esit olacaktir. Dolayisiyla Lemma 3.2.2 ve Teorem 3.2.7 dikkate alinirsa
r(A) =NP) - N(A) =n—-r(P) - N(4)

esitligi yazilabilir. Bu ise bize
r(Pi+P)=n—-NP+P)=n— N = r(P)+r(4)

oldugunu gosterir.

3.3 Dik izdiisiimler i¢in Yeni Rank Esitlikleri

Bu kisimda, dik izdiistimlerden olusan matris ifadeleri bazi yeni rank formiilleri
verilecek ve 6zellikle iki dik izdlisiimiin komutatifligi i¢in dik izdlisiimlerin bazi ¢esitli

Ozellikleri tartigilacaktir.
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Bir A € C™™ matrisi hem idempotent hem de hermityen ise, yani 42 = A = A* ise
bu durumda A matrisine bir dik izdiistim matrisi denildigini hatirlatalim. Tanimindan
kolayca goriilebilir ki AA™ carpimi R(A) lizerine dik izdiisiimdiir olup R(4A) =
R(AAY) esitligi saglamir ve P, = AA™ ile gosterilir. Bu durumda P;- = L,, — AA*

matrisi de P, matrisnin tamamlayici izdiisiimii olarak adlandirilir.

Eger r[A,B] = r(A) ise bu taktirde AX = B matris denklemi tutarli olacaktir. Bu
nedenle AX = B denkleminin ¢éziimiiniin tek olmasi i¢in gerek ve yeter sart A

matrisinin tam siitun rankli olmasidir.
A € C™™M ye B € C™ matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
r[A,B] = r(A) + r[(I,, — P4)B] = r(B) + r[(I,, — Pg)A] (3.3.1)

rank esitliginin saglandig1 kolayca gosterilebilir. Ayrica A € C"™" ve B € C™*k

matrisleri i¢in
rlA*(I,, — Pg)(I,, — Py)B] = r(A*B — A*BB*AA*B)
= 1[PaPg — (P4P)?]
=r[A,B]+r(A"B) —r(4) —r(B) (3.3.2)
esitligi saglanir. Ustelik
7[P4Ps — PgPy] = 2r[P4Pg — P4PpPy]
= 2r[P,Pg — PP, Pg]
= 2r[PyPy — (P4Pg)?]
= 2r[PgP,y — (PgP,y)?] (3.3.3)

rank esitliginin saglandigi kolayca gosterilebilir. (3.3.2) ve (3.3.3) esitlikleri

birlestirilirse
r[PyPg — PgP,] = 2r[A,B] + 2r(A*B) — 2r(A) — 2r(B) (3.3.4)

oldugu goriiliir. Ayn1 boyutta iki idempotent A ve B matrisi igin
A
r[A-B]=r [B] + 1[4, B] — 2r(4) — 2r(B) (3.3.5)

=r(A—AB) +r(AB — B) (3.3.6)
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=1r(A—BA)+r(BA—-B) (3.3.7)

ve herhangi bir M € C"™" matrisi ve idempotent A € C™™ ve B € C™" matris

¢ifti icin
_[AM
r[AM — MB] = r [ 5 ] +7[MB, A] — r(A) — r(B) (3.3.8)
= r(AM — AMB) + r(AMB — MB) (3.3.9)

olacaktir. Yukarida verilen rank esitlikleri dik izdiistimler ig¢in farkli esitlikleri
karakterize etmek icin kullanilabilir. Ornegin (3.3.3) ve (3.3.4) esitlikleri Py ve Pg
matrislerinin komutatif olmas: i¢in gerek ve yeter sart P,Py = P,PgP, = (P4Pg)?
veya buna denk olarak r[A4,B] = r(4) + r(B) — r(A*B) olmasidir. Ote yandan
(N —N?) =r(N) + r(I,, — N) — m esitligi yazilabilir. Bu takdirde (3.3.2) den

[y — P4Pg] = r[l, — PgP4]
=r[4,B]—r(4A) —r(B) + m
= m — dim[R(A) N R(B)] (3.3.10)

oldugu goriilebilir. Bu rank esitliginden eger R(A) N R(B) = {0} ise bu takdirde
I, — P4Pg matrisinin nonsingiiler oldugu goriiliir. Eger R(A) N R(B) # {0} ise P,Pg
carpimi 17 e esit olan m — dim[R(A) N R(B)] tane 6zdegere sahip olacaktir. Ote

yandan
r[(PaPp)™ — PgPy] = r[(PgPy)* — P4Pg]
=r[A,B] + r(A*B) —r(A) — r(B) (3.3.11)

oldugu gosterilebilir. Bu takdirde (3.3.2) ve (3.3.11) esitliklerinden PyPp = PgPy ;
(PAPB)+ = PBPA ve (PBPA)+ = PAPB e@ltllklerlnln denk Oldugu gOI'ulur

Bu kismin temel sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 3.3.1 A € C"™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

r(PyPg — PgP,) = 2r[PgP,, PyPg] — 2r(P4Pg) (3.3.12)
rank esitligi gerceklenir. Bu nedenle

PPy = PgPy & R(P,Pg) = R(PpPy)
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dir.

Ispat. Blok Gauss eliminasyon yontemiyle,

PPz 0 PPy PPy 0 0
T 0 _PBPA PBPA =7 O _PBPA O
PAPB PAPB O O 0 PBPA_PAPB

= 2r(PyPg) — r( PyPp — P4Pg)

oldugu gosterilebilir. Ote yandan P? = P, ve P3 = Pg olacagindan yine blok Gauss

eliminasyon yontemiyle

P,Ps 0  PPg PPy O P,Ps
r 0 _PBPA PBPA =T PBPAPB 0 PBPA
PPy PPy O PPy PsP, 0
‘00 PP,
=T O O PBPA ]
| Py Pg PgP, 0
[P, P
=T_P2Pj]+T[PAPB , PpPy]

= 2r[P4Pp , PpPy]
oldugu gosterilebilir. Bdylece ispat tamamlanir.
(3.3.4) ve (3.3.12) esitlikleri birlestirilirse
r[PgPy PoPg]l =7[A,B] + r(A*B) —r(A) —r(B) (3.3.13)
olacaktir.
A € Cve B € C™P matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde (3.3.2) esitligi
r(AB — ABBTA*AB) = r[A*,B] + r(AB) — r(A) — r(B)
olarak yeniden yazilabilir.

R(M) = R(M™) esitligini saglayan bir M matrisine bir EP matris adi verildigini

hatirlayalim. Bu durumda Teorem 3.3.1 asagidaki formda da gdsterilebilir:
Teorem 3.3.2 A € C™" ve B € C™P matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
r(AYABBT — BBTA*A) = 2r[AYABB*,BB*ATA] — 2r(AB)

= 2r[A*, B] + 2r(AB) — 2r(A) — 2r(B)
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yazilabilir. Bu nedenle asagidaki ifadeler denktir:
a) R(ATABB™) = R(BBTA*A), yani A*ABB* matrisi EP dir.
b) r[A*,B] =r(A) +r(B) —r(AB), yani B*A* € {(AB~}dir.
(3.3.1)-(3.3.4), (3.3.10) ve (3.3.12) rank esitliklerinin bir sonucu olarak asagidaki
ifadelerin birbirine denk olacagi kolaylikla gosterilebilir:
a) BT(A")* € {(A*B~}, yani B*(A*)*, A*B matrisinin genellestirilmis inversidir.
b) r[A,B] =r(A) + r(B) —r(A*B)
c) dim{R(A) NR(B)} =r(A"B)
d) r(B — P4B) =r(B) —r(P4B)
e) r(A—APg) =1r(A) —r(APg)
f) PyPg = PPy
9) (P4Pg)* = PgPy
h) (PgPy)* = PyPg
i) (PAPB)2 = P4Pp
) (PBPA)2 = PgP,
K) 7[Im — PaPg] = m — r(P4Pp)
[) R(P4Pg) = R(PgP,), yani P,Pg matrisi bir EP matrisidir.
Ote yandan P,Pg = PgP, esitligi icin diger bir denk sart M = [A, B] olmak iizere
PAPB:PBPA@PM:PA-I_PB_PAPB (3314)
seklinde verilebilir. Bu durumda (3.3.14) denkligi yardimiyla
T(PM - PA - PB + PAPB) = T'[A, B] + T‘(A*B) - T(A) - T(B) (3315)
== T‘(PM) - T‘(PA) - T‘(PB) + T(PAPB) (3316)
oldugu gosterilebilir. Bu durumda (3.3.16) esitligi
r(M) =r(Py), 7(A) =71(Py), r(B) =r(Pg) ve r(A"B) =1(P4Pp)
esitliklerinden kolayca goriilebilir. Ote yandan

r(Py — Py — Pg) =r[A,B] + 2r(A*B) — r(A) — r(B) (3.3.17)
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rank formiilii (3.3.16) esitliginden tiiretilebilir. Bunu ispatlamak icin eger A*B = 0
ve B*A =0 ise bu takdirde r(A + B) = r(A4) + r(B) olacag1 gergegine ihtiyag

vardir. Bu durumda
Py — Py — Pg = (Py — Py — Pg + P4Pg) — P4Py (3.3.18)
esitliginden kolayca gosterilebilir ki
(PaPg)*(Py — Py — P + PpPg) = (Py — Py — Pp + PyPp)(PyPg)" = 0
olup buradan da
r(Py — Py —Pg) =r(Py — Py — Pg + PyPg) + r(P4Pp) (3.3.19)

yazilabilir. (3.3.15) esitliginde bu yerine yazilirsa (3.3.17) esitligi elde edilir. Bu
takdirde (3.3.13) ve (3.3.17) esitlikleri birlestirilirse

7(Py — Py — Pg) = 1[PgPy, P4Pg] (3.3.20)
oldugu goriiliir. Ote yandan (3.3.19) esitliginden
[A,B][A,B]* = AA* + BB* © A*B =0
esitligi yazilabilir. Dolayisiyla (3.3.14) esitligi dikkate alinirsa
P,Pg = PgP,, PyP; = P:P,, PgP; = P:Pg (3.3.21)
olmasi durumunda N = [A4, B, C] olmak lizere
Py = Py + Pg+P; — PyPg — P4Pc — PgP; + P,P:Pg (3.3.22)

esitligi yazilabilir. Gergekten eger (3.3.21) saglanirsa Py = P4 + Pg — P4Pg Ve
dolayisiyla Py P = PcPy esitligi saglanir. Bu durumda (3.3.14) esitligine gore
Py = Py + Pc — Py P; yazilabilir. Py = Py, + Py — P,Pp ifadesi Py = Py + P; —
Py P ifadesinde yerine yazilirsa (3.3.22) esitligi saglanir. Bu takdirde (3.3.22) ile ilgili
bir rank esitligi asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 3.3.34 € C™", B € C"™* ve C € C"™ matrisleri verilmis olsun. Ayrica
N = [A, B, C] matrisi tanimlansin. Bu takdirde
r(Py — Py — Pg — Pc + PyPg + PyPc + PgP; — P4,PgP.)
A*C A*B

=7 7 ]+r[A,B,C]—r(A)—r(B)—r(C) (3.3.23)
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esitligi saglanir. Gergekten
Py — Py — Pg — Pc + PyPg + PyPc + PgP; — P,PgP,
= (In = Pa)(Py — Pp) Iy — P¢)

yazilabilir. Bu durumda (3.3.1) esitligi buna uygulanip gerekli diizenleme yapilirsa
(3.3.23) elde edilir. (3.3.23) den kolayca gosterilebilir ki (3.3.22) ayrisiminin

gergceklesmesi i¢in gerek ve yeter sart

A'C A"B] _ _

r [B* e ] = 1(4) + r(B) + r(C) — 7[4, B, C]
olmasidir, ki genel olarak bu (3.3.21) esitligine denk degildir.
Simdi asagidaki lemmay1 verebiliriz:

Lemma3.3.1 A € C™" matrisi verilmis olsun. Ayrica P € C"™™ ve Q € C™" ki

idempotent matris olsun. Bu takdirde A — PAQ matrisinin ranki

A AQ P
r(A—PAQ)=r| PA 0 0 |—7r(P)—1(Q) (3.3.24)
Q 0 O
seklindedir.

Ispat. P € C™™ ve Q € C™" idempotent oldugundan Gauss eliminasyon yéntemine

gore (3.3.24) de istenildigi gibi

A AQ P A 0 P
r| PA 0 0 |=r| 0 —PAQ -P
Q 0 O Q -0 0
A 0 P
=r|—PAQ O —P
0 —-0Q 0
A—PAQ O 0
=r| 0 0 —-P
0 -Q 0
=1r(A— PAQ) +r(P) +r(Q)
oldugu goriiliir.

Kullanacagimiz diger bir basit sonug

R(X) = R(Y) = R(AX) = R(AY) (3.3.25)
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ifadesidir. Yukaridaki sonuglar1 kullanarak P,Pg, Pg P, carpimlari ve bunlarin farklari

icin baz1 daha genel rank esitlikleri de verilebilir.
Teorem 3.3.4 A € C™™ ve B € C™* olsun. Bu takdirde, her k > 3 i¢in

[(P4Pp)* — P4Pg] = 1[(P4Pg)* — P4Pg] (3.3.26)
esitligi saglanir. Bu nedenle her k > 2 i¢in

(P4P)* = PPy < (PyPg)* — PyP3, Yani, P,Pz = PgP, (3.3.27)
saglanir.
Ispat. Bu durumda

(P4Pg)* — PyPy = P4Pg[(P4Pp)* ™" — Iy]
= PyPg(PaPg — Im)[(PaPp)* ™% + -+ PyPg + In]

yazilabilir. Diger yandan [(P4Pg)* %+ -+ P,Pg + I,,,] matrisi nonsingiiler bir
matris oldugundan (3.3.26) da iddia edildigi gibi

7[(PaPg)* — PaPg] = r[PyPg(PsPg — Iy)] = 1[(P4P)? — P4Pg]
esitligi saglanir. (3.3.26) dan tiiretilen ilging bir rank esitligi asagida verilmistir.
Sonu¢ 3.3.1 P € C™"™ ve Q € C™P olsun. Bu takdirde,
r(PQ — PQQ*P*PQ ....Q*P*PQ) =r(PQ — PQQ*P*PQ) (3.3.28)
olacaktir. Bu nedenle
QTPTPQ....Q"PT e {(PQ)"} = QTPT € {(PQ)7}
yazilabilir. Ger¢ekten
r(PQ — PQQ*P*PQ ....Q*P*PQ)
=r(P*PQQ* — PTPQQ*PQ ..Q*P*PQQ™")
= r[P*PQQ* = (P*PQQ™)]
= r[P*PQQ* — (P*PQQ*)]
= [PQ — PQQ*P*PQ]

olacaktir. Ustelik

49



(PQ)t =Q*P*PQ ....Q Pt & (PQ)* = QFP*

yazilabileceginden ispatin geri kalan kismi1 kolayca gosterilebilir.
Teorem 3.3.5 4 € C™" ve B € C™k olsun. Bu takdirde,

r[(Py Pg)? — Py Py = [Py Py — Py Py ] (3.3.29)
dir, bu nedenle

(PyPg)?> =PyPy & P Py =Py P, (3.3.30)
olacaktir.
Ispat. Bu durumda

(PAPB)Z —Pg Py =Py (PpPy)Pp —Pp Py
yazilabileceginden (3.3.24) uygulanirsa (3.3.29) da iddia edildigi gibi

[Pg Py PgPyPg P,

T(Py(PgPy)Pp —PgPy) =1 |PyPgPy O 0 —1(Py) —1(Pg)
Py 0 0 |
0 Pg PyPg P,
=T PAPBPA 0 O —T(PA)—T(PB)
Py 0 0
[Py Pg Py

Py ]+T[PBPAPB' Pyl —1(Py) —7r(Pp)

Py P
=71 ?DBA]+T[PBPAPB' PA]—T(PA)—T(PB)

=1(PyPp —PpPy)
oldugu goriiliir.
Teorem 3.3.6 A € C™" ve B € C™ olsun. Bu takdirde, her k > 2 i¢in
r[(P4 Pg)* — (Pg PA)*] = [Py Py — P Py ] (3.3.31)
dir, bu nedenle, her k = 2 igin
(P4 Pg)* — (PgP)* < P, Py = Pz P, (3.3.32)
olacaktir.

Ispat. Bu durumda
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(PaPg)* — (Pg Pa)" = P4[Pp(P4Pp)* ] = [(PgPa)* " Pg]P4
yazilabilir, burada Pg (P4Pg)*~1 = (PgP,)* 1Py dir. Bu durumda (3.3.9) esitliginden
r[(PaPp)" — (Pg PA)*] = r[(PaPp)* — (PaP5)*Pal + r[P4(PsPa)* — (Pg P4)"]
= 21 [(PaPg)* — (P4Pp)*P4]
= 2r[(P4Pp)"*(Im — P4)]
yazilabilir. Ote yandan P, Py carpimi kdsegenlestirilebilir oldugundan
r[(PaPg)*] = r(P4Pg) ve R[(P4Pp)*] = R(PaPp) (3.3.33)
olacaktir. Bu nedenle
1[(PaPg)*(In — P4)] = r[(P4Pp) (I — Pa)] = 7[(PaP5 — P4P5P4)]
elde edilir. Bu da (3.3.3) e gore (3.3.31) in saglandigin1 gosterir.
Teorem 3.3.7 A € C™" ve B € C™* olsun. Bu takdirde,
r(Py PpPy — Pg PyPp) = 1(Py P — Pg Py) (3.3.34)
dir, bu nedenle,
P, PgP, =Py PPy & P, Pg =Pz Py (3.3.35)
olacaktir.

Ispat. Bu durumda blok Gauss eliminasyon yontemine gore

P,PgP, O P, Pg Py
r| 0 _PBPAPB PBPAPB ]
PyPg Py PgyP,Pg 0
P, Pg Py 0 0
=r[0 — Py PPy 0 ]
0 0 Py Py Py — Py Py Py

= 1(Py PgPy) + 1r(Pg PyPg) + (P4 PgPy — PgP, Pg)
= 2r(Py Pg) + r(Py PgPy — PgP, Py)

yazilabilir. Ote yandan P, ve Py matrisleri idempotent oldugundan

PyPyPy 0 Py Py P, Py Py P, 0 Py Py P,
r| 0 — Py Py Py %&%]zr%&%& 0 %&&]
PaPgPy PsPiPs 0 PyPgP,  PgP,Pg 0
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0 0 Pg P, Py

0 0 P, Py P,
_, [
P,PyP, PgP,Pg 0

_ [PyPyP,
=" |Pg Py Pg

| = rPaPs Pa Py iy ]
=2r[P4Pg Py, PpPyPp]
=2r[PyPs, PpPy]
elde edilir. Boylece
7(Py PgPy — Pg PyPg) = 2r[PaPg, PpPy]—2r(PyPp)

olacaktir. Bu son esitlik (3.3.12) ile birlestirilirse (3.3.34) deki esitlik elde edilir. Bu

da ispat1 tamamlar.
(Pa _PB)3— (Pa —Pp) = Pg Py Pg — Py PgPy
oldugu kolayca gosterilebilir. Bu nedenle (3.3.34) e gore
r[(Py — Pg)® — (P4 — Pg)] = r(Py Pg — PgPy)
olacaktir. Ozel olarak
(Py —Pg)" = (P4 —Pg) © PyPg = PPy (3.3.36)

elde edilir. Ote yandan r(4* — A*) = r(4 — AA*A) esitligi (P, — Pg)t — (P4 —

Pg) ifadesine uygulanirsa

r[(Ps —Pg)* — (P4 — P)] =7[(P4 — Pg)® — (P4 — Pg)]
ve dolayisiyla da

r[(Py — Pg)™ — (P4 — Pg)] =71 (P4 Pg — PgPy)
oldugu gériiliir. Ozel olarak

(Py —Pg)t=(Py —Pg) & P, Py =PgP, (3.3.37)

elde edilir.
Teorem 3.3.8 4 € C™" ve B € C™* olsun. Bu takdirde, her k > 2 i¢in

7[(Pa PgP4)* — (Pg P4Pp)*] = 1(Py Py — Pg Py) (3.3.38)

dir, bu nedenle, her k = 2 igin
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(PAPBPA)k = (PBPAPB)k S PyPg=PgPy
olacaktir.

Teorem 3.3.9 A € C™" ve B € C™* matrisleri ve k > 1 tam sayis1 verilmis olsun.
Bu takdirde

k
T[(PA — Pg)? +1_(PA _PB)] =r1(PyPg — PgPy)
ve dolayisiyla
(Py — Pg)?* = (Py — Pg) & Py Py = Py P

olacaktir. Bu durumda (P, Pg)™ ve (Pg P,)™ matrislerinin her ikisi de idempotent
oldugundan (3.3.5) ve (3.3.12) esitlikleri (P4 Pg )™ — (Pg P, )™ ifadesine uygulanirsa

asagidaki sonucun saglandig1 kolayca goriilebilir.

Teorem 3.3.10 4 € C™™ ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
r[(PaPg)* — (Pg Py)"]1 =1(Ps Py — PpPs) (3.3.39)

dir.

(3.3.20), (3.3.31), (3.3.38) ve (3.3.39) dan tiiretilen baz1 ilging ranj uzay esitlikleri

asagidaki gibi siralanabilir:
R(Py — Pa — Pg) = R[PgPy, P4Pg], M = [4,B]
RI(PaPp)* — (P Pa)*] = RI(PaPp Pa) = (Pe PaPs)' k22,121
=R(PyPg — PpPy)

ER[(PAPB)+_(PBPA)+] = R(Py Py — PgPy).

3.4 Dik Izdiisiimlerin Carpim ve Farklarinin Moore-Penrose inversleri

A € C™™ matrisi verilmis olsun. Bu takdirde, Moore-Penrose invers kullanilarak A
matrisinin R(A) ranj uzay:1 lizerindeki P, dik izdiisiimiinin P, = AA* seklinde
olacagim1 hatirlayalim. Bu kisimda P, Py carpimi, P, —Pg farki ve Py Pg — PgPy
komiitatoriiniin Moore-Penrose inversleri i¢cin bazi ifadeler gelistirip bunlardan bazi

onemli sonuglar tiiretilecektir. Bu durumda oncelikle asagidaki Lemma verilebilir.
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Lemma3.4.1 A € C™" ve B € C"™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

AB

+ _ ptgt +r+ A+ =
r[(AB)* — B¥A* + B*T*A*] r[ABB*B

] +7[AB,AA*AB] — 2r(AB)  (3.4.1)
rank esitligi saglanir, burada T = (I,, — BB*)(I,, — A*A) dir. Ayrica
(AB)* = B*A* + B*T+A* (3.4.2)
esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart A ve B matrislerinin
R(AA*AB) = R(AB) ve R[(ABB*B)*] = R[(4B)'] (3.4.3)

ranj esitliklerini saglamasidir.

Eger Lemma 3.4.1 iki dik izdiisimiin P, Pg ¢arpimina uygulanirsa asagidaki 6nemli

sonu¢ elde edilir:
Teorem 3.4.1 A € C™™" ve B € C"™ matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

(P4 Pg)* = PPy — Pg[(Imy — Pg)(Im — Pa)]" P4 (3.4.4)
olacaktir.

Ispat. P, ve Py dik izdiisim cifti i¢in P? = Py = P;, P2 = Py = P}, Py = P, ve
Pg = Py oldugunu belirtelim. Bu takdirde (3.4.3) deki ranj esitliklerinin her ikisi de
saglanir. Bu nedenle (3.4.1) ifadesi (3.4.4) ifadesine doniisiir.

Lemma 3.4.2 M ve N ayn1 boyutlu iki matris olsun. Eger MN* = N*M = 0 esitligi

saglaniyorsa bu takdirde

(M+N)T=M*+N* (3.4.5)
esitligi saglanir.
Teorem 3.4.2 A € C"™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

(Py—Pp)* = (Py—P4Pg)* + (PaPg — Pp)*
= (P4 —PgPy)" + (PgPy — Pp)* (3.4.6)

esitligi saglanir.
Ispat. P, ve Py matrislerinin her ikisi de Hermityen oldugundan

(Py =Py Pg)(PyPg — Pg)" = (P4 Pg — Pg)" (P4 —P4Pg) =0
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ve
(PA —PBPA)(PBPA _PB)* = (PBPA _PB)*(PA_PBPA) =0

olacagi kolayca gosterilebilir. Bu nedenle Lemma 3.4.2 den (3.4.6) da verilen iki

ifadenin saglandig1 gortiliir.

(3.4.6) esitliginde X = (P,—P,Pg)t ve Y =—(PgPy—Pg)* = (Pg — PgPy)"
alalim. Bu durumda bir K matrisinin idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter sart K =
(FE)* olacak sekilde iki dik izdiisiim matrisinin mevcut olmasi oldugunu ve bu
durumda K = EKF esitliginin saglandigin1  hatirlarsak bu durumda X ve Y
matrislerinin idempotent oldugu ve X =P, X(I,, —Pg) ve Y = (I,, —P4)Y—Pp

esitliklerini sagladig kolaylikla gosterilebilir. Bu nedenle agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.4.3 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde P, —Pg

matrisinin Moore-Penrose inversi
(Pa—Pg)t=X-Y (3.4.7)
seklinde yazilabilir, burada X ve Y matrisleri
X2=X, Y?2=Y, XY*=Y'X=0 (3.4.8)
esitliklerini ve
R(X) € R(A), R(B) € ker(X), R(Y*) < R(B), R() S ker(Y") (3.4.9)
bagintilarini saglar.
Sonu¢ 3.4.1 A € C™" ve B € C™**matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
Py,(Py—Pg)*Pg = Pg(Py,—Pg)*P, =0 (3.4.10)
dir.
Ispat. Ispat (3.4.7) ve (3.4.9) dan direkt olarak goriiliir.
(P, — Pg)(Py—Pg)* (P, — Pg) = P, — Py oldugundan (3.4.10) esitliginden iki dik
izdiisiim matris ¢ifti icin P,(Py —Pg)TP, — Pg(Pg —P,)* Py = P, — Pg esitliginin
saglandign gosterilebilir. Py — PyPg = Py(I,, — Pg), P4Py — Py = —(I,, — P4)P;g,

Py — PgP, = (I,, — Pg)P4 Ve PgP, — Py = —Pg(I,, — P,) esitlikleri dikkate alinirsa
Teorem 3.4.1 den asagidaki esitlikler yazilabilir:
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(Py — PpPg)" = Py — PgPy — (I, — Pg)(Pg — PgP4) " Py,
(PyPg—Pp)" = —Pp + PgPy + Pg(Py — PgPa)™ (In — Pa),
(P4 — PgPy)* = Py — PyPy — Py(Pg — P4Pg) " (I, — Pp),
(PgPy—Pg)* = —Pg + P4Pp + (I;y — Py)(P4 — P4Pg) " Pp.
Bu esitlikler (3.4.6) ifadesinde yerlerine yazilirsa
(Py—Pp)" = Py — Pg + Pg(Py — PgPn)" (In — P4)
—(I,, — Pg)(Pg — PgP))*P, (3.4.11)
ve
(Py—Pp)" =Py — Pg + (I, — Py)(Pa — PaPg) " Pg
—P,(Pg — PyPg)* (I,, — Pg) (3.4.12)
elde edilir. Ayrica
Py (Py — PgPy)"Py — Py(Pgp — PgPy)*Py = Pg(Pg — Pg)"P4 = 0
Py(Py — PoPg)*Pg — P4(Pg — P4Pg)"Pg = Py(Py — Pg)"Pp = 0
esitlikleri yazilabilir. Bu nedenle (3.4.11) ve (3.4.12) asagidaki sonuca doniistir.

Teorem 3.4.4 A € C"™" ve B € C"™** matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde P, —Pg

matrisinin Moore-Penrose inversi igin
(Py—Pp)" = Py — Pg + Pg(Py — PgPy)™ — (Pg — PgP4) " Py, (3.4.13)
(Py—Pg)™ = Py — Pg + (P4 — P4Pg)*" Py — Py(Pg — PaPp)", (3.4.14)
esitlikleri gegerlidir.

Teorem 3.4.5 A € C"™" ve B € C"™** matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde P, —Pg

matrisinin Moore-Penrose inversi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(@) (Py—Pg)* =P4—Pg,
(b) Pg(Py— PgPy)™ = (Pg — PgPy)" Py,
(©) (P4—Pg)®=P4—Pg,
(d) P,Py = PgP, .
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Ispat. (a) ve (b) nin denkligi (3.4.13) den kolayca goriiliir. Ayrica AT = A* olmasi
icin gerek ve yeter sart AA*A = A olmasidir. Bu durumu P, —Pp farkina uygulayarak
ve (P4 —Pg)" = P4 — Pg esitligi kullanilarak (a) ve (¢) nin denkligi elde edilir. Ayrica

(P4 —Pg)® = Py + PgP4Pg — P4PgPy — Py
oldugundan
(P4 —Pg)® = Py — Pg & PgP4Pg = P4P5Py
olacaktir. PgP4Pg = P4PgP, esitligi ise PgP, = P, Py esitligine denktir.

Teorem 3.4.2 ve Teorem 3.4.3 dikkate alinirsa, tersinir olmasi durumunda P, —Pg nin

tersi hakkinda asagidaki sonug verilebilir:
Teorem 3.4.6 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

(@) P4 —Pg nin tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart [A,B] = r(4) +r(B) =m
olmasidir.

(b) Budurumda P, —Pg nin tersi
(P4 —Pg)™" = (P4 — PaPp)* + (PaPg — Pp)*
= (Py — PgPy)™ + (PgPy — Pp)*
= P, — Pg+Pg(Py — PgP,))" + (P — PgP,)*P, (3.4.15)

seklinde yazilabilir. X ve Y matrisleri X = (P, — PgPy)* ve Y = (PgP, — Pg)™

olarak tammlanirsa (P, —Pg)~! = X — Y seklindedir, burada
r(X) =r(4), r(Y) =r(B), (3.4.16)
X2=X, Y’ =Y, XY*=Y'X=0, (3.4.17)
RX) =RA), R(B) =ker(X), RY™) =R(B), R(A) =ker(Y") (3.4.18)
esitlikleri saglanir.

Bu durumda P, —Pjp farkinin inversi goz Oniine alinabilir. Dolayisiyla P4, —Pg nin

tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
M? =M, R(M) = R(A) ve R(B) = ker(M) (3.4.19)

olacak sekilde bir M matrisinin mevcut olmasidir. Bu durumda
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(Pa—Pg)™ ' =M+M~Ip, (3.4.20)

dir. Gergekten (3.4.19) esitligini saglayan M matrisi tektir. (3.4.17) ve (3.4.18)
esitliklerinden X = (P, — PgP,)™ matrisinin (3.4.19) daki ii¢ sart1 sagladig1 goriiliir.
Boylece M matrisinin (3.4.19) esitligini saglayan bir ifadesi

M = (P, — PgPy)" (3.4.21)
olarak yazilabilir. (3.4.21) deki tek tiirlii olan M matrisini (3.4.20) de yerine yazarsak
(Pa—Pg)™" = (P4 — PgPa)* + (P4 — PaPp)*—I, (3.4.22)
oldugu goriiliir. (3.4.22) de P4 ile Pz matrisleri yer degistirirse
(Pa—Pg)™' = —(Pp — PaPp)" — (Pg — PgPa)"+Ip, (3.4.23)
oldugu goriiliir.

Eger Teorem 3.4.2 ve Teorem 3.4.6 da P, ile I, — P, matrisleri yer degistirirse

asagidaki iki sonug elde edilir:
Sonuc 3.4.2 A € C™" ve B € C™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
(In = Pa=Pp)* = [ = Pa) (U — Pp)]" — (Pa Pp)* (3.4.24)
= [(Im = Pg )y — P)I" — (Pg Pa)™ (3.4.25)
olacaktir.

Sonu¢ 3.4.3 A€C™" ve B € C™k matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

I, — P4 —Pg matrisinin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

r(A*B) = r(A) = r(B) (3.4.26)

olmasidir. Bu durumdal,,, — P4, —Pg matrisinin tersi
(Im = Pa—Pg) ™" = [(I;m — Pa)(Um — Pe)]* — (Pa Pp)*
= [(Im = Pg )Ly — P)I" — (Pg Pa)* (3.4.27)
olarak yazilabilir. Ayrica
(Im = P4 =Pp)™" = [(Im = Pa) U — Pe)1* + [y — Pp ) (I — P)]* — I, (3.4.28)
ve

(I — Py —Pp) ™t = Iy — (Pa Pg)* — (Pg Py)* (3.4.29)
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yazilabilir.
Yukarida belirtilen sonuglar ayrica Py M—M Pz matris ifadesine de genisletilebilir.

Teorem 3.4.7 A € C™" B € C*F ve M € C"™* matrisleri verilmis olsun. X ve Y

matrisleri X = (P,M — P,MPg)* ve Y = —(P4MPz — MPg)* olarak tanimlanirsa
(PyM — MPg)* =X —Y (3.4.30)

seklindedir, burada

XMX =X, YMY=Y, XY"=Y"X =0, (3.4.31)
dir, ayrica
Py(PaM — MPg)*Py =0 (3.4.32)
olacaktir.

ispat. P, M—MP; matris ifadesini
Py M—MPg = (PyM—P, MPg) + (P, MP3—MP3)
olarak yazarsak
(PyM—P4,MPg)(Py MPg—MPg)* = (PyM—P, MPg)*(Py MPg—MPg) =0

olacagi kolayca goriilebilir. Boylece Lemma 3.4.2 den (3.4.30) esitliginin saglandigi
goriiliir. (3.4.31) ve (3.4.32) esitlikleri ise agiktir.

Sonuc 3.44 A € C™™ ve B € C™ matrisleri verilmis olsun. Ayrica X matrisi de

X = (P4Pg — P,PgP,)" olarak tanimlanirsa
(PyPg — PgPt=X-X*
seklindedir, burada X2 =0 ve XPgX = X dir, ayrica Py,(Py, Pg — PgP,)"P, =0
olacaktir.
Yukarida verilen sonu¢ (P4 Pg)* — (PgP,)¥ ifadesine de genisletilebilir. Bunun icin
Pg (P4 Pg)*~1 = (PgP,)* 1Py olmak iizere
(P4 P)* — (PgPa)* = Py [Pg (P4 Pg) "] — [(PsP4)* " Pp]Py

yazmak yeterlidir. Yukaridaki matris ifadesine Teorem 3.4.7 uygulanirsa asagidaki

sonug verilebilir.
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Sonuc 3.45 A € C™™" ve B € C™ matrisleri verilmis olsun. Ayrica X matrisi de

X = [(P4 Pg)* — (P4 Pg)*P,]" olarak tanimlanirsa
[(PAPB)k - (PBPA)k]+ =X-X
seklindedir, burada X? =0 ve XPg(P,Pg)* X = X dir. Ayrica
Py [(PAPB)k - (PBPA)k]+PA =0
olacaktir. Bunun sonucu olarak
(PoPpPs—PpPyPp)* = [PaPpPy — (P4 Pg)?]" + [(Pa Pg)?—PgPaPpl*

oldugu da yine Teorem 3.4.7 den gosterilebilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda birinci boliimde oncelikle Matris Cebirinin tarihsel gelisimi ve
kullanim alanindan kisaca bahsedilmistir. Ikinci béliim Matris ve Matris Uzaylari ile
ilgili bir takim temel kavramlardan olusmakta olup bu boliimdeki teoremler genellikle
ispatsiz olarak verilmistir. Ugiincii boliimde dik izdiisiim matrisleri ele almarak bu
matrisler icin gesitli rank formiilleri elde edilmistir. iki dik izdiisiim matrisinin toplam
ve farki igin bazi rank formiilleri verilmis dik izdiisiim matrisleriyle ilgili gesitli rank
esitlikleri elde edilmistir. Ayrica dik izdiislim matrislerinin ¢arpimlar1 ve farklarinin

Moore-Penrose inversleri ele alinmigtir.

Yapilan calismalara benzer olarak ii¢ veya daha fazla dik izdlisiim matrisinin lineer
kombinasyonlar1 ile ilgili dik izdiisiim olup olmama durumlari ve bu tip
kombinasyonlar ic¢in rank esitlikleri elde edilerek bunlarin 6zellikle ekonometri,
istatistik ve miihendislik alanlarina uygulanabilirligi arastirilabilir. Caligmada Moore-
Penrose inversler i¢in elde edilen bulgularin agirlikli Moore-Penrose inversler ve Grup

inversler i¢in uygulanabilirligi arastirilabilir.
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