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TEZ BiLDiRiMi

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu,baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu,tezin igerdigi yenilik ve sonuclarin
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yapilmadigii, tezin herhangi bir kisminin bu {iniversite veya bagka bir

tiniversitedeki bagka bir tez calismasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

Imza

Zeynep OZGUNER

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaktan yapilan bildirimlerin, ¢izelge, sekil ve
fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri
Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

BERTRAND EGRI CiFTLERININ
KURESEL GOSTERGELERININ EGRILIKLERI
VE TABIi LIFTLERI

Zeynep OZGUNER

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2013
Yiksek Lisans Tezi, 66s.

Danisman: Yrd.Dog¢.Dr.Slileyman SENYURT

Bu ¢alisma bes boliim halinde diizenlenmistir. Giris Boliimiinde ¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Genel Bilgiler Béliimiinde Oklid uzay ile ilgili
bilgilere yer verildi. Materyal ve Ydéntem Béliimiinde Oklid uzayinda Bertrand egri
ciftleri ile ilgili temel kavramlara yer verildi.

Bulgular Boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir.Bu boliimde (a, 0(*)

Bertrand egri ¢ifti alinarak bu egri ¢iftlerinin kiiresel gosterge egrileri ile sabit pol
egrisinin yay uzunluklari, E’veS?ye gore geodezik egrilikleri hesaplandi bunlar
arasindaki bagmtilar bulundu. Ayrica o egrisinin kiiresel gostergelerinin tabii lift
egrileri geodezik spray i¢in integral egrisi olma sartt o egrisine bagli olarak ifade
edildi.

Anahtar Sozciikler: Oklid uzay1, Bertrand egri cifti, Geodezik egrilik, Geodezik
spray, Tabii Lift



ABSTRACT

NATURAL LIFTS AND CURVATURES OF THE SPHERICAL
INDICATRICES OF THE BERTRAND CURVES

Zeynep OZGUNER

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematic, 2013
MSc. Thesis, 66p.

Supervisor:Asst.Prof.Dr.Siileyman SENYURT

This study consists five fundamental chapter. In introduction, it is discussed aim of
and why this study is taken into consideration. In general in formation part, the basic
consepts of Euclidean space have been pointed out. In material and method part,
Bertrand curves are defined in the 3-dimensional Euclidean space.

In the last chapter is the original part of the study. In this chapter, Arc-lengths and
geodesic curvatures of the spherical indicatrix curves with the fixed pole curve of

Bertrand curves to E° and E°or S®. In addition the relations among the geodesic
curvatures and arc-lengths are given. Finally, the condition being the natural lifts of

the spherical indicatrix curves of the " curve are an integral curve of the geodesic
spray has expressed depending on « curve.

Key Words: Euclidean space, Bertrand curve, Geodesic spray, Geodesic curvatures,
Natural Lift.
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1.GIRIS

3-Boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi {izerinde birgok
calismalar yapilmistir. Ozellikle iki egrinin karsilikli noktalarinda Frenet catilari
arasinda bagintilar kurularak, bircok teoriler gelistirilmistir. involiit - Evoliit egriler,

Bertrand egri ciftleri ve Manheim egrileri birer 6rnek olarak gosterilebilir. Bir o

egrisinin a(s) noktasindaki Frenet vektorleri birim kiirenin merkezine

yerlestirildiginde ug¢ noktalari birim kiire yiizeyi iizerinde kiiresel gosterge egrilerini

olusturular.Egrinin Frenet 3-ayaklisinin her S aninda , bir eksen etrafinda , bir ani

helis hareketi yaptig1 kabul edilir.Bu eksene egrinin a(s) noktasindaki Frenet ani

donme ekseni denir.Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektore egrinin Frenet
ani donme vektorii adi verilir ve bu vektor W =7T + kB=N"AN seklinde ifade
edilir.

Caligskan, Sivridag ve Hacisalihoglu (1984) calismasinda bir « egrisinin kiiresel
gosterge egrileri ile sabit pol egrisinin tabii liftleri ve geodezik spraylart iizerinde
durmuslardir.Burada tabii lift egrilerinin tanjant demeti {izerindeki geodezik sprayin

bir integral egrisi olmasi i¢in esas egrinin nasil bir egri olmasi1 gerektigine dair

sonuglar elde etmislerdir .

Bertrand egri ¢ifti ilk olarak; 1850 yilinda Bertrand Russel  tarafindan
tanimlanmistir.Birinci  ve ikinci egrinin aslinormal vektorleri lineer bagiml

oldugunda bu egri ¢iftine Bertrand egri ¢ifti denilmektedir.
Bu ¢aligmada (a,a*) Bertrand egri ¢ifti olarak alindiginda o egrisinin (T*),(N*)
ve (B*) kiiresel gosterge egrileri ile (C) sabit pol egrisinin yay uzunluklar1 E*ve

S? ye gore geodezik egrilikleri hesaplanarak ve bunlar arasindaki bagmtilar
bulundu. Ayrica o egrisinin kiiresel gosterge egrilerinin tabii liftlerinin geodezik
sprayin integral egrisi olmast i¢in, ¢ egrisinin nasil bir egri olduguna dair sonuglar

bulundu.



2.ONCEKIi CALISMALAR

Caliskan, Sivridag ve Hacisalihoglu (1984), a:l — M egrisinin  «:1 — x(M)

tabii liftinin, geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin M
tizerinde bir geodezik egri olmasi gerektigini belirtmislerdir. Ayrica bir ¢ egrisinin
kiiresel gosterge egrilerinin tabii liftlerinin geodezik sprayin integral egrisi olmasi

icin ¢ egrisinin nasil bir egri olmas1 gerektigine dair sonuglar bulmuslardir.
Bilici (1999), Involiit-Evoliit egrilerin kiiresel gosterge egrilerinin egrilikleri,tabii
liftleri ve tabii lift egrilerinin tanjant demeti {izerinde geodezik spray i¢in integral

egrisi olma sartlar ile ilgili degisik sonuglar bulmuslardir.

Ekmek¢i ve Ilarslan (2001), IL" Lorentz uzayinda Bertrand egri giftlerini
tanimlayarak bu egri ¢iftler arasinda uzakligin sabit oldugunu ve egrilerin teget
vektorleri arasindaki a¢min sabit oldugunu belirtmislerdir. Ayrica Bertrand egri

ciftleri i¢in Manheim ve Schell teoremlerini ispatlamislardir.
Bilici (2009), Lorentz uzayinda non-null egrilerin involiitleri i¢in egrilikler ve
burulmalar, Frenet vektorleri, Frenet vektorlerinin S? birim Lorenz kiiresi veya H?

hiperbolik birim kiiresi iizerindeki kiiresel gosterge egrilerinin yay uzunluklari, IL®,

S? veya H?Z ye gore geodezik egrilikleri ve Frenet ani donme vektdrlerinden

bahsedilerek bazi 6nemli sonuglar elde etmistir.
Ergun ve Calisgkan (2011), Lorentz uzayinda integral egrisi, tabii lift egrisi ve
geodezik egriyi tanimlayarak, o: | —)Megrisinin a:l— ;((M)tabii liftinin,
geodezik sprayin bir integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin M iizerinde bir
geodezik egri olmasi gerektigini belirtmislerdir.
Senyurt (2012), Oklid uzayinda Manheim egrilerinin kiiresel gostergelerinin yay

uzunluklarini, geodezik egriliklerini hesaplamistir. Ayrica (a,a*) Manheim egri

cifti olmak iizere, o egrisinin kiiresel gostergelerinin tabii litlerinin geodezik
sprayin integral egrisi olmasi i¢in « egrisinin nasil bir egri olamas1 gerektigine dair

sonuclar belirtmistir.



Demet (2012), Timelike-Spacelike Manheim egri ¢iftlerinin  kiiresel gosterge
egrilerinin egrilikleri,tabii liftleri ve tabii lift egrilerinin tanjant demeti ilizerinde
geodezik spray icin integral egrisi olma sartlar1 ile ilgili degisik sonuglar
bulmuslardir.

Caliskan O.(2013), Timelike Bertrand egri ciftlerinin kiiresel gosterge egrilerinin

egrilikleri,tabii liftleri ve tabii lift egrilerinin tanjant demeti iizerinde geodezik spray

icin integral egrisi olma sartlar ile ilgili degisik sonuglar bulmuslardir.



3.GENEL BIiLGILER

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzayina ait temel kavramlara yer verilmistir.

3.1 Oklid Uzay1

Tamim 3.1.1: A=< bir climle ve V de K cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun.

f : Ax A—V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa Aya V ile birlestirilmis

afin uzay denir:

Al: VP,Q,ReAi¢in f(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R)
A2: VP e Ave Va eV icin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Q € A

noktasi vardir.

Tanmm 3.1.2: IR" afin uzayi ile birlesen vektor uzayr IR" olsun.

() IR"xIR" = IR

(X,Y) > (X, Yy =3 %y,

fonksiyonu asagidaki o6zellikleri saglar. Bu fonksiyona standart i¢carpim veya
OKlid i¢ carpim denir:
)] Bilineer aksiyomu : vX,Y,Z eV ve Va,be IR i¢in
(@X +bY,Z)y=a(X,Z)+b{Y,Z)
(X,aY +bzZ)y=a(X,Y)+b(X,Z)
i) Simetri aksiyomu: VX,Y €V igin (X,Y)=(Y, X)
i) Pozitif tammmhhk aksiyomu: VX eVigin (X,X)>0 ve
(X, X)=0<X =0

Tamm 3.1.3:Uzerinde standart i¢ ¢arpim tanimli IR" afin uzayina n-boyutlu Oklid

uzay denir ve E" ile gosterilir.
Tanm 3.1.4: VX € E" olmak iizere
I[:E"—>IR
X = |X]= [, X)



seklinde tanimli fonksiyona E" de norm fonksiyonu ve ||X||eIR sayisina X

vektoriiniin normu denir.

Tanmim 3.1.5: VX,Y € E" olmak {izere
d:E"xE" >R
(X,Y)—=>d(X,Y) = [> (Y, - X,)?

i=1

seklinde tammli d fonksiyonuna E" de uzaklik fonksiyonu, d(X,Y) € IR sayisina

da X ileY noktalar1 arasindaki uzakhk denir.

Tamm 3.1.6: VX,Y € E" olmak {izere
A ESXES 5 E®

(X,Y) > X AY =23:det(ei, X,Y)e,

i=1
seklinde tanimli A fonksiyonuna vektorel ¢arpim fonksiyonu, X AY vektoriine de

X ile Y nin vektorel ¢arpim denir.
Tamm3.1.7: a:1 > E" a(s) =(«(S),a,(S),....,,(s)) seklinde tammli diferen-

siyellenebilir fonksiyona E" de bir egri denir.

Tamm 3.1.8: «: |1 — E" diferensiyellenebilir bir egri olsun.
lo]:1 > IR

S—>|a’

() =] (s)]
seklinde tanimli ||| fonksiyonuna skaler hizfonksiyonu, Ha'(s)” reel sayisina da

egrinin skaler hizi denir.

Tamm 3.1.9: «: 1 — E" bir egri olsun. Vsel igin Ha’(s)” =1 ise egriye birim hizli

egri, se | parametresine de yay parametresi denir.

Tanim 3.1.10: a:1 c IR— E" biregri ve a,be | i¢in

b

]

a

a'(s)|ds (3.1.1)



reel sayisma «(a) ile a(b) noktalar: arasindaki yay uzunlugu denir.

Tamm 3.1.11: a:l cIR—E" bir egri ve ¢={a',a”,a"',...a(r)}cﬁmlesi lineer

bagimsiz olsun.
a® eSp{g}, k>r

olmak fiizere ¢ ciimlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde
edilen {V,(s),V,(s),...V,(s)} ortonormal sistemine o egrisinin o ('s)noktasmdaki

Serret-Frenet r-ayakhsi, V V,, 1<i<r, vektoriine de Serret -Frenet vektorii denir.

Teorem 3.1.1: &1 | < IR — Eegrisinin a(s)noktasindaki Frenet 3-ayaklist;

1)s el yay parametresi ise

seklinde verilir (Hacisalihoglu 1983).



Tamm 3.1.12:a:1 —E"egrisinin ~ «(s) noktasindaki ~ Frenet r-ayakhs
{Vi(5).V, (8),....V, (s)} olsun.

kil >R

s>k ()= (s).Via(s) . 1<i<r,

seklinde tanimli k; fonksiyonuna i-yinci egrilik fonksiyonu ve k;(s)eR sayisina
egrinin ¢(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir.
Ozel olarak n=3 almrsa k,(s)=x(s) ve k,(s)=7(s) ile gosterilir. x ya egrinin
egriligi,  ya egrinin burulmasi (torsiyonu) denir,(Hacisalihoglu 1983).

Teorem 3.1.2: a: | — E"egrisinin Frenet I -ayaklisi {Vl(s),V2 (5)s-nV, (S)},

i-yinci egriligik;(s) olsun. Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarn tiirev

vektorleri arasinda

bagintis1 vardir,(Hacisalihoglu 1983).
n=36zel halinde o egrisinin «(s)noktasindaki Frenet 3-ayaklist {T,N,B} ile

gosterilir. Burada T ye teget vektor, N ye asli normal vektér ve Bye de binormal
vektor denir. « egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla x ve 7 olmak {izere

Frenet formilleri



N'(s)=-«(s)T(s)+7(s)B(s), (3.1.2)

seklinde olur,(Hacisalihoglu 1983).Diger yandan e egrisi iizerinde e /(s)noktasi
egriyi cizerken bu noktadaki {T, N, B} Frenet 3-ayaklist her s aninda, (bir eksen

etrafinda) ani bir helis hareketi yaptigi kabul edilir ve bu eksene egrinin «(s)

noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu

veren vektor,

W=NAN",
W =7T +«B (3.13)

seklinde olur ve bu vektore Darboux vektorii adi verilir.

Sekil 3.1 Darboux vektorii

W ile Bvektorleri arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse sekilden,

sinp=—"— | cosp=—— (3.1.4)

W] W]

dir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse



W
olur. Burada xile z nun yerine (3.1.4) deki karsiliklari yazilirsa

C =singT +cospB (3.1.5)
bulunur.

Tanmm 3.1.13:a:1 - E" egrisinin a(s)noktasmdaki birinci ve ikinci egrilikleri

strastyla k; (s) ve k, (s) olsun.

H:1 >IR

k(s
s —> Hl(s):—l( )
seklinde tanimli H, fonksiyonuna ¢ egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.

Tanmm 3.1.14 : «:1 > E" egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii sabit bir U
vektorii ile sabit ac1 yapiyorsa egriye egilim cizgisi (helis) ve S, {U} ya da egilim
cizgisinin egilim ekseni denir.
Teorem 3.1.3: «: 1 — E’egrisi bir egilim ¢izgisidir < H, (s) = sbt (Hacisalihoglu
1983).
Ispat: = Kabul edelim ki o bir egilim ¢izgisi olsun. o egrisinin «(S)
noktasindaki Frenet vektorleri {T (s),N (s) B(S)} olmak iizere , egilim cizgisi
tanimina gore

(T(s),U)=cos@
olur.Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

(T'(s),U)=0=>x(N(s),U)=0

=N_1U

oldugu goriiliir. Buradan U €S| {T (s), B(S)} olacagindan



U =aT (s)+bB(s)
seklinde yazilabilir.Bu ifade sirasiyla T ve B ile i¢ carpilirsa
(U,T(s))=a=cos#,
(U,B(s))=b=sing
olur ve buradan
U =cosdT (s)+sinOB(s)

bulunur.Diger yandan

< Kabul edelim ki Vsel igin H,(s)=sbt olsun.ddia ediliyor ki « bir egilim
cizgisidir.
H,(s)=sbt ise H,(s)=tan@ = sbt almabilir.Buradan

K(S):ﬂ =k (s)cos@—z(s)sind=0
r(s) cosd

olur.

U =cosdT (s)+sin6B(s)

vektoriinii tanimlayalim. Tiirev alinirsa

10



U'=cosdT’'+sin 6B’

U’:[zc(s)coser(s)sin H} N(s),

=0

U'=0 = U =sht.

bulunur.Buradan da

(! (s).U)=(T(s).U)
=(T(s),cos 4T (s)+sin@B(s))
=000
=sht

olur ki bu da « bir egilim ¢izgisi olmas1 demektir.

Teorem 3.1.4: «:1 — E’egrisinin diizlemsel bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart

7 = 0olmasidir,(Hacisalihoglu 1983).

Ispat: = Kabul edelim ki o birim hizli diizlemsel bir egri olsun.Bu durumda

Vsel igina(s) noktalarinin tiimii bir E diizlemi i¢inde bulunur.Diizlemin normali

q, diizlem tizerinde herhangi bir nokta p olsun.Bu durumda

{a(s)-p.a)=0
olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

(a'(s),q)+(a(s)-p.q) =0 =(a'(s),q)=0

=(T(s),q)=0
olur ve tekrar tiirev alinirsa
(a"(s),q)=0 = (x(s)N(s),q)=0
=(N(s),q)=0

11



bulunur.Buradan q vektoriiniin  Tve N vektorlerine dik oldugu goriiliir.Bu

durumda q vektorii B ye paralel olur.

B(s)= ing—”
alinabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
B'=0
bulunur ve

B'(s)=~7(s)N(s)
esitliginden

r(s) =0
elde edilir.

< Kabul edelim ki 7(s)=0 olsun. B'(s)=—z(s)N(s)idi. Buradan
B'(s)=0=B(s)=sht

olur.
F:1 IR

s> F(s)=(er(5)-a(0). B(s)

fonksiyonunu tanimlayalim. s =0 ise F(0)=0dir. F nin sye gore tiirevi alinirsa

olur.Buna gore
(ex(5) - ex(0), B(5)) =0
esitligi @ egrisinin a(O) noktasindan gecen ve B vektoriine dik olan diizlem i¢inde

oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.5: a:1 — E® egrisinin dogru olmasi icin gerek ve yeter sart x=0
olmasidir,(Hacisalihoglu 1983).
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Ispat: o : 1 — E*birim hizl bir egri olsun.

o'(s)]

x(5)-|

oldugundan

Kk(s) 0<:>Ha H—
< a'(s)=0
< a'(s)=b

< a(s)=bs+c, bcelR

Tamim 3.1.15: X,Y € y(M) ve Y nin bilesenler

yiE"— SR, 1<i<n,

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun.

DY = (X, [y]: X, [¥2]s X5 [¥a])

ifadesineY nin X e gore Kovaryant tiirevi denir.

Tamm 3.1.16: E" nin bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alani N
olsun. E" nin Riemann konneksiyonu D olmak iizere , X € y (M )igin

S(X)=DyN (3.1.6)
seklinde tanimlanan S doniistimiine sekil operatorii (Weingarten doniisiimii)

denir,(Hacisalihoglu 1983).

Tamm 3.1.17: E" de bir hiperyiizey M, sekil operatéri S ve Riemann
konneksiyonu Dolsun. X,Y € y(M )igin

DxY =D, Y +(S(X),Y)N (3.1.7)

seklinde tanimli D operatérine M iizerinde Gauss anlaminda tiirev operatorii,

denkleme de Gauss denklemi denir.

Tanmmm 3.1.18: «:1 — E" birim hizli bir egri olsun. « egrisinin teget vektori T

olmak lizere

13



D, T=0 (3.1.8)
isea egrisine E" de bir geodezik egri,

DrT =0 (3.1.9)
isea egrisine M ylizeyi lizerinde bir geodezik egri denir (Hacisalihoglu 1983).
Tamm 3.1.19: 1 — E®birim hizli bir egri olsun. «(s)noktasindaki teget vektorii
T olmak iizere

k, =|D:T| (3.1.10)
ifadesine egrinin E’e gore geodezik egriligi ,

7, =[O (3.1.11)
ifadesine de egrinin S®ye gore geodezik egriligi denir.
Tamm 3.1.20: «:l1 - E® de birim hizi bir egri olsun. ¢ edrisinin birim teget
vektori T = W} alindiginda, P noktasi « egrisini ¢izerken Q noktasimin birim

kiire ylizeyi lizerinde c¢izdigi egriye o egrisinin birinci Kiiresel gostergesi veya

tegetler gostergesi ad1 verilir.

a egrisinin tegetler gostergesi (T) ile gosterilirse denklemi,
ar (8)=T(s)

dir.(T) nin yay parametresis; ile gosterilirise

T'llds

ds; =|
olur.
Tamm 3.1.21: «:1 —>E® de birim hizli bir egri olsun. egrisinin asli normal
vektoriinlin birim kiire yiizeyi lizerinde c¢izdigi egriye « egrisinin ikinci Kiiresel

gostergesi veya asli normaller gostergesidenir.

a egrisininasli normaller gdstergesi(N ) ile gosterilirse denklemi,

ay (S) =N (S)
dir.(N) nin yay parametresi s, gosterilirse

dsy, =|N’|ds
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olur.

Tamm 3.1.22: o:1 ->E® de birim hizli bir egri olsun.« egrisininbinormal
vektoriinlin birim kiire yiizeyi lizerinde ¢izdigi egriye « egrisinin iiciincii kiiresel

gostergesi veya binormaller gostergesi ad1 verilir.

« egrisinin binormaller gdstergesi(B) ile gosterilirse denklemi,
3 (s)=B(s)

dir.(B) nin yay parametresi s ile gosterilirse
ds, =|B’|ds

olur.

Tamm 3.1.23: a:1 —E® de bir egri olsun.  egrisinin Frenet vektdrlerine bagh
olarak olusan birim Darboux vektdriinlin sabit birim kiire {izerinde ¢izdigi egriye

sabit pol egrisi ad1 verilir.

a egrisine ait birim Darboux vektdrii (C) ile gosterilirse denklemi,
ac(s)=C(s)

dir.(C) nin yay parametresi s; ile gosterilirse
ds. =¢'ds

olur.

Tanmm 3.1.24 : M,Nc Esegrileri(l ,a) Ve(l ] ) koordinat komsuluklar1 ile
verilsin. M ve N egrilerinin  Frenet 3-ayaklilar1 sirasiyla {T (s),N(s), B(S)} ve
{T"(s),N"(s),B"(s)}olsun¥s eI igin

(T(s).T"(s))=0

iseN ye M nin involiitii, M ye de N nin evoliitii denir.
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3.2 Kiiresel Gosterge Egrilerinin Yay Uzunluklar:

Calismamizin bu bolimiinde « egrisinin (T), (N), (B)kiiresel gosterge egrileri

ile (C)sabit pol egrisinin yay uzunluklari hesaplanmistir.

(T ) Tegetler gostergesinin yay uzunlugu s; ile gosterilirse

ar

ds,
ds

-
0

:J.”KN ||dS,
0

- . (32.1)

(N ) Asli normaller gostergesinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse

d—N ds,
ds

s
sv =]
0

:I||—KT +TB||dS,
0

:J'\/KZ +72ds,
0

=:[|[\N||ds. (32.2)
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(B) Binormaller gostergesinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse

= [zds. (3.2.3)

(C)Sabit pol egrisinin yay uzunlugu s, ile gosterilirse

_ildc

ds,
ds

Sc

0
:I¢'||COS¢T —sin ¢B| ds,
0

=[p'ds. (3.2.4)

3.3 Kiiresel Gosterge Egrilerinin E’e Gére Geodezik Egrilikleri

(T )tegetler gostergesinin E*e gore geodezik egriligi k; ile gdsterilsin. (T)nin yay

parametresi s, ve birim teget vektorii T, in geodezik egriligi
o -Io.T
dir. (T )tegetler gostergesinin denklemi

i (51)=T(s)
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seklinde yazilir. Bu ifadenin s; parametresine gore tiirevi alinirsa,

de dT ds da ds

— ==K

ds, dsds. ds; ds;
=T, =xN—

ds,

olur ve her iki tarafin normu alinirsa

ds 1
ds, «
TT(ST):N(S)

bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

PO ds o _dNds
T dsds, " dsds,

=D, T, =(~&T +7B)~

K

k; = 1+T—2
K
veya
k, =y/1+tan’ ¢
(- L
CoS @
elde edilir.
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(N)aslinormaller gostergesinin E’e gore geodezik egriligi ki ile gdsterilsin. (N)

nin yay parametresi s ve birim teget vektorii T, in geodezik egriligi
u =[5, T
dir. (N)asli normaller gostergesinin denklemi

ay (sy)=N(s)

dir. Burada s, ye gore tiirev alinirsa

da _dN ds = da =(—«T +rB)£
ds, dsds, dsg ds,
:>d—a=(—KT +rB)£
ds, ds,

=T, =(—K‘T +rB)£

ds,

olur ve her iki tarafin normu alinirsa

T, =—— T+

T
= — B,
oWl W
T, =—cos¢T +sinpB

bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa
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dT, ds
= —=D, T, =
Tn N dS dSN Ty N

d(—cosgT +singB) ds
ds ds,

:>DMTN=—EL(QH¢T+COS¢B)—N

W]

olur.Normu aliirsa

ky = 1+£ d Jz (332)

bulunur.
(B)binormaller gostergesinin E*e gore geodezik egriligi K ile gdsterilsin. (B)nin

yay parametresi s, ve birim teget vektorii T, i geodezik egriligi
ks =[D.T

dir. (B) binormaller gostergesinin denklemi

dir. Her iki tarafin S; parametresine gore tiirevi alinirsa,

da dB ds da N ds

—_—— > —— =7 _
ds;, dsds;, dsg ds,
Z>TB=—TN£
ds,

olur ve normu alinirsa

ds, ¢

ds .1
T
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T, =—N
olur.Bu ifadenin tekrar tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

o OO o dNds

=BT ds ds, Te ds ds,

T
= DTBTB =—T-B
olur.Norm alinirsa
KZ
kB = —2+1
T
veya
ky = L1+cot @,
Ky = (3.3.3)
sing
bulunur.

(C)sabit pol egrisinin E’e gore geodezik egriligi kile gdsterilsin. (C)nin yay

parametresi s. ve birim teget vektorii T in geodezik egriligi
ko =[PrTe]
dir. (C)nin denklemi

a: (s.)=C(s)

dir.Bu denklemin tiirevi alinirsa
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da dC ds da , . ds
- = —=¢'(cos¢T —sinpB)—
ds. ds ds. ds. ds.

=T, =¢'(cosgT —sin goB)(;j—S

SC
olur ve normu alinirsa

ds 1

— =

ds; ¢
T. =cosel —sinpB
bulunur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

dT. ds d(coseT —singB) ds
T.'C =—— = DTCTC = ( )
ds ds. ds ds.

= D, T, =—(sin¢T +cospB)+

o,
@
olur.Norm alinirsa

ke = 1+[”\Z—,”]2 (3.3.4)

3.4 Kiiresel Gosterge Egrilerinin S®ye Gore Geodezik Egrilikleri

S?kiireye gére(T), (N), (B) kiiresel gosterge egrilerinin  geodezik egriliklerini

hesaplayabilmek i¢in E°deki konneksiyon D, S?deki konneksiyon D, birim normal

vektor alan1 N olmak tizere

DxY =D, Y +(S(X),Y)N
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Gauss denklemlerinden yararlanilacaktir.

(T )tegetler gostergesinin S deki geodezik egriligi ¥ ile gosterilirse,

ol
dir. Gauss denkleminden

DrT, =D, T, +(S(T;). T, )T
yazilir.

S(Ty)=T,ve(S(T;).,T,)=1
oldugundan

DrTy =D T +T =DrT =T+ BT

= D1, T, = tan B
olur.Her iki tarafin normu alinirsa

yr =tang

bulunur.

(N) aslinormaller gostergesinin S? deki geodezik egriligi vy ile gosterilirse,

N =H[_)TNTN H
dir. Gauss denkleminden
Dr, T, =D; T, +(S(Ty ). TN

yazilir.
S(Ty)=T, ve<S(TN ),TN>=1

oldugundan
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D, T, = D, Ty +N = Dr,T,, =( 4 (singT +cosgpB) - NJ+ N

Wi

= BTN TN =

P ” (sin T +cos ¢B)

W

olur.Her iki tarafin normu alinirsa

. (3.4.2)

W]

bulunur.

(B) binormaller gostergesinin S? deki geodezik egriligi y, ile gosterilirse,

Ve = H[_)TBTB H
dir. Gauss denkleminden
Dr, T, =D, T, +(S(T,).T,)B
yazilir.
S(Ts)=Tsve(S(T,).Ty)=1
oldugundan
K

D1, T, =D, T, +B=Dr,T, = —T-B+B

= Dr,T, = cotgT

olur.Her iki tarafin normu alinirsa
7s =COto (3.4.3)

bulunur.

(C)sabit pol egrisinin S? deki geodezik egriligi y. ile gosterilirse,
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re=IB.%]
dir. Gauss denkleminden
Dr. T, =D, T +(S(T.). T )C

yazilir.
S(Te)=Teve(S(T.).Te) =1

oldugundan
Dr T, =D, T.+C=DrT, ( singT +1—! ”W” N — c05¢B]+sm T +cospB

= Dr. T, =11

olur.Her iki tarafin normu alinirsa

_ ﬂ (3.4.4)

elde edilir.
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4MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde Oklid uzayinda Bertrand egri ¢iftleri ile ilgili temel kavramlara yer

verildi.

4.1 Oklid Uzayinda Bertrand Egri Ciftleri

Tamm 4.1.1 : a:1 —E*veqa": | — E*diferensiyellenebilir iki egri , bu egrilerin
Frenet 3-ayakhlan swastyla {T(s),N(s),B(s)jve {T"(s),N"(s),B(s)}olsun.
Vs e | igin

IN(s).N"(s)}

lineer bagimli ise (a,a*) ikilisine bir Bertrand egri ¢ifti denir(Hacisalihoglu 1983).

T(s)

Sekil 4.1 Bertrand egri ¢ifti

Teorem 4.1.1: (a,a*)Bertrand egri ¢ifti olsun. A sabit bir sayr olmak iizere o
egrisi

o =a+AN (4.1.1)
seklindedir(Sabuncuoglu 2006).

Ispat: o : | — E® birim hizl bir egri olsun.Bertrand egri ¢ifti tanimina gore

a (s)=a(s)+u(s)N(s) (4.1.2)
bi¢iminde verilebilir.

(a*)' =a'+UN +uN"=a'+U'N +u(—«T +7B)
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ve buradan (a”) = (1-u2)T +uN +urB (4.1.3)
bulunur. (o (s) vektérii T*(s) vektdriine paralel oldugundan

(@) LN"(s)
dir. N"(s) vektorii N (s) vektoriine paralel oldugundan

(@) LN(s)

«a32N>=o

dir. Burada (a*) n yerine yukarida bulunan esiti yazilarak

olur.Oyleyse

u = sht
bulunur.u = A alimirsa(4.1.2) ifadesinden
a (s)=a(s)+AN(s)
elde edilir.

Teorem 4.1.2: (a,a*)Bertrand egri ¢iftinin karsilikli noktalarindaki birim teget

vektorleri arasindaki ag1 sabittir (Hacisalihoglu 1983).

Ispat : a:1 — E’vea : 1 — E®diferensiyellenebilir iki egri , bu egrilerin Frenet 3-
ayaklilart swrastyla  {T(s),N(s),B(s)}ve {T*(s), N"(s), B*(s)} olsun. Bu

durumda
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%<T (s).T"(s)) :<%T>+<T%%>

@

=(kN,T")+ -

(T.<'N")

:K<N,T*>+‘Z—ix* <T, N*)

yazilabilir. { N(s),N (s)} sistemi lineer bagimli oldugundan
(N, T)=0ve(T,N")=0

dir.Bu neticeler yukarida kullanilirsa

d

£<T (s).T"(s))=0
bulunur. O halde
<T (s),T*(s)> = sht
dir.Kabul edelim ki T(s) ile T"(s) arasindaki ag1 ¢ olsun. O zaman
<T (s). T (s)> =C0s 6 = sht
bulunur.Bu ise ispati tamamlar.
Teorem 4.1.3:(,a”) Bertrand egri siftlerinin birim teget vektorleri arasindaki ag1 @

olmak tuzere Frenet vektorleri arasinda

T cos® 0 —singdl||T
N =] O 1 0 N
B” sin@ 0 cos@ || B

bagintisi vardir,(Kasap 1996).

Ispat : (a,a*)Bertrand egri ¢ifti oldugundan tegetler arasindaki ac1 ile binormaller

arasindaki ag¢1 ayni olur,(sekil 4.2).Bu durumda ¢atilar arasinda
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T =cosdT —singB

N =N (4.1.4)
B =singT +cos 9B

bagintilar1 yazilabilir. Bu da ispati tamamlanir.

T

Sekil 4.2Bertrand Egri Ciftinin Frenet Catilarinin Gosterimi

Teorem 4.1.4: (a,a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. o egrisinin egrilikleri x ve 7 ise

bunlar arasinda
Ax+pur =1 y=—Acoté (4.1.5)

bagintis1 vardir(Hacisalihoglu 1983).

Ispat: o ve o egrilerinin «(s) ve o (s) noktalarinda Frenet 3-ayaklilar sirasiyla
{T(s),N(s).B(s)jve {T7(s),N"(s),B"(s)}olsun.Buna gore T(s) ile T"(s)

arasindaki a¢1 € olmak iizere

T  =cosdT +sinoB

yazilabilir. Diger yandan

29



*f dS*

o’ ==T"=(1-Ax)T + A7B
ds
dir. Buradan
cosd =(1- k) ds*
ds
sing = 102

bulunur. Bu ifade taraf tarafa oranlanirsa
Ax+Arcotd =1

veya u = Acot@d alinirsa

Ak +ut =1,

bulunur.

Teorem 4.1.5:(05,0(*) Bertrand egri ¢ifti olsun. « egrisinin egrilikleri ¥ ve 7, o

egrisinin egrilikleri x~ ve 7~ olmak iizere bu egrilikler arasinda

A sin® o
All-Ak)
(4.1.6)
. sin’@
T =
A’r

bagintis1 vardir(Sabuncuoglu 2006).

Ispat: (a,a*) Bertrand egri ¢ifti olsun.
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oldugundan (0(* )’ =V'T dur.
(4.1.4)esitliginden yararlanarak

!

(a") =v"cosdT —v'sin6B
bulunur. (4.1.3) esitligine gore
() =(1-ud)T +uN +urB

oldugundan

V' (s)cos@=1-1x(s)
(4.1.7)
V' (s)sing=—-1z(s)

olur. a : | — E®egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f~ olmak iizere
()=
olsun. f*(s)=t ise h'(t)=s olur. f (1)=J olmak iizere a’oh”:J —»E® egrisi

birim hizli bir egri olur. & =a+ AN esitliginin her iki yaninm h” fonksiyonu ile

bileskesi alinarak
a’oh” =aoh™ + Z( N oh*)
aoh” =’ oh™ -4 ( N oh*)
elde edilir. N” = N oldugundan bu esitlik
aoh”=a’oh” -1 ( N oh” )

seklinde yazilabilir.Bu durumda aoh” egrisi ile « oh egrisi Bertrand egri gifti
olusturur. (aoh*)o(h* )71 = @ Ve ¢ birim hizl bir egri oldugundan aoh” egrisinin yay

uzunlugu fonksiyonu h” dir. f*(s)=tolsun.
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oldugundan

olur.

Simdi aoh” egrisi ile o oh” egrisinin Bertrand egri ¢ifti olusturdugunu goz dniine

alarak (4.1.7) esitliklerinde A yerine —4, 6 yerine —0 yazilirsa

v(t)cos@ =1+ Ax" (1)
v(t)sing = A" (t)

elde edilir.Buradax” (t) ve - (t) ile a’oh” birim hizli egrisinin egrilik ve
burulmas olmak iizere &~ (t)=x"(s) ve " (t)=7"(s) oldugundan

v(t)cosd =1+ Ak (s)
(4.1.8)
v(t)sind=—-17"(s)

olur. (4.1.7) ve (4.1.8) ifadelerindeki birinci esitliklikler taraf tarafa carpilirsa
cos’ 0 =(1- Ax)(1+ Ax")

o Ax—sin® 0
A1-2K)

elde edilir.Benzer sekilde (4.1.7) ve (4.1.8) ifadelerindeki ikinci esitlikler taraf

tarafa carpilirsa
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sin?@=A%rr

. sin’@
T =—
AT

elde edilir.

4.2. Tabii Lift Egrileri ve Geodezik Spraylar I¢in Bazi Karakterizasyonlar

Tamm 4.2.1: M ,E™" de bir hiperyiizey vea da M iizerinde bir parametrik egri
olsun. M iizerinde bir diferansiyellenbilir vektor alan1 X olmak {izere ,eger

S~ (a(s)=X(a(5)) , vse

iIsea ya X in bir integral egrisidir denir.

M nin bir P noktasindaki tangent uzayr T,M olmak tizere

™ = JT.M

peM
dir. Burada TM ye M nin vektor alanlari uzayidir,(Caliskan,Sivridag,Hacisalihoglu
1984).

Tamim 4.2.2: «: | — M herhangi bir parametrik egri olmak iizere
a(s):(a(s),a’(s)):a’(s)‘a(s) (4.2.1)
ile verilen i1 —> M parametrik egrisine & nin TM deki tabii lifti denir.
Boylece E™ deki konneksiyonu D olmak iizere
da _d
—=—(a'(9))|a(s)=D ,.&'(s 422
ds dS( ( ))| ( ) a'(s) ( ) ( )
yazabiliriz,(Caliskan,Sivridag,Hacisalihoglu 1984).
Tamm 4.2.3:VeTM i¢in
X (v):—<v,S(v)> N, (4.2.3)
seklinde tanimlanan X eTM vektor alanina geodezik spray
denir,(Caliskan,Sivridag,Hacisalihoglu 1984).
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Teorem 4.2.1.ac: 1 — M egrisinin ¢ : | —TM tabii lifti, X geodezik sprayinin bir
integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart M lizerinde bir geodezik egri

olmasidir,(Caliskan, Sivridag, Hacisalihoglu 1984).

Ispat: = X geodezik spraym bir integral egrisi olsun.Bu durumda

X (a(t)):a(a(t))

a(t)

olur. X , (M) iizerinde bir geodezik spray oldugundan

X (@(t))=~(a(t).s(a(t))N

yazilir. Tabii lift tanimindan

d d

E(d‘(t)‘am) - _<d(t)‘a<r> 3 (d(t)‘am )>E "

bulunur.Bu son esitlik biitiin « (t) ler i¢in dogru oldugundan ve

aft)

a(t)

da :
G = Pen(@(9)

esitligi de goz oniine alindiginda
D, (1) =—(&(t),S(&(t)))N
olur.Gauss denkleminden
Dawa(t)=0
bulunur.Béylece & nin M lizerinde bir geodezik oldugu 