T.C.
ORDU UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

BAZI KONVEKS STOKASTIK SURECLER ICIN
OSTROWSKI TiPi ESITSIZLIKLER

FATIiH KOMAN

YUKSEK LiSANS TEZI

ORDU 2018



TEZ ONAY

Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii 6grencisi Fatih KOMAN tarafindan
hazirlanan ve Dog. Dr. Selahattin MADEN danismanhiginda yiiriitiilen “Bazi
Konveks Stokastik Stirecler i¢in Ostrowski Tipi Esitsizlikler” adli bu tez, jiirimiz
tarafindan 12 / 09 / 2018 tarihinde oy birligi / ev—<eklusa ile Matematik Anabilim

Dalinda Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Danisman . Dog. Dr. Selahattin MADEN

Baskan . Dog. Dr. Selahattin MADEN
Matematik, Ordu Universitesi

Uye : Dog. Dr. Yildiray CELIK
Matematik, Ordu Universitesi

Uye . Dr. Ogr. Uyesi Sercan TURHAN
Matematik, Giresun Universitesi

ONAY:

Enstitii \uduru{\ Y

\)




TEZ BILDIiRIMI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin vazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uvuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdidi venilik ve sonuglarin bagka
bir yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminin bu iiniversite veya baska bir {iniversitedeki bagka bir tez

calismasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

T Husiz

FATIH KOMAN

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, ¢cizelge. sekil
ve fotograflarin kaynak gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri
Kanunundaki hiikiimlere tabidir.




OZET

BAZI KONVEKS STOKASTIK SURECLER iCiN OSTROWSKI TiPi
ESITSIZLIKLER

Fatih KOMAN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2018
Yiiksek Lisans Tezi, 124s.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez galismasi bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde esitsizlikler, olasilik teorisi ve
stokastik siirecler teorisinin tarihsel gelisimini veren bir giris yapilmistir. fkinci boliimde tezde
kullanilan bazi tanim ve teoremler verilmistir. Uglincii boliimde degisik konveks fonksiyon
tipleri i¢in Ostrowski tipi esitsizlikler verilmistir. Dordiincii boliimde stokastik siirecler ve bu
stireglerle ilgili bazi Ostrowski tipi esitsizlikler ele alimmistir. Besinci boliimde sonug ve
Oneriler verilmistir.

Anahtar Sézciikler: Stokastik siire¢, Konveks fonksiyon, Integral esitsizlikleri, Integral
ortalamalari, Hermite-Hadamard esitsizligi, Ostrowski tipi esitsizlikler



ABSTRACT

OSTROWSKI -TYPE INEQUALITIES FOR SOME CONVEX
STOCHASTIC PROCESSES

Fatih KOMAN

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2018
MSc. Thesis, 124p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of five chapters. In the first chapter it is given an introduction historical
development on inequalities, probabilty theory and stochastic processes. We gave some
definitions and theorems which are used in this thesis in the second chapter. In the chapter
third, it is given ostrowski-type inequalities for several convex functions. In the chapter fourth,
it is obtained convex stochastic processes and some Ostrowski-type inequalities concerning
with this processes. It is given some result and propositions in the fifth chapter.

Key Words: Stochastic process, Convex function, Integral inequalities, Integral means,
Hermite-Hadamard inequalitiy. Ostrowski-type inequalities
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1. GIRIS
Konvekslik, M. O. 250 yilinda Archimedes’ in iinlii & degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Archimedes bir konveks seklin ¢evre

uzunlugunun onu c¢evreleyen diger bir seklin ¢evre uzunlugundan daha kiigiik

oldugunu 6nemle ifade etmistir.

Gergekte her zaman ve bircok yolla konvekslik kavramiyla karsilagiyoruz ve
deneyimliyoruz. Cok basit bir 6rnek olarak dik pozisyonda durdugumuzda agirlik
merkezimizin dik izdiisiimii ayagimizin kapladigi konveks alanin i¢inde kalir. Boylece
dengemizi saglayabilmekteyiz. Bununla beraber giinliik hayatimizda konveksiligin
biiyiik etkileri vardir, Ornegin endiistri, is, saglik ve sanat alanlarinda bir¢ok
uygulamasi vardir. Isbirliginin olmadig1 oyunlarin parasal kaynaklar1 ve adaleti en

uygun sekilde paylasimini yapma problemidir.

Konveks fonksiyon teorisi konveksligin genel konularinin bir pargasidir, ¢linkii
konveks bir fonksiyonun goriintii kiimesi konveks bir kiimedir. Konveks fonksiyonlar
teorisi matematigin tiim alanlarina dokunan 6nemli bir teoridir. Konvekslik konusunu
gerektiren matematigin ilk konularindan birisi cizgisel analizdir. Ikinci tiirev testi
konveksligin bulunmasinda bize sonucu veren giiclii bir aractir. Optimizasyon ve
kontrol teorisinde bazi karigik problemlerden hareketle konveks fonksiyon teorisi,

sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin ¢alisma alanlarina genisletilmektedir.

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar.
Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequelities” adli kitaptir (1952). Bu salt esitsizlikler konusunu ele alan ve
bir¢ok yeni esitsizlikler ve uygulamalar1 igeren ilk kaynak kitaptir. E.F. Beckenbach
ve R. Bellman (1961) tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler tizerine elde
edilen bazi ilging sonuglart igeren “Inequalities” adli ikinci kitap yazilmistir.
Mitrinovig’ in 1970’ te yaymlanan “Analytic Inequalities” adli kitab1 yukarida
bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular igerir. Son yillarda da S. S.
Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan

esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap, makale ve monografi yazilmistir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. yiizyilin

sonlar1 olarak gosterilebilir. 1893’ te Hadamard’in ¢alismasinda agikga belirtilmese de



bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlar1 ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda Jensen tarafindan
calisildigr ve Jensen’ in bu onci ¢alismalarindan itibaren konveks fonksiyonlar
teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbach ve Bellman
(1961) ve Mitrinovig (1970) gibi pek ¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar igin
esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele almiglardir. Sadece konveks fonksiyonlar igin
esitsizlikleri igeren ilk kaynak Pecaric (1987) tarafindan yazilmistir. Ayrica Roberts
ve Varberg (1973), Niculescu ve Persson (2005, 2006) gibi pek ¢ok kisi konveks
fonksiyonlar tzerinde esitsizliklerle ilgili ¢ok sayida g¢alisma yapmislardir. Bu

caligmalarin bir kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

”Neden Matematiksel Esitsizlikler” sorusu i¢in 1978 yilinda R. Bellman tarafindan
soyle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik calismak i¢in bazi nedenler vardir. Pratik agidan
bakildiginda, birgok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle simirlandirmak
karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde ortaya ¢ikmustir. Teorik
acidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler olusturulabilir.
Son olarak estetik agidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve matematigin bazi
parcalariin uyumlu oldugu goriilir. Elde edilen esitsizliklerin goze hitap etmesi de
esitsizlikleri gekici hale getirir.”

Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger
cesitli alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin birgok
uygulamasi vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, esitsizlikler teorisiyle
yakindan iligkilidir ve bir¢ok o6nemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin
uygulamalarmin sonucudur. Ornegin; Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel
esitsizlikler, konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin sonucudur. Bu baglamda,
konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizliklerin 6zel bir yere sahip oldugu ifade
edilebilir. Aslinda konveks fonksiyonun kendi tanimi da bir esitsizliktir. Benzer
sekilde, konveks fonksiyonlar da esitsizlikler teorisinde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.
19. yiizyilin sonlarinda ve 20. yiizyilin baglarinda pek ¢ok esitsizlik bulunmustur. Bu
esitsizliklerin bazilari konveks fonksiyonlar sinifi igin yazilan temel esitsizlikler haline
gelmistir. 1881 yilinda Hermite tarafindan ifade edilen ve bugiin bircok kaynakta

Hermite-Hadamard esitsizligi olarak adlandirilan esitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu



esitsizlik tizerine giiniimiize kadar birgok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik
bir bolimii S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan
”Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” adli kaynakta

toplanmustir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda 6nemli bir rol
oynamasi Ve aktif bir arastirma alan1 olmasindan dolayi, 6zellikle son yillarda
arastirmacilarin ilgi odagi haline gelmis ve bu konuda yapilan ¢alismalarin sayisinda

bir hayli artis gézlenmistir.

Olasilik teorisi ve stokastik siireglerden kisaca bahsedecek olursak; bilim adamlariin
¢ogu olasilik hesabmin dogusunu Blaise Pascal (1623-1662) ile Pierre de Fermat
(1601-1665)’ in 17. yiizyildaki yazismalarina bagliyor. Ancak bu donemdeki Olasilik
Teoresinin olusumundaki en 6nemli rol Jacop Bernoulli’e (1654-1705) aittir. J.
Bernoulli’nin elde ettigi en 6nemli sonug¢ ”Biiyiik Sayilar Kanunudur”. Bu kanun
Olasilik Teorisinin uygulamalari igin temel olusturmaktadir. Bu kanun ilk kez Jacop
Bernoulli’nin 6liimiinden sonra 1713 yilinda yayinlanan ”Ars Conectandi (The Art of
Conjecture)” isimli kitabinda limit teoremi seklinde yer almistir. Jacop Bernoulli’den
sonraki donemlerde Olasilik Teoresinde iz birakmis bilim adamlarindan Pierre-
Remond de Montmort (1678-1719), Abraham de Moivre (1667-1754), Thomas Bayes
(1702-1761), Pieere Simon de Laplace (1749-1827), Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
ve Simon Denis Poisson (1781-1840) siralamak mimkindir. 19. yizyilin ikinci
yarisindan itibaren Olasilik Teorisinin temel problemlerinin incelenmesinde P. L.
Chebyshev (1821-1894), A. A. Markov (1856-1922), A. M. Liapunov (1857-1918) vs.
biiyiik rol oynadilar.

Olasilik teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan Jacop
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglanmigtir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen {inlii olasilikgr V. Bortkiyevi¢ (1868-1913) in biiyiik
katkisiyla 20. yiizyilin baglarinda yeniden kullanilmaya baslanmistir. Stokastik siireg
kavrami ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin gibi tinlii olasilikgilar
tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde edilmeye baglanmstir.

A. N. Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli siire¢ olarak adlandirilan stokastik



siireglerin esaslarini ortaya koyarken A. Y. Hingin ¢alismalarinda stasyoner siiregler

olarak adlandirdig stokastik siirecler tizerinde galismalar yapmustir.

Cagimizda stokastik stireclere iliskin problemlere buyik ilgi gosterilmektedir. 20.
Yiizyilin ikinci yarisindan sonra Stokastik Siiregler Teorisinin gelismesinde ve
derinlesmesinde biiyiik hizmetleri olmus bilim adamlarindan J.L. Doob, N. Winner,
A. V. Skorokhod, W. Feller, E. Dinkin, E. Cinlar, T. Sarimkov, P. Levy isimlerini
siralamak mimkindiir. Bu donemde Stokastik Siireglerin bir¢ok yararli uygulamalar

da bilim adamlar1 tarafindan ele alinmistir.

Olaslik teorisi, ozellikle rastgele degiskenler ve stokastik siiregler, esitsizlikler ve
konveks fonksiyonlarin en 6nemli uygulama alanlarindandir. Son zamanlarda konveks
fonksiyonlar igin saglanan birgok esitsizlik konveks stokastik siiregler igin de elde
edilmistir. Tlk kez Nikodem (1980) konveks stokastik siirecleri tanitmistir. Sonra
Skowronski (1992) Jensen konveks stokastik siireclerin 6zelliklerini incelemistir.
Daha sonra ise Skowronski (1995) konveks stokastik siiregler icin daha ileri sonuglari
sunmustur. D. Kotrys (2012) konveks ve giiclii konveks stokastik siiregler igin
Hermite-Hadamard esitsizliklerini vermistir. Maden ve ark. , (2015), birinci anlamda
s-konveks stokastik siiregleri tanimlamis ve bu siiregler icin Hermite-Hadamard tipi
esitsizlikleri ispatlamiglardir. Set ve ark. , (2014) ikinci anlamda s-konveks stokastik
siiregleri ele almiglar ve bu siiregler i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri elde

etmislerdir.



2. GENEL BIiLGILER
2.1. Konveks Fonksiyonlarla Tlgili Temel Kavramlar
Bu béliimde bu ¢calismada kullanilacak bazi temel tanim ve teorem verilecektir.

Tamm 2.1.1 (Konveks Kiime): L bir liner uzay ve A € L olmak iizere Vx,y € A igin
B={zelz=ax+(1—-a)y,0<a<1}c A

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilari i¢in @ + (1 — @) = 1 bagintist her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki a,1 — a yerine a + f§ = 1sartin1 saglayan ve negatif
olmayan a, §8 reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimesidir (Bayraktar,
2000).

Tamm 2.1.2 (J-Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik olmak {izere her x, y € I igin

f (%) < f(x)-zFf(y)

sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna | iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-

konveks fonksiyon denir (Mitrinovic, 1970).

Tamim 2.1.3 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her x,y € I ve x # y i¢in,

f (%) < f(X);f(Y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna I iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir
(Mitrinovic, 1970).
Tamim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon
olmak iizere her x,y € I ve a € [0,1] igin,

flax+ (1 —a)y) <af(x) + (1 -a)f (y)
sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakiniz Sekil 2.1).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde bir konveks fonksiyondur.
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Sekil 2.1. Bir aralikta konveks fonksiyon (f(x) = |x|)

Sonu¢ 2.1.1 Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir J-konveks fonksiyondur
(Mitrinovic, 1970).
Sonug 2.1.2 [ c R olmak iizere, bir f fonksiyonunun I’ da konveks olmasi igin gerek

ve yeter sart, her x,y € [ icinp + q > 0 olan Vp,q = 0 igin

pX+qy pf(x)+qaf(y)
f( p+q ) = p+q

olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992). I iizerinde tamimli bir f fonksiyonunun
kesin konveksliginin geometrik anlami (x, f(x)) ve (y, f(y)) noktalarini igeren I
tizerindeki dogru pargasinin f’ nin grafiginin {ist kisminda yer almasidir. Bunu Sekil
2.2 de gormekteyiz.
Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve x
noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin

fG) = fxo) < (2)f'(x0) (x — %)
esitsizligi yazilir (Roberts ve Varberg, 1973).

Sekil 2.2. Konveks fonksiyon sekli



Tanim 2.1.5 (Eslenik Konveks Fonksiyonlar) g: [0, ) — [0, o)fonksiyonu artan
ve strekli bir fonksiyon olsun ayrica g(0) =0 ve x — o iken g — oo sartlarini
saglasm. Bu durumda g~! vardir ve g ile aym sartlar1 saglar. Eger f ve f*

fonksiyonlar1

fO) = fy g@®dt ve f' ()= [ g7 (s)ds
seklinde tanimlanirsa bu iki fonksiyon da konveks olup f ve f* fonksiyonlarina
birbirinin konveks eslenigi denir (Roberts ve Varberg, 1973). Asagidaki teorem
konveks eslenik ciftlerle ilgili 6nemli bir sonugtur.
Teorem 2.1.1 (Young Esitsizligi) f, [0, c], (¢ > 0), aralig1 izerinde reel degerli, artan
ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(0) = 0,a € [0,c] ve b € [0, f(c)] ise

[ Fedx + [ f7 (x)dx = ab

esitsizligi saglanir (Young, 1912).
Tamim 2.1.6 (Siireklilik) /:S € R - R, xq € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger

|x —x0] <6 olan Vx €S icin |f(x) —f(xy)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x, da stireklidir denir (Bayraktar, 2010).
Tamim 2.1.7 (Lipschitz Sart1) /: S € R — R fonksiyonu i¢in

lfG) = fFO)I < Mlx -yl
olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartim1 sagliyor denir.
(Bayraktar, 2010).
Sonug 2.1.3 f, S de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S de diizgiin siireklidir (Bayraktar,
2010).
Tanim 2.1.8 (Diizgiin Siireklilik): /:S € R - R, xy € S ve € > 0 verilmis olsun.

X € Sve |x; — x3| < 6 sartint saglayan Vxq,x, € Sigin |f(x1) — f(xy)| <€

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, S’ de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar,
2010).
Tanim 2.1.9 (Mutlak Siireklilik): /, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}i=, ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz
oniine alahm. Eger Ve > 0 i¢in ).}, |b; — a;| < & oldugunda Y7, |f(b;) — f(a))] <
€ olacak sekilde bir § = §(€) > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu I kiimesinde mutlak
stireklidir denir (Bayraktar, 2010).



Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki
teorem ile verilmektedir.
Teorem 2.1.2 L lineer uzay, U € L bir agik kiime ve f: U — R fonksiyon olsun.

a. f, U acik kiimesinde konveks olsun. Eger f, U’ da bir noktanin komsulugunda
tistten sinirl bir fonksiyon ise f, U’ da yerel Lipschitz’ dir ve bu nedenle U’nun
kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartini1 saglar ve U’ da siireklidir.

b. f, UZS R" agik kiimesi lizerinde konveks ise f, U’ nun her kompakt
altkiimesinde Lipschitz sartini saglar ve U’ da stireklidir (Pecaric, Proschan ve
Tong, 1992).

Teorem 2.1.3 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks olsun. Bu takdirde

a. f, (a,b) araliginda stireklidir,

b. f,[a, b] araliginda simirhdir (Azpeitia, 1994).

Tanim 2.1.10 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f, I araliginda tanimli bir fonksiyon
olsun. x; < x, olan Vx;,x, € I i¢in
i. f(xy) > f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde artandir,

ii. f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu [ tizerinde azalandir,

iii. f(xy;) = f(xy) ise f fonksiyonu [ tizerinde azalmayandir,

iv. f(x;) < f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde artmayandir,

denir (Adams ve Essex, 2010).
Teorem 2.1.4 I, R’ de bir aralik, f, I iizerinde siirekli ve I° {izerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
i.  Vx€1%igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.

ii. Vxel%icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.

iii. Vx € l%igin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

iv. Vx €1%igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.
Sonu¢ 2.1.4 f ve g konveks fonksiyonlar ve g ayni zamanda artan ise go f
fonksiyonu da konvekstir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).
Teorem 2.1.5 Eger f: I — R tanimli konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise fy (x)
ve f/(x) var ve bu fonksiyonlar I°* de artandir (kesin artandir) (Pecaric, Proschan ve
Tong, 1992).



Teorem 2.1.6 f fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

Bu durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f' niin artan (kesin artan) olmasidir (Pecaric, Proschan ve Tong, 1992).

Teorem 2.1.7 f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi mevcutsa, f

fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € [ igin,
f"(x)=0

olmasidir (Mitrinovic, Pecaric ve Fink, 1991).

Tamm 2.1.11 (p Normu) X, R™ de bir kiime, u, X’ in alt kiimelerinin o-cebiri

tizerinde bir 6l¢ii ve f, X lizerinde tanimlanmis Slgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

_[QfIPdwy'e, 1<p<w
Ifll, =
sup|f| ) p =0

seklinde tanimlanan ifadeye p-normu denir.
Tamim 2.1.12 (Gamma Fonksiyonu) n > 0 igin,

Ir'(n) = fooo x" e *dx
ile tanimlanan fonksiyon gamma fonksiyonu olarak tanimlanir (Jeffrey ve Dai, 2008).
Bu integral n > 0 igin yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi énemli 6zelliklerini
asagidaki sekilde siralayabiliriz:

i. T(n+1)=nl'(n)=n!
i. r(5)=vm

i
sin(pm)’

iii. [ dx =TI -p) = 0<p<1

1+x
; 2n-1 1\ _
iv. 227-10(n)r (n + 5) = Vnl'(2n)

Tanim 2.1.13 (Beta Fonksiyonu) Re(x), Re(y) > 0 i¢in

By) = [, 1 (1~ )t
seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu olarak tanimlanir. Bu integral x > 0
ve y > 0 i¢in yakinsaktir (Dragomir ve Pearce, 2000). Beta fonksiyonunun asagidaki
ozellikleri sagladig1 kolayca goriilebilir (Jeffrey ve Dai, 2008).
. X
L B+ 1Ly)=ZB0y), xy € (0,)

1

i p(Ly) =-

y



i, Blry) = [l - lde = [T _dt, x,y >0

0 (A+t)¥*ty

: r)ry)
Iv. ﬁ(x,y)zr(x—”), x,y>0

v. Bxy)=pux)

Tamim 2.1.14 (Hipergeometrik Fonksiyon) c > b > 0, |z| < 1 igin,

1
B(b,c—b)

Fi(a,b;c;z) = it (@ = ©)°PI(L - 2t) "%t

seklinde tanimlanan fonksiyona Hipergeometrik fonksiyon denir (Kilbas, Srivastava
ve Trujillo, 2006).

2.2. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflar:

Tamim 2.2.1 (Quasi-Konveks Fonksiyon) f:S — R bir fonksiyon ve S € R bostan
farkli konveks kiime olsun. Vx,y € S ve 1 € [0,1] igin,

fQAx + (1= 2Dy) < max{f(x), f(¥)}

ise £ ye quasi-konveks fonksiyon denir. Eger,

fQx + (1= y) <max{f(x), f(¥)}

ise f” ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda, eger

fQx + (1= Dy) =2 max{f(x), f(¥)}
ise f” ye quasi-konkav fonksiyon ve eger

fQx + (1= D)y) > max{f(x), f(¥)}
ise f ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).
Tamm 2.2.2 f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f’ ye quasi-monotonik
fonksiyon denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970).
Sonu¢ 2.2.1 Herhangi bir konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi-konveks
fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi-konveks olup konveks

olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornegin,
t , te[-2,—-1]
9@ = {tz . te[-12]

ile tanimlanan g: [—2,2] = R fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g
fonksiyonu [—2,2] araliginda quasi-konveks fonksiyondur (lon, 2007).
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Sekil 2.3. Quasi konveks olup konveks olmayan fonksiyon

Asagidaki grafikte, kalin ¢izgi ile gosterilen araliklarda fonksiyon quasi-konvekstir.

Ama egrinin tamami disiiniiliirse bu fonksiyon quasi-konveks degildir (Ekinci, 2014).

| /

Sekil 2.4. Aralikta Quasi konveks fonksiyon f(x) = x* — 10x% + 9

Tamim 2.2.3 (Wright-Konveks Fonksiyon) f:1 — R bir fonksiyonve y > x,6 > 0
sartlar1 altinda her bir y + §,x € I i¢in

fx+8) -f)<f+8)—-f)
esitsizligi saglaniyorsa f ye I € R de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce, 1998).

Tamm 2.2.4 (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon) f: I — R bir fonksiyon olsun. y >
x,8 > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + § € [ ve Vt € [0,1] igin

“[F(ex + (1 = 0y) + £((1 = Dx + ty)] < max{f(x), f )}
veya
“[F) + f(x + 8)] < max{f(x), f (¥ + )}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f ye I € R de Wright-quasi-konveks fonksiyon
denir (Dragomir ve Pearce, 1998).

Tamm 2.2.5 (J-Quasi-Konveks Fonksiyon) f: I — R fonksiyonu her Vx,y € I i¢in
f (22) < max{f (), F3)}

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J-quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce, 2000).
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Tamm 2.2.6 (Log-Konveks Fonksiyon) I, R de bir aralik f:1 = R bir fonksiyon
olsun. Her vx,y € I ve « € [0,1] igin

flax + (1= a)y) < fE()f %)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konveks fonksiyon denir (Prudnikov, Brychkov
ve Marichev, 1981).
Tamm 2.2.7 (Godunova-Levin Fonksiyonu) f:1 — R negatif olmayan fonksiyonu
vx,y € 1,1 € (0,1) igin

f&x)  f»)
fAx+ (1 -2)y) s—0+t7=

esitsizligini sagliyorsa f ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) sinifina aittir
denir. Bu tanima denk olarak; eger f € Q(I) ve x,y,z € I ise bu takdirde

fOE-Nx-2)+fOG -0 -2)+f(@z-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir (Greenberg ve Pierskalla, 1970).
Tamim 2.2.8 (P- fonksiyonu) f:1 — R negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere
eger Vx,y € [,A € (0,1) icin

fAx+ A =Dy) < f(0) +f)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir P-fonksiyonu veya P (I) sinifina aittir denir
(Dragomir, Pecaric ve Persson, 1995).
Tamm 2.2.9 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) f:Rf > Rve 0 <s <1
olsun. a® + B = 1 olmak iizere her u, v € R{ve her a, B = 0 igin

flau+Bv) < af(w) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Ozdemir ve Yildiz, 2013).
Tamm 2.2.10 (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon) f:Rf >R ve 0 <s <1
olsun. a + B = 1 olmak iizere her u, v € R¢ve her a, f = 0 i¢in

flau+Bv) < af(w) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir
(Hwang, 2011).

Tanim 2.2.9 ve Tanim 2.2.10 da s = 1 alindiginda konveks fonksiyon tanimi elde
edilir.
Tammm 2.2.11 (h-Konveks Fonksiyon) h # 0 ve h:J - R negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Her x,y € I, a € (0,1) i¢in,
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flax+ (1 - a)y) < h(a)f(x) + h(1 — ) f(¥)
sartin1 saglayan negatif olmayan f:I — R fonksiyonuna bir h-konveks fonksiyon
denir. Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) <€ J dir (Wright, 1954). Eger

i. h(a) = asecgilirse h-konveks fonksiyonu negatif olmayan konveks fonksiyona
doniistir.
ii. s€(0,1) igin h(a) =a° segilirse h-konveks fonksiyonu s-konveks
fonksiyona doniisiir.
Tamim 2.2.12 (m-Konveks Fonksiyon) f:[0,b] - R ve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b], m,t € [0,1] i¢in
flx+m(1—8)y) < tf(x) +m1 - O)f ()

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir m-konveks fonksiyon denir. f(0) <0
sartin1 saglayan [0, b] araliginda tanimli olan biitiin m-konveks fonksiyonlarin sinifi
K, (b) ile gosterilir (Tung, 2011).
Eger m =1 secilirse [0,b] araliginda m-konveks fonksiyon bilinen konveks
fonksiyona doniisiir.
Tamm 2.2.13 ((a, m)-Konveks Fonksiyon) f:[0,b] = R bir fonksiyon ve b > 0
olsun. Her x,y € [0,b], t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? igin

fx+m(1—0)y) < t*f(x) + m(1 - t*)f (y)
esitsizligi saglaniyorsa f-fonksiyonuna (a, m)-konveks fonksiyon denir (Mitrinovic,
1970). Burada a ve m’ den en az biri sifirdan farkli olmalidir.
(a,m) € {(0,0),(1,m), (1,1)} igin sirastyla artan, m-konveks ve konveks fonksiyon
siiflarinin elde edildigi kolayca goriilebilir.
Tamim 2.2.14 ((h, m)-Konveks Fonksiyon) h:J € R = R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. vx,y € [0,b],m € [0,1] ve a € [0,1] i¢in f:[0,b] = R negatif
olmayan f fonksiyonu

flax +m(1 - a)y) < h(a)f(x) + mh(1 - a)f(¥)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (h, m)-konveks fonksiyon denir (Pecaric, Proschan,
ve Tong, 1992).
Tamm 2.2.15 (Geometrik Konveks Fonksiyon) f:I € R* - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] igin

fEY) S [FOIfFOIT
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esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Hwang,
ve Dragomir, 2014).
Tammm 2.2.16 (s-Geometrik Konveks Fonksiyon) f:1 € R* - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve t € [0,1] i¢in,

fGty™) < [FEITIF I
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s-geometrik konveks fonksiyon denir (Hwang,
ve Dragomir, 2014).
s =1 i¢in, s-geometrik konveks fonksiyon tanimi geometrik konveks fonksiyon
tanimina indirgenir.
Tamm 2.2.17 (Quasi Geometrik Konveks Fonksiyonu) f:1 € R* — R fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, Vx,y € I ve t € [0,1] igin

flxty'™) < sup{f (%), f(¥)}
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna quasi geometrik konveks fonksiyon denir
(Iscan, 2015).
Tammm 2.2.18 (Geometrik-Aritmetik Konveks Fonksiyon) f:1 < R* - R
fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu Vx,y € I, 1 € [0,1] igin

FOAy) S AfG0) + (1 - DF )

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna Geometrik-Aritmetik Konveks (GA-konveks)
fonksiyon denir. Burada x*y*=* ifadesi x ve y pozitif sayilarmin agirhkl geometrik
ortalamasi ve Af(x) + (1 — A)f (y) ifadesi ise f(x) ve f(y) nin agirlikli aritmetik
ortalamasidir (Niculescu, 2003).
Tamm 2.2.19 (Birinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s Konveks Fonksiyon)
f:1 € R* - R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu, Vx,y € I, s € (0,1] ve A €
[0,1] igin,

flx*y™) < @A F() + (1= 2)f ()
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda GA-s-konveks (konkav)
fonksiyon denir (Iscan, 2014).
Tanim 2.2.20 (ikinci anlamda Geometrik-Aritmetik-s Konveks Fonksiyon) f:1 €
R* — R fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu , Vx,y € I, s € (0,1] ve 1 € [0,1]
icin

fxty'™) < A F () + A1 - DF ()
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esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda GA-s-konveks (konkav)
fonksiyon denir (Iscan, 2014).
Ozel olarak Tanim 2.2.19 ve Tanim 2.2.20° da s = 1 alindiginda Tanim 2.2.18’deki
GA- konveks fonksiyon tanimi elde edilir.
Tamm 2.2.21 (Geometrik Simetrik Fonksiyon) g:[a,b] € R* - R fonksiyonu
Vx € [a, b] i¢in

g (C;—b) =9g(x)
esitligini saglhyorsa, g fonksiyonuna vab’ ye gore geometrik simetrik fonksiyon denir
(Latif, Dragomir, ve Momoniat, 2015).
Tanim 2.2.22 (Harmonik Konveks Fonksiyon) I € R\ {0} bir aralik olsun. Eger
f:1 - R fonksiyonu Vx,y € [ ve t € [0,1] igin,

(i) S UM+ -0 ()
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyondur denir (Iscan

ve Wu, 2014).
Tamm 2.2.23 (Harmonik Simetrik) g: [a,b] € R \ {0} = R fonksiyonu Vx € [a, b]

g(x) =g <l+i_l>

esitligi saglaniyorsa g fonksiyonuna %’ ye gore harmonik simetrik fonksiyon denir

i¢in

(Iscan ve Wu, 2014).

Onerme 2.2.1 1 € R\ {0} bir reel aralik olsun. f:I — R fonksiyonu igin,
i. Eger f fonksiyonu, I € R* araliginda konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise

f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.

ii. Eger f fonksiyonu, I € R* araliginda harmonik konveks ve artmayan bir
fonksiyon ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

iii. Eger f fonksiyonu, I € (—oo,0) araliginda harmonik konveks ve azalmayan
bir fonksiyon ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

iv. Eger f fonksiyonu, I € (—oo, 0) araliginda konveks ve artmayan bir fonksiyon

ise f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (iscan ve Wu, 2014).
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Tamim 2.2.24 (Harmonik s-Konveks Fonksiyon) I € R \ {0} bir reel aralik olsun.
Eger f:1 < R* - R fonksiyonu, Vx,y € I, s € (0,1] ve t € [0,1] igin

f2) <) + (- 0% ()

tx+(1-t)y
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna bir harmonik-s-konveks fonksiyon denir (iscan
ve Kunt, 2015).

Ozel olarak, Tanim 2.2.22° de s = 1 alinirsa Tanim 2.2.21 tanimindaki harmonik

konveks fonksiyon tanimina indirgenir.

Onerme 2.2.2 I € R\ {0} bir reel aralik olsun. f:I » R fonksiyonu igin,
i. Eger f fonksiyonu s-konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise f fonksiyonu
harmonik-s konveks fonksiyondur.
ii. Eger f fonksiyonu harmonik s-konveks ve artmayan bir fonksiyon ise f
fonksiyonu s-konveks fonksiyondur (Iscan ve Kunt, 2015).
Ornek 2.2.1 s€(0,1] ve f:(0,1] = (0,1], f(x) = x° olarak tamimlansin. f
fonksiyonu s-konveks ve azalmayan fonksiyon ise f harmonik s-konveks fonksiyon
olur (Iscan ve Kunt, 2015).
Tamim 2.2.25 (Baz1 Ozel Ortalamalar) Bu baslik altinda a, b gibi iki pozitif reel say1
i¢in bazi ortalamalar verilecektir (Bullen, Mitrinovic ve Vasis, 1988).

1. Aritmetik ortalama:
A=A(ab) =

a+b
2

2. Geometrik ortalama:
G = G(a,b) =+ab

3. Harmonik ortalama:

H=H(ab) = %
4. Logaritmik ortalama:
(@.b) { a , a=2>b
L=L(ab):=4 b-a
Inb—Ina ’ a#b
5. ldentrik ortalama:
a , a=>»b
I=1(ab) =1, =
() e

6. p-logaritmik ortalama:
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a , a=b
Lp = Lp(a, b) = [bp+1_ap+1 %
(r+1)(b-a) ’
7. Seiffert ortalama:

a—-b

S = S(a, b) =7
ZaTCSlTLa—_H)
8. Bencze ortalama:
B = B(a,b) = Ll;_b

ortalamalar1 vardir. Ayrica, p € R olmak iizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve
Lo =1, L_; =L ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iligki literatiirde, asagidaki
gibi yer almaktadir:

HSG<Z<L<ZIZA

Son olarak x,y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi
roxTHLoyTH
|{ mTyr' r¢0,—1,x¢y

xX—y

—_— r=0,x+#

L.(x, y) = Inx—Iny ’ ’ y

Inx—In

Ly , r=—-Lx#y
xX=y

X, X=y

bigiminde tanimlanir.
Tanim 2.2.26 (Agirhkh Aritmetik Ortalama) x; € [a,b], p; >0 ve B, :=
Lipi >0, (i =1,2,..,n) olmak tizere
An(x,p) = éZ?ﬂ DiX;

seklindeki ifadeye x;, (i = 1,2, ..., n) sayillarinin p;(i = 1,2, ...,n) agirlikl aritmetik
ortalamasi denir (Dragomir ve Pearce, 2000).
Tamm 2.2.27 (r-Ortalama) x, y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerine gore kuvvet
ortalamasi

xAyl-2 r=0
Ax™ + (1 =Dy")r ,r+0
olarak tanimlanir (Dragomir ve Pearce, 2000).

Mr(x:y;/l) = {
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Tamim 2.2.28 (r-Konveks fonksiyon) f pozitif bir fonksiyon olmak iizere her x,y €
[a,b] ve A € [0,1] i¢in

fAx+ (1 =Dy) <M (F ), f(¥); D)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna [a, b] araliginda bir r-konveks fonksiyon denir
(Godunova, ve Levin, 1985).

Bu tanimdan 0-konveks fonksiyonlarin log-konveks fonksiyonlar ve 1-
konveks fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla
ulasilabilir. Ayrica r-konvekslik tanimi,

G+ (L Dy) = {umx) FA-DFFOYF T 0
[f O f DI ,r=20
bi¢iminde genisletilmistir (Dragomir ve Pearce, 1998).
Tanim 2.2.29 (Starshaped Fonksiyon) b > 0 olmak iizere f: [0, b] — R fonksiyonu,
her x € [0,b] ve t € [0,1] igin
f(tx) < tf (x)
sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona bir Starshaped fonksiyon denir (Tung, 2011).

2.3. Olasihik ve Stokastik Siireclerle ilgili Temel Kavramlar

Tamim 2.3.1 (o —cebir ) Bir Q kiimesi iizerindeki bir U sinifi verildiginde, eger

() QeU

(ii)HerAeU igin 4 eU

(iif) Her n i¢in 4, € U olan bir (4,) dizisi i(;inOAn eV

n=1

kosullari saglaniyorsa U simifina Q iizerinde o —cebir adi verilir (Maden, 2013).
Tamim 2.3.2 (Rastgele Deney) Sonuglarinin kiimesi belli, ancak gergeklestiginde
hangi sonucun ortaya ¢ikacagi onceden bilinmeyen bir deneye ise rasgele deney,
raslant1 deneyi, stokastik deney ya da olasilik deneyi ad1 verilir. Bir rasgele deneyin
tiim miimkiin sonuglarimin kiimesine 6rnek uzay, 6rnek uzaydaki her bir noktaya 6rnek
nokta, ornek uzayin herhangi bir alt kiimesine ise olay ad1 verilir (Maden, 2013).
Tamm 2.3.3. (Olasilik Olgiisii) Bir £ rasgele deneyi verilsin. Q bu deney ile ilgili
ornek uzay ve U bu uzay ilizerinde tanimli bir o — cebir olsun. Bu takdirde asagidaki

kosullar1 saglayan bir P: Q — R fonksiyonuna ©Q {izerinde bir olasilik 6lgiisii, P(A)

degerine 4 olaymin olasiligi, (2,U, P)1gliisiine de bir olasilik uzay adi verilir:
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(i) 0< P(4) <1.
(i) P(2)=1.

(itf) Eger A, 4,, 4;,...,4,, .... ikiser ikiser ayrik olaylar ise bu takdirde

b n'!

PAJ4) =3 P4)

Teorem 2.3.1 Eger @ miimkiin olmayan olay( yani higbir zaman gerg¢eklesmeyen olay)
ise bu takdirde P(@) = 0 dir (Maden, 2013).

Teorem 2.3.2 (Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve 4 olay1 A olaymin biitiinleyeni ise bu
takdirde P(4) = 1 — P(A) dir (Maden, 2013).

Teorem 2.3.3 (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere A ve B bu uzayda herhangi iKi
olay olsun. Eger A € B ise P(A) < P(B) dir (Maden, 2013).

Tamm 2.3.4 (Bagimsiz Olaylar) (Q,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere A ve B bu
uzayda herhangi iki olay olsun. Eger P(4NB) = P(A)P(B) esitligi saglaniyorsa A ve B
olaylar1 bagimsizdir denir (Maden, 2013).

Tanmim 2.3.5 (Rastgele Degisken) (Q2,U, P) bir olasilik uzay1 olsun. Eger X: Q - R

fonksiyonu o6lg¢iilebilir ise X fonksiyonuna bir rastgele degisken denir (Maden, 2013).

Bu tanima gore rastgele degisken tanim kiimesi 6rnek uzay1 ve deger kiimesi ise gercek
sayilar kiimesinin uygun bir alt kiimesi olan bir fonksiyondur. Rastgele degiskenleri
genel olarak X, Y, Z, . . . gibi harflerle gosterecegiz. O halde bir rastgele degiskeni X:
Q - R olarak yazariz. Boéylece E bir deney ve Q de bu deneyle ilgili bir 6rnek uzayi
olmak tizere her we Q elamanina bir X(w) = x ger¢ek sayisi karsilik getiren bir X
fonksiyonuna bir rastgele degisken denir.

Tanim 2.3.6 (Kesikli Rastgele Degisken ) X bir rastgele degisken olmak iizere X’ in
alabilecegi degerlerin kiimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’ e bir
kesikli rastgele degisken denir (Maden, 2013).

Tamim 2.3.7 (Siirekli Rastgele Degisken) X rastgele degiskeninin alabilecegi
degerlerin kiimesi bir aralik yada araliklarin birlesimi seklinde ise X’ e siirekli rastgele
degisken adi verilir (Maden, 2013).

Tanim 2.3.8 (Iki Boyutlu Rastgele Degisken) E bir deney ve Q de bu deneyle ilgili
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ornek uzay olsun. X = X(w) ve Y = Y(w) ise her biri her bir we Q neticesine bir
gercek sayi1 karsilik getiren iki fonksiyon olsun. Bu durumda (X, Y) ikilisine iki boyutlu
bir rastgele degisken (veya rastgele vektor) adi verilir (Maden, 2013).

Benzer sekilde n boyutlu bir rastgele degisken veya n boyutlu bir rastgele vektor tanimi
da verilebilir.

Tanim 2.3.9 (Olasiik Fonksiyonu) X bir kesikli rasgele degisken ve bu rasgele
degiskenin deger kiimesi R, ={x;,x,,...} olmak lizere P(X =x,) = p(x,), i =12,...
olsun. Bu durumda asagida verilen kosullarin saglanmasi halinde p:R, —[0]]

fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu denir (Maden, 2013).

() p(x;)=0,i=12,..

(DY plx)=1.

X’ in olasilik fonksiyonu genellikle asagidaki gibi bir tablo seklinde de verilebilir:

X=x X, X, Xy ... Xy

p(x) = P(X =x) plx) plx,) pls) - oo op(xy)

Tanim 2.3.10 (Olasilik Yogunluk Fonksiyonu) X bir siirekli rasgele degisken olsun.

Genelligi saglamak i¢in bu X rasgele degiskenin (—oo,+o0) araliginda degerler
aldigin1 varsayalim. Asagidaki kosullar1 saglayan f(x) fonksiyonuna X ’in olasilik

yogunluk fonksiyonu (0.y.f.) ad1 verilir (Maden, 2013):

(i) f(x)=0, ~oo<x<©

(ii) T f(x)dx =1.

Tanim 2.3.11 (Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu) X kesikli veya siirekli bir rasgele
degisken olsun. X in kiimiilatif (birikimli) dagilim fonksiyonu (kdf olarak kisaltilir)
F ile gosterilir ve F(x) = P(X < x) olarak tanimlanir (Maden, 2013).

Buna tanima gore

a) Eger X bir kesikli rasgele degisken ise bu takdirde
F(x)=P(X <x)= p(x))

dir, burada toplam x; < x kosulunu saglayan tiim j indisleri lizerinden alinmustir.
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b) Eger X rasgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli

bir rasgele degisken ise

F(x)=P(X <x)= j f(0)dt

olacaktir.
Tanim 2.3.12 (Beklenen Deger)

(i) X rasgele degiskeni x,,x,,..., x, ... miimkiin degerlerini p(x,)=P(X =x,), i=

1, 2,...,n, ... olasiliklartyla alan kesikli bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde X

rasgele degiskeninin E(X) ile gosterilen beklenen degeri(veya matematiksel
beklentisi)
E(X) = in'p(xi)
i=1
olarak tanimlanir, burada in. p(x;) serisi mutlak yakinsak, yani Z|xi | px,) <o
=1 i=1

olmalidir. Bu sayiya X in ortalama degeri olarak da miiracaat edilir.

(if) X rasgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele

degisken olsun. Bu durumda X rasgele degiskeninin beklenen degeri

+00

E(X)= jxf(x)dx

—0

olarak tanimlanir. Yine bu genellestirilmis integral yakinsak olmayabilir. Bu nedenle

E(X) in mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul I|x| f(x)dx integralinin sonlu

—00

olmasidir (Maden, 2013).
Teorem 2.3.4 (i) C bir sabit olmak iizere eger X =C ise E(X) = C dir.

(i) C ve D sabitler ve X bir rasgele degisken ise E(CX + D) = C.E(X)+ D dir.
(iif) X ve Y herhangi iki rasgele degisken ise E(X +Y) = E(X)+ E(Y) dir.

(iv) Eger X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise bu takdirde E(X.Y) = E(X).E(Y)
dir (Maden, 2013).

Tamm 2.3.13 (Varyans) Bir X rasgele degiskeninin V' (X)veya o ile gosterilen
varyansi agsagidaki gibi tanimlanir:

V(X)=02=E[X-EX)]).
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Bu sekilde tanimlanan V' (X) sayisinin pozitif karekokiine ise X rasgele degiskeninin

standart sapmasi denir ve o, ile gosterilir (Maden, 2013).

Teorem 2.3.5

(i) V(X)=E(X?)-[E(X)] du.

(if) C herhangi bir sabit olmak tizere V(X + C) =V (X) dir.

(iii) C herhangi bir sabit olmak iizere V' (CX) = C*.V(X) dir.

(iv) X ve Y rasgele degiskenleri bagimsiz ise bu takdirde V(X +Y) =V (X)+ X (Y)
dir (Maden, 2013).

Tanmm 2.3.14 (Stokastik Siire¢) Eger her t € I igin X(¢,.) fonksiyonu bir rastgele
degisken ise I € R bir aralik olmak iizere X: I X Q — R fonksiyonuna bir stokastik

stirec denir (Kotrys, 2012a).

Tamm 2.3.15 (Olasilhikta Siireklilik) Eger herty € I igin P — th—g}, X(t,.) =X(ty,.)

[se X:1x Q — R stokastik siirecine | araliginda olasilikta siirekli denir. Burada P —
lim olasilikta limiti ifade eder (Kotrys, 2012a).
Tamm 2.3.16 (Ortalama-Kare Siireklilik) Eger her t, € I igin

P~ lim [(EX(t,.) =X(t0,.))2] -0

ise X:I X Q — R stokastik siirecine | araliginda ortalama-kare siirekli denir. Burada
EX(t,.) ifadesi X(t,.) rastgele degiskenin beklenen degeridir (Kotrys, 2012a).
Tamm 2.3.17 (Artan-Azalan Siire¢) Eger her u, v €1 dyle ki u <v igin,

Xw )<XW ), X )=X©")
ise bu takdirde X:1 X Q — R stokastik siirecine artan(azalan) stokastik siire¢ denir.
Eger X:1x Q — R stokastik siireci artan veya azalansa bu durumda siirece
monotondur denir (Kotrys, 2012a).
Tamm 2.3.18 (Tiirevlenebilir Siire¢) Eger asagidaki esitligi saglayacak sekilde bir
X':1x Q - Rrastgele degiskeni mevcut ise X:1 X Q — R stokastik siirecine ¢, €

[ da turevlenebilir denir.

! i _ . X(t,)—X(to,)
X'(ty,.) =P tll_)rg—t_to

Eger X:1 X Q — R siireci | arahigindaki biitiin degerlerde siirekli(tiirevlenebilir) ise

bu durumda siirece stirekli(tiirevlenebilir) denir (Kotrys, 2015).
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A. Skowronski (1992) nin makalesinde ispatladigi gibi, eger bir X:I X Q - R
stokastik siireci konveks ise X_. ve X, (swrastyla X in sag ve sol tirevleri) artan

stokastik siiregleri vardir oyle ki

, R (AR (D) , T ( (A ()
X (ty,.)= P tlirtng—t—to ve Xi(ty,.)=P tlgg} EErer—

dir. Diger taraftan her t,s € I° oyle ki t < s igin
XL(t,.)<Xi(t.)<X.(s,.) <X.(t.)
esitsizligi gecerlidir.

Tamm 2.3.19 (Ortalama-Kare Tiirevlenebilir Siireg) Eger her t, € I igin

_ 2
lim E M—X'(to,.)] =0
t—to

t-to
olacak sekilde bir X' stokastik siireci varsa X(t,.) stokastik siirecine | araliginda
ortalama kare tiirevlenebilir denir (Kotrys, 2014).
Tamm 2.3.20 (Ortalama-Kare integral) Her t €I icin E[X(t,.)]? < o olmak
tizere X:1 X Q — Rbirstokastik siiregolsun. a =ty < t; <t, < -tyh_1 <t, = b,
[a, b] c I nin normal pargalanis dizisi ve k = 1,2,..., n igin Oy € [tx_q, ti] olsun.
Eger [a, b] araliginin her bir normal pargalanis dizisi ve her 0, € [t,_q, tx], k=1,...,n
icin

7111_{20 E [(ZR=1X(Oy,.) (tx —ty—1) —=Y)*] =0
ise Y: Q — Rrastgele degiskenine X in [a, b] araliginda ortalama-kare integrali denir
ve

Y() = f:X(s,.)ds
ile gosterilir.
Ortalama-kare integralin var olmasi igin X stokastik sirecinin ortalama-kare
stirekliligini kabul etmek yeterlidir. Ayn1 zamanda [a, b] arahginda X(¢,.) < Z(¢,.)
icin

[ X80 dt < [ Z(t,.) de, (@e),

esitsizligi saglanmaktadir (Shynk, 2013). Yani ortalama-kare integral operatorii
artandir.
Tanim 2.3.21 Her s,t €1 igin X(s+t,.) = X(s,.) + X(t,.) esitligi saglaniyorsa

X:1 X Q — R stokastik siirecine toplamsal denir (Skowronski, 1992).
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3. KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN OSTROWSKI TiPi BAZI
ESITSIZLIKLER

3.1. Ostrowski — Griiss Tipi Esitsizliklerin Genellestirilmesi

Bu kisimda Ostrowski-Griiss tipinden bazi esitsizlikler gelistirilip daha sonra da
genellestirilecektir. Ayrica elde edilen bazi sonuglar bazi sayisal niceliklerin hata
siirlarinin tahminine uygulanacaktir. Son olarak bazi 6zel ortalamalar ig¢in bazi
sinirlar tartisilacaktir.

Ostrowski (1938) asagidaki integral esitsizligini ispatlamistir.

Teorem 3.1.1 IS R bir aralik, I° ise I araligmm ici, a,b € I° ve a < b olmak iizere
olsun. f:I - R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger
Vx € [a, b] icin |f'(x)| < M ise, bu takdirde Vx € [a, b] igin

|F) =22 [0 )] < [+ S (3.1

(b-a)?
esitsizligi gergeklesir.  Bu esitsizlik x € [a,b] noktasinda f(x) degeri ile
(b—a)? f; f(t)dt integral ortalamasinin farkinin mutlak degeri i¢in bir Gist sinir
getirmektedir.
Dragomir ve Wang (1997) bu tipten yeni bir esitsizligi asagidaki sekilde vermiglerdir.
Teorem 3.1.2 Teorem 3.1.1%in varsayimlari altinda f' tiirevi [a, b] araliginda integ-

rallenebilir olmak tizere y,I" € R keyfi sabitler ve Vx € [a,b]i¢cin y < f'(x) <

I' oldugunu varsayalim. Bu takdirde Vx € [a, b] i¢in

a+b

re =5 1 Fwde - TR (x - 22 < 2o -0 -, (32)

esitsizligi gergeklesir. Bu esitsizlik bilinen Ostrowski esitsizligi ile Griiss esitsizligi
arasindaki bir baglantidir. Esitsizlik bazi 6zel ortalama ve bazi sayisal kareleme

kurallarint siirlandirmak i¢in uygulanabilir.

Son zamanlarda Matic ve ark. (2000) Teorem 3.1.1 ve 3.1.2 yi asagidaki sekilde

gelistirmistir.

Teorem 3.1.3 Teorem 3.1.1" in sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in

F00 == f7 F@yde - LB (x 22 < (b - )1 — 1) (33)
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esitsizligi gergeklesir.
Teorem 3.1.4 Teorem 3.1.2° nin sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] igin

a+b

169 (x=222) o+ (50— 0+ 2o~ 52} L0 1

2
< (I, —y,)F(a,b,x) (3.4)
esitsizligi gergeklesir, burada

1/2
b—a /

F(a,b,x) = 12_\/3 (i (b —a)?+15 (x - aTer)Z) (3.5)

dir.

Teorem 3.1.5 Teorem 3.1.1° in sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in

G0 — =00 f0ar -T2 (2 2| <2 b - ) (1 - 7)) (36)

2
esitsizligi gerceklesir. Burada 1/8 sabiti kendisinden daha kiiciik bir seyle
degistirilemez anlaminda keskindir (Cheng, 2001).

Ispat: Oncelikle

fO0 == 07 ftydt — (x - )[BT = L (%6, (x,0)f ()dt (3.7)

2 b-a
oldugunu belirtelim, burada

b
(t—a)—(x—%), as<t<x

G,(x,t) =
' (t—b)—(x—“zi’),xStSb

dir. Simetriklikten dolay1 a < x < (1/2)(a + b) oldugunu varsayabiliriz. Bu nedenle

t* =x+ % (b — a) olmak iizere

G,(x,t) =0, te€][ax)VU(t",b)
G,(x,t) <0, t € (x,t*]

yazilabilir. Ote yandan
26, ( Of (©dt = [X 6, (x OF (©dt + [ G (6 OF (©dt + [ 61 (x, D (B)dt
<n (f; Gy (x, )dt + [ Gy (x, 1) dt) 11 fL Gy (x 0)dt

ve
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[ Gy (x, t)dt + ftﬁ Gy(x, ) dt = %(b —a)?, fxt* Gy (x, t)dt = —%(b — a)?
oldugundan
[2 61 (e Of (Odt < 2 (b — )2 (13 — ) (38)

elde edilir. Benzer sekilde

— [0 6, D (D)dt < 2 (b — a)* (T — 11) (3.9)

oldugu gosterilebilir. Buradan (3.7), (3.8) ve (3.9) ifadeleri (3.6) nin saglandigini
gosterir ve Teorem 3.1.5. in ispat1 tamamlanir. Bu ispattan t* = x + % (b — a) olmak

uzere

Li(t—a), a<t<x
f@) =1L(x—a)+y.(t—x), x<t<t*
LHt—a)+y,(t"—x)+L(—-t"), t"<t<bh

fonksiyonu olusturulabilir. Bu durumda (3.6) esitlik olarak saglanir. Bu nedenle
1/8 sabiti daha kiiglik bir say1 ile degistirilemeyecegi anlaminda keskindir. Ayrica
x = (a + b)/2 igin belirtilenlerden daha keskin bir sinir

IF (52) == 1) r(dt| < 20— (13 = 7)

olarak elde edilir.

Teorem 3.1.6 Teorem 3.1.2° nin sartlar1 saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in
(g — &) ¢ L h—a)? 4 (22D @
@ - (=) @+ (50— 0t +5 (-5 ) 5

L f@de| < (1 -6 b,0) (310)

esitsizligi gergeklesir, burada

1

3(b-a) 1 a+bh\%\2
+(E(b—a)2 + (x——) )

2

( |(x—a)(x—%)(b—x)|

anS§(2a+b),

G(a,b,x) = (3.11)

%(a+2b)§x§b,

3/2
2 1 _ N2 __atb 2 1 1
\3(b—a) (12 (b—a) + (x - ) > 5 (a+b) <x<:(a+2b)

Bu durumda
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G(a,b,x) <22 F(a,b,x) (3.12)

oldugu gosterilebilir (Cheng, 2001).

Ispat: Bu durumda

ﬁfff(t)dt —f(x) + (x -~ azﬁ)f'(X) — (i (b—a)? + (x -~ %b)z)—f'(bzi’;'(“)
=2 [ f"(OG, (x, t)dt (3.13)

esitligi yazilabilir, burada

%(t—a)z—(i(b—a)2+%(x——)2>, a<t<x

G2(x,0) = 1 b2 Lop 2, 1 a+bh\? <t<b
St-p2—(Z-a?+i(x—22)), xsts<

(2a+b)

dir.a < x < (1/2)(a + b) oldugunu varsayalim. ilk énce a < x < durumunu

g0z oniine alalim. Bu durumda

t* =b—(1—12(b—a)2+(x—azﬁ)2>

olmak tlizere

1
2

G,(x,t) <0, t € [a,x) VU [t b]
G,(x,t) =0, t € [x,t*)

olur. V x € [a, b] i¢in y, < f"(x) < I, olacagindan
b b
[, G(x,t) f(t)dt < yz(f; G,(x,0)dt) + v, (ft** G, (x, t)dt)
ve
— 176, e, Of (D)t < — [T Gy (x, 0t — [1. Gy e Dt +7, [1 Gyl D) dt

yazilabilir. Basit bir hesaplamayla

[F6Gtdt =5 —a)(x—=2) (b—x)

ve

2. Gale 0yt = =2 (L b - a)? 4 (x - ﬂ)2>
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elde edilir. Ote yandan
ff G, (x,t)dt = 0
oldugundan
fxt Gy(x, t)dt = — f; G, (x, t)dt — fb G,(x, t)dt

oldugu goriiliir. Boylecea < x < (1/3)(2a + b) igin iddia kolayca ispatlanmig olur.
Simdi de (1/3)(2a+b) <x < (1/2)(a+b)  durumunu goz Oniine alalim. Bu
durumda

1/2

2
t{*=a+(1—12(b—a)2+(x—ﬂ))

2

ve

N R

wx _ ogxx _p (1 _ 2 _ﬂz
t;'=t"=>b (12(19 a) +(x 2))

olmak lizere

G,(x,t) <0,t € [a,t;") U [t;", b]
Go(x,t) =2 0,t € [t]", t57)
yazilabilir. Ayni argimani kullanarak
3/2

fati* G,(x,t)dt = _1(1_12 (b—a)? + (x 3 a_H,)2>

3 2

ve

2

3 2

esitlikleri kolayca elde edilir. Boylece Teorem (3.1.6) nin ispati tamamlanir. Bu
durumda bilgisayardaki sayisal hesaplamalar ile x =ave x = (1/2)(a+ b)

degerlerinde

r() =g @ =ra+Eb-a) =7ors, ce o]

F(a,b,x)’ F(0,1,8)’

ifadelerinin maksimum degere ulastig1 kolayca goriilebilir. Boylece (1.12) esitsizligi

elde edilir.
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Teorem 3.1.7 Teorem 3.1.1° in varsayimlari saglansin. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in
asagidaki esitsizlik gergeklesir (Cheng, 2001):

1 _ 1 b _ (=b)f)-(x-a)f(a)
Ef(x) b—a fa f®)dt 2(b—a)

5 (G = a@)? + (e = D)) (U7 = 7). (3.14)

8(b

Ispat: Bu durumda

1 1 b (x=b)f(b)—(x-a)f(a) _ 1 b '
Sf) ==/, fOdt - 2 0=a) =— [, Gs(x, ) f '(D)dt

esitligi saglanir, burada

(t—a)—%(x—a),aSth
G3(x,t) = 1
(t—b)—z(x—b),xStSb

dir. Boylece Teorem 3.1.5 teki yol izlenerek (3.14) esitsizligini kolayca elde

edebiliriz. x = a yada x = b i¢in, agsagidaki trapezoid esitsizligi elde edilir:

| [P f@de =2 (F(@) + F )| < 26— a) (T3 — 1) (3.15)

Teorem 3.1.8 Teorem 3.1.2° nin varsayimlari saglansin. Bu takdirde her x € [a, b]

icin asagidaki esitsizlik gergeklesir (Cheng, 2001):

|f(X) _ g (X _ a+b)f ( ) + (x_b)zf,(b)_(x_a)zfl(a) _ ﬁf: f(t)dt|

6(b—a)

v@(g———((x —a)® + (b —x)*)U3 — v2). (3.16)

Ispat: Bu durumda

a+by\ (x = b)*f'(b) — (x — a)*f'(a)
z)f(")+ 6(b—a)

1 (P 1 (P
[ 0 =— [ G @ora

OB

esitligi saglanir, burada

%(t—a)z—%(x—a)z,aSth
G4:
%(t—a)z—%(x—a)z,aSth
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dir. Teorem 3.1.6 daki yol izlenerek (3.16) esitsizligini kolayca elde edebiliriz.
Eger x = (1/2)(a + b) ve x = a veya x = b alinirsa, Teorem 3.1.8’ den sirasiyla

a+b

1 1 (P
F(557) 4350 - 00®) - Fia) — 5 [ e

1
< ﬁ(rz —¥2)(b — a)?

ve

f@+f®m) 1 , , 1P
‘— 0= 0B - @) -5 [ Fod

—v2)(b—a)?

1
< I
1873 2
esitsizlikleri elde edilir.

Bu tiirden bir diger sonug iki kez tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in Cerone, Dragomir ve

Roumeliotis (1999) tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 3.1.9 IS R bir aralik, I ise I araliginm ici, a,b € I° ve a < b olmak iizere
olsun. f:I - R fonksiyonu I° iizerinde iki kez tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak
tizere y,I € R keyfi sabitleri ve Vx € [a,b] i¢in y < f"(x) < T oldugunu

varsayalim. Bu takdirde Vx € [a, b] igin

100 = (x = 222) £ + [S520 4 3(x - 22) | FOL - 2 2 ey

2 2

atb ] (3.17)

L= -+ |x-=2
esitsizligi gergeklesir (Matic ve Ark., 2000).

Yukarida verilen (3.2) ve (3.17) deki esitsizlerin ispatlanmasinda anahtar rol, iyi

bilinen Griiss esitsizligi tarafindan onaylanir.

Teorem 3.1.10 f, g:[a, b] = R iki integral edilebilir fonksiyon ve y,®,o,T € R

sabitler olmak tizere Vx € [a,b] igin ¢ < f(x) < ®vey < g(x) <T olsun. Eger;

T(f,9) = 5= J, fg()dx — == [ f(0)dx [ g(x)dx (3.18)

ise, bu takdirde
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IT(f, I <5 (@ = )T =) (3.19)
esitsizligi gergeklenir.

Esitsizligin standart ispat1 iki adimda elde edilebilir. Birinci adimda T(f,f) = 0,
T(g,9)=0 ve T*(f,9) <T(f,f)T(g,g) veya buna denk olarak

IT (f, PISYT, )T (g,9) oldugu gosterilebilir. Ikinci adimda ise T(f,f) <
“(@—¢)? ve IT(g.9)|<;("'—y)? oldugu gosterilebili. Bu iki adm
birlestirdigimizde istenen sonug elde edilir. Ikinci adim sadece T(f,f) terimine

uygulanirsa asagidaki sonucun gegerli oldugu goriiliir.

Lemma 3.1.1 f,g:[a,b] — R integrallenebilir fonksiyonlar: i¢in fg ¢arpimi da
integrallenebilir ve ,®,¢,I"' € R keyfi sabitler olmak {izere Vx € [a, b] igin y <
g(x) < I' olsun. Bu takdirde

IT(f, )| <5 JTEHT —7) (3.20)
esitsizligi gergeklesir (Matic ve Ark., 2000).

Lemma 3.1.2 [ € R bir aralik olmak {izere f:I — R bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun I° iizerinde diferansiyellenebilir ve a,b € I°, a < b oldugunu
varsayalim. Eger f ™ fonksiyonu [a, b] iizerinde integrallenebilirse, bu takdirde Vx €

[a,b] i¢in (f© = f alalim)

n-1 (b—x)k+1+(—1)k(x—a)k+1

f; f(B)dt = Y=o (k+1)!

f® @)

(=D [, Kn e, OF (D)t (3.21)
esitligi saglanir, burada Kj:[a,b]? - R ¢ekirdegi asagidaki gibi verilir;

t-—a)"

, t € [a,x),
K, (x,t) = f!

, t € [x,b]

Teorem 3.1.11 Lemma 3.1.2° nin varsayimlar altinda y ve " sabitler olmak tizere
Her x €[a,b] i¢in y<f™x)<r

olsun. x € [a, b] i¢in
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n—1 (b_x)k+1+(_1)k(x_a)k+1

Ra(x) = f(x) + = X7] o F0x)

(b_x)n+1+(_1)n(x_a)n+1

(n+1)!(b-a)? [f(n_l)(b) - f(n_l)(a)] - ﬁf:f(t)dt

tanimlayalim. Bu takdirde her x € [a, b] i¢in

RuCO < 30— ) [T(Kn (), K ()

1/2

Ty [(x—a)?* 1o (x—p)2n+1 B ((x—a)n+1—(x—b)n+1)2
T 2(n) (b—a)(2n+1) (b—a)(n+1)

esitligi saglanir (Matic ve Ark., 2000).
Ispat: (3.21) esitligini

[2F®dt = (b - a)f (x) +

n—1 (b—x)k+1+(—1)k(x—a)k+1

o e Y00+ DM [ K D P (Ddt

veya buna denk olarak

CU 2 Ko, OOF ™ ()dt

n-1 (b—x)k+1+(—1)k(x—a)k+1

1
=[O+ 2k ]

olarak yeniden yazabiliriz. Ayrica

fO6) - = J7 f(Odt

b x (t—a)™ b (t-b)"
J, Kn(x,t)dt = [ ~—=dt + [ ~—=dt

_ (x_a)n+1 _(x_b)n+1

(n+1)!

)n+1 +(_1)n(x_a)n+1

(n+1)!

— _(_1)n+1 (b—x

ve

[ FO@©dt = f*D®) ~ f* (),

dir. Dolayisiyla

(_1)n+1 b b
— ot Ja Kn(x0)dt [, fF™()dt

_ (b_x)n+1+(_1)n(x_a)n+
- (n+1)!(b—a)?

[fD(B) - FOD()]
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yazilabilir. Boylece

(D™ = 7 Ka o, OF "

elde edilir ki bu ifade R,,(x) e esittir. Simdi

IR (0 < 2 (T = YT Kn G, ), (K (x,)) (3.25)
oldugunu gostermek i¢in f ve g yerine sirasiyla K, (x,) ve f™(-) yazarak (3.20)
esitsizligini uygulayalim. Daha 6nce hesapladigimiz gibi

(x a)n+ (x—b)"“
(n+1)!

f K, (x,t)dt =

idi. Benzer bir hesaplama

2n+1 2n+1
x—a)™ —(x-b)

(nHz(2n+1)

f K2(x,t)dt =
dolayistyla

T (K (), (K (6)) = 522 [ KR Ce, Dt = 2z (f, K t)dt)

1 (x_a)2n+1_(x_b)2n+1 _ ((x_a)n+1_(x_b)n+1)2] (3 26)

T ()2 (b—a)(2n+1) (b-a)(n+1)

elde edilir. (3.25) ve (3.26) y1 birlestirerek (3.22) ulasilir. x € [a, b] verilmis olsun.

b—a a+b
{=— ve &=x——
2 2
alinirsa
a+b b—a a+b b—a
x—a—x——+7=§+€, x—b—X-T—Tzé—E,

olur ve dolayisiyla
(x _ a)n+1 _ (x _ b)n+1 — (a + E)n+1 _ (f _ g)n+1

n+1(n+1)€n+1 l[ ( 5) ] =2 Z 1’1/2] (Tl'-l-l)én+1—(2j+1)€2j+1

2j+1

2j+1 2j+1

_ ZEZ n/2 (Tl'+1) En—ijzj — (b a) Z Tl/Z] (Tl'-l-l)gn—zjgzj
ve buna benzer olarak

(X _ a)2n+1 _ (x _ b)2n+1 — (b _ a) 21]”}:0 (Zl:ll) EZn—ZjKZJ'
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oldugu goriiliir. Bu iki esitlik kullanilarak (3.26) dan

T(Kn(x;')r Kn (X,))

_ 1 [ 1 gn (2n41) ran-2j2i _ (L ylv/2l(ne1) paezjp2i)
_(n!)Z [2n+1 ]=0(2j+1)€ ¢ (n+12j=0 (2].+1)§ l )] (327)

elde edilir. Ayrica (3.26) y1 su sekilde yeniden yazabiliriz:

T(Kn (), Kn(6) = Gz HOO,
burada

H( ) — (x— a)znzln-'-(ic p)2nti _ﬁ((x—a)n+:l;(1x_b)n+1)2
dir. Buradan

2 (x a)"t1—(x-p)nt?t

n+1

H'(x) =(x—-a)* - (x—-b)*" - [(x —a)" = (x = b)"]

= [(x— )" — (x — b)"] [(x @™ + (x — b)" —

2 (x—a)"1—(x— b)”“]
-a n+1

= A(x)B(x)
elde edilir, burada

Ax):=x—a)"— (x—b)"

ve
_ n _ L(x a)n+1_(x b)n+1
B(x):=(x—a)"+ (x—b)" — — —
carpanlari
A = E+ 0" — - Or =X (MEid - (-0
— 22(71 1)/2] (2]+1) gn- 2j- 152]+1
ve

1 (f+f n+1_(f {))n+1
n+1

(n)fn 1[51 +( f) ] _g(n+1) n+1(n+1) €n+1 1[51 (—{’)i]

B(x) =(+O"+(-O" -
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— 22["/2 (71]) En—2j€2j __ 2 Z['n/Z] (n'+1)€n+1—(2j+1)€2]'+1

((+1) “j=0 \2j+1

= 22["/2 ( )gn 2jp2J _ZE"/OZ] (Zn]++11) gn=2jg?

[n/2] __n! 1 n—2j p2j
=22j=0 (n- 21)'[<21)' <21+1)']E ¢

olarak yeniden yazilabilir. Suna dikkat edelim ki her n ve karsilik gelen her j indisi
icin (2]+1) >0 ve (n!/(n—2j)!) [m— 1/(2j + 1)'] >0 dir. Simdi x € [a, (a +
b)/2] alaim. Bu takdirde & € [-#,0] olacaktir. Hatta n ¢ift oldugunda n — 2j —
1 iisleri tek ve n — 2j Usleri ise ¢ift olacagindan A(x) <0 ve B(x) =0 olur. Aksine n
tek oldugunda A(x) =0 ve B(x) <0 aliriz. Bu ise n ne olursa olsun her x €
la, (a + b)/2] i¢in H'(x) = A(x)B(x) <0 oldugunu dolayisiyla, [a,(a + b)/2]
araliginda H(x) fonksiyonunun azaldigi anlamina gelir. Eger x € [(a + b)/2, b]
alinirsa, 0 zaman & € [0, #] olup yukaridaki ifadelerden A(x) =0 ve B(x) =0 yani
H'(x) = A(x)B(x) oldugu agiktir. Dolayisiyla H(x) fonksiyonu [(a + b)/2,b]
tizerinde artmaktadir. O halde H(x) fonksiyonu minimum degerine x =(a+b)/2

noktasinda, maksimal degerine ise x = a ya da x = b noktasinda ulasir. Sonug olarak

H(a) = M(L)Z = H(b)

2n+1 n+1

ve boylece her x € [a, b] igin

H(x) < 2 (Y

2n+1 n+1

oldugunu hesaplamak kolaydir. Bu da her x € [a, b]

T(Kn (), Kn (6)) < 252 (1) (3:28)

n2(2n+1) \n+1
olmas1 demektir.

Sonug 3.1.1 Teorem 3.1.11° in varsayimlar1 ve notasyonlari altinda her x € [a, b]

(r-y)(-a)*n
Rn (Ol < 5 s (3.29)

dir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: (3.29) ifadesini elde etmek igin (3.5) ve (3.8) ifadelerini birlestirmek yeterlidir.
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Teorem 3.1.11” de belirtilen sonucun bir neticesi olarak trapezoid esitsizligine benzer

bir midpoint esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 3.1.2 Teorem 3.1.11’ in varsayimlari altinda

a+b 11+( Dk (b-a\K FO(EE)  hcon fpoa\PT FmD () -1)(q)
|f( )+Zn ( 2 ) (k+12)! 4 (T) (n+1)! B

T-PG-a" [, 1D
ni2n+1\2n+1 2(n+1)

——— [ f(tdt| < (3.30)

esitsizligi gecerlidir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: x = (a+b)/2i¢in x —a=b —x = (b —a)/2 yazlabilir. (3.30) un sol
tarafindaki mutlak deger isaretleri igindeki ifadenin R, ((a + b)/2) ye esit oldugunu
gormek kolaydir. Ayrica, eger g, (x) = T(K,(x,"), Kp(x,7)) alirsa (3.26) dan

a+b 1 [ w-a®" (-0 A+(-D\?
g”( )_ (n2 | 22" (2n+1) ( 2n+1(n+1) )]

_ (b—a)?" _ @+(=DME@n+1)

T (nD)222n(2n+1) 2(n+1)2
(-2 1+ 1+(—1)n]
T (m)222n(2n+1) n+1 2(n+1)2
_ (b-a)?m _1+(=D"?

T (mD222n(2n+1) 2(n+1)

yazabiliriz. Burada [(1+ (—1)"/2]? = (1 + (=1)")/2 gercegi kullanilmistir. Bu

nedenle

(ﬂ)_ (b—a)™ 1_1+(—1)“
n\ 2 )7 nenyzntl 2(n+1)

olup arzulanan sonug elde edilir.
Sonug 3.1.3 Teorem 3.1.11" in varsayimlar altinda

F@H®) | 19 fO@+0 V) K, LHEDR D))
z T3 Z (k+1)! (b-a)+ —; (n+1)! (b—-a)

T-y)(b-a)"n
rala FO] < ST (3.31)

esitsizligi saglanir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: g, (x) bir 6nceki ispattaki ile ayn1 olsun. (3.26) y1 kullanarak
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. 1 [(b-a)?" _ b-a)?"] _  n?(b-a)?"
gn(@) = g,(b) = mn2 L 2n+1 (n+1)2] T [(n+1)12(2n+1)

oldugunu hesaplamak kolaydir. Teorem 3.1.11° e gore

(r-y)n(b-a)* r-y)nb-a)"
IRn(a)] = 2[(n+1D)!]V2n+1 ve [Ry(b)| < 2[(n+1)!]V2n+1

elde edilir. Uggen esitsizligini kullanarak

Rn(a)+Rn(b) < (r-y)n(b-a)*
2 — 2[(n+1)!]V2n+1

yazilir. (3.31)’ in sol tarafindaki mutlak deger i¢indeki ifadenin (R, (a) + R, (b))/2

degerine esit oldugunu kontrol etmek oldukca kolaydir.

Teorem 3.1.12 Teorem 3.1.2’ nin varsayimlari altinda Vx € [a, b] igin
1 b (b)- b 1
|00 — = 1) Fyde - L2TE (x 22 < (b — ) (T - ),
esitsizligi saglanir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: n =1 alimirsa Teorem 3.1.11° den

(b—x)%2-(x—-a)?
2(b—a)?

fe) + [F(b) = F(@)] = 7= Ji f(B)ae|

<ir-p JT((Kl(x,'),K1(x"))

oldugu goriiliir, burada (3.27) den

b—a

JT(K1<x,-),K1<x,-)) = J§ g2+ 02) - (22¢) = L=t

olacaktir. Ispat1 tamamlamak igin

2(b—a)? T 2(-a)  b-a

(b—x)?—(x-a)®> _ a+b—2x _ 1 ( a+b)
2

oldugunu belirtelim.

Sonug 3.1.4 Teorem 3.1.2 nin varsayimlar altinda
b 1 b 1
F(52) -5 ) rodt| < =6 - =) (3:32)

ve
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fla)+f(b) 1 b 1
PO [P f@dt| < 7z (b - (T =) (3.33)

esitsizlikleri yazilir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: (3.32)’ yi elde etmek i¢in n = 1 olmak iizere Sonug 3.1. 2’ yi ve (3.33) ii elde

etmek igin iSe n = 1 olmak tizere Sonug 3.1.3’ ii kullanmak yeterlidir.

Hermite-Hadamard esitsizligini kullanrak Dragamir ve Wang(1997) konveks f
fonksiyonu igin asagidaki esitsizliklerin gecerli oldugunu gostermistir:

a+b

0<—=["f(®)dt - f (22) <2(b - D) (b) - f'(a)]
ve
0 < KO L P r(yar <2(b - a)[f' () - £'(@)]

Teorem 3.1.13 Teorem 3.1.2° nin varsayimlart saglansin. Eger f fonksiyonu [a, b]

tizerinde konveks ise

a+b

0 <35 L) F@de = (57)
< f@H®) Lfbf(t)dt
- 2 b—a’a
<50 -2l - (@]
Yazilir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: f konveks ve tiirevlenebilir oldugundan

fO+f©Qt-0)=sfO) <fO+f®)(E—-c), V.ctelab] (334

yazilabilir. Ayrica

b a+b
Ji (= 57)de =0
ve kismi integrasyonla,

F@(t-22)de =KD 5 — o) - [V f(0)de

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (3.34)’ te ¢ = (a+ b)/2 konulup t € [a,b]

tizerinden integral alinir ve daha sonra da b — a ile boliiniirse
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f(5) <= 00 fode < £ (52) + B2 - [P f(0)ae

veya buna es deger olarak,

FE2) < 2 P Fode < f(42) + L0502y

elde edilir. Boylece (3.33) i uygulayarak ve f’ fonksiyonu [a,b] tizerinde aran
oldugundan I' —y = f'(b) — f'(a) alarak istenen sonug elde edilmis olur.

Teorem 3.1.14 f fonksiyonu Teorem 2’nin kosullarini saglarsa, [a, b] araliginin her
In: a = XgeXq< oo Xp_q < Xp = b pargalanigi ve §; € [x;,x;44], (i=01 ..,n—1)

kosulunu saglayan herhangi bir & =(§,,¢, ... ,§,_1) orta vektorii i¢in
|2 (Ot = Ag(f 1, )| < 2 (T = V) B h?
esitsizligi saglanir, burada h; = x;,, — x; olup
A6 (f 1n8) = T3 FEDhie T3 (& = Z552) [f (pa) — £ (0]
dir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: (3.31) den [a, b] yerine [x; x;1,] ve x = § aliursa, heri =0,1,...,n — 1 igin

)= [ZHF@©de = [ (e = Fe] (8 = 5552 | < = (0 — R,

bulunur. Bunu i =0,1,...,n — 1 lizerinden toplar ve liggen esitsizligi kullanilirsa

istenen sonug elde edilir.

Sonuc 3.1.5 Teorem 3.1.14’ {in varsayimlar1 ve notasyonlar1 altinda
|17 £ Ot = Aw(f,10)| < 5 (T =) Bid 2
esitsizligi saglanir, burada Ay (f, I,)
An(F 1) = 150 f (5522 by
dir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: Teorem 3.1.14° deki ile aymdir. Ancak [a, b] yerine i = 0,1,...,n — 1 igin
[x;, x;4+1] alinarak (3.32) deki ile aynidir.

Sonug 3.1.6 Teorem 3.1.14’ {in varsayimlar1 ve gosterimi altinda
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|7 F(Odt = Au(f 10| < 5 (=) Bi5 R
esitsizligi saglanir, burada A (f, I,)
A (1) = B0 f (B2 b,
dir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: Teorem 3.1.14° deki ile aymidir. Ancak [a, b] yerine i = 0,1, ...,n — 1 igin
[x;, x;+1] alinarak (3.33) deki ile aynidir.

Asagidaki 6zel durumlart géz oniine alalim:

a+b

(@) Aritmetik ortalama: A = A(a,b): = — ab=>0
(b) Geometrik ortalama: G = G: = \/% a,b>0
. i _ L 2
(c) Harmonik ortalama: H = H(a, b): = Tarib a,b>0
_P7% G #bab>0
(d) Logaritmik ortalama: L = L(a,b):= { Inb-Ina’ ’
a, a=bab>0
1 /pb 1/(b-a)
(e) Tanimlanan ortalama: I = I(a, b): = {Z (E) ,a*bab>0
a, a=bab>0
(f) P- Logaritmik ortalama:
pp+l _ gp+1 1/p
b, ,b >0
=Lp(a,b):=1|(p+ 1) —a) @7 ¢
a a#*b ab>0

Bu durumda asagidaki basit iliskiler ¢ok iyi bilinmektedir:

HSGLSLLZI<A
Aslinda, eger Ly=1 ve L_;=L" yi tamimlarsak, bu takdirde p € Rigin
L, fonksiyonu monoton artandir. Ayrica; L_, = G ve L; = A dir.
1. f(x) = xP(p > 1) fonksiyonuna (3.31) esitsizligini uygulayalim: Her p > 1 ve her
x € [a, b] c (0, ) i¢in
— 1 —
|xP — L —pLP " (x — A)| < 50— - 19)Fa (3.35)

dir. Eger (3.35)’ de x = A seger ve L, = L; = A, p > 1 oldugu kullamlirsa,

0<LE—AP <F(b—a)2p(p—1)L
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elde edilir. Benzer sekilde (3.35)’ te x = I olarak alirsak
_ 1 _
UP—@—p@jU—AMsaﬁw—aymp—ngj

elde edilir.
2. Eger, f(x) =1/x fonksiyonuna (3.31) uygulanirsa Vx € [a, b | igin

(b a)?A
2V/3G4

olur. (3.36)’da sirasiyla x yerine sirasiyla, A ve L alinirsa

1
x L

(3.36)

(b—a)?A%L
O=<A-Ll==Fw
ve
(b—a)24
0<A-L<—2=

olur. Ote yandan AL =L;L_; > L_,L_, = G? olmas1 A%/G* = A/G? anlamina
geldiginden bu ikinci sinir daha iyidir.

3. Eger (3.31)’ i, f(x) = —In x fonksiyonuna uygularsak

(b/a)x—A)/(b-a)] (b—a)?
[ x ] | = 4+/3ab

olur. (3.37)’da sirasiyla x yerine sirasiyla, A ve L alinirsa

|ln (3.37)

A b-a)?] _ (b—-a)?
1< <enp it = e [55]
ve
(b—a)?L
0<A-1< 27367

esitsizligi yazilir.

Teorem 3.1.15 Teorem 3.1.9” un varsayimlari altinda her x € [a, b] i¢in

[0 = (6= 422) 1) + [S520 + 2 (x - 42) | EOL@ L2 ey

2 2 b—-a
r-y)¢
< 6;1 €% + 1582 (3.38)
esitsizligi saglanir, burada ¢ = Ta ve { =x — aT+b dir.

Ispat: Teorem 3.1.11 de n = 2 alinirsa

fG) +

(bx) (xa)f()_l_

(b—x)3 +(x a)3
6(b—a

[F'®) = f'(@] - = f(t)dtl

< %(r — y)JT(KZ (x,), Ko (x,))

elde edilir. Basit bir hesaplama ile

41



(b-x)2-(x-a)> _ a+b—2x _ _( a+b)

2(b-a) T 2b-a) 2
ve
(b-x3+(x-a)® _ (b—x)?—(b-x)(x—-a)+(x—a)?
6(b-a)2 6(b-a)
1 [(b-a)2 1 a+b\?2
=l 2 +3(-) ]

oldugu goriiliir. Sonug olarak

T(Ky(6), Ko (x,)) = = |2 (56 + 106242 + £4) — (§ (3¢2 + ez))zl

= Z (2 + 15¢2)
T 45 ¢

veya

L jFre

(ke o) = s

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.1.7 Teorem 3.1.15” in varsayimlar1 altinda
! ! b
If (52) + 5 b= DI (B) = (@] = = f;, f(Odt| < = (T = 1)(b — a)?
veya buna denk olarak

F@®) 1
2 12

QLf'(b) = f1 (@] == [ F©)dt| < == (I = ¥)(b - @)?

esitsizligi saglanir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: Birinci esitsizligi elde etmek i¢in n = 2 olmak iizere Sonug 3.1.2° yi ve ikinci
esitsizligi elde etmek igin ise n = 2 olmak iizere Sonug 3.1.3” i kullanmak yeterlidir.
Teorem 3.1.16 f fonksiyonu Teorem 3.1.2’nin kosullarini1 saglarsa, [a, b] araliginin
her I:a = Xg<Xi< ... Xp—q1 < X, = b parcalamisive §; € [x;, x;41], (i =0,1,...,n —

1) kosulunu saglayan herhangi bir € =(§;,&, ... ,,,—1) orta vektorii i¢in

2
itXi
INIGLIEVI S Ih,f| LN R Jh? + 60 (§ —X2)
Zn o h3 (3.39)
esitsizligi saglanir, burada h; = x;,; — x; Ve

A ' I, €)= S053 (& — B (& —2EH53) 1)y
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0 [+ 2 (6 - 2852) ] ) — 1
dir (Matic ve Ark., 2000).

Ispat: (3.38) den [a, b] yerine [xi xi+1] ve x = §; alinirsa, heri =0,1,...,n — 1 igin

[rccom: = (& - 222 prcgom + [ +2 (6 - 2222) ] (o) — £/ 0]

Ir'-y ;2 2 XitXitq 2 I" Y13
<24\/—h\/h +60+(El 2 ) 6\/—h

elde edilir, burada son esitsizlikte |&; — (x; + Xi+1)/2| < h;/2 oldugu gergegi dikkate

alimmistir. Buradan {=0,1,..,n—1 {izerinden toplam alinarak ve ve {iggen

esitsizligi kullanilarak istenen sonua ulasilir.

Sonug¢ 3.1.8 Teorem 3.1.16° nin varsayimlari ve notasyonu altinda
n 1 3

|2 ()t = A (F, £ )| < e S B (3.40)

esitsizligi saglanir, burada Ay (f, f', I,)
A CFo 1) = T F (B2 by + o 2 hELF Ceien) — £ ()]

dir. Ayrica

b ’ I'-yyvn-13

|1 @t — A, £ 1| < LS B
esitsizligi saglanir, burada A;(f, f', 1)
Ar(f. f' 1) = Z o [f () + f Cxivn)] Z" ) hE [f' (xivn) — ' (x0)]

dir.
Ispat: Sonug 3.1.7’ yi kullanarak Teorem 3.1.10° un ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonug¢ 3.1.9: Eger f fonksiyonu n-kez tiirevlenebilir ise,

A(f'f,' f(N_l)lIh' f)' AM(f'f,' "'f(N_l)'Ih) ve AT(f;f’; "'f(N_l)JIh)

ifadeleri sirastyla

A f' e FN9,00,€) =T FGOR

I FEOhs + AT s T Crin — £ + (DG — %011 D (6)

1 1 G =EN =DV (=) v _
+ (N+1)! ?201 x+1 hi ( I x) [f(N 1)(xi+1) - f(N 1)(xl)]l

A (f ' FO0,1) = X050 f (2252)

2
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1+( 1k itxi
+Yr=t ( ———_yn (x al +1) hk+1

k+1)12k+1 2

1+(-1)k _ _ _
?:ol[f(N 1)(xi+1) - f(N D(’Q)]h?]

(N+1)12N+1
ve

Ar(fof' o FOD, 1) = SR Ce) + f ()]

F 3T s T PG + (CDFFO Gxrg )] A

1+(-1VN N—1 N
+ 2[(N+1)1] l 0 [f( )(x )] h

seklinde ifade edilir (Matic ve Ark., 2000).

3.2. Tiirevleri (hq, h,, m) —Konveks Fonksiyonlar i¢in Ostrowski Tipi Bazi
Esitsizlikler

Bu kisimda (h4, h,, m) —konveks tiirevlere sahip fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipi yeni
esitsizlikler verilecektir. Bunlar literatiirde daha 6nce konveks, s-konveks ve h-

konveks fonksiyonlar i¢in verilenlerin genel durumlaridir.

IcRvef:I >R, I° I’nn igciiizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere
f'€Lla,b],abelve a<bolsun. Eger Vx € [ igin |f'(x)| < M ise bu takdirde

her x € I igin

1 b M [(x—a)?+(b—x)?
[re0 =55 Sy Feodu| < [P
esitsizligi saglanir. Bu sonug literatiirde Ostrowski esitligi olarak adlandirilir.

Son zamanlarda Sinirli varyasyon fonksiyonlari, Lipschitzian, monoton, mutlak
stirekli, konveks, s-konveks ve h-konveks ve benzeri gesitli fonksiyon siniflar1 i¢in bu

esitsizligin gesitli genellemeleri verilmistir.

Lemma 3.2.1 f:1 € R — R, I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b €I ve a < b
olsun. Eger f' €/L[a, b] ise bu takdirde t € [0,1] igin

f) === [ fwdu = (b —a) [} p(t) f'(ta + (1 — O)b) dt

esitligi saglanir, burada Vx € [a, b] igin

44



t, teo=
p(t) = b
t-1te =1

dir (Cortez ve Garcia, 2017).

Lemma 3.2.2 f:1 € R — R, I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b €I ve a < b
olsun. Eger f' €L[a, b] ise bu takdirde her x € [a, b] igin

fG) == 0 Faydu = S0 [ ef (e + (1 - Da) de

_ b-x)?
b—a

[} tf'(tx + (1 - t)b) dt
esitligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Teorem 3.2.1 f:1 € R —» R, I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon ve a,b €I ve a < b
icin f" €L[a, b] olsun. Eger |f'| , [a, b] de konveks ise bu takdirde her x € [a, b] igin

|Fe0 — 3= 17 Fa dyf

<2 (a(22) -3 (22) 1) i@l + (9 (22) -4 (22)' -
~6(22) +2)IF W]

esitsizligi yazilabilir. % sabiti, daha kiiglik olan yerine gegcemeyecegi anlaminda,
miimkiin olanin en iyisidir (Cortez ve Garcia, 2017).

Teorem 3.2.2 f:1 € R = R, I° da tlirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € [ ve a < b ve
f' €Lla, b] olsun. Eger bir s € (0,1] i¢in |f'| fonksiyonu s, — konveks ve her x €
[a, b] i¢in |f'(x)| < M ise ise bu takdirde Vx € [a, b] igin

l(x —a)?+ (b —x)?

s+1

1 b
e - 5= [ ra <

esitsizligi yazilir (Cortez ve Garcia, 2017).
Simdi h- konveks fonksiyonlar1 i¢in Ostrowski tipi esitsizlikleri verebiliriz:

Teorem 3.2.3 h: ] - R negatif olmayan ve siiper ¢arpimsal fonksiyon, her a € (0,1)

icin h(a) 2 a, f:1 <SR- R fonksiyonu I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon,
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f' €Lla,b] ,a,b €1 ve a<bolsun. Eger |f'| , I lizerinde h-konveks ve x € [a, b]
icin |f'(x)| < M ise bu durumda Vx € [a, b] igin

M[(x—a)?+(b—x)?]

L [Th(E?) + h(e — t2)] dt

1 b
|60 -3 7 Fandu| <
esitsizligi yazilir (Cortez ve Garcia, 2017).

Teorem 3.2.4 h:] — R negatif olmayan ve siiper ¢arpimsal fonksiyon, a € (0,1) igin
h(a) =2 a, f:I1SR->R, fonksiyonu [° da tirevlenebilir bir fonksiyon,

f'€Lla,bl,a,b €l ve a<bolsun. Eger |f'|9, [a,b] lzerinde bir h-konveks
fonksiyon, p,q > 1, %+ 5 =1, h(t) = tve|f'(x)| < M,x € [a,b] ise bu takdirde
her x € [a, b] i¢in

1
Mha(1)
b—-a

|Fe) =55 1 FQdu| < S22 () R ) (- ) + (b = 0)7)

esitsizligi yazilir (Cortez ve Garcia, 2017).

Tanmm 3.2.1 0 <s < 1olsun. Bir f:[0,+o) - R fonksiyonu i¢in birinci anlamda
s-konveks oldugu soylenir ya da s;-konveks oldugu soylenir, sayet her x,y €
[0,+0) veher a,B € (0,1), a + B° =1 igin

flax +By) < a*f(x) + B°f (¥),
esitsizligi saglanirsa (Cortez ve Garcia, 2017).

Tamm 3.2.2 h:] = R non-negatif ve 6zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon olsun.
Vx,y € Jvet € (0,1) i¢gin
fx+ A -0y) <h(Ofx) +h(1-f ()

esitsizligi saglanirsa f:] — R fonksiyonuna h-konvekstir denir (Cortez ve Garcia,
2017).

Tanmm 3.2.3 Bir f:1 € R - R fonksiyonu i¢in a,f,a,b:J] € [0,1] - R verilen

fonksiyonlar olmak {izere

fla@®x +BDy) < a(®f () +b(Of (), xy€l (3.41)

esitsizligi saglanirsa bu fonksiyona (a, 3, a, b)-konveks fonksiyon denir (Cortez ve
Garcia, 2017).
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Shi ve Ark. (2014), asagidaki 6zel tanimlamalar1 vermistir.

Tanmm 3.2.4 hy, h,:[0,1] - R, ve m € (0,1] olsun. Bir f:1 € Ry =[0,0) - R
fonksiyonuna (h4, h,, m) —konveks denir. Eger Vx,y € I ve t € [0,1] i¢in

fx+m(1—-t)y) < h(®)f (x) + mh,(O)f (y) (3.42)

esitsizligi varsa. Eger esitsizlik tersine saglanirsa f ye (hy, h,, m)-konkavdir denir.

Bu tanima gore

(1) Eger (3.42) de m =1, h,(t) =t ve hy(t) =1 —t ise konveksligin klasik
kavrami

(2) Eger(3.42)de hy(t) =t ve h,(t) =1 —t ise m-konveks fonksiyon kavrami

(3) Eger(3.42)dem =1, hy(t) =t°ve h,(t) = 1 — t° ise s;-konveks fonksiyon
kavrami

(4) Eger (3.42) de m =1, hy(t) =tSve h,(t) = (1 —t)° alinrsa s,-konveks
fonksiyon kavrami

(5) Eger(3.42)de hy(t) = 1ve h,(t) = % ise P-konveks fonksiyon kavrami

(6) Eger(3.42)dem = 1ve h,(t) = hy(1 —t) ise h-konveks fonksiyon kavrami
(7) Eger (3.42) de m =1, hy(t) =t ve hy(t) = (1 —t)~° ise s-Godunova—

Levin konveks fonksiyonun kavrami elde edilir.

Onerme 3.2.1 hy, hy, hs, hy:[0,1] » R, fonksiyonlar ve m € (0,1] olsun. Eger
f:I € Ry, = R (hy, hy, m)-konveks ve g: I € Ry, = R (hg, hy, m) —konveks ise bu
takdirde f + g de (hs, hg, m)-konvekstir, burada hg = max{h;, h3} ve hg =
max{h,, h,} dir (Cortez ve Garcia, 2017).

ispat: x,y € I ve t € [0,1] icin
(f + P tx + m(1 - O)y),
= f(tx + m(1 = 0)y) g(tx + m(1 - t)y)
< b (OF () + mhy (O ) + hs(0)g(x) + mhy (D g(y)
< hs(O)f (x) + mhe(Of () + hs(0)g(x) + mhe(D)g(y)
= hs(O)(f(x) + g(x)) + mhs(O(f ) + g())
= hs(O(f + 9)(x) + mhs(O( + 9) ()
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olup ispat tamamlanir.

Onerme 3.2.2 hy,h,:[0,1] » R, fonksiyonlar ve m € (0,1] olsun. Eger f:1 €
Ry, » R (hy, hy, m)-konveks ise, bu takdirde her @« € R, i¢in af fonksiyonu da
(h4, h,, m)-konvekstir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: x,y € I ve t € [0,1] icin
(af)(tx + m(1 - )y) = af (tx + m(1 — O)y)
< a(hy (O)f () + mhy (O f ()
= hy () (af) (x) + mhy () (af)(¥)

yazilabilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Onerme 3.2.3 q,,,7;,:[0,1] » R, iki dizisi sirasiyla h; ve h, ye noktasal yakinsak
fonksiyonlar ve m € (0,1] olsun. Eger f,, f ye noktasal yakinsayan bir fonksiyonu
dizisi olmak tizere her f, : I € R, = R fonksiyonu ve Vk > ngy, ny € Z, igin
(qx, 1., m)-konveks ise bu takdirde f de (hy, hy, m)-konvekstir (Cortez ve Garcia,
2017).

Ispat: Gergekten x,y € I ve t € [0,1] igin
fltx+m(1=t)y) = lim f; (¢tx +m(1 = t)y)

= lim_fo pp (tx +m(1 = 6)y)

= lim_fi(tx +m(1 - t)y)

< lim_qe(©)fe (&) + M (D)

= hy (O)f (x) + mhy (O (¥)
olup 6nerme kanitlanmis olur.

Teorem 3.2.5 f:[0,+x) - R, [ma, %] C [0, +0) iizerinde sonlu bir fonksiyon ve

m € (0,1] igin (h4, h,, m)-konveks ise ve |h;(t)| < M olacak sekilde bir M mevcut
olsun. Bu takdirde f herhangi bir kapali [a, b] araliginda sinirhdir (Cortez ve Garcia,
2017).
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Ispat: x € [a, b] olsun. Bu takdirde x = ta + (1 — t)b olacak sekilde bir t € [0,1]

vardir. Dolayistyla

1=t (100 <07 @ + 07 () < (1004 ()
yazabiliriz ve boylece f fonksiyonu [a, b] tizerinde tistten sinirhdir.

Simdi herhangi bir x € [a,b] ‘nin  |¢] < ”2;“ olmak iizere “T”’H, seklinde

yazilabilecegini belirtelim. Bu durumda
P =7 G+ +3(50-1)
< ()7 (524 ) + i, () ()

Bu teoremin ilk boliimiinii uygulayarak

a+b

P e2) b (= (52) - ()1 (557)

<G)r(F+ro)=ni)r®

ve buradan da

@] (7 (59) ~mha () 41) < £
oldugu gortiliir.

Simdi tirevleri (hq, h,, m)- konveks olan fonksiyonlari i¢in bazi Ostrowski tipi
esitsizlikleri elde edilecektir. Bunlar literatiirde daha o6nce verilen ifadelerin

genellestirmeleridir.

Teorem 3.2.6 f:I — R, I°da tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f' € L[a, b], a,b € I ve
a < b olsun. Eger f' fonksiyonu [a, b] de (h4, h,, m)-konveks ise bu takdirde Vx €
[a, b] i¢in

|FG0 == 17 Fandyl

< (b - @I @I [ ehs Ode + et — Oy ]|
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+m(b — a) |f’ (%)| [f;l% th, (t)dt + fsl_;z(l — )h,(t) dt]

esitsizligi gergeklenir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Lemma 3.2.1 ve Tanim 3.2.2 kullanilarak

|F G0 — 7= 1, Fandyl

<(b-a) foz%ztlf’(ta+ (1—¢)b)|dt

+(b —a) fox(1 — O |f'(ta + (1 — ©)b)|dt

=(b—a)f0b%zt

f' (ta +m(l— t)%)l dt
+(b—a) ﬁ,l_;x(l —t) |f’ (ta +m(1—10) %)| dt
< (- [t (mOIF @]+ mhy© | (2)]) ae

+b = @) fos(1 = DU OIf @D +mha (O |1 (7 )] e
—-a)|If @ ff_ thy (Odt +m|f (2)| f;;_ th, (t)dt]

+(b - a) |If' (@) le%m — ) by (@®dt +m|f' (2))| fZl%Z(l —1) hz(t)dt]
= (b - Dlf @] |7 thy e + ka1 = )by (]

rm® - a) |f (%) [ thy(B)dt + fix(1 = D, (t)dt]

yazabiliriz ve boylelikle sonug ispatlanmis olur.

Teorem 3.2.7 hy,h,:[0,1] - R, negatif olmayan fonksiyonlar, f:I - R, I°da
tirevlenebilir bir fonksiyon f' € L[a,b], a,b €1 ve a<b olsun. m € (0,1]
oldugunu varsayalim. Eger |f’| fonksiyonu I da (hq, h,, m)-konveks fonksiyon ve
her x € [a, b] i¢in |f'(x)| < M ise, bu takdirde her x € [a, b] i¢in

|F ) == [7 fwdu| < 2= (2 = @)% + (b= %) f, t(hy(6) + mhy (1)) dt
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esitsizligi i¢in saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Lemma 3.2.2 ve Tanim 3.2.2 kullanilarak

|FG0 == 1, Fandyl

(x a) (b x)?2

f t|f'(tx + (1 — t)a)| dt + f t|f'(tx + (1 — t)b)| dt

dt + U;’_’;)z [t |f’ (tx +m(1-1t) %)| dt

)dt

+ 82 e (@I GOl + mhy (0 [ (2)|) de

—(x @) f t|f (tx+m(1—t) )

< (’;‘_‘22 fol ¢ (hl(t)lf’(x)l + mh,(t) |f’ (%)

O (% t(hy (8) + mhy (D))t

(x—a)

<M b_az [} t(hy (£) + mhy () dt + M

= bMTa ((x—a)*+ (b -x)?) fol t(hy(t) + mhy(t)) dt
yazabiliriz ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.8 hq, h,:[0,1] » R, negatif olmayan fonksiyonlar, f:I - R, I° da
tiirevlenebilir bir fonksiyon f' € L[a, b],a,b € I ve a < b olsun. m € (0,1] oldugunu

varsayalim. Eger |f'|? fonksiyonu [a, b] araliginda (h4, h,, m)-konveks fonksiyon,

p,q>1, %+ ﬁ = 1ve x € [a,b] icin |f'(x)| < M ise bu takdirde Vx € [a, b] icin

+(b-x)?)

|f(X) - —f f(u)du| < M( ) [f (h1(t) + mhz(t))dt] q (G- a)z_a
esitsizligi yazilir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: p > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 3.2.2 ve Holder esitsizligi kullanilarak
1 b
|F G0 = = [ Fudu

= (@ oy o — b=? (1) e _
=—= [, tIf tx + A = D)l dt + —— [ tIf'(tx + (1 — O)b)| dt

< %(fo1 tpdt)% (1 + - t)a)lth)%

+ (g tpdt)% ([1F(tx + = 0)b)|e dt)?

b
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yazilabilir. Ote yandan, |f’|9 fonksiyonu (hy, h,, m)- konvekstir oldugundan
a
LIt + (1 - Da)|9dt = [ |f’ (tx +m(l—1t) %)| dt

< Jy (m@IF @I+ mhy@ | (2)]) de

< M [[(hy(8) + mh,(1))dt
esitsizligini yazilabiliriz. Benzer sekilde
L1 (tx + (1= O)b)|9de < M [ (hy (£) + mhy (1)) dt
elde edilir ki buradan da

|F G0 — 3=, Fandyl

1

(5 tpdt)% M9 [ (h () + mhy (1)) dt]"

(x—a)?

b-a

<

(b—x)?
b—a

+ (5 tpdt)% M9 [ (hy(£) + mh,(6)) dt]%

1

1 ()P [0 + b)) e

b-a
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.9 Eger her t € [0,1] i¢in max{h,(t), h,(t)} < min{t,1 —t} ise bu
takdirde her x € [a, b] igin

|FGo = 2 f, Fandy]
< [ran(u(e -6+ 1)+l @ (62 -
() - o(G=)+2))

esitsizligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Teorem 3.2.6° dan

|FG0 = 5=, Fadyl
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< (b - DI @I [ ey Ot + 1 - Oy (O]

+0 - @) ()] [ tho e + et - b 0]

< (b - OIf @I[ 2.t + flat - Dy 1]

+m - o) | ()| [f=ea - e+ [1(1 - (1= 0 de]

= (- DI @I [ de + 1 - D ]

+m - o) | ()| [feee — e + a1 =26 + %) ]

= b-alr@IF(2) +1-1(2) +3(2) ]

- |r ()|[FE2) -1(2) +3- 2+ (2) -1 ]
= b-alr@I () -1 +]

+m(b - a) | (= |[__b_ ) +( _) _b;x+§]

(b a)

F@l |4 (= —3(1’%;)2“]
oG -6 -6+
=@[|f'<a>|(4(z+z)3—3<z+z)2+1)+

el (6= G2 -6 (=) +2)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

(b a)

Not 3.2.1 Teorem 3.2.9 da eger m = 1 alinirsa Teorem 3.2.1° deki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.10 Her t € [0,1] ve s € (0,1] igin max{h,(t), h,(t)} < min{t®, (1 —
t)S} esitsizligi saglaniyorsa bu takdirde

53



|FG0 == 17 Fadu| < 725 (e - @)2 + (b — 0D (S

s+m+1 )
(s+1)(s+2)

esitsizligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Teorem 3.2.7° den

|F60) == 17 fwdu|

IA

= ((x = a)? + (b = )?) [ t(hy () + mhy (D)) dt

<L ((r—a)?+ (b -2 [ t(t* +m(1 - £)) dt
= ((x—a)* + (b —2)?) (fol t5+1dt +m [ t(1 - t)S) dt

:%((x—a)u(b x))( L)

s+1 (s+1)(s+2)

= (- + (b —0?) (o)

(s+1)(s+2)
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Not 3.2.2 Eger Teorem 3.2.10 da m = 1 alinirsa Teorem 3.2.2° nin sonucu elde edilir.

Teorem 3.2.11 Eger s € (0,1] ve her t icin max{h,(t), h,(t)} < min{t’,1 —t°} ise
|f(x) =it f(u)du| < ((x—a)? + (b —x)?) (;(:T;))

esitsizligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Teorem 3.2.7° den
|F ) == [ Fu)du|
<2 ((—a)? + (b= 0)?) J t(ha(6) + mhy (D)) dt
<2 (- a)? + (b—0)?) [ (£ + m(1 - t9)) dt

= blf—a((x —a)* + (b —x)?%) (fol tStldt + m fol t(1— ts)) dt

= (- ) + (b -0 (5 + 7o)

s+2  2(s+2)

= (- )? + (b - 0 (7o)

2(s+2)
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oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Not 3.2.3 m = 1 alinirsa Teorem 3.2.11 den klasik Ostrowski esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.12 h,(t) bir siiper ¢arpimsal fonksiyonve Vt € [0,1] igin h,(t) = t ise,
bu takdirde

G0 =5 12 | < MmO (A, (09h, () + mhy (62)) de
esitsizligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Teorem 3.2.7° den
|F G0 == J; fwaul

<— ((x —a)>+ (b —x) )f t(hy(t) + mhy(t)) dt

IA

= (= @2 + (b — 0)?) J (ha(Dhy () + mhy (D)) dt

IA

IA

o
L (= @) + (b = 02 f} (o (DR () + mhy (D Ry (0))dt
o

1
—((x = )* + (b — 1)) [, (ha (Dhy (&) + mhy(£3)) dt
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.13 Eger verilenlere ek olarak hy(t) = h,(1 — t) ise bu takdirde

|F () = - 7 fQuydu| < MmO (4 (¢ — £2) + miy (£2)) dt

esitsizligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Teorem 3.2.12 ve h, (t) nin siiper carpimsal olmasindan dolay1

|F G0 == J fwaul

M[(x—a)®+(b—x)?]

<
b—a

[ (R (R () + mhy (£2)) dt

_ M- ‘”2*(” ©’] [ (he(1 = ©ha(6) + mhy(£2)) de

M|(x—a)?+(b-x)?] (1
= M et ]fo (ho(t — t2) + mhy(¢?)) dt

oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanmais olur.
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Not 3.2.4 Eger Teorem 3.2.13 de m = 1 alinirsa Teorem 3.2.3’ iin sonucu elde edilir

Teorem 3.2.14 Eger h, fonksiyonu siiper toplamsal, h,(t) = h,(1 —t) vem =1
ise bu takdirde

l
h,

|F ) == [ Fu)du| <32 (pH) [(x — @)% + (b — x)?]

esitsizligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Teorem 3.2.8” den

|F G0 — 5=, Fandyl

<M (fol tpdt)5 [fol(hl(t) + mh, (t))dt]ﬁ%tb—x)z)
elde edilir. Ote yandan h,(t) = h,(1

—t), h, nin super toplamsal ve m = 1 oldugu
gercekleri dikkate alinirsa

[ (h(8) + mhy (©)de = [ hy(1)dt = hy(D),
ve dolayisiyla

|F60 == 17 fduf

1
hq(l)

= (1 tpdt) [(x — a)? + (b —x)?]

1

B (e + 00

oldugu goriiliir ve bdylece ispat tamamlanmis olur

Teorem 3.2.15 Yukarida verilenlere ek olarak eger Vt € [0,1] i¢in h,(t) =t ise

1

|f(x)——f Fwdu |<Mh 5 (1)

(15 he (tp)dt) [(x — @)% + (b = 0)?]
esitsizligi saglanir (Cortez ve Garcia, 2017).

Ispat: Teorem 3.2.14 ve h(tP) > tP esitsizligi kullanilarak kolayca goriliir
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4. KONVEKS STOKASTIK SURECLER ICIN OSTROWSKI TiPIi BAZI
ESITSIZLIKLER

4.1. Stokastik Siireclerin Konveksligi

Bu kisimda Stokastik siireglerin konveksligi ile ilgili olarak bu ¢aligmada kullanilacak

bazi temel tanim ve teorem verilecektir.
Tamim 4.1.1 (Konveks Stokastik Siirec): Eger her A € (0,1) ve u, v € [ igin

X(Au+@=-Dv,) <X, )+ A -DX(w,.) (4.1)
esitsizligi saglanirsa, bu takdirde X:I x © — R stokastik siirecine konvekstir denir.
Eger yukaridaki esitsizlik A =% igin gecerli ise, X:I1 X Q — R stokastik siireci
Jensen- konveks veya %—konveksdir. Bir X:1 x Q — R stokastik siireci konveks

degilse konkavdir denir (Kotrys, 2012).

Tanim 4.1.2 (Q,U,P) olasilik uzay1 ve I € R bir aralik olsun. X:1 X Q —» R

stokastik siirecine;
(i) Eger heru,v € I ve A € (0,1) igin
XAu+A—-Dv,) <AX(u,.)+ (1 -DX(,.)
ise A-konvekstir denir. Bu tiir stokastik siireglerin sinifi Cy ile gosterilir.
(if) Eger her u,v € I ve A € (0,1) i¢in
XAu+AQ-Dr, )+ X(A-Du+v,.) <X(Ww,.)+X,.)

ise Wright-konvekstir denir. Bu tiir stokastik siireclerin sinifi W ile gosterilir
(Kotrys, 2012).

Lemma 4.1.1 A,B: Q — R rastgele degiskenleri E[A?] < o, E[B?] < o olmak
tizere, eger X:1 x Q - R, X(t,.) = A(.)t + B(.) formunda bir stokastik siire¢ ve
[a, b] < I ise bu takdirde

b2%—q?
2

[ X8,y dt = AQ) +B()(b—-a)

dir (Kotrys, 2012).

Ispat. Yukaridaki notasyon ve beklenen degerin temel 6zellikleri kullanilarak
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b?%-a?

E [(Z;cl=1 X(O,.) (tr — tg—1) — A 2t B(b - a))z]

b2_a2

- 2
=E (A (22:1 O (tx — tp—1) — > ) + B(Xk=1(tx — tg—1) — (b — a))) ]

o2

b?%-a?

= (Z;cl=1 O (tx — tx—1) — )2 E[A?]

esitligi elde edilir. Eger n — oo igin limit alinirsa Riemann integralin tanimindan

yukaridaki ifade 0’ a gidecektir. Bu ise Lemma 4.1.1 in ispatin1 tamamlar.

Onerme 4.1.1 X:1 x @ — R bir konveks stokastik siire¢ ve t, € I° olsun. Bu
takdirde oyle bir A: Q — R rastgele degiskeni vardir ki X stokastik siireci t, da
A()(t —ty) + X(ty,.) formundaki siireg tarafindan desteklenir. Yani her t € [ igin

X(t,.)=AC)(t —ty) + X(to,.) (4.2)
dir (Kotrys, 2012).

Ispat. r,s,u,v,ty, € I° sayllari1 r < s < t, < u < v olacak sekilde segelim. Bu

durumdar < s <t i¢in

to—s S—r
7+

to—7T to—T

S = tO

ifadesi r ve t, noktalarinin bir konveks kombinasyonudur. Dolayisiyla X:1 X Q —

R stokastik siireci konveks oldugundan

-r

X(s,.) < §°‘SX(r,.) +
0

S
-r to—rX(tO")
yazabiliriz. Buradan

X(to,.)—X(T,.) < X(to,.)—X(S,.)
to—7T - to—s

elde edilir. O halde, eger s — t; icin limite gegilirse

X(to)—X(r,.)
to—T

< X' (to.) (4.3)

olacaktir. Benzer sekilde t, < u < v igin X:1 X Q — R stokastik siireci konveks

oldugu dikkate alinirsa
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X(w.)-X(to) . Xw,)~X(to,)

u—to v—to

olup eger u — t§ igin limite gegilirse

X(,)-X(to,)
v—to

XL (ty,.) < (4.4)

sonucuna varilir. (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri ve Skowronski Lemmasinin bir sonucu

olarak

X(to,)—X(r,.)
to—T

X,)-X(to.)
v—to

< X' (tp,.) < Xi(ty,.) < (4.5)

esitsizligi elde edilir. Eger A: Q — R rastgele degiskeni X' (t,,.) < A(.) < X4 (to,.)
esitsizligini saglayan herhangi bir rastgele degiskense, yukaridaki esitsizlikten (4.2)

ifadesinin elde edilebilecegi goriiliir.

Ote yandan iyi bilinmektedir ki / € R araliginda tanimli Jensen-konveks, siirekli
fonksiyonlar Hermite-Hadamard esitsizligini saglar ve tersine olarak eger siirekli bir
fonksiyon Hermite-Hadamard esitsizligini sagliyorsa konvekstir (Kuczma, 1985).

Bu kisimda stokastik siiregler igin benzer sonuglar ispatlanacaktir.

Teorem 4.1.1 X:1 x 2 — R bir Jensen-konveks ortalama-kare siirekli bir stokastik

siire¢ olsun. Bu takdirde herhangi u,v € I igin

u+v

X2, ) S = [VX(t.)dt < (4.6)

X(u,)+X,)
2

dir (Kotrys, 2015).

Ispat. X:1 x Q@ — R stokastik siireci ortalama-kare siirekli oldugundan ayn: zamanda
olasilikta siireklidir. Nikodem her Jensen-konveks ve olasilikta siirekli stokastik
siirecin  konveks oldugunu ispatlamisgtir. Dolayisiyla X:1 X Q — R konvekstir,

Onerme 4.1.1°den herhangi bir t, € I° noktasinda bu siireg bir destege sahiptir. t, =

uzi de bir destek alalim. Bu takdirde

X(t,.) 2 A0 (1-) +x (22,)

2

elde edilir. Lemma 4. 1’ 1 kullanarak

LXyde= [ [A(.)(t—“—“’) +X(“—+" )] dt

2 2
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=A—(')(v2—u2)—u—+vA( )(v—u)+X(u+v )(v—u)

2

_X(u+v )(v—u)
esitsizligi yazilabilir. Sonug olarak
u+v 1 v
X(—) < —ufu X(t,.)dt
elde edilir. Boylece ispatin birinci bolimii biter. (4.1) esitsizliginde eger t = Au +

(1 —valmirsal = % olup siirecin konveksliginden

X(t.) < =2 X(u,.) + (1—%))((1;,.)

_ X(w,)-X(,) _

== t-—v)+X(,.)

_ X(w,)-X(,) 4 X, )(u—v)-X(u,)v+X(,)v
- u—v u—v

_ X(v,)-X(u,) - X, u-xw,)v

u-v u-—-v

elde edilir. Daha once oldugu gibi Lemma 4.1.1° i kullanarak

[ X )de < [T [X(v) “X(w) | X0, )u X(u )”]dt

_ Xw)-X(w)1 (vz . uz) _ X )u-X(u,)v W — )

v—-u 2 v—u

[X(w, ) —w) = X(u,. ) (v —u)]

NIH

_Xw,)+X(u,) (
- 2

— )
yazilabilir. Buradan da
1 v X(w,)+xw,.)
o X)) S ==t
oldugu goriilir.

Teoremin tersini gostermeden 6nce iki basit yorumdan s6z edelim. Bunlardan birincisi
konkveksligin taniminin dogrudan bir sonucu iken ikincisi Schwartz esitliginin bir

sonucudur.
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Yorum 4.1.1 Eger X:1 X Q — R stokastik siireci | araliginda ortalama-kare siirekli
ise, bu takdirde ¢(t) = E[X(t)] (X siirecinin beklenen degeri) ile tanimli ¢ : 7 — R
fonksiyonu da siireklidir (Kotrys, 2015).

Yorum 4.1.2 Eger X:1 x 2 — R stokastik siireci konveks(veya konkav) ise, bu
takdirde ¢(t) =E[X(t)] ile tamiml1 ¢ : I — R fonksiyonu da konvekstir(veya konkav)
(Kotrys, 2015).

Simdi Hermite-Hadamard esitsizliginin tersini ispatlayalim.

Teorem 4.1.2 X: 1 x Q — R bir stokastik siire¢ ve | araliginda ortalama-kare siirekli

olsun ve (4.6) esitsizliginin sag veya sol tarafini saglasin. Bu takdirde X: 1 X Q - R
konvekstir (Kotrys, 2015).

Ispat. Once (4.6) esitsizliginin sol tarafinin saglanmasi durumunda teoremi
ispatlayacagiz. Tersine olarak X stokastik siirecinin konveks olmadigini kabul edelim.
Bu takdirde her w € A igin

X(Aox + (1 =29y, w) > X (x,w) + (1 = 20)X(y, w) (4.7)
olacak sekilde P(A) > 0olanA c Q olayivex,y € ,x <y ve A, € (0,1) sayilar

mevcuttur.

= X(t,w), EA

siirecini tanimlayalim ve ¢ : I — R, o(t) = E[X(t)] fonksiyonunu g6z oniine alalim.
Yorum 4.1.1°e gore ¢ siirekli fakat (4. 7)” den dolay1 ¢, | da konveks degildir. Pales
(2000)’in galismasindaki sonucunu kullanarak {istten yari siirekli fonksiyon konveks
degilse en az bir noktada kesin olarak konkav olacagindan ¢, p de kesin olarak
konkav olacak sekilde bir p € I noktasinin mevcut oldugu sonucuna variriz.

Dolayisiylaher t € (p — 6,p + 8)\{p} icin
e <o) +ct—-p) (4.8)

olacak sekilde bir c sabiti ve bir 6 > 0 sayis1 vardir. p = uT-I-v olmak tizere [u,v] c

(p — 6,p + &) alalm. Bu takdirde Pales teoremine gore her t € (p — &§,p + 6)\{p}

icin
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o) <o (55) + et =)

yazilabilir. Yukaridaki ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa

fgo(t)dt<<p( )(v—u)+cf (t—u—w)dt— (uTW)(v—u)

elde edilir. Buradan da

ol e®dt < (=)

elde edilir. Tekrar (t) ile E[X(t)] yi yer degistirerek

[VEX(D)]dt <E [X ((““’))] (4.9)

(v— u)
esitsizligi yazilabilir. Eger X stokastik siireci Hermite-Hadamard esitsizligini saglarsa

X nin da saglayacagi kolayca goriiliir. X ve [u, v] igin (4.6) esitsizliginin sol tarafini

kullanarak

E[X((%))] L B[[7 () de] (4.10)

oldugu goriiliir. (4.9) ve (4.10) esitsizliklerinden

(v_ [, EIX@]dt < E[X<(u+v)>] <(v E[f % () dt] (4.12)

elde edilir. (4.11) ifadesinde integrasyon smirin1 degistirerek ve Fubini teoremini

kullanarak istenilen ¢eliski elde edilir.

Simdi de Hermite-Hadamard essitsizliginin sag tarafi saglansin. Daha 6nce oldugu gibi
tersini kabul edelim, yani X stokastik siireci konveks olmasin. Bu takdirde her @ € A
icin

XAox + (1 — A9y, w) > A X(x,w) + (1 — 29X (y,w) (4.12)
olacak sekilde P(A) > 0olanA c Q olayivex,y € [,x <y ve A, € (0,1) sayilar

mevcuttur. Ispatin birinci kisminda tanimlanan

X(t,w), we A
X )_{, we&A

siirecini ve ¢ : I — R ¢o(t) = E[X(t)] fonksiyonunu géz 6niine alalim. (4.12)

esitsizligini ¢ icin yazar ve siirekliligi kullanarak her 2 € (0, 1) igin
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oAu+ A -2D)v)>p(w)+ (1 - VDo) (4.13)

olacak sekilde bir [u,v] c I araliginin mevcut oldugu goriliir. Keyfi bir t € [u, v]
alalim. Bu takdirde

A= :—u olmak tlizere t = Au + (1 — A)v alinirsa

pWr—p@u  pw)-9p) ¢
v-u v-u

p(t) >

yazilabilir. Bu esitsizlikten integral alinirsa

[T o dt > ~[p@) + p()] (v —u)

ve buradan da

1 [p(wW)+o)]
o u)f ) dt >=—=———

elde edilir. Tekrar (t) ile E[X(t)] yi yer degistirerek

E[X@WI+E[X(v)]
2

f E[X(t)] dt > (4.14)

G u)

esitsizligi yazilabilir. X siireci Hermite-Hadamard esitsizligini sagladigindan X da

saglar. X ve [u, v] icin (4.6) esitsizliginin sag tarafim kullanarak

E[[} X(0) dt] < M (4.15)
oldugu goriiliir. (4.14) ve (4.15) esitsizliklerinden
E[XW)]+E[X()]
= u) f E[X(®)]dt < . <o u) E| f X(t)dt] (4.16)

elde edilir. (4.16) da integrasyon sirasi degistirilir ve Fubini teoremi kullanilirsa
istenilen celiski elde edilir.

Teorem 4.1.3 Eger X: 1 X Q — R siireci bir monoton stokastik siireg ise bu takdirde

bu siire¢ sayilabilir coklukta noktalar harig her yerde siireklidir (Skowronski, 1992 ).
Lemma4.1.2 Eger X:1 x Q — R stokastik siireci konveks ise bu takdirde her t € I
icin

P _ lim X@)=X®)
u-t— u—t

=X'(t,.)
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ve

P _ lig £@)=X@®)

u—+

=Xi(t,.)
olacak sekilde X”, X.:1 x @ - R artan stokastik siirecleri mevcuttur. Ote yandan
t < s olacak sekildeki her t,s € I i¢in

XL(t,.)<Xi(t.)<X.(s,.) <X.(s.) 4.17)
dir (Skowronski, 1992).

Ispat. t,s € I ve t < s keyfi olsun. Bu durumda u,v € I sayilarini u <t <v <s

olacak sekilde secelim. Bu takdirde

X(t,.)—Xu,.) <X(v,.)—X(u,.)
t—u - v—u

oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda

v—t t—u
= u+ v

t =
v—u v—u

oldugu yani t nin u ve v noktalarmin bir konveks kombinasyonu oldugu goriiliir.

Dolaysiyla X:1 X Q — R stokastik siireci konveks oldugundan
v—-t t-v
X(t,.) < EX(M,) +EX(U")

yazabiliriz. Buradan da

X(w,)-Xx(u,) < X(,)-X(t,)
v-u - v—t

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

X(u,)-X(t,.) < X(,)-X(t,)
u—t - v—t

(4.18)

olup % fark oran1 u € [ ya gore artan bir stokastik siiregtir. Buradan da her

hert € I igin

P — i X=X
u-t— u—t

= X'(t,.)

olan bir X_ : Q — R rasgele degiskeni mevcuttur. Benzer sekilde her t € I igin
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P — lim X(,)-X(t,.)
u-t* v-t

= X,(t,.)
olan bir X} : Q — R rasgele degiskeninin mevcut oldugu gosterilebilir. (4.18) den
X' (t,.) < X.(t,.) oldugu kolayca goriiliir. Ote yandan

X(,)-X(t,) < X(s,)-X(,)
v—t - s—v

elde edilir ki buradan da X, (t,.) < X'(s,.) oldugu goriiliir. Boylece t,s € I keyfi

oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4 Eger X:1 x Q — R siireci konveks ise bu takdirde bu siire¢ sayilabilir

coklukta nokta hari¢ her noktada diferansiyellenebilirdir (Skowronski, 1992 ).

4.2. Stokastik Siirecler icin Konvekslik Tipleri
Bu kisimda cesitli tipten konveks stokastik siirecleri tanitip bu siireglerle ilgili bazi

esitsizlikler verilecektir.

Tamm 4.2.1 Eger her t,s € I ve A € [0,1] igin

s+t X(s,)-Xx(t,)
X (%, ) s T (4.19)

ise X:1 X Q — R stokastik siirecine J-konveks denir. Eger —X stokastik siireci
konveks(J-konveks) ise X konkavdir(J-konkavdir) denir (Skowronski, 1992 ).

Lemma4.2.10 € (a,b) ve X:(a,b) X Q = R, X(0, -) =0 ile taniml1 bir J-konveks
stokastik siire¢ olsun. Eger X + Y siireci J-konkav olacak sekilde O noktasinda
diferansiyellenebilir konkav bir Y: (a, b) X Q — R, stokastik siire¢ varsa bu takdirde
X = A + Z olacak sekilde bir A: R X Q — R toplamsal stokastik siireci ve bir konveks

Z:(a,b) x Q — R stokastik siireci vardir (Skowronski, 1992 ).

Teorem 4.2.1 X: (a,b) x 2 — R siireci J-konveks stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde
X + Y siireci J-konkav olacak sekilde bir Y:(a,b) x Q - R konkav stokastik
siirecinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul A:R x Q — R bir toplamsal
stokastik siire¢ ve Z: (a,b) X 2 — R konveks stokastik siire¢ olmak iizere X = A + Z
olmasidir (Skowronski, 1992 ).

Teorem 4.2.2 Eger X;,X,:(a,b) X Q — R stokastik siirecleri sirasiyla J-konveks ve

J-konkav ise ve her t € (a,b) icin X;(t,.) < X,(t,.) esitsizligi saglaniyorsa bu
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takdirde Y; konveks Y, konkav A toplamsal ve X; = A+Y; ve X, = A+, olacak

sekilde X;,X,: (a,b) X Q — R stokastik siirecleri ve A: R x Q — R stokastik siireci
vardir (Skowronski, 1992 ).

Tanim 4.2.2 C: Q — R bir pozitif rastgele degisken olsun. Eger her u, v €1 ve her
A €[0,1] igin

Xu+@=-Dv,) <X, )+ @A -DX(,.)+ C(HAA — D) (u—v)? (4.20)
esitsizligi saglaniyorsa, bu durumda X:I X Q — R stokastik siirecine C() > 0
modiiline gore giicliic konvekstir denir. Eger (4.20) esitsizligi sadece A =% igin
saglaniyorsa, bu takdirde X siirecine C(-) modiiliine gore giiglii Jensen-konveks veya
C(+) modiiliine gore giiglii yar1 konvekstir denir. Eger bu esitsizlik sabit bir A € [0,1]

sayis1 igin saglantyorsa bu takdirde X siirecine C(-) modiiliine gore giiglii A—konvekstir
denir (Kotrys, 2012b).

Eger (4.20) esitsizliginde C(.)A(1 — 2)(u — v)? ifadesi atilirsa, Nikodem tarafindan
verilen konveks stokastik siire¢ tanimini elde edilmis olur (Nikodem, 1980a). Diger

taraftan (4.20)’ de C(-) = 0 oldugunda bir limit durum s6z konusudur.

Lemma 4.2.2 X stokastik siirecinin C(-) modiiliine gore giiglii A-konveks(veya gii¢li
konveks) stokastik siire¢ olmas:1 gerek ve yeter sart Y(t,.) = X(¢t,.) — C(.)t? ile
tammmhi Y:I X Q — R stokastik siirecinin 1-konveks(veya konveks) olmasidir
(Kotrys, 2012b).

Ispat. Ispatin birinci kisminda X stokastik siirecinin giiclii A-konveks oldugunu kabul

edelim. u, v €1 keyfi olsun. Bu durumda giiglii A-konvekslik tanimindan
YQu+ (1= Dv,.) = x(u+ (1 = Dv,.) — CC)(Au + (1 — D)v)?
<AX(w.) + (1= DX@,.) + COAA = D —v)? + (u + (1 — DH)?]
= X(w,) + (1 — DX@,.) — CO[M? + (1 — D)v?]
= A(X(w,.) — COuD) + (1= D(E@,.) — C()Hv?)
= YW .)+ 1A -DY(@,.)

yazilabilir. Teoremin tersi benzer sekilde oldugu igin ihmal edilmistir.
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Sonug 4.2.1 Eger X:1 x Q — R stokastik siireci C(-) modiiliine gore giiglii konveks

ise, bu takdirde her t, € I° igin X stokastik siireci t, noktasinda
H(t,.) = C()(t = t)? + AC)(t = to) + X(to,-)
ile tanimlanan H: I X Q — R siireci tarafindan desteklenir (Kotrys, 2012b).

Teorem 4.2.3 1 € [0,1] sabit bir say1 olsun ve X: I X Q — R siireci C(-) modiiliine
gore giiclii A -konveks stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde X siireci, C(-) modiiliine gore
Jensen-konvekstir (Kotrys, 2012b).

Ispat. X stokastik siirecinin giiclii A—konveks oldugunu farz edelim. Lemma 4.2.2
saglandig1 icin Y(t,.) = X(t,.) — C(.)t? siireci de A—konvekstir. Skowronski

lemmasina gore Y stokastik siireci Jensen konvekstir. Bu ise

olmasi demektir. Bu nedenle

X(25.)-c0) (Szi)2 < Xe)-COP XL COC

oldugu ve bazi diizenlemelerden sonra

s+t X(s)+X@t) €O, 2
X(3, ) s B Dy )

esitsizligi elde edilmis olur. Bu da ispat1 bitirir.
Tamm 4.2.3 (P- Usten Smmirh) Bir X:1 x @ — R stokastik siireci i¢in

lim Sup {P(w e Q:X(t,w) >n)}=0

N> te(a,b)

esitligi saglanirsa X siireci (a,b) € I araliginda P-tisten sinirhidir denir (Kotrys,
2012b).

Teorem 4.2.4 Eger X:1 X Q — R stokastik siireci C(-) modiiliine gore giiclii Jensen
konveks bir stokastik siire¢ ve (a, b) € I araliginda P-iistten sinirl ise bu takdirde bu

stire¢ | araliginda stireklidir (Kotrys, 2012Db).

Ispat. X siireci giiclii Jensen konveks oldugundan ayni zamanda Jensen konveks

stokastik siirectir. Ote yandan X, | arahiginda P-iisten sinirli oldugundan siireklidir.
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Teorem 4.2.5 | nin agik aralik oldugunu varsayalim. C(-) modiiliine gore giiglii yari-
konveks olan bir X stokastik siirecinin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu siirecin

C(") modiiliine gore giiglii konveks olmasidir (Kotrys, 2012b).

Ispat. Gerekliligi ispatlamak igin Y(t,.) = X(t,.) — C(.)t? siirecini alalim. Bu
durumda Lemma 4.2.2° ye gore Y nin Jensen konveks oldugunu goriiliir. X siirekli
oldugu igin Y ’ de siireklidir. Nikodem’ in sonucunu kullanarak Y nin konveksligini
elde ederiz. Lemma 4.2.2’ yi bir kez daha kullanarak; X’ in C(-) modiiliine gore giiglii
konveks oldugu sonucunu gikaririz. Yeterliligi ispatlamak igin eger X giiglii konveks
ise X in ayn1 zamanda konveks oldugunu belirtelim. Nikodem’in sonucundan, X’ in

stirekliligini elde ederiz.

Sonug 4.2.2 Eger X: 1 X Q — R stokastik siireci siirekli ve C(-) modiiliine gore giiglii
A-konveks bir stokastik siire¢ ise bu takdirde bu siire¢ C(-) modiiliine gore de giiglii
konvekstir (Kotrys, 2012b).

Teorem 4.2.6 Eger X: 1 X Q — R, Jensen-konveks, | araliginda ortalama-kare siirekli
stokastik siireg ise bu takdirde herhangi u, v €1 igin

u+v

1 (v X(u)+X(,)
X (55 ) = I X de < T

(4.21)

esitsizligi gergeklenir (Kotrys, 2012b).

Bu ifadedeki integral ortalama-kare integraldir. Ortalama kare integralin tanimi ve
temel ozellikleri i¢in Sobczyk (1991) e bakilabilir. Simdi giiglii konveks stokastik

stireg icin Hermite-Hadamard esitsizligini verebiliriz.
Teorem 4.2.7 X:1 x Q — R siireci C(-) modiiliine gore giiglii Jensen-konveks ve |

araliginda ortalama-kare siirekli bir siire¢ olsun. Bu takdirde herhangi u,v € I igin

u4v (v—u)? 1 v X(u,)+X(,.) (v—u)?
X(22) - e < VX (e )de TR 0 ()R (4.23)

esitsizligi saglanir (Kotrys, 2012b).

Tamm 4.2.4 (Q, A, P) olasilik uzay1 ve I R bir aralik, 4 € [0,1] sabit bir say1 ve

X:1x Q — Rbir stokastik siire¢ olsun. Eger her u, v € I igin

Y(u+ (1 -Dv,.) < X )X, )] (4.24)

68



esitsizligi saglaniyorsa X: I X Q — R stokastik siirecine log—konveks stokastik siireg
ad1 verilir (Tomar ve Ark., 2015).

Onerme 4.5.1 Eger X: I x Q — R stokastik siireci log-konveks stokastik siireg ise bu
takdirde X konveks stokastik siirectir (Tomar ve Ark., 2015).

Ispat. Ispat (4.24)’ den ve asagidaki aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden
kolayca goriilebilir. Her u,v € I ve 1 € [0,1] igin
[X(w )X, )P <X @w, )+ (1= DX (©,.)
esitsizligi gergeklenir.
X:1x Q — Rbir stokastik siire¢ ve u, v € I, u < v olmak tizere

u+v

1 (v X(w)+X(,)
X(5) S gl X (e )de s T

(4.25)

Hermite-Hadamard esitsizligini hatirlayalim. Bu esitsizligi log—konveks stokastik

siirece uygularsak

+ 1 v In[x(w,)]+In[X(®,)]
m[x (22,.)] s = [ nlx(t, )]dr <=L (4.26)

veya buna denk olarak

X (%) < exp [%u N ln[X(t,.)]dt] <JXw )X, (4.27)

esitsizligi elde edilir. Bu ise log—konveks stokastik siiregler igin Hadamard tipi bir

esitsizliktir.

Negatif olmayan reel sayilarin aritmetik ortalamasmi A(u, V) ile ayni sayilarin
geometrik ortalamasini ise G(u, V) ile gosterelim. Bu durumda Hadamard tarafindan

verilen (4.25) esitsizligi
X(Awv),.) S [YA(X(t,.) + X(u+v—t,.))dt SAX(w,.) +X(v,.))
seklinde yazilabilir. Bu durum
[Ux(t)dt = [ X(u+v —t,.)dt

aliarak kolayca gosterilebilir.
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Teorem4.2.8 X:1 X Q — Rbir log—konveks stokastik siireg ve u,v €T, u <volsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir (Tomar ve Ark., 2015).
X(Awv),.) <= ["G(X(t,.), X(u+v—t,.))dt <G(X(w.),X(v,.))

Sonu¢ 4.2.3 X:1 X Q - R bir Jog—konveks stokastik siire¢ ve u, v € T, u <v olsun.
Bu takdirde

u+v

X(T") <In [ﬁf;exp(X(t,.),X(u+v—t,.))dt] <

X(u,)+X,)
2

(4.28)

esitsizligi saglanir (Tomar ve Ark., 2015).

Teorem 4.2.9 X:1 X Q — R bir log—konveks stokastik siire¢ ve u,v €T, u <v olsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir (Tomar ve Ark., 2014):
X (uTw,) < exp [ﬁ f; ln(X(t,.))dt]
< [7G(X(t,.) X(u+v—t,.))dt
< —[7X(t,.)dt

<L(X(w.),X(®,.)).

Burada eger p # q ise L(p,q) = % vep # q ise L(p,p) = p dir.

Sonu¢ 4.2.4 X:1 X Q — R bir log—konveks stokastik siire¢ ve u, v €T, u <v olsun.

Bu takdirde asagidaki esitsizligi saglanir (Tomar ve Ark., 2014):

exp [X (uTw,)] < exp [ﬁij(t,.)dt]

1 (v X(t,),X(u+v-t,)
< Efu exp [—2 ] dt

< ﬁf; exp(X(t,.))dt

<EX(w.),X®.)).

exp(p)—exp(q)

Burada E iistel ortalamadir, baska bir ifadeyle eger p # q ise E(p,q) = —

vep =q ise E(p,p) = p dir.
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Tamim 4.2.5 (Q, A, P) olasilik uzay1 ve I R bir aralik, 4 € [0,1] sabit bir say1 ve

X:1x Q — Rbir stokastik siire¢ olsun. Eger her u, v € I igin
YQu+ (1 =Dv,.) < [ X )XW, )M —cd(1=D(w—-u)? (4.29)

esitsizligi saglanmiyorsa X:I X Q — R stokastik siirecine ¢ > 0 modiiliine gore

log—konveks stokastik siire¢ adi1 verilir (Tomar ve Ark., 2014).

Teorem 4.2.10 X:I X Q — R siireci ¢ > 0 modiline gore giicli /og—konveks
stokastik siire¢ ve u,v € I, u < v olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir
(Tomar ve Ark., 2014):

_ 2
X () 4 e < L TG (x( ) X v — ) )de

1 v
Sﬁfu X(t,.)dt
< L(X(w,.),X(v,.)) = c 2

(v-—uw)?
< A(X(u,.),X(v,.)) —c—
Tanim 4.2.6 (Birinci Anlamda s—Konveks Stokastik Siire¢) 0 < s < 1 olsun. Eger
heru,v > 0ve a®+ B°=11ig¢in
Xlau+pv,.) <a’X(u,.)+B°X(,.)
esitsizligi gecerliyse X:1 X Q — R stokastik siirecine birinci anlamda s—konveks
stokastik stire¢ ad1 verilir (Maden ve ark., 2015).

Hatilatma 4.2.1 Kolaylikla goriilmektedir ki s = 1 igin birinci anlamda s—konvekslik
daha once verilen stokastik siireclerdeki genel konvekslige indirgenir (Maden ve ark.,
2015).

Hatilatma 4.2.2 Kolayca goriilmektedir ki a = g = 1/2 igin birinci anlamda
s—kovekslik Jensen-konvekslige indirgenir (Maden ve ark., 2015).

Teorem4.2.11 s € (0,1) olmak iizere X:I X Q — R stokastik siireci birinci anlamda

s—konveks olsun. Eger u,v € I, u < v o ise bu takdirde

X (”” ) < ijx(t,.)dt (4.30)

21/s? v—u
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esitsizligi gecerlidir (Maden ve ark., 2015).

Teorem4.2.12 s € (0,1) olmak tizere X:I X Q — R stokastik siireci birinci anlamda

s—konveks olsun. Bu takdirde

folx (tu+ (1 — t5)Y5v,. )¥()dt < 1

X(uw,)+X,)
2
esitsizligi gecerlidir. Burada P(t) := 1
_1 s 21 s—1
W(t)dt = 5[1 +(1—t5)5 1t ],t € [0,1]
dir (Maden ve ark., 2015).

Teorem4.2.13 s € (0,1) olmak tizere X:I X Q — R stokastik siireci birinci anlamda
s—konveks olsun. Bu takdirde
1 1
X(”;” ) <[ X (”—t”) [tE +(1— tS)E] dt

1 1
2s~ 2s

</ [téu +(1- ts)%v] dt

< X(u,) -ZI—X(v,.)

esitsizligi gegerlidir, burada I c R bir araliktir (Maden ve ark., 2015).

Tamm 4.2.7 (ikinci Anlamda s—Konveks Stokastik Siire¢) 0 < s < 1 olsun. Eger

her u,v > 0 igin
XAu+@A—-Dv,) < 2X(w,)+ A -1DX(v,.)

esitsizligi saglaniyorsa X:I X Q — R stokastik siirecine ikinci anlamda s—konveks

stokastik stire¢ ad1 verilir, burada I c R bir araliktir (Set ve ark., 2014).

Hatilatma 4.2.3 Kolaylikla goriilmektedir ki s = 1 olmasi 6zel durumunda ikinci
anlamda s—konvekslik daha 6nceden verilen stokastik siireclerdeki genel konvekslige
indirgenir (Set ve ark., 2014).

Teorem 4.2.14 X:I X Q — R stokastik siireci ikinci anlamda s—konveks olsun. Bu

takdirde heru,v € I,a,f > 0ve a+ f <1 igin

Xlau+pv,.) <a’X(u,.)+B°X(,.)
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esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart X (0, -) = 0 olmasidir (Set ve ark.,
2014).

Teorem 4.2.15 X:I X Q — R stokastik sureci ikinci anlamda s—konveks olsun. Bu

takdirde i¢in u,v € I, s € (0,1) olmak iizere

u+v

ety (B ) o 1 X HX®,)
2 X(2 ,.)Sv_uqu(t,.)dtS

7 (4.31)
esitsizligi gergeklenir (Set ve ark., 2014).

Tamm 4.2.8 (Harmonik—Konveks Stokastik Siire¢) I < R\{0} bir aralik olmak

tizere, eger her u,v € I ve A € [0,1] i¢in

X(ﬁ) <AX@,.)+ (1 - DX W) (4.32)

esitsizligi gergekleniyorsa, bu takdirde X:I X Q — R stokastik siirecine harmonik

konveks stokastik siire¢ ad1 verilir (Okur ve ark., 2018).

Teorem 4.2.16 I < R\{0} bir aralik olmak tizere X: I X Q — R stokastik siireci bir
harmonik konveks stokastik siire¢ ve u, v € I,u < v olsun. Eger X € L[a, b] ise bu
takdirde

x(22,) < 2 i gy < K20
u+v v-uu t 2

esitsizligi gergeklenir (Okur ve ark., 2018).
4.3. Ostrowski Esitsizligi
Bu kisimda ise stokastik siirecler i¢in Ostrowski esitsizligini ispatlayarak baslayalim.

Teorem 4.3.1 X:1 x Q —» R , I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢
olsun Ayrica a,b € I ve a < b olmak tizere X'siireci [a, b] lizerinde ortalama kare
integrallenebilir ve X'simirli yani, ||X'||,:= sup|X'(t,)| < oo olsun. Eger X siireci [
tizerinde konkav ise, bu takdirde Vx € I i¢in asagidaki esitsizlik hemen hemen her

yerde gergeklenir (Materano ve Ark., 2016):

X)) = 5= [y X@w)du| < X6 - @)

2
1 to—222
i+ (=) ("b_;)z) ] (4.33)
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Ispat: X(t,”) siireci I iizerinde ortalama-kare tiirevlenebilir konkav oldugundan
Vt,y € I i¢in
X(tO')_X(tr) S X’(t")
to—t
ve dolayisiyla

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafindan [a, b] araliginda u ya goére integrasyon

alinirsa,
b b

(b—a)X(to,) < [, X(w) du + [ (u—to) X'(u,)du
veya buna denk olarak

X(to) — — [P X(w)du < —— [(u — t5) X'(u,)du

0’ b-a’a ’ ~ b-a’a 0 ’
esitsizligi elde edilir. X' siireci simirli oldugundan
1 (b 1 (b,
X(to,) — Efa X(u,-)du| < |ﬁfa X'(w)(u—ty)du

1 b ., . _
<L 21X Ju — toldu

1

< —
b—au

b
sup [X'(w)] [ (u - to)dt
€(a,b)

b
< X [ £t — w) du + [ (u — to)dul

B

<X [3 (b — @2 +5 (b — )]

'L <—>]

[~y

—-a

= IX1L.(b - @) [+ o2

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlanmis olur.

Bir X stokastik siirecinin ortalama-kare integralleri ile birinci tiirevleri arasindaki

agirlikli fark: veren bir diger Ostrowski tipi esitsizlik asagida verilmistir:

Teorem 4.3.2 X:1 X Q — R, I iizerinde iki kez ortalama-kare tiirevlenebilir bir
stokastik stireg, a, b € I ve a < b olsun. Ayrica X ve X' siireglerinin (a, b) de konkav

oldugunu varsayalim. Bu takdirde eger
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IX'l. = sup |X'(t,)| <o ve [|X"|l, = sup |X"(t,)| <oo
te(a,b) te(a,b)

ise asagidaki esitsizlik hemen hemen her yerde gerceklesir:

, 1 b x(b,)-X(a,)
X'(t) = = [ X )du| < [FEEE0 — x (2,
_l_”Xr” [(to—a)2+(b—fo)2] + ”Xu” (t—a)z'l‘(b—t)z] (4 34)
o 2(b—a) 0 2b-a) I '

burada t,, t € (a,b) dir (Materano ve Ark., 2016).
Ispat: X, [a, b] de konkav ve X', (a, b) de konkav oldugundan her s,u € (a, b) igin
X(to,) < X(u,”) + (tg —w)X '(u,”) (4.35)
ve
X'(t)<X(s)+ (t—s)X"(s,) (4.36)

esitsizlikleri yazilabilir. (4.35)” in her iki tarafinin [a, b] araliginda u ya gore ve (4.36)’

nin her iki tarafinin [a, b] araliginda s ye gore integralleri alinirsa sirasiyla
(b — @)X(to,) < [, X(w) du + [ (to — ) X (w,)du (4.37)
ve
(b - X'(t) < [, X'(s,)ds + [ (¢ — 5) X"(s,)ds (4.38)
oldugu goriiliir. (4.37) ve (4.38) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa
, b
b - X't — [ X(u,) du
< X(b,) —X(a) — (b —a)X(t,,)
+ 17 (ty — W) X'(w)du + [ (t = 5) X"(s,)ds (4.39)
bulunur. Boylelikle ||X'||.,, = sup |X'(t,")| < oo ve || X"||l, = sup |X"(t,)] <
te(a,b) te(a,b)
olup her t, t, € (a, b) igin
, 1 (b
X' @) — 55 1 X ()

< [FR2EED (e, )|

: b d 1 b "
+Efa Ito —ul |X'(w,)|du +ﬁfa It — s||X"(s,)| ds
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1] » b i ®©
< |X(b )-X(a,) X(to,')| + “Ij(—|11 fa [ty — uldu + _IIZ(_|6|1 f:lt -

X(b)-X(a) . a2 +b-t)? . [(to=@)2+(b=to)>
S| b-a X(to’)|+”X”°°[ 2(b-a) ]+”X ”°°[ 2(b-a) ]

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlanir.
Hatirlatma 4.3.1 (4.34) esitsizliginde t, t, —» b~ iken
1 (b
[x(b,) — = [ X (u,)du|

X(b)-X(a) (b ) ,
< [FIXEI _ (b, + L2 X + 1X1.] (4.40)
ve benzer sekilde t, t, —» a* iken

|X’(a,-) " ij(u,-)du|

X(b,)-X( b- ' "
< [FR2EED X (a)| + 21X + 1X71c] (4.41)
- . . o a+b . .
oldugu gosterilebilir. Ayrica; t = t, = —— lgin,
a+b 1 b
' (552) = 5 e Xy

X(b,')—X( !') b (b ) "
< [ x (22 + 520X s + X1 (4.42)

bulunur. Asagidaki sonugta, birinci tiirev igin bir hata tahmini 6nerilmektedir.

Teorem 4.3.3 Teorem 4.3.2° deki varsayim dikkate alinarak, her t € (a,b) igin
asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir (Materano ve Ark., 2016):

(b-a)* a)

X’(t,') —

X(b!')_X(a!') < ”X(”
b—a - *

' t—a)?+(b—t)?
X [ S (4.43)

Ispat: (4.39) esitsizliginin her iki tarafimin [a, b] iizerinde t, ‘a gore integralleri

alinirsa
(b—@)?X'(t;) — (b - a) [ X(w?) du
< (b - @)X(b) - X(@)] - (b — a) f, X(ty,)dt,

+ 17 [0t — WX () dudty + (b — a) [t — $) X"(s,)ds

ve dolayisiyla

76



X'(t,) — ﬁf: X(u,)du

X(b,)-X(a,)

) , 1 b
S— . Efa X (to,")dty

(b a)zf f (tO _u)X (u )dudto +_f (t—S)X”(S )dS

yazilabilir ki buradan da

X(b')_X(a')
b—-a

X'(t) - < [7(t—5) X"(s,)ds

b b
- (b_la)z fa fa (to —wX'(u,) dudt,

oldugu gériiliir. Ote yandan X ve X" siiregleri sinirli oldugundan her t € (a, b) igin

X(bi-) _X(ai-)

X'(t) = b-a

b b
< b—f |t —s|1X"(s,)|ds + J, S, 1to = ullX'(w,)] dudt,

(b—-a)?

f/w b 0
< B 1% — spds +”X'|| > [7 (21t — ul dudt,

7 (t-a)*+(b-t) b (to—a)*+(b—to)?
< X [ o x, f) Cm DOt

7 (t-a)?+(b-t) (b )2
= 11X [ e, 2

esitsizligi saglanmis olur.

Hatirlatma 4.3.2 Eger (4.43) esitsizliginde t = b segilirse

! X(b,)-X(a,) ! (b ) " (b )
[ (b) = T2 <1 5+ X oo 5
ve t= bzﬂ secilirse
e (252,) = KK < iy, 5 4 1 52

oldugu goriilir. Teorem 4.3.2 nin ispatindaki ayni teknigi kullanarak (4.34)
esitsizligini n- kez ortalama-kare tiirevlenebilir stokastik siiregler i¢in asagidaki gibi

genellestirebiliriz.

Sonu¢ 4.3.1 X:I1 xQ — R, siireci I da n- kez ortalama-kare tiirevlenebilir bir

stokastik siire¢c ve a,b € I, a < b olsun. Ayrica X ve X -1 5 >2, siireclerinin
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(a, b) araliginda i¢in konkav stokastik siire¢ oldugunu varsayalim. Bu takdirde eger

1X'lo = sup |X'(t,)] <oove ||[X®| = sup [X™(t,)| <oo iset,t € (ab)
te(a,b) “  te(ab)

ve n > 2 i¢in asagidaki esitsizlik her zaman gergeklenir (Materano ve Ark., 2016):

[x®=D(e,) - 2 7 X (w) du

< |X("‘2)(b,-)—x("‘2>(a,-)

b—a - X(to'.)| +

_I_”Xl”oo (to—a)2+(b_t0)2] + ”X(Tl)”oo I:(t—a)2+(b—t)2].

2(b-a) 2(b-a)

ispat: X siireci [a, b] aralwginda konkav oldugundan ve X~V siireci de (a, b) de

konkav oldugundan her s,t € (a, b) igin

X(to,) < X(w,”) + (to —wX'(w,) (4.44)
ve

XOD(e,) < XOD (5, + (£ — $)X®(s,) (4.45)

esitsizlikleri yazilabilir. (4.44) ve (4.45) esitsizliklerinin her iki yaninin sirasiyla u ve s

ye gore [a, b] araliginda integralleri alinirsa
(b — D)X (to) < [ Xw) du + [ (ty — w) X'(w,)du (4.46)
ve
(b — )X D(t,) < [ XV (s,)ds + [ (¢ — 5) XD (s,)ds (4.47)
oldugu goriiliir. (4.46) ve (4.47) esitsizliklerinden
(b - X" V() - [T X(w) du < XD (b,) — XD (a,)
—(b— )X(ty,) + [ (to — W) X' (wIdu + [, (t — ) X (5,)ds

ve dolayisiyla da Vt, t, € (a, b) igin

xM=2)(p y—x=2)(g )
b—a

=) = = 7 X (u)du| < | — X(to,")|

1 b : 1 (b
+Efa lto — ul |X"(w,)[du + Efa |t —sl|x®(s,)| ds
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X(b,)~ x<a) NIRRT P [x™l,, b
< (KR ey, | + B Py — ) du+ = e -

(,)-X(a,) 1 (to—a)*+(b—tp)? (t-a)*+(b-t)?
S |—X bb—}a( = _X(tOr')| + ”X “oo [ 0 (;(b-l-—z) s ] + ”X(n)”OO . C;(;-_Z:) : ]

esitsizligi saglanir ki bu da ispati1 tamamlar.

Asagidaki sonug iki stokastik siirecin ¢arpimini igeren bir Ostrowski esitsizligi

vermektedir.

Teorem 4.3.4 X,Y:1 X Q — R, siiregleri I da iki sinirli ortalama-kare tiirevlienebilir
stokastik siireg, X' ve Y’ siiregleri ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I, a < b
olmak tizere X'Y" tiirevler ¢arpimi sinirli olsun. Bu takdirde eger X stokastik siireci
konkav ve M = trer%%){lx(t,-)l, X' (&)Y )] Y ()]} iset,s,u € [a,b] olmak

luzere

|7 X ()Y (8 )dt = (b — )X (W)Y (s,7)

(u—a)?2+(b—-u)? +(s—a)2+(b—s)+b3 a3 b —a? (u+s)
2 2 3
_o)3
: ) (u 35) s <u
+us(b —a) + (4.48)
(s—u)3'u <s

esitsizligi gergeklenir (Materano ve Ark., 2016).

ispat: X ve Y siiregleri I araliginda konkav stokastik siire¢ oldugundan Vt,s,u €

(a, b) igin
X)) <X(w)+ (t—-—wX'(w)
ve
Y(&,) <Y(s)+ (t—5s)Y'(s)
esitsizlikleri yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikleri taraf tarafa ¢arparak
XY () < [Xw) + (- wX @)Y () + (&= s)Y'(s)]
= X(u,)Y(s,) + (£ = )Y'(s,)X (")

+({t—wX' ()Y (s,) + (t—uw)(t—s)X (w2 )Y'(s,”)
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oldugu goriiliir. Esitsizligin her iki tarafinin t ye gére [a, b] araliginda integralleri

alinirsa
[2X(e) Y(t)de < (b — )X (W)Y (s,) + X' W)Y (s,) Lt —w)dt
+X ()Y (s,) [o (6 = s)dt + X' WIY'(s,) [2 (€ — ) (¢ — s)de
ya da daha iyisi
L2 X@E) Y (E)dt — (b — )X (W)Y (s,)
< X'(W)Y(s,) [, (t —w)dt
XY (s,) Lt = )t + X' W)Y (s,) [2 (€ — ) (¢ — s)de
elde edilir. Boylece
|7 X ()Y (£)de = (b — )XY (5|

< M|[]It - uldt + [}t — slde + [|t = ullt — sdt]

—a)2+(h—1)? —a)2—(b—s)2 3_¢3 <
=M[(u a)*+(b—-u) +(s a)“—(b-s) +u s _2({0, S _u)usz
2 2 3 1, us
3_,3 2_ 2 2_ 42
+2 3a _b Za u—"2 Za s —u?s + us? + usb — usa

w2 (e sws (T T w + ({10 2

—a)2 _a2 _ 2 _)2 3_,.3
_ M[(u a)?*+(b—-u) +(s a)?*+(b-s) +b a
2 2 3

(u-s)3
3
(u+s)+usb—a)+ ()’

3

,s<u

b?—a?

2

2 US S

oldugu goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.
4.4 Konveks Stokastik Siirecler i¢cin Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Ostrowski tipine iligkin bazi esitsizlikleri ikinci anlamda konveks stokastik siiregler

yoluyla sunacagiz. Bunun i¢in asagidaki Lemma ‘y1 kullanmaliyiz.
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Lemma 441 X:I1xQ—- R, [ da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik
siireg,a, b € I ve a < b olsun. Eger X' ortalama kare integrallenebilir ise, bu takdirde
her y € [0,1] i¢in asagidaki esitlik hemen her yerde dogrudur (Materano ve Ark.,
2016):

X(t) — == [7 X(w)du = (b—a) , p(») X'(ya+ (1 — y)b,)dy
burada vVt € [a, b] i¢in
c [0 b — t]
% d 'b—a

p(y) = ) E(b_t )
Yoo YR
dir.

ispat: g = :_;Z dikkate alinarak kismi integrali alinirsa
1 !
I=[ pX'(ya+(1-y)b)dy

= [JyX'Ga+ 1 =y)b)dy + [;(L - X a+ (1= y)b)dy

X(ya+(1-y)b,) |/3 _ fﬁ X(ya+(1-y)b,) dy

b—a a—b

X(ya+(1-y)b,) 1 X(ya+(1-y)b,)
+(1_y)u|ﬁ f Mdy
B X(ya+(1-y)b,)
(b a)ZX(t ) f a-b dy
1X(ya+(1-y)b,)
+(b a)2 ( ) f a-b dy

= —X(t )_flwdy

- a-b

= ﬁX(t,-) — f;X(u,-) du
oldugu goriiliir. Bu durumda yukardaki integral (b — a) ile carpilarak istenen sonug
saglanir.

Birinci tiirevinin konveks olmasi durumunda Ostrowski esitsizliginin ispati ile devam

edecegiz.
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Teorem 4.4.1 X:1 x Q —» R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir stokastik siireg, X'
ortalama kare integrallenebilir, a,b € I, a < b olsun. Eger |X'|, [a, b]’de konveks ise
her t € [a, b] i¢in asagidaki esitsizlik hemen her yerde gerceklenir (Materano ve Ark.,
2016).

() — = [ X(u,)du
(o) 52+ o
+ (9 (l’j_;(j)2 _4 (:_;2)3 ~6(2) + 2) IX’(b,-)I]. (4.49)

Ispat: Lemma 4.4.1 deki esitlige mutlak deger uygulayarak, iicgen esitsizligini

kullanirarak |X'| in konveksligi ve § = ;— esitliginden
X(t,) — ﬁf;X(u,-)du|
< -a) [fyIx'Ga+ (1 -y)b)|dy
+(b—a) [;(1 =) X' (ya+ (1 - y)b,)ldy
< - [Fylylx' @)+ A - »IX' B dy
+(b—a) [;(1 =) X' @) + (1 = »IX'(b,)]1dy
= 0 - D[ IX @54 +IX G52~ XG5 F + X (@) 3
=0 -a)|lX{a)lzh 2P IZh e
] 1 2 ] 1 / 1 2
—IX'@IZ 2+ X (@) 587 + XG5 (1= 36 + 362 - )]
= (b—a) [2831X" ()] = 5 B?1X(a)] + 31X (a)]
+31X (b = BIX (b, + 3 21X (b, — 231X (b,
elde edilir. Bu nedenle

X(t) - = f:X(u,-)dul

<b-a) 2 -5+ X@I+ b - [;- B +362 - 2°| IX b))
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ve buradan da

X(t) — = [ X(w)dyl
<2[(+ () -3 () + 1) I
H(0(2) —4(5) -6 () +2) el

oldugu goriiliir ki bu da ispati tamamlar.

Tiirevleri sinirli olan stokastik siirecler icin Ostrowski tipi esitsizlikleri asagidaki gibi

¢ikarabiliriz:

Sonug 4.4.1 Teorem 4.4.1 in kosullarina ek olarak, eger |X'(t,”)| < M, M > 0 ise bu
takdirde

X(t) — bi_af:X(u,-)du| <M(—a) [(E)Z - (E) T l]

b-a 2
esitsizligi daima gergeklenir. Burada % sabiti kendinden daha kiiciik bir sabitle
degistirilemez bu anlamda miimkiin olanin en iyisidir (Materano ve Ark., 2016).

Birinci tiirevlerin mutlak degerinin kuvvetlerine karsilik gelen ifadeler asagidaki

teoremde ifade edilmistir.

Teorem 4.4.2 X:1 x Q - R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siirec, X’

ortalama kare integrallenebilir, a,b € I, a < b olsun. Eger |X'|P/®=V  [a,b] de
konveks ise Vt € [a, b], % + é = 1 i¢in asagidaki esitsizlik ger¢eklesir (Materano ve
Ark., 2016);
1 b
X (6~ 57 S X Qw)dul

_1/q

T [-a)p+D] /P

|0 -0 ax @1 +1x@ 1 e

pt+1

+H(t—a) P (1X'(@) + X' ()1 . (4.50)

Ispat: Kabul edelim ki p > 1 olsun. Lemma 4.4.1 den Holder esitsizligini kullanarak,

b-t
p = — alirsak
b-a
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() — = [ X (w)du|
< (b—a) [F yIX'(ya + (1 - y)b,)| dy

+(b—a) [5ly = 1 1X'(va+ (1 = y)b,)ldy
B l/p By 1/Cl
<®-a) ([ yrdy) " (J; 1X Ga+ (1 - y)b)|9dy)

-0 ([t -yray) 7 ([ Ga+ @-yboldy)

oldugu goriiliir. |X'| konveks oldugundan ve Hermite-Hadamard esitsizliginden;

SP1x (va + (1 — y)b,)| dy < HEAEE] ")';'X'(t")'

ve

|Xr(b,)|+IX1(E,)]
2

10
esitsizlikleri yazilabilir. Bu nedenle, eger y = == ise

|X(t,-) — ﬁ f:X(u,-)du|

ﬁ'p+1) Yp (|Xf(b,.)|q+|X,(t_.)|q)1/q

2

S(b—a)(

p+1

+(b — a) (_ p+1) (IX'(t NI+|X1(a, )Iq) Yq

o
=

- ((b —a)P ﬁp+1) P (IX'(b N9+ (e, )|q) Ya

+ ((b —a)P p+1)1/7’ (IX'(t I+ (a, )|q) Yq

1 (1(b P+ ) (|X(b)|q+|X(t)|q)/q

z/q p+1 (b—-a)

(S e+ @l l

p+1 (b-a)

-0 (X GAI+ X e

[((p+q)(b—a)] /P
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pl 1
=) 7 (X' @)1+ X (€)1 1]
oldugu gériiliir, burada %+ % = 1dir.
Sonuc 4.4.2 Teorem 4.4.2 de verilenlere ek olarak eger M > 0 i¢in |X'(t,)| < M ise

bu takdirde %+ % = 1 olmak iizere

p+1 p+1
(b= P +(t-a) P

@+D) /P b-a) p

X(t) — ﬁf;X(u,-)du| <M

esitsizligi her yerde saglanir (Materano ve Ark., 2016).

Sonug¢ 4.4.3 Teorem 4.4.2 de eger t = asz secilirse bu durumda

(42.) s

= 4(;b+_1(;)1/p l(|X, (asz’.)|q + IX’(b,')Iq)l/ (|X (a9 + |X (a+b .)|Q)1/ql

esitsizligi her zaman yazilabilir (Materano ve Ark., 2016).

Teorem 4.4.3 X:1 x Q - R, I da ortalama kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X'
siireci ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I, a < b olsun. .Eger |X'|P/®~1 siireci
[a, b] de konkav ise her t € [a, b] ve p > 1 i¢in asagidaki esitsizlik her zaman saglanir
(Materano ve Ark., 2016):

|X(t,-) - ﬁf;X(u,-)du|

s e (0" o an (2) ()| s

(p+1) /p

Ispat: Farz edelim ki p > 1 olsun. Teorem 4.4.2 de oldugu gibi hemen her yerde

|X(t,-) — ﬁffX(u,-)du|
< -a) [FyIX'Ga+ (1 -y)b)|dy

+(b— a) [5ly — 111X (va + (1 = y)b,)ldy
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< - ([P yray) " (Jfx e+ (@ - ybolay)

1 1
+b-o) ([a-yrdy) " (X Ga+ A -nbIldy)

yazilabilir. |X'|? [a, b]’de konkav oldugundan Hermit-Hadamard esitsizligine gore

X a+ - ybledy < x (22 )]

ve

q
[IX v+ (1= y)b)ldy < |x' (55|
elde edilir. Bu nedenle

|X(t,-) — ﬁ f:X(u,-)du|

<6-(He) " (r(E2)) "

oo (—w) ()

p+1
_ _(-a) (b=t w1 r(t+b (b-a) @+ |, ra+t
TG (b—a) |X ( )| + (p+1)1/py 8 |X ( 2’ )|
- i e ) e (2]

olup ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.4.4 Teorem4.4.3de t = asz secilirse, her y € [a,b] ve p > 1 igin

¥ (57) = e e ¥ wddu] = =[x (5520) |+ e (552

(2p+1i(p+1)) /v

dir (Materano ve Ark., 2016).
Asagidaki sonug yukaridaki esitsizligi gelistirmektedir.

Teorem 4.4.4 X:1 X Q - R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siireg, X'
ortalama kare integrallenebilir,a,b € I, a < b olsun. Eger. |X'|P®~D, [a,b]‘de

konkav ise Vt € [a,b] ve p > 1 i¢in
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X(t) — = [ X(w)dyl

- %P{ ()] +%|X' (5) (4.52)

dir (Materano ve Ark., 2016).

Ispat: p > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 4.4.1 ve Holder esitsizligi kullanilarak
b
() — = [7 X (w)du|

< (b-a) [l tlX'Ga+ (1= y)b)ldy + (b - a) [;ly — 11X (ya+ (1 -

y)b,)|dy

< (v ay) " (fFwa+ (- bl

1/p

+(b—a) ([, =»7) " ([1X va+ A =y)b)I ay) "

yazilabilir. |X'|4 siireci [a, b]’de konkav oldugundan ve Jensen integral esitsizliginden

JE1X'(va + (1 = y)b)|9dy = [P 11X (ya + (1 - y)b,)|%dy

q

< (ff vay) |X< ~[Pya+ (1 -yb) dy)

J{ vy

b—t a+t |4
= (55
b—a 2

ve

fﬂlIX’(ya + (1 —y)b,)|%dy = fﬁl 11X'(ya + (1 = y)b,)|%dy

q

<(fy vdy) ‘X’ <f;%dy [;a+ 1 -yb,) dy>

elde edilir. Bu nedenle

X = g2y | < - i (50| + e (5]

oldugu gosterilmis olur.
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Sonug¢ 4.4.5 Teorem 4.4.4 de eger t = asz segilirse Vt € [a,b] ve p > 1 igin

¥ (57) = s e x| = =t [l (552 ) + [ (552

a(p+1) 7P 4

dir (Materano ve Ark., 2016).
[k tiirevin mutlak degeri igin farkl1 bir yaklasim asagidaki sonugta verilmistir.

Teorem 4.45 X:1 x Q - R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X'
ortalama-kare integrallenebilir, a, b € I, a < b olsun. Eger q = 1 olmak {izere |X'|9,
[a, b] araliginda konveks ve |X'(t)| < M, t € [a, b] ise bu takdirde Vt € [a, b] i¢in
asagidaki esitsizlik her zaman gergeklenir (Materano ve Ark., 2016):

|X(t,-) — ﬁ f:X(u,-)du|

1
1 (b—t)? 1-Y/q 1 (b-t)2 1 (b-t)3 gL 10—t t) q /a
<(b-a (E(b—a)Z) {(E(b—a)z 3 (b-a )lX (b +3 3 (b-a 51X (@)l }

1
1 -0 . 1b-02\'"/a
+b-a) (E "o T E(b—a)Z)

x{[i(l—é’i—iﬁ)—(l—é’i—iﬁ)+( ) el + [ (1-5=5) -

_ %( (b ? )] 1X'(a, )|q} (4.53)

Ispat: ¢ > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 4.4.1 ve Power-mean esitsizliginden
1 b
X6~ 57 S X Qw)dul
< - [fylx'va+ Q- yb)ldy

+(b = a) [}ly — 11X (ya+ (1 = y)b,)| dy

1

<w-a (Fyay) " (P YO+ (- bl dy);

1

+b-o ([fa-ndy) (- nIXGa+ a-nbIldy)

oldugu goriiliir. |X'|? konveks oldugundan

foﬁle’(ya + (1 —y)b)|%dy
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< [P ylylX @)1 + (1 = »IX'B,)19] d

— (1 (b-t)? _1 (b—-1)3 q 4 1= 3, N
N (2 (b-a)2 3 (b—a)3) IX (b )l + = 3 (b—a) IX (a, )|

ve

[;a =X (ya+ A —-y)bldy

< (=X @)+ 1 - pIX'BI]d

_[( (b— t)3)_(1_%)+( (b— x))]IX(b N

(b—a)?

HE(1 -2 (1= E2 ix @)l

yazilabilir. Bu nedenle

X(t,) — ﬁf;X(u,-)du|

1
1 (b—t)? 1-Y/q 1 (b-t)2 1 (b-t)3 gL 10—t t) q /a
<(b-a (E(b—a)Z) {(E(b—a)z 3(b-a )lX (b +3 3 (b-a 51X (@)l }

-0 (-5
<(B0-625) - (-625) + (- wear+ B 625 -

- (1-22) e )W}

3
elde edilir.

Sonuc 4.4.6 Teorem 4.45 te eger t = % secilirse bu takdirde

¥ (57) = 7 e Xl
1

< (b~ @) (X (@)1 + 20X/ (1D + UK (@)1 + X' (b))

elde edilir. Ornegin q = 1 ise

[ (520) = 5 Jo X du| < B52 X @) + X (b))

2
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olacaktir (Materano ve Ark., 2016).

Teorem 4.4.6 X:1 x Q - R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X’
ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I, ve a < b olsun. Eger |X'|?, g = 1 siireci

[a, b]’de konkav ise Vy € [a, b] i¢in asagidaki esitsizlik her zaman yazilabilir:

() — = [7 X (w)du|

<27 - o |GZ) [ (5 + () e (5] @549
Ispat: ilk olarak |X’|9 nun konkavligindan ve Power-mean esitsizliginden
1X'(at + (1 — a)to,)|? = alX ()] + (1 — )X (&0,
oldugunu belirtelim. Bu nedenle
|X'(at + (1 — @)ty )| = alX'(6)] + (1 — a) | X' (o)

olup, ayn1 zamanda |X'| de konkav oldugundan
1 b
X(6) =57 Jy X @w)dul
< - [fylx'va+ @ -yboldy

+(b—a) [5ly = 1 1X'(ya+ (1 = y)b,)ldy

<@-a (i) (P oa+ @ -yl ay) "

l/q

+-a) (fa-ndy) (1A= Xoa+ (- ybIldy)

yazilabilir. Buna gére Lemma 4.4.1, Jensen esitsizligi ve § = Z_;;, y = Z:—Z dikkate

alinirsa

[P ylx'va + (1 - y)b)19 dy

¥ ffy(ya+(1—y)b)dy> 1
Fyay

< (foﬁ ydt)

1/b=t\? |, (2t+b \|4
= - — X —_
2 \b—-a 3
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ve
[0 =y X' a+ (1 -y)bdt

= (Tv|x'((1 = v)a + vb, v
Jy vIx'( )l

7 _ q
< (fg/ vdv) |X, (fo w1 v)a+vb,)dv’_>|

fg'vdv

=3 e (=)
oldugu goriiliir. Sonug olarak

|X(t,-) — ﬁ f:X(u,-)du|

<270 - |(G) P (5[ + (2 T (5]
oldugu gosterilmis olur.

4.5 h- Konveks Stokastik Siirecler i¢cin Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Bu kisimda birinci tiirevleri h-konveks olan stokastik siire¢ icin Ostrowski tipi
esitsizlikleri, h-siliper-toplamsal ve siiper-carpimsal fonksiyonlar yardimiyla
ispatlanacaktir. Bu amacla birgok calismada verilen Ostrowski esitsizligini bir kez

daha ifade edelim.

1° iizerinde diferansiyellenebilir bir f:I — R fonksiyonu i¢in eger a,b €1° , a < b
olmak iizere f: (a,b) — R fonksiyonu (a, b) iizerinde integrallenebilir ve sinirl ise
yani ||f'lle = suptean!f'(t)| < oo ise bu takdirde her t € (a,b) icin asagidaki

esitsizlik gergeklenir:
1 b : 1, (5
F(© == 17 fdu| < IF, b - 5+ 522 (4.55)

Bu kisimda, birinci tiirevinin mutlak degeri iizerine h-konvekslik sart1 koyarak, bir X
stokastik siirecinin ortalama integralleri ile onun birinci tiirevi arasindaki mutlak
degerce agirlikli farkin ¢esitli iyilestirmelerini tahmin etmek Tung¢ (2013) tarafindan
h-konveks fonksiyonlar i¢in yapilan calisma h-konveks olan stokastik siireclere

uyarlanacaktir.

91



Simdi h-konveks Stokastik siire¢ i¢in Gonzales ve Ark.,(2016) tarafindan verilen

tanimi verebiliriz:

Tamim 4.5.1 (Q, A, P) olasilik uzay1 ve I € R bir aralik, h:(0,1) = R keyfi bir

fonksiyon ve X:1 X Q — R bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde eger her t;,t, €
I, 2 € (0,1)igin

X(Att+ (1= t? ) <hQX(EL ) +h(1-2D)X(2 ) (4.56)

esitsizligi saglaniyorsa siirece h —konveks stokastik siire¢ adi verilir. Eger h
fonksiyonu o0zel olarak 06zdeslik fonksiyonu segilirse bu durumda stokastik
h —konvekslik tanimi stokastik konvekslik tanimina indirgenmis olur. h —konveks
stokastik siireclerin bazi 6nemli Ozellikleri Baraez ve Ark. (2015) tarafindan
verilmistir. Eger (4.56) daki esitsizlik tersine ¢evrilirse, stokastik siire¢ h — konkavdir

denir.
Asagidaki Lemma da verilen esitlik bu kismin temelini olusturmaktadir.

Lemma 4.5.1 X:1 X Q - R, I°da ortalama-kare diferansiyellenebilir stokastik siire¢
olsun. Eger a,b € Ivea < b olmak iizere X tiirevi [a, b] iizerinde ortalama kare
integrallenebilir ise, bu takdirde V x € [a, b] i¢in asagidaki esitlik yazilir (Gonzales ve
Ark., 2016):

X(t,) — ﬁ f:X(u,-)du

(x a)? (b x)?

f tX'(tx + (1 — t)a,)dt —

f tX'(tx + (1 —t)b,) dt

Ispat: Egeru = yt + (1 — y)avew = yt + (1 — y)b degisken degisimleri yapilirsa

kismi integrasyonla

y)b,)dy

(t a)? ct(u- a) 5 _du (b 2 b (b-w) ,, N _dw
fa (t—a) ( )(t a) b—a ft (b—t)X(W )(b—t)

= ﬁf:(u — )X '(u,)du — ﬁftb(b —w) X'(w,)dw

= L[ - @x () - [ X@)du] + 2= [ - 0x(6) — [ Xw,)dw]
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[(t—a)X(t)—fX(u Jdu + (b —t)X(t,") — fX(W )dw]

w c-
[

[X(t Yb-a) - [0 X, )du]
b
= X(t;') - ﬁfa X(u;') du ’
oldugu goriiliir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Simdi h—convex stokastik stirecler igin bazi1 Ostrowski tipi esitsizlikleri verebiliriz.

Teorem 4.5.1 h:(0,1) -» R fonksiyonu Va i¢in h(a) > a olacak sekilde negatif
olmayan ve siiper —carpimsal bir fonksiyon ve a,b € I,a < b i¢in X'tiirevi [a, b]
tizerinde ortalama kare integrallenebilir olmak iizere X:I X Q — R bir ortalama-kare
stokastik siire¢ olsun. Eger |X'| I lizerinde bir h—convex stokastik siire¢ ise ve her t
icin [X'(t,")| < M ise, bu takdirde V¢ € [a, b] igin

M[(t-a)?+(b-1)?]

b—a fol[h(tz) +h(h—t*)]dt  (4.57)

|X(t ) ——f X(u, )du| <
esitsizligi gergeklenir (Gonzales ve Ark., 2016).
Ispat: Lemma 4.5.1ve |X'| h-convex oldugundan
1 (b
X(6) =572 Jy X @w)dul

(b t)?

< f yIX'yt+ (1 —y)a)|dy +

- f y|X'(yt + (1 —y)b,)| dy

< C0 [y @]+ AL~ 1K @)l dy

+ 8 [y OIX @]+ A = X B)ldy

M(t—a)? M(b t)

b—a

<

[ yh() + yh(1 =yl dy + [, yh() + yh(1 = y)1dy
< [0 (4 [(m(3)” + h(R( - y)] dy

- b
= M [0 (An(y)? + Ay — y*)] dy
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 4.5.1 (4.57) esitsizliginde h(y) = y* alinirsa
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X(t )__f X( )d |< [t a)2+(b t)Z]f t25 ts(l _t)s]

M[(t-a)?+(b-1t)?] [ 1 r(s+1)rs+1)
b-a 25+1 r(2s+2)

M[(t-a)?+(b-t)?] [r(25+2)+(25+1)r(s+1)2]
b-a 25+I(25+2)

M[(t-a)2+(b-t)?] [F(2s+1)+52(1(s))?
b-a (2s+1)r(2s+1)

elde edilir, burada I Gamma fonksiyonunu gostermektedir (Gonzales ve Ark., 2016).

Teorem 4.5.2 h:(0,1) - R fonksiyonu her t i¢in h(t) =t olacak sekilde negatif
olmayan siiper toplamsal bir fonksiyon, X: 1 X Q — R stokastik siireci ortalama kare
diferansiyellenebilir bir stokastik siire¢ ve a < b, a, b € I olmak iizere X 'siireci [a, b]
tizerinde ortalama kare integrallenebilir olsun. Eger |X'|? siireci [a, b] tizerinde

h-konveks bir stokastik siire¢, p,q > 1, %+ i =1ve Vt €[a,bligin |[X'(t)| <M

ise, bu takdirde her t € [a, b] i¢in

X(6) = 2= [ X (] < D (L)) P (e - )+ (0 - 07 (458)
esitsizligi gergeklenir (Gonzales ve Ark., 2016).
Ispat:p > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 4.5.1’den ve Holder esitsizligini kullanarak
X(t) — ﬁ f:X(u,-)du|

<D Py e+ (1 - y)a)ldy + 2

~ b-a

f yIX'(yt + (1 —y)b,)| dy

—q)2 1/p 1/q
< (tb_a; (folyp) (follxr(ty (11— y)a,-)lqdy)

+ O () (ix ey + (- y)b1a)

esitsizligi yazilabilir. | X'|? siireci h-konveks oldugundan varsayimlarda h-konvekslik

ozellikleri kullanilirsa
[X '@y + A =ya)lidy < [I[hm)]X @) +rA = »IX(@)19] dy

< M [[[h(y) + h(1 — y)]dy
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< M7 [ h(1)dt
= M7h(1)
elde edilir. Benzer sekilde
[ 1X(ty + (1 = y)b,)|%dy = M7h(1)
ve
Jy ¥7 < [y hGP)dy
oldugu gosterilebilir. Bu nedenle

|X(t,-) - ﬁfolX(u,-)du|

< M) 2 (1) M) &2 ()

_ MRrY4(1)

1/p
(fy hyP)dy) " [t — a)* + (b - 7]
olup ispat tamamlanur.

Sonug 4.5.2 (4.58) esitsizliginde 6zel olarak h(t) = t"™ (n € N,n = 2) segilirse,

|X(t ) == J7 X(u, )du|< ( ! )1/” [(t — )%+ (b — )] (4.59)

np+1
esitsizligi elde edilir (Gonzales ve Ark., 2016).

Bilindigi gibi, h-konveks stokastik siirecler bir konveks stokastik siireglerin bir
genellemesidir (bkz. Baraez ve Ark. (2015)). Bu anlamda, daha 6nce g¢alisilan
esitsizliklerle karsilagtirildiginda daha zayif sonuglar elde etmek normaldir. Ciinki
oradaki esitsizlikler yukarida belirtilen siniflardan daha genel olarak kabul edilmis ve
super—carpimsal ya da super—toplamsal fonksiyonlar cinsinden dikkate alinmistir. Bu

durumda esitsizligin sag tarafi daha biiyiik olabilir.
Bir h-konveks stokastik siireg i¢in yeni bir yaklasim asagida verilmistir.

Teorem 4.5.3 h:(0,1) —» R fonksiyonu her t igin h(t) =t olacak sekilde negatif
olmayan siiper carpimsal bir fonksiyon, X:1 x Q — R stokastik siireci I° {izerinde
ortalama kare diferansiyellenebilir bir stokastik siire¢ ve a < b, a, b € I olmak tizere

X'stireci [a, b] lizerinde ortalama kare integrallenebilir olsun. Eger |X'|, ¢ = 1 siireci
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[a, b] tizerinde h-konveks bir stokastik stireg ve tigin |X'(t)| < M ise, bu takdirde

Vt € [a, b] i¢in

|X(t,-) — ﬁ fabX(u,-)du|

ZgbrM) [(t —a)*+ (b —t)%] (fol(h(yz) +h(y — yz))dy)l/q (4.60)

esitsizligi gergeklenir (Gonzales ve Ark., 2016).
Ispat:q > 1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde Lemma 4.5.1 ve Power-mean
esitsizligi dikkate alinirsa

X)) - = X(u,-)du|

< &0 fyIX (e + 1 - yadlde + L2 [Lylx (e + (1 - y)b,)ldy

< O () (e + (1 - yaitay)

+ O () dy) 1 "(Jy L X't + (1 = y)b)1e dy)l/q
elde edilir. Boylece |X'|7 siireci h-konveks oldugundan
[ y1X' (vt + (1 = y)a,)|%dy

< [JyhMIX' ()19 + yh(1 — Y)|X'(a,)|dy]
= [ yhOIX'(t)|%dy + f, yh(1 — ) 1X(a,)|9dy
< IX'(e)1% [} h(y) h()dy + 1X(a,)1? [ h()R(L = y)dy
< MY [ h(y?)dy + M [} h(y — y*)dy
= M|[; hyD)dy + [, h(y - y2)dy|

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

[y Y1X' Ot + (1= )by < M| [ h(y?)dy + [ h(y — y?)dy|

elde edilir. Bu nedenle
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[x'(6) = == J X (w)du

<o (%)1_% (M9 [} h(y?) + h(y —y?) dy)l/q

PO (37 (e 210 + 0 =5y

(&) T (1000 + - ) (S

= MVZ ([ O™ + by -y dy) ' (D)

2(b-a)
olur ve bdylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.5.3
(i) Yukaridaki esitsizliklerde t = aT+b alarak degisik midpoint-tipi esitsizlik elde etmek
miimkiindiir.
(ii) Teorem 4.5.3 te eger

1) t= aZLb alinirsa bu takdirde

1

[/ (a) - 2= [ X udu| < D (£ ((y2) 4y - y2))dy ),

(2) t = a alinirsa bu takdirde

1

[x'(a) = 2 2 X du| < D ((n(y2) 4 ney - y2))dy ),

(3) t = b alinirsa bu takdirde

1
’ 1 b \/—M(b /q
X' (b)) == [ X du| < ([ (v + by = ¥D) ) dy)
esitsizlikleri ger¢eklenir (Gonzales ve Ark., 2016).
Asagidaki sonug h-konkav stokastik siireg i¢in gecerlidir.

Teorem4.5.4 h:(0,1) c R — Rfonksiyonu her t i¢in h(t) > t olacak sekilde negatif
olmayan siiper toplamsal bir fonksiyon, X:1 x Q — R stokastik siireci I° {izerinde

ortalama kare diferansiyellenebilir bir stokastik siire¢ ve a < b, a, b € I olmak iizere
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X'sitireci [a, b] lizerinde ortalama kare integrallenebilir olsun. Eger |X'|9, siireci [a, b]
tizerinde h-konkav bir stokastik siire¢ ve p,q > 1, %-&-% = 1ise, bu takdirde VvVt €
[a, b] i¢in

[x(t,.) — = [ x(u,)dyl

< 1 [(t—a)2
- ‘i/i(p+1)1/7’h1/q(%) b-a

(e ) e

(5l

esitsizligi gergeklenir (Gonzales ve Ark., 2016).

Ispat: Kabul edelim ki p > 1olsun. Bu takdirde Lemma 4.5.1 ve Holder esitsizligini

kullanarak
1 b
X(6) = 5 J, X(w)dul

(t a)? (b t)?

[ YIX 0t + (A= y)a)ldy + S [ X' (vt + (1 — y)b,)|dy

1 i
< (tb—; (folypdy) ’ (follxl(yt +(1 - y)a,-)|qdy) ’

(b-t)2 [ (1 Yq
+ 5 (S yPy ) P (X e+ (1 =y)b)1) .
oldupu goriilebilir. Ote yandan |X'|? siireci h-konkav oldugundan Baraez ve Ark.
(2015) tarafindan verilen Teorem kullanilarak

x(5)l

1

2n(;)

(Jy X't + (1 = yIanlidy) <

ve

()l

1o
(fy Xt + (1= ya)lidy) <
esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica

|X(t,-) - = f01X(u,-)du|

1
(t—a)? (yP*1 1 o 1
S b—a (p+1 |0) <2h(§) X'

1/q
(2)")
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1
b-02 (yp*1 1\ /P [ 1
R (m|o) <2h(z)

1
xE)
Y Ya o
-y () e (52)
, 1 Yq
O () () e ()

1y Yq o2
- () 52

_ 1 1 (t—a)? att (b-t)*
T pe)'/p q\/ihl/q(%)[ b—a X,( )l t e b—a

x (55

v )|
v )]

olur ve boylece ispat tamamlanr.

Yukaridaki sonugtan yararlanarak tiirevlerinin mutlak degerleri h-konkav olan

skotastik siireg i¢in bir midpoint tipi esitsizlik asagidaki gibi verilebilir.
Sonuc¢ 4.5.4 Teorem 4.5.4 de eger t = asz alinirsa, bu takdirde
a+b 1 b
[ (577) ~ e Xy

e (e B
J22q+1(p+1)Phq( 3)

x (5l

esitsizligi elde edilir. Ornegin, eger h(y) = y alinirsa bu durumda
a+b 1 b
¥ (57) — 5ma X du

<[l (57) + v (52

4(p+1)P
bulunur, burada |X'|? siireci [a, b], p,q > 1 lizerinde bir h-konkav stokastik siirectir.

4.6 s- Konveks Stokastik Siirecler icin Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Bu kisimda s—konveks (s—konkav) stokastik siiregler i¢in bazi Ostrowski tipi

esitsizlikler ele alinacaktir.
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Lemma 4.6.1 X: [a, b] X Q — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir stokastik siire¢, X'
ortalama kare integrallenebilir, a,b € I, a < b olsun. Eger |X'| bir ortalama-kare
integrallenebilir ise her y € [a, b] i¢in asagidaki esitlik her zaman saglanir (Materano
ve Ark., 2016):

() — = [ X(u,)du

-a)? ! b—t)?2 ’
= (tb_a: folyX ot+A-y)a)dy — (b_"z fol yX'(yt + (1 —y)b,)dy (4.61)

Ispat: u = yt + (1 —y)a ve w = yt + (1 — y)b seklinde degisken degisimi yapar

ve daha sonra da kismi integral alinirsa

(b—t)?

t—a)? 1 ,
(o) —— [, yX' vt + 1 —y)b,) dy

1 /
—— [, yX' Ot + (1 —y)a)dy -

(t a)? ft(u a) _ du (b—t) fb(b w) ) dw
- a (t- a) (t a) b—a Jt (b- t) (b—t)

= ﬁfat(u —a)X'(u,)du — ﬁftb(b —w) X'(w,")dw
= ia (t —a)X(t,) — fatX(u,')du] + ﬁ [(b —-t)X(t,) — fth(W,')dW]

== [t - a)X(t) - [ X@wIdu+ (b - OX(&,) - [ X(w,)dw]

=2 [X(t) (b - a) - [ X(w)du]
= X(t) - — [ X (w?) du

elde edilir ve boylece ispat biter.

Teorem 4.6.1 X:1 x Q —» R , I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X'
ortalama kare integrallenebilir, a,b € I, a < b olsun. Eger |X’|, keyfi bir s € (0,1]
sabiti i¢in ikinci anlamda s-konveks ve |X'(t,))| < M, x € [a, b] ise bu takdirde t €
[a, b] igin asagidaki esitsizlik saglanir (Materano ve Ark., 2016):
1 b M [(t-a)?+(b-t)?
() =51 7 X Gudu| < 7 B2 (4.62)

Ispat: Lemma 4.6.1 ve |X'| siirecinin s—konveks oldugu goz 6niine alinirsa

|X(t,-) — ﬁf;X(u,-)du|
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(t a)? (b t)?

fyIX(yt+(1 y)a)dy + fyIX(yt+(1—y)b Il dy

(t a)?

f tly*1X' (&)1 + (1 = y)*|X"(a)|]dy

(b t)?

fyle(t)|+(1 y)*1X'(b,)] dy

(t a)

X' (&) [y v dy + 1X (@) [ y(1 = y)°dy

b-t)?, , 1 , 1
+ 2,_2 XD [y + 1K' (b)) [y (1 — y)Sdy

_ (t-a)?
= e (XI55 + X @)l )
(b t)?
+ - (I 5 + X)) 50m)

< M (t—a)2+(b—t)2]
b—a s+1

yazilir.

Teorem 4.6.2 X:1 x Q - R, I da ortalama kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X'
ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I, a < b olsun. Eger | X'| siireci keyfi bir s €
(0,1] sabiti i¢in [a,b] de ikinci anlamda s-konveks, p,q > 1, %+ % =1 ve

|X'(t,)| < M, t € [a,b]isebutakdirde her t € [a, b] i¢in asagidaki esitsizlik saglanir
(Materano ve Ark., 2016):

(1+p )p s+1 b—a

1/ 2 2
2\ /4 [(t- b-t
X () = o= 7 X ()du| < () M] (4.63)
Ispat: p > 1 oldugunu varsayalm. Lemma 4.6.1 ve Holder esitsizligini kullanarak
1 b
(6~ 52 S X Qw)dul

(t-a)?

1 , b—t)?
< & X (vt + (1 - y)a)| dy + 22

= [ elX' (ot + (1= y)b) dy

—a)? 1 Y,
< (l;)_aa) (fol ypdy)p (follxl(yt + (1 _ y)a;)lqd}/)

_\2 = 1/
+ & ([ yray Y ([ O+ (- yboledy)

elde edilir. Ote yandan |X'|9 ikinci anlamda s-konveks ve |X'(t,")| < M oldugundan
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X' e+ (1= ey < [y IX' )1 + (1 = y)*1X'(@,)19] dy

= 1X'(t,)1% [ y5dy + X' (@)% [ (1 —y)° dy

_ Ixr@)19+1x1(a)l? _ 2Mm4

Ss+1 S+

=

ve
FIX Ot + A= »b)ldy < [y IX' (6917 + (1 —»)%1X'(b,)|9] dy

= [X'(t)19 [} yody + 1X' (b1 [, (1 — y)* dy

_ @) 9+1x(m )11 _ 2m1e

s+1 s+

=

yazilabilir. Bu nedenle % + é = 1 olmak iizere

1
b /9 [(t—a)2+(b—t)2
X(t) _ﬁfa X(u,-)du| < M l(:L_l) (¢ a)birib t) ]

(p+1)P
dir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc¢ 4.6.1 X:1 x Q — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢ ve X’
ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I, a < b olsun. Eger p > 1 olmak {izere

|X'|P/®=1D), [q, b] arahiginda konveks ve |X'(y,)| < M,y € [a, b] ise

2 _ 2
X(6) == 7 X(u)du| < -2 [—“ SRS

b— 1
* (1+p)P

vVt € [a, b] (4.64)

esitsizligi gecerlidir (Materano ve Ark., 2016).
Teorem 4.6.3 X:I X Q — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢ ve
X' ortalama-kare integrallenebilir,a,b € I, a < b olsun. Eger ¢ = 1 olmak iizere
|X'|9,keyfi bir s € (0,1] sabiti i¢in [a, b] de ikinci anlamda s-konveks ve |X'(t,)| <
M, t € [a,b] ise bu takdirde her t € [a, b] igin asagidaki esitsizlik her zaman saglanir
(Materano ve Ark., 2016):

X — 2 [ X < () " [emeen] (4.65)

b—-a-a

s+1 2(b—-a)

Ispat: g < 1 oldugunu varsayalim. Lemma 4.6.1 ve Power -mean esitsizliginden
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X(t) — = f7 X(w)dyl

b-x)? (1 ,
C (LI (vt + (1= y)b)] dy

(x—a)?

1 !
<[ yIX'Ot+ A -ya)ldy +

< S0 (1) T (e + (4 valay)

1

H 22 (P VT (e + (4 el dy)

esitsizligi her zaman yazilabilir. Ote yandan |X'|?, s-konveks oldugundan
1 '
Jy yIX' Gyt + (1 + y)a)|9 dy

< [UX e+ (L + )7+ y(1 = y)3IX (vt + (1 +y)a,)| dy

_ )9+ DIX @)1 MY
- (s+1)(s+2) — s+1

ve

L yIX e+ @+ )bl dy < [Ty X ()1 + y(1 = y)°1X'(a,)]9] dy

_ @)+ DI @)l M
- (s+1)(s+2) — s+1

elde edilir. Bu nedenle

1
1 b 2\ /a (t—-a)?+(b-t)?
X)) — Efa X(u")du| =M (E) 2(b-a) ]

oldugu goriiliir ki istenen sonug budur.

Sonug 4.6.2 Eger (4.65) esitsizliginde t = asz secilirse

(2 K] <22 (2) g2,

oldugu goriiliir, burada s € (0,1] ve ¢ = 1igin |X'|%, [a, b] araliginda ikinci anlamda
s-konvekstir (Materano ve Ark., 2016).

Simdi s-konkav doniisiimler igin saglanan asagidaki sonug igin bir Ostrowski tipi

esitsizlik verilebilir.
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Teorem 4.6.4 X:1 x O — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X’

ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I ve a < b olsun. Eger |X'|9,[a, b] araliginda
s-konkav, p,q > 1 ve % +$ = 1lise bu takdirde her t € [a, b] i¢in asagidaki esitsizlik

her zaman saglanir (Materano ve Ark., 2016):

X(t) — = [ X(w)dyl

2(s—l) [(t B a)z |X (t+a )| + (b _ t)z |X’ (%')” (466)

= (1+p) P (b-a)

Ispat: g > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 4.6.1 ve Holder esitsizliginden
1 (b
X(6) = 572 Jy X Qw)dul

(x a) (b x)2

fyIX (vt + (1 —y)b,)|dy

[ yIX 0t + (1= y)a)| dy +

1

< & (1 )P (X + (1 - Yadltay)

b-a

F 22 (P )V (Pl + (- yalidy)

b—a

esitsizligi her zaman yazilabilir. Fakat |X'|? konkav oldugundan (4.61) esitligini

kullanirsak
X Gt + A —ya)ltdy < 227 [x (22,
.
X' e+ (1= ya)?dy < 2 1|X'(b+x )|"
oldugu gorilliir. Yukaridaki esitsizlikler birlestirilirse
Xty 5= [ X (w)dyl
<t el () o erle ()]

elde edilmis olur. Bu nedenle tiirevlerinin mutlak degeri ikinci anlamda s-konkav olan

stokastik siiregler i¢in asagidaki midpoint tipi esitsizligi verebiliriz:
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Sonug 4.6.3 Eger (4.66) daki esitsizlikte 6zel olarak s = 1vet = asz alinirsa

¥ (57) el Xoau] = 5 [l (559 [+ fx (59

4(1+p)

oldugu goriiliir, burada |X'|%,[a, b] aralig: tizerinde konkav ve p > 1 dir (Materano
ve Ark., 2016).

4.7 Quazi - Konveks Stokastik Siirecler icin Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Bu kisimda birinci tiirevleri belirli konvekslik varsayimlarini saglayan mutlak siirekli

stokastik siiregler i¢in baz1 Ostrowski tipi esitsizlikler ifade edilecektir.

Teorem 4.7.1 X:I X Q — R, I da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siire¢, X'
ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I ve a < b olsun. Eger |X’'| streci [a, b]
araliginda Quasi—konveks ise her t € [a, b] igin asagidaki esitsizlik her zaman saglanir
(Materano ve Ark., 2016):

|X(t,-) — ﬁ f:X(u,-)du|

(b—t)?2
— 2(b-a

(t a)?

smax{|X' ()] 1X' (b))} + 5

o max{IX' ()] X' (@)} (4.67)
Ispat: Lemma 4.4.1° e gore | X'| siireci Quasi—konveks oldugundan = :_;:l alinirsa
X(t) - — f;X(u,-)dul
< - [llyl X' (va+ (1~ y)b,)ldy
+(b—a) [y — 11X (ya+ (1 = y)b,)|dy
< (- a) [y max{1x' (@), X' (b,)}dy

+(b - @) [;(1 = yymax{|X'(@,)], IX'(b,) [}y

_1m-v? t)2
2(b a)

1(t a)?

Ty max{|X'(a), 1X' (b} +3 (b-a

oy maxtlX’ (@), 1X' (b))

oldugu gortiliir.
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Sonu¢ 4.7.1 Teorem 4.7.1 deki verilere ek olarak, eger X', [a, b]’de smurl ise, yani
|X'(t,))] < M,t € [a,b,] olacak sekilde = M >0 mevcutsa, bu takdirde (4.33)

esitsizligi her zaman saglanir (Materano ve Ark., 2016).
Sonug 4.7.2 Teorem 4.7.1 de verilenlere ek olarak, eger

1. X' siireci artansa

(b=t X' ()] + 5o a* - 1X' ()| (4.68)

1 b
|X(t") N Efa X(u,-)du| S So-a 2(b—a 2(b-a

2. X' siireci azalansa

1 b (b-1)? (t-a)?
X () = 55 I X du| < 251X ()] + 5255 1K (0] (4.69)
esitsizlikleri ger¢eklenir (Materano ve Ark., 2016).

Sonug 4.7.3 Teorem 4.7.1° de eger t = aTer secilirse bu takdirde
a+b 1 b
 (577) — 72 Xy

= (bsa) [ma {|X (a+b )| |X"(b, )|}+max{|X (a+b )|,|X'(a,-)|}]

esitsizligi saglanir. Bu nedenle

1. Eger | X'| siireci artansa

[ (22,) = = [ X @ydu| < Z2[1Xb)1 + [0 (22)] (4.70)

2. Eger | X'| siireci azalansa

|X (“”’,-) [T X(u, )du| <be [|x (a,)] + |X’ (=2, )|] (4.71)
olacaktir (Materano ve Ark., 2016).

Teorem 4.7.2 X:1 x O — R, [ da ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik siireg, X'

ortalama-kare integrallenebilir, a,b € I ve a < b olsun. Eger |X'|, [a, b] araliginda

Quasi—konveks ise her t € [a, b], $+ % = 1ig¢in

X(t) - = f:X(u,-)dul

< (ﬂ)5 [max{lxl(t,')lq, |X,(b;')|q}]1/q

(b-a)(p+1)
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+ (L2 fmax(x' (1% X (@)l e @.72)

dir (Materano ve Ark., 2016)

Ispat: p > 1 oldugunu varsayalim. Lemma 4.4.1 e gore, Holder esitsizligi ve f = :_;;

oldugu dikkate alinirsa

X(t,) — ﬁ fabX(u,-)du|
< (- [Pyl X' a+ (1 - y)b)ldy

+(b— a) [5ly = 111X’ (va + (1 = y)b)ldy

1 1
< - (JPiray) " (JEX a+ (- bl dy) "

1 1
b= ([ -yray) 7 (11X a+ @ - yboldy)

_ (h-a) ( (b—t)P*1
N (b-a)P(b-a)

1/p !/ ! 1/
) Imax{1X'(£:)1%,1X(b,)|9}] Ya

(p+1)7”

1

40— ) (2577*) ” [max(IX eI, 1 (@) 1)) o

p+1

=07 Fmax{|X' ()19, 1X'(b,)|9}] /4

(p+1)P(b—a)P

p_+1
t—a) P ’ ’ 1
+ D max{[X ()19, X (a,)]7}] /a

(p+1)P (b-a)P
oldugu goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.
Sonuc 4.7.4 Teorem 4.7.2 de verilenlere ek olarak eger

1. |X'| siireci artansa

X(t) - f;X(u,-)du|
<——[6-0V eI+ -0 X @7
(p+D)P(b—a)P

2. |X'| siireci azalansa
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b
X(t) - = X(u,-)du|
p+1 p+1
<1 [(b — )P X)) + (- a) P IX'(a))] (4.74)
(p+1)p(b a)p

esitsizlikleri saglanir (Materano ve Ark., 2016).

Sonuc¢ 4.7.5 Teorem 4.7.2 de eger t = aTer secilirse

|X (“”’ ) - ﬁf;X(u,-)du|

1

< et e (422 ore 4

+max {|x' (<2, )|q X' (@]9 +}1/ql (4.75)

esitsizligi saglanir. Bu nedenle

1. Eger | X'| siireci artiyorsa

¥ (52) === f X (w)au| _%[p{ G+ | (220)]] @78

2. Eger |X'| azaliyorsa

¢ (57) sl wtwoa] < P i@+ e ()] @

olacaktir (Materano ve Ark., 2016).
Teorem 4.7.3 X:1 X Q — R, [ araliginda ortalama-kare tiirevlenebilir bir stokastik
siire¢, X' ortalama-kare integrallenebilir, a, b € I ve a < b olsun. Eger |X'|4, [a, b]’de

bir quasi—konveks stokastik siire¢, g = 1 ve |X'(x,))| < M, x € [a, b] ise bu takdirde

her t € [a, b] ign asagidaki esitsizlik her zaman saglanir (Materano ve Ark., 2016):

|X(t,-) - = f;X(u,-)du|

S e T CY GO CRIRE
+ o Gmax(1X (1% 1X ()1 @79
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Ispat: g > 1 kabul edelim. Lemma 4.4.1, Power-mean esitsizligi ve g = Z’_;; ifadesi

dikkate alinirsa
1 b
X(t) — = [ X(w)dyl
<-a [fyIX'Ga+ @ -y)b)ldy

+(b—a) [5ly — 1 1X'(ya+ (1 = y)b,)ldy
<t-a (fFyiy) " (I yx e+ a-pboltdy)

1-1 1
1 lara1 o, /q
+b-a) (fydy) ([ yIX'Ga+ @ -yboldy)
oldugu goriiliir. Ote yandan |X’|9 bir quasi—konveks oldugundan
£ yIX(a + (1 = y)b)I9dy < [y max (1X'(£)19, 1% (b, %}dy

_ (b-0)?
T 2(b-a)?

max{|X'(¢,)1%, |X"(b,)|}

ve

[P -y 1XGra+ A = y)b)%dy < [F(1 - yymax{IX'(a,)1%, X't} dy

= Lo (@) 1X'(£)]9
- Z(b_a)z maX{IX (ar')l 1] |X (t,)l }

esitsizlikleri yazilabilir. Bu nedenle

X(t) - f:X(u,-)du|

< L (max{|X' (6,919, 1X"(a,)17) e

+ 80 (619, 1 (b,) 7)) o

elde edilir ve boylece de istenen sonu¢ bulunmus olur.
Sonug 4.7.6 Teorem 4.7.3’ te eger
1. |X'| artiyorsa bu takdirde (4.68) esitsizligi her zaman saglanir.

2. |X'| azaliyorsa bu takdirde (4.69) esitsizligi her zaman saglanur.
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Sonuc¢ 4.7.7 Teorem 4.7.3’ te eger t = aTer segilirse

() Xt <

2 )

a1 (<22 1)) (s (<2 1)

2

(4.79)
elde edilir. Bu nedenle
1. |X'| artryorsa bu takdirde (4.70) esitsizligi her zaman saglanr.

2. |X'| azaliyorsa bu takdirde (4.71) esitsizligi her zaman saglanur.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde konveks fonksiyonlar igin verilen esitsizliklerden yola ¢ikarak ayni
esitsizliklerin stokastik siiregler icin de saglandigina yer verilmistir. Ayrica konveks
stokastik siiregler, Jensen konveks, giiclii konveks, Log-konveks, giiclii log-konveks,
birinci ve ikinci anlamda s-konveks stokastik ve harmonik konveks siiregler igin
Hermite-Hadamard, Jensen, Fejer tipi esitsizliklerin saglandigina yer verilmistir.
Ayrica konveks, konkav, h- konveks, s- konveks ve Quazi - konveks stokastik siiregler
icin Ostrowski tipi bazi esitsizlikler elde edilmistir. Bu c¢alismada elde edilen
sonuglardan yola ¢ikarak koordinatlarda konveks, (a,m) —konveks, (hq,h,)—
konveks (hq, h,,m) — konveks ve benzeri tipten konveks fonsksiyonlar igin

saglanan esitsizliklerin stokastik siiregler icin de saglanip saglanmadigi arastirilabilir.
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