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Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Tezin ilk bolimii giris boliimii olup burada tez konusunun igerigi ile ilgili kavramlarin tarihsel
gelisimi ve tezin amaci belirtilmistir.

Ikinci béliimde fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti kavrami, bulanik sayilar ve
bulanik say1 degerli fonksiyonlarla ilgili tezde kullanilacak temel gosterimler, tanimlar ve
sonuclar sunulmustur.

Tezin ana boliimii olan tiglincli boliim iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda bulanik say1
degerli fonksiyonlarin Riemann-Stieltjes integrali diisiincesinden yararlanilarak stirekli
bulanik sayr degerli fonksiyonlarin Riemann integrallerinin agirlikli ortalama metodu
tanimlanmis ve bu metot icin baz1 Tauber tipi teoremler ispatlanmistir. Ikinci kisimda ilk
olarak stirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti tanimlanip bu
limitin klasik anlamdaki sonsuz limit ile iligkisi incelenmistir. Sonrasinda ise siirekli bulanik
sayl1 degerli fonksiyonlarmm Riemann integrallerinin agirlikli ortalama metoduna gore
istatistiksel toplanabilirliginden bu integrallerin sonsuzdaki istatistiksel limitinin varliginin
elde edildigi bir Tauber kosulu belirlenmistir.

Tezin son bolimiinde ise teze ait sonuclar ve dneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Bulanik sayi, Bulanik say1 degerli fonksiyon, Istatistiksel yakisaklik,
Agirlikli ortalama toplanabilme metodu.



ABSTRACT

SOME TAUBERIAN THEOREMS FOR THE WEIGHTED MEAN SUMMABILITY
METHOD OF INTEGRABLE FUZZY VALUED FUNCTIONS

UGUR DEMIRCAN
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

MATHEMATICS

MASTER THESIS, 32 PAGES
SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. CEMAL BELEN

This thesis consists of four chapters.

The first chapter of the thesis is introduction chapter and it includes the historical
development of concepts related to thesis topic and also the purpose of the thesis study.

In the second chapter we present basic notations, definitions and results related to the
concepts of statistical limit of functions at infinity, fuzzy numbers and fuzzy number valued
functions

The third chapter is main chapter of the thesis and it is divided into two sections. In the first
section, the weighted mean method of Riemann integrals of continuous fuzzy number valued
functions is introduced with the help of the notion of Riemann-Stieltjes integrals of fuzzy
number valued functions, and also some Tauberian theorems are proved for this method. In
the second section, firstly the idea of statistical limit of continuous fuzzy number valued
functions at infinity is introduced and then the relation between statistical limit and classical
limit is examined. Later, a Tauberian condition under which statistical limit of Riemann
integrals of continuous fuzzy number valued functions follows from its statistical summability
with respect to weighted mean method is established.

In the final chapter some conclusions and recommendations of the thesis are presented.

Keywords: Fuzzy number, Fuzzy number valued function, Statistical convergence, Weighted
mean method of summability.
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1. GIRIS

Kiime kavrami matematigin en temel kavramlarindan biridir. Klasik (keskin) kiimeler
sadece dogru (1) veya yanhg (0) dogruluk degerlerini kullanan bir mantik anlayigi sz
konusudur. Evrensel bir X kiimesinin bir A alt kiimesi kendisine ait karakteristik fonksi-
yonu ile ifade edilmektedir. Bu karakteristik fonksiyon X kiimesinin elemanlarimi {0,1}
kiimesine dontigtiirmektedir oyleki soz konusu fonksiyonda A kiimesine ait elemanlar 1

degerini alirken, A kiimesine ait olmayan elemanlar 0 degerini almaktadir.

Bulanik kiime teorisi kesin olmayan, sinirlari belli olmayan veya belirsiz durumlar: igeren
problemlerin ¢6ziimii icin geligtirilmistir. Ornegin, 180 cm uzunlugundaki bir kigi “uzun
boylu insanlar” sinifina dahil edilebilir. Fakat 173 ¢cm uzunlugundaki bir kiginin bu sinifin
icinde mi yoksa diginda mi1 olacagini soylemek zor olacaktir. Ciinkii “uzun boylu” terimi
iyi tanimli bir sinira sahip degildir. Buna benzer olarak “hizh araba”, “sifira yakin reel
sayilar”, “sicak hava” vb. bircok giinliik hayat durumlarinda bulaniklik fikri kargimiza
gikar. Bu orneklerdeki nesneler sinifi klasik kiime teorisi yardimiyla temsil edilemez.
Cunkii klasik kiime teorisinde bir nesnenin bir kiimeye kismen aitligi soz konusu ola-
maz. Bu zorlugun iistesinden gelmek igin L. A. Zadeh (1965) bulanik kiime teorisini ileri
siirmiigtiir. Bir bulanik kiime kismi iiyelik derecelerine sahip nesneler siifidir. Her bir
bulanik kiime bu smifa ait her bir nesneye [0, 1] araliginda bir tiyelik derecesi kargilik
getiren bir iiyelik (karakteristik) fonksiyonu ile iligkilendirilir. Uyelik fonksiyonu klasik
kiimelerdeki karakteristik fonksiyonun bir genellestirmesidir. Uyelik derecesi, bir nesnenin
herhangi bir kiimeye 0 ile 1 arasinda ne derece tiye oldugunu gosterir. 0 iiyelik derecesi
nesnenin kiimeye kesinlikle ait olmadigini, 1 iiyelik derecesi nesnenin kiimeye kesinlikle
ait oldugunu, 0 ile 1 arasindaki diger tiyelik dereceleri ise nesnenin kiimeye hangi olgiide

veya derecede ait oldugunu gosterir.

Bircok bilim alaninda yaygin olarak ¢aligilan bulanik mantik, reel eksen iizerindeki bu-
lanik kiimelerin 6zel bir simifi olarak tamimlanan bulanik sayilar kullamilarak dizilerin
yakinsaklig, dizi uzaylar ve toplanabilme teorisinde de ele alinmigtir. Ozellikle, Matloka
(1986) ve Nanda (1989) tarafindan yapilan ¢aligmalardan sonra bulamk say1 dizilerinin

yakinsaklig1 kavrami ilgi gormeye baglamigtir.

Reel veya kompleks terimli bir dizinin klasik anlamdaki yakinsakliginda, dizinin hemen

hemen tiim terimleri dizinin limitinin keyfi bir komguluguna ait olmahdir. Steinhaus



(1951) ve Fast (1951) tarafindan tanimlanan istatistiksel yakinsaklik fikrinin temel amaci
bu kosulu hafifletmektir. Istatististiksel yakinsaklikta, yakinsakhik kogsulu cogunlukta
olan elemanlar ile saglanir. Literatiirde dizilerin istatistiksel yakinsaklik iizerine bircok
caligma mevcuttur. Mdricz (2004) ise Olgiilebilir fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel

limiti kavramini tanimlamigtir.

Abel (1826), f(z) =377 janx™, |z| < 1 icin yakinsak olan reel katsayill bir kuvvet serisi
olmak tizere, > a, serisi yakinsak ise

lim f(z) = ian.
n=0

r—1~

oldugunu, diger bir ifadeyle
Klasik yakisaklik = Abel toplanabilme

onermesinin dogrulugunu ispatlamistir. Genel olarak, bu onermenin tersi dogru degildir.
Ornegin, f(z) = (1+2)"" = 322% (=1)" 2" iken lim, ;- f (z) = 1/2 olmasima ragmen
%7, (—1)" serisi wraksaktir.

n=0

1897 yilinda Alfred Tauber Abel’in teoreminin tersinin lim,, .., na, = 0 ek kogulu altinda
gecerli oldugunu yani

lim f(x)=1€R

rz—1—
ve ayrica

lim na, =0

n—oo
ise
o0
E an, =1
n=0

oldugunu ispatlamigtir.

Hardy (1910), Tauber’in sonucundaki (na,) dizisinin sifir dizisi olmasi kogulunun daha
zayif kogul olan sinirhilik kosulu ile degistirilebilecegini 6ne stirmiis ve Littlewood (1911)
bu oneriyi kullanarak ayni sonucu elde etmistir. Hardy ve Littlewood elde ettikleri ters
teoremi Tauber tipi teorem olarak isimlendirmistir. Boylece herhangi bir metot ile top-
lanabilir bir dizinin, serinin veya integralin herhangi bir ek kosul aracilig: ile klasik an-
lamda yakinsakliginin elde edildigi teoremler literatiirde “Tauber tipi” teoremler olarak

yer bulmustur.



Bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ilk kez Nuray ve Savag (1995) tarafindan
tamimlanmigtir. Son yillarda ise bulanik sayi dizilerinin baz1 klasik ve istatistiksel an-
lamdaki toplanabilme metotlar1 i¢in Tauber tipi teoremler caligilmigtir. Altin ve ark.
(2010) bulanik say1 dizilerinin istatistiksel Cesaro toplanabilirliginden yakimsakliginin elde
edildigi bir Tauber tipi teorem, Talo ve Bagar (2013) bulamk say1 dizilerinin istatistiksel
yakinsakligindan ve ayrica Cesaro toplanabilirliginden yakinsakliginin elde edildigi Tauber
tipi teoremler Clanak (2014), Onder ve ark. (2015) bulamk say: dizilerinin agirhkl orta-
lama metoduna gore toplanabilirliginden yakinsakliginin elde edildigi Tauber tipi teorem-
ler ispatlamiglardir. Onder ve Canak (2017) ve Yavuz ve ark. (2018) ise, sirasiyla siirekli
bulanik say1 degerli fonksiyonlarin integrallerinin agirlikli ortalama metoduna gore top-
lanabilirliginden ve Cesaro toplanabilirliginden yakinsakliginin elde edildigi Tauber tipi

teoremler ispatlamiglardir.

Hazirlanan bu yiiksek lisans tezinde ilk olarak, siirekli bulanik say1 degerli fonksiyon-
larin genellestirilmis Riemann integrallerinin agirlikli ortalama metodu ile toplanabilirligi
(kisaca, (N, q) toplanabilirligi) tanimlanacak ve integrallerin (N, q) toplanabilirliginden
yakinsakliginin elde edildigi Tauber tipi teoremler sunulacaktir. Daha sonra, Moricz’in
(2004) olgiilebilir fonskiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti fikrinden yararlanilarak
siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti tanimlanacaktir.
Ustelik bulanik say1 degerli fonksiyonlarm sonzuzdaki istatistiksel limitinden klasik limi-
tinin elde edildigi bir Tauber tipi teorem ispatlanacaktir. Son olarak, klasik caligmasi
Fekete (2006) tarafindan ispatlanan ve integrallenebilir fonksiyonlarin istatistiksel (N, q)
toplanabilmesinden istatistiksel limitinin varhiginin elde edildigi Tauber tipi teoremlerin

siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlar i¢in benzerleri ispatlanacaktir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Fonksiyonlarin sonsuzda alt/iist ve istatistiksel limiti

Bu kisimda ilk olarak reel degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki alt ve iist limit kavramlar:
hatirlatilacak ve sonrasinda olgiilebilir fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti, is-
tatistiksel alt ve istatistiksel tist limiti tanimlarina ve bu limitlerin baz o6zelliklerine yer

verilecektir.

R ile tiim reel sayilar kiimesi ve R = R U {—00, 00} ile genisletilmis reel sayilar kiimesi

gosterilsin.

Tanim 2.1.1 ACR, f: A— R bir fonksiyon olsun.

a € R sayilarmim infimumuna f fonksiyonunun z — oo iken alt limiti denir ve lim f ()
Tr— 00

veya liminf f (z) ile gosterilir.
(7i) x, € A ve lim,_ z, = oo olan bir (x,) dizisi i¢in lim, . f (z,) = § ozelligindeki
3 € R sayilarinin supremumuna, f fonksiyonunun z — oo iken iist limiti denir ve lim f ()

T

veya limsup f (z) ile gosterilir.

Bu tanima gore lim f (z) < lim f (z) oldugu aciktir (Musayev ve ark. 2003).

Ornek 2.1.1 f: R — [-1,1], f(z) = sinz fonksiyonunu ele alalm. lim,_ 2, = co
olacak sekildeki her (z,,) dizisi i¢in —1 < lim,, ., f (z,) < 1 olacagindan

liminf f (z) = —1 ve limsup f (z) =1

T—00 T—00

dir.
Not 2.1.1 x — oo iken alt ve st limitler denk olarak sirasiyla
lim f (z) :tlim inf{f (z): 2>t}

ve

lim f (z) = lim sup {f (z) : = > t}

T—00

biciminde tanimlanir.

Teorem 2.1.1

a) lim f (x) = a € R olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her € > 0 sayis1 i¢in agagidaki iki

T—00



kosulun saglanmasidir:

(i) M € R vardwr ki x > M olan her z € A i¢in f (z) > o — ¢ dur.

(1) VM € R igin * > M ve f (2*) < a + € olacak gekilde bir 2* € A vardir.

b) lim f (z) = 3 € R olmasi icin gerek ve yeter kogul her € > 0 sayis1 i¢in asagidaki iki
ko;LH;On saglanmasidir:

(i) AN € R vardir ki > N olan her z € A i¢in f () < 8 + ¢ dur.

(17) VN € R igin * > N ve f (z*) > 3 — ¢ olacak sekilde bir * € A vardir (Musayev ve
ark. 2003).

Tamim 2.1.2 f(x), [0, 00) arahginda tanimh reel degerli 6lgiilebilir (Lebesgue anlaminda)
bir fonksiyon olsun. Eger her £ > 0 sayis1 i¢in

lim 2 |{z € [0,a) : |f (z) — 1| > £} = 0 (2.1.1)

a—o0 (1

olacak gekilde bir [ € R sayisi varsa o zaman f (z) fonksiyonunun x — oo iken istatistiksel
limiti [ dir denir ve bu durum st-lim f (z) = [ bi¢iminde gosterilir. Burada |{.}|, {.}

kiimesinin Lebesgue 6lgiisiinii gostermektedir (Moricz, 2004).

Uyar: 2.1.1
(1) Olgiilebilir fonksiyonun 6zelligi dikkate almdiginda (2.1.1) esitliginde |f (z) —1] > ¢
yerine |f (z) — l| > ¢ almabilir. Ayrica (2.1.1) de [0, ) aralig1 yerine [0, a] aralig alinabilir.
(17) A C R 6lgiilebilir bir kiime olsun. Eger
ANIO
AN [0.0)

a—o0 a

=0

ise A kiimesi sifir yogunluga sahiptir denir. Buna gore Tanim 2.1.2 su sekilde karakterize
edilebilir:
st- ILm f (z) =l & Sifir yogunluga sahip dyle bir A C R kiimesi mevcuttur ki [0, c0) \ A
kii:ne(;oi iizerinde lim f () =l dir (Niculescu ve Popovici, 2012).
(141) lim f(z) :93 loiose her ¢ > 0 igin &yle bir 6 > 0 sayis1 vardir ki € [0,00)\ [0, d]
iken ]mf (o;) — 1| < e olur. [0,4] aralig: sifir yogunluga sahip oldugundan st- lim f(x)=1
dir. Boylece lim f(x) = [ ise st-lim f (z) = [ dir. Ancak bunun tersi geﬁ;e;fi degildir.
Ornegin, T T

1, ze[2n,2"+1),

f (%) = Xnani1) (2) =

0, diger yerlerde

seklinde tanimh dlgiilebilir f fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda st-lim f(x) = 0

r—00

olmasina ragmen lim f (x) limiti mevcut degildir (Fekete, 2006).



Tanim 2.1.3 ¢, [0,00) araliginda tanimh reel degerli 6lgiilebilir (Lebesgue anlaminda)
bir fonksiyon olsun.

lim 2 |{z € [0,a] : ¢ () < a}| # 0

a—00
olacak gekildeki av € R sayilarinin kiimesi A (¢) olsun. Bu durumda ¢ fonksiyonunun

xr — oo iken istatistiksel alt limiti s¢-liminf ¢ (x) ile gosterilir ve

T— 00

inf A(¢), A(¢p)# @ ise

00, A(p) =0 ise

st — liminf ¢ (z) =

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde

lim ~|{z € [0,a] : 6 (x) > B} #0

a—o0 (4

olacak gekildeki 5 € R sayilarinin kiimesi B (¢) olmak iizere ¢ fonksiyonunun x — oo iken

istatistiksel st limiti st-limsup ¢ () ile gosterilir ve

r—00

sup B (6), B(g) £ 2 ise
st — limsup ¢ (z) =
e —00, B (¢) = @ ise

seklinde tanimlanir. (Moricz, 2004).

Not 2.1.2
(1) st-limsup ¢ (x) = —st-liminf (—¢ (x)) esitligi gegerlidir.

T—00 T—00

1 7!

(17) Her = > 0 i¢in ¢ () > 0 ise st-limsup ¢ (z) = [st — lim inf P )] esitligi gecerlidir.
T—00 T—00 x

(i4i)

hméHxEMd:M@M>KH:0

olacak gekilde K' € R sayis1 varsa ¢ fonksiyonuna istatistiksel sinirlidir denir. Eger ¢
fonksiyonu istatistiksel sinirh ise st- lim ¢ () = [ olmas i¢in gerek ve yeter sart
st —limsup ¢ () = st — liminf ¢ (z) =1

olmasidir (Fekete, 2006).

2.2 Bulanik Mantik

Klasik kiime teorisinde bir eleman ya kiimeye aittir ya da ait degildir. Ilk kez Zadeh

(1965) tarafindan ele alinan bulanik kiime teorisinde ise elemanlar [0, 1] araliginda degerler



alan bir tiiyelik derecesi ile bir kiimeye aittir. Tiim iiyelik dereceleri tiyelik fonksiyonunu
olugturur. Klasik kiime teorisinde kiimeler bulanikligin aksine keskin kiimeler olarak

adlandirilir.

Tanim 2.2.1 X bog olmayan bir kiime olsun. X’ deki bir bulanik A kiimesi x € X
olmak iizere (x, 14 (x)) siral ikililerinin smifidir. X kiimesine sdylem evreni veya evrensel

kiime, g4 : X — [0, 1] fonksiyonuna iiyelik fonksiyonu, p4 () degerine ise x elemaninin

A bulamk kiimesindeki tiyelik derecesi denir (Zadeh, 1965).

Ornegin, A = {sifira yakin reel sayilar} kiimesi bir bulanik kiimedir ve bu kiimeye ait
bir iiyelik fonksiyonu 4 (z) = 1/ (1 + 2?) fonksiyonudur. Buna gore 1 sayisinin iiyelik
derecesi pa (1) = 0.5 iken 2 sayisimin tyelik derecesi py (2) = 0.2 dir.

Not 2.2.1

(i) [0, 1] arahigi yerine {0, 1} kiimesi alindiginda A bulanik kiimesi bir klasik (keskin) kiime
olur. Bu durumda iiyelik fonksiyonu bilinen karakteristik fonksiyon olacaktir.

(77) Bulanik kiimeler klasik kiimelerin aksine sonsuz sayida iiyelik fonksiyonu ile temsil
edilebilir.

(737) Bulamk kiimeler tiyelik fonksiyonlar: ile temsil edildiginden bir A bulanik kiimesi

ile onun g4 iiyelik fonksiyonu birbirinin yerine kullanilabilir ve bu nedenle p4 (x) yerine

A (z) yazlabilir.

Bulanik say1 terimi “sifira yakin”, “birkag”, “10 civarinda” gibi kesin olmayan sayisal
niceliklerin olugturdugu belirsizliklerin iistesinden gelmek ic¢in kullamilmigtir. Pratik ve
teorik amaclar icin R nin bulanik alt kiimelerine bazi kisitlamalar getirilerek elde edilen

bulanik say1 kavrami su sekilde ifade edilir.

Tanim 2.2.2 Bir bulanik say1 R den [0, 1] araligina tanimh agagidaki kogullar: gercekleyen
bir u fonksiyonudur.

(1) w normaldir, yani u (z) = 1 olacak gekilde bir zy € R vardir.

(i7) u fuzzy konvekstir, yani herhangi z,y € R ve A € [0,1] i¢in u(Az + (1 —\)y) >
min {u (x),u (y)} dir.

(i7i) w iistten yar siireklidir. Yani her o € R igin {z € R : u(z) > a} kiimesi kapalidir.
(iv) [u], = {z € R :u(x) > 0} kiimesi kompakttir (Diamond ve Kloeden, 1994).




R tizerindeki tiim bulanik sayilarin kiimesi Rz ile gosterilir ve buna bulanik sayilar uzayi

denir. Bir u € Rz sayisinin a-seviye kiimesi olarak ifade edilen [u],, kiimesi

{teR:u(t)>a}, 0<a<l

[ul, =

{teR:u(t)>a}, a=0

bi¢iminde tamimlanir. [u], kiimesine u € Rz sayisinin dayanak kiimesi denir ve

a€(0,1]

esitligi gecerlidir. Buradan her 0 < a < 3 <1 i¢in
C [ul, (2.2.1)

bagmtist elde edilir. (i) ozelligi [u], # @ olmasmi gerektirir ve buna gore (2.2.1) den
her o € [0,1] i¢in [u], # @ olur. Ayrica (it) Ozelligi [u], kiimesinin a € (0,1] igin
konveks kiime oldugu anlamindadir. Bunun yani sira (iii)-(iv) 6zelliklerinden ve (2.2.1)
igermesinden [u],, kiimesinin R nin [u], = [u,,u] seklinde tanimh bog olmayan kapali ve

sinirl bir alt kiimesi oldugu soylenebilir. Dolayisiyla « normal ve [u],, R nin kompakt ve

konveks bog olmayan bir alt kiimesi ise u bir bulanik sayidir.

R £ tizerinde toplama ve skalerle ¢carpma iglemleri sirasiyla 4+ : Rz X Rr — Rz,
(u+wv)(x) = sup min{u(s),v ()},
r=s+t

ve - : R X Ry — Rg,

(Au)(x)_{g@)’ iig

ile tanimlanir. Burada herhangi a € R i¢in @ = xy,) dir. Yani

1, z=a

a@):{ 0, #a

dir. (Dubois ve Prade, 1987).

Eger u,v e Rp, 0 <a<1ve A eR,ise

[u+ ], = [u], + [v], = [us +vs,ul +v]]

« «

ve

A, =M, = [Mug, Aul] (A=0) veya [Adul, dug] (A <0)

«



dir. Diger taraftan Rz tizerinde
u=veul, <, eu, <uvy veul <ol (her a € [0,1] igin )
ile tamiml “=<” bagintisi bir kismi siralama bagintisidir.

Lemma 2.2.1 u,v € Rr ve X\ € R ise

() lu=ul =u
(i) 0, Rz deki birim eleman olmak iizere u+ 0 = u
(i) u+v=v+u
(1v) uX\ = Au

(v) A(u+v) = Au+ v (Bede, 2013).

d bilinen Hausdorff metrigi olmak iizere, D : R x Rz — [0, +00) fonksiyonunu

D(uv) = sup d([ul,.[v],) = sup max{|ug — vy
a€l0,1] a€[0,1]

Jud =i}
seklinde tanimlarsak D, Rz tizerinde bir metriktir ve ayrica asagidaki o¢zellikler vardir.

Lemma 2.2.2 (Rz, D) bir tam metrik uzaydir ve agagidaki 6zellikler gegerlidir:

(i) Her u,v € Rz ve A € R igin D (Au, \v) = |A| D (u,v) dir.

(i7) Her u,v,w € Rr igin D (u + w,v 4+ w) = D (u,v) dir.

(it7) Her w,v,w,z € Rr i¢in D (u +v,w+ 2) < D (u,w) + D (v, z) dir (Ming, 1993).

Tanim 2.2.3

(1) Eger f [a,b] € R — Rz biciminde bir fonksiyon ise f(:c) bir bulanik say1 degerli
fonksiyondur denir.

(ii) f (z) bir bulanik say1 degerli fonksiyon olmak iizere her z € [a, b] icin D <f(:ﬁ) ,6) <
M olacak bicimde bir M € R varsa f (z) fonksiyonuna [a,b] iizerinde smirhdir denir

(Goetschel ve Voxman, 1986).

Tamm 2.2.4 [ : [a,b] — R ve 24 € [a,b] olsun. Eger herhangi ¢ > 0 sayisma karsilik
|z — x| < § olacak sekildeki her = € [a, b] i¢in

D (f(m) : f(x0)> = sup max{

a€gl0,1]

Jo @)= T (o).

Fi @)= Fi (@o)|} <=

saglanacak gekilde bir 6 = 4 (¢) > 0 says1 varsa f(x) fonksiyonu z( da stireklidir denir.
Eger f (2), [a, b] deki her noktada siirekli ise o zaman f (z), [a, b] lizerinde siireklidir denir

(Gal, 2000).



Tanim 2.2.5 f: [a,b] — Rz bir bulanik say1 degerli fonksiyon ve I € Rz olsun. Eger
herhangi € > 0 sayisina karsilik [a, b] arahgmm |P| < 6 olan bir P :a = xy < 71 < 23 <

- < x, = b bolintiisii ve her & € [z, z;41], 1 = 0,n — 1, i¢in

D (if(&) (Ti1 —l‘z‘)af> <e

saglanacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa o zaman fvfonksiyonu la, b] araliginda Riemann

anlaminda integrallenebilirdir denir ve bu durumda f fonksiyonunun [a, b] araligindaki

b
Riemann integrali I = / f (z) dx bi¢iminde yazilir (Gal, 2000).

Uyar: 2.2.1 f: [a,b] — Rz siirekli ise f, [a,b] araliginda Riemann anlaminda integral-

lenebilirdir (Gal, 2000).

Lemma 2.2.3 f.7 : [a,b] — Rg siirekli fonksiyonlar ise F'(z) = D (f(x) ,ﬁ(x)) ile

tanimh F : [a,b] — [0, 00) fonksiyonu [a, b] araliginda siireklidir ve

(/ fla dx/ (:B)dx)é/jD(f(@)g(@)dw

esitsizligi gecerlidir (Anastassiou, 2002).

Lemma 2.2.4 f : [a,b] — Ry siirekli ise

[a, b] de strekli bir bulanik say1 degerli fonksiyondur (Anastassiou, 2002).

t
Tanim 2.2.6 f : R — Rz her ¢ > a icin / f () dx integrali mevcut ise bu durumda

D-metrigine gore Rz de limit mevcut olmak (i<0§uluyla

/aoo f(x) dr = tliinoo /at f(:v) dx

bi¢giminde tamimlanir. Eger bu limit mevcut ve sonlu ise f(x) dx genellestirilmig

integrali yakinsak, aksi halde raksaktir denir (Anastassiou, 2(3104).

Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin Riemann-Stieltjes integralinin tanimindan once reel

degerli fonksiyonlarin Riemann-Stieltjes integralinin tanimini verelim.

Tanim 2.2.7 f g : [a,b] — R fonksiyonlar1 verilsin. [a,b] araligimin herhangi bir P =
{a =29 < a1 <--- <x, =>b} bolintisini alahm. & € [zg,xps1],k = 0,1,....,n — 1,

olmak tlizere
n—1

o= Z (&) 19 (xrs1) — g (ar)]

1=0
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toplamini olugturalim. |P| = maxo<g<n—1 (Tx+1 — 2x) — 0 kogulu altinda o toplaminin
la, b] araligiin boliintii kuralindan ve & noktalarinin segiminden bagimsiz sonlu I limiti
varsa bu limite f (z)’in g (z)’e gore [a, b] arahgindaki Riemann-Stieltjes integrali denir ve

b
I= / f(x)dg (x) ile gosterilir (Natanson, 1956).

Eger f (z)'in g (z)’e gore [a, b] araligindaki Riemann-Stieltjes integrali mevecut ise bu du-

rum kisaca (f, g) € RS [a, b] ile gosterilsin.

Uyar1 2.2.2 f (z), [a,b] arahginda siirekli ve g (z), [a, b] arahginda monoton (artmayan

ya da azalmayan) bir fonksiyon ise (f,g) € RS [a,b] dir (Natanson, 1956).

Tamm 2.2.8 f : [a,b] — Rr smurh bir fonksiyon, g, [a,b] aralif1 iizerinde artan bir
fonksiyon ve w € Rz olsun. Ayrica T :a =29 < 27 < -+ < x, = b, [a,b] araligimin bir

boliintiisti olsun. Herhangi &; € [z;, z;41],4 = 0,n — 1, noktasimi segelim ve

—_

n—

Sy = A S (&) g (i) — g (w5-1)]

(2

Il
o

toplamini olugturalim. Eger her ¢ > 0 sayisina kargilik |T'| = maxi<;<, (; — 2,-1) < 0 (¢€)
olan her 7" boliintiisii ve herhangi &; noktasi i¢in D (w, s7) < € olacak gekilde bir 6 (¢) > 0

sayis1 varsa o zaman w bulanik sayisina ffonksiyonunun g fonksiyonuna gore Riemann-
b b

Stieltjes integrali denir ve w = / fdg veya w = / f () dg (x) bigiminde gosterilir. Eger

f fonksiyonunun g fonksiyonuna goére Riemann-Stieltjes integrali mevcut ise bu durum

(f, g> € FRS [a,b] ile gosterilir (Ren ve Wu, 2013).

Riemann-Stieltjes integralinin bu galigmada kullanilacak bazi énemli 6zellikleri asagidaki

gibi 6zetlenebilir.

Lemma 2.2.5

b b
(1) Eger / fdg mevcut ve ¢ bir pozitif sabit ise / (c f> dg integralide mevcuttur ve

/ab (J) dQZC/abfdg
dir.

(17) Her = € [a,b] i¢in f(x) = u € Rx ise 0 zaman <]7, g> € FRS [a,b] dir ve

| Fdg=utg®) - 9(a)

11



esitligi gecerlidir.

(iid) f : [a,b] — Ry siirekli ve g, [a,b] arahgmda artan reel degerli bir fonksiyon ise
(J.9) € FRS[a.8] dir.

(i) (f, g> € FRS [a,b], (E, g> € FRS [a,b] ve her t € [a,b] icin [ (£) < () ise

bN bN
/fdgj/ hdg

(v) f : [a,b] — Ry siirekli ve g, |a,b] arahginda artan reel degerli bir fonksiyon olsun.
Bu durumda (]?, g) € FRS [a, b] olmasi i¢in gerek ve yeter sart (fg, g) ve <~(j, g) reel

ikililerinin [a, b] araliginda « € [0, 1] sayisina gore diizgiin RS-integrallenebilir olmasi ve
b b b
U fdg} = U f;dg,/ fidg}
olmasidir.

(vi) (f,g) € FRS[a,b] ise herhangi ¢ € (a,b) i¢in (f,g) € FRS|[a,(], (f,g) €

FRS [c,b] ve b b
/afdgz/acfdg+/c fdg

dir.

dir (Ren ve Wu, 2013).

foh: [a,b] — Rz siirekli fonksiyonlar ve g, [a, b] arahginda artan reel degerli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda

b " bN b . . b " .
D(/ fag. | hdg) — sup max{/ (7 —7a) dg‘, JRGE dg]}
a a a€l0,1] a a
b b N .
< sup max{ / dg. [ |7 - dg}
a€gl0,1] a a

b o~ ~
:/ sup max{ f—nt }dg7
a «€[0,1]

D </b fdg,/abﬁdg) < /abD (f,ﬁ) dg. (2.2.2)

gecerlidir. Burada esitsizligin sagindaki integral klasik Riemann-Stieltjes anlaminda mev-

cuttur. Ciinkii F(z) = D (f(m) h (m)) fonksiyonu Lemma 2.2.3 e gore [a, b] de siirekli

fo—hy

fo =g

9

yani

reel bir fonksiyon ve g, [a, b] lizerinde monotondur.

12



3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimiin birinci kisminda bulanik say1 degerli fonksiyonlarin Riemann-Stieltjes integ-
rali fikrinden yararlanilarak stirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin Riemann integral-
lerinin agirlikli ortalamaya gore toplanabilme metodu tanimlanacak ve bu metot i¢in bazi

Tauber tipi teoremler sunulacaktir.

Ikinci kisimda siirekli bulamk say1 degerli fonksiyonlarm sonsuzdaki istatistiksel limiti
tanimlanacak ve bu limitin bulanik say1 degerli fonskiyonlarin bilinen anlamda sonsuzdaki
limiti ile iligkisi incelenecektir. Son olarak bulanik say1 degerli fonksiyonlarin Riemann in-
tegrallerinin agirlikli ortalama metoduna gore istatistiksel toplanabilmesinden istatistiksel

limitinin elde edilebilmesi i¢in gerekli ve yeterli olan kosullar verilecektir.

3.1 Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin (N, q) toplanabilirligi i¢in
Tauber tipi teoremler

Bu kisimda ve bundan sonra @ ile ¢(0) = 0, ¢(t) — oo (t — o) Ozelligindeki artan
0# q:[0,00) — [0, 00) fonksiyonlarinin simifi gosterilecektir.
Tanim 3.1.1 ¢ € ) fonksiyonu

timinf L2 1 (A > 1 icin) (3.1.1)
t—oo q(t)

kogulunu saglasin. f : [0,00) — Ry siirekli bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve ¢(t) > 0

olmak tlizere
s(t) = t u)du ve o(t) = —1 t’sv T T
s(t) /0 f(u)d (1) q(t)/o (x) dq(z) (3.1.2)

integrallerini tanimlayalim. Buradaki ilk integral Riemann anlaminda ikinci integral
Riemann-Stieltjes anlaminda mevcuttur.
L € Rr olmak itizere

lim D (5 (t), L) = 0 (3.1.3)

t—o0
oluyorsa o zaman s (t) bulanik say1 degerli fonksiyonu L € Rz bulanik sayisina ¢ ile belir-
lenen agirlikli ortalama metoduna gore toplanabilirdir veya kisaca (N, q) toplanabilirdir

denir (Belen, 2018).
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Uyar: 3.1.1 ¢(t) = t 6zel durumunda agirlikli ortalama metodu bulanik say1 degerli
fonksiyonlarin integrallerinin Cesaro toplanabilme metoduna indirgenir. Bulanik say1
degerli fonksiyonlarin integrallerinin Cesaro toplanabilme metodu (kisaca (C,1) topla-

nabilme metodu) Yavuz ve ark. (2018) tarafindan galigilmigtar.

Tanmim 2.2.6 ya gore eger
tlim s(t)=1L

limiti D-metrigine gére mevcutsa, yani lim; .., D (5(t), L) = 0 ise o zaman

/OOO f(u) du

genellegtirilmis (has olmayan) bulanik Riemann integrali mevcut ve L ye esittir (Yavuz

ve ark., 2018). Diger taraftan asagidaki gerektirme de ge cerlidir.

Teorem 3.1.1 lim;_.o 5 (t) = L € Ry ise 5(¢) L bulanik sayisma (N, q) toplanabilirdir
(Belen, 2018).

Ispat. lim; .S (t) = L € Rz olsun. Bu durumda her € > 0 igin &yle bir t; > 0
sayist vardir ki her ¢ > ¢; i¢in D (s(t),L) < ¢/2 dir. Ayrica D (5(t), L) fonksiyonunun
stirekliligi onun [0,¢;] arahgindaki simirhihgm gerektirir. M := maxo<;<i, D (5(t), L) ol-
sun. Boylece Lemma 2.2.5 (ii)-(vi), Lemma 2.2.2 (i)-(ii) ve (2.2.2) esitsizligi dikkate
alindiginda yeterince biiytik ¢ degerleri i¢in

D). L) =D (ﬁ /OtE(:c)dq(x),L>

=0 (- [ it [ Lot

|
=)

’;E‘ =
T
VRS
O\{*
X
&
QL
=
8
:_/
O\H~
~
QL
=
=
N———

IA
c\“
S
w
=
=
IS
=2
=

1 b 1 b

:%)/0 D(s(x),L)dq(xH@/tlD(s(zv),L)dq<:v)
q(tl) € _ Q<t1)

<Mq(t)+2( q(t))<

elde edilir. Boylece, 5(t), L ye (N,q) toplanabilirdir. OJ

14



Buna ragmen (N, q) toplanabilir olup genellestirilmis Riemann integrali yakinsak olmayan
bulanik say1 degerli fonksiyonlar vardir. Bu durum i¢in ¢(t) = ¢ 6zel durumunda agagidaki

ornek verilebilir.

Ornek 3.1.1 f: [0,00) — Rg,

U — cost t—|—12, cost <u <cost+
(f(t>> (u) = 2 — (u—cost) (t+1)°, cost+ 5 <u < cost+ 5
(t+1) (t+1)
0, diger yerlerde

bi¢giminde tanimli bir bulanik say1 degerli fonksiyon olsun. Buna gore acik olarak f

stireklidir ve her « € [0, 1] igin

fo(t) = cost + a FH(t) = cost + 2-a)

T (t+1)°

dir. Boylece

/f dmzsmlﬁ—i—a(l—%) ve /Otﬁ(m)dxzsint—l—(Z—a)(l—H%)

olur. Buna gore / f(x) dz integrali iraksaktir. Diger taraftan
0

aﬂﬂ:%A%ZWMUZ%Awljﬁﬁwm)z—%?+%+a<y—2%iﬁ)

ve

a';(t):%/otgg(udu— /(/ i dx>:—&” 1+<2—a)(1_w)

olur. Buna gore

lim 7, (t) = a ve lim g} (t)=(2—a)

t—o0 t—o0
olur. O halde
t, 0<t<1
L(t)y=<¢ 2—t, 1<t<2
0, diger yerlerde
bi¢iminde tanimh L € Rz sayist i¢in [L], = [, 2 — @] olup limy_.o D (o (t),L) = 0 dir.

Yani / f(:c) dz integrali L € Rz sayisma (NN, q) toplanabilirdir (Yavuz ve ark., 2018).
0

Bu kismin temel amaci Teorem 3.1.1 deki ters gerektirmenin saglanacagi kosullar elde
etmektir. Bu amag¢ dogrultusunda oncelikle asagidaki yardimci teoremi ifade ve ispat

edelim.
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Lemma 3.1.1 Eger 5(t), L € Rz sayisina (N, q) toplanabilir ise bu durumda her A > 1

say1sl i¢in

) 1 )\t~ B
ve her bir 0 < A < 1 i¢in
. 1 ‘ -

dir (Belen, 2018).

Ispat. A > 1 durumunun ispatlanmasi yeterlidir. 0 < A < 1 durumu benzer sekilde

ispatlanabilir. Lemma 2.2.2 (ii)-(iii) den

D (m /t/\té'(x) dq(x), L)

(m /tAtg(fv) dq(x) + 5 (t),5 (t) + L)

dir. Ayrica

D (Wl—q(t) /tM’g(g;) dq(x),?f(t))

o (it [ wa, o [swa)
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oldugundan

D (Wl—q@ /t Y dq(x),L>

M
—@)/t s (x) dQ(x),a(t)) +D (@ (t),L) (3.1.6)

q(At)
=200 — a0

esitsizligi elde edilir. (3.1.1) den

[D(c(M\),L)+D(c(t),L)]+D(c(t),L)

At 1 " -1
lim sup L = limsup ———~— = {hminf (1 - M)}
a(At)
. -1
. q(t) }_ 1
= |1 —limsu =1-— < 00
t—><>0p q(At) litm inf —qq(éé)

oldugundan (3.1.6) esitsizliginde ¢ — oo igin tist limite gegilir ve (3.1.3) esitligi kullamlirsa

(3.1.4) elde edilir. O
Teorem 3.1.2 5(t), L € Rz sayisina (N, q) toplanabilir olsun. Bu durumda

lim 3(t) = L (3.1.7)

t—o00

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o 1 M N -
/1\r>1f1’ hirisong (M/t s(x)dq(z),s (t)) =0 (3.1.8)

veya

0 (3.1.9)

inf lim sup D (ﬁ /A F () dq(x),ga))

0<A<l oo —q()\t) .
olmasidir (Belen, 2018).

Ispat. Gereklilik. (3.1.7) gerceklensin ve 5 (t) , L € Rx sayisina (N, q) toplanabilir olsun.
Bu durumda (3.1.8) veya (3.1.9) kogullarinin gerekliligi sirasiyla (3.1.4) veya (3.1.5) den
elde edilir.
Yeterlilik. (3.1.8) kogulunun gerceklendigini kabul edelim. Bu durumda verilen herhangi
e > 0 i¢in

i sup D (M /tM:;(x) dq(x),'g(t)) <e
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olacak sekilde bir A > 1 sayis1 mevcuttur.

1 )\t~
100 — a0 | st + L)

<0 (50 g [ S

+D <m /t Y dq(x),L)

oldugundan

limsup D (5(t),L) <e

t—o00

elde edilir. Benzer gekilde (3.1.9) kogulu saglandiginda, her € > 0 sayisina kargilik

i sup D (W /)\:g(a:) dq(a:),g(t)) <e

olacak sekilde 0 < A < 1 sayis1 mevcuttur.

DE. L
=0 (50+ ot [ Sate). s [ S dato) +1)
C U e a0 L g =t T

oldugundan
limsup D (s(t),L) <e

t—o00

ve boylece lim; ., D (5(t), L) = 0 elde edilir. Dolayisiyla ispat biter. [J

Reel degerli fonksiyonlar i¢in yavag salimmlhilik tanimini (Hardy, 1949) dikkate alarak,

5:[0,00) — Rz fonksiyonu i¢in

lim limsup max D (s(x),s(t)) =0 (3.1.10)

A1t oo t<TSAE

saglaniyorsa o zaman 5(t) fonksiyonuna yavag salimmhidir diyecegiz.

g (A) :=limsup max D (5(x),s(t))

t—oo <At

A nin artan bir fonksiyonu oldugundan (3.1.10) esitliginde limy_,;+ yerine infy~ yazilabilir.

Diger taraftan iist limitin Teorem 2.1.1 ile belirtilen 6zelligi ve sag tarafli limit tanimi
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dikkate alindiginda (3.1.10) esitliginin gerceklenmesi igin gerek ve yeter sartin her e > 0
sayisina karsiik ¢9 < ¢t < 2 < At oldugunda D (5(x),5(t)) < € saglanacak sekilde ¢, =

to(e) > 0 ve A = A (e) > 1 sayilarinin mevcut olmasidir diyebiliriz.

Ornek 3.1.2 f:[0,00) — Ry,

( .
U(l—i.-lf)7 O<u<2~|—smt
2 +sint - T 1+t
(f(t))(u): u(l“"ﬂ_l’ 2+Slnt<u<2(2+smt)
2 +sint 1+t — = 1+t
L 0, diger yerlerde

t
bi¢iminde taniml bir bulanik say1 degerli fonksiyon ve s (t) = / f (v)dv olsun. Buna
0

gére f siireklidir ve her o € [0, 1] igin

~ 2+ sint ~ 2+ sint
NOES ) = 1
=0 ve Jr=" 0 a)
olur. Bu durumda s (¢) yavag salinimhidir. Gergekten ¢ < z igin
- - (14 «a)(2+sinv) T dv 1+a
c(x) =355 (@t) = ( dv < 3(1 / =3(1 1
) -sto - [ S <s0+a) [ S —s0ram (15
ve
. . (2 +sinv) T o dv 1+
— t) = ——=dv <3 <3(1 1
-5 0= [ <o [0 <30 am (1)

dir. Boylece her A > 1 ve t < x < At icin

D(s(z),5(t) = Sup max {Isa (x) =5, ), |s& (2) =55 (D)}

<61ln <1+—)\t) < 6ln (M) =6InA\

1+t +t
olur. Bu ise

lim limsup max D (s(x),s(t)) =0

A=l oo t<a<At

olmasini gerektirir. Dolayisiyla, 5(¢) yavag salmimhdir (Belen, 2018).

Sonug 3.1.1 Eger 5(t), L bulanik sayisina (W, q) toplanabilir ve yavag salimimli ise bu
durumda (3.1.7) gergeklenir (Belen, 2018).

ispat. S (t) yavag salmiml ve L ye (W, q) toplanabilir olsun.

D (m /t”g(x) dq(x),g(t))

1 )\tN 1 )‘tN
1 At _ B - R
S0 =@ ), P EE IOl < ey, DE).50)
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oldugundan (3.1.8) gergeklenir. Boylece Teorem 3.1.2 den (3.1.7) elde edilir. O

Uyar1 3.1.2 Eger her v > 0 sayist i¢in uD <]7(u) ,6) = O(1) yani, en az bir C' > 0

~ _ t ~
icin uD ( [ (u) ,0) < C'ise bu durumda s (t) = / f (u) du yavag salimmhdir. Gergekten
0
t <z <A icin

D(3(x),5(1)) :D(/:ﬂu)du,/otf(u) du>
—D(/f / du/f du+0)
_D</f du()) ),G)du

IN
Q
\
é‘

| |
&

ve boylece max;<,<xt D (5(x),s )) < C'log A dir. Dolayisiyla

lim limsup max D (s(z),s(t)) =0

A=1t 00 t<z<AE

olur ki bu da iddiamiz ispatlar (Belen, 2018).

~ o t ~
Sonug 3.1.2 Eger her u > 0 igin uD <f (u) ,0) =0(1) ves(t) = / f (u) du, L bulanik
— 0
sayisma (N, ¢) toplanabilir ise bu durumda (3.1.7) gergeklenir (Belen, 2018).

Tanim 3.1.2 Eger her ¢ > 0 sayisina kargilik ¢y < ¢ < x < At oldugunda s (z) = 5(t) — ¢
saglanacak sekilde ¢y = to(e) > 0 ve A = A(g) > 1 sayilar varsa bu durumda s ()

fonksiyonuna yavag azalandir denir (Yavuz ve ark., 2018).

Teorem 3.1.3 Eger 5(¢), L bulanik sayisina (N, q) toplanabilir ve yavag azalan ise bu
durumda (3.1.7) gerceklenir (Onder ve Canak, 2017).

Lemma 3.1.2 (3.1.1) kosuluna ek olarak ¢(x) fonksiyonunun [0, c0) araligi tizerinde
tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunu ve A > 1 iken
q (\z)
q()

saglanacak gekilde H > 0 sayisimin meveut oldugunu kabul edelim. Eger [0, 00) tlizerinde

<H (3.1.11)

siirekli bulanik say1 degerli bir ffonksiyonu icin x > z( oldugunda
A2 ooy -y (3.1.12)

olacak sekilde v < 0 bulanik sayis1 ve xy > 0 sayist varsa o zaman s (1) yavas azalandir

(Onder ve Canak, 2017).
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Uyar: 3.1.3 Eger yukaridaki (3.1.11 ) kogulu 0 < A < 1 iken

kosulu ile degistirilirse Lemma 3.1.2 yine gegerlidir (Onder ve Canak, 2017).

Teorem 3.1.3 den ve Lemma 3.1.2 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.3 5(t), L bulanik sayisina (N, q) toplanabilir ve ¢(x) fonksiyonu (3.1.1) koguluna
ek olarak (3.1.11) kogulunu saglayan diferansiyellenebilir azalmayan bir fonksiyon olsun.

Eger (3.1.12) saglanirsa (3.1.7) gerceklenir (Onder ve Canak, 2017).

3.2 Bulanik say1 degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel
limiti ve istatistiksel (W, q) toplanabilirligi icin Tauber tipi
teoremler

Bu kisimda ilk olarak siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel
limiti kavrami tamitilacaktir. Sonsuzdaki istatistiksel limitin, sonsuzdaki limitten daha
genel olduguna dair bir 6rnek sunulacak ve sonrasinda istatistiksel limitten bilinen an-

lamdaki limitin elde edildigi bir Tauber tipi teorem ispatlanacaktir.

f e [a,b] — Rg siirekli bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve p € Ry ise F(x) =
D (]?(x) , u) stirekli reel degerli bir fonksiyondur. Siirekli fonksiyonlar él¢iilebilir (Lebesgue
anlaminda) oldugundan bulanik say1 degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti

kavrami agagidaki gibi verilebilir.

Tanim 3.2.1 f: [0,00) — Rg siirekli bulanik say1 degerli bir fonksiyon olsun. Eger her
€ > 0 sayist i¢in

1
lim —
a—o0o (4

{x € [0,al : D(f(x),u) 28}‘ =0
olacak sekilde bir u € Rz sayisi varsa o zaman f(x) fonksiyonunun x — oo iken is-
tatistiksel limiti x4 sayisidir denir ve bu durum st- lim fv(x) = u veya f(x) =L ile

gosterilir.

Uyari (2.1.1) de oldugu gibi

f@)—=p=flz) S p (3.2.1)
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gerektirmesi dogrudur. Ancak bu gerektirmenin tersinin her zaman dogru olmadig agagidaki

ornekte goriilmektedir.

Ornek 3.2.1
u—z+1, welr—112,
n(x)(w) =9 —utaz+1, ue(z,z+1]
0, diger yerlerde
ve 1 1 1
u—grtl welmg -],
fle)(w) =9 —ut g+l ve (g ag+l
0, diger yerlerde

olmak tzere

. @@, reRn2"+1),
f () (u) = { Z(x) (u), diger yerlerde

siirekli fonksiyonunu ve
u+1l, wel[-1,0],

plu)=< —u+1, ue(0,1]
0, diger yerlerde

sayisini ele alalm. [2", 2" + 1) sifir yogunluga sahip bir kiime olup z ¢ [2",2" + 1) igin

D(F@) ) = sup max{|wy (2) = pzl, kg (@) = )

a€0,1]

= sup max +a—-—1—(a—1)|, +l—a—-—(1—-«
0 (1)
= — —
o x — 00

elde edilir. Béylece st-lim f (x) = p olur fakat lim f (z) limiti yoktur.

Asagidaki teorem, (3.2.1) deki gerektirmenin tersinin (3.2.2) veya (3.2.3) kogulu ile miimkiin
oldugunu gostermektedir. (3.2.2) veya (3.2.3) kogullarinin benzerleri reel veya kompleks
degerli fonksiyonlarin istatistiksel limitinden klasik limitini elde etmek amaciyla Chen ve

Chang (2011) tarafindan verilmigtir.

Teorem 3.2.1 | : [0,00) — Rz siirekli bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve st- lim f(x) =

T— 00

i olsun. Eger

e (2 (7007 ))} -0 2

veya

inf {lim sup ( sup D (f(u) , f@;)))} - (3.2.3)

<1 T—00 Ar<u<z

ise 0 zaman lim f (z) = p olur.

r—00
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ispat. \>1< + < 1 oldugundan (3.2.2) ile (3.2.3) denktir. Bu nedenle sadece (3.2.2)
durumunu ispatlamak yeterlidir. (3.2.2) den her £ > 0 sayis1 i¢in 6yle bir A > 1 sayisi ve

oyle bir xy > 0 sayis1 vardir ki

x>z = sup D (f(u) : f(aﬁ)) <e (3.2.4)
r<u<A\z
dur. st-lim f(x) = p oldugundan Oyle bir x5 > 0 sayis1 vardir ki a > x5 iken
1 ~ 1
a‘{ué[(),&]:D(f(u),u)25}‘<1—X (3.2.5)

olur. Eger xy = max {x, 25} dersek x > zq i¢in Az > x5 olacagindan
~ 1
: > - — = _
HUG[O,)\QL’] D<f(u),u>_€})<(1 )\))\x (A\x — )

olur. Dolayisiyla 6yle bir u* € (z, Ax) vardr ki D (f(u*) ,u) < € olur. Bu (3.2.4) dikkate

alinarak
D(F@).n) =D (F@)+ F) o+ F)) <D (F)u)+ sw D(Fw),f@) <2
elde edilir. Boylece Q}erolo f(z) = polur. O

Simdi de siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin her A > 1 i¢in

st-timinf 220 < 4 (3.2.6)
t=ee (1)

ozelliklerine sahip bir ¢ € ) fonksiyonu ile belirlenen agirlikli ortalama metoduna gore

istatistiksel toplanabilirligini tanimlayalim.

f:]0,00) — Ry siirekli bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve ¢(¢) > 0 olmak tizere (3.1.2)

ile verilen

S(t) = /0 Fu)du ve 5(t):%t) /O 5 (z) dg(z)

fonksiyonlarini tekrar ele alalim. Eger

st-lim o (t) = L

t—o0

ise 0 zaman 5 (t) fonksiyonu L € Rz sayisina g fonksiyonu ile belirlenen agirlikli ortalama
metoduna gore istatistiksel toplanabilirdir veya kisaca istatistiksel (W, q) toplanabilirdir

denir.
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Not 3.2.1 f, 0 < t < oo olmak iizere her (0,¢) araliginda integrallenebilir reel veya
kompleks degerli bir fonksiyon ve ¢ € @ fonksiyonu (3.2.6) koguluna sahip bir fonksiyon

olsun. Ayrica ¢(t) > 0 olmak tizere s (t) ve o (t) fonksiyonlar

s(t):/o F(u)du ve a(t)zﬁ/ﬂ s (z) dq(z)

seklinde tamimlansin. Bu durumda Fekete (2006),
s(t) Sl = o(t) 51

gerektirmesini ispatlamigtir. Diger taraftan L € Rz olmak tizere D (5 (t), L) ve D (o (t), L)

birer reel degerli fonksiyon oldugundan
)-S5 L=05(t)-51L (3.2.7)

gerektirmesi de gecerlidir.

Bu kismin son amaci (3.2.7) gerektirmesinin tersinin gegerli oldugu gerekli ve yeterli

kogullar1 sunmak olacaktir.
Not 3.2.2 (3.2.6) kogulu ile 0 < A < 1 olmak tizere

st-Timinf 40 <
t—00 q()ﬂf)

kosulu denktir (Fekete, 2006).

Uyar: 3.2.1 Fekete (2006), f reel ya da kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere st-
limy .o f (t) = L ise her A > 0 igin st-lim; ., f (M) = L oldugunu ispatlamigtir. Buna
gore, ]? bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve L € Rx iken D (f(t) , L) reel degerli bir

fonksiyon olacagindan st-lim; o, D <]?(t) ,L> = 0 ise her A > 0 igin st-lim; ., D (f()\t) 7L> =

0 olur.

Lemma 3.2.1 ¢ € @ fonksiyonu her A > 1 i¢in (3.2.6) kogulunu saglasin ve st-lim;_, o (t) =

L olsun. Bu durumda her A > 1 icin

st lim D (;(t) /t N (@) da(o), L) — 0 (3.2.8)

o0\ q(At) — ¢

ve her 0 < A < 1 i¢in

st lim D (; A Fw) dq(x),L) —0 (3.2.9)

t—o0 Q<t> - Q(/\t) t
dir.
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Ispat. A > 1 durumunu ele alahm. Lemma 3.1.1in ispatinda elde ettigimiz (3.1.6)

esitsizligini
1 At
D —/ s(z)dq(x ,L)
(e [ T
(3.2.10)
< IO 1D G ().L)+ D (1), L]+ D ). L)
q(At) —q(t)
bi¢iminde tekrar ele alalm. (3.2.6) dan her A > 1 i¢in
t 1 RV
st-lim sup L = st-limsup ———— = [St— lim inf <1 — &>}
oY) Rl B RN i £ CTOT)
) -1
. q(t) ] 1
= |1 — st-limsu =|1l-— < 00
t—>oop q(\t) st-lim inf €28
t—o0 Q(t)
(3.2.11)

dur. Bodylece (3.2.10) egitsizliginin her iki tarafindan ¢ — oo igin istatististiksel li-
mite gecildiginde esitsizligin sag tarafi kabulden ve Uyar1 3.2.1 den dolay1 sifira yaklagir.
Dolayisiyla (3.2.8) esitligi elde edilir. 0 < A < 1 durumunda (3.2.9) esitliginin dogrulugu

benzer gekilde gosterilir. [

Teorem 3.2.2 ¢ € (@ fonksiyonu her A > 1 igin (3.2.6) kosulunu saglasin, ayrica I
[0,00) — Rg siirekli bulanik say1 degerli bir fonksiyon ve st—tlim o (t) = L olsun. Bu

durumda st—tlim 5 (t) = L olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 igin
— 00

{te&@:D(axféa5£%§@ﬁmuyﬂﬂ>25}:ﬂ (3.2.12)

e 1
inf lim sup —
>l 500 @

veya

in hmsupé'{te[0¢ﬂ:[)(gGY;L———lAtgﬁﬂdﬂixg(ﬂ) 25}‘=:o (3.2.13)

0<A<L oo — q(At) Jx

olmasidir.

Ispat. Gereklilik. st-tlim o(t)=Lve st-tlim s (t) = L kogullarmin gergeklendigini kabul
edelim. Lemma 3.2.1 den her A > 1 i¢in (3.2.8) ve her 0 < A < 1 igin (3.2.9) saglanir.
Buradan her A > 1 igin

1 1

D(RETRBZMQ”@“”WQ gD(Rmtaﬂlﬂam@@uJ+D@u%m
L 0+0=0

olur. Dolaysiyla (3.2.12) elde edilir. Ayrica her 0 < A < 1 i¢in

D(%yiﬁakamwmﬁd)SD(%F%EBA?@M%AL)+DS@JJ

2L 0+0=0
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oldugundan (3.2.13) elde edilir.
Yeterlilik. st-lim o (t) = L olsun ve (3.2.12) kogulunun saglandigin1 kabul edelim. st-

t—o00

lim 5 (t) = L oldugunu ispatlayacagiz. Bunun icin D (5 (¢),5 (£)) —= 0 oldugunu gostermek

t—o0

yeterlidir. A > 1 durumunda

D (oo [ T data)50)

. 1 .
+D (j (t) + m/ﬂ S (:C) dq(x),

)\t~ 1
100 — a0 | s dat) + 100 — a0 /
q(At)

1 M N o
=D (m/t s(x)dq(x),s (t)) + WD (0 (t),0 (At))

oldugundan herhangi bir € > 0 sayis1 icin

(tel0,a: DG 1),3(t) > e}

IN

t

o) o))

c {t €[0,a]: D (m /jtg(m) dq(m),g(t)) >

u{t € [0,qa] : %D(a’(z&),aw)) > %}

|

DN ™

bagintis1 ve boylece

{t €[0,a]: D(a(t),5(t) > €}

<{rewain( ot | TS 50) 2

eer o f

esitsizligi gegerlidir. (3.2.12) kosulundan dolay1 her 6 > 0 sayis1 i¢in

H (3.2.14)

DO ™

D3 (t),5 (M) >

N ™

{t cl0.a: D (Wl—q(t) /:tgm czq(a;),g(t)) > %H <5 (32.15)

olacak bigimde bir A > 1 sayist mevcuttur. Diger taraftan (3.2.11) den ve Uyar1 3.2.1 den

nggpé {t € 1[0,d] : %D(a (t),5 (\t)) > g}‘ =0 (3.2.16)

olur. Boylece (3.2.14), (3.2.15) ve (3.2.16) birlikte ele alindiginda

) 1
lim sup —
a—o0 a

limsup — |{t € [0,a] : D (5 (¢),5(t)) > £}| < 6

a—oo @
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elde edilir. 6 > 0 sayist keyfi oldugundan her € > 0 i¢in

lim 2 |{t € [0,a]: D (3 (1),5() >} =0

a—o0 (1

olur. Dolayisiyla st-tlim s5(t) = L dir. 0 < A < 1 oldugunda ayn1 yontemle st—tlim 5(t) =

L oldugu gosterilebilir. []

Fekete’den (2006) yararlanarak, eger her £ > 0 i¢in

1
. . + . ~ g > —
}\I;fl hgl_igp - {t €10,a] : tlgrgl%}itD (s(x),s(t)) > 6}’ 0 (3.2.17)
veya denk olarak
1 ~ ~
' i - : > = 2.
oiliilhi{iljp - {t € [0,q] AItI%%)g(tD (5(x),5(t)) > 5}‘ 0 (3.2.18)

kogulu saglanirsa s : [0,00) — Rz fonksiyonuna istatistiksel yavag salimimmhdir diyecegiz.

(2.2.2) esitsizliginden ve Lemma 2.2.2 (i) den

D (Wl—q@) /t Y dq(x),:;(t))

1 )\tN 1 )\t~
=0 (g [ 5 a0, s [ 50 o)
1 At

SM t D (s(z),5(t))dg(x)

< max D(F(x),7(1) m / do(a) = max, D (3 () ,5(0)

dir. Dolayisiyla (3.2.17) kosulu (3.2.12) kogulunu gerektirir. Benzer olarak (3.2.18)
kogulunun (3.2.13) kogulunu gerektirdigi gosterilebilir. Boylece Teorem 3.2.2 den agagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 3.2.1 ¢ € @ fonksiyonu her A\ > 1 igin (3.2.6) kogulunu saglasin, fe [0,00) — R£
ise 5 (t) integral fonksiyonu istatistiksel yavag salmimli olan stirekli bulanik say1 degerli

bir fonksiyon olsun. Eger st—tlim o (t) =L ise st—tlim s(t) = L dir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, ilk olarak siirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlarin genellestirilmis integral-
lerinin agirlikli ortalama metoduna gore toplanabilirligi kavramina iligkin Tauber tipi

teoremler incelenmistir.

Daha sonra, Méricz’in (2004) 6lgiilebilir fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti fikrin-
den yararlanilarak siirekli bulanik sayi degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel li-
miti tanimlanmig ve sonsuzdaki istatistiksel limitin sonsuzdaki limit kavramindan daha
genel oldugu bir 6rnekle agiklandiktan sonra klasik anlamda benzeri Chen ve Chang
(2011) tarafindan verilen bir sonucun ispat yonteminden yararlamlarak siirekli bulanik
say1 degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limitinden bilinen anlamdaki limiti-
nin elde edildigi bir Tauber tipi teorem ispatlanmigtir. Buradaki sonuclarda 6zel olarak
q(t) = t alindiginda istatistiksel (C, 1) toplanabilir bulanik say1 degerli fonksiyonlar i¢in

Tauber tipi teoremler elde edilir.

Son olarak, klasik anlamdaki ¢aliymasi Fekete (2006) tarafindan yapilan ve integral-
lenebilir fonksiyonlarin istatistiksel (W, q) toplanabilmesinden istatistiksel limitinin varligi-
nin elde edildigi Tauber tipi teoremlerin stirekli bulanik say1 degerli fonksiyonlar igin ben-

zerleri ispatlanmigtir.

Teorem 3.2.1 ’deki (3.2.2) kogulu, Tanim 3.1.2 ile verilen 5(¢) fonksiyonunun yavag aza-
lanlhgi kogulu ile degistirildiginde teoremin ispatlanabilir olup olmadigi incelenebilir. Tanim
3.2.1 ile verilen bulanik say1 degerli fonksiyonlarin sonsuzdaki istatistiksel limiti diigtincesi
ile bircok yeni ¢aligmalar yapilabilir. Bu nedenlerden dolayr hazirlanan bu yiiksek lisans
tezinin bulanik say1 degerli fonksiyonlarin gegitli toplanabilme metotlar: tizerine caligmalar

yapan arastirmacilar i¢in yararl bir kaynak olacagi soylenebilir.
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