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OZET

KONVEKS FONKSIYONLARIN FARKLI SINIFLARI ICIN KESiRLi HERMITE-
HADAMARD TiPLI ESITSIZLIKLER

Necla KORKUT

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2017
Yiksek Lisans Tezi, 61s.

Danigsman: Dog. Dr. Erhan SET

Bu tez dort béliimden olusmaktadir. Birinci  boliim  giris kismindan olusmaktadir. ikinci
bolimde, tezin diger  bolimlerinde  kullanilacak olan  konveks  fonksiyonlar,
esitsizlikler ve kesirli integraller ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii
boliimde, konveks, s-konveks ve s-Godunova-Levin fonksiyonlari igin Riemann-
Liouville Kesirli integrallerini igeren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir.

Dordiincii boliimde ise, ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanarak
quasi konveksi ve (a*,m)-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
elde edilmistir. Ikinci olarak uyumlu kesirli integraller kullamlarak quasi-konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Son olarak da,
ustel c¢ekirdekli kesirli integraller ve genellestirilmis kesirli integraller kullanilarak
harmonik  konveks  fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde
edilmistir.

Anahtar Kelimeler:  Quasi konveks fonksiyon, (a*,m)-konveks fonksiyon, Harmonik
konveks fonksiyon,  Hermite-Hadamard esitsizligi, Riemann-
Liouville kesirli integraller, Uyumlu kesirli integraller



ABSTRACT

FRACTIONAL HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR
DIFFERENT CLASSES OF CONVEX FUNCTIONS

Necla KORKUT

Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2017
MSc. Thesis, 61p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erhan SET

This thesis consists of four chapters. The first chapter consist of the introduction part. In
the second chapter, some definitions and theorems, related to convex functions,
inequalities and fractional integrals that will be needed for later use are given. In the
third chapter, Hermite-Hadamard type inequalities involving Riemann-Liouville fractional
integrals for convex, s-convex and s-Godunova-Levin functions are given.

In the fourth chapter, firstly, using Riemann-Liouville fractional integrals, Hermite-
Hadamard type inequalities for quasi-convex and (o*,m)- convex functions are
obtained. Secondly, by using conformable fractional integrals, Hermite-Hadamard
type inequalities for quasi-convex functions are established. Lately, by using
exponential kernel fractional integrals and generalized fractional integrals, Hermite-
Hadamard type inequalities for harmonically convex functions are obtained.

Keywords: Quasi convex function, and (a*,m)- convex functions, Harmonic convex
function, Hermite-Hadamard inequality, Riemann-Liouville fractional
integral, Conformable fractional integral
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1. GIRIS

Hemen hemen tiim hesaplamalar birtakim yaklagimlarla ilgilidir ve bir yaklagimin kaynagida
esitsizliktir. Esitsizlikler son ylizyilda ve giintimiizde matematigin tiim alanlarinda ok
onemli bir yere sahip olmakla birlikte bugiinlerde ¢ok aktif ve ilgi ¢ekici bir aragtirma
alamdir. Esitsizlikler teorisinin temeli 18.ytizyila kadar dayanmakta olup bu teori iizerine
glintimiize kadar G.H. Hardy, D.S. Mitronovi¢, J.E. Pecari¢, A.M. Fink, Niculescu, S.S.
Dragomir ve daha bir¢ok bilim insani tarafindan eserler literatiire kazandiril

migtir. Esitsizlikler teorisi igerisinde on plana g¢ikmig birgok esitsizlik vardir. Bunlar-
dan biride egitsizlikler teorisinin gelismesinde énemli rol oynayan konveks fonksiyonlar ile
iligkili olan Hermite-Hadamard egitsizligidir. Bu esitsizlik ilk olarak 1881’de Ch. Her-
mite'nin Mathesis dergisine gonderdigi bir mektupta elde edilmesine ragmen uzun yillar
bu durum anlagilmamigtir. Hatta 1948’de E.F. Beckenback [3] bu egitsizligin 1893’de
Hadamard tarafindan ispatlandigimi belirtmistir. Fakat bu durum ile ilgili gercekler daha
sonraki yillarda anlagilmig ve bu esitsizlik literatiirde ya Hadamard esitsizligi yada daha
¢ok Hermite-Hadamard egitsizligi olarak girmistir.

Konveks fonksiyonlar teoriside oldukga eski olup temeli Archimedes’in iinlii 7(pi) degerinin
hesaplamasina kadar uzanmaktadir . Konveks fonksiyonlar teorisi baglangictan bugiine
kadar matematigin tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynamigtir. Son yillarda da kon-
veks fonksiyonlarin farkli simiflar1 iizerine birgok yeni tamimlar ve ozellikleri literatiire
kazandirilmigtir. Bunlardan bazilari bu tez c¢aligmasinda da kullanilacak olup s— kon-
veks, quasi-konveks, (a*, m)— konveks, m-konveks, harmonik konveks, h-konveks v.s. gibi
fonksiyon siniflaridir.

Tamsay1 olmayan bir basamaktan tiirev veya integral alma fikri 1695 yilinda Marquis’de

L’Hospital’e tarafindan Gottfried Wilhelm Leibniz’e yoneltilen “n € Ny = {0,1,2,3,...}

d"y

7+ Dotasyonunda n = % olursa ne olur ?” sorusu ile ortaya ¢ikmigtir. Ve

olmak tlzere

daha sonra Liouville, Riemann, Wely, Euler, Abel, Lagrange gibi bir¢gok matematik¢inin
oncii ¢aligmalariyla hizli bir gelisme gostermigtir. Bu teori iizerine bagta Samko, Kilbas
ve Marichev [30] tarafindan yazilan “Fractional Integrals and Derivatives Theory and Ap-
plications” adli kitap olmak iizere, Kilbas, Srivastava ve Trujillo [19] tarafindan yazilan
“Theory and Applications of Fractional Differential Equations”, Miller and Ross [25]
tarafindan yazilan “An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional differential
equations ” ve Zhou [41] tarafindan yazilan “Basic Theory of Fractional Differential Equa-
tions ” adl kitaplar literatiirde yer almakla birlikte {izerine bircok makale bulunmaktadir.

Ayrica literatiirde bircok kesirli integral tanimi mevcuttur. Bu tamimlardan en meshur



olani Riemann-Liouville kesirli integraller olup bunlardan baska bazi kesirli integral op-
eratorleri Weyl, Erdelyci-Kober, Hadamard, Katugampola, Uyumlu, Ustel Cekirdekli,
Genellegtirilmig kesirli integral operatorleri seklindedir.

Bu tezin amaci Riemann-Liouville, kesirli integralleri, uyumlu kesirli integraller, iistel
cekirdekli kesirli integraller ve Raina ve arkadaslar1 tarafindan genellestirilen kesirli in-
tegraller kullanilarak yeni elde edilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri literatiire

uyumlu bir gekilde sunmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢aligmamizda kullanilacak olan tanimlar, teoremler, bazi iyi bilinen esitsizlikler

ve temel Ozellikler ile gerekli olan ispatlar verilecektir.

2.1 Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflar:

Tanim 2.1.1 (Konveks Kiime): X bir vektor uzayi, A C X ve z,y € A keyfi olmak

uzere

M={zeX:z=ax+(1—-a)y, 0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir [21].

Sekil 2.1: Konveks Kiime

Sekil 2.2: Konkav Kiime

Tanim 2.1.2 (Konveks Fonksiyon): [,R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her z,y € I ve t € [0, 1] igin,

flte+ (1 —t)y) <if(x)+ (1 =1)f(y) (2.1.1)



sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte “ >" olmasi duru-

munda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir [26].

1(b) (b, £(5))

tf(a)+ (1 =1)f(0)

f(ta+ (1 —1t)b)
f(a)

a ta+(1—t)b b

Sekil 2.3: Konveks Fonksiyon

Teorem 2.1.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik, a,b € I ve a < b

olmak tizere f: I C R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(a+b) < ! /abf(x)da: < Ja) + /) (2.1.2)

2 b—a 2

esitsizligi gecerlidir [27].

(2.1.2) esitsizligin genellestirilmesi, genisletilmesi ile ilgili baz1 sonuglar igin ([7],[18],
[29],[37],[38]) nolu referanslara bakilabilir.

Tseng ve arkadaslar1 asagidaki gibi Hermite-Hadamard tipli yeni bir esitsizlik elde etmislerdir:

Teorem 2.1.2 f:[a,b] — R, [a,b] lizerinde konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

) D] e

< b%  Ha)ds
. ﬂf<3;b>+f<a>;f<b>] L 10)

esitsizligi gecerlidir. (2.1.3)’deki tiglincii esitsizlik literatiirde Bullen esitsizligi olarak bi-
linmektedir [37].



Dragomir ve Agarwal (2.1.2)’deki ikinci egitsizlik ile baglantih asagidaki sonucu elde

etmiglerdir:

Teorem 2.1.3 f: [a,b] — R, (a,b) iizerinde differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b

olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise

fla) + f(b)
2 b—a

/f dt]<—<|f<>|+|f<>|> (2.1.4)

esitsizligi gecerlidir [7].

Kirmact ve Ozdemir (2.1.2)’deki birinci esitsizlik ile baglantihi agagidaki sonucu elde
etmiglerdir:
Teorem 2.1.4 Teorem 2.1.3’deki gartlar altinda

[ (52)| <

esitsizligi gecerlidir [18].

YUF @]+ 11O (2.1.5)

Tanim 2.1.3 ( Breckner Konveks veya Ikinci Anlamda s— Konveks Fonksiyon):

Her z,y € [0,00), t € [0,1] ve s € (0,1] i¢in

fltz+ (1 =t)y) < f(x) + (1 -1)°f(y) (2.1.6)

sartini saglayan f : [0,00) — R fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon veya
Breckner konveks fonksiyon denir ve ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar sinifi genel-
likle K? ile gosterilir. Burada s = 1 igin [0,00) arahginda s-konvekslik kavramindan

konveksligin elde edildigi kolaylikla goriilebilir ([4],[12]).
Ornek 2.1.1 0 < s < 1 ve a,b,c € Rolsun. b > 0 ve 0 < ¢ < a olmak tizere u € R" icin,

a, u=20
f(u)—{ bu®* +c¢, u>0

olarak tanimlanan f fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyondur [12].

Dragomir ve Fitzpatrik, ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligini asagidaki gibi elde etmiglerdir:

Teorem 2.1.5 f : [0,00) — [0,00) ikinci anlamda s—konveks bir fonksiyon, s € (0, 1],
a,b € [0,00) ve a < bolsun. f € L[a,b] ise

9s=1f (a;b) < bia/abf(:c)d:c L)+ /B (2.1.7)

s+1

esitsizligi gegerlidir [8].



Tanim 2.1.4 (s- Godunova-Levin Fonksiyonu): I, R de bir aralik ve f : [ — R bir
fonksiyon olsun. Her z,y € I ve A € (0,1) olmak iizere s € [0, 1] igin

flz)  fy)
¥ Ty

sartini saglayan f fonksiyonuna s — Godunova — Levin fonksiyonu denir ([5],[6]).

fQz+ (1 =Ny <

Tanim 2.1.5 (Quasi Konveks Fonksiyon): I,R de bir aralik ve f : I — R bir
fonksiyon olsun. Her z,y € I ve A € [0, 1] igin

fOx+ (1= Ny) <max{f(z), f(y)}

ise f’ye quasi konveks fonksiyon denir [9].

Aym sartlar altinda
FO+ (1= N)y) > max {f(z), f(y)}

ise f’ye quasi konkav fonksiyon denir [9].

Not 2.1.1 Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi konveks fonksiyondur. Fakat
bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi konveks olup konveks olmayan fonksiy-
onlar vardir. Ornegin g : [2,2] — R olmak iizere

1, tel-2 1],

g(t) :{ 2, te(-1,2

seklinde tamimlanan ¢(t) fonksiyonu [—2,2] araliginda quasi konveks bir fonksiyon iken

konveks bir fonksiyon degildir [14].

Sekil 2.4: Quasi-konveks olup konveks olmayan



Teorem 2.1.6 f:[a,b] — R, (a,b) arahigimda differensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € R

ve a < b olsun. |f’|, [a,b] arahginda quasi konveks fonksiyon ise

a b — a)mazx a
£( )—2i—f(b) B bi&/a f(l‘)dl“ < (b—a) {Jlf( )|7|f(b)|} (2.1.8)

esitsizligi gecerlidir [14].

Tanmim 2.1.6 (m-Konveks Fonksiyon): f : [0,0] — R bir fonksiyon ve b > 0 olsun.
Her z,y € [0,b], m € [0,1] ve t € [0, 1] igin

fltz +m(l—t)y) <tf(z) +m(l—1t)f(y)

sartini saglayan f fonksiyonuna m—konveks fonksiyon denir [36].

— f fonksiyonu m—konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m—konkavdir. Ayrica f(0) <0
i¢in [0, b] araliginda tanmiml tiim m—konveks fonksiyonlarin smifi K,,(b) ile gosterilir.
Eger m = 1 almursa [0, b] iizerinde m—konveks fonksiyonunun bilinen konveks fonksiyona

dontistiigii kolayca gortilebilir.

Ornek 2.1.2 f:[0,7r] = R, z € [0, 7] olmak fizere f(z) = ax+b seklindeki (a,b € R; a #
0,b < 0) dogrusal fonksiyonlar m— konveks fonksiyonlardir [11].

Sekil 2.5: m-Konveks fonksiyonlar

Sekil 2.5 ten goriilecegi gibi, grafigi y ekseninin pozitif kismin1 kesmeyen her dogrusal

fonksiyon m—konvekstir [11].

Tanim 2.1.7 ((a*,m)-Konveks Fonksiyon): f : [0,0] — R ve b > 0 olsun. Her
z,y €[0,0], t € 10,1] ve (a*,m) € [0, 1] igin

fltz +m(1 —t)y) <t fz) +m(l —t*)f(y)



sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna (a*, m)-konveks fonksiyon denir [22].

f(0) < 0 i¢in [0,b] arahiginda tammh tiim (a*, m)-konveks fonksiyonlar simifi K2 (b) ile
gosterilir. Ayrica, (o, m) € {(1,m), (1,1)} i¢in sirasiyla m—konveks ve konveks fonksiyon
smiflart elde edilir. f(0) < 0 olmak iizere K (b) simfinda sadece f : [0,b] — R tammbh
konveks fonksiyonlar yer alir, yani K (b), [0, b] tizerinde tanimli tiim konveks fonksiyonlar

sinifinin uygun bir alt simifidir.

Tamim 2.1.8 (Harmonik Konveks Fonksiyon): I C R\{0} reel bir aralik ve f: I —
R bir fonksiyon olmak tizere her z,y € I ve t € [0, 1] igin

vy
/ (m) <tf(z)+(1-1)f(y) (2.1.9)

sartini saglayan f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. f fonksiyonun (2.1.9)

esitsizligi ters cevrilirse f’ ye harmonik konkav fonksiyon denir [16].

Harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibi elde edilmistir:

Teorem 2.1.7 f : I C R\{0} — R harmonik konveks fonksiyon ve a,b € I ve a < b

olsun. f € La,b] olmak {izere

f(fibb) b_a/ fla a);f(b) (2.1.10)

esitsizligi gecerlidir [16].

Teorem 2.1.8 (Holder Esitsizligi): a = (a4, ...,a,) veb = (by,...,b,) reel veya komp-

leks sayilarin iki n—lisi olsun. Bu takdirde

1
__|__:1
p q

olmak fizere,

a) p > 1 ise,

WE (zw) (zw) ,

b) p < 0 veya a < 0 ise,

>l > (z w) (z w)

esitsizligi gecerlidir [23].



Teorem 2.1.9 (integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve ]% + é = 1 olsun. f ve

g, [a,b] arahginda tanimh reel fonksiyonlar, |f|P ve |g|P, [a,b] arahginda integrallenebilir

[ 1w < ([ If(w)\pdx); ([ towrear)
24

esitsizligi gecerlidir [24].

fonksiyonlar ise

1
q

Benzer sekilde iki kath integraller i¢cin Holder esitsizligi agsagidaki gibi ifade edilebilir:

/“b / Sty = (/ / e y)'pdzdyy </ / 9(z, y>|qudy);

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de agagidaki gibi ifade

edilir.

Sonug 2.1.1 (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda tammh

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

[ 1w < ([ |f(w)!drc>1; (f |f(w)!!g(w)\qu);

esitsizligi gecerlidir.

Benzer gekilde iki katli integraller i¢in power mean esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir:

/ab/ab’f(m,y)g(x,yﬂdxdy < (/ab/ab|f(x,y)|dxdy>lé (/ab/:|f(x,y>|\g<x,y)\qudy)‘11.

Reel sayilar icin temel esitsizliklerden bir tanesi de tiggen esitsizligidir.

Teorem 2.1.10 (Ucggen Esitsizligi): Herhangi z, y reel sayilan icin
|2+ y| < [z +[yl,
||z = yl| < |z —yl,
[lz] = Jyl| <]z +yl,
ve timevarim metoduyla
|21 + x| < x|+ |
esitsizlikleri gegerlidir [24].

Teorem 2.1.11 (["Jggen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a,b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

/abf(x)da: g/ab]f(x)]da: (a < b)

esitsizligi gecerlidir [24].



2.2 Kesirli integral Operatorler

Tanim 2.2.1 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 i¢in

['(n) :/ e “u" " tdu
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 ic¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun en énemli

ozelliklerinden biri n > 0 i¢in I'(n + 1) = nl'(n) ve n = 0,1,2,... i¢in
I(n+1) =nl(n) =n!
seklindedir.

Tanim 2.2.2 (Beta Fonksiyonu): z >0 ve y > 0 icin

Ba) = [ e — o

seklinde ifade edilen 5(z,y) gosterimine /3 fonksiyonu denir. Gamma ve Beta fonksiyonlar

arasindaki
L(m)I'(n)

B(m,n) = T(m+n)

iligki literatiirde sikga kullanilmaktadir.

m,n >0

Tanim 2.2.3 (Tamamlanmamig Beta Fonksiyonu): m,n > 0 ve 0 < z < 1 i¢in

alm,n) = Sasmn) = [0 o7l
0
seklinde tanimlanan [ fonksiyonuna tamamlanmamis Beta fonksiyonu denir.

Tanim 2.2.4 (Riemann-Liouville Kesirli Integraller): [a,0] (—0o < a < b < 0),

reel eksen iizerinde sonlu bir aralik ve f € L[a,b] olsun. Bu durumda,

R H@) = o t/f A (2.2.1)

G HE) = = /f (t—2)°'dt, z<b (2.2.2)

integrallerine sirasiyla a@ > 0 i¢in «. mertebeden sag ve sol Riemann-Liouville kesirli
integralleri denir [19].

Bu tamimda o = n € N oldugu zaman (2 2.1) ve (2.2.2) tanimlar

TN = gy | -0
UENE = o [ -
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seklindeki n-kath integraller ile ¢akigr.

Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi Sarikaya ve arkadaglar1 tarafindan asagidaki gibi elde edilmigtir:

Teorem 2.2.1 f : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon, 0 < a < b ve f € L[a,b] olsun. f,

[a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise o > 0 igin

fla) + f(b)
2

f ( - b) <T@t D) e i) 1 g fla)) < (2.23)

2 ~—2(b—a)

esitsizligi gecerlidir [29].

Zhu ve arkadaglar: (2.1.2)’deki birinci egitsizlik ile baglantili agagidaki sonucu elde etmiglerdir:

Teorem 2.2.2 Teorem 2.1.3’deki sartlar altinda ve o > 0 icin

F(a + 1) a o o) — a+ b
‘2(b_a)a'[Ja+f(b)+be( )] f( 5 )‘
4((1;;@1)) <O‘ +3- Qal_l) (Lf (@)l + 1 (®)]) (2.2.4)

esitsizligi gecerlidir [38].

Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi Iscan ve Wu tarafindan asagidaki gibi elde edilmistir:

Teorem 2.2.3 f : I C (0,00) — R bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f € Lla,b| olsun.

Eger f, [a,b] araliginda harmonik konveks fonksiyon ise o > 0 i¢in

/ (ff’b) < Hatl ( b‘f’a)a {Jg-<fog> (%) + 34 (fog) G)}
F(a) + £(b)
2

< (2.2.5)

esitsizligi gecerlidir ve g(x) = L’dir [15].

Tz

Khalil ve arkadaslar tarafindan ilk defa tanitilan ve daha sonra Abdeljawad tarafindan

agagidaki gibi literatiire kazandirilan uyumlu kesirli integral kavramlarini verelim.

Tanim 2.2.5 (Uyumlu Kesirli Integraller a€ (nn+1,n=0,1,2,...6=a—n
a,b e Rvea <bve f € Lla,b] olsun. a > 0 igin a. mertebeden sol uyumlu kesirli integral

L0 = [ =0 — @), t>a

11



seklinde ve a. mertebeden sag uyumlu kesirli integral

b
L0 = / (0= O)"(b— 2)" fla)de, 1t <D

seklinde tanmmlanir [2].

Eger o = n + 1 alrsa bu takdirde f = o —n=n+1—n =1 olur. Boylece (I2f)(t) =
(Jo )(E) ve CIf)(t) = (J2 f)(t) oldugu goriiliir. Yani « =n+1, n=0,1,2,..., sag ve
sol uyumlu kesirli integraller sirasiyla sag ve sol Riemann-Liouville kesirli integrallerine

indirgenir ([2], [17]).

Simdide Kirane ve Torebek tarafindan son yillarda tanitilan tistel ¢ekirdekli kesirli integral

operatorlerinin tanimini verelim.

Tanim 2.2.6 a,b € R, a < bve f € L[a,b] olsun. a € (0,1) i¢in . mertebeden sol ve

sag ustel cekirdekli kesirli integralleri sirasiyla

7o f(a) = é/:exp{—l ;a(a:—s)}f(s)ds, r>a

ve

T f(z) = é/:e:vp{—l ;a(s—x)}f(s)ds, z<b

seklinde tanimlanir [20].

o(k) (k€ N=NU{0}) pozitif reel sayilarin sinirli bir dizisi olmak iizere

o0

o () — FoO0(Wy N o(k) & .
() = F 5 () = ; Tk 0" (P, A > 0;]z| <R), (2:2.6)

seklinde tammlanmig fonksiyonlarin bir simifi Raina tarafindan tamtildi [28]. (2.2.6)
yardimiyla, A, p,w € R, A\;p > 0 ve ¢(t) integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere

sol tarafli genellegtirilmig kesirli integral operatorii Raina [28] tarafindan

(T natw®) (@) = / w(m — M F L [w(x — ) )p(t)dt (x> a>0), (2.2.7)

seklinde ve sag tarafli genellegtirilmig kesirli integral operatorii ise Agarwal ve arkadaglar

[1] tarafindan

(Tapwp) () = / (t — 2 " Fwt — x)lp(t)dt (0 <a<b), (2.2.8)

seklinde tanimlamigtir.

12



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Riemann-Liouville Kesirli integraller Yardimiyla Konveks
Fonksiyonlar icin Kesirli Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Hwang ve arkadaslar agsagidaki lemmalar1 ispatlamigtir.

Lemma 3.1.1 f:[a,b] — R, (a,b) arahginda differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b

olsun. f' € L[a,b] ve
hi =

olmak iizere o > 0 icin

Fa+1)

a+b 1
2(b—a)> )

5) = 20— a)“/a hy(x)f'(x)dz

[Jae f(0) + T f(a)] = f(
esitligi gegerlidir [13].
Lemma 3.1.2 f: [a,b] — R, (a,b) arahginda differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b
olsun. f' € L[a,b] ve

(b—2)*—(z—a)*— (b—a)*, z€ a,222)

hy=4q (b—2)* = (z —a)?, v €[22, o5R)

(b—2)*—(z—a)*+ (b—a)*, ze =2 b

olmak tizere a > 0 igin

3a+b a-+3b 1

Cla+ 1) [J3+f(b)+J§‘f(a)}—%[f( Tt )]—m/a hy(2) f'(x)dz

2(b—a)~

esitligi gegerlidir [13].

Teorem 3.1.1 f:[a,b] — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b

olsun. Eger |f’|, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise o > 0 igin

’HU&J‘@HJM(@] —f(“;b)\ (3.0.1)
G0

(014 5o ) (7@ 170D

4(a+1)

kesirli integral esitsizligi gecerlidir [13].

13



Ispat. Ilk olarak = = a + b — x degisken degisikligi kullamlarak

a+b

J A R

"(a)|dz (3.1.2)

R e e L R e IOl

o}

o
+ e
<o

_ / (b—a)“—(b—x)a+(x—a)a]z:z '(a)|dx

[Tl = b= 2 + @ - ) @l

=|fmn/2[@—wa—w—xw+@~wwux:ﬂa

ve
a+b
2

——

(b=a)" = (b =) + (= @) ] 5—

'(b)|d (3.1.3)

o

'(0)|d

a+b

+

O N e

s
N
< w‘

r —a

(b—a)" = (b - 2)" + (z — @) 7| (B)ldz

Il
—

a+b

+/”[w—w (b= o) + (o= )

'(b)|dx

= |/ [(b—a)*—(b—2)"+ (z — a)%|dx .= M,

yazilir. Buradan Lemma 3.1.1, | f/| konveksligi ile (3.1.2) ve (3.1.3) 6zdeslikleri kullanilarak

z= Zi§a+§i3b (z € [a, b)) (3.1.4)
b
‘ﬁ / b (2) f'(2)d

< /Wm )1 (@)] da

:‘@TZT/‘[“‘” —(b—2)* + (x — a)°)|f (2)|da

1 b o @ — ) () |dx
+Z;ragféuhﬂw_4x_@ +(b—a)°]|f'(x)|d
M1+M2

= 30— ar
_ (e b|j(|zf I/ —(b—2)° + (z — a)]dw

o (b_a) /
- 4((m)( )uf<n+vwm

14



yazilir. Boylece Lemma 3.1.1 ve (3.1.1)” den istenilen sonug elde edilir.

Sonug 3.1.1
1
04—1—1-2&_1
20+l 1
:OZ+3—T
<a+3—5— (a>0)

2
oldugundan dolay1 (3.1.1) esitsizligi ( 2.2.4) esitsizliginden daha iyi bir sonugtur [13].

Sonug 3.1.2 Teoremde 3.1.1'de @ = 1 alinirsa Teorem 3.1.1 Teorem 2.1.4’ye indirgenir

[13].

Teorem 3.1.2 f: [a,b] — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b

olsun. Eger |f’|, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise o > 0 igin

et D s+ s - 3 [1EY 12| ey
< (3+ Yo - gy ) 0 0@+ 70
esitsizligi gecerlidir [13].
Ispat. 2 = a + b — z degisken degisikligi yapilarak
0w 00 - o (5.16)
- [ = = 0=l
e B LT
o I B I e e L A
= @[ 0= e e = N,
a“ﬁ’[(b ) — (b= ) + (3 — a)a]2:3|f’(b)|dx (3.1.7)
N /a;ﬂb )~ (= )" + (b )| f ()
_ ;Tb[(b_a)a_<b—x)a+<x—a>a1$jj|f'<b>|dx
o I O e A S T

15



= O] [(b-a) = (=) + (¢ —a)ldw:= Ny,
/: [(b—2)* — (x — )] z — |f(a)|dz (3.1.8)
s ;[@—a)a— b= )10 )
_ / (02 — (2 — @)= a)
. ﬁzm_m)a—(x—mj 21 )
- 1@ j[(b—x)“—(x—a)a]dﬂs =N
j[(b —2)" = (2 = )| | (B)lda (3.1.9)
.\ 5[($_a)a_<b_x>a]fg —21f b))
. /[(b ) (- @) )

[0 = - a0
= 1O [ -2~ - o) = N

ozdeslikleri yazilir. Daha sonra Lemma 3.1.2, | f’| konveksligi ile (3.1.6),(3.1.7),(3.1.8) ve
(3.1.9) 6zdeslikleri kullanilarak

b—=x T —a

= —a+t b—ab (x € [a,b]) (3.1.10)

T

icin

s | ) s

< g [ W@l r@l

— e [ a0 el
+ﬁ /[(b ) — (2 — a)°]|f (@) |dz
T /[( — ) — (b — @) f (@)l de

16



1 b o a at| ¢!
+m/ [(b— ) — (x — a) + (b — a)°]| f'()|da

< N1+N2+N3T+N4
= 20— a)e
= | f'(a ijc‘tf —(b—2)* + (z — a)*]dx
If(a)| + | f/(B)] [ ) )
- (b—a) y[(b_lﬂ) — (l‘—a) ]dm
L, 3 -2+ 1 , ,
= (§+ 4"+1<a+1) _2(04+1)> (b—a)(|f (a)|-|—|f (b)|)

yazilir. Boylece Lemma 3.1.2 ve (3.1.5)” den istenilen sonug elde edilir.

3.2 Beta Fonksiyonlar i¢in Uygulamalar

Bu boliim boyunca o« > 0, p > 3, a = 0, b = 1, I'(a) gamma fonksiyonu ve f(z) =
zP~1 (z € [0,1]) olsun. Bu taktirde |f’|, [0, 1] arahgmda bir konveks fonksiyon olur.

Ayrica
F(()é+1) a ' a—1,.p—1 _ o
St e f0) = § [ (=0 a s = §B(p.0)

ve

a+1) 1ap_2 B o
S —ap W)= 2/0x+ T P

oldugu gozoniine alinarak agagidaki uygulamalar verilir.

Onerme 3.2.1 Teorem 3.1.1den,

QB( )+ o 1 <[1 2% —1 ]< 3

pa— a —_— f— J—

2 TV T S p— 1) 21| = g 2o (e 1))V

elde edilir [13].

Onerme 3.2.2 Teorem 3.1.2'den
oY e! 341 | 1 (2*+1)
B _ < |2 Lo 2T 1,
P Bl o Ty T [4a+1(a 1) T8 sy PV

elde edilir [13].
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3.3 Riemann-Liouville Kesirli integraller Yardimiyla s-konveks
ve s-Godunova-Levin Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard
Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde 6zdesglikler yardimiyla s-konveks ve s-Godunova-Levin fonksiyonlar: i¢in ke-

sirli Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma 3.3.1 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda differansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
f' € Lla,b], 0 < a <1vea< x < bolmak ilizere Riemann-Liouville kesirli integralleri
i¢in

(z = a)[(a + ) f(z) = xf(a)] + (b = 2)|(z + b) f(x) — x[(b)]

b—ay
Dla+1) a o f(g b N
o (e 1)+ e 21 0)
_ (—af 1a°‘ x)f (tw —t)a
- (b_a)Q/o(t +2)f(ta+ (1 - t)a)dt
(b~

(b—a)? /0 (O(1 =) + ) f'(tb + (1 — t)x)dt

esitligi gegerlidir [10].
Lemma 3.3.2 f: [a,b] — R, (a,b) arahginda iki kez differansiyellenebilir bir fonksiyon

ve f" € Lla,b] olsun. 0 < @ < 1 ve a < z < b olmak {izere Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

1 {(50(04+1)+b)f(1‘) —bf) (b(a+1)+$)f($)—xf(a)1

(b—a)2 (b—l’) (I—a)
. (Oz + 1)F(C¥ + 1) x o L . )
(b—a)? <(b — g)atl Jor f(D) + @ =) J&f( )>
- H/ Tz 4+ tb) f (tz + (1 — t)b)dt
+(<§__;;>2 /0 (b(1 — )T+ (1 — t)z) f"(ta + (1 — t)x)dt

esitligi gegerlidir [10].

Simdi teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan agagidaki lemmay1 verelim:
Lemma 3.3.3 A >0, B > 0 ic¢in 6 > 1 olmak tizere
A’ + B < (A+ B)? <2714 + BY)

esitzisligi gegerlidir ([39],[40]).
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Teorem 3.3.1 f : [a,0] € RT U {0} — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a < b olsun. |f'| € L|a,b] ve |f'| s-konveks fonksiyon ise 0 < o <1 s € (0, 1]

ve a < x < b olmak lzere

(r —a)[(a+2)f(x) —xf(a)] + (b — 2)[(x + b) f(x) — 2f(b)]

- ap

[la+1) a o g b N
b (e 10+ G210

(@~ o

<

b—a) | \a+s+1 s+1 [+ s+2) +s—|—1

(b—x)?| [T (a4 1) (s+ 1) T , b . ,
+(b_a)2[( Mot s+2) +S+1>|f(b)|+(a+8+1+8+1>|f(x)|]

esitsizligi gecerlidir [10].

( a @ >|f,<x)|+<ar(a+1)r(s+1) x >|f,(a)|]

Ispat. Lemma 3.3.1, |f’| € L[a,b] ve |f/|'nin s-konveksligi kullamlarak
(z = a)[(a + ) f(z) = xf(a)] + (b = 2)|(z + b) f(z) — 2f(b)]

(b—a)

s (e 0+ G e 20 )|
< B [ vl (- ol

0l b=t sl o+ (- gl
< L2 [ o [elr]+ 00

(b—x)* ' o s| gl s| ¢t
iz [ 01— ) [ELr O+ (1= ol a

(x—a)2< a +Sjl>‘ff<x>|+(GF@“)”S“) “’“)|f'<a>|]

(b—a)® | \a+s+1 I'a+s+2) +3—|—1

(b—x)*| (bl (a+ 1)[(s+ 1) T , b T ,
+(b—a)2 [( Do+ s+ 2) +s+1>‘f<b)’+(a+s+1+s+1>‘f<x)’]

elde edilir. Boylece ispat tamamlamr [10].

Teorem 3.3.2 f : [a,b] € RT U {0} — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir

fonksiyon ve a < b olsun. |f’| € L[a,b] ve |f'| s-Godunova- Levin konveks fonksiyon ise
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O<a<l a<z<bvese(0,1] olmak iizere

(z —a)[(a+ ) f(z) = xf(a)] + (b = 2)[(z + b) f(z) — 2 f(b)]
(b—a)

_F(l()a_*;;) ((m _‘;)al Jo fla) + (b_—l;)alJ;?‘+f(b)) ‘

(z —a)? a t N\ p alla+DI(1—s) . = \,,
= (b—a)2[(a—8+1+1—8>|f(x)|+( P(a—s+2) +1—s)|f(a)|]

(b—x)?| (b (a + 1)T(1 — ) T , b T )
+<b—a)2 [( I —s+2) +1—s>‘f<b)|+(a—s+1+1—3)|f(z)|]

esitsizligi elde edilir [10].

Ispat. Lemma 3.3.1, |f/| € Lla,b] ve |f'|'nin s-Godunova-Levin konveksligi kullanilarak

(z = a)[(a+ ) f(x) = xf(a)] + (b — 2)[(x + b) f(z) — 2 [(b)]

b=
e (g B 10 1)
< H /Ol(ato‘ b )|tz + (1 — t)a)|dt
o= | (b1 — 1)+ )| (15 + (1~ t)a)
< Lo [+ 017w+ 0071 @]
+0= [0 - o+ [ o+ 0 - 071w
- e e e (TR 2 ]
(e o (S e

elde edilir. Boylece ispat tamamlamr [10].

Sonug 3.3.1 Teorem 3.3.1'de x = “T*b secilirse

@+ 0)(47(5) = 1@ = 1) e-ip(a 1 1)
( .

106 —a) b (aJ%b_ Fla) + b2, f(b)) ‘

1 1
< —-M;+ =M.
= 7 1+4 2

olur. Burada M; ve M,

M= <a +Z 17 z(asib1)> |f’(a—2jrb>| * (ar(rozij):f;) 2+ 2(2?1)) (@)
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MQZ(bF(oz+1)F(s+1)+ a—i—b))‘f()’ < b N a+b)>|f<a+b>‘

I'a+s+2) 2(s+ at+s+1  2(s+

seklindedir [10].

Sonug 3.3.2 Teorem 3.3.2'de z = a;b secilirse

(a+b) (4f(7) - )f(a) - f(b)> B 2O£blfg);at11) (aJ%b (a) + bJﬁw (b))‘
< 1N1 + 1Nz
4 4

olur. Burada N; ve N,
le( a N a+b)>‘f(a+b>|+(aF(a+1)F(1—s)+ a+b)>‘f,(a)’

a—s+1 21 I'a—s+2) 2(1—s

NQ:<br(1?2;—1):—(i—12_)8)+2(al+b)>|f()| (a_z+1+2<al+b))|f( b)

seklindedir [10]. Sonug 3.3.1 ve Sonug 3.3.2’den
(a+0) (47 (522) = F(@) = J(B)  9e-1(a 1 1)
4(b— a)  (b—a)et!
1
S me{Ml + MQ, Nl + Ng}

@)+ 073, 0

sonucu elde edilir [10].

Teorem 3.3.3 f : [a,0] € RT U {0} — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a < b olsun. |f’|? € L[a,b] ve |f'|? s-konveks fonksiyon ise 0 < o« < 1 ve

a<:v<b,q>1,%+%zlves€(0,1]olmakﬁzere

(z —a)[(a + ) f(z) — xf(a)] + (b — 2)[(z + b) f(z) — 2f(b)]
(b—a)?

_121(9012)12) ((x —Z)O‘l Jo-fla) + W(}&ﬂb)) ‘
(z = a) <2p1“p . Qp—lxp> z (If’(a)|q + |f’(g;)|q)é

(b—a)? \pa+1 s+ 1
(b—x)2 (27 N O+ @)
+(b—a)2<pog—|—l+2 11:) ( s+ 1 )

esitsizligi gecerlidir [10].
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Ispat. Lemma 3.3.1 ve Lemma 3.3.3 iizerine Holder esitsizligi, | f/|? € L[a, b] ve |f'|”nin

s-konveksligi kullanilarak

(z —a)[(a+ ) f(z) —xf(a)] + (b — 2)[(x + b) f(x) — 2f(b)]
(b—a)?

S (e @+ e )]

(é ~ Z)L /0 (at® + 2)|f/(tr + (1 — t)a)|dt

G | o= ol (1= e

e ([
o (e o
e w)l
+§Z:§§§</012p—1<bp<1 e +xpdt) (/ P+ (1=t lth);

_ <$—a>2<2p‘1a”+2p ) (!f’( )l +|f'( )

IN

IN

VAN

(b—a)? \pa+1 s+ 1
(b—x) (227 NP0+ f (@)
+(b—a)2<poz+1+2 m) ( s+1 )

elde edilir. Burada

|f(a)|? + [ f ()|
s+ 1

Lf/(0)|7 + | f' ()]
s+1

/o1 |f(tz + (1 = t)a)|"dt <

1
/ |f/(tb+ (1 —t)z)|9dt <
0
oldugu kullanilir. Boylece ispat tamamlanir [10].

Sonug 3.3.3 Teorem 3.3.3’de, x = “*b secilirse

(a+b) (zu"(jb)_ a;f(a) - 1) Qi;f(jif) ( e o) (b)) ‘
]
—)? (27 (a0 SO+ ()Y
it e+ ) ()

elde edilir [10].

22



Teorem 3.3.4 f : [a,0] € RT U {0} — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a < b olsun. |[f’|9 € L[a,b] ve |f'|9 s-konveks fonksiyon ise 0 < a < 1,

a<z<b ¢g>1vese(0,1] olmak {izere

(z —a)[(a+2)f(z) —xf(a)] + (b — x)[(x + b) f(x) — 2f(b)]

(b—a)?
s (e 0+ g 0|
< () s G () s

esitsizligi gecerlidir. Burada

a x '\ al'(la+ 1D(s+1) x .
Ylays,z) = (<a+3+1+s+1>|f<x>| +< I'a+s+2) +S+1>|f(a)|)

wlas,1) = ((br<a+1)r(s+1) , )|f,(b)’q+< o >f,(z>>;

I'a+s+2) +3+1 a+s+1 s+1

1
q

seklindedir [10].

Ispat. Lemma 3.3.1 |f/|9 € Lla,b], |f/|? s-konveksligi ve power-mean esitsizligi kul-

lanmilarak
=l )=S0 6 =) ) = /)
s (e 0+ G g 0|
< ((J;:Z))j /Ol(ata +2)|f (b + (1 — t)a)|dt
+EZ:—‘2;2 /Ol(b(l C % )| (b + (1 — t)z)|dt
< ((fg:z))j (/Olw " :c)dt)l_; (/Ol(ata o)t + (1 t)a)|th);
(] (bt o)t (/ (b1 1)+ )|t (1 oalrdr)°
< Lo ) ([ sn@ir@rs a- o)’

1

1—1
q

L=y (/01@(1 —oe s aar) /01<b<1 — O PO+ (1= o1 o))

(b—a)?
() e b () s

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir [10].
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Teorem 3.3.5 f : [a,0] € RT U {0} — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a < bolsun. |f'| € Lla, b] ve |f'|? s-Godunova-Levin fonksiyon ise 0 < o < 1,
a<:c<b,SE(0,1],q>1ve}—13+%:1olmakiizere

(z —a)[(a + ) f(z) —xf(a)] + (b — 2)[(x + b) f(x) — 2f(b)]

_F(a+1) a N
imap (G @+ g

() ) (e ey

)

esitsizligi gecerlidir [10].

Ispat. Lemma 3.3.1, Holder esitsizligi ve | |7 s-Godunova-Levin fonksiyonu kullanilarak

(z —a)[(a+2)f(z) — xf(a)] + (b — 2)[(x + b) f(x) — 2 f(b)]
(b—a)?

_F(éafa)lz) ((x _‘;)a_l J° f(a) + Wﬁiﬂb)) ‘

g_a;/ (at® + )| f'(tz + (1 — t)a)|dt

IN

(b—
= 2/ (1= 4 x)|f'(tb+ (1 —t)x)|dt

o) ([

2

IN

= (/) 0o )(/'“b+ 20)
= [(/ ) X )]
<([er@ps a0 <>\>dt)q

NS x[

/lepdt);]

<( [ 1ror+a-o-iswmna );
= (paail);fx>(€()| |Ji(_)|>

) (e
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elde edilir. Burada p > 1 i¢in Minkowski esitsizligine bagl olarak

(o) = ([ ([)
(/Ol(bu_t)aﬂ)pdt); - </olbp(1—t)padt);+(/olﬂﬁpdt);

esitsizlikleri kullamlmigtir. Boylece ispat tamamlanir [10].

A

Sonug 3.3.4 Teorem 3.3.5'de z = “£® segilirse

(a+8) (a£(52) - f(a) ~/®) i) (.

4(b — ~ (b—a)et!
(( +“+b)( <a7+b>\q+\f'<a>rQ)é
pa+1 1—s
<pa+1

)
) +a+b><|f’( )|q+|f’(“7“’)|q)é

1—s

T2 (@) + 0T 1) )|

Q= l\)

elde edilir [10].

Teorem 3.3.6 f : [a,b] C RT U {0} — R, (a,b) arahginda iki kez differansiyellenebilir
bir fonksiyon ve a < b olsun. |f”| € Lla,b] ve |f”| s-konveks fonksiyon ise 0 < o < 1,
a<x<bvese(0,1] olmak iizere
L[t 1) £ 0)@) bi0) | (blat D)+ 2) ()~ 2f(0)
(b—a)? (b—x) (x —a)

(a+D(a+1) x N b o
G (o 0+ 1)

(b—SL’) L "
(b—a)? (a+s+2 s+2>|f( )
ol (a+2)(s+1) b )
( I'(a+s+3) +(5+1>(5+2))!f (b)!]
(z—a) | (b0(a+2)T(s+1) . )

+(04+Z+2 8+2)|f”( )’]

esitsizligi gecerlidir [10].
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Ispat. Lemma 3.3.2 ve | f”'nin s-konveksligi kullamlarak

1 [(a:(a +1) +0)f(@) =bf() | (bla+1)+z)f(x) - %’f(a)}

(b— a)? (b— ) S
O ) () 4 e @)
< (%_‘5))2 /Ol(xta“ +th)| £ (ta + (1 — t)b)|dt
+ﬁ / (1= 0"+ (1= )| 't + (1 — b))
S ((:_—;:))2 /Ol(xtaﬂ F )l ()] + (1 - 0170 de

(x—a) [* wtl o o
+(b_a)2/0((1—t) b+(1—t)a:)[t (@) + (1 = )% f" ()] | dt

(b—a)?
zl(a+2)(s+ 1) b "
( ['a+s+3) +(s+1)(s+2))|f <b)|]

(z - a)
To=ay

b x "
+(a+s+2+s+2)|f (x)|]

elde edilir. Boylece ispat tamamlamr [10].

bl (o + 2)T (s + 1) x .
( I'(a+s+3) (S+1)(3—|—2))|f (a)l

Teorem 3.3.7 f:[a,b] CRTU{0} — R, (a,b) araliginda iki kez differansiyellenebilir bir
fonksiyon ve a < b olsun. |f”| € La,b] ve | f”| s-Godunova-Levin fonksiyon ise 0 < o < 1,

s € (0,1] ve a < x < b olmak tizere

1 {(I(a + 1) +0)f(@) —bf(b) | (bla+1)+2)f(x) - ﬂff(a)}

(b—a)? (b—z) .

= +(bl )—ng : ((b — e IO+ 1 —ZV*“ Jg_f(a)> ‘
- (e e

. (xr(roz;rf)srilgg o iz 8)6(2 — S)) If”(b)|]

R S

N

esitsizligi gecerlidir [10].
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ispat. Lemma 3.3.2, | f”|'nin s-Godunova-Levin konveks fonksiyon oldugu kullanilarak
’ 1 [(96(04 +1) +0)f(@) =bf() | (bla+1)+z)f(x) - wf(a)]
(b—a)? (b—x) (x —a)
(a+ 1)I'(a+1) x N b N
S (G 0 o)
(b — l’) ! a+1 1"
< m/o (2t 4 tb)| " (b + (1 — £)b)]dt

(x—a) [ at1 RN e
+(b—a)2/0 (1 =8+ (1= t)x)[ f"(ta + (1 — t)x)|dt
(b—x)
(b—a)?

L (@=a) / (1= 0+ (1= D) (] "(@)] + (1= 1)~ ()] )t

(b—a)?

b )
zl(a+2)T'(1 — s) b ”
+( ' )) i <b>|]

IN

/0 (2t +20) (1 f" ()] + (1= )| f"(b)])dt

(b—a)?
I'aw—s+3) (I1—-5)(2—s5

(x—a) | (bl (a+2)(1 —5s) z .,
(b—a)? ( INa—s+3) + (1 _3)(2_S)>|f (a)|

(s o]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir [10].

Teorem 3.3.8 f : [a,b] C RT U {0} — R, (a,b) arahginda iki kez differansiyellenebilir
bir fonksiyon ve a < b olsun. |f"|? € L[a,b] ve |f”|? s-konveks fonksiyon ise 0 < o < 1,
a<xz<b qg>1,s€(0,1] Vel—lj—l—ézlolmakﬁzere
1L [GlatD+b)f(z) —bf®)  (Blat+l)+2)f(z) —2f(a)
(b—a)? (b—x) (x —a)

(a+Dl(a+1) x . b N
(b ay ((b )aﬂ‘]x*f(b”(:c—)w“’m f”>‘

- (b—x)( oP— 1£Cp 2p 1bp) (f” f” )
— (b—a)\(pa+1) p—i—l s+1 s+1

(w—a)(( 2" ta? +2p lﬂ’) (If” alt | |/ )I")

(b—a)?\(pa+1)+1 p+1 s+1 s+1

+

esitsizligi gecerlidir [10].
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Ispat. Lemma 3.3.2 ve Lemma 3.3.3 iizerine Holder esitsizligi, | f”|? € L[a, b] ve | f”|'nin

s-konveksligi kullanilarak

‘ 1 [(56(04 +1) +0)f(z) —bf(b) N (bla+1)+z)f(x) — fvf(a)]
(b—a)? (b—x) (x —a)
(a+Dl(a+1) x N b N

Ba (o a0 g 1)

((:__;))2 /O (@t 4 tb)| f" (tz + (1 — t)b) at

IN

(r—a

) 1 atl AT //a — Bz
+@t;p/Yﬂ—” b+ (1= t)a)| f"(ta + (1 — t))|dt

((::;))2 (/01( n pdt> ( / "t 4 (1= )b >|th)1
+<(Z;E:“C;)Q(/01((1_’5)%“(1 o pdt) ( / F(ta+ (1 - 1) >!th>1
00 ([ grsion )

>< (/ol(tSIfN(x)\q IRy (b)’q)dtf

+%(/01 2P~1((1 — t)PletDgp +(1—t)pxp)dt)p

x(A?fU%mw+mfwru«mwm03

- “‘$>(<2p%f ?1w)i(U%mP+waw>é

(b—a)?\pla+1)+1 p+1 s+1 s+1
Lma (e N (@ @)
(b—a)?\pla+1)+1 p+1 s+1 s+1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir [10].

IN

IN

Sonug 3.3.5 Teorem 3.3.8'de x = “+b secilirse

((a+3b)(a+ 1)+ (a+3b))f(L) —2bf(a) — (a+b) f(a)

b—ay
(a+Dl(a+1)(2%(a+b) 20ty .
G (et e 0+ i T2 1)

! ( (a+ by _+%*w> Cﬂ%“%ﬁ+ﬁ%)l)3

= 20—a)\2(p(a+1)+1) p+1 s+1

TR ( il m+ww>i<u%%%W+U%MW)é
20—a)\pla+1)+1 2(p+1) s+1
elde edilir [10].
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4. BULGULAR

4.1 Riemann-Liouville Kesirli integraller Yardimiyla Quasi Kon-
veks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, Riemann-Liouville kesirli integraller yardimiyla birinci mertebeden tiirevlerinin
mutlak degerleri quasi konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

verilecektir.

Teorem 4.1.1 f:[a,b] — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b

olsun. Eger |f’| [a,b] araliginda quasi konveks fonksiyon ise o > 0 igin

oz 10+ 5] - 1) (411
;& _fl)) o= 1+ o |maa{| £ (@)L, 1F O)I}
esitsizligi gecerlidir [33].
Ispat. Lemma 3.1.1’den
a0+ g @] - 1) (1.12)
< ﬁ [/;2“’ [(b—a)* — (b—2)* + (z — a)*]|f'(2)|dz

+ /a+b [(b —z)*—(z—a)*+ (b— a)a} |f/(l‘)|dx]

2

olur. |f'|, [a,b] kapah arahginda quasi konveks fonksiyon oldugundan z € [a,b] olmak

@)= |7 (=20 + 5=20) | < mar{l7 @1 O))
yazilir. Buradan da
MNa+1) ., N a+b
W[wa(b) + - fa)] - f( 9 ) '
= 20-a - a)° [/ (b= a)* = (0 —2)* + (z — a)*|maz{| ' (@)], If ()]} dz

+ﬁ [(b—2)% = (2= a)" + (b — a)*|maz{| f'(a), If’(b)l}dfff]

- m[/ [(b—a)* = (b— )" + (x — a)*]dz

+L [(b—2)* = (@ —a)*+(b— a)“]dx] maz{|f'(a)[, /' (b)[}

+b

2
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ot a1l 1 0)])
elde edilir. Burada
/2 [(b— a)* — (b—2)° + (z — a)] du
b
- / [(b—2)* — (z — a)* + (b— )] da

oldugu kullanilir. Boylece ispat tamamlanmig olur [33].

Sonug 4.1.1 (4.1.1) esitsizliginde o = 1 olarak alinirsa (4.1.1) esitsizligi (2.1.8) esitsizligine

indirgenir.

Teorem 4.1.2 f:[a,b] — R, (a,b) araliginda differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a < b

olsun. Eger |f’|, [a, b] arahginda quasi konveks fonksiyon ise o > 0 igin

o at+bdb a b
‘H[Jﬁf(b)%ﬁf‘f(aﬂ—%[f(gj + 2]
1 2(1+ 3%+ 1 1 ,
< [Z*wwaﬂ) - <1+ 2)} (b — aymaz{|f' (@), | ()]}

esitsizligi gecerlidir [33].

ispat. Lemma 3.1.2’den

e e )+ g @) - [+ )
. ﬁ[ / 00— 2 ¢ e ] s

o (6= )" — (o — )] |/ (@))da

P L TR TR

b
+[1 [(b—2)* = (z—a)* + (b—a)°] ]f’(x)|dx]
yazilir. |f'], [a,b] araliginda quasi konveks fonksiyon oldugundan

(@) =

b— _
P(=a+ 50| < masllr @l o))
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dir. Boylece

‘F(oz—i— 1)

3a+b a—l—Bb)”
2(b—xz)°

[T F0) + T fla)] = 5| F (55— + 5

< ——i——[/“Ub—@a—w—xw+wx—@ﬂmmﬂfmmuwwhm
[ b= (@ = 0 mar{l S @, | 0o

+/’ (0 = @)" = (= 2)mas{| @], 170}

a,+3b

E A s (1 5 )| - ettt oy

[(b—2)" = (z = a)" + (b= a)*|maz{|f(a), If’(b)l}dﬂf]

sonucu elde edilir. Burada

3a+b
4

[(b—a)* = (b—2)"+ (z — a)*]dz

b a+1
B /‘”31’ (b= 2)" = (@~ a)* + (b~ a)*]dw = (b — )" E + 4a3+1+(aJ:—11) - omltl
/&:b [(b—x)a —(z — Cb)a}daj = /{H: [(x_ a)® — (b—ﬂi)a}dx

— (b a)t! 143+ 1
B qotl(q4+1)  29(a+1)

oldugu kullanilmigtir. Boylece ispat tamamlanmig olur [33].

Sonug 4.1.2 Teorem 4.1.2’de a = 1 olarak alinirsa

< O maalr @1 0))

1 FO5E) + f(52)
‘m/f(t)dt— 4 5 4

esitligi elde edilir [33].

4.2 Beta Fonksiyonlar icin Uygulamalar

Bu béliim boyunca a@ > 0, p > 3, a = 0, b = 1, I'(o) gamma fonksiyonu ve f(x) =
7! (z € [0,1]) olsun. Bu taktirde |f’|, [0, 1] araliginda bir quasi konveks fonksiyon olur.

Ayrica
I'a+ 1)

! «
/ (1—2)* 2P tde = EB(p, a)
0

l\DIQ
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ve

F(Oz ™ 1) a ' +p—2 a
S\FT ) ga _Z atp=24, — %
20— aya o1 (@) 2/0 v T %a+p-1)

oldugu gozoniine alinarak agagidaki uygulamalar verilir.

Onerme 4.2.1 Teorem 4.1.1°den,

1
~ 2(a+1)

1

a a L [a—1+2a1](p—1)

~B —
5 (p,a)+2(a+p_1) ST

elde edilir.

Onerme 4.2.2 Teorem 4.1.2°den

« Q R |
B _
(pr ) + 2@+p—1) 24,1

1 2(1+ 3oft 29 +1

< |b20EYD Dy
4 A4t a+1) 2%(a+1)

elde edilir.

4.3 Riemann-Liouville Kesirli Integraller Yardimyla (a*, m)-konveks
Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde ilk olarak teoremlerin ispatinda kullanilacak olan iki lemma verilecektir.

Lemma 4.3.1 f : [a,b] — R differansiyellenebilir bir fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun.

0<a,mel0,1] ve a < x < b olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integralleri igin

(x —ma)[(a+ ) f(x) — xf(ma)] + (b — mx)[(x + b) f(mx) — x(b)]

(b—a)?
Ta+1) a o £4 b
i (g 1) + e S 0)
_ mma) e e (] D
T (b—a)? /0(t+ ) f'(tx +m(1 — t)a)dt
) e ) Pt (] — B
(b—a)? /O(b(l )% +x) f'(tb+m(1 —t)z)dt

esitligi gecerlidir. Ayrica

ma — a ve mb — b i¢in bu Lemma, Lemma 3.3.1lin 6zel bir durumudur.

ispat. Ik olarak

M 1 at* + ) f (tx + m(1 — t)a
I O=E /O(t + ) f'(te + m(1 — t)a)dt
—(b—mx)Z 1 —t)*+a)f m(l —t)z
B _ap /O(b(1 O+ ) f(tb+m(1 —t)z)dt
S (4.3.1)
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yazilir. Daha sonra kismi integrasyon yardimiyla

L = (agb__”;?f /Ol(at“ +2)f'(tz +m(1 — t)a)dt
_ (x(b—_n;?Q)Q [(ata + ) (f;t:_v ;;;r)z(l — t)a) :_ /01 aat®! f((;x_+mr;;§1 —t)a) dt}
_ (fgb__”;;)z <(“ + z)é(f)n:a:;f(ma) - (m iw;m /01 (e 4+ m(1 — t)a)dt)
- el e [ )
_ (= ma)[(a&ri)ég x) — z f(ma)] (b_;) Ezj:)j@a T f(a) (43.2)

ve benzer sekilde

I, = %/0 (b(1 =) 4+ x)f (tb +m(1 — t)x)dt
_ (b—ma) {(5(1 — ) 4 2)f(tb+m(1 —t)z)|'
(b —a)? (b — mx) 0
Y (ba(1 = )N f(th + m(1 — t)x)
| (b= ma) g
_ <v—mmV(Kmfw>—aw+@mem
(b —a)? (b — mx)

ba(b — mx)?

o= a2 —ma) /o (1= f(tb+m(1 — t)x)dm)

(b ma @) - Gt fma)] e fr b7\
. (b~ a)*(b — ma) +<b—avu£w(b—nm) Jndr
(b—ma)[() f(b) ~ (b+ )f(mz)]  bL(at1)

(b — a)? T b= a)2(b— mx)e o f(b)  (4.3.3)

olarak bulunur. (4.3.2) ve (4.3.3) esitlikleri (4.3.1)’de yerine yazlarak
(b

(x —ma)[(a +x)f(x) — 2 f(m a)] — ma)[(b+x)f(mz) — xf(0)]
—a)?

_ MNa+1) a o f(g b N
A D (e i @)+ G 2 £10)

ma) (b —mzx

I =

istenilen sonug elde edilir.

Lemma 4.3.2 f : [a,b] — R, iki kez differansiyellenebilir bir fonksiyon ve f” € L[a,b]

olsun. 0 < a, m € [0,1] ve a < z < b olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integraller
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icin agagidaki esitlik,
1 {(x(oz +1)+b)f(x) — bf(mbd) N (bl + 1) + ) f(mzx) — xf(a)]

(b—a)? (mb — x) (mz — a)
_(a+1)F(a+1) I~ . # .
(b—a)? ((mb —x)otl e 1(0) + (mx — a)ot! S [ ))
- G [ - o
+ ff__j;l /0 (b(1 = 1) + (1 = t)a) /" (ta+ m(1 — t)z)dt

egitligi gecerlidir. Ayrica, ma — a ve mb — b i¢in bu Lemma, Lemma 3.3.2'nin 6zel bir

durumudur.

ispat. Ik olarak

_ (I—mb) ' a+13§ "t 4 m(l —
[ = —(b_a)2/0(t ) [ (b + m(1 — O)b)dt
o (a—mac) 1 e AT " a m — )
- /O(b(l D+ (1= B)2) f(ta + m(1 — t)z)dt
— L+, (4.3.4)

yazilir. Kismi integrasyon yardimiyla

o (:L‘ _ mb) ! a+1x " T m(l —

I; = b a? /0 (t +tb) f"(tz + m(1 — t)b)dt
(= mb) [t 1) ' (tr + m(1 — t)b) |
 (b—a)? [ — mb) 0

(
/f’tx—i—m —t)b ((a+1)t“m+b)dt}
( _
1

b)
B m(zﬁ §)< 2 - (b—a)? /0 ((a+ 1)t + b) f'(tx +m(1 — t)b)dt

_ (@b f(=) <(l“(0é + 1) +0)f(x) - bf(mb)
(b —a)? (x —mb)(b— a)?

ala+ 1)z T —mb\* 1
+(Q} —mb)(b— a)? /mb (:C — mb) f(T)x — mde)
(z+0)f'(@)  (zla+1)+b)f(z) = bf(mb)
(b—a)? (mb —x)(b— a)?
2@+ DlM(a+1)
(b —a)?(mb — x)o+! TS 0) (4.3.5)
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ve benzer sekilde

I, = %/o (1 =)*"o+ (1 —t)x) f"(ta + m(1 — t)z)dt
(@ —ma) {((1 — )b+ (1 —t)z) f' (ta +m(1 — t)x)
(b—a)
B /1 (@ + 1)1 =)+ ) f (ta +m(1 — t):z:)dt}
(@ = ma)[(b+ z) f'(mz)]
(b—a)
_(a—ma) /1 ((a+ 1)1 =t)*b+x)f (ta +m(1 — t)x)dt
(b—a)? J, a—mx
_ _bto)fime) ((»Tf(a) — ((a+1)b+x)f(mx))
(b—a)? (b —a)?(mx —a)

(a(a+1)b @ a—7\! 1
+(b—a)2(a—m:c) /mz (a—mx) f(T)a—mxdT)
(b+x)f'(mz)  (2f(a) = (o +1)b+ ) f(mz))
(b —a)? (b —a)?(mx — a)
bla+ 1)I(a+1)

= ) mz — J* f(a) (4.3.6)

1

a — mx 0

olarak bulunur. (4.3.5) ve (4.3.6) esitlikleri (4.3.4)’de yerine yazilarak

o 1 (x(a+1)+0b)f(x) —bf(mb) (bla+1)+z)f(mz) —xf(a)
L= (b—a)Q[ (mb — ) + (mz — a) 1

(a+ Dl (a+1) x N b o fg
(b o CL)2 ((mb o (E)a"'l Jm+f(b) + (mx o (I)a'H Jm*f( ))

istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.3.1 [0,00) C [ olacak gekilde I, R’de bir agik aralik, f : I — R, I°de
differensiyellenebilir bir fonksiyon, ma,mb € I, 0 < a < b < oo ve f’' € L[ma, mb] olsun.
Eger | f'|, [ma, mb] arahginda («*, m) konveks fonksiyon ise (a*,m) € [0, 1] x (0, 1] olmak
uzere a > 0 igin

[(x —ma)(a + 2)f(x) — 2 f(ma)] + (b — max)[(x + b) f(mz) — xf(b)]
(b—a)?

o (e 10+ g 20

(x — ma)? a T /
(a+a*+1 +a*+1)|f(ac)|

<
- (b—a)f
am am Tm ,

+(oz—|—1 a+a*+1+xm oz*+1)|f(a)|]
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N (b — mx)? [(bF(oz + 1) (a* +1) x

[a+a*+2) + a* + 1)|f/(b)|

b= ap
bm bmI(a + 1)I(a* + 1) T /

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.3.1 ve |f'| 'nin (a*, m) konveksligi kullamlarak

(x —ma)l(a+x)f(x) — xf(ma)] + (b — mz)[(x + b) f(mz) — x[(b)]

(b — a)?
_F(é()‘_z)lz) ((w ga)a o fla )+Wjj+f(b))‘
< (fb__”;;l) / (at® + )| f'(tz + m(1 — t)a)|dt
bb__ﬂ:f /1 (1 =) +2)|£/(th + m(1 — t)z)|dt
< %;j?Q/Wﬂ+@PaV(ﬂ+mﬂ—WWf@@ﬁ
b_m$iA 0%+ ) [l )+ 1 — ) o)
< b_a Ua (at® + )t |f'(« |dt+/0 (ato‘+x)m(1—to‘*)]f’(a)\dt}
bb__”;x UO (1= 1) + )t | f/(b)|dt
+ [ -0+ o )]
_ (z—ma)? a
- (b—a)p (Oé+oz*+1+a +1)’f( )
+(O&+1_Oé+a*+1+xm a*+1)|f/(a)‘]
(b—mz)? | (b0 (a+ DI (a* + 1) z )
T e [( [(a+ o +2) a*ﬂ)!f(b)\
bm bml(a+ D (a* 4+ 1) T /
+(a+1_ I(a+a*+2) +xm_a*+1)’f(x)|]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.3.1 Teorem 4.3.1, (o, m) = (1,1) ve x = %£* segilirse

(a+0)(4F(4£2) - f(a) - 1))
10— a)
St (s vz )

(w0 (- s )
A (e o (- e ) )

esitsizligi elde edilir.

1
4

Teorem 4.3.2 [0,00) C [ olacak gekilde I, R’de bir agik aralik, f : I — R, I°de
differensiyellenebilir bir fonksiyon, ma,mb € I, 0 < a < b < oo ve [’ € L[ma, mb] olsun.
Eger |f'|, [ma, mb] arahginda (a*, m) konveks fonksiyon ise (a*,m) € [0,1] x (0,1], a > 0

olmak tizere 113 + % =1veqg>1i¢gn

(x —ma)((a + 2)f(x) — xf(ma)] + (b — mz)[(z + b) f(mz) — xf(b)]

0 ap
’{&230x7QwaT)+@?%ﬁﬁﬁ“@N

)
e (2 (5 -2

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.3.1 ve Lemma 3.3.3 iizerine Holder esitsizligi ve | f/|%nin (a*, m)-konveks

fonksiyonu kullanilarak

(x —ma)(a+x)f(x) — xf(ma)] + (b — mx)[(x + b) f(mx) — xf(b)]

(b—a)?
Dla+1) a N b o
o (10 s 2100)
@—map 1o o
< W/0 (at® + )| ' (tx + m(1 — t)a)|dt
(b —mz)?

+ETE;A(Wfﬂ“+MfM+mO—ﬂMW

< %(/Ol(ata%—xpdt) (/ 'tz + m(1 - t)a )|th)1
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+%(/{j(b(1 £e +mpdt> (/ |f(tb + m(1 — t)e )|th)

% ( /0 e xp)cﬁ) p
X</JVW”@”+mu_wamwwﬁé

0

+—<lzb__”:)”2>2 ( /0 (1 — e :vp)dt) %

X<Al%mﬂwﬁ+ma—wwfmwhﬁé

:<x_mm(w4w+?4ﬂ)(v%nawwﬂww mH(W)

IN

(b—a)®> \pa—+1 *+1 a* +1
(b—max)® (207100 L\ (L)) e U (@)
" (pa+1+2 1;5) ( SO bl @) - )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.1 Teorem 4.3.2°de (a*,m) = (1,1) segilirse

(z —a)[(a+2)f(z) —xf(a)] + (b — 2)[(z + b) f(x) — 2f(b)]
(b—a)?

D (e @+ )]

@—GV<W*W+QP%OpCf@W%JfWW)é

(b—a)®> \pa+1 2 2
(b—z)2 (27 N[O |f (@)
+(b—a)2<poz—i-1+2 1x) ( 2 + 2 )

s = 1 i¢in Teorem 3.3.37in 6zel bir durumu elde edilir.

Teorem 4.3.3 [0,00) C [ olacak gekilde I, R’de bir agik aralik, f : I — R, I°de
differensiyellenebilir bir fonksiyon, ma,mb € I, 0 < a < b < oo ve f € L[ma, mb] olsun.
Eger | f'|, [ma, mb] arahiginda (o, m) konveks fonksiyon ise (a*,m) € [0, 1] x (0, 1] olmak
uzere a > 0 ve ¢ > 1 i¢in

(z —ma)[(a +2)f(x) — xf(ma)] + (b — mx)[(x + b) f(mx) — xf(b)]
(b—a)

oo (o i@aﬂgﬂ’+ﬁiﬁﬁfﬂﬁﬂmﬂ

< bt (o) om0 )
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esitsizligi gecerlidir. Burada

sam) = | (g 4 = I
+(a+1 a+ o +1+ ma*x?:l)lf,(a)q];
slovma) = | (Ta DD 2 Y e
+( - e e - P >r
seklindedir.

Ispat. Lemma 4.3.1, iyi bilinen power-mean esitsizligini ve |f/|’nin (o, m)-konveksligi

kullanilarak
(x —ma)[(a+x)f(x) — 2f(ma)] + (b — mx)[(x + b) f(mz) — xf(b)]
(b—a)?
Dla+1) a o g b N
b (a5 10 g2 10))|
(x —ma)* [, : B
< G /0 (at® + )| f'(tx + m(1 — t)a)|dt

(b —mz)?

+

1 [ a0 ol m - gl

1 =

(ﬂ(fb—_”;;lf (/Ol(at“ + x)dt) o (/Ol(fzt“ + )| f (th+m(1 — t)x)|th) ;
N (lzb—_”;g (/01(5(1 — 1)+ m)dt) o 7

X (/Ol(b(l — ) +x)|f (tb+m(1 — t):z:)|th> '

i ([t o) |

<( [ s ip e m - i)

=

x (/Ol(b(l — o) [ @)+ (1 - t“*)|f’(x)yq])

~ S (o e (t

elde edilir. Boylece istenilen ifade elde edilmig olur.

IN

IN

1-1 1-1
+ x) qw(a,m, r) + T+ $) w(a, m, )
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Sonug 4.3.2 Teorem 4.3.3'de, (a*,m) = (1,1) ve z = %£2 secilirse

(a+0) (4 (#£2) - f(a) - /(1))

2
A(b—a)
20710 (o + 1) N
T —a) ‘]a+b ()+b<]a+b+f(b)
1/ a a+b\' 1/ b a+b\'
Z(Oz—i—l—i_ 9 ) w<057m7$)+71(06—+1+ 9 ) W(O‘am7x)
elde edilir. Burada
B a—l—b ,(a+bye
) = (e (et
a+b 0 \1g g
+(a+1 a+2 1 )'f(“”]
wlaym,z) — (bra+3 “”)|f<>|
1
N bl ( a+1)+a+b ,(a—i—b)q !
a+ 1 I'(a+3) 4 2

dir.

Teorem 4.3.4 [0,00) C I olacak sekilde I, R'de bir acgik aralik, f: I — R, I°’de iki kez
differensiyellenebilir bir fonksiyon, ma,mb € I, 0 < a < b < oo ve f” € L[ma, mb] olsun.
Eger |f"|, [ma, mb] araliginda (a*, m) konveks fonksiyon ise (a*,m) € [0, 1] x (0, 1] olmak
uzere a > 0 igin
' 1 [(x(a+1)+b)f(:z:)—bf(mb)+(b(oz+1)+m)f(mx)—xf(a)]
(b—a)? (mb — x) (mx — a)

(a+DP(a+1) x . b N
G (= a2 10+ 2100

(x — mb) x b "
(b—ay (a+a*+z+a*+2)|f (@)

mx mx bm 9
+(oz—|—2 oz+oz*+2+ 2 *+2)|f()|]

+(a—mx) [(br(a*+1)r(a+2)+ v o +2>|f/’( )|

(b—a? |\ Ta+a +3) o +1
bm__bmle’+ D@ +2)  me  me | me ),
at2  T(ata +3) 2 o+l a2

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. Lemma 4.3.2 ve |f”|'nin (o, m)-konveksligi kullanilarak

' 1 {(m(a+1)+b)f(x)—bf(mb)+(b(a—l—l)—irx)f(mx)—:cf(a)]
(b—a)? (mb — x) (mx — a)

(a+DP(a+1) x N b o f(g
G (G O+ G 210 )

< % /Ol(xt““ + tb)| " (tx + m(1 — t)b)|dt
+% /01((1 — )Mo+ (1 — t)a)|f" (ta + m(1 — t)z)|dt
< L) [t ) e )] 1= ) 0]
O L1+ (00 [ )]+ 1= ) )
- (é:;n)g) (a+§* a2 Oz*l:-2> £ @l
+(aﬂf2 Ca +7Zf+ 2" bTm - afﬂj:2) |f”(b)|]
o (e ) o
(s ety ) e

istenilen egitsizlik elde edilir.

Sonug 4.3.3 Teorem 4.3.4°de, (a*,m) = (1,1) ve z = “£2 secilirse

‘ ((a+3b)(a+ 1) + (a+3b)) f(4£2) — 2bf(a) — (a + b) f(a)
(b—a)’

(a+ 1D (a+1) [ 2%(a+0b) 20ty .
e e RS e S D)

QW{b)(ai3+g)f(a;%)+<ai2_aig+g)V%W]

L1 [(bF(a+2)+a+b)|f,,<a)|+( b bF(a+2)+a+b>

r(457)

2a—10) [\ D(a+4) 12 a+2 T(a+4) 12
elde edilir.

Teorem 4.3.5 [0,00) C I olacak sekilde I, R'de bir acgik aralik, f: I — R, I°’de iki kez
differensiyellenebilir bir fonksiyon, ma,mb € I, 0 < a < b < oo ve f” € L[ma, mb] olsun.

Eger | f”|, [ma, mb] arahginda (a*, m) konveks fonksiyon ise (a*, m) € [0,1] x (0, 1] olmak
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ﬁzerea>0,%+§:1veq>1igin

‘ 1 [(az(a+1)+b)f(x)—bf(mb)+(b(a+1)+x)f(mx)—xf(a)]
(b—a)? (mb — x) (mx — a)

(a+DP(a+1) x N b N
(b o CL>2 ((mb o I)O"H Jac+f(b) + (mx o a)o‘+1 Jx f( ))

(b—a)? a+1)+1 p+1 ar+1 a—i—l

| (a—ma) ( ( 2y 2p1xp)i (If”(a)lq P m|f"<x>|q>i
b

(b—a)? a+1)+1 p+1 a*+1 ar+1

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.3.2 ve Lemma 3.3.3 iizerine Holder esitsizligi ve | f”|7nin konveksligi

kullanilarak

‘ 1 [(m(a—i—l)—l—b)f(x)—bf(mb)+(b(oz+1)+x)f(mx)—xf(a)1
(b—a)? (mb — x) (mx — a)
(a+DI(a+1)

e T

S J0) + Gt 110 )

(max

< L) [t ) om0 - 00
6= [ (1= 0+ (= )]+ m( — D
=0 <m+w>pdt>;</; s+ mt -9 )
R ([ (0mrmsomafa) ([l onoofin)
) ;

(é: Z”L)l;) ( /0 o1 (grgplect) +tpbp)dt)

X (/01 1 @I+ (1 ta*>!f”<b>|"] dt);

)

<[ [E 1@+ w1 ) )] dt)‘l’
T (L s 8P

<a—m:c>( 21y +2”‘19€p)’1’(\f”(a)\"+m|f,,(x)|q m| f"(« W)q

(b—a)®> \pla+1)+1 p+1 a* +1 a*+1

_|_

istenilen egitsizlik elde edilir.
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Sonug 4.3.2 Teorem 4.3.5°de, (o*,m) = (1,1) segilirse
’ 1 {(96(04 +1) +0)f(@) =bf() | (bla+1)+z)f(x) - wf(a)]

(b—a)? (b—x) (x —a)

(a+Dl(a+1) x N b o fla
G (o 0+ 1)

oG ) (5 )]

| e 2“1“’“)37 G |f~<2x>|q>é}

(b—a)?|\pla+1)+1 p+1 2

s = 1 Teorem 3.3.8’in 0zel bir durumu elde edilir.

Teorem 4.3.6 [0,00) C I olacak sekilde I, R'de bir acgik aralik, f: I — R, I°’de iki kez
differensiyellenebilir bir fonksiyon, ma,mb € I, 0 < a < b < 0o ve f” € L[ma, mb] olsun.
Eger | f”|, [ma, mb] arahginda (a*, m) konveks fonksiyon ise (a*,m) € [0,1] x (0, 1] olmak

uzere a > 0 ve ¢ > 1 i¢in

‘ 1 [(m(ajtl)—l-b)f(x)—bf(mb)+(b(a+1)+x)f(mx)—xf(a)]

(b—a)? (mb — x) (mx — a)
_(a + DI (a+1) < T _ o F(B) + #Jo‘ f(a)>

(b—a)? (mb — x) (mx —a)ott " *
(x —mb) ([ x b\ (a — mx) b 2\
S -ap2 <a+2+§) leawm o)+ 5 (a+2+§) wlamz)

esitsizligi gecerlidir. Burada

b
vams) = | (st g @D

+( mx m__ mb  mb )|f’(b)|q] a

a+2_a+a*—|—2 2 a* +2

B bl (o + 2)['(a* + 1) @ g
w(a,m,x) = [( Mot +3) +0z*+1 a*+2>|f(b)|

1

mb__mbl(o 490 1) me mema Y
at2  Tlato +3) 2 a'tlate2

dir.
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Ispat. Lemma 4.3.2, iyi bilinen power-mean esitsizligi ve | f”|7nin (o, m)-konveksligi

kullanilarak

‘ 1 [(x(a%—l)—i—b)f(m)—bf(mb)+(b(a+1)+x)f(mx)—xf(a)]
(b —a)? (mb — x) (mx — a)

(a+Dl(a+1) x N b N
i (G O+ G e 210 )

< Lot [t ) e m - D)
HOm ) [ (1= 0+ (0 )] o+ m(1 — D)
< Lo /Olta“mtbdt)l_é( JRGEREC f”(tx+m(1—t)b>\th);
o= 7;3)( [ - >a“b+<1—t>x>dt)l_;
><< —t)*Mb+ (1 - 1) )f”(ta+m(1—t)$)‘th)q
([ )

X (/0 (a4 tb) [ta*\f”(x)\q +m(l - ta*)|f”(b)]‘1] dt);

+%</01((1 — 1)+ (1 - t)x)dt)l '

9 ( / (1= 074 (1 ) [t O+ (1~ 27 )] dt) q

- () emo (2R D) e

olur. Boylece istenilen esitsizlik elde edilir.

Sonug 4.3.4 Teorem 4.3.6°de, (a*,m) = (1,1) ve x = %t secilirse

((a+3b)(a+ 1)+ (a+3b))f(L) — 2bf(a) — (a+b) f(a)
(b—a)?

B (a+ 1) (a+1) ( 2*(a +) J%”C(b) © 2a+)2+1 ‘]g;b‘f(a)> ‘

(b—a)? (b —z)ott
(a—10) a+b b -4 (a— D) b a+b 1-2
< 2(b—a)2<2a+4+§> (o, m,x) + 20— a)? (a—i—2+ 1 ) w(a, m, )
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elde edilir. Burada

q

w(a7 m’ x) -

1(45)

a+b —l—é
20+6 3
1

a+b a+b b !
o -t +g)|f’<b>\q]

2a+4_2a+6

w(a,m,z) = [(bg(fjj))—l-a;;b)vl(bﬂq
(T )l

dir.

4.4 Uyumlu Kesirli integraller Yardimiyla Quasi-Konveks Fonk-
siyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde quasi konveks fonksiyonlar i¢in uyumlu kesirli integraller yardimiyla Hermite-

Hadamard esitsizlikler verilecektir.
Lemma 4.4.1 f: [a,b] — R, (a,b) arahginda differansiyellenebilir bir fonksiyon ve a,b €
R, a < b olsun. Eger f' € La,b] ise & >0, n=0,1,2,... igin

Va(a,b) (4.4.1)

- _(bl;(sam{/oll?t(n%—l,a—n)f’ (ta+(1—t)3a2_b) dt

! b b
—/ 31t(a—n,n+1)f'(t3aT++(1—t)“; )dt
0

b b
a—21— a+3)dt

+(1—-1)

a—+ 3b

—i—/OlBt(n—i-l,a—n)f’ (t

1
_/ By (a—n,n+1)f (t +(1— t)b) dt}
0
olur. Burada By(.,.) tamamlanmanug beta fonksiyonu ve

U, (a,b)

— %{B(nﬂ,a—n) (f(a)+f<a;rb>)

+Bla—n,n+1) (f (a;b) +f(b)> - Zﬁ_;;i

X (Igf (3a:b)+l(ja4+bf (a;b) +L:T+bf (ang)JrI;tgbf(b))}

45

dir [32].



ispat. Ilk olarak u = ta+ (1 —

Py

) 3a+b

_(bl_Ga)O‘/O Bin+ 1,0 —n)f’ (ta+(1—t)3ajb> dt
—(b—a)a f(ta+(1—t)3“T+b) 1
N

o
4

o
4

) (e

4

_(_b i a> /01 A <ta +(1- t)Saé;F b) dt]

B(n+1,a—n)f(a) — /0 t"(1—t)> " (ta+ (1—1¢)

B(n+1,a—mn)f(a)

3a+b

B(n+1,a—mn)f(a)

3a+b

_%%/ ' (U - 36‘; b>n (u— a)“_”_lf(u)du]

% Bn + 10— n)f(a) - ‘(ﬁ_;ﬁugﬁ (Sajb>,
(b 16) /Olgl_t(a—n,n—i-l)f/(t?)ajb (1_t)a—2|rb>

(b— a)a £ (1 - )|

T By (a—n,n+1) 4 (=5) 2 0
bfa B le(t?) ;b)dt]
(b—lﬁa) a—nn+1f<a+b)

<bi> (b—a) (
() (e

%B(a—n,n—l—l)f (CH—b) —

o)

)a - lf(u)du

ad®1n)

(b—a)®

3a+b

2
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ve

olarak bulunur. Buradan da bu 6zdeslikler taraf tarafa toplanarak istenilen sonug elde

edilir.

Sonug 4.4.1 Eger (4.4.1) esitsizliginde aw = n + 1 segilirse, bu takdirde Lemma 4.4.1 [35]

Dy

o o 1
(b a)a/ Byn+1.a—n)f ta+b (1—t)a+gb>dt
6 J, 4
(b — patb o _ pyatany |t
(b—a)a Bi(n+1,a —n) (13 +(7 )*7)
16 (“7") .

+<bfa) /01 (1 — ) f <ta;rb +(1 —t)azg’b) dt]

—(b—a)a a+b 4
—T B(n—i—l,a—n)f( 5 )(a—b)
4

(b—a) ag(“‘az%)n((aiw)n((aib))a_n—l

x (a —; b u) o T f b)f(u)du]

+

o 1
_ W/O Biy(a—nn+1)f (taz3b+(1—t)b) dt

_ —16a)a Bi_i(a—n,n+ 1)f G (;b()l —1)b) O
— f - /Olt”(l —gyan-ly (ta Zgb +(1- t)b) dt]

_ (b—a) 4

= 15 B(a—n,n—i—l)f(b)b_a

() e
« (b . G>H_1 (u _a Z%)a_n_l f(u)du]

O{4a71n! a+3b

b —a)

- %B(a —nn+1)f(b) —

‘deki Lemma 2.1’e indirgenir.

Teorem 4.4.1 I, R’de bir aralik olmak iizere f : I C R — R, I°’de differansiyellenebilir
bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'|?, [a,b] araliginda quasi-
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konveks fonksiyon ise g > 1, % + é =1,a>0,n=0,1,2,... ve By(.,.) tamamlanmamig

Beta fonksiyon olmak iizere

[Wa(a,b)] 1 (4.4.2)
0= gt ) w70

16
+ (/01 |By (e —n,n+ 1)|pdt>pmax{ 1 (?MZ_ b) q,
1 : q
+ (/0 \Bt(n+1,a—n)]pdt) max{ f (a;—b) f (CLZ%)
1 5 q 7
+ (/0 |By (e —n,n+ 1)|pdt> max{ I (a—;3b) ,|f’(b)|q} ]

esitsizligi gecerlidir.

q
< ;

Ispat. Lemma 4.4.1, Holder esitsizligi ve |f/|“nin [a, b] araliginda quasi-konveksligi kul-

lanilarak

[Wa(a,b)|
(b—a)a
16

IA

! b
/Bt(n—l—l,oz—n) f’(ta—l—(l—t)g)az_ >'dt
0
! b b
+/ Biila—n,n+1) f’(z?’“j +(1—7¢)“*2r )‘dt
0

f <ta;b+(1—t)az?’b>‘dt

£ <taz?>b +(1 - t)b) ' dt]

</ 'B*”“va—n>|pdt)pmax{|f’<a>|q, Iz (3ajb) }
0

([ 1o nocvra) el (50 (55}

+(/ol|Bt("+1’0‘—”)|pdt)pmax{ f (a;b) " (a—z{%b) q}q
f (ang) q,!f’(b)\Q};]_

1
1 P
+ (/ |Bi_t(0 —n,n + 1)]pdt) max{
0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.4.2 (4.4.2)’de esitliginde o = n + 1 olarak segilirse bu takdirde Teorem 4.4.1
[31]’deki Teorem 2.3 indirgenir.

1
—|—/ Bi(n+1,aa—n)
0

1
+/ By (o —n,n+1)
0

(b—a)x
16

VAN
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Teorem 4.4.2 I, R’de bir aralik olmak iizere f : I C R — R, I°’de differansiyellenebilir
bir fonksiyon, a,b € I, a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'|?, [a,b] araliginda quasi-
konveks fonksiyon ise ¢ > 1, « € (n,n+ 1], n = 0,1,2,... ve B(a,b) tamamlanmamig

Beta fonksiyon olmak iizere

T (a, )| (4.4.3)

b_ ) L 1 1
< boaa 16“)O‘<B(n+1,a—n+1))1q(B(n+1,a—n+1))q (KHK;)

1 1 1 1
(Bln+2,a—n)" 3 (Bn+2,a —n))h (K; +K:) |

esitsizligi gecerlidir. Burada

K= wax {7 | () }
K, — max{f’(gajb)q, f,<a—2|—b> q}’
= a7 (450) [ (257) ]
Ky = wae{|r (2o

dir.

Ispat. Lemma 4.4.1, power-mean esitsizligi ve | f/|¢'nin [a, b] arahginda quasi-konveksligi

kullanilarak

[Wa(a,b)l
(b—a)a
- 16

1
/Bt(n—f—l,a—n) f’(ta—l—(l—t)gajb)‘dt
0
1
+/ By i(a—n,n+1) f’<t3a+b+(1—t)a+b>‘dt
f <ta;b+(1—t)az?’b>’dt

I (ta ng +(1— t)b) ‘ dt]

1
+/ Bi(n+1,a—n)
0

1
+/ By (o —n,n+1)
0
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< M[(/ﬂlBt(n—i—l,a—n)dt) ‘

X

+

+

L ST ST ST o o~ o

X

1
+

(
()
<
()
(f
(

« (/ Bl_t(a—n,n+1)max{

0

Bi(n +1, a—n)max{]f’(a)\q,
1—
By (o —m, n—i—l)dt)

By (o —n, n—l—l)max{

Bi(n+1, oz—n)max{

171

"
() )
(=) )
o} ]

,(3a+0b
r(*57)

q

Q=

Q=

Y

,(3a+0b
()
,(a+0\]|?
()
, (a+3b
()

1—1
Bi(n+ 1, a—n)dt)

Y

1—-1
By n,n+1)dt)

yazilir. Ote yandan beta fonksiyonun 6zellikleri ve kismi integrasyon kullamlarak

1
/ Bi(n+1,a —n)dt
0

1
/ By (e —n,n+1)dt
0

1
Bi(n+1,a—n)t

1
—/ t"(1 —t)* " tdt
0

0

B(n+1l,a—n)—B(n+2,a—n)
Bln+1la—n+1), (4.4.4)
By (o —n,n+ 1)t‘; + /01 (1 — )" edt

1
/ "1 — )t
Bo(n +2,a—n) (4.4.5)

yazilabilir. (4.4.4) ve (4.4.5) esitlikleri yukaridaki esitsizlikte kullanilirsa istenilen sonug

elde edilir.

Sonug 4.4.3 (4.4.3) esitsizliginde « = n+1 olarak alinirsa Teorem 4.4.2, [31]’deki Teorem

2.1’e indirgenir.
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4.5 Ustel Cekirdekli Kesirli integraller Yardimiyla
Harmonik Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard
Esitsizlikleri

Bu béliimde boyunca a € (0,1) i¢in A = 1=222¢ olarak almacaktur.

Teorem 4.5.1 f : [a,b] — R bir fonksiyon, 0 < a < bve f € La,b] olsun. Eger f, [a,b]
araliginda bir harmonik konveks fonksiyon ise tistel ¢ekirdekli kesirli integral operatorleri

icin

1(558) = ey 10w (5) <0 (5)] 6

fla) + f(b)
- 2

esitsizligi gegerlidir ve g(x) = 2'dir.

Ispat. f, [a,b] arahgmda bir harmonik konveks fonksiyon oldugundan her z,y € [a, b]

icin
f(2m0 ) f@)+ 1)
z+y/) 2
ab ab [
dir. © = i ¥ = mriop 6in
ab ab
/ 2ab \  _ f <tb+(1—t)a> +f (ta-‘r(l—t)b) (45.2)
a+b) — 2 o

yazilir. Buradan (4.5.2) esitsizliginin her iki tarafi exp(—.At) ile ¢arpilip, daha sonra [0, 1]

tizerinde t’ye gore integral alinirsa

/0 1 f (fibb) exp(—At)dt
Ay R A (e G, 1

esitsizligi elde edilir. Boylece g(x) = + olmak tizere

21— ecap(~A) , ( 2ab )

A a+b

5 () () (2 ()

1

et (5 (-0 %)} () o

o1




_ baﬁaa [ééiexp{—l;a (5_%)}f (é) o
+é/jexp{—1;a G_S)}f(é) dS]
- () )

yazilir. Dolayisiyla birinci egitsizlik ispatlanmig olur.

(4.5.1) esitsizliginin ikinci tarafinin ispati igin ilk olarak f, [a,b] araliginda bir

harmonik konveks fonksiyon ise ¢ € [0, 1] olmak tizere,

F(riess) <0+ 0= 05

ve

(=) <@+ =00

yazilir. Buradan da bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

Haram )+ (i) < f@ -+ 50 (153

olur. Daha sonra Burada (4.5.3) esitsizliginin her iki tarafi exp(—.At) ile ¢arpilip, daha

sonra [0, 1] iizerinde t’ye gore integral alimrsa

/01 exp(—At)f (ﬁ) dt + /01 exp(—At) (fﬁ) dt
< [f(a) + f(b)] /Oleip(—At)dt

elde edilir. Esitsizligin birinci tarafinin ispatindaki benzer argtimanlar kullanarak

11—«
(1 —exp(—

5 [0 (5) + 5000 ()| < @+ 500

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.6 Genellestirilmis Kesirli integraller Yardimiyla Harmonik
Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

Simdi, Raina [28] ve Agarwal ve arkadaglar1 [1] calismalarindan faydalanarak genellegtirilmig
kesirli integral operatorleri yardimiyla harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligini verelim.

52



Teorem 4.6.1 f : [a,b] — R bir fonksiyon, a < b, a,b € I ve f € L|a,b] olsun. Eger
f, [a,b] araliginda bir harmonik konveks fonksiyon ise genellegtirilmig kesirli integraller

operatorleri i¢in A > 0 ve g(z) = 1 olmak {izere
2ab
/ (a + b)

(biba)A zf;Hl[zlu (=) Tiaealton)(5) 4 T getion ()]

< (M) (4.6.1)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. ¢ € [0,1], icin « = olsun. f, harmonik konveks fonksiyon

ab _ ab
wr(l—a’ ¥ = tar(1-0p
oldugundan

1 <a2ibb> < f <tb+(1 t)a) ;—f<ta+(1 t)b> (4.6.2)

yazilir. Buradan (4.6.2)'nin her iki tarafi t*~' 77 [w (=2)71#] ile carpilip, [0, 1] iizerinde

t’ye gore integral alinirsa
2ab ! b—a\’
2 AR =4 tP| dt
(@) [ (050) ]
! b—a\’ ab
< L Ee — ) t* — | dt
< [l (55) ) i)
! b—a\’ ab
AL tP S —
i {w( b ) ]f(tam—t)b)

elde edilir. Daha sonra (2.2.6)’den faydalanarak

1 b—a\” 1 > o(k)wk (b—a)ﬂk
t)\—l o p — / A—1 ab pk
[ermle(5) e = [ S el

k—0
0o —a\Pk
Z U(k)w:, (ba_b)p /1 PAkoh—1 gy
0 F(P +A) o

k (b a)Pk

B Z Fpk—i—)\—l—l)

- b—a
e |\ oy ) ]
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SR (- (20 (2
(2 L 0 [y )
S I RATEIOR

ve

b
> g (k)wk (b=a)?* pk ok
X [ZJ(F)wk(a;) <l_s> (bab ) (1) <bab )ds
k—0 (pk +A) a —a s —a
A “ A—1 00 k ok
_ (ab) / (LS) ZM(}_S) (1)d8
el Sy e o Dok +2) \a s
ab \* (1 N 1\ /1
L) b0
seklinde integralleri hesaplanir. Sonug olarak g(z) = % icin
b—a\’ 2ab
2 g
prA—&-l |:U) ( ab ) 1 f (CL+ b)
ab A o 1 N 1
c () P )i iioll)

elde edilerek birinci esitsizlik ispatlanir. f, harmonik konveks fonksiyon oldugundan ¢ €

[a, b] i¢in

i)+ (=) < f@+ 70 o)

yazilir.

Buradan (4.6.3) esitsizliginin her iki tarafi t)‘_lfg yw (b;—lf)p t?] ile ¢arpilip, [0, 1] tizerinde
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t’ye gore integral alinirsa
! b—a\’ ab
< AL tP ——— | dt
< [l (5 ) arism)
! b—a\’ ab
A LFe P —— | dt
el () ) (i)
1 b—a p
< U@+ fo] [ oom o (P20 v a
0 ’ ab

elde edilir. Daha sonra birinci esitsizliginin ispatindakine benzer argtimanlar kullanarak

b\ 1 .
(aib) [ o i—w(f09) (g) + T w(f09) (5)]

< 7o (50) v v s

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Aragtirmanin temelini olugturan dérdiincii boliimde ilk olarak quasi-konveks ve (a*,m)-
konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler ve bazi uygulamalar verilip daha sonra uyumlu kesirli integraller kul-
lanilarak quasi konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler veril-

mistir. Bu boliimiin son iki kisminda ise sirasi ile iistel c¢ekirdekli kesirli integraller ve
genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard egitsizlikleri elde edilmistir. Elde edilen bu yeni sonuglar dort farkli makale
olarak hazirlanmigtir. Bunlardan birincisi Antalya’da diizenlenen “II. International Con-
ference on Advances in Natural and Applied Sciences” isimli kongrede sunulmus olup “E.
Set and N. Korkut, On new fractional integral inequalities for quasi-convex functions,
AIP Conf. Proc., 1833,020052,2017” [33] seklinde makale olarak yayimnlanmigtir. Tkincisi
ise Giresun'da diizenlenen “X' International Statistics Days Conference”, isimli kon-
grede sunulmus olup “E. Set, B. Celik and N. Korkut, On new conformable Fractional
Hermite-Hadamard type inequalities” [34], X** International Statistics Days Conference,
2016, Giresun, Turkey seklinde konferans tam metin bildirisi olarak basilmigtir. Uciinciisii
ise “Certain new Hermite-Hadamard type inequalities for convex functions via fractional
integrals 7 baghigi altinda “ Communications Faculty of Sciences University of Ankara Se-
ries Al: Mathematics and Statistics” isimli dergide yayin i¢in kabul edilmistir. Dordiincii
makale ise dergiye gonderilmig olup hakem inceleme agamasindadir. Konuyla ilgilenen
aragtirmacilar bu tezde kullanilan yontemlerden, lemmalardan yararlanarak kesirli in-
tegrallerin bu tezde kullanilan simiflar1 ve daha farkli simiflar1 yardimiyla yeni Hermite-

Hadamard tipli esitsizlikler ve farkl tiirden esitsizlikler elde edebilirler.
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