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OZET

RIEMANN-LIOUVILLE KESIiRLi INTEGRALLERiI YARDIMIYLA FARKLI
TURDEN KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN YENI ESITSILIKLER

Siileyman Sami KARATAS

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiksek Lisans Tezi, 46s.

Danisman: Dog. Dr. Erhan SET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris niteliginde olup bu boliimde esitsizlikler,
konveks fonksiyonlar ve kesirli integrallerin tarihsel gelisimi hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci
bolimde konveks fonksiyon, m- konveks fonksiyon, (o,m)- konveks fonksiyon, s- konveks
fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve teoremlere, literatiirde iyi bilinen integral esitsizliklerine ve reel
sayilarin bazi 6zel ortalamalarmna yer verilmistir. Ugiincii boliimde mutlak degerlerinin tiirevleri
konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ve kesirli analiz yardimiyla elde
edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir.

Dordiincii boliimiin ilk kisminda m- konveks fonksiyonlar i¢in kesirli integraller yardimiyla elde
edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir. ikinci kisminda (o,m)- konveks fonksiyonlar
icin kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir. Yine bu
boliimiin {igiincli kisminda ise m- konveks fonksiyonlar i¢in kesirli integraller yardimiyla elde edilen
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Konveks fonksiyon, m- konveks fonksiyon,
(a,m)- konveks fonksiyon, Riemann-Liouville kesirli integralleri, s- konveks
fonksiyon



ABSTRACT

NEW INEQUALITIES FOR DIFFERENT TYPES OF CONVEX FUNCTIONS VIA
RIEMANN-LIOUVILLE FRACTIONAL INTEGRALS

Siileyman Sami KARATAS

Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 46p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erhan SET

This thesis consist of four chapters. First chapter is the introduction chapter that includes informations
about the historical development of convex function, inequalities and fractional integrals. In the
second chapter, fundamental definitions and theorems related to convex function, m- convex function,
(a,m)- convex function and s- convex function are mentioned. Moreover, integral inequalities which
were in the literature and some special means of real numbers are given. In the third chapter,
inequalities of Hermite-Hadamard type for functions whose derivatives in absolute value are convex
and Hermite-Hadamard type inequalities obtained via fractional calculus are given.

In the fourth chapter, firstly, Hermite-Hadamard type inequalities obtained via fractional integrals for
m- convex function are given. Secondly, Hermite-Hadamard type inequalities obtained via fractional
integrals for (a,m)-convex function are given. Also in the third part of the chapter, Hermite-Hadamard
type inequalities for s- convex functions have been established.

Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Convex function, m- convex function, (a,m) convex
function, Riemann-Liouville fractional integrals, s- convex function
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1. GIRIS

Esitsizlik teorisi 19. yuzyildan beri matematigin hemen hemen biitiin alanlarinda
onemli bir rol oynamaktadir. Bu alanda yapilan ilk temel ¢aligma Hardy, Littlewood ve
Polya tarafindan yazilan “Inequalities” adli kitaptir [12]. Bu kitapta yeni esitisizlikler ve
uygulamalari ile ilgili konulara yer verilmigtir. Esitsizlik teorisinin; fizik, miithendislik gibi
gesitli bilim dallarinda uygulamalar: oldugu igin 6zellikle son yillarda birgok arasgtirmaci
tarafindan yogun bir caligma alani haline gelmistir. Bu alanda Beckenbach ve Bellman
[4], Mitrinovi¢ [20], Pachpatte [24], Pecaric ve arkadaslar1 [27], Dragomir ve Pearce [9]
gibi arastirmacilar tarafindan yillar igerisinde yeni kitaplar yazilmig olup glinimiizde de

cesitli aragtirmacilar tarafindan yeni kitaplar yazilmaktadir.

Esitsizlik teorisinin gelismesinde 6nemli bir role sahip olan kavramlardan biri de kon-
vekslik kavramidir. Konvekslik kavraminin temeli, Archimedes’in tinlii I1(pi) degerinin
hesaplanmasina kadar uzanir. Aslinda konveksligi giinliik yagsamimizda farkh sekillerde
gormekteyiz. Ornegin ayakta durug pozisyonumuzda ayaklarimzin tegkil ettigi konveks
alanin i¢ine agirlik merkezimizin dik izdiigiimii boyunca dengemizi saglamaktayiz. Endiistri,
tip, sanat gibi bilim dallarinin niimerik uygulamalarinda da konvekslik kavrami kul-

lanilmaktadar.

Konvekslik konusunun onemli pargasi bir konveks kiimenin epigrafisi olan konveks
fonksiyon kavramidir. 1893’te Hadamard’in caligmasinda konveks fonksiyonlarin temel-
leri atilmigtir. Konveks fonksiyonlarin taninmasi J.L.W.V., Jensen tarafindan olmustur.

Hermite, Holder ve Stolz’da bu fonksiyonla ilgili aragtirma yapan ilk kigilerdir.

Konveks fonksiyonlar teorisi, matematigin biitiin dallar ile iligkili olmakla birlikte
esitsizlik teorisinin geligmesinde ¢ok Onemli bir yere sahiptir. Bircok onemli esitsizlik,
konveks fonksiyonlar yardimiyla elde edilmis olup bir¢ok uygulamaya ve iizerine yiizlerce
caligma yapilmig olan iinlii Hermite-Hadamard esizligi bunlardan bir tanesidir. Bu esitsizlik
tizerine yapilan caligmalarin bir kism1 S.S.; Drogamir ve C.E.M., Pearce tarafindan “Se-
lected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” adli monografide bir

araya getirilmigtir.

Konveks fonksiyonlar yardimiyla oldukca hizli gelisme gosteren ve genis capli bir
aragtirmaci kitlesine sahip olan esitsizlik teorisine son yillarda bir ivme de kesirli tiirev

ve kesirli integral kavrami katmistir. Bu kavramlar, “tiirev ve integraller yalnizca tam-



sayilar i¢in mi vardir? 7 sorusundan ortaya ¢ikmig. Bu kavramlar 17. yiizyildan itibaren
Leibniz, Euler, Abel, Liouville ve diger birgcok matematik¢inin ¢aligmalariyla geligmeye
baglamigtir. Bu alanda yazilan ilk genig kapsamli monografi S.G., Samko, A.A., Kilbas
ve O.I., Marichev tarafindan yazilan “Fractional Integrals and Derivatives Theory and

Applications” adli eserdir [28].

Bu tezin temel amaci, birinci mertebeden tiirevleri konveks olan fonksiyonlar icin elde
edilmig Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri ve bu esitsizliklerin Riemann-Liouville kesirli
integralleri yardimiyla genellegtirmelerini sistematik olarak okuyucuya sunmak daha sonra
da m—konveks, (a, m)—konveks ve s—konveks gibi konveks fonksiyonlarin farklh simiflari
icin elde edilen ve Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren yeni Hermite-Hadamard

tipli esitsizlikleri vermektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Genel Kavramlar

Bu galigmada kullanilacak bazi onemli tanimlar asagida verilmistir.
Tanim 2.1.1 (Konveks Kiime)L bir lineer uzay A C L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={zel:z=ar+(1-a)y,0<a<1} CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az + (1 — o)y esitligindeki x ve
y'nin katsayilar i¢in o 4+ (1 — «) = 1 bagmtisi her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks
kiitme tamiminda «a, (1 — «) yerine a + = 1 sartin1 saglayan ve negatif olmayan «,
reel sayilarii alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru
parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve iki noktasini

birlegtiren dogru pargasin ihtiva eden kiimedir [3].

Sekil 2.1: Konveks Kiime

Tanim 2.1.2 (J- Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f : [ — R bir fonksiyon

olmak tizere her z,y € I icin

f<:r+y) < f@+ 1)
2 2
sartin1 saglayan f fonksiyonuna [ {izerinde Jensen anlaminda konveks veya J— konveks

fonksiyon denir [20].

Tanim 2.1.3 (Kesin J- Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f : I — R bir

fonksiyon olmak iizere her x,y € I ve x # y igin

f<x;ry> _ @) J2r f(y)

oluyorsa f fonksiyonuna [ tizerinde kesin J— konveks fonksiyon denir [20].



Tamim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon): ) # I C R ve f : I — R bir fonksiyon olmak
tizere her z,y € I ve t € [0, 1] i¢in,

fltz+ (1 —=t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y) (2.1.1)

sartin saglayan , f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [27].

Eger t € [0,1] kapali araligindaki ug noktalar1 digarida birakirsak o zaman konveks

fonksiyon sartindaki < yerine < gelir yani

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 =1)f(y)

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir. —f konveks (kesin
konveks) ise o zaman f ye konkav (kesin konkav) denir. Eger f fonksiyonu hem konveks
hem de konkav ise f afin doniigimudir. Bu afin déniigim uygun m ve n sabitleri i¢in
mx + n geklindedir. Geometrik olarak tx; + (1 — t)xs noktasinda f'nin egri iizerinde
aldigr deger (zq, f(x1)) ve (x9, f(x2)) noktalarimi birlegtiren dogru parcasinin tizerinde
aldig1 degerlerden her zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay1 birlegtiren kirig (dogru
parcasi) her zaman egrinin [z, y] araliginda kalan kisminin iizerinde veya tistiindedir.

Gergekten, (z, f(x)) ve (y, f(y)) noktalarmmdan gegen dogrunun denklemi;

1(s) = flo) + L=
dir. Burada s =ty + (1 — t)z yazilirsa
fly) = f(z)

Lity+ (1 —t)x) = f(z)+

olur. Boylece 2.1.1 esitsizligi

flty + (1 =t)) < Lty + (1 = t)x) = tf(y) + (1 = 1) f(2)



elde edilir. Literatiirde konveks fonksiyonlar icin bircok esitsizlik elde edilmistir. Fakat
iinlii Hermite-Hadamard esitsizligi bu esitsizlikler icerisinde geometrik 6nemi ve uygula-
malariyla oldukca 6n plana ¢ikmistir ve agsagidaki gibi ifade edilir.

f 1 CR — R bir konveks fonksiyon, a,b € I ve a < b olsun. Bu takdirde

a+ b f(a) + f(b)
2.1.2
e <t [ ! (212)
olur. f konkav fonksiyon ise bu esitsizlik yon degistirir. Yani
a+ b f(a) + f(b)
2.1.
ez it [ ! (213

olur. Hermite-Hadamard esitsizligi 1883 yilinda kesfedildiginden beri matematiksel anal-
izdeki en faydali egitsizliklerden biri olarak kabul edilmektedir. Bu esitsizlik tizerine yeni
ispatlarin, kayda deger genislemelerin, genellestirmelerin ve cok sayida uygulamalarin
sunuldugu bir¢ok makale yazilmigtir (bknz. ([6], [7], [9], [11], [13], [14], [16], [20], [24],
[26], [27])).

Tamim 2.1.5 (Starshaped Fonksiyon): f : [0,b] — R fonksiyonu her x € [0,b] ve
t €10, 1] igin
fltz) < tf(z)

sartin saghyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyonu denir [9].

Tanim 2.1.6 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f, I araliginda tamimh bir fonksiyon

ve x1, X9 de I’da iki nokta olsun. Bu durumda:

e 1y > 1y iken f(x9) > f(xy) ise f fonksiyonu [ {izerinde artandir,
e 15 > 1y iken f(x2) < f(x1) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,
e 1, > xq iken f(xy) > f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir,
o 15 > x; iken f(z3) < f(x;) ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir denir [1].
Tamim 2.1.7 f:[0,b] — R bir fonksiyon olsun. Her =,y € [0, 0] ve m,t € [0, 1] i¢in
[z +m(l—t)y) < tf(z)+m(l—1)f(y)

sartini saglayan f fonksiyonuna m— konvekstir denir [29]. — f fonksiyonu m— konveks ise
f fonksiyonu m— konkavdir. Ayrica f(0) < 0 igin [0, ] araliginda tammh m— konveks
fonksiyonlarin smifi K,,(b) ile gosterilir. Acikgast Tanmim 2.1.7°de m = 1 igin standart

konveks fonksiyon kavrami ve m = 0 i¢in de starshaped fonksiyon kavrami elde edilir.



Lemma 2.1.1 Eger f fonksiyonu K,,(b) smifinda ise o zaman f starshaped fonksiyo-
nudur [30].
Ispat. Herhangi bir z € [0,0] ve ¢t € [0,1] i¢in f € K,,(b) oldugundan
fte) = f(tr +m(1 —1)0) <tf(zx) +m(1—1)f(0) < tf(x)
elde edilir.
Lemma 2.1.2 Eger f, m— konveks ve 0 < n < m <1 ise bu takdirde f, n— konvekstir

[30].

Ispat. Keyfi 2,y € [0,b] ve t € [0,1] ise bu takdirde

fltz+n(l=t)y) = fltz+m(1-1)(=)y)
< (@) +m1 = )f ()
< @) +m(l— )= f(y)
= tf(@)+n1-Df(y)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Lemma 2.1.1 ve Lemma 2.1.2 ’"den m € (0, 1) oldugunda
Ki(b) C Kn(b) C Ko(b)

yazirhr. K7 (b) smifinda, f(0) < 0 olmak fizere, sadece f : [0,0] — R tamiml konveks
fonksiyonlar vardir. Yani, K;(b), [0,b] lizerinde tanimh konveks fonksiyonlar sinifinin

uygun bir alt simifidir [2].

Tanim 2.1.8 f:[0,b] — R bir fonksiyon olsun.Her =,y € [0,b] , m,t € [0, 1] ve (or,m) €
0, 1]? igin
fltr+m(1 —t)y) <t f(z) +m(l —1%)f(y)

sartin saglayan f fonksiyonuna («, m)—konveks fonksiyon denir [29]. f(0) < 0 i¢in [0, b]
araliginda tammh tiim (a, m)—konveks fonsiyonlarm simfi K2 (b) ile gosterilir. Ayrica,
(a,m) € (0,0),(1,0),(1,m),(1,1) i¢in sirayla artan, stashaped, m—konveks ve konveks
fonksiyon simiflart elde edilir. f(0) < 0 olmak iizere K{(b) simfinda sadece f : [0,0] — R
tamimh konveks fonksiyonlar yer alir, yani K7 (b), [0,b] iizerinde tammh tiim konveks

fonksiyonlar sinifinin uygun bir alt simifidir.



Tamim 2.1.9 (Birinci Anlamda s- Konveks Fonksiyon) 0 < s < 1 olsun. Ry =
[0,00) olmak iizere f : Ry — R fonksiyonuna, her z,y € R, ve o, 8 > 0 ile o® + * =
igin,

flaxz + By) < o fx) + °f (y)
sartin1 sagliyorsa birinci anlamda s- konveks fonksiyon denir. Reel fonksiyonlarin bu sinifi

K! ile gosterilir [23].

Teorem 2.1.1 0 < s < 1 olsun. f € K! sartim saglyorsa f fonksiyonu (0, c0) arahiginda
azalmayandr ve lim f(u) < f(0) dir [23].
u—0

Ornek 2.1.1 0 < s <1vea,bccRolsun. u € R, icin

a au=20
f(u)_{bus+c u >0
olarak tamimlanan f fonksiyonu asagidaki durumlari saglar:

eb>0vec<aise fe K

eb>0vec<aisef, (0,oo) araligl iizerinde azalmayandir, fakat [0, 00) arahg

tizerinde degildir [13].

Tamm 2.1.10 (ikinci Anlamda s- Konveks Fonksiyon) Her z,y € [0,00),t € [0, 1]
ve s € (0,1] icin
fltz+ (1 =t)y) <t°f(z) + (1 —1)°f(y) (2.1.4)

sartim saglayan f : [0,00) — R fonksiyonuna ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir
ve ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar simifi genellikle K2 ile gosterilir. Burada s = 1
i¢in [0, 00) arahiginda s—konvekslik kavramindan bilinen kolaylikla elde edildigi kolaylikla
goriilebilir [5].

Simdi ikinci anlamda s- konveks fonksiyonlarla ilgili agsagidaki bazi sonuglar1 verelim.

Onerme 2.1.1 f € K? ise f,[0,00) fizerinde negatif olmayan bir fonksiyondur [13].

ispat. u € R, icin,

fy = f(4+ ) < T T g

alalm. Buradan (2'7% — 1) f(u) > 0 olur ve boylece f(u) > 0 elde edilir.



Ornek 2.1.2 0 < s <1 ve a,b,c € R olsun. v € R, i¢in
a au =0
FW= bus 4 ¢ w0
olarak tamimlanan f fonksiyonda:

e b>0ve0<c<aign f e K?

e b>0vec<O0ise f, (0,00) durumlar: vardir.
Ikinci anlamda s- konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibi
elde edilmistir [8].

Teorem 2.1.2 f : R, — R, ikinci anlamda s- konveks bir fonksiyon, s € (0,1) ve
a,b € Ry ile a < b olsun. f € Ly]a,b] ise agagidaki esitsizlik vardir:

251§ ( a+b /f Jla) + J(b) (2.1.5)

- s+1
Teorem 2.1.3 (Jensen Esitsizligi): f fonksiyonu (a,b) arahginda konveks ve z; €

(a,b),i=1,2,...,n olsun. Bu durumda «; > 0 ve Zai =1 ise
i=1

f(;aa:) < Zz:;aif(xi)

esitsizligi gecerlidir [25].

Teorem 2.1.4 (integraller icin Jensen Esitsizligi): f : [a,b] — R konveks fonksiyon,

h:[a,b] = (0,00) ve u: [a,b] = R = [0, 00) integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

; Joh@udt\ _ [ () f(u(b)dt
fht T [Ph(t)dt

esitsizligi gecerlidir [25].

Teorem 2.1.5 (Hoélder Esitsizligi): a = (aq,...,a,) ve b = (by,...,b,) reel veya kom-

pleks sayilarin iki n—lisi olsun. Bu takdirde

1 1
4 =1
p g

olmak tlizere



(a) p > 1 ise,

n n 1 n 1
St (Llau) " (S ur)”
k=1 k=1 k=1
(b) p < 0 veya g < 0 ise,

> apby > <Z|ak|p) (Z|bk|q)
k=1 k=1 k=1
esitsizlikleri gegerlidir [20].

Teorem 2.1.6 (Integraller icin Holder Esitsizligi):p > 1 ve % —1—5 = 1 olsun. f ve
g, la,b] araliginda tanimh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise
b b 1, b 1
[ 1r@g@is < ([ @) ([ o)
esitsizligi gecerlidir [21].

Sonug 2.1.1 (Power Mean Esitsizligi):q > 1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda tammh

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|%, [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise
b b 1—-1 b 1
[ 1f@g@isl < ([ 11@laz) ([ 1r@)ligtel) (2.1.6)
esitsizligi gecerlidir.
Teorem 2.1.7 (I"Jggen Esitsizligi): Herhangi z,y reel sayilar igin
|z +y| <[z +[yl,

[lz] = [yl| <l =yl
[l = [yl < |z + |
ve timevarim metoduyla
|21+ x| < x| + o+ |2

esitsizlikleri gegerlidir [21].

Teorem 2.1.8 (I"Jggen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a,b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

‘/abf@)dx‘ S/ab\f(x)\dx(a<b)

esitsizligi gecerlidir [21].



Tamim 2.1.11 (Gamma Fonksiyonu):a > 0 i¢in

INa) = / e trda
0
ile tanimlanir [15].

Tanmim 2.1.12 (Beta Fonksiyonu): = > 0,y > 0 i¢in

1
B(x,y):/ 71 — )t
0

bi¢iminde tanimlanan B fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir. Burada Gamma ve Beta

fonksiyonlar1 arasindaki iligki ise

seklindedir [15].

Tamm 2.1.13 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) f(z) € L|a,b], a > 0vea >0
olsun. Sag ve sol Riemann-Liouville integralleri sirasiyla J% f (x) ve J f (v) asagidaki

sekilde tanimlanir:

Jof (2) = ﬁ/ (@—0)* f () dt, &> a
ve b

Bt @)= g | = f @ o<t

integrallerine v > 0 i¢in ov. mertebeden kesirli integral denir. Burada J, f (z) = J f (z)

f(x) dir.

Riemann-Liouville kesirli integralleri ile ilgili daha fazla bilgiyi [10]’da bulabiliriz.
Tanim 2.1.14 a, b, ¢ reel ya da kompleks sabitler olmak iizere, |z| < 1 ve ¢ > b > 0 igin,
abz ala+1)b(b+ 1) 2

(@) (b)m 2™
o F1a, b, c: 2] + c 1 T clc+1) 2! (©m ml

m=0

ifadesine hipergeometrik seri denir. Hipergeometrik seri,

1 1
Filabc: 2] = —— [ "1 =)0 M1 — 2t)dt
Rlabess] = g [ #7007 02

seklinde bir integral gosterimine sahiptir [17].

Tamm 2.1.15 Iki Pozitif Say1 igin Baz1 Ortalamalar

a, b pozitif iki reel say1 olmak iizere;

10



1. Aritmetik Ortalama:

b
A= Ada,b) = 22
2
2. Harmonik Ortalama:
2ab
H=H(a,b) = ——
(a,0) a+b’

3. Logaritmik Ortalama:

a a=>
L= L(a,b):= P
(a ) { lng—lna '@ % b

4. p—logaritmik ortalama:

a a=1>b

Ly, =Ly(a,b):= ppt1_gpt1
{(p_+1><b+a>] azb

ortalamalar: vardir.

11



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Mutlak Degerlerin Tirevleri Konveks Olan Fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler ve Uygulamalari

Bu boéliimde, aragtirmanin temel kisminda kullanilacak olan bazi temel teoremler ve-

rilmigtir .

Lemma 3.1.1 f : [ C R — R, [°’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° ve

a < bolsun. f' € Lla,b] olmak tizere her z € [a, ] i¢in

— X r —a a b
f($)+(b )f(b) + ) )_bia/ F(u)du (3.1.1)
L+t  1—t (x—a)® [ttt ,(1—-t 1+t
5 T+ 5 a)dt— — /o§f< 5 T+ 5 a)dt
_l_
2

t 11—t b—2)2 [t ,(1—-t 1+t
b dt — —f' b dt
SR ) b—a /02f 2 T

_ (bb—_f’;)z /01

esitligi gegerlidir [18].

1+t
2

(x—a)2/1t, 1+t  1—t
— dt
v—a ), 2/ ot e
—a)? |t (it 1=t |1 1 1 1 1—
_ (= a)[f(2w+2a) - /f( o, ta)dt
T—a Jy 2 2
T

b—a o
e / F(u)du -

a

Ispat. Once kismi integrasyon, daha sonra u = “=z + %a degisken degisikligi yapilarak

r—a

yazilir. Benzer sekilde

x+a
2

(@—a)? [Yt,(1—t 1+4t\  z-a 2
) /O§f( 5 Tt a)dt—b_aﬂa)—b_a/a flw)du, (3.1.3)

_ 2 1 — - ITH)
_(bb—g;) /0 %f’<1;tm+12tb)dtzz_zf@)_bfa/ Flw)du  (3.1.4)

ve

— 2 1 — - ’
_(bb_a;) /0 %f'<12t$+1;tb)dt=Z_zf(b)_bia/w)f(mdu (3.1.5)

esitlikleri elde edilir. (3.1.2)-(3.1.5) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa istenen esitlik elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.1.1 f : I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L[a,b],

a,b € I ve a < bolsun. Eger |f'], [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise her x € [a, ] igin

(b—2x)f(b)+ (x—a)f
‘f(:c)—l— T b—a/ f(u)du (3.1.6)
o w—a) {|f’($)|+|f’(a)l}+( z)’ Pf’ |+|f’()|}
- b—a 4 b—a 4
esitsizligi gecerlidir [18].
ispat. Lemma 3.1.1 ve mutlak degerin ozellikleri kullanilarak
b—2)f)+(z—a)f(a) 2 [
'f(x)+ e — b—a/a f(u)du (3.1.7)

(x—a)2/1t 1+t 11—t (x—a)2/1t (1=t 14t

< - dt - dt

= Tp—a J, 2 SRR | Ky seonll A H U (e i
(b—x)2/1t 1+t 11—t (b—x)2/1t (1=t 14t
2 b)|dt - b)|dt
e ), 2 7 T e )2 Tt

yazilir. Buradan, (3.1.7) esitsizliginde | f’|” nin konveksligi kullanilarak, her x € [a, b] i¢in

iy OO0 2 gl
= (92:?2 /01% {#\f’(wﬂ + %\f’(aﬂ] dt
2 [ )+ S ] a
o G [ [Srens o] a
+ Sk P o o] a

yazilir. Dolayisiyla (3.1.8)" deki egitsizligin sag tarafindaki integraller hesaplandiginda
(3.1.6)” deki esitsizlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.1 Teorem 3.1.1’de x = “TH’ segildiginde ve | f’|” nin konveksligini kullanildiginda

b
() + L0 2 s

esitsizligi elde edilir [18].

<

< (XY @i+ o)

Teorem 3.1.2 f : I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L|a,b],

a,b e I vea<bolsun. Eger |f'|9, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise ¢ > 1, %+% =1

13



ve her x € [a,b] i¢in

‘f@ (- :c)f(b)bt Elx —a)f(a) bfa /abf(u)du 510
Qﬁi)%CD%H{%ﬁZFUmfuw+¢ﬂwwﬁ+0f@W+Mfmwﬁ]
+%§QTMfmw+W@mhume+aHW%ﬂ}
esitsizligi gecerlidir [18],
ispat. Lemma 3.1.1 ve Hélder integral esitsizligini kullanarak, her € [a, ] igin
'f(x) + x)f(b)bt E;x —ofls) b E o /ab f(u)du (3.1.10)

0\
)
0\
)
e
)
0\
)

a R e T s
a < [ [Hirars S d

2
31/ ()| + /' (a)]*
4

p(lrt, 1ot
g T ¢
(1t 1+t
f( 5 T+ 5 a)
1 1—
f’( ;—tl'—i— tb)

2
1—-t 141
f’( 5 ¢t ;_b

TG ) (]
([ () ()
S (L) ()
S=r (L)) (L
yazilir. |f'|9, [a,b] arahginda konveks oldugundan

1
1+t 1—t¢
/
/0 f( 5 T+ 5 a)

elde edilir. Benzer sekilde

/

1
/
/01 f'(lgtﬁ 1_2”5) Yt < |f/(x)|q+43|f/(b)|q

egitsizlikleri yazilir. (3.1.10) esitsizliginde son dort esitsizlik kullanilirsa (3.1.9) esitsizligi

Pt L)y < IS

Py Lol < SN O

ve

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 3.1.2 Teorem 3.1.2° de z = “+b segtigimizde ve | f'|7” nin konveksligini kullandigimizda
a+b f() / N\ b—a
‘f< )+ fluydu| < +1 2 1
, ,(a+Db ‘11 a+b i
XHIf(a)|q+3f< ) ] (5 ) r3lf @]
/ a+b ! % a+b %
(S8 o] |l ()] ]

() () s 5t e mi] (B52) 07+ o

esitsizligi elde edilir [18]. Burdaki ikinci esitsizligi elde etmek igin agagidaki 6nemli temel

e

v[s

esitsizlik kullanilir.

n n n

S (uk o) <Y (W) + > (W) ug e = 0,0<k<n0<s<1
k=1 k=1 k=1

Teorem 3.1.3 f : I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € L|a,b],
a,b € I ve a < bolsun. Eger |f’|%, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise ¢ > 1 ve her

x € |a, b] igin

L b=2)f0) + @ —a)f(a) : 2 . /bﬂu)du (3.1.11)

|

Q=

| { @1 @+ 17 @ + (7 @)+ 517 (@)

s8I [l @+ 173 + 7@+ 517 }

esitsizligi gecerlidir [18].

ispat. Lemma 3.1.1 ve power-mean esitsizligi kullanilarak

b-a2)f(0) +(r—a)f(a) 2 [

‘f(:r) + o — f(u)du (3.1.12)




yazilir. |f'|? [a,b] araliginda konveks oldugundan

1
tl,(1+t 1—t
/oif(zx 2a)

a R N s TP
w < [ 5[5 5@

SIf" ()] + 1f'(a) ]
24

benzer gekilde

bt 1—t 14t | |f'(@)]? + 5[f"(a)|*
— | — <

/Ozf(2x za)dt— 24 ’
L 1+t 1—¢t\| 5f'(x)]7 + | f/(b)]?
_|f _ <

/02 P23 b) at < 24 ’

dt <
2 - 24

esitsizlikleri yazilir. (3.1.12) esitsizliginde son dort esitsizlik kullanilirsa (3.1.11) esitsizligi

ve (
<

1_%_1;%)q (@) + 517/ (Bl

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Sonug 3.1.3 Teorem 3.1.3’de x = “T“’ secilirse ve Sonug 3.1.27 deki gibi benzer argiimanlar

p(a;b)+f@”;ﬂ“—bfa[fﬂmml

< (%)%<%)%[1+53+73 +113] (b1—6a

esitsizligi elde edilir [18].

kullanilirsa

)wmﬂ+m@u

Teorem 3.1.4 f : I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € Lla,b],
a,b € I ve a < bolsun. Eger |f|?, [a,b] arahginda konkav fonksiyon ise g > 1, % + % =1

ve her x € [a,b] icin

oy LIOL OIS 2 pgan
(=) S )|
Jr(13—93)2 [f’<3x+b>‘+ f/(ngb>” }

(3.1.13)

b—a 4

esitsizligi gecerlidir [18].

ispat. Lemma 3.1.1 ve Holder esitsizligi kullanilarak, ¢ > 1 ve p = q_il i¢in

sy LUOL LI 2

(3.1.14)
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S A RONIE )
S ([T ([ (e )
S ) (f (e 0 )
S ) ([ (e S )

yazilir. |f']9, [a,b] araliginda konkav oldugundan Jensen integral esitsizligi kullanilirsa
Yil+t 1=ty ! 1+t 1—t
' dt = t° ’( )
/Of(2x+2a> /Of2x+2a
1
< ( / todt)
0

1 —
f/(foliodt/o (e 1 a)an
_ ‘f<3$+a)

q
4

q
dt

q

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde

1—t¢ 1+¢
f’( T+ - a)

ve

Q

f’(l_t:):+1+tb> thS ‘f<:):+3b>

1
LGS 4

esitsizlikleri yazilir. (3.1.14) esitsizliginde son dort esitsizlik kullanilirsa (3.1.13) esitsizligi

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Sonug 3.1.4 Teorem 3.1.4'de = %2 secilirse ve |f’|’ nin lineer bir doniigiim oldugu

2
kabul edilirse

‘f(“*b)ﬁ(a);f(b) 2 [ rwa

< (S (Y i)

esitsizligi elde edilir [18].

Teorem 3.1.5 f : I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € Lla,b],
a,b € I ve a < b olsun. Eger |f'|%, [a,b] araliginda konkav fonksiyon ise ¢ > 1 ve her

x € [a,b] igin

17



<o |5 5|
oo 1O )]

esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. |f’|? fonksiyonunun [a,b] arahgndaki konkavhig ve power-mean esitsizligi kul-
lanirsa, her A € [0, 1] ve z,y € [a,b] i¢in

[z + 1 =Nyl* = Alf(@)|"+ 1= N)|f(y)
> (Alf(@)+ @ =XN)fw)))

V

ve boylece
[fAz 4+ (1= Nyl = Alf(2)] + (1 = N[ f ()]
elde edilir. Dolayisiyla bu da |f’|’ nin [a, b] arahiginda konkav oldugunu gosterir. Tersine

Lemma 3.1.1 ve Jensen integral egitsizlié;i kullamlarak her z € [a, b] igin

‘f(x)+<b_$)f(b?)—_i_f_a b f
(x—a)® [*t],[(1+t 1—t (m—a) t|, (1 1+t
= . /05 ( 2 ' )‘dt b—a §f< T “)‘dt

—t

2

1—1¢ 1+¢

5 T+ + b)‘dt

1
_l’_
0
1+t  1-—t (b—x)Z/lt
/ b)|at °
<2$+2)‘+b—a02 2

f/( 01;(1+t$+1 t )dt)

4

b—ax)? ('t
L0-2) Ik
b—a J, 2

VAN
—~~
-~ | &8
|||
2 |&
VS
N
—-
N |
QL
~
—

Jo 5dt
14 1ty 1+t
([ (B
0 2
2, (o (e + ) de
+(bb_a) (/0 ;dt)f<o2(2fltdt ) )
_ 2, / [l (te + p) dt
+(bb_a) (/0 ;dt)f<02( e ) )

esitsizliginin sag tarafandaki integraller alimip gerekli diizenlemeler yapilirsa istenilen

esitsizlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.5 Teorem 3.1.5" de z = £ secilir ve | f’|” nin lineer bir déniigiim oldugu kabul

if(“;b) y [ 270 —bfa/abﬂu)du

esitsizligi elde edilir [18].

edilirse

b—a,,
<227 +b)
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3.2 Ozel Ortalamalara Uygulamalar

Bu baglik altinda bir 6nceki boliimde elde edilen konveks fonksiyonlar icin yazilan

esitsizliklerin pozitif reel sayilar i¢in 6zel ortalamalarina iligkin sonuclar verilecektir.

Onerme 3.2.1 a,b € R, a < b, 0 ¢ [a,b] ve n € Z olmak iizere |n| > 2 i¢in

40 ) + A ) = 2500 < ol () Al )

esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. Sonug 3.1.1 de, z € R, n € Z, |n| > 2 icin f(x) = 2" fonksiyonu kullamhrsa

istenen sonug elde edilir.

Onerme 3.2.2 a,beR, a < b, 0 ¢ |a,b] ve n € Z , |n| > 2 olsun. Bu takdirde p,q > 1

ve 1—1) + % = 1 olmak tizere

|A™(a,b) + A(a™,b") — 2L"(a, b)|

<p+1>%( ) [restest o] (b;a) Alal™", )

esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. Sonu¢ 3.1.2" de, = € R, n € Z, |n| > 2 icin f(z) = 2" fonksiyonu kullamhrsa

istenen sonug elde edilir.

Onerme 3.2.3 a,be R, a < b, 0 ¢ [a,b] ve n € Z, |n| > 2 olsun. Bu takdirde ¢ > 1

olmak tlizere

(a™,b") — 2L (a,b)|

2

2 b—a

[1+5%+7%+115]( g )A(\a|"‘1,|b\"‘1)

esitsizligi gecerlidir [18].
Ispat. Sonu¢ 3.1.3° de, z € R, n € Z, In| > 2 igin f(z) = 2™ fonksiyonu kullanilirsa
istenen sonug elde edilir.

Onerme 3.2.4 a,beR, a<b, 0 ¢ [a, b] olmak iizere
b—a

A (a,b) + A(a™",b71) — 2L(a, b)| < <

) Al 7%

esitsizligi gecerlidir [18].
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Ispat. Sonug 3.1.1" de, z € [a, b] icin f(z) = 1 fonksiyonu kullamhrsa istenen sonug elde

edilir.
Onerme 3.2.5 a,beR, a < b, 0 ¢ [a, b] olmak iizere p > 1 i¢in

AT () Al T 2k )
(p—|—1>;<%) [1_‘_3%4'5%4‘7%] (b;a) A(|Cl|_2,|b|_2)

esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. Sonuc 3.1.2' de, z € [a,b] icin f(z) = < fonksiyonu kullamhrsa istenen sonug elde

edilir.
Onerme 3.2.6 a,b e R, a<b, 0 ¢ [a, b] olmak iizere ¢ > 1 igin

| A (a,b) + A(a™",b7") — 2L(a, b)|
Loqy2 ) 1 11 {b—a —2 71-2
5) [1_|_5q —|—7q—|—11‘1] ( 3 )A(‘a| . 10l )

esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. Sonuc 3.1.3' de, z € [a,b] icin f(z) = 1 fonksiyonu kullamhrsa istenen sonug elde

edilir.

3.3 Midpoint ve Trapezoidal Formiilleri ve Uygulamalari

d, [a,b] araligimin bir boliintiisii yani a = 29 < 21 < ... < 2,1 < T, = b ve agagidaki
gibi sirasiyla midpoint ve trapezoidal formiillerini goz oniine alalim.

n—1

T(f,d)= Z(%‘H - xz)f(%»

T'(f,d) = Z(@H _ xl)f(%) +2f(a?i+1)

yazilir.

E(f,d) ve E'(f,d), fab f(x)dx integralinin yaklagik hata tahminleri olmak tizere

b
/f@ﬂx=ﬂﬁ®+EUﬂ%

20



/f T'(f.d) + E'(f.d)

yazilir [18].

Simdi midpoint ve trapezoidal formiilleri i¢in bazi hata tahminleri verilecektir .

Onerme 3.3.1 f: I C R — R, I® de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € Lla, ],
a,b € I ve a <bolsun. Eger |f'], [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon ve d, [a, b] nin bir

boluntisu olmak tizere

[y

n—

Z(ﬂfiﬂ — ;) *[| £ () + | f'(@ig1)] (3.3.1)

=0

(L d)+ B d)] <

esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. d, boliintiisiiniin [z, xi11](i = 0,1,...,n — 1) alt aralig1 {izerine Sonug 3.1.1 uygu-

lanirsa
(mtm ) Lo H0) 2 [ ) < (ZLEE )1
(3.3.2)
elde edilir. Ayrica
|E(f.d) + E'(f,d)| (3.3.3)
n—1 n—1 n—l g
=0 i=0 i=0 Y Ti
il T; + Tivt f(l’l) -+ f(SL’Z 1) 2 Tit1
< Dl -l (Fg) ¢ R - [ s

yazilir. (3.3.3)" de (3.3.2) kullanilirsa, (3.3.1) elde edilir. Boylece énermenin ispat1 tamam-

lanir.

Onerme 3.3.2 f: I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € Lla, b],
a,b e I vea<bolsun. Eger |f'|9, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise ¢ > 1, - +% =1

ve d, [a,b] nin bir boliintiisii olmak {izere

[y

1 n—

B+ B ) < (-57)" (5)" (1435050474 3w =1 @l + £ (i)
(3.3.4)

I\
o

7

esitsizligi gecerlidir [18].

ispat. Sonug 3.1.2 kullanilarak Onerme 3.3.1° deki gibi ispatlanir.
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Onerme 3.3.3 f: I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f € Lla, b,
a,b € I ve a<bolsun. Eger |f'|?, [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise ¢ > 1 ve d, [a, b]

nin bir boliuntisi olmak tizere

, INE/INEH L —
IE(f,d)+E(f,d)|§(§) (5) (1433 + 53 +71] > (@i — ) [ (@) + [ (i) ]
=0
(3.3.5)
esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. Sonug 3.1.3 kullamlarak, Onerme 3.3.1’ nin ispatina benzer sekilde istenen sonug

elde edilir.

Onerme 3.3.4 f: I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f' € Lla, b,
a,b € I ve a <bolsun. Eger |f'|9, [a,b] araliginda konkav fonksiyon ise ¢ > 1 ve d, [a, b]
nin bir boliintiisi olmak iizere

g—1 N—

B )+ BN < 1 (=5) T Y —a (£ @)l + Fa)] 339

esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. Sonug 3.1.4 kullanilarak, Onerme 3.3.1° nin ispatina benzer sekilde istenen sonug

elde edilir.

Onerme 3.3.5 f : I C R — R, I° de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € Lla, ],
a,b € I ve a <bolsun. Eger |f'|, [a,b] araliginda konkav fonksiyon ise ¢ > 1 ve d, [a, b]

nin bir boluntisi olmak tizere

>_A

Z(fﬂm — @)’ [ (@o)| + ' (@) ] (3.3.7)

=0

OO|}—‘

[E(f,d)+ E'(f,d)| <

esitsizligi gecerlidir [18].

ispat. Sonug 3.1.5 kullamlarak Onerme 3.3.1° nin ispatina benzer sekilde istenen sonug

elde edilir.
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3.4 Riemann-Liouville Kesirli Analiz Yardimiyla Elde Edilen
Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu galigma boyunca, [a,b] arahgim [0,00) arahigmin bir alt arahgi, f : [a,b] — R,
(a,b) araliginda tiirevlenebilir ve f' € L'[a, b] oldugunu kabul edilecektir. Ayrica
(z—a)*+ (= 2)*)f(z)  (r=a)*fa)+ (b= 2)"f(b)

b—a b—a

2T +1) [ ., ,,x+a x+a o T +D :E+b
o, | ) H T f ) () T

Ho(x) =

)

seklinde tanimlanir. Bu tanimda 6zel olarak o = 1 alinirsa

bnO )2 [y,

M) = f(@)+ o .

a

elde edilir. Boylece x = ib igin

H(a—i-b) _ f(a+b)+f(a);f(b)—bfa/f(t)dt

2 2

olur.

[18]" de, M.A. Latif tarafindan H’ nin degeri tahmin edilmigtir. Bu béliimde verilen

sonuglar M.A. Latif’ in elde etmis oldugu sonuclarin genellestirmesidir.

Lemma 3.4.1 Her x € [a, b] i¢in

(3.4.1)

_ (z—a)t /%a L1+t 11—t / t (11—t 1+t

Ho(z) = T a i 2f 5 x + 5@ dt i 2f 5 x + 5@ dt
(b — x)o+t /1 1+t 1—t /1ta, 1—t 1+t

T— f +26dt02f S+ b ) d

esitligi gegerlidir [19].

I s _ 1+t 1—¢ _ 1-t 1+t o
Ispat. Kismi integrasyon almirsa ve u = -x + 5-a, v = S-xr + -3 a degisken

degisiklikleri yapilirsa

! 1+t  1—t _ fle) 2°T(a+1) , ,(z+a
[ 3 (s i) a = Fo - T (550,
/1 (1 1+t 5 - _f(a)+2af(a+1)J (x—l—a)’
0 2
t

Pt e = T TR (5
/Olgf/<1;_t tb)dt _ _Z;f(_z)z+2(zli(z;jl) ﬁf(x—;b)’
t
()

L (1 _JB) 2T+, (ot
A'Ef S (s ERaa f( )

Q

Q
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elde edilir. Bu egitlikler taraf toplanip gerekli diizenlemeler yapilirsa (3.4.1) esitligi elde
edilir. Boylece ispat tamamlanir. Yukarida elde edilen sonuglar kullanarak asagidaki

teoremler ispatlanacaktir.

Teorem 3.4.1 |f’|, [a,b] araliginda konveks olsun. Bu taktirde

(z =)™ [f' @)+ ()] (0 =2)* |f'(2)] +|F()
- b—a 2+ 1) b—a 2+ 1)

|Ha(2)]

esitsizligi gecerlidir [19].

Ispat. Lemma 3.4.1° de esitligin her iki tarafimn mutlak degeri almp | f’|” nin konveksligi

kullanilirsa

b—a 2

o+l 1 4o 1— 1
W L @l ] a

bh— a+1 1 40 1 1—
el 1 R O

bh— a+1 1 40 1— 1
el 1 e R O

o) = ST R )+ @l a

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin sag tarafinda gerekli diizenlemeler yapildiginda istenen

sonu¢ elde edilir.

Teorem 3.4.2 |f'|9, [a,b] araliginda konveks olsun. Bu takdirde ¢ > 1, % + % =1 ve her

x € |a,b] igin

Ha(w) < (%) g(aplﬂ)a (34.2)
X{%[(W’(m)\q +1£1(@)])%) + (1f (@)| + 3] f(a)[9)7)]
+%[<3If’<x)\q F PO + (1 ()] + 3|f’(b)\q)%]}

dir [19].

Ispat. Lemma 3.4.1 ve Holder esitsizligine gore , her x € [a, b] icin

Hao(z)| < %(/01 (g)pdt);<(1‘1)%+(1’2)
A (L (E) )

24
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)) (3.4.3)

)

A
Q[
Q[
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esitsizligi gegerlidir. Burada | f/|”nun konveksligi kullamlarak

I :/ (1+t 1;ta)th

< [ (Hhrers s a - LR
I = / ff(lgtx+1;ta)th§|f’<x>|q23|f'<a>|q
I = / f(1;tx+1;tb)th§3\f’(€6)lqjlf’(b)\q

[f" ()| + 3|/ (b) |
4

1—t 1+t \ |
I, = / f’( T+ b)
* o 2 2

elde edilir. Iy, Io, I3, I, esitsizlikleri (3.4.3)” de yerlerine yazldiginda (3.4.2) esitsizligi

dt <

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.3 |f’|9, [a,b] araliginda konveks olsun. Bu takdirde ¢ > 1 ve her = € [a, b]

i¢in
1 = 1 a7
el < ) |wrver) (3:44)
o« C I a3 @ + @+ (F @I+ 2o+ 3) @] ]
(b— o)™

(a4 3)|f @)+ B+ (@) + 20+ 3G

esitsizligi gecerlidir [19].

Ispat. Lemma 3.4.1, | f'|9 nin konveksligi ve power-mean esitsizligi kullanilarak

Ho(z)| < %(/{) (t;)dt)l_}] () + (D)) (3.4.5)

(] (5)0) )

esitsizligi gecerlidir. Burada

Q|-

e, 1t 1=t N\, Qo+ 3) @)+ | @)

= /o?f< > " ) N 1 [ R

1« _ q ()4 Oé "(a)l

b= /0 %f/<12tx+1;t“> w< i )4|(a++(21)(zi)‘2€( £

e TN 2 3)[f ()] | (B)]
S = /05f< 7 Tt b) s et Dia+2)

Y A R T A |f(@)]7 + (2a 4+ 3)[f/(b)[*
h= /o5f< > T b) h s e D+ 2)




dir. Burada Ji, Jo, Js, Jy esitsizliklerini (3.4.5)" de yerlerine yazilirsa (3.4.4) esitsizligi

elde edilir. Boylece teoremimizin ispati tamamlanir.

Teorem 3.4.4 |f'|9, [a,b] arahginda konkav olsun. Bu takdirde ¢ > 1, % + % =1 ve her

x € [a,b] igin

Ho(z)] < %( ! )é (3.4.6)

esitsizligi gecerlidir [19].

Ispat. Lemma 3.4.1 ve Holder esitsizliginden, ¢ > 1, p = q_il ve her z € [a, b] i¢in

( Jotl 5

r—a)” t*
< p

pale) < U ([ ) )
~a)tt g )
o (] ()

_ oz—i—l to P %

— | dt K.

([ () a)
_ g)etd 5 )
S () () )

esitsizligi gegerlidir. Burada |f’|?” nin [a,b] araliginda konkavligi ve Jensen esitsizligi

Y14+t 1=t |
f/<1;tx+1_ta)dt)q:
! 1—t 1 t
g = [ (e ) i
! L+t 1-t T+b
won (et sl (550
Y, (1= 1 t x + 3b
so= [ Gttt [l (557)]

dir. Burada K, K, K3, K4 esitsizliklerini (3.4.7)" de yerlerine yazdilirsa (3.4.6) esitsizligi

Q=

(3.4.7)

Q=

kullanilarak

v |+

I <x+3a)

d

[SC) RN

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.4.5 |f'|9, [a,b] konkav olsun. Bu takdirde her z € [a, ] i¢in
(x — a)*t! [ ; ((2a+3)x+a>' y <x+(2a+3)a)H
) 2(+2) 2(a+2)

[Hal(x) < EES
,((2a+3)$+b> ' Ly (xJ;((jT;)B)b) H

(b — x)ott
20+ 1)(b—a) [ 2(a+2)

+

esitsizligi gecerlidir [19].

Ispat. Lemma 3.4.1 ve |f’|” nin konkavhg kullamlarak her 2 € [a, ] i¢in
(x—a)‘”l/l 1+t 1—t
< 7
@l < C [y (e
(:c—a)o”rl/ 1—t 1+t
* b—a 0 7
(b — )Tt / 1 —|— t
* b—a 0 f
(b _ x)a—i—l /1 . 1
* b—a 0 /

n=ais —dt)

to
dt

te
P
te
P
te
P

)
=
g)

(fo( v+ Sta) Lt ‘
I %
plemar (/%dt) (fo (5o + L %dt)‘
ploo o (/Olgdt) (fo( %‘ %dt)
e (f ) (fo (le o tadt)

esitsizligi elde edilir. Boylece istenilen sonug elde edilmis olur. Bu (3.4.2), (3.4.3), (3.4.4),
(3.4.5) teoremlerinde o = 1 alimirsa M.A.Latif” in [18] deki daha 6nce elde ettigi sonuglara

IN

ulagilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Diferensiyellenebilen m— Konveks Fonksiyonlar igin Kesirli
Integraller Yardimiyla Elde Edilen Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler

Bu boliimde ilk olarak ana sonuglarimizi ispatlamak icin kullanilacak olan lemma

verilecektir.

Lemma 4.1.1 f: [a,b] C R — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon, f’ € La,b], n € N
ve k > 0 icin

G(k;n;a,x,b)(f)

n x—ak —ZE'k
e,

(z —a)ffla) + (b— I)’“f(b)]
b—a

(n+ DMk +1) | n 1 i 1 n
2(b—a) Tof n+1x+n—|—1a T Jarf n—|—1x+n+1a

n

1 1 n
k b kf
+Jx+f<n+1x+n+1>+be n+1$+n+1a

olmak tizere

G(k;n;a,x,b(f)

_ N\k+1 1 1k 1 — 1 4k 1—

_ (z—aq) /t_f,<n+tx+ ta)dt—/ t_f,< tx+n+ta>dt
b—a 0 2 n—+1 n—+1 0 2 n+1 n-+1
k1 1 4k 1 — 1 4k 1—

Gt/ /t—f’ e dt—/ Lp(c=te s 250 a
b—a 0 2 n—+1 n+1 0 2 n+1 n-+1

elde edilir [22].

ispat. Bu esitligi ispatlamak icin

ik it 1—t

. on+1 (n+1rk+1) 1 /1 v1. (Mt 1—t

B 2(:L'—a)f(x) 2(x—a) T'(k) Ot / n+1x+n+1a dt

. n+1 (n+ DMk +1) 1 v n 1
2(:L'—a)f(x) 2(x — a)k+t F(k)/LHHLLa IE T b

 (n+D)MT(R+1) n 1
= 2(1._a)k+1 Ja+f x_'_n—l—la

)H F(u)du

n




ve benzer bi¢cimde

14k

(11—t  n4t

- dt
/OQf(n+1x+n+1a)

- g+ g (e )
1 4k _
[ 55 Gges arin)
PRV ST
ve
[ 57 (e i)
- 28:2)“[9)_ (n4_2(lb)k—+lxr)gil+ L s (ni1x+ni1b)

integralleri hesaplanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa istenilen esgitlik elde edilir. Simdi
yukaridaki lemma yardimiyla konveks fonksiyonlar icin elde edilen yeni sonuglar verile-

cektir.

Teorem 4.1.1 [0,00) C I olacak sekilde I, R de bir agik aralik, f : I — R, I°’de dife-
rensiyellenebilen bir fonksiyon, n € N, k> 0 ve 0 < a < b < oo olmak iizere f' € L]a, b
olsun. |f'|, [a,b] izerinde m—konveks fonksiyon ise bu takdirde m € (0,1] ve x € |a, b|
i¢in

|G (k;n;a,2,0)(f)]

@)+ m

<
— 2(b—a)k+1)
esitsizligi gegerlidir.

Gl + z(b(b—_a;6<)k++ 0 {'f/@)' o

b
/
201
Ispat. Lemma 4.1.1’de mutlak deger alinarak ve |f’|” nin m— konveksligini kullanarak,

|G (k; i, 2 b) (1f)k|
=l
iy
_ (xb__a)akﬂ [/012

1 4k
t 1t t
+/§f’( +mlT ﬁ)‘dt
0

IN

L[+t 1—t /H&'f

dt —
/ (n—l—lx_l_n—l—la )2
L[+t 1—t Lk
f(n_l_lx—l—n_l_lb dt + 2

, [+t 1—-ta
—— || dt
/ <n+1$+mn+1m

1—1¢ n-+t
! dt
f<n+1$+n—|—1a)‘ }

(1=t n+t
/ (n+1x+n—|—1b)'dt}

x
n+1 n+1m
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,(n+t 1—-tb
STE0 )
/ <n+1x+mn+1m

(b—x)k“[ Lk
S [T
b—a 0 2
ek 1=t n+tb
—|f— — )|t
+/0 2 / (n+1x+mn+1m)‘

= 2(19(:6—;)6& 1) Gl + 2(b(b—_a)x()k 1) ['fl(x” +m

1/ (@)] +m

201

Sonug 4.1.1 Teorem 4.1.1" de m = n = 1 alinirsa, [19]” da Teorem 1 esitsizligi elde edilir.

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2 [0,00) C I olacak sekilde I, R de bir agik aralik, f : I — R, I°’de dife-
rensiyellenebilen bir fonksiyon, n € N, k£ > 0 ve 0 < a < b < oo olmak iizere f' € L|a, b
olsun. |f’|, [a,b] tizerinde m—konveks fonksiyon ise bu takdirde m € (0,1], x € [a,b],

1 1_ o .
5+E—1veq>11(;1n

|G (k;n;a,2,b)(f)]
(l’ _ a)k—l—l 1

2(b—a) (k:p+1) (n—ll—l);
" [((2n+1)|f’(x)|q+m|f’(%)lq)5 N (\f’(x)\q—l—m@n—i—1)\f’(%)\q)%]

2 2
1
1 q
<n+1>

y [(QM it '<5’1>q); - ('f @7 +m(2n+ 1)f’<,§l>q)1

L Al

(b—ax)ktt 1
2(b—a) (k:p +1

3=

+

)

2 2

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1, Holder esitsizligini ve | f’|?” nin m— konveksligini kullanarak,
S sl G amie) o [ 5 G iao)
[ (s [ (Lt 2o
(xb__a)akﬂ (/Ol(g)pdt)% (/01 f’ (Ziixjt Tlhzia) th)%
(b)) |
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|G (ks n; a,x,b)(f)]

IA

IN




+“;fiﬁl(47ZWﬁ);[(/l qué

n+t 1—1¢

f<n+1x+n+1b)
! (1 —1 n+1

+</o f <n+1 ) ) ]

(x — a)F*! 1 "

2(b — a) (kp—i—l n+1 [/0"+t|f N4+ m(1—1t)

G |

+(Z(_b ?:1 (kpil)ﬁ <%H>l [(/01(n+t)|f’(a:)|q+m(1 .
+ (/01(1—t)|f/(x)\q+m(n+t>
(z—a)*! 1

()
0—a) Tt <ni1)

x[C%+DW(f+mW(HU +Cﬂ@wﬂm?+ww%w)1

(b—a)* 1 1 \¢
+[2(b—a) (kp—l—l) <n+1)

[<(2n+1)f’(fv)q+mf’( )|q)q+ <|f’( )q+m(2n+1)f/(’i)q)q]

1

Gl

IN

([ a-oir@p+m+o

0\
)

()

3=

IN

3=

2 2
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.2 Teorem 4.1.2" te m = n = 1 alinirsa, [19]’ da Teorem 2 esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.3 [0,00) C [ olacak sekilde I, R de bir agik aralik, f : I — R, I° diferen-
siyellenebilen bir fonksiyon, n € N, k > 0 ve 0 < a < b < oo olmak iizere f' € L[a,b]
olsun. |f’|, [a,b] tizerinde m—konveks fonksiyon ise bu takdirde m € (0, 1], x € [a,b] ve

g > 1 i¢in

|G (k;n;a,2,b)(f)]
(LL’ _ a>k+1 1

T ICES) ((k+2)(n+ 1))

1

()’

[((n(k +2) + k+ D)|f(2)] +m

I

[ ((n(k; +2)+k+D|f (2)|T+m

+ (|f’(x)|q +mn(k+2)+k+1)

Q[

(b _ x)k—l—l

1
=k 1) ((k F2(n + 1))

q)(ll

()
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+ (1@ 4 mnte+2)+ k4 1)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1, power-mean esitsizligini ve | f’|?” nin m— konveksligini kullanarak,

IA

IA

IA

|G (k;n;a,2,0)(f)]

(flj—a>k‘+1 /1 tk . n+t 1—¢ /1 tk;
b—a 0 2 / n+1$+n+1a dt + 0 2
(b — )kt /1 ) (ntt 1—¢ /1 "

+ b—a 0 2 / n+1x+n—|—1b di+ 0 2

(x —a)Ft! /t’“ =y /1t’“ n+t  1—t
b—a 2% 7 [t e

t_ 1—t n—l—l
0 2 n—l—l n—l—l
k+1 - 1
([ 5 ([ 5]
tk

+</0 2 <n+1 b)

(z — a)*+!

2(b—a) k+1 n—|—1

{( 1t (n+t)|f(x)]*+m(1l—1)

1—¢ t

' :c+n+ alldt
n+1 n+1
1—¢ t

' :c+n+ b)|dt
n+1 n+1

AN
)

P )
r(@)) '}

+<0 t* )| 4+ m(n +1t)
@1
[#]o- w+mm+wu<%@dﬁé}

b )k+1 1 1—% 1 %
_l_
2(b—a) (k+1) (n+1)
_l_

)k—i—l

(/0 (n+t)]f ()| +m(1 —1)
(b( a)(k+1) ((k+2)1(n+1))q [((”(k+2)+’f+1)\f'(:c)\q+m

(I

(b= ) SR (o
20b—a)(k+ 1) ((k+2)(n+1)) [(<n<’“+2>+’f+1>|f@>\ +m

3 |

1
Q)g

)

+ (IF@)1 4+ mnk+2) + 5+ 1)

1
(I)q

&)
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+ (\f’(m)\q +m(nk+2)+k+1)

PG

Sonug 4.1.3 Eger Teorem 4.1.3’ te m = n = 1 alinirsa , [19]” da Teorem 3 esitsizligi elde

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

edilir.

4.2 Diferensiyellenebilen (a, m)— Konveks Fonksiyonlar Icin Ke-
sirli Integraller Yardimiyla Elde Edilen Hermite-Hadamard
Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda Lemma 4.1.1°i kullanarak (o, m)—konveks fonksiyonlar igin Hermite-

Hadamard tipinde integral esitsizlikleri elde edilmigtir.

Teorem 4.2.1 [0,00) C [ olacak sekilde I, R de bir agk arabk, f : I — R, I°de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon, n € N, k > 0ve 0 < a < b < oo olmak tizere f' € L[a, b]
olsun. |f’|, [a,b] tizerinde (a, m)—konveks fonksiyon ise bu takdirde (o, m) € (0,1]* ve

x € [a,b] igin

_n° 1 MNa+ DI(k+1)

A_k+12F1(—a,k:+1,k+2,—ﬁ)+ Tath+2) (4.2.1)
B 2(n+ 1)«
— k;i_l_l (4.2.2)

olmak tizere
|G (k;n;a,2,b)(f)
(:L’ - a)k+1 / [ Q
S —a)mt e [A|f (@) +m(B = A)|f (E) H
(b _ x)k—i—l

[A\f’<x>| Fm(B - A)

201

+
2(b—a)(n+ 1)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1, mutlak degerin 6zellikleri ve | f'|” nin (cr,m)-konveksligi kullanilarak,
|G (k;n;a,z, b)(lf)| 1
et (et a2 (e att)
Al G i) [ 5 G ) o
() 5) [ sl izl
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(b— o)+ /1 o\
— —dt
* b—a 0 2

Yk (1=t n+1
+</0 2 f(n+1$+n+1b)

o () (k)

IA

1
Q>5

)

(b
’ {<Al n+t F1(@)]9 4+ m(1 —t)
+<A f(@)|" +m(n+1t)
) |
X {</° ¢ ma—o | (D) ]a)’
+<Lft{ )W+nun+ﬂ(f(%)q}ﬁ)g}
= XfiD(@H& ) [( T
()
) [kt o

+Of@ﬂﬂwﬂ(k+2+k+1 )f

(b _ x)kH

o=k + 1) ((k+2 nt 1)

1
Q)E

()

b
m

+quw+mu<h+m+k+nu< H)q

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.2.1 Eger Teorem 4.2.1" de a« = 1 aliirsa, Teorem 4.1.1 esitsizligi elde edilir .

Teorem 4.2.2 [0,00) C [ olacak sekilde I, R de bir agk arabk, f : I — R, I°de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon, n € N, k > 0ve 0 < a < b < oo olmak tizere f' € L[a, ]
olsun. |f’|, [a,b] tizerinde (a, m)—konveks fonksiyon ise bu takdirde (a,m) € [0,1]?
x € [a,b] 7%%—%zlveq>1i(;in
(n+1)* —n®

a+1
D= (n+1)"

C:
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olmak tizere

|G (k;n;a,x,0)(f)]

kL 1 a
Y (k)
7 ()

— )kt %
+(bb—>a+ (pk:l—|—1> (n—1|—1>

()

)

(@ +mn-c)
q)q]
(U@ +mp-c)

¥

()

+((D —O)|f'(x)|*+ mC

<R

1
f])q

()

+<(D — O)|f'(x)|*+ mC

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1, Holder esitsizligini ve |f|” nin (a,m)-konveksligini kullanarak
|G (k;nia,z,0)(f)]

[l (e e | (e 220
A [[5h (pteeasiles [ Gter s
(L) o) [f (e 50 )
LG

AT ) [ (i)
L)
(f”—_a)’f“< 1 )é

b—a \pk+1
AUy (-
+[/ol<<:t—:ti)a|f/(:c)|q+m<1—< )a)\f’%)w)dtr}
5 ()

([ (2t e om(o- (220 i) o
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))u%w)};}

(o|f’ )|7 + m(D — C)

|

[ (@) rorene- (5
a (xb_—a):H (pk:1+1> <n+1)q

+QD—@M(W ()

)
+(b—x)k+l< 1 [

RSl

q>(11

q

1
Q>q

b
q _
b—a pk‘+1 n+1 Clf @) +m(D = C) (m)

(e
@

Sonug 4.2.2 Teorem 4.2.2’ te « = 1 alinirsa, Teorem 4.1.27 deki esitsizlik elde edilir .

+QD—@U<W+mC

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3 [0,00) C [ olacak sekilde I, R de bir agk aralk, f : I — R, I°de
diferensiyellenebilen bir fonksiyon, n € N, k > 0ve 0 < a < b < oo olmak tizere f' € L[a, b]
olsun. |f’|, [a,b] tizerinde (o, m)—konveks fonksiyon ise bu takdirde (o, m) € (0,1]?
x € [a,b] ve ¢ > 11igin A,(4.2.1) ve B,(4.2.2) olmak iizere

|G (k;n; a,2,b)(f)]

< Lo ()T () [ (4 M e 0y
o (§ Tt DY | ()17 [Pl DEGED g

L

e (Y[t ) o

(B (O e
T}

(B Ma+ 1)I(k+1) )
+m
Ispat. Lemma 4.1.1, power-mean esitsizligini ve | /|9 nin (o,m)-konveksligini kullanarak

2 D(a+k+2)
P n+t +1—t dt+/1tk 7 1—t +n+t "
e a —_ a
n+1 n+1 0 2 n—l—l n+1
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esitsizligi gecerlidir.

|G (k;n;a,2,b)(f)]
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+[/01t2<21 t) @) +m(1_<ﬁ)“) 'f,<b)'q)dtr}

e () ) { (- e )

+m<§_A ax’fgl)‘f(a)” [Mikf;l)ww
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Sonug 4.2.3 Teorem 4.2.3" te « = 1 alinirsa , Teorem 4.1.3’deki egitsizlik elde edilir.

4.3 Diferensiyellenebilen s— Konveks Fonksiyonlar igin Kesirli
Integraller Yardimiyla Elde Edilen Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler

Bu boliimde, s—konveks fonksiyonlar i¢in Lemma 4.1.1 dikkate alinarak agagidaki yeni

sonuclar elde edilmigtir.

Teorem 4.3.1 f : [a,b] C R — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon , f’ € L[a,b], n € N

ve k > 0 olsun. Eger |f’| s— konveks fonksiyon ise 0 < s < 1 i¢in

0k + 1)oFy =5,k + 1,k +2; —1] (4.3.1)

Ck+ DI(s+1)

F=
I'(k+s+2)

(4.3.2)

olmak tizere

|G (k;n; a,2,b)(f)]

< s = @ @+ -2 @)+ o]

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1, mutlak degerin ozellikleri ve | f'|” nin s— konveksligi kullanilarak,

R (ot ot [ S (2200
A gl G i) [ 2l (e i)l
< %{/g[(ﬁj)suuu(l ) 1ra] a

[5G o= () vl o

SERIACOEENC
+ f%{(gzi)w«ww<ﬁi>

E+F

- xwﬁmn+DJ@_®ku(N+v(m

|G (ks n; a,z,b)(f)]

i) ol
o]}

(b—a)" 1 @)+ [ (O]
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2 f : [a,b] C R — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon , f’ € L[a,b], n € N

ve k > 0 olsun . |f’| s— konveks fonksiyon ise 0 < s <1, ]lj + % =1veq>1icn

(n+1)*—(n)*
s+ 1

M1 =

ve

s+1

olmak tizere

|G(ksn;a,2,0)(f)
(n+1)%s 1 »
S S0—a) (kp+ 1)

x { (@ = ) [l £ @)1 + pal £ (@17 + [l £ @)+ gl £ (@) ]

Q|

+ [0 =2 [l @+l PO + ol £ @1+l £ O] }

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1, Holder esitsizligi ve | /|9 nin s— konveksligi kullanilarak,
|G (k;n;a,2,0)(f)]

([5G iz [ 5 Gt i)l
e G s O | L e T = s
L)) [ iz )

([ (e o)) ]

AL [ Gz
([ (o2t ]

< L (Y ([ o)
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1
q

* (/01(1 =) f' (@) + (n + t)5|f’(a)|th)

e [( [ sl @ -l

¥ ( / W@t t)slf’(b)|th)%

B (n<+ 1)§ (kp1+1>;

x {(az @) [l @) + ool (@)

*‘ﬁ:jlg(kpi1)%

x {(b = [l @)+ pal £ O] + [zl @)+ gl 0)]

Q=

+ ol @) + ] (@) }

}

Teorem 4.3.3 f:[a,b] C R — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve f’ € Lla,b], n € N

Q[

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

ve o > 0 olsun. |f’|? s— konveks fonksiyon ise 0 < s < 1 ve ¢ > 1 i¢in E, (4.3.1) ve F,
(4.3.2) olmak iizere

|G (a;n;a,2,0)(f))
m+1)7% /1 \'%
= 2w—a)<k+1)

; {<x — @) [(BI @)+ FIf @) + (FIF @) + Bl (a)])]

}

Ispat. Lemma 4.1.1, power-mean esitsizligi ve |f’|?’ nin s— konveksligi kullanilarak,
|G (k;n;a,,0)(f)]

e (st A [ (e ) o

A sl Gl [ 5 Gt o)l

_1 1

e () ([ (22t ) )

40
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Ho— )M [BLF @I+ FIFGI + (FIf @7 + BLFO))

esitsizligi gegerlidir.




(LSt et

e o) [ S i)

([ Sirates nH)Idt)l]

) {(/ Ll + 07 1F@) + (117 @) d )é
+</01tk[(1—t) |f(@)]7+ (n+ )% f'(a }

MG AL (kil) {(/ L@+ (1 PO e )§
([ eta-ir@e s e )}
- (;L(Z_—l)a; (ki1)l_a

x {(:c = o) (B @)+ FIF @) + (FIf @) + B (@)))1]

IA

(b= ) [(BLF @)1+ FISG))7 + (FIf @) + E|©)]9)s ] }

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Aragtirmanin esasini olugturan dérdiincii béliimde, Lemma 4.1.1° de Noor ve arkadasla-
rinin vermis olduklar1 6zdeglikten yararlanarak m— konveks, («, m)— konveks ve s— kon-
veks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunulmustur. Bu sonuclar
dordiincii boliimde verilmistir. “E.Set ve S.S. Karatas, Hermite-Hadamard type inequali-
ties obtained via fractional integral for differentiable s-convex functions, AIP Conf. Proc.
1726, 020044 (2016)” ve “E.Set, S.S. Karatas ve M.A. Khan, Hermite - Hadamard Type
Inequalities Obtained via Fractional Integral for Diferentiable m—convex and (o, m)-
convex Functions, International Journal of Analysis Volume 2016, Article ID 4765691,
8 pages” seklinde yaymlanmigtir. Konuyla ilgilenen arastirmacilar Lemma 4.1.1" den ve
quasi-konvekslik, h-konvekslik gibi konveksligin farkli ssmflarindan faydalanarak Hermite-

Hadamard tipli yeni egitsizlikler elde edebilirler.
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