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OZET

BAZI MATRIiS DENKLEMLERININ COZUMLERININ BAGIMSIZLIGI VE
RANKLARI

SELIN YILMAZ

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiiksek Lisans Tezi, 153s.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez calismasi 5 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezin amacindan ve bu amag
dogrultusunda yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir. Ikinci béliimde tezde kullanilan temel
tanim ve teoremler verilmistir. Matrislerin genellestirilmis inversleri agiklanmig ve bir
algoritma verilerek orneklerle pekistirilmistir. Daha sonra Moor-Penrose tipi genellestirilmis
inverslerin 6zellikleri aciklanmis ve orneklendirilmistir. Ucgiincii boliimde bazi matris
denklemlerinin ¢oziimlerinin bagimsizligi incelenmistir. BXC=A tipindeki matrislerin
cOziimiindeki alt matrislerin rankalr1 ve bagimsizlig1 incelenmistir. A-BXC denkleminin X’e
gore maksimal ve minimal ranklariin bulma yontemleri anlatilmigtir. Birim elemanli bir
regiiler halkada lineer matris denklemi ve denklem sistemlerinin ¢6ziimii incelenmistir. Matris
denklem sistemlerinin ¢éziimleri incelenmis ve matris denklem ¢6ziimlerinde alt matrislerin
tekligi ve bagimsizligi, ranklarin bagimsizligi incelenmistir. Genellestirirlmis inversler
kullanilarak matris ifadesinin ranklari i¢in alt ve tist sinirlar incelenmis ve maksimal,minimal
ranklar agiklanmigtir. D-CA™B Schur Komplementinin maksimal ve minimal ranklar
agiklanmugtir. Dordiincii boliimde sonug¢ ve Oneriler verilmistir. Besinci boliimde ise
yararlanilan kaynaklar listelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bir matrisin ranki, Denetrminant, Kare matrsis, Maksimal ve minimal
rank, Moore-Penrose invers, Schur komplementi, Singiiler matris



ABSTRACT
RANKS AND INDEPENDENCE OF SOLUTIONS OF SAME MATRIX EQUATIONS
Selin YILMAZ
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Department of Mathematichs, 2016
MSc. Thesis, 153p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis is consist of five chapters. In the first chapter it is mentioned about the object of
the thesis were used in the thesis are given. Generalized inverses of matrices are explained
and it’s rainfoced with the examples by given an algorithim. Than some properties of the
Moore-Penrose generalized inverses and same examples are given. In the third chapter,it is
investigated independence of the solutions of same matrix equations. Also it is considered
independence and ranks of submatrices in the solutions of the type matrix equation BXC=A.
It is given the methods of finding maximal and minimal rank with respect to X of the matrix
expression A-BXC. Then it is considered solution of linear matrix equation systems in a
regular ring. Finally it is obtained lower and upper limits fort he rank of the matix expressions
by using the generalized inverses and explaind the maxsimal and minimal ranks. Also it is
investigated maximal and minimal ranks of the Schur complement of the experession D-CA
B.In the fourth chapter,result and suggestions are given. Then some referances which is used
in this thesis are listed.

Keywords: Determinant,Maximal and minimal rank, Moore-Penrose invers, Schur
complement, Singuler matrix, Sqare matrix
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SIMGELER ve KISALTMALAR

: A matrisinin Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversi
: A matrisinin genellestirilmis inversi (i¢ inversi)

. A matrisinin eslenik transpoz matrisi (Hermitian matrisi)
: A matrisinin transpozu

: A matrisinin eslenik matrisi (es matrisi)

: A matrisinin determinanti

: A matrisinin bir a;j elemaninin kofaktori

. A matrisinin inversi

: A matrisinin null (sifir) uzayi

: A matrisinin ranj (siitun) uzayi

: A matrisinin dig inversi

: A matrisinin yansimali genellestirilmis inversi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Clizerinde tanimli mxn tipindeki tiim matrislerin kiimesi
- A matrisinin ek matrisi

: nxn tipindeki birim matris

: K kiimesi

: K iizerinde tanimli mxn tipindeki tiim matrislerin kiimesi
: Dogal sayilar kiimesi

: A matrisinin R(A) siitun (ranj) uzayimnin yansiticisi (izdiistimii)
: Reel sayilar kiimesi

: A matrisinin ranki

\



1. ciris

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore (1920, 1935) tarafindan
ortaya atilmigtir. Bu fikrin genel operatorlere genigletilmesi ise Tseng (1949a,
1949b, 1956) tarafindan yapilmigtir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda her hangi bir sistematik caligmaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda,
onceki galigmalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkh bir yoldan
Moore tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile aym
zamanlarda yagayan bilim adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiiler ma-
trisin Pseudo Inversi olarak adlandirdigs, en kiiciik kareler teorisinde singiiler ma-
trisli normal denklemlerin ¢oziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesa-
planmasinda kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan
geligtirilen Pseuda invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlama-
larin timini saglamamaktadir. Bu nedenle de bu invers, Moore-Penrose inver-
sten farklidir, fakat gozlem denklemlerinin ranklar: tizerinde herhangi bir kisitlama
konulmamasi durumunda en kiiciik kareler yonteminin genel teorisinin ortaya
konulmasida oldukga yararhidir. Rao (1962), daha sonraki bir ¢aligmasinda, li-
neer denklemlerle ilgili problemlerinin ¢6ziimiin- de yeterli olabilecek ve Moore ve
Penrose” un vermis oldugu tanimdan ¢ok daha zayif bir tanim ortaya koymustur.
Béyle bir invers, bir genellegtirilmig invers (g-invers) olarak adlandirilmig ve bunun
uygulamalar1 Rao(1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun birgok ¢aligmasinda yer
almigtir. Genellestirilmis inversler iizerinde 1955 lerden itibaren galigan baslica
bilim adamlar1 arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-
Israel ve Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs
ve Odell (1966) sayilabilir. Bose (1959), ”Varyans Analizi” adli ders notlarinda
g-inversi kullanmigtir. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali in-
versini tanmimlamigtir ki bu invers bilinen g-inversten farklidir ve bazi uygula-
malarda kullanihir. Chernoff (1953), singiiler nonnegatif tanimh bir matrisin g-
inversini goz ontine almigtir ki bu invers, bir g-invers olmamasina ragmen bazi
tahmin problemlerinin incelenmesinde yararhdir. Rao (1962) tarafindan verilen
daha zayif tanmimi saglayan g-invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde il-
ging bir ¢aliyma olarak kabul edilir. 1967 yilinda bir yayminda Rao (1967),

degisik amaclarla kullanilmak tizere g-inverslerin bir simiflandirmasini vermistir.



Bu caligmalar daha sonra genellegtirilmis inverslerin yeni bir siniflandirmasini or-
taya atan Mitra (1968a, 1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan
geligtirilmistir. Genelles- tirilmig inverslerin diger cesitli uygulamalar1 Mitra ve
Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir dizi galigmada ele
alinmigtir. Genellegtirilmig inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve
onlarin gesitli uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices and Its Applications

(Wiley, 1971) adl kitapta verilmistir.

Bu tez calismasinda oOncelikle kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen
anlamda inversi mevcut olmayan matrisler igin geligtirilen ve lineer denklem
sistemlerinin genel durumda c¢oziimiinde kullanmilan ve bilinen anlamdaki invers
ozelliklerini de saglayan genellesgtirilmis invers ad1 verilen bir kavram ele alinmigtir.
Bu amacla bir matrisin genellestirilmis inversi, yansimali genellestirilmis inversi ve
Moore-Penrose tipi genellegtirilmig inversi tanimlar: verilerek bu inverslerin gesitli
ozellikleri ortaya konulmustur. Matrislerin Moore-Penrose inversleri i¢in genel
ifadeler verilmis ve Schur Complement iceren cesitli matrislerin Moore-Penrose
inversleri icin bazi ifadeler elde edilmigtir. Daha sonra bazi matris denklem-
lerinin ¢oziimlerinin bagimsizligi ve rank problemleri ele alinmigtir. Bu amacla
gesitli tiplerde matris denklemleri alinarak genellestirilmis inversler yardimiyla bu
matris denklemlerinin maksimal ve minimal ranklarinin hesaplanmasindan soz
edilmig, denklemlerin ¢oziimlerinin bagimsizliklar: incelenmis ve ¢oziimlerdeki alt
matrislerin tekligi ve bagimsizlig tizerinde etraflica durulmustur. Birim elemanh
bir regiiler halka iizerinde lineer matris denklemleri ve denklem sistemlerinin genel

¢oziimleri ele alinmigtir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 ¢ K bir cisim olsun. myn € M ve 1 <7 <m, 1 <7 <n olmak

tizere biitiin (4, 7) swrali ikililerin kiimesi A = N x N olsun.
f A — K fonksiyonu
(2, 7) = f(i,7) = a

olarak tammmlansin. a;; € K olacak sekilde secilen m.n tane elemanin olusturdugu

ail a2 N AT
a9 a92 ... Qop

(2.1.1)
Am1 Am2 ... AOmn

say1 tablosuna K cismi iizerinde tanimli m x n tipinde bir matris denir.

a1y a2 ... Qp
921 o2 ... QA2pn

A= (2.1.2)
Am1 Am2 ... Omn

matrisi kisaca A = [aij} seklinde gosterilir. Her (i,7), 1 <i<m, 1<

mXxn
J < n ikilisine kargilik gelen a;; elemanina A matrisinin (4, j)-yinci bilegeni
denir.

1. m X n tipinde olan ve bilegenleri bir K cismi iizerinden segilen biitiin A =

[aij} matrislerinin kiimesi K" ile gosterilir.
mXxn

191. A = [aij] ve B = [bij} m X n tipinde her hangi iki matris olmak iizere, her

ise bu iki matrise egit matrisler denir.

w. A = [aij] m X n tipinde bir matris olmak tizere, her bir a;; elemam sifira

esitse A matrisine sifir matris denir.



v. A = [aij} ve B = [sz] m x n tipinde her hangi iki matris olmak iizere,

V1.

V1.

A ve B matrislerinin toplami, (¢, j)-yinci bilegeni a;; + b;; olan bir matris

olup
+ K x K" — K

(4,B) = A+ B = [a;] + [b,]

a1 +b11 ap+bis ... ay,+bin
A+ B as; +ba1 age +by ... ag, + by
Am1 + bml Am?2 + bm2 coe Qmp + bmn

seklinde tanimlanir.

¢ € K bir skaler olmak iizere cA € K" matrisi (¢, j) -yinci bileseni ca;; olan

bir matristir. Yani

. m m
K x K™ — K”
Ca11 ci2 ... CQip
Ca91 CQgo2 ... CQop
(¢, A) = cA =
CQm1 CQyo ... CQmn

olur. O halde her A € K" matrisi i¢cin 0 € K olmak iizere, 04 = 0 € K"

matrisi, m X n tipinde sifir matristir.

A= [aij} € K ve B = [bij} € K? iizere, A ve B matrislerinin ¢arpimi

C = [Cij € K7 seklinde bir matristir ve
KX KE — KT

(A,B) - AB=C
|:(Iiji| . |:b7;ji| = [cij} = [Zizl aikbkj} . 1<i<m, 1<j<n
seklindedir, yani

(anbn + ...+ alpbpl) e (anbln + ...+ alpbpn)
A.B = : : :

(am1b11 + ...+ ampbpl) .. (amlbln + ...+ ampbpn)



olarak tanimlanir. O halde matris ¢carpiminin tanimh olabilmesi i¢in birinci
carpanin siitun sayisi, ikinci carpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi
A ve B matrislerinin ¢arpimi A.B veya AB ile gosterilir. [Hacisalihoglu H.H.,
1977]

Tanim 2.1.2 i K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi tizerinde

tanimli m x n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.

1. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi tizerinde tanimh

m x n tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir. [Branson R.,

1999

Tanim 2.1.3 & A= |:aij:| matrisinde m = n ise, A matrisine kare matris
mXn
denir.
ayr a2 ... Qin
G21 Q22 ... dgp
A= (2.1.3)
An1 Ap2 ... Amn
kare matrisinde aq1, ass, . . ., @y, elemanlarina kogegen (esas kogegen) eleman-
lar1 denir.
1. Bir A = [aij] kare matrisinin aq1, ass, . . . , a,, kosegen elemanlar1 disindaki
mXn

tiim elemanlar sifir ise yani, a;; = 0 (¢ # j) ise bu matrise kdsegen matris

denir ve

A= K6§{a,11, asg, . .. ,ann}

ile gosterilir.

11, Bir kosegen matriste a1, aso, . .., an, = k, k € K ise bu matrise skaler matris

denir.

1. Kogegen tlizerindeki elemanlar: 1 ve kogegen digindaki elemanlar: 0 olan n xn



tipindeki bir matrise birim matris denir ve

1 ... 0
I, =
0 ... 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K" matrisi i¢in, ,,A = Al, = A olur.

v. Bir A = [aij} matrisinden ayni numarali satirlar ve siitunlar kendi ar-
mXxn

alarinda yer degistirilerek elde edilen AT = [aij] o matrisine A matrisinin
transpozu (transpoze matrisi) denir. Buna gore A ve B uygun matrisler
olmak tizere

(A+ B = AT + BT ve (AB)" = BTAT

esitlikleri saglanir.

vi. A bir reel kare matris olmak iizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris

denir.

vit. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagmtisi varsa, bu matrislere

degismeli (komutatif) matrisler denir. [Hacisalihoglu H.H., 1977]

Tanim 2.1.4 4. {1,2,...,n} kiimesinin kendisi {izerine bir birebir ve orten
bagintisi veya eg deger olarak 1,2, ..., n sayilarinin yeniden bir siralanmasina

{1,2,...,n} kiimesinin bir ¢ permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon

1 2 ... n
Ji J2 - Un
veya
0= j1,J2,- s Jns Ji = 0()
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi .5, ile gosterilir. S,, de
geligiglizel bir ¢ permiitasyonu, ornegin o = ji, jo, ..., J, disunildiginde
o’ da cift veya tek sayida permiitasyonlar olmasina gore o’ ya cift veya tek

permiitasyon denir. O halde bir ¢’ nin igareti

1, eger o ise

sgno =
—1, eger o ise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.



.

100,

0.

A= [aij] bir K cismi lizerinde tanimh kare matris olsun.

nxn
a1y a2 ... Qip
a91 a92 ... QAop
Am1 Am2 ... Omn

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman

alinmak tizere n elemanin bir ¢carpimi diisiintilsiin. Boyle bir ¢carpim

aj ><a2j2><...><anjn

J1
seklinde yazilir. Burada carpanlar ardigik satirlardan gelir ve bu yiizden
alt indisler 1,2,...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkl stitunlardan
geldiginden, ikinci alt indislerin dizisi .S, de bir o = j1, J2, . . ., J, permiitasyonunu
olugturur. Tersine, S, deki her permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim

tanimlar. Boylece A matrisi boyle n! carpim kapsar.

A= [aij] kare matrisinin determinanti det(A) veya | A| seklinde gosterilir
nxn
ve yukaridaki her carpani sgno ile carpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir.

Yani

|A| — Z(sgna)aljl Xag, X...Xay
(oa
veya

|A| = Z (sgno)aiy) X Age(2) X - .. X Ang(n)
ocESy

seklinde n mertebedendir.

A= [CLU] matrisinin determinanti agagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
nxn

1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinanti kendisidir.
A= [a] ise det(A) = |a| = a
olur.

2 x 2 tipinde bir A matrisinin determinant1 agsagidaki gibi tanimhidir.

11 Q12 aix a2

A= = det(A) =

Q21 Q22 a21 A2



Vl.

V0.

VL1

olur.

n > 2 ig¢in bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir in-
dirgeme iglemi ve minorleri ile igaretli minorleri kullanilan bir acilimla hesa-

planir.

Bir A = [aij}

minori, A matrisinden i-yinci satirin ve j-yinci situnun atilmas ile olusan

matrisinin bir a;j elemaninin ’ M;;| seklinde tammlanan

nxXn

(n —1) x (n — 1) tipindeki kare matrisin determinantidir.

M, ;| olsun. A ma-

trisinin bir a;j elemammnin A;j seklinde gosterilen kofaktorii (isaretli minorii

Bir A = [aij] matrisinin bir ;7 elemaninin minori
nxn

veya eg ¢arpani)

seklinde tanimlanir.

Bir A = [aij] matrisinin determinanti her hangi bir satir (siitun) eleman-
nxn
larinin kendi kofaktorleriyle carpilip bu ¢arpanlarin toplanmasiyla bulunur.

Yani herhangi i ve j (i,7 =1,2,...,n) i¢cin

det(A) = iaik.Aik = zn:(_l)i+kaik

k=1 k=1

M, (2.1.4)

n

det(A) = ar. Ay = Y _(—1)"ay;
k=1

k=1

M| (2.1.5)

seklinde tanimlanir.

Her bir ¢ i¢in, (2.1.4) ile verilen toplama, A matrisinin determinantinin i-yinci
satir elemanlaria goére agilimi, her bir j i¢in, (2.1.5) ile verilen toplama ise

A matrisinin determinantinin j-yinci siitun elemanlarina gore acilimi denir.

Bir A = [aij} kare matrisi icin ‘ A‘ = 0 ise A matrisine singiiler (tekil)
nxn

matris, ) A‘ # 0 ise, A matrisine nonsingiiler (tekil olmayan veya regiiler)

matris denir. (Branson R., 1999)

Tanim 2.1.5 . Bir A= [aij} matrisinde bir a;7 elemanimin kofaktori A;j

nxn
olsun.

= (4] =[]



seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore

— - T - -
All A12 <o Aln All A21 oo Anl
Aoy Ay ... Ay, A Ay ... A,

Ek(A) _ '21 ‘22 2 _ ‘12 ‘22 ‘ 2
Anl AnZ v Ann Aln A2n e Ann

olur.

it. Bir A = [aij} matrisi icin A.B = B.A = I, olacak sekilde bir B =

[bi j] matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A~! = B ile
nxn

gosterilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1.1 Bir A = [aij] matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi
nxn
bir skaler matris olup
10 0
01 ... 0
ABKA) =BA)A =4 || T | =afn, (2.1.6)
0 0 . 1
ile verilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
ispat.
A Ap Ay, A Ay Ani
A A Asyy, A A A,
AEK(A) — 21 22 2 12 22 2
Anl An2 Ann Aln A2n Ann
-‘A‘ 0 0]
0 \ A’ 0
0 0 n




olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde

Ay Ay ... A, Ao Agy ... Ay,
AFK(A) = '12 '22 ‘2 ' .21 .22 2
Aln A2n Ann Anl An2 Ann
4] 0 . 0]
0 |4l 0
0 o ni
oldugu gortilir. O halde
10 ...0
01 ...0
ABK(A) =EKA)A = [a| || 7 =a|n,
00 ... 1
bulunur.
Teorem 2.1.2 Bir A = [aij] nonsingiiler matrisinin inversi
nxn
1 1
A = ‘—Ek(A) (2.1.7)
A

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat. (2.1.6) bagmtisndan dolayr A.Ek(A) = ’A‘I olur. Bu ifadenin her iki
yan1 A1 ile carpildiginda

(AT ABK(A) = A [a]T= BK(A) = |4 AT = BR(A) = [4] A~

olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |A| # 0 olup

1
A7l = —Ek(A
Aok

elde edilir.
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Teorem 2.1.3 A = |:aij:| nonsingiiler bir matris ve B ve C' ¢carpima uygun
nxn

matrisler olmak tizere AB = AC ise B = C olur. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat. AB = AC esitliginin her iki tarafi soldan A~ ile carpilmasiyla A AB =
ATYAC yani B = C elde edilir.
Teorem 2.1.4 i Bir A= [Gz’j} matris olsun. A~ matrisi tektir.

nxn

i. A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (A71)~! = A dir.

111. A ve B carpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB matrisi de nonsingiiler

olup (AB)™' = B~'A~! dur.
iv. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (A7)~! = (A=1)T
dir. (Branson R., 1999)

ispat.

i. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsin. O

zaman AB = BA =1 ve AC = CA = [ olur. Buradan
C=CI=C(AB)=(CA) B=IB=1B
elde edilir.

. (A71)~! matrisi A~! matrisinin inversidir. Ayni zamanda A matrisi de A™!
matrisinin inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu in-

versler birbirine esittir.
ii. (AB)~! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica
B'A (AB)=B A 'AB=B'IB=B"'B=1

ve

(AB)B'A™' = A(BB)A ™ = ATA™ = AA = |

yazilabilir. Boylece B~'A~! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nons-

ingtiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine egittir.

11



.

(AT)=1 matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrica I7 = I oldugundan
I= 1T = (A4 = (A7)

olur. Bu durum, (A71)T matrisinin AT matrisinin bir inversi oldugunu
gosterir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden (AT)™! = (A=H)7

elde edilir.

Tamim 2.1.6 4. Bir A = [am} matrisi icin A2 = A ise, A matrisine idem-

1.

110

2.

Vl.

V.

VL.

nxn
potent matris denir.

C kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerler-

ine eglenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eglenigi (es matrisi)

denir ve A ile gosterilir.

C kompleks sayilar cismi {izerinde tanimhi A matrisi icin (A)T = A ise A

matrisine hermitian matris denir ve A* = (A)7 ile gosterilir.
Bir A matrisi i¢cin AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.

A= [aij} nonsingiiler bir matris olmak iizere, A™! = A* (veya AA* =
nxn

A*A = 1) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

A= [a”} bir matris olmak {izere, A~* = AT ise A matrisine ortogonal
nxn

(dik) matris denir.

A= [aij] reel simetrik bir matris olmak tizere, sifirdan farkli her = € R}
nxn

vektorii igin 27 Az > 0 (27 Az > 0) ise, A matrisine Pozitif Tammh (Pozitif

Yar1 Tanimli) Matris denir.

A, n x n tipinde bir kare matris olsun. (A — Al)x = 0 esitligini saglayan A
skalerine A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de A matrisinin

bir 6zvektorii denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1.5 i. (A)T = (AT).

1.

100

(A*)* = A,

(A+ B)* = A* + B*.

12



iv. (AB)* = B*A*.
egitlikleri saglanir. (Branson R., 1999)
ispat.

5. A= [aij] m X n tipinde bir matris olsun. Bu taktirde

A= ] ve (A7 = [ag]

olur. Diger taraftan

oldugundan

oldugu gortliir.

ii. A* = (A)T oldugundan

() = ((@7) = (") =4

elde edilir.
119. Hermitian matris tanimina gore
(A+B=(A+B) =(A+B)" =A)" +(B) =4 +B
elde edilir.

1. Hermitian matris tanimina gore

(AB)" = (4B)" = (4B)" = (B)'(A)" = B°a’
yazilabilir.

Teorem 2.1.6 Reel simetrik bir A matrisinin pozitif tanmimh (pozitif yar: tanimli)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart, tiim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
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Ispat. A matrisi pozitif tammli olmak tizere, A dzdegerine ve ilgili z 6zvektoriine
sahip olsun. Bu takdirde bu z vektorii i¢in Az = Az ve (Az,z) > 0 bagmntilar
vardir. O halde 0 < (Az,z) = (Az,x) = Az, z) olur. z bir 6zvektér oldugundan,

sifirdan farkhidir ve dolayisiyla (x, ) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidir.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak tizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine

sahip olsun. Bu takdirde bu z vektori icin
Az = Az ve (Az,z) >0
bagintilar1 vardir. O halde
0 < (Az,z) = (Az,z) = Nz, x)

olur. z bir 6zvektor oldugundan, sifirdan farkhidir ve dolayisiyla (z, z) pozitiftir.

Bu durumda A > 0 olmalidar.

Tiim (sifirdan farkli) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif taniml

(pozitif yar1 tanmimli) olacagr benzer sekilde gosterilebilir. (Lanchester, P., 1969)

Tamm 2.1.7 i x1,29,...,2, kilmesi verilmis olsun. > | a;x; = 0 esitligi an-
cak ai,as,...,a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu
durumda
X1, To, ..., T, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani, a1, as, ..., a,

skalerlerinden en az biri sifirdan farkh olmak tizere >,  a;x; = 0 esitligi

saglaniyorsa bu durumda z1, x», . .., x, vektorlerine lineer bagimhidir denir.

1. A matrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin stitun
vektorlerini A, Aso, ..., Ay, ile, ve satir vektorlerini Ay, Aoy, ..., Ay ile
gosterelim. A, i = 1,2,...,m vektorleri arasindan olusturulan en biiytk
lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki,

Ay, 5 =1,2,... nvektorleri arasindan olugturulan en biiyiik lineer bagimsiz

*] 9
vektorler kiimesinin eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir. (Hacisalihoglu

H.H., 1977)

Teorem 2.1.7 Bir matrisin iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi ma-

trisin satir rankim degistirmez. (Branson R., 1999)

14



ispat. A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin
kiimesi degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizlig

degistirmez. Yani satir rankin1 degistirmez.

Teorem 2.1.8 AX = 0 ve BX = 0 denklemlerinin ¢oéziim kiimeleri ayni ise, o
zaman A ve B n x n tipindeki matrislerin siitun ranklar: aynidir. (Branson R.,

1999)

ispat. AX = 0 sistemi

olarak yazilabilir. Burada A;, A matrisinin i-yinci siitunudur ve X = [z, 29, ..., 2,]7

olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi

olarak yazilir.

A matrisinin siitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A matrisinin
siitun ranki, B matrisinin stitun rankindan biiytk kabul edilsin. Boylece a > b
olur. Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir. Genellik
kaybedilmeden, bunlarin A matrisinin ilk a siitunu oldugu varsayilabilir. (Eger
degilse, A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.1.7" ye benzer sekilde A matrisinin siitun rankimi degigtirmez.) Ancak
a > b kabul edildiginden B matrisinin ilk a siitunu lineer bagimhidir. Boylece,

hepsi sifir olmayan oyle dy, ds, . .., d, vardir ki
d\B1 +dyBy+ ...+ d,B, =0
olur. Buradan
1By +dyBy+ ... +d,B,+0B,41+...+08B, =0
ve (2.1.9) sisteminin ¢6zlimii olarak

Ilzdl IQIdQ I‘a:da xa+1:xa+2:...:xn20
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bulunur. Bu aym degerler (2.1.8) sisteminin de ¢6ztimii olarak verildiginden
d1A1+d2A2+...+daAa:0

dir. Burada, belirtildigi gibi, di, ds, . .., d, sabitlerinin timi sifir degildir. Ancak
bu Ay, As, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir

celigkidir.

A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir caliyma, B ma-
trisinin siitun rankinin da A matrisinin stitun rankindan daha biiyiik olamay-

acagini gosterir. Boylece bu iki matrisin stitun ranklar: egit olmalidir.

Teorem 2.1.9 Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin stitun rankini degistirmez.

(Branson R., 1999)

Ispat. A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B
olsun. Bu durumda Ax = 0 ve Bz = 0 homojen denklem sistemlerinin ¢6ziim
kiimeleri aynmidir. Teorem 2.1.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklar:

aynidir.

Teorem 2.1.10 Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki stitun rankina esittir.

(Branson R., 1999)

ispat. m x n tipindeki bir A matrisinin satir rankinn r ve stitun rankinin
ise ¢ oldugu kabul edilsin. r = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlar:
ilk r satir1 lineer bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlegimi
olacak gekilde yeniden diizenlenirse, Teorem 2.1.7 ve Teorem 2.1.8 yardimiyla bu

iglemin A matrisinin satir ve siitun ranklarim degistirmedigi gortiliir. A matrisinin

satirlan sirasiyla Aq, Ao, ..., A,, ile gosterilsin ve C' ve D matrisleri
_A1_ —Ar+1_
oo ] e po A
_AT_ L Am a
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olarak tanimlansin. O zaman A matrisi bloklanmig matrisidir. Ayrica D
D

matrisinin her bir satir1 C' matrisinin satirlarinin bir lineer birlegimi oldugundan,

6yle bir T matrisi vardir ki, D = T'C olur. Ozel durumda eger
A1 = di A +dAs + ...+ d A,

ise 0 zaman [dy, dy, . . ., d,] vektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, her hangi

bir n boyutlu x vektori igin

Cx Cx
Axr = =
Dz TDx
yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak C'x = 0 ise Ax = 0 olur ve Teorem 2.1.8
den dolay1 A ve B matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin stitunlar:

r boyutlu vektorlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki r den biiyiik olamaz.

Yani

c<r (2.1.10)

olur. Yukaridaki durum A7 matrisi icin tekrarlanirsa, AT matrisinin stitun rankinin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacagi goriiliir. Ancak, A7 matrisinin
siitunlar1 A matrisinin satirlari oldugundan bu durum A matrisinin satir rankinin
A matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacagi anlamina gelir. Yani

r<c (2.1.11)

olur. (2.1.10) ve (2.1.11) bagmtilarindan r = ¢ oldugu goriliir.

Tanim 2.1.8 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir

ve rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir. (Branson R., 1999)

Teorem 2.1.11 A bir matris olmak iizere r(A4) = r(AT) dir. (Hacisalihoglu
H.H., 1977)

Ispat. A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar

AT matrisinin satirlar1 oldugundan, Teorem 2.1.12 dan istenilen sonug elde edilir.
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Tanim 2.1.9 n xn tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(A)=n ise A matrisine
Nonsingiiler (Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, r(A) < n ise A
matrisine Singiiler (Tekil) Matris denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tanim 2.1.10 . A€ K, m x n tipinde bir matris olsun.
N(A) ={z: Az =0}
seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin null (sifir) uzay: denir.

i. A€ K™ m xn tipinde bir matris olsun.

R(A) = {y:Ax:y}

seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin ranj (siitun) uzayi denir. (Hacisalih-

oglu H.H., 1977)

Teorem 2.1.12 A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda agagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve () matrisleri vardir. I, r x r boyutlu birim

matris olmak lizere

i. m=n=r= PAQ =1
ii. m=r<n= PAQ =1[1,0]
291.

I 0
m>r, n>r= PAQ = (2.1.12)
0 0

Ispat. Lancaster, P., (1969)

Teorem 2.1.13 Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpiminin ranki A ve B

matrislerinin rankini gegemez. Yani
r(AB) <min{r(A),r(B)} (2.1.13)

dir. (Lancaster, P., 1969)
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Ispat. AB matrisinin her bir stitunu A matrisinin stitunlarimin bir lineer kombi-
nasyonu oldugundan AB matrisinin siitun uzayr A matrisinin siitun uzayinin alt

kiimesi olur. Boylece

r(AB) <r(A)
esitsizligi bulunur. Benzer gekilde
r(AB) <r(B)
esitsizligi de saglanir. Boylece
r(AB) < min{r(A),r(B)}

elde edilir.

2.1.1 Genellestirilmis Inversler

Herhangi bir A matrisi bir inverse sahip olabilmesi i¢gin A matrisinin nonsingiiler

ve kare matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla
AX =B (2.1.14)
lineer denklem sisteminin var olan tek ¢coziimii X = A~ B seklindedir. Ayrica
AAT = ATA=1T

sartin saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A~! matrisi vardir.
Bununla birlikte A matrisinin kare matris olmadigi durumlarda ya da A ma-
trisinin kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durum-
larda A~ matrisinin 6zelliklerini de igeren ve genellestirilmig invers (g-invers)
matris adim alan yeni bir kavram sayesinde (2.1.14) sisteminin bir ¢dziimii ola-
bilir. C7, kompleks sayilar cismi iizerinde tanimh m xn tipindeki tiim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir A € CI matrisi i¢in agagidaki dort sart1 (Moore-Penrose
sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore-Penrose inversi denir ve

AT veya Al ile gosterilir.

i. AGA=A

19



ii. GAG =G
iii. (AG)* = AG

iv. (GA)*=GA

Eger G matrisi sadece i. sartim1 saghiyorsa bu G matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya AW ile gosterilir. Sadece
#4. sartin saglayan G matrisine A matrisinin bir dig inversi denir ve A® ile
gosterilir. Hem 4. hem de 7. sartin saglayan G matrisine ise A matrisinin bir

yansimali genellestirilmis inversi denir ve A2 veya A, ile gosterilir.

2.1.2 Moore-Penrose Inverslerin Varligi

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore-Penrose sartlarimi
saglayacagl aciktir. Yani A7! = A* olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler
matris veya kare olmayan bir matris ise bu durumda Moore-Penrose sartlarim
saglayan bir AT matrisinin mevcut olup olmadig ile ilgili bir soru ortaya cikar.
Bu kisimda her A matrisi i¢in bir A matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir.
Ayrica bu gekilde tanimlanan Moore-Penrose inversin bir takim o6zellikleri ifade

ve ispat edilecektir.

Teorem 2.1.14 Eger A matrisi m x n tipinde sifir matris ise, AT matrisi n x m

tipinde sifir matristir.

Ispat. Ack olarak At = 0 alindiginda Moore-Penrose sartlarinm saglandig

goriiliir.

Teorem 2.1.15 Her A matrisi icin Moore-Penrose sartlarini saglayan bir A™

matrisi vardir.

Ispat. Eger A = 0ise AT = 0 oldugu aciktir. A # 0 olsun. A matrisinin r rankh

oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi

A= BC (2.1.15)
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seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m x r tipinde r > 0 rankli ve C' matrisi

r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup, B*B ve C'C* ¢arpimlarinin her ikisi de

nonsingtlerdir. Bu durumda eger AT matrisi

At =cCc*(CccHY(B*B)"'B* (2.1.16)

olarak almirsa, A™ matrisi Moore-Penrose sartlarim saglar. Gergekten

1.

110

7.

AATA

ATAAT

= (BC)C*(CC*) " N(B*B)"'B*(BC)
= B(CcC*)(CcCc*)y Y (B*B)"Y(B*B)C = BC = A

cx(ccH Y(B*B)'B*(BC)C*(CC*) {(B*B) ' B*
cx(ccH Y(B*B) Y(B*B)(CC*)(CC*)"Y(B*B) ' B*
C*(OC*)—l(B*B)—lB*

(AA*y

(ATA)

[(BC)C*(CC*)™Y(B*B)™'B*]*
B(B*B)~'(CcCc*)~"Y(CC*)B*
B(B*B)™'B*
B(CC*)(CC*)~Y(B*B)"'B*
(BC)C*(CC*)?~Y(B*B)™'B*
AAT

[C*(CC*)~"Y(B*B) ' B*(BO)]*
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oldugu goriiliir.

Teorem 2.1.16 Herhangi bir A matrisi igin Moore-Penrose sartlarini saglayan
bir tek A" matrisi vardir. Yani her A matrisinin bir tek Moore-Penrose inversi

vardir.

Ispat. A matrisinin Moore-Penrose sartlarim saglayan herhangi iki Moore-

Penrose inversi A ve A olsun. Bu durumda

Af = AFAAS

= A[(AA7)(AAS)
= ATAATAAS

= AfAAS

= ATA(A;447)
= (ATA) (A7 A) A7
= AY(A])AT(A7)" Ag
= (AATA)(AF)" A7
= AY(A)"AS

= (AJA)" A7

= ATAAS

— A}

oldugundan A = AJ olur. Yani AT matrisi tektir.

Teorem 2.1.17 m xn tipindeki bir A matrisinin bir Moore-Penrose inversi varsa

n X m tipindedir.

Ispat. AA' matrisinin simetrik ve dolayisiyla kare olmasi gerceginden ispat

goriilir.
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Teorem 2.1.18 i. m X n tipindeki bir A = [q;j] matrisinin tiim elemanlar1 1

ise bu takdirde
AT = 1 A*
(m.n)

ii. a, n x 1 tipinde ve a # 0 olan bir siitun vektorii ise bu durumda a™

seklindedir.

iii. a, 1 x n tipinde ve a # 0 olan bir satir vektorii ise bu durumda a™

+ -1

a” = a*(aa”)

seklindedir.
ispat .

i. Ispat icin teoremde verilen AT matrisinin Moore-Penrose sartlarim sagladigim

gostermek yeterlidir. Bu durumda

i AATA= AL ANA= AL (A A)=Almn=A

1
ii. ATAAY = (LANA(EAY) = LA A)(L2A) = Lmn(LAY) =
(A7) = A*
iii. (AAT) = (AL A7) = AL A" = AAT
iv. (ATA) = (LA*A)" = LA*A=ATA

oldugu gortliir.

ii. a™ matrisi Moore-Penrose sartlarimi saglar. Gergekten

aaca = a(a*a) a%a

= ala*a) ' (a*a)
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.

oldugu gortiliir.

(') ')

ala*a)'a*

iii. o™ matrisi Moore-Penrose sartlarim saglar. Gergekten

aa a



(aa®)* = [aa"(aa”)"']"
= aa*(aa*)™?
(a*a)” = [a"(aa”) " a]"
= a*(aa*)ta

oldugu gortliir.
Teorem 2.1.19 A herhangi bir matris olmak iizere
(A9t = (AM)* (2.1.17)

esitligi gecerlidir.

Ispat. (2.1.15) bagitisindaki gibi A = BC' olsun. A* = C*B* oldugundan
At =cr(Ccer)y"YB*B) ' B
alinirsa
(A" = B(B*B)"Y(CcC*)~tC (2.1.18)

olur ki bu da A* matrisinin Moore-Penrose inversidir. Gergekten

A*(A*)FA* = C*B*B(B*B)"Y(CC*)"'CC*B*
— OB
pr— A*
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(ATA* (AT = B(B*B)"Y(cCc*)'CcC*B*B(B*B)'(CCH)TlO
= B(B*B)'(CcCcH)7'C
= (A7

[A"(A)*]" = [(C"B")B(B*B)"{(CC™)~'CT
— [cr(ccry i)

2.

(A)* AT = [B(B"B)(CC7) (OB
= [BB'B)'BT
= B(B*B)'B*
= B(B*B)"'(CcCc*)"YCC*)B*
_ (A*)+A*

olur. Boylece

(A9t = B(B*B)"Y(CcC*)~tC (2.1.19)

elde edilir. (2.1.18) ve (2.1.19) bagmtilarindan ve bir matrisin Moore-Penrose

inversi varsa tek olacagindan dolay1
(A7) =(A")"

oldugu goriliir
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Teorem 2.1.20 Bir matrisin Moore-Penrose inversinin Moore-Penrose inversi

matrisin kendisine esittir. Yani her hangi bir A matrisi i¢in
(A7) = A

olur.

Ispat. Moore-Penrose invers tanimindan

i AT(AT)TAT = ATAAT = AF

i, (AN)TAT(AT)t = AATA = A= (AH)*
iii. [AT(AT)H] = [ATA]* = ATA = AT(AH)T
. [(AT)TAT] = [AAT] = AA* = (AH)T A+

Teorem 2.1.21 A matrisinin Moore-Penrose inversinin ranki A matrisinin rankina

esittir. Yani

r(A) = r(AY) (2.1.20)

Teorem (2.1.13) AATA = A Moore-Penrose sartina uygulandiginda
r(A) = r(AATA) < min{r(A),r(A")} < r(A") (2.1.21)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem (2.1.13) AT AAT = AT Moore-Penrose sartina

uygulanirsa
r(AT) = r(ATAAT) < min{r(A),r(AT)} < r(A) (2.1.22)
elde edilir. (2.1.21) ve (2.1.22) bagmtilarindan dolay1 (2.1.20) bagmtis1 saglanir.

Sonug 2.1.1 A matrisinin ranki r ise AT, AAT, ATA, AATA AT AAT matris-

lerinin her birinin ranki da r dir.

Teorem 2.1.22 A simetrik ve idempotent matris ise, AT = A olur.
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Ispat. Moore-Penrose invers tanimindan

i AATA=AAA = A2A=AA=A*= A
i, AYAAT = AAA = A2A=AA=A>= A=A+
iii. [AAT] = [AA]* = [AY* = A* = A= A2 = AA = AA*

v, [ATA = [AA] = [A2]* = A* = A= A2 = AA= A* A

oldugu goriiliir.
Teorem 2.1.23 B = Kog{bi1, b2, ..., bu,} ise, B matrisinin Moore-Penrose in-
versi B, i-yinci satir1 ve i-yinci siitununda yer alan kogegen elemani b;; # 0 ise
b;;' ve by = 0 ise 0 olan bir kogegen matristir.
Ispat. BT matrisinin Moore-Penrose sartlarimi sagladigr acikga goriliir.
Teorem 2.1.24 i. A, mxn tipinde tam satir rankli bir matris ise, bu durumda
AT = A*(AAY)T ve AAT =1,
olur.
1. A, m x n tipinde tam siitun rankli bir matris ise, bu durumda
At = (A*A)TTA* ve ATA=1,
olur.

Ispat. Teoremde verilen AT matrislerinin Moore-Penrose sartlarim sagladigini

gostermek yeterlidir. Buna gore

i a. AATA = AA*(AA*) 1A = (AA*)(AA) 1A= A

b. AT AAY = A*(AA*)TAA*(AA*) = A*(AA") 1 (AA*)(AA*) T = A*(AA*)
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e (AAY)* = (AA*(AA*)1)* = ((AA*)(AAT) ) = [* = [ = (AA)(AA*)"!
— AAT(AA*)L = AAY

d. (ATA)* = (A*(AA*)71A)* = A*(AA*) 1A= ATA
oldugu gortiliir. Benzer sekilde
. a. AATA = A(A*A)7TA*A = A(A*A)7H(A*A) = A

b. ATAAY = (A*A)"LA*A(A*A)TA* = (A*A)"L(A*A)(A*A) LA = (A*A) LAY
— At

c. (AAT) = (A(A*A)TA*) = A(A*A)TA* = AAT

d. (AT A)" = (A A)TA*A)* = (A A)"Y(A*A))* = I* = [ = (A*A)"1(A*A)
= (A*A)IA*A = A A

oldugu gortliir.

Teorem 2.1.25 # 0 ve C' # 0 matrisleri sirasiyla m x r ve r X n tipinde matrisler

olmak lzere r rankli olsun. Bu durumda

(BC)* = C*B* (2.1.23)

Ispat. Teorem 2.1.24 e gore O+ = C*(CC*)~' ve B* = (BB*)"'B* olur ve
buradan

C+B+ — C*(CC*)71<BB*>—1B*
elde edilir. Bu deger zaten (BC')" matrisidir. O halde

C+B* = (BO)*

oldugu gortlir.
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_ 3. BAZI MATRIiS DENKLEMLERININ
COZUMLERININ BAGIMSIZLIGI ve RANKLARI

3.1 BX(C = A’nmin Coziimiindeki Altmatrislerin Ranklari

ve Bagimsizligi

BXC = A keyfi bir f cismi iizerinde tutarli bir matris denklemi olsun, burada
Ac frn B e frkye C e fX7 verilsin, X, € ffxh X, € flixle Xy € fhexh
ve Xy € fF2Xlz k4 ky =k, 1y + 1y = olmak iizere BXC = A denklemi

X1 Xy C4

X3 Xy Cy
seklinde parcalansin. Bu kisimda (3.1.1) in ¢dziimiinde X; — X alt matrislerinin

maksimal ve minimal mumkiin ranklarini belirleyecegiz.

Lineer matris denklemlerinin ¢oztimlerinin miimkiin ranklar1 ve ilgili ¢esitli konu-
lar bircok bilim adamu tarafindan ele almmsgtir. Ornegin (mitra, 1999) AX =
B ve AXB = (C matris denklemlerinin keyfi rankl ¢oziimlerini incelemistir.
Ayrica (mitra, 1999) AX = C, XB = D ikili matris denkleminin minimal
rankll ortak ¢oztimlerini ele almigtir. (uhling, 1999) AX = B denkleminin
¢Ooztimlerinin maksimal ve minimal miimkiin ranklarini aragtirmigtir. (mitra,
1999) A1 X B, = C) ve Ay X By = (5 ikili matris denkleminin minimal rankh

ortak ¢oztimlerini belirlemistir.

Gosterim uygunlugu i¢in (3.1.1) deki altmatrislerinin ailesini

Xl X2 Cl .
Si={ X [Bl BQ] — A% i=1234 (312
X; X4 || G

ile gosterelim. Bu durumda
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ve

Xy

[ro]x |l |[=rxa

(1 o]x|!]=Pxa

[O I]X ! = Py x ()

[O I]X ! = P X Q2

yazilabilir. BXC = A tutarlh oldugundan genel ¢oziimii

X =B AC™ + FgV +WE¢

(3.1.3)

(3.1.4)

seklinde yazilabilir. (3.1.3) ve (3.1.4) bu deger yerine yazilirsa X; — X4'iin genel

ifadeleri

X4
Xo

X3
X4

seklinde yazilabilir, burada Xqg = B~AC~, V = [ Vi W, } ve W =

P XoQ + P FgVi + Wi EcQq
P XoQ2+ PiFVo + Wi EcQ:

P, XoQ1 + P FpVi + WaoEc(Qh
P, XoQ2 + PoFpVo + WoEcQ),

(3.1.5)

(3.1.6)

w1 .
dir.
Wa

Teorem 3.1.1 (3.1.1) denkleminin tutarh oldugunu varsayalim. Bu taktirde

A B
max r(X;) =min g ki, ly, 7 ? —r(B)—r(C)+k +1
X1€51 Cy 0
A By
min 7(X;) = —1r(Bg) —1(Cy)
X1€51 Cy 0

dir.
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Ispat. (3.1.1) de X;’in maksimal ve minimal ranklarimin elde edilmesi BXC = A
tutarli denklemine gore P; X @);’in maksimal ve minimal ranklarinin elde edilme-

sine denk olacaktir. Boylece

0 0 P
BI)I(lg}:(AT<P1XQ1):Iﬂ1n r(P),r(@Q1),r| 0 A B | —r(B-r(C)
Qi C 0
0 0 P~
in r(PXQ,) = h
B)r?ér:lAr( WXQ1)=r| 0 A B |—r B _T<Qla C)
Qi C 0
Cy

yazilabilir. B = [ B, B, ] ,C' = ve P, ve P, matrislerini bu ifadelerde

Cs
yerine yazip gerekli sadelegtirmeler yapilirsa (3.1.7) ve (3.1.8) ifadeleri elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

(3.1.1)’deki X5, X3 ve X,iin maksimal ve minimal ranklar1 da benzer gekilde
elde edilebilir. (3.1.7) ve (3.1.8)’deki formiiller (3.1.1)'in ¢ziimlerinin yapisinin

karakterizasyonuna yardimci olur. Bunun i¢in agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.1.1 (3.1.1) matris denkleminin tutarh oldugunu kabul edelim. Bu tak-

tirde
. . 0 Xy o : .
i. (3.1.1) denkleminin X = formunda bir ¢oziime sahip olmast igin
X3 Xy
A By
gerek ve yeter gart r = r(By) + r(Cy) olmasidir.
Cy 0
e 0 Xy .
ii. (3.1.1)’in tiim ¢oziimlerinin X = formunda olmasi i¢in gerek ve
X3 Xy
yeter sart
A B
T :7”<B)+7’(C) —]Cl —ll (319)
Cy, 0

32



veya buna denk olarak

A B,
r =r(Bs) +1r(Cy), r(By) =k, r(C1) =1,

Cy 0
R(By) NR(By) = {0} ve R(CT)NR(CT) = {0} (3.1.10)

olmasidir.

Ispat. (i) kismi ve (3.1.9) esitligi (3.1.7) ve (3.1.8)’den direkt olarak goriilmektedir.

Ote yandan
A BQ A BQ
r —r(B)—r(C)+k+l = r —r(By) —r(Cy)
Cy 0 Cy 0

+[ky +r(By1) —r(B)]
+[l1 +7r(Cy) —r(C)]

yazilabilir. Boylece (3.1.9) ifadesi (3.1.10) ifadesine denktir.

Teorem 3.1.2 (3.1.1) matris denklemi tutarli olsun. Bu taktirde

X
i. (3.1.1) denklemi X = ! formunda bir ¢oziime sahiptir ancak ve

Xy 0
ancak R(AT) C R(CT) dir.

X X
ii. (3.1.1) denklemi X = b2 | formunda bir ¢Oziime sahiptir ancak ve

0 0
ancak R(A) C R(By) dir.

0
iii. (3.1.1) denklemi X = formunda bir ¢dziime sahiptir ancak ve

)

ancak R(A) C R(By) ve R(AT) C R(CT) dir.

Ispat. Bilindigi gibi

. X
RO | T e Y@
4
A
= 7 —r(Ch)
Cy
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juin v ( Xy Xy ) = min r(PX)
= (A B )-r(B)

yazilabilir. Boylece . ve 7. kisimlar: saglanir. #4. deki sonug ise kolayca goriiliir.

Teorem 3.1.3 (3.1.1) matris denklemi tutarl olsun. Bu taktirde

i. (3.1.1) denklemi

Xl X2 Xl X?
= R ve = R
X3 X4 X3 X4

formlarinda iki ¢oziime sahip olmak zorundadir, burada

r(X1) = min r(X;)

X1€51

A B,
=7 —1r(By) —1(Cs)
Cy 0
r(Xy) = )gleigf()ﬁ)
- 1+ B i}

= r —1(Bg) —r(Ch)
C; 0
r(X3) = )gleusl3 r(X3)
- < B _

=7 —r(By) —r(Cy)
Cy 0
r(Xy) = )glelIsl4 r(Xy)
- 4 B i

= r —r(By) —r(Ch)
C; 0

dir.
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0 X

ii. (3.1.1) denklemi X = formunda bir ¢ozlime sahiptir ancak ve
X3 0
ancak _ -
A B
r = T(Bl) + T(Cl)
C; 0
ve ] }
A B,
r =1r(By) + r(Cs)
Cy 0
dir.
. : X1 0 o .
#ii. (3.1.1) matris denklemi X = formunda bir ¢éziime sahiptir
0 Xy
ancak ve ancak
A B A B,
r =r(By)+7r(Cy) ver =1r(By) +r(Cy)
C12 0 01 0

dir.

Teorem 3.1.3 (iii)’deki sonug gergekten By X;C; + B2 X4Co = A matris denklem-
inin ¢oziilebilir olmas igin bir gerek ve yeter koguldur. (3.1.1)’deki X; — X, alt
matrislerinin tekligi (3.1.3) ve (3.1.4)’dan tain edilir.

Teorem 3.1.4 (3.1.1) denklemi tutarh olsun. (3.1.1)’deki X; matrisinin tek ol-

mas igin gerek ve yeter sart (3.1.1) denkleminin
r(By) = ki, 7(C1) =1y, R(B1)NR(By) = {0}, R(CHNR(CT) = {0} (3.1.11)

dort kosusunu saglamasidir.

Ispat. (3.1.3)’den kolayca goriilebilir ki X7’in tek olmasi i¢in gerek ve yeter sart

P Fg =0 ve EcQq = 0 olmasidir. Bu durumda

P
PFy=0=r| ' | =r(B) = ki +1r(By)=r(B)

= r(By) =k ve R(B;)NR(By) = {0}
EcQ =0=r [ Q,, C } =7(C) = hL+r(Cy)=r(0)
= r(Cy) =l ve R(CT)NR(CY) = {0}
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elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.5 (3.1.1) matris denklemi tutarh olsun. B # 0 ve C # 0 olsun.

i. (3.1.1)’de Sy — S; matris kiimelerinin bagimsiz oldugunu varsayahm. Bu

taktirde

X]. X2 C].
maxr | A— [ B,. B, ] (3.1.12)
Xi€5s X3 Xy Co

=min{r(B),r(C),r(By) + r(B2) — r(B) +r(Cy) + r(Cy) —r(C)}

dir.

ii. (3.1.1)’deki X; — X, alt matrisleri bagimsizdir, yani X; € S; (i = 1,2, 3,4)’lin

X1 X
her bir se¢imi i¢gin X = matrisi (3.1.1)’in bir ¢éziimiidiir ancak
X3 Xy
ve ancak
R(B1) NR(By) = {0} ve R(C})NR(CT) = {0} (3.1.13)
dir.

Ispat. (3.1.3) ve (3.1.4)’ya uygun olarak S; — Sy’deki X; — X, genel ifadeleri

birbirinden bagimsiz olarak

X1 = PXoQi+ PFpVI+ Wi EcQ
Xy = P XoQo+ PiFpVo+ WaoEcQs
X3 = DPXoQi+ PFpVs+ W3EcQ
Xy = PXoQa+ BFpVy+ WiEcQ:

seklinde yazilabilir, burada Xqg = B~ AC~, Vi —V; ve W;—Wj keyfidir. Bunlan
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X’de yerine yazarak

v _ X1 Xy
X3 Xy
P1 r
= Xo| Q1 Q2 ]
PQ -
N PFp 0 Vi Va
0 PFp Vs Vy
+ Wl W2 ECQl O
i W3 W4 0 ECQ2

- Xo+GV+WH

elde edilir, burada G = diag(P,1Fg, PoFg), H = diag(EcQ1, EcQ2) dir. Boylece

X7 Xo Ch
max r A—[Bl B2i|
Xi€8; X3 X4 02
= maxr(BGVC + BWHC)
VW
= min{r(B),r(C),r(BG)+r(HC)} (3.1.14)

yazilabilir. Buradan da

r(BG) = r B\ P, Fg, BQP2FB]

B\P1 ByP;

=7 B 0 —2r(B)
0 B

By 0 0 By
=7r|B B, 0 0 |—2r(B)
0 0 By Bs

= r(B1) +7(By) —r(B)
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[ & C
r(HC) = r ¢ Qi G
| Ec Q2 Gy
(0, ¢, C 0
= r @ G —2r(C)
@y Cy 0 C
(¢, ¢ 0]
0 Cy O
= 7 —2r(C)
0 0 C
Cy 0 Gy

— #(C1) +1(Cy) — 1(C)

yazilabilir. Bu degerler (3.1.14)te yerine yazilirsa (3.1.12) egitligi elde edilmig
olur. (ii) kismindaki ifade ise (3.1.12)’den direkt olarak goriilebilir.

Ae fm><n’ Be fm><k7 C e fl><n, ve D€ fl><k

olmak tlzere

A B
M = (3.1.15)

C D

bir parcali matris olsun ve M ’nin i¢ inversini G € f™*™ olmak tlzere
1

G; Go
M~ = (3.1.16)
Gs Gy
formunda gosterelim. Bu kisimda (3.1.16)’daki G — G4 bloklarimin maksimal
ve minimal ranklarini belirleyip bunlarla A, B, C' ve D’nin maksimal ve minimal
ranklar1 arasindaki iligkiyi goz ontine alacagiz. Gosterim uygunlugu olsun diye
Gi1 G ,
T, =< G;: e{M~}} i=1,2,3,4 (3.1.17)
Gs Gy
notasyonunu tanimlayalim. Belirtelimki M~ M x M = M matris denklemi-
nin bir ¢éztimidiir. Béylece Teorem (3.1.1)’deki sonuglar1 (3.1.15) ve (3.1.16)’ya

uygularsak agagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.1.6 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16)’da verildigi gibi olsun. Bu taktirde

Tax r(G1) = min{m,n,m +n+r(D) —r(M)} (3.1.18)
B

min r(Gy) = r(M) +r(D) 7 [ C D } oy (3.1.19)
1€Ty D

dir.

Ispat. Teoremin ispat1 (3.1.7) ve (3.1.8)’den kolayca goriilir.

Sonug 3.1.2 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16) verildigi gibi olsun. Bu taktirde

G
. M, M~ = | formunda bir g-inverse sahiptir ancak ve ancak
Gs Gy
B
r(M)=r —1—r[0 D}—T(D)
D
dir.
g . 0 G
1. M’nin tim g-inversleri M~ = formundadir ancak ve ancak
Gs Gy
r(M)=m+n—r(D)
dir.

Ispat. Sonucun ispat1 Teorem (3.1.6)’dan kolayca goriiliir.

Sonug 3.1.3 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16) verildigi gibi olsun. Bu taktirde

G
. M, M~ = ' formunda bir g-inverse sahiptir ancak ve ancak

Gs 0

R([o D]T)cn(p B]T)

dir.
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1. M, M~ = ? | formunda bir g-inverse sahiptir ancak ve ancak
0 0
B A
R CR
D C
dir.
Gy . -
1. M, M~ = formunda bir g-inverse sahiptir ancak ve ancak
0 0
r(M) =r(A)
dir.

Ispat. Sonucun ispati Teorem 3.1.2'den kolayca gortliir.

Sonug 3.1.4 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16) verildigi gibi olsun. Bu taktirde

Gy 0
. M, M~ = ' formunda g-inverse sahiptir ancak ve ancak
0 Gy
A
r(M) = r +r[ ¢ p]-r©)
C
B
= r +T[A Bi|—7”(B)
D
dir.
0 G
1. M,M~ = formunda g-inverse sahiptir ancak ve ancak
Gy 0
B
r(M) = r +T[C, D}—T(D)
C
A
=r —|—T[A7 B]—’I’(A)
C
dir.

Ispat. Sonucun ispat: Teorem 3.1.3 (b) ve (c)’den direkt olarak elde edilir.
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Sonug 3.1.5 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16)’daki gibi olsun. Bu taktirde (3.1.16)’daki

(G, alt matrisi tektir ancak ve ancak M asagidaki ti¢ sart1 saglar.

A
i. T =n
C
B
iii. T(M)=n+r :m—l—r[C D]
D

ispat. Sonucun ispat1 3.1.4’ten kolayca gortilebilir.

Teorem 3.1.7 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16)’daki gibi olsun.

i. (3.1.17)’deki Ty — Ty dort bagimsiz matris olarak géz 6niine alalim. Bu tak-

tirde
G1 Gs _ A B
maxr | M — M M| = mln{r(M),r + 7
it Gs Gy C D
+r[A B]-FT[C' D —QT(M)}
dir.

ii. (3.1.16)’daki G; — G4 matrisleri bagimsizdir ancak ve ancak M matrisi rank

toplanabilirlik gartini saglar.

A B
r(M) = r +r

= rla B|+r[c D]

dir.

Ispat. Ispat Teorem 3.1.5’dan kolayca goriilebilir.
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Agagida T — Ty (3.1.17)’deki tammlandigy sekilde olmak iizere
{A7} ve Ty; {B7} ve Ts; {C7} ve Ty; {D7} ve Ty
arasindaki iligkiyi verecegiz.

Teorem 3.1.8 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16)’daki gibi olsun. Bu taktirde

0 B
max r(A — AG1A) = min {T(A), r(A)+r - r(M)} (3.1.20)
G,€eT; C D
ve
A 0
0 B A 0B
min r(A— AG1A) =r(A)+r(M)—r —r —r| 0 B
C D
(3.1.21)
dir.

. T
Ispat. P = [ I, 0 ] ve () = [ I, 0 ] olsun. Bu taktirde

M QA]T(M)}
AP0

= min{r(A4), r(M — QAP)+r(A) —r(M)}
0 B

= min {7“(14)7 r [ ] +r(A) T(M)}
C D

min 7(A — AG1A) = minr(A— APM~QA)

GreT M-

max (A — AG1A) = max r(A—APM~QA)

G1€Th

= min{r(AP), r(QA), r

ve

M

= r(M)—r[M, QA}T[AP

M QA
+7r
AP A

= 7(A)+ (M) + (M = QAP) =1 [ A1, QA}r[

0 B
¢ D

A 0B
0 CD

= r(A)+r(M)+r
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oldugu gosterilebilir. Bu da (3.1.20) ve (3.1.21)’deki ifadelerin ta kendisidir.

Sonug 3.1.6 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16)’daki gibi olsun. Bu taktirde

A- G
. M, M~ = ? | formunda bir g-inverse sahiptir ancak ve ancak
Gs Gy
A 0
A 0 B 0 B
r| 0 B |+r =r(A)+r(M)+r
0 C D C D
C D

dir.

ii. Ty C€ {A~} dir. Yani T3’deki herhangi bir G; A'min bir g-inversidir, ancak ve

0 B
ancak r(M) =r(A) +r dir.
C D

ispat. ispat Teorem 3.1.8’den kolayca goriilebilir.
Sonug 3.1.7 M ve M~ (3.1.15) ve (3.1.16)’daki gibi olsun. Ayrica T3 — Ty
(3.1.17)’deki gibi verilsin. Bu taktirde
T C{A™}, TLC{C}, T:C{B}, T, C{D} (3.1.22)
ifadelerini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
r(M)=r(A)+r(B)+r(C)+r(D) (3.1.23)

olmasidir.

Ispat. Eger (3.1.22) saglaniyorsa bu taktirde

AGl =+ BGg AGQ + BG4

CG1+ DGs CGe+ DGy
= tT(AGl) + tT(BGg) + tT(CGz) + tT(DG4)

= tr(AA7) +tr(BB")+tr(CC™)+tr(DD")
= r(A)+r(B)+r(C)+r(D)

r(M)=r(MM~) = tr(MM~) =tr

elde edilir. Tersine olarak eger (3.1.23) saglaniyorsa bu taktirde (3.1.22) Sonug

3.1.6 (4i)’'nin dogal bir sonucu olarak saglanir. Bu da ispat1 tamamlar.
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3.2 Matris Denklem Cifti igin Ortak Cozumler

Bu kisimda

AX+XB = M (3.2.1)
AXB = C

esanli matris denklem c¢iftinin ortak ¢oztimlerini ele alacagiz ve bunlarin matris-
lerin genellegtirilmig inverslerine bou uygulamalarim verecegiz. (3.2.1)’deki ilk
denkleme literatiirde Sylvester denklemi denir ve bu denklem pek ¢ok bilim adami
tarafindan ¢ahigilmigtir. (3.2.1)’deki matris denklem ¢iftinin ortak ¢dziimiiniin in-
celenmesinde

AA= = A" A, AFA= = A~ AP

ve

APA= = AAP, BAA~ = A AB
ve benzeri matrislerin genellestirilmis inversleri igin degisik komutatifliklerin karak-
terizasyonundan yararlanilacaktir. A~ genellegtirilmig inversi (i¢ invers) AX A =

A matris denkleminin bir ¢éziimiidiir. Bu nedenle yukaridaki esitlikler (3.2.1)’in

ozel durumlar: olarak diigtiniilebilir.

C kompleks sayilar ¢ismini, R(A), r(A4), A* ve A~ de swrasiyla A matrisinin
ranjini, rankini, eglenik transpozunu ve genellegtirilmisg inversini gostermektedir.
Ayrica herhangi bir A~ i¢in B4 =1 — AA™ ve Fy =1 — A~ A olsun. Asagidaki

rank formiilleri [31] Marsaglia ve Styan tarafindan verilmigtir.

Lemma 3.2.1 A€ C™", B e C™* ve C € C™" verilmisg olsun.

i [ A B } — r(A) + r(EsB) = r(B) + r(EpA)

. g =1r(A) +r(CFy) =1r(C)+r(AFc)
(4 B

. =7r(B)+r(C)+r(EgAFc) dir.
¢ 0
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3.2.1 iii’den

A B 0
A BFj,
r =r|C 0 O, |—r(B)—r(C) (3.2.2)
Ec,C 0
0 B 0

elde edilir. 3.2.1 ve (3.2.2) matrislerin genellegtirilmis inverslerini iceren ¢esitli

rank egitliklerinin belirlenmesinde oldukc¢a kullanighdir.

AXB = C matris denklemi hakkindaki agagidaki sonug ¢ok iyi bilinmektedir.
[4,6,42]

Lemma 3.2.2 Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i. AX B matris denklemi tutarhdir,
iw. AAC=Cve(CB " B=C,
ii. AATCB™B =C,
iv. R(C) CR(A) ve R(C*) C R(B*),

v.r[A, C]:r(A)ver ? = r(B).

Lemma 3.2.2°deki beg ifadeden birinin saglanmasi durumunda AXB = C’nin

genel ¢oztimii Vi, Vy ve V keyfi matrisler olmak tizere
X=ACB +V -A"AVBB™ veya X = A CB™ + F,Vi + V3,FEp
formunda ifade edilebilir.

Lemma 3.2.3 A € C™?, B ¢ C*", C € C™", D € C*" ve N € C™*"

verilmis olsun. Bu taktirde

AXB+CYD=N (3.2.3)
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matris denklemi ¢oziilebilir ancak ve ancak agagidaki dort rank egitligi saglanir

[39).

B
B
rla ¢ n]=rla c|. r|D]|=r (3.2.4)
D
N
N A N C
r =r(A)+r(D), r =r(B)+r(C) (3.2.5)
D o B 0

ii. (3.2.3) ¢oziilebilir oldugunda genel ¢oziim Xj ve Yy (3.2.3)"iin iki 6zel ¢oziimii,
X1, Xo, X3 ve Y1, Ys, Y3 agagidaki homojen matris denklemlerinin genel ¢coziimleri

olmak tizere

X=X+ X1+ Xog+XsgveY=Y1+Yo+ Y5 (3.2.6)
seklindedir.
XQB + YD - 0
AXsB = 0 (3.2.7)
CYsD = 0

Veya buna denk olarak Xy ve Yj (3.2.3) denkleminin iki 6zel ¢6ziimi,

G:[A, _c], a=| 2| vvive . ve ws

D
keyfi olmak tizere
[q
X=X+ [ I, 0 } FoUEy FFLVi 4 VaEg (3.2.8)
0
0
Y =Y+ [ 0. I, } FoUEy 4 FeW, + WaEp (3.2.9)
I

seklindedir. (3.2.3)’lin 6zel ¢oziimlerinin bazi ifadeleri [4] ve [39] nolu ¢aligmalarda

verilmigtir. Fakat biz sadece (3.2.8) ve (3.2.9)’u kullanacagz.
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Teorem 3.2.1 A e C™™ B e CY™" (e C"™" verilsin. Bu taktirde
AX+XB=M, AXB=C (3.2.10)

matris denklemleri bir X ortak ¢oziime sahiptir ancak ve ancak A, B, C', M agagidaki

alt1 sart1 saglar.

M A
R(C) C R(A), R(C*) C R(B), r —r(A)+r(B)  (3.2.11)
B 0

AC+CB=AMB, R(C — AM)C R(A?), R[(C — MB)*] C R[(B*)"]
(3.2.12)

#i. (3.2.11) ve (3.2.12)'nin saglanmasi durumunda (3.2.10) un genel ortk ¢oztimii
X=Xo+...... (3.2.13)

formundadir, burada Xy (3.2.10) denkleminin bir 6zel ¢oziimii olup

B
G:[—FA —A},H: , U ve S keyfidir.
Ep
iii. (3.2.10) denkleminin tek ortak ¢dziime sahip olmasi igin gerek ve yeter gart
A ve B’nin nonsingiiler ve AC' + CB = AM B olmasidir. Bu durumda tek
ortak coziim X = A~'CB~! dir.

ispat. Ilk olarak (3.2.10) denkleminin bir ortak ¢dziime sahip oldugunu varsayalim.
Bu AX+Y B = C ve AXB = C'nin ¢0ziilebilir olmas1 demektir. Boylece (3.2.11)
Lemma 3.2.2 ve Lemma 3.2.3'ten direkt elde edilir. AX + XB = M denklemi-
nin her iki yanim énden A sondan B ile carparak sirasiyla A2X = AM — C ve
XB? = MB — C elde edilir. Bu ise (3.2.12)’deki iki ranj kapsamasi saglar.
Tersine olarak AX + XB = M’nin her iki yanini 6énden ve sondan A ve B ile
carparak (3.2.12)’deki birinci esitlik elde edilir.

(3.2.11) ve (3.2.12) altinda (3.2.10)’daki iki denklemin bir ortak ¢éziime sahip

oldugunu ve onlarin genel ortak ¢oziimiiniin ancak ve ancak (3.2.13)’teki gibi
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yazilabildigini gostermeliyiz. Lemma 3.2.2’den (3.2.11) altinda AXB = C’nin

genel ¢oztimii V; ve V5 keyfi olmak tizere
X=ACB +FsVi+VWVEg (3.2.14)
olacaktir. Bunu AX + X B = M’de yerine yazarak
AVuEp + FAVIB=M —CB™ — A C (3.2.15)

elde edilir. Lemma 3.2.3’ten bu denklemin ¢oziilebilir olmasi igin

B
B
r| A, Fyu N}:T[A FA},T Eg | =7 (3.2.16)
Ep
N
ve
N A N Fy
r =r(A)+r(B), r r(Fa) +e(Ep) (3.2.17)
B 0 Ep 0

seklindeki dort rank denklemini saglamasi oldugu goriliir, burada N = M —

CB~ — A~(C’dir. Bunlar1 Lemma 3.2.1 ve (3.2.2) ile sadelestirerek

rlA B N o= 1;1 IZ M_OA_C —r(A)
= T[_AQ, C =AM |+ M =r(4),

A I,

r [ A, Fu ] = 7 - —r(A)
= 7"(;12) +m —r(A),
B B0
r| By | =r| 1, B/|-rB) (3.2.18)
N | M-Cj 0

= r(B*) +n—1r(B),
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N A M OB —AC A
r = r
B 0 B 0
M oA
= r
B 0
M —CB-—AC I, 0
N F,
r = r I, 0 B | —r(A)—r(B),
Ep 0
0 A0
0 I, 0
= r| I, 0 0 —r(A) —r(B),
0 0 AMB-—AC—CB

— m+n+r(AMB — AC — CB) — r(A) — r(B),

r(Fa)+r(Eg) = m+n—r(A) —r(B)

esitlikleri elde edilir. Bunlari (3.2.16) ve (3.2.17)’de yerine yazarak (3.2.11) ve
(3.2.12)’deki sonuglar elde edilir. Bu durum (3.2.11) ve (3.2.12) altinda (3.2.15)
denkleminin ¢oziilebilir oldugunu gosterir. Lemma 3.2.3’e gore (3.2.15)’de V; ve V4
icin ¢oziim yaparak Vig ve Vi (3.2.15)'in iki 6zel ¢oztimii, U, Sy, Sa, T1 ve Ty'de

keyfi olmak tizere V; ve V5, genel ¢oziimlerinin
Vi=Vig+...

ve

Vo=Voo+...

seklinde oldugu goriiliir. Bunlar (3.2.14)’te yerine yazilirsa
X=ACB +...

elde edilir ki bu (3.2.13) formunda da yazilabilir. Bdoylece ispat tamamlanmig

olur.

Yukaridaki teoremden bazi direkt sonuglar tiiretilebilir. Burada onlardan bazilarini

ifade edecegiz.

Sonug 3.2.1 A, M € C™*™ verilsin. Bu taktirde
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M=AA"— A A (3.2.19)

olacak sekilde A~ nin mevcut olmas: i¢in gerek ve yeter sart A ve M’nin

agagidaki dort sart1 saglamasidir.

AMA = 0
R(A+AM) C R(A?%)
R[(A—MA)*] C R[(4A*)]

M A

r = 2r(A)
A 0

ii. 7(A?) = r(A) altinda (3.2.19) denklemini saglanacak sekilde A~ nin mevcut

olmasi icin gerek ve yeter sart

M A
AMA =0 ve r = 2r(A)
A 0
olmasidir.
114.
M=AA"+A A (3.2.20)

olacak sekilde A~ nin olmasi i¢in gerek ve yeter sart A ve M’nin agagidaki

dort sart1 saglamasidir.

242 = AMA
R(A— AM) C R(A?)
R[(A-MAY] € R[]
M A
r = 2r(A)
A 0

iv. 7(A%) = r(A) altinda (3.2.20) denklemi saglanacak sekilde bir A~ nin almas

icin gerek ve yeter sart

2A* = AMA, r M4 =2r(A)
A 0

olmasidir.
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v. AA~ = A~ A saglanacaksekilde bir A~ nin mevcut olmasi icin gerek ve yeter

sart r(A?%) = r(A) olmasidir.[55]

Gergekten Teorem 3.2.1 AX — XA = M ve AXA = A sistemine uygulanirsa

sonuctaki ifadeler elde edilir.

Teorem 3.2.17in bir geniglemesi agagida verilmistir. Bunun ispat1 Teorem 3.2.1’in

ispatina benzer sekilde yapilabileceginden burada ispat verilmeyecektir.

Teorem 3.2.2 A€ C™* BeC", A eCH, B eCX, CeC™, Me
CFk*! plsun ve

R(A]) C R(A%) ve R(B,) C R(B) (3.2.21)

oldugunu varsayalim. Bu taktirde
A X+XB =M, AXB=C (3.2.22)

matris denklemleri bir X ortak c¢oziimiine sahiptir ancak ve ancak asagidaki

sartlar saglanirsa:

R(C) C R(A), R(C*) C R(BY), (3.2.23)

M A
r " =r(A) +7(B)), AAJA"C+CB BB =AMB,  (3.2.24)
B 0

R(AM — CB™B;) C R(AA;), R[(MB— AA~C)*] CR[(BiB)*]. (3.2.25)
Sonug 3.2.2 A, M € C™*™ verilsin. Bu taktirde
M= A*A- — A AF (3.2.26)

olacak sekilde bir A~ vardir ancak ve ancak A ve M asagidak, dort sarti saglar.

AMA = 0,
R(AF + AM) C R(AMY),
R[(A* = MA)] € R[(AM)] (3.2.27)
M AF
r = 2r(AF) (3.2.28)
Ak 0
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Ozel olarak, A¥A~ = A~ A* saglanacak sekilde bir A~ vardir ancak ve ancak
r(A*) dir. [55]

Ispat. Gercekten (3.2.26) ifadesi A*X — XAF = M ve AXA = A’ya denktir.
Boylece (3.2.26)-(3.2.28) ifadeleri (3.2.21)-(3.2.25) ifadelerinden elde edilir.

Sonuc 3.2.3 A € Cm x m verilsin. Bu durumda A” A'nin Drazin inversi olmak

tizere AP A= = A~ AP olacak sekilde bir A~ matrisi mevcuttur.

Ispat. APA~ = A~ AP ifadesinin
APX = XAP ve AXA=A (3.2.29)

ifadesine denk oldugu asikardir. R(AP) C R(A) ve R[(AP)*] C R(A*) oldugunu
belirtelim. Bu taktirde (3.2.29) ifadesine Teorem 3.2.2 uygulanirsa istenen sonug

elde edilmig olur.

Sonug 3.2.4 A, B € C™*"™ olsun. Bu taktirde
BAA™ = A" AB (3.2.30)
olacak sekilde A~ mevcuttur ancak ve ancak
r(ABA) =r(AB) =r(BA) (3.2.31)

dir.

Ispat. (3.2.30) esitligi BAX = XAB denklem ciftine denk olacaktir. Boylece
(3.2.31) ifadesi Teorem 3.2.2’ten elde edilir.

Ozel olarak B matrisi 7(ABA) = r(A) olacak sekilde secilirse bu durumda
(3.2.30) esitligi saglanacak sekilde bir A~ mevcut olacaktir. Bu durumda bu
genellegtirilmis inverse A'nin B’ye gore komutatif genellestirilmis inversi denir
ve Ag ile gosterilir. Ote yandan r(AA*A) = r(AA*) = r(A) oldugunu belirte-
lim. Boylece herhangi bir A kare matrisi bir A, komutatif genellestirilmig in-
verse sahiptir. Gergekten A% ile gosterilen Moore-Penrose invers A} komutatif

genellegtirilmis inversinin bir 6zel durumudur.
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3.3 A — BX(C nin maksimal ve minimal ranklari

A e Fn B e F™k ye O € F™™ verilen matrisler ve X € F¥*¢ bir degisken

matris olmak iizere keyfi bir F' cismi tizerinde
P(X)=A-BXC (3.3.1)

lineer matris ifadesi verilsin. (3.3.1) igin temel problemlerden birisi X, F**! cismi
tizerinde dolagirken (3.3.1) ifadesinin maksimal ve minimal ranklarimin belirlen-
mesidir. Ciinkii bir matrisin ranki sifir ile matrisin satir ve stitunlarinin sayisinin
minimumu arasinda bir sayidir. (3.3.1) in F**! ye gére rankinin maksimal ve
minimal degerleri mevcut olmaldir ve bu degerler F¥*! deki baz1 X ler icin elde
edilebilir olmalidir. Gergekten degisken matrislere gore herhangi bir lineer ya da
lineer olmayan matris ifadesinin maksimal ve minimal ranklar1 daima mevcut-
tur. A — BXC' degisik lineer matris ifadeleri arasinda en basit durumlarindan
birisidir. (3.3.1) in maksimal ranklariyla ilgili sonuglar diger lineer ya da liner
olmayan matris ifadelerinin ekstremal ranklarimin bulunmasinda kullanilabilir.
Matris ifadelerinin ekstremal ranklarimin belirlenmesi matris analizindeki direkt
motivasyonlardandir. Ornegin BXC = A matrisi denkleminin tutarh olmas: icin

gerek ve yeter sart

H}}H(A —BXC)=0

olmasidir. B X Cy + By X5Cy = A matris denkleminin tutarli olmasi igin gerek

ve yeter sart

min T(A - BleCl - BQXQCQ) =0

X1,X2
olmasidir. X3 ve X, ayni boyutlu olmak tizere B; X;C, = A; ve Bo XoCs = A, iki

tutarli matris denkleminin bir ortak ¢oziime sahip olabilmesi icin gerek ve sart

min 7(X; — X3) =0

X1,X2
olmasidir; n yinci mertebeden kare blok matrisi nonsingiiler olacak
C X
: . L . A B
sekilde bir X matrisinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter = n ol-
C X

masidir. Daha genel olarak herhangi iki p(Xi, Xs,..., X,) ve ¢(Y1,Ys,...,Y;)
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matris ifadesi i¢in
p(X1, X, ..., X5) = q(V1, Y, ..., YY)

olacak sekilde X1, Xo, ..., X, Yy, Ys, ..., Y, matrislerinin bulunabilmesi i¢in gerek
ve yeter sart

X1,X2,...,I)r(1517151/1,Y2,...,Yt r[p(Xh X27 o ’XS) B Q(Yi’ YVQ, o ’Y;)] =0

olmasidir ve p(X1, Xo, ..., X;) ve q(Y1,Ys, ..., Y;) 6zdes olmasi igin gerek ve yeter
kosul

X17X27".7I§(158”}Y{,17Y27m7n T[p(Xh X27 s 7XS) - q(}/la Y27 s aYlf>] =0

olmasidir. Ayrica herhangi bir matris ifadesinin degisken matrislere gore rank
degismezligi ve ranj degismezligi bu matris ifadesinin ekstremal ranklhigiyla da
karakterize edilebilir. Matris ifadelerinin ekstremal ranklariyla ilgili ornekler ma-
tris analizi ve uygulamalarindaki pek ¢ok konu ile yakindan iligkilidir. Matris
ifadelerinin ekstremal ranklariyla gesitli ifadeler lineer cebirle ilgilenen insanlar
icin olduk¢a kolay anlagilabilirdir. Fakat su anki sorun bir matris ifadesinin onun
degisken matrislerine gore ekstremal ranklari igin basit veya kapali formiillerin
nasil verilebilecegidir. Bu konu 1980 lerin sonlarindan itibaren caligilmaya baglamigtir
ve matris tamamlama problemleri olarak ele alinmigtir.[bknz] Bu ¢aligmalarda
bazi pargali matrislerin minimal ranklar1 kapali formlarda tiiretilmigtir. Fakat bu
caligmalardakullanilan metotlar elemanter lineer cebiri yeni 6grenmeye baglayanlar
icin kolayca anlagilabilecek metotlar degillerdir. Bilindigi gibi matrislerin ran-
larinin incelenmesinde yararli bir ara¢ matrislerin genellegtirmis inversidir. Her-
hangi bir n xm lik X matrisine bir A m xn tipindeki matrisinin bir genellestirilmis
inversi denir sayet AX A = A esitligi saglanirsa, bu durumda genel olarak X = A~
gosterimi kullanilir. Bir A matrisinin genellegtirilmis inverslerinin ailesi {A~}
ile gosterilir. Eger A matrisi P ve () matrisleri nonsingiiler olmak iizere A =

T

0
P @ seklinde parcalabilirse bu taktirde A~ nin genel ifadesi V5, V3 ve V}
0 0

I, Vs

P~ geklinde yazilabilir. Eger A
Vi V)

keyfi matrisler olmak iizere A~ = Q!
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nin bir A~ genellegtirilmig inversi biliniyorsa bu durumda A~ nin genel ifadesi Uy

ve Us keyfi matrisler olmak tizere
A=A+ (1, — A~A)U, + Us(1,,, — AA™)

seklinde yazilabilir. Matrislerin genellestirilmis inversleri matrisler igin cesitli
rank esitliklerinin belirlenmesinde kullanilanilir. Blok matrisler i¢in bazi bilinen
rank egitlikleri Marsaglia ve Styan [31] tarafindan iiretilmig ve bunlar agagidaki
Lemma 3.3.1 de ifade edilmigtir. Bu rank egitlikleri ayrica genellestirilmis in-
versleri iceren matris ifadeleri i¢in gesgitli rank esitliklerinin verilmesinde ve hesa-
planmasinda da kullanilabilir. Sifirdan farkli verilen bir matrisin rankinin bir
pozitif tamsay1 oldugu ve elemanter satir veya stitun iglemleri yardimiyla hesa-
planabildigi bilinmektedir. Bu ger¢ek bizi (3.3.1) igin bazi rank egitliklerinin
hesaplanmasinda matrisler i¢in blok elemanter iglemler yardimiyla bulunmasi ve
(3.3.1) in maksimal ranklarmin bu rank esitliklerinden elde edilmesi konusuna mo-
tive etmektedir. Tian [55] A — BXC matris ifadesinin ranki i¢in blok elemanter

islemler yardimiyla asagidaki sekilde bir esitlik elde etmigtir.

A
MA=BXC)=r | | +r]A B]—r(M)+... (3.3.2)
C

burada [ A B] A ve B den olusan bir satir blok matris

M- A B ,T:[O ]k],S: 0
c 0 I

T, = T—TM M
Sl - S— MM_S
Er, = I,-TT

Fs, = I,— S8

1

(3.3.2) nin sag tarafindaki r[Eq, (X + TM~S)Fs,] ifadesi nonnegatif terim olup
X +TM~S deki X keyfidir. Bu nedenle

Er, (X + TM~S)Fs, =0
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olacak gekilde X = —T'M~S almabilir. Boylece A — BXC nin X e gore minimal

A
ranki r +r [A B] — (M) olur ki bu oldukga basit ve simetrik goziikiir.

C
Bu sonucu diger bazi rank formiillerini kullanarak AA~ — A=A, AFA- — A= AF,

ve BB~ A — AC~C matrislerinin A=, B~ ve C~ ye gore minimal ranklar igin
bir formiiller grubu Tian tarafindan verilmistir. Fakat A — BXC nin ekstremal
ranklar ile ilgili baz1 baglangi¢c sonuclart mevcuttur. 2. Kisimda A — BXC
nin ranki i¢in yeni bir esitlik verilecek ve bu yeni egitlikten yararlanarak A —
BXC nin X e gore ekstremal ranklari bulunacaktir. A — BXC nin X e gore
sirastyla rank degigmezligi ve ranj degismezligi de arastirlacaktir. 3. Kisimda
r(A—BXC)+r(BXC) = r(A) rank denklemi X igin ¢oziilecek ve daha sonrada
bu rank denklemine gére A — BXC nin minimal ranki bulunacaktir. F' keyfi
bir cisim olsun. Fakat F' tizerindeki bir A matrisi i¢in E4 ve F4 sembolleri A
tarafindan tiretilen £4 = I — AA™ ve Fy = I — AA™ iz diistimlerini gostersin.
AT r(A), R(A) ve U(a) sirasiyla A matrisinin tranpozu, ranki, ranj(siitun) uzay1
ve sifir uzaymi gostersin. Bir X € F™™ matrisine A € F™ ™ matrisinin bir
yansimali genellegtirilmis inversi denir sayet AXA = A ve XAX = A ikisi birden
saglaniyorsa, bu durumda X = A~ yazilir. A — BXC nin X e gore ekstremal
ranklarim bulmak ve r(A — BXC) + r(BXC) = r(A) rank denklemini ¢dzmek
icin matris ranklariyla ilgili asagidaki sonuclara ve bazi matris denklemlerinin

gnel ¢oziimlerine ihtiya¢ duymaktadir.

Lemma 3.3.1 [31] A € F™" B e F™k (C e F*" D e F>* olsun. Bu
taktirde

i r [A B] = 7(A) + r(EAB) = r(B) + r(EpA)

A
i. r =71(A)+r(CFy) =r(C)+r(AFe)
C
(A B EpA
iii. T =r +r(B)
c 0 C
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.

A B 0 EuB

r = r(4)+r
C D CFy  Sa
A
= 7r . —i—T[A B]—T(A)+T(E018AFB!)

A B
dir; burada By = E4B, Ci =CFyve Sy =D —CA B M = deki A

C D
matrisinin Schur bilegenidir.
Lemma 3.3.2 [31] PQT iiglii matris ¢arpiminin ranki igin
r[PQT] = r(PA) +1(AQ) — r(A) + 1(EagAFpa) (3.3.3)

esitligi gerceklenir.

Lemma 3.3.3 [41] BXC = A, F cismi lizerinde bir lineer matris denklemi olsun.

Bu taktirde bu denklemin tutarl olmasi i¢in gerek ve yeter sart
R(A) CR(B) ve R(A") C R(B")

veya bu denk olarak B~ AC™C = A olmasidir. Bu durumda BXC' = A nin genel

¢oziimii U keyfi bir matris olmak iizere
X =B AC” +U - B BUCC™

seklinde yazilabilir. Eger 6zel olarak A matrisi A = BJC' formunda ise bu taktirde

BXC = A nin genel ¢oztimii
X =JC(BJC)"BJ+U—- B BUCC™

Lemma 3.3.4 [48] AXB = CY D homojen lineer matris denkleminin genel
¢ozumiu

X=X1Xo+X3 Y=NY+Y;
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seklinde parcgalanabilir, burada X7, X5, X3 ve Y7, Y5, Y3 sirasiyla

AX, = CY

XoB = Y,D
AX3sB = 0
CYsD = 0

dort homojen matris denkleminin genel ¢oziimleridir. Genellestirilmis inversler

kullanilarak AX B = C'Y D nin gene ¢oziimi
X = FazUER +U — A AUBB~
Y = C ARUERBD™ +Uy,—C CU,DD™
seklinde veya buna denk olarak
X = ACF,,UEp DB +U, — A AUBB~
Y = Fo,UEp, +Us—C CUDD™
seklinde yazlabilir, burada A; = EcA, By = BFp, C; = EoC ve Dy = DFp
olup U, U; ve Uz matrisleri keyfi matrislerdir.
Lemma 3.3.5 N € F"™™ B¢ F™* yve O € F'*" verilmis olsun. Bu taktirde
(BXC)N(BXC)=BXC (3.3.4)
kuadratik matris denkleminin genel ¢oziimii
X = B"BU;(U,CNBU,), U;CC~+U — B-BUCC™ (3.3.5)

formunda yazilabilir, burada U, € F**", U, € F™! ve U € F¥! keyfi ma-

trislerdir.

Ispat. (3.3.5) in (3.3.4) i sagladig1 kolayca goriilir. Ote yandan (3.3.4) iin
herhangi bir X, ¢oziimii i¢in U; = XoC, Uy = BX, ve U = X alimirsa (3.3.5)
ifadesi
X = B BX,C(BXoCNBX,C): BXoCC™ + Xy — B~BX,CC~
— B (BXoC)(BXoC): (BXoC)C™ + Xy — B~BX,CC~
— B (BX,C)C™ + X, — B~ BX,CC~
- X,
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olur. Busonug (3.3.4) iin herhangi bir sonucunun (3.3.5) deki gibi gosterilebilecegini

saglar. Bu nedenle (3.3.5) ifadesi (3.3.4) {in genel ¢oziimiidiir.

3.3.1 A — BXC nin X e gore maksimal ve minimal ranklari

P(X) (3.3.1) de verildiggi gibi olsun. Eger buna karsilik gelen BXC = A
lineer matris denklemi tutarhi ise bu taktirde P(X) e tutarh bir lineer matris
ifadesi denir. Ayrica (3.3.2) ye ilaveten Lemma 3.3.1 4., ii. ve 4ii. siklarindan

P(X) in ranki i¢in bagka 6zdeglikler de elde edilebilir.

Teorem 3.3.1 P(X) (3.3.1) deki gibi verilmis olsun. Bu taktirde

i. Ay = EgA ve Ay = AF¢ olamk tizere P(X)

A A B
r(A— BXC) = T[A B]—I—T —y (3.3.6)
C C 0

+T(EA2AFA1 — EA2BXOFA1)

rank esitligini saglar.

1. Asagidaki lineer matris ifadesi tutarhdir.

P(X) = Ea,AFy, — E4,BXCFy, (3.3.7)
ispat. [lk olarak
A B A
. I R [A B] —r(A) + r(E1,AF4,) (3.3.8)
C 0 C

rank esitligini gosterelim Blok Gauss eleminasyon yardimiyla

A AFc A 0
r =r =r(EgAFc) +1(A)
EBA 0 0 EBAFC

oldugu kolayca goriilebilir. Ote yandan Lemma 3.3.1 . den

A AFg
r = T(EBA) + T(AFc) + T(EAQAFAl)
EzA 0
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olacaktir. Bu nedenle
r(EgAFg) =r(EgA) + r(AFg) —r(A) + r(Ea,AF4,)

oldugu goriiliir. Bu esitligi Lemma 3.3.1 42:. de yerine yazar Lemma 3.3.1 7. ve 7.
siklar1 uygulanirsa (3.3.8) esitligi elde edilir. (3.3.8) de A matrisiile A— BXC =
P(X) ifadesi yerdegistirir ve

A—BXC B :
r = r
%, 0 c o0
A— BXC] A
r = r ,
. %,
rla_Bxc Bl = r[A B]

Ep(A— BXC) = EpA
(A— BXC)Fe = AFc

egitliklerinin g6z 6ntine alahm. Bu durumda (3.3.8) ifadesi

A B A
r = r +T[A B]—T‘(A—BXC)
cC 0 C

+r(Ea,AFs, — E4, BXCFjy,)
seklini air. Diger taraftan F4,A; = 0 ve A1 F4, = 0 olacagindan
EAQACHC = EAQA ve BBiAFAl = AFA1

oldugu gortiliir. Boylece

R(EA,AFs,) = R(EA,BB AF4,) C R(E4,B)
ve

R |:(EA2AFA1>T:| =R [(E@AC*CFAJT} CR [(CFAJT]

olacaktir. Bu iki esitlik F4, BXCFy, = E4,AFy,, matris denkleminin tutarl
oldugunu gosterir. Boylece p(X) tutarli bir lineer matris ifadesidir. Durumun
uygunlugu icin (3.3.7) deki p(X) e (3.3.1) deki P(X) in adjoint lineer matris
ifadesi diyecegiz. Eger P(X) tutarli ise bu taktirde (3.3.7) de Ay =0 ve Ay =0

olacaktir. Bu durumda (3.3.7) A; = 0 ve Ay = 0 oldugunda p(X) ve P(X) 6zdes
olacaklardir. (3.3.3) den diger bir ilging rank esitligi tiiretilebilir.
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Teorem 3.3.2 A € F"*" P € FP*" yve Q € F™*1 verilsin ve X € F™" bir

degisken matris olmak olmak iizere
P(X)=A—-FpXEg (3.3.9)

olsun. Bu taktirde

i. (3.3.9) deki P(X) matris ifadesi

r(P(X)) = r(PA)+7r(AQ) —r(PAQ) (3.3.10)
—|—7’(EAQAFPA — EAQFPXEQFPA)

rank esitligini saglar.

1. ﬁ(X) = E4gAFps — ExoFpX EqgFpa matris ifadesi tutarhdir.

Ispat. (3.3.10) A yerine P(X) = A — FpXFEg alarak gerekli hesaplamalar
yapilarak (3.3.3) den elde edilir. Ote yandan

EagFpXEgAFps = ExgAFp,

matris denkleminin tutarhihigl FpAFpsy = AF4 ve E4agAEg = EagA basit gercek-
lerinden goriilebilir. (3.3.6) esitligi A — BXC nin rankimin nonnegatif bir sabit ile
tutarl bir lineer matris ifadesinin rankinin toplami olacagini gosterir. Boylece A—
BXC nin X e gore ekstremal ranklar: bu tutarh lineer matris ifadesi yardimiyla

belirlenebilir.

Lemma 3.3.6 (3.3.1) deki P(X) tutarh olsun. Bu taktirde

i. P(X) in X e gore maksimal ranki
max r(A— BXC) = min{r(B),r(C)} (3.3.11)

dir. (3.3.11) y1 saglayan X in genel ifadesi, Y r(BY () = min{r(B),r(C)}

yi saglayan herhangi bir matris olmak iizere
X =B ACY (3.3.12)

formunda yazilabilir.
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ii. P(X) in X e gore minimal rank:
Hg}ﬂ r(A— BXC) (3.3.13)

dir. (3.3.13) i saglayan X in genel ifadesi BXC = A matris denklmeninin

genel ¢oztimiudiir.

Ispat. BXC = A denkleminin tutarhhg Lemma 3.3.3 e gore BB~AC~C = A
oldugu saglar. Bu nedenle AgXC' yi Y = B~ AC™ — X olmak iizere

A—BXC = BB AC~C - BXC
— B(B~AC™ - X)C
— BYC

olarak yeniden yazabiliriz. Bu lemmadaki durumlar bu ifadeden elde edilir.
Lemma 3.3.6 (3.3.6) deki rank esitligine uygulanarak asagidaki iki sonug elde

edilir.

Teorem 3.3.3 P(X) (3.3.1) deki gekilde verilmig olsun. Bu taktirde P(X) in X

e gore maksimal ranki
A
max7(A — BXC) = min {7’ [A B} N } (3.3.14)
X C

dir. (3.3.14) u saglayan X in genel ifadesi U € F**! matrisi
r(Ea,BUCFy4,) = min {r(E4,B),7(CFa,)}
olacak sekilde secilmis olmak tizere

X = (Eq,B) E4,AF4,(CFa,)” = U (3.3.15)

Ispat. (3.3.6) ifadesinden

A A B ~
m)?xr[P(X)]zr[A B]+r —r +maxr[P(X)]
C C 0
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yazilabilir. (3.3.7) deki ﬁ(X ) tutarh oldugundan (3.3.7) ye gore maksimal rank:

m)z(xxr[ﬁ(X)] = min {r(Ea,B),r(CFa,)}
olacaktir, burada Lemma 3.3.1 i., 4. ve 7. den
r(ExnB) = vy B|—r(4)

= T[AFC B]—T(AFc)

A B A
= 7 —r
C 0 C
ve
_Al
r(CFy,) = r —r(Ay)
C
[ EpA
= T —T'(EBA)
(A B
=7 ~r|A B
C 0

dir. Boylece (3.3.14) elde edilmis olur. (3.3.15) esitligi ise (3.3.12) den kolayca

gosterilebilir.

Teorem 3.3.4 P(X) (3.3.1) deki gekilde verilmig olsun. Bu taktirde P(X) in X

e gore minimal ranki

A A B
minr(A— BXC) =r [A B} +7r —r (3.3.16)
X C C 0

dir. (3.3.16) i saglayan X matrisi A} = EgA ve Ay = AF; olmak lizere
EA,BXCFy, = Ey,AFy, (3.3.17)

tutarli matris denkleminin genel ¢coziimiidiir. Genellestirilmig inversler yardimiyla

(3.3.16) i saglayan X genel ¢oziimii

X = (EAQB)_EAQAFAl(CFA1>_—|—U (3318)
+(EA2B)_EAQBUCFA1(CFA1)_
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ve

X = B AFu (EaAFs) El,AC™ +U (3.3.19)
—(Ex,B)” Eo,BUCF4,(CF4,)”

seklinde iki formda yazilabilir, burada U € F**! keyfidir.

Ispat. (3.3.6) ifadesinden

A A B N
HEHT[P(X)] =7 [A B] +r - + m)?xr[P(X)]
C C 0

oldugu goriiliir. Lemma 3.3.6 (6) ve Lemma 3.3.3
P(X) = Eq,AF,, — E4,BXCFy,

tutarli matris ifadesine uygulanirsa bu teoremde istenen sonuglar saglanmig olur.
Simdiye kadar verilen (3.3.16) i saglayan herhangi bir X matrisine BXC = A
matris denkleminin minimal rank ¢oziimii diyecegiz. BXC = A nin minimal
rank ¢oziimlerinin iki genel ifadesi (3.3.18) ve (3.3.19) de verilmistir. (3.3.10) rank
esitliginden (3.3.9) deki P(X) in ekstremal ranklarini da bulmak miimkiindiir.

Teorem 3.3.5 P(X) = A — FpXEg (3.3.9) deki sekilde verilmis olsun . Bu
taktirde

i. A— FpXEgnun X e gore minimal ranki

m)}nr(A — FpXEq) = min {m + r(PA) — r(P), (3.3.20)
n+7(AQ) —r(Q)}

dir. (3.3.20) i saglayan X in genel ifadesi U € F¥*! matrisi
r(EagFpUEgFps) = min {T(EAQFP), r(EQFpA)}
olacak gekilde secilmis olamk tizere
X = (EagFp) EagAFp(EgFpa)” —U

dir.
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it. A— FpXFEgnun X e gore minimal ranki
m)}n r(A— FpXEg) =r(PA) —r(AQ) — r(PAQ) (3.3.21)
(3.3.21) y1 saglayan X in genel ifadesi
EsqFpXEqFps = EagAFpa

tutarl matris denkleminin genel ¢oztimiidiir. Genellestirilmis inversler yardimiyla

(3.3.21) y1 saglayan X in genel ifadesi
X = (EAQFP>_(EAQAFP)(EQFPA)_ +U -G GUHH™

ve

X = AFp(EaqFpa) BagA+U -G GUHH"™

seklinde yazilabilir, burada G = Eagfp ve H = EgFps olup U matrisi
keyfidir.

Ispat. (3.3.10) den
m)z(xxr[P(X)] = r(PA)+1r(AQ) — r(PAQ)
+maxr(EaqAFps — EaqFpX EqFpa)
ve

ng}n r[P(X)] = r(PA)+r(AQ) —r(PAQ)

—|—Hl)}n7“(EAQAFpA — EAQFPXEQFPA>
oldugu goriiliir. Lemma 3.3.6 i
P(X) = EagAFpy — EagFpXEoFpa

tutathh matris ifadesine uygulanarak bu teoremdeki sonuclar elde edilmisg olur.

Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.4 in cesitli sonuglar agagida verilmigtir.

Sonug 3.3.1 P(X) (3.3.1) deki gibi verilmis olsun. Bu taktirde (3.3.16) i saglayan
X matrisi tektir, yani BXC = A matris denkleminin minimal rank ¢oztimiintin

tek olmasi i¢in gerek ve yeter sart



ve

A B A
r =r +r(B)=r [A B} +7(C) (3.3.22)
C 0 C

olmasidir. Bu durumda (3.3.16) i saglayan tek X matrisi A = E4 ve Ay = AF¢

olmak lizere

X = (Ex,B) Ea,AF4 (CFp,)” (3.3.23)
— B AF4(E4,AF4,) E,AC™

seklinde yazlabilir. (3.3.16) i saglayan X tekligi (3.3.23) in sag tarafindaki iki
matris ifadelerinin A=, B~ ve C'~ nin se¢imine gore invaryat(degismez) oldugunu

gosterir.

Ispat. (3.3.16) i saglayan X tektir ancak ve ancak (3.3.17) nin ¢oziimii tektir,

bu ise Lemma 3.3.3 e gore
r(EaB) =k ve r(CFy,) =1 (3.3.24)

a denktir. 7(B) < k ve r(C') <[ oldugunu belirtelim. Bu nedenle (3.3.24) ifadesi

asagidaki
r(B) = k (3.3.25)
r(C) = 1
r(Ea,B) = r(B)
r(CFa) = r(C)

dort rank esitligine denktir. Lemma 3.3.1 4., 4. ve . yi (3.3.25) deki son iki
rank esitligine uygularak (3.3.22) elde edilir. (3.3.16) i saglayan X in tekligi ise
(3.3.18) ve (3.3.19) ifadelerinden goriiliir.

Sonug 3.3.2 P(X) (3.3.1) de verildigi gibi olsun. Bu taktirde agagidaki ifadeler
denktir

i m}}n r(A—BXC)=r(A)
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A B A
i, T =7 +r[A B]—T(A)
C 0 C

191. ZEAAQAAF’A1 = O, ay = EBA ve A2 = AFC

w. Ec,CA"BFp, =0, By =FEsBvec; =CFy

Bu durumlarda r(A — BXC) yi minimumlagtiran X matrisi £4, BXCF4, = 0

homojen matris denkleminin genel ¢oztimudiir.

Ispat. Sonucun ispati (3.3.16), (3.3.8) ve Lemma 3.3.1 iv. nin birlegtirilmesiyle

kolayca gortiliir.

Sonug 3.3.3 P(X) (3.3.1) deki gibi olsun. Bu taktirde P(X) in rankinin X in

secimine gore invaryat olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A B A A B
r =r veya 1 =r [A C} (3.3.26)
c 0 C C 0

olmasidir.

Ispat. (3.3.14) ve (3.3.16) den
m)E(LXT[P(X)] = m}}nr[P(X)] (3.3.27)
. A B A A B
= mm{r — T - [A C}}
C 0 C ¢ 0

yazilabilir. (3.3.27) nin sag tarafini sifir alacak sonugta verilen durumlar elde
ederiz. (3.3.24) ve (3.3.16) kullanarak A — BXC nin X in se¢imine gore ran]
invaryanthgim karakterize edebiliriz. Benzer problemle [3] ve [26] da AB~C

carpiminin B~ nin se¢imine gore ranj invaryantligl i¢in incelenmigtir.

Sonug 3.3.4 P(X) (3.3.1) deki gibi olsun. Bu taktirde

i. P(X) in se¢iminden invaryant olmasi igin gerek ve yeter kogul C' = 0 veya
B A

R CR (3.3.28)
0 C

olmasidir.
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. PT(X) in ranjinin X in secimine gore invaryant olmasi icin gerek ve yeter
kosul B = 0 veya
T T
R(|c o] ) (R[4 B]) (3.3.29)

olmasidir.

Ispat. Iki A; ve A, matrisinin aym ranja sahip olmasi yani R(4;) = R(Ay)
olmasi i¢in gerek yeter sart
T [Al A2i| =1r(A) =1(Ay)
olmasidir. Bu gergegi A — BXC ye uygularsak A — BXC nin ranjinin X in
se¢imine gore invaryant olmasi icin gerek ve yeter sart her X ve Y icin
r [A _BXC A-— Byc] —r(A— BXC)=r(A—BYC)  (3.3.30)

olmasidir. Acik olarak bu rank esitliginin her X ve Y i¢gin saglanmasi i¢in gerek

ve yeter sart her X i.in
r(A—BXC)=r(A) (3.3.31)

ve her X ve Y icin

C 0
[A—BXC A—BYC] - r([A A]—[X Y] o )(3.3.32)
= r(A)

olmasidir. Sonug 3.3.3 dan (3.3.31) nin her X i¢in saglanmasi i¢n gerek ve yeter
sartin (3.3.26) in saglanmasi oldugu goriiliir. Ayrica Sonug 3.3.3 dan (3.3.32)
esitliginin her [X Y} icin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin

A B A A B

r =r veya T +7r(C)=r [A B] (3.3.33)
C 0 C C 0

olmasi oldugu gortliir. (3.3.26) ve (3.3.33) birlegtirilerek (3.3.30) in her X ve Y
i¢in saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart C' = 0 veya
A B A
r =r

¢ 0 C

olmasidir. Bu ise (3.3.28) e denktir. Benzer sgekilde . gikkida gosterilebilir.

Yukaridaki iki sonug birlegtirilerek agsagidaki sonu verilebilir.
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Sonug 3.3.5 P(X) B # 0 ve C # 0 olmak tizere (3.3.1) deki gibi verilmis olsun.
Bu taktirde P(X) in rankiin X in segimine gore invaryant olmasi icin gerek ve
yeter sart P(X) in ranjmim X in se¢imine gore invaryomt olmasi veya PT(X) in
ranjinin X in se¢imine gore invaryant olmasidir. Bu kismin devaminda Teorem
3.3.3 ve Teorem 3.3.5 daki sonuclar icin baz1 denk ifadeler verecegiz. B € F™*k,

C e F>n P ¢ FP*™m O ve  asagidaki gibi olsun.

0 ="{Z e F™" . R(Z) C R(B) ve R(Z") C R(CT)} (3.3.34)

Q=4{Z c F™" . R(Z) C R(P) ve R(Z") Cc R(Q™)} (3.3.35)
Bu durumda asagidaki sonuclar1 verebiliriz.

Teorem 3.3.6 A € F™ " ve O (3.3.34) da verildigi gibi olsun. Bu taktirde

i. A— Z nin Z € O ya gore maksimal ranki

A
maxr(A—Z) =minq r [A B} : (3.3.36)
ASS) C

dir. (3.3.36) i saglayan Z nin genel ifadesi, U matrisi

r(Ea, BUCFy4,) = min{r(Es,B),r(CF4,)}
olacak gekilde secilmis olmak tizere,

Z = B(Ea,B) " Ea,AF4,(CFy,)"C — BUC
formunda yazilabilir.

1. A— Z nin Z € © ya gore minimal rank:

A A B
minr(A—2)=r [A B} + —r (3.3.37)
Z€0 C C 0

dir. (3.3.37) yi saglayan Z nin genel ifadesi A} = EgA ve Ay = AFo, V € ©

matrisi keyfi olmak tizere

7 = B(EiB) ExAF4(CFy) C+V (3.3.38)
—B(E4,B)"Ex,VF4,(CF4,)"C
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ve

J = AFAl(EAzAFAl)_EA2A+V (3.3.39)
—B(EA2B)7EA2VFA1 (CFAl)’C

formlarinda yazilabilir.

Ispat. (3.3.34) ve Lemma 3.3.3 ten herhangi bir Z € © nin Z = BXC seklinde
ifade edilebilecegini kolayca goriiriiz. Bu nedenle (3.3.34) daki © matris kiimesi,
denk olarak,

©={Z=BXC:X e F"}

seklinde yeniden yazlabilir. Boylece (3.3.6) den Z € © olmak tizere A — Z nin

ranki

r(A—-2) = r(A-BXC)

A A B
= rla B]+ || - v (B, AFy, — E4,BXCFy,)
C C 0
A A B
= rla B]+ || -r + 1(EayAFa, — B4, ZF4,)
C C 0

esitligini saglar. Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.4 ten bu esitligin bu teoremin
sonuglarimi sagladigr goriiliir. Teorem (3.3.6) i saglayan Z matrisine literatiirde A
nin O ya kisitlanigi denir. (3.3.38) ve (3.3.39) denklemleri A nin © ya kisitlanmig
matrislerinin iki genel ifadesidir. (3.3.38) ve (3.3.39) den (3.3.37) yi saglayan
Z € © matrisinin tekligi icin bir gerek ve yeter sart tiiretilebilir. Bu problem

degisik yazarlar tarafindan galigilmigtir. [1,13,35,37]

Sonug 3.3.6 [35] A € F™ " ve © (3.3.34) da verildigi gibi olsun. Bu taktirde A

nin O ya kisitlanmig matrisinin tek olmasi icin gerek ve yeter sart

A B A
r = +7r(B)
C 0 C

= r|a B|+r(C)
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olmasidir. Bu durumda tek kisitlanmig matris A; = EgA ve Ay = AFp olmak

uzere

7 = B(Es,B) EaAF4,(CF4,) C
— AF4 (B, AFy,) E4,A
= A— A(EgAFc)A

formlarinda yazilabilir. Bu matris ifadeleri onlardaki genellestirilmig inverslerin

secimine gore invaryanttir.

Teorem 3.3.7 A € F™ ™ ve () (3.3.35) daki gibi olsun. Bu taktirde

0.

1.

A — Z nin Z € () gore maksimal rank:

%12()2(7“(14 — Z)=min{r(EaFp),r(EqgFpa)} (3.3.40)
dir. (3.3.40) i saglayan Z nin genel ifadesi, U matrisi

r(EagFpUEQFpa) = min {r(EagFp),r(EqFpa)}
olacak gekilde secilmis olmak ftizere,

Z = Fp(EagFp) EagAFpa(EqAFpa) FpUEg
seklinde yazilabilir.
A — Z nin Z € Q) ya gore minimal ranki

IZIlelg r(A—2Z)=r(PA) +r(AQ) — r(PAQ)} (3.3.41)

dir. (3.3.41) i saglayan Z nin genel ifadesi, V' € Q matrisi keyfi olmak iizere

7 = Fp(BagFp) EagAFpa(EqFpa) Eq+V
—Fp(EagFp) EaqVFpa(EqFpa) Eg+V

ve

Z = AFPA<EAQAFPA)7EAQA +V
—FP(EAQFP)_EAQVFPA(EQFPA)_EQ

seklinde iki formda yazilabilir.
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Ispat. Lemma 3.3.3 den (3.3.35) daki Q y1
O =1{Z=FpXEqy: X € F™"}
olarak yazabiliriz. Bu nedenle (3.3.10) ten A — Z nin rankinin
rA—2) = r(A—FpXEg)
= r(PA)+1r(AQ) — r(PAQ)
+r(EagAFps — EagF P XEgFpa)
= r(PA) +1r(AQ) — r(PAQ)
+1(BagAFps — BagZFp )
esitligini sagladigi goriiliir. Teorem 3.3.5 y1 uygulayarak bu esgitligin bu teo-

remdeki sonuclar1 sagladigi goriiliir.

Teorem 3.3.8 [13] A € F™™ ve Q (3.3.35) da tanimlandigi gibi olsun. Bu
taktirde A nin 2 ya kisitlanmig matrisi tektir ancak ve ancak
r(PAQ) = r(PA) = r(AQ)
dir. Bu durumda tek kisitlanmig matris
Z = Fp(EagFp) EagAFpa(EqFpa)” Eq
= AFps(EsQAFpa) EsgA
= A—-AQ(PAQ) PA

seklinde ii¢ formda yazilabilir. Bu ifadeler onlardaki genellegtirilmis inverslerin

secimlerine gore invaryanttir.

3.3.2 r(A—-BXC)+r(BXC)=r(A) Denkleminin Co6ziimleri

P(X)=A— BXC (3.3.1) de verildigi gibi olsun. Bu kisimda P(X) tarafindan

tiretilen agsagidaki rank denklemini ¢ozecegiz.
r(A—BXC)+r(BXC)=r(A) (3.3.42)

ve daha sonra P(X) in (3.3.42) e gore minimal rankini gézontine alacagiz. (3.3.42)
rank denklemini ¢6zmek igin Marsalia ve Styan [31] ye uygun olarak agagidaki

sonuca ihtiyag¢ vardir.
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Lemma 3.3.7 A, S € F"™" matrisleri agagidaki rank esgitligini saglar.
r(A—=8)+7r(S) =r(4) & R(S) C R(A
R(ST) € R(A")
{A7} € {57}

N

Lemma 3.3.7 (3.3.42) esitligine uygulayarak agagidaki sonug elde edilir.
Lemma 3.3.8 (3.3.42) rank denklemi ve

(BXC)A~(BXC) = BXC (3.3.43)
= AYA

matris denklem sistemi X i¢in ayn ¢oziime sahiptir, burada A~ € { A~} keyfidir.

Ispat. Lemma 3.3.7 e gore (3.3.42) denklemi

R(BXC) C R(A) (3.3.44)
[BXC } c R(AT)
{A7} € {(BXC)}

e denktir. Lemma 3.3.7 e gore ilk iki ranj kapsamasinin saglanmasi i¢in gerek
ve yeter sart BXC = AY A matris denkleminin Y i¢in ¢oziilebilir olmasidir.
Genellestirilmig invers tanimina gore iigiincii kiime kapsamasinin saglanmasi icin

gerek ve yeter sart herhangi bir A~ € {A™} igin
(BXC)A~(BXC) = BXC
olmasidir. Boylece (3.3.43) elde edilir.

Teorem 3.3.9 (3.3.43) deki rank denkleminin genel ¢oziimii

A = EzA
Ay = AF.
B, = E.C
C, = AF,



ve

U1 — F'rLXn
U2 — Fme
U3 _ Fkxn
U4 — Fm><l
matrisleri keyfi olmak tizere
X = B ARUUyEs,AFAUy), UsEp,AC™ (3.3.45)

+U - B~ BUCC™
ve

X = B BFpUs(UsEc,CA™BFy Us) UsEc,CC™ (3.3.46)
+U — B-BUCC™

seklinde iki formda ifade edilebilir.
Ispat. Lemma 3.3.4 ten (3.3.43) deki BXC = AY A nin genel ¢oziimii U € FF*,
Vi € FF*n ve V, € FF*! keyfi olmak iizere
X = B AFyViE.,AC~ +U — B~ BUCC" (3.3.47)
ve
X = Fy,VoEo, + U — B-BUCC™ (3.3.48)

seklinde iki formda yazilabilir. (3.3.47) y1 (3.3.43) deki ilk denklemde yerine yazar
ve BB F4, = AFy, ve E4,AC~C = E4,A oldugu dikkate alinirsa

(AFA, VIEA,A)A™ (AFA, VIE4,A) = AF, VE4 A

yazilabilir. Lemma 3.3.5 ten bu denklemin genel ¢oziimii, Uy = F™*" ve Uy =

Fm™>™ keyfi olmak tizere

Vi = (AF4,) (AFA) ) UL (UsEA,AF 4, Uy), Us(En,A)(Ea,A)” + 27 (3.3.49)
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olacaktir. Burada Z, AF4,ZE4,A = 0 matris denkelminin genel ¢oziimiidiir.
(3.3.49) ifadesi i (3.3.47) da yerine yazilirsa (3.3.42) in X genel ¢6ziimi i¢in
(3.3.45) ifadesi elde edilir. Benzer sekilde (3.3.48) den (3.3.46) elde edilir. Teorem

3.3.9 in baz1 6zel durumlar agagida verilmistir.

Sonug 3.3.7 (3.3.42) rank denklemi ve BXC = 0 matris denklemi ayni ¢oziime

sahiptir ancak ve ancak

A B A
r =r +7r [A B} —r(A) (3.3.50)
C 0 C

dir.

ispat. BXC = 0 denkleminin herhangi bir ¢dziimii (3.3.42) denkleminide saglar.
Tersine olarak (3.3.42) in (3.3.45) ¢oziimiinii BXC' de yerine yazarak

BXC == AFAlUl(UQEAQAFAl Ul);UQEAQA

elde edilir. Bu nedenle (3.3.42) ve BXC = 0 1n ayni ¢oziime sahip olmasi igin
gerek ve yeter sart F4,AF4, = 0 olmasidir ki bu da Sonug 3.3.2 e gore (3.3.50) a
denktir.

Sonug 3.3.8 (3.3.42) rank denklemi sadece sifir ¢dziimiine sahiptir ancak ve an-

cak B tam siitun rankl, C' tam satir rankli ve (3.3.50) esitligi saglanir.

Ispat. Sonucun ispati (3.3.42) in (3.3.45) genel ¢oziimiinden kolayca elde edilir.

Sonug 3.3.9 BXC = A matris genel denklemi tutarh olsun. Bu taktirde (3.3.42)
rank denkleminin genel ¢oztimi U, U; ve Uy (3.3.45) te verildigi sekilde olmak

uzere
X = BT AU, (U, A" U,); U,AC~ +U — B BUCC~ (3.3.51)

dir.

ispat. BXC = A nin tutarhilhigit Ay = EgA = 0 ve Ay = AFs a denktir.
Dolayisiyla (3.3.45) ifadesi (3.3.51) a doniisiir.
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Sonug 3.3.10 A, B ve C' matrisleri
R(B) C R(A) ve R(CT) C R(AT) (3.3.52)

ozelliklerini saglasmn. Bu taktirde (3.3.42) in genel ¢oziimii U; = F**", Uy = Fmx!

ve U = F**! keyfi olmak iizere

X = B”BU(U,CA™ BUh), U,CC™ +U — B"BUCC™ (3.3.53)
seklindedir.
Ispat. Agik olarak (3.3.52) sartlart By = EaB =0 ve C; = CF4 = 0 a denktir.
Bu nedenle (3.3.46) ifadesi (3.3.53) ye doniigtir. Geri kalan kisimda X (3.3.42)

rank denklmeini sagladiginda A — BXC nin minimal rankini gézoniine alacagiz.

Bu amacla
A="{X e F*:r(A-BXC)+r(BXC)=r(A)} (3.3.54)
alalim. Kolayca goriiliir ki A bostan farkli bir kiimedir.

Teorem 3.3.10 A (3.3.54) de tanimlandigi gibi olsun. Bu taktirde

A A B
maxr(BXC) =r(A) —r [A B] —r +r (3.3.55)
XeA C C 0
ve
A A B
minr(A — BXC) =r [A B] + +7r (3.3.56)
XeA C C 0

dir. (3.3.55) ve (3.3.56) i saglayan X matrisi (3.3.45) ve (3.3.46) te verilmigtir.

Burada U, U,, Uz ve Uy matrisleri

T(UQEA2AFA1U1) = T(EAQAFAI)
T(U4E010AiBFBIU3> = T(ECIOAiBFBl)

olacak sekilde sacilmigtir.
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Ispat. (3.3.42) in (3.3.46) ve (3.3.46) genel ¢oziimlerini BXC' de yerine yazarak
sirasiyla

BXC - AFAlUl(UQEA2AFA1 Ul),:UQEA2A

ve

BXC = BFp,Us(UyEc,CA”BFp,Us), UyEc,C
elde edilir. Bu durumlarda BXC nin rank:
T’(BXC) == T(UQEAQAFAlUl)
veya
T(BXC) = T(U4E010AiBFBIU3)
olacaktir. Boylece
r)r(lgi(r(BXC) = 1r(Ea,AFy,)
= T(Eclc'AiBFBl)

yazilabilir. Bu sonucu (3.3.8) ve Lemma 3.3.1 4v. ile birlestirirsek (3.3.55) elde

edilir. Yine (3.3.54) ten
in r(A—BXC)=r(A)— I)?Eaicr(BXC’) (3.3.57)

oldugu goriiliir. Bu nedenle (3.3.56) ifadesi (3.3.57) ve (3.3.57) dan elde edilir.

Teorem 3.3.4 ve Teorem 3.3.10 deki sonuglar gostermektedir ki
min r(A — BXC) = minr(A — BXC)
XeA X

dir. Teorem 3.3.9 agagidaki gibi yeniden ifade edilebilir.

Sonug 3.3.11 O (3.3.34) daki gibi olsun. Bu taktirde
r(A—=2Z)+r(Z)=r(A)

Z € © altinda rank denkleminin genel ¢oziimii Uy, U,, Us ve Uy (3.3.45) ve
(3.3.46) teki gibi olamk tizere

Z = AFAl Ul(U2EA2AFA1 Ul);UQEA2A

ve

7 = BFp,Us(UyEc,CA~ BFp,Us)  U,Ec,C

seklinde iki formda yazilabilir.
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Ispat. Sonucun ispat: Teorem 3.3.9 den kolayca goriilebilir.
OA="{Z e F™":r(A-Z)+r(Z)=r(A),Z €O} (3.3.58)
olsun. Burada ©, (3.3.34) daki gibi tanimhidir. Kolaylikla gortliirki ©4 C ©

Teorem 3.3.11 O, (3.3.58) deki gibi tanimlh olsun. Bu durumda

. A A B
min r(A—Z)=r [A B] +r +r (3.3.59)
VASISIN C C 0
Z = AF4 Uy (Us B, AF4,Up)-Us B, A (3.3.60)
ve
7 = BFp,Us(UsEe, CA™ BFp,Us) - UsEe, C (3.3.61)

formlarinda ifade edilebilir. Burada Uy, Us, Us ve Uy matrisleri
T‘(UQEAQAFAIUl) = T(EAQAFAl)

ve

T(U4ECIOA_BF31U3) = T(ECIOA_BFBl)

esitliklerini saglamaktadir.

Ispat. Teoremin ispat:1 Teorem 3.3.10 den direkt olarak goriilmektedir. (3.3.59)
i saglayan herhangi bir Z € ©4 matrisi ayn1 zamanda A nin 04 kisitlanmig
matrisidir ve buna 04 ya kisitlanig matrisi de denir. A nin ©4 ya kisitlanig
matrislerinin iki genel ifadesi (3.3.60) ve (3.3.61) de verilmistir. A nn ©4 ya
kisitlanig matrisinin tekligi ile ilgili tartigma Sonug 3.3.6 teki ile aymidir. (3.3.42)

in bir 6zel durumu olarak blok matrisler i¢in
A B A B
r =r +7(X)
C D C D-X

rank denkleminin ¢oziimii ele alinabilir. Bu denklem agagidaki standart formda

yeniden yazilabilir.
A B A B 0 0
r =r — X [() ]k] +r X [0 [k]
cC D C D [l [l
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3.4 Birim Elemanlhh Bir Regiler Halkada Lineer Matris

Denklemi ve Denklem Sistemleri

Bu kisimda

AlXBl == Cl (341)
AQXBQ - Cg

seklindeki bir sistemin genel ¢oziimiin varligi icin gerek ve yeter sartlar verilecek

ve ¢Ozliimiin ne sekilde ifade edilecegi tizerinde durulacaktir.

Bu problem ilk kez 1970’ li yillarda Mitra [33] tarafindan ortaya atilmig ve
daha sonra bir ¢ok galismada da ele alinmgir. [33,66] Kontrol teorisi ve sis-
temlerdeki bir ¢ok problem AX —Y B = C geklinde [5] Sylvester matris denklem-
inin ¢éztimiine dayanmaktadir. Roth [43] bir ¢caligmasinda Roth varlik teoremi
adindaki bir teoremde matris denkleminin tutarliligi i¢in bir gerek ve yeter sart

vermistir. Sylvester denkleminin bir genellegtirmesi olarak
AXB+CYD=F (3.4.2)

matris denklemi Baksalary ve Kalar [4], Ozgiiler [39], Wang [66] vs. bir cok

aragtirmaci tarafindan ele alinmigtir.

Burada biz birim elemanli bir R regiiler halkas: iizerinde (3.4.1) denklemini goz
ontine alacagiz. (3.4.1) denkleminin genel ¢oziimiiniin bir ifadesini verecegiz ve
¢oziimin varligi icin gerek ve yeter sart bulmaya calisacagiz. Daha sonra R
tizerinde (3.4.2) denkleminin genel ¢dziimiiniin ifadeleri ve ¢éziimiin varhg: igin
baz1 gerek ve yeter sartlar elde edilecektir. Son olarak (3.4.1) sistemine gore baz

aragtirma problemleri ve bazi baslangi¢ yorumlar: geligtirecegiz.

Bilindigi gibi bir R halkasina regiilerdir denir. Eger her a € R icin aaMa = a
olacak sekilde bir a(!) € R eleman1 mevcutsa, burada a™") @’ nin ic tersi ile ayni
anlama gelmektedir. Caligmamizda R regiiler bir halka olmak iizere R iizerindeki
tim m X n matrislerin kiimesini R™*" ile gosterecegiz. R™*™ de bir A matrisi

icin AAMA = A sartim saglayan A matrisine A’ nin ic inversi, AATA = A
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ve ATAAT = A egitliklerini saglayan AT matrisine A’ nin yansimali inversi adi
verilir. Agikca gortilmektedirki eger X i¢ invers ise X AX A’ nmin bir yansimal
inversi olacaktir. Dolayisiyla bir A matrisi bir i¢ inverse sahiptir ancak ve ancak
bir yansimali inverse sahiptir. Ustelik Ly = I — AT A ve Ry = [ — AA", AT keyfi
fakat sabit bir ters, oldugunu belirtelim.

A C
Totrystn = tAeR™, BeR™", C e R™"

0 B

olsun. A € R™** B e R™", C € R™ ™ matrisleri i¢cin eger

A G4 PAI 0

O Bl O Bl

olacak sekilde P € T} 4y mir Ve Q € Tsip s1n tersinir matrisleri bulunabilirse bu

taktirde
A1 Cl Al 0

0 B 0 B

2

diyecegiz.

Onerme 3.4.1 Regiiler bir halka tizerindeki tiim kare matrislerin halkas1 bir

regiilerdir.

Onerme 3.4.2 Bir R halkasimn regiiler olmasi igin gerek ve yeter gsart R™*"

deki her matrisin bir yansimali inverse sahip olmasidir.

ispat. R™*™ deki her matris bir yansimali inverse sahip olsun. Bu taktirde
keyfi bir a € R; E11 (3.4.1)-inci eleman 1 digerleri 0 olan bir matris olmak iizere
A = aEy;; € R™" olsun ve A = (bij)nxm oldugunu varsayalim. aF;; =
(aE1) AN (aFEy;) oldugundan a = abyya elde edilir. Bu ise R'nin regiiler oldugunu
gosterir. Tersine olarak R regiiler bir halka olsun. Onerme (3.4.1)" e gore her-
hangi bir A € R™*™ matrisi i¢cin A bir i¢ inverse sahiptir. Dolayisiyla m = n
ise bir yansimali inverse sahip olacaktir. m # n olmasi durumu i¢in genelligi
bozmaksizin m > n kabul edebiliriz. A’ ya 0 stunlar ekleyerek (A,0) € R™*™
yazabiliriz. Bu durumda Onerme (3.4.1)" e gére (A,0) matrisi B; € R™™ olmak
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fizere bir B = | i¢ inverse sahip olacaktir. Boylece
By

By

(A,0) (A,0) = (A,0)
By

ve buradan da AB;A = A yani A = B, oldugu goriiliir. Bu nedenle A matrisi

bir B1AB; yansimali inverse sahip olacaktir.

3.4.1 (3.4.1) Denklem Sistemi I¢in Genel Coziim

Lemma 3.4.1 A€ R"™* B¢ R ve(C € R"™" olsun. Bu taktirde agagidaki
ifadeler denktir:

1. AX — Y B = C mstrid denklemi tutarhdir.
1. R4CLg =0 dir.

A C A0
0 B 0 B

dur.

1%

100,

Lemma 3.4.2 A€ R™* Be R™ veC € R"™" olsun. Bu taktirde agagidaki
ifadeler denktir:

AXB =C (3.4.3)
matris denklemi tutarlidir.

Ac|_ Ao Joc|_loo

0 0 0 0 0 B 0 B
iii. AATCBTB =C

iv. AATC=C, CBtTC=C

Bu durumda (3.4.3) matris denkleminin genel ¢éziimii, U, V' R {izerinde ¢arpimlara

uygun boyutlu keyfi matrisler olmak tizere,

X =A"CB+ L,V +URgp
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dir.
Lemma 3.4.3 R’ de A ve B matrisleri i¢in

Ay
A= NE B:[B1 32], S = AyLa, T =Ry, B
2

olsun. Bu taktirde

Bf — BfByT*R
A% = (A — Lo S*AAT Last| BE =00 T TP ga
T+ Ry,

matrisleri sirasiyla A ve B’ nin yansimali inversleridir.

ispat. AL, STA, AT = 0, Rg, = 0 oldugunu belirtelim. Bu taktirde tanima
gore (3.4.4)" deki ifadelerin saglandig1 kolaca goriiliir.

Teorem 3.4.1 A1 € Ran’ A2 € Ran, Bl € Rr><p7 BQ € RTXZ, 01 S Rmxp’ 02 S
R**/ bilinen matrisler ve X € R™ " bilinmeyenler matrisi, S = AyLy,, T =

Rp, By, F = ByLyp, G = RgAs olsun. Bu taktirde sagidaki sartlar denktir.

i. (3.4.1) sistemi tutarhdir.

0.

ve
G (A3CoBf — AfCi1Bf) F =0 (3.4.6)
11. -
Al Cl O Al 0 O
Ay 0 —Co| = |4, 0 0 (3.4.7)
0 By B, 0 B B
ve _
o , = ,1=1,2 (3.4.8)
0 0 0 0 0 B; 0 B;
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dir. Bu durumda (3.4.1) sisteminin genel ¢6ziimii Y ve W, R’ de uygun boyutta

matrisler olmak tizere,

X = A{CiBff +La, St + AsL¢ (A5 CoBf — ATCi B ) BoBf  (3.4.9)
+G* + G (A CyBy — AT C1Bf) BsT* Ry,
+La, (Y = STSYBoBy) — L, ST A, LGWTB,
+ (W — G*GWTT™") R,

Ispat. (i) = (ii) : (3.4.1) sistemi bir X, ¢oziimiine sahip olsun. Bu taktirde
A; XoB; = Cy, i = 1,2 olacaktir. Boylece Lemma 3.4.2” den (3.4.5) esitliginin

saglandig1 ve U ve V 'R’ de matrisler olmak tizere
Xo=A{C\Bf + L,V +URp,
oldugu goriiliir. Dolayisiyla A; XoBs = C5 oldugundan
AyUT + SV By = Cy — AyATC1 B By (3.4.10)
yazilabilir. RgS =0 ve TLy = 0 oldugundan (3.4.5) ve (3.4.10)" den

G (A3CoBf — ATCiBf) F = Rs(Cy— A ATCiBY B,) Ly
= Rg(AUT + SVBy) Ly =0

elde edilir. Yani (3.4.6) saglanir.

(i) = (1) : (3.4.5) ve (3.4.6)" iin saglandigin varsayalim. (3.4.6)’ ten

yazilabilir. A;L4, = 0, Rp, By = 0 oldugundan (3.4.5)" ten (3.4.9) formundaki
X matrisinin A;XB; = 7 in bir ¢dziimii oldugu séylenebilir. Simdi (3.4.9)

formundaki X matrisinin As X By = C5’ nin de bir ¢zotimii oldugunu gosterelim.

SS*tAy = Ay = Ay — G, TBfBy =T
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oldugundan (3.4.5) ve (3.4.11)" a gore

AsXBy = AyAfCiBy Bo+ AsLa, ST AsLg (A5 CyBy — AT C.BY) By By By

+A4,G*G (A5 CoBf — AT C1BY ) BoT" Rp, B,
+AsLa, (Y — STSY ByBy ) By — AyLa, STAsLGWT By By
+Ay (W = GTGWTT") Rp, B,

= AA{CiBf By + (4 — G)Lg (A5 C2Bf — A{C1BY) B,
+A4,GTG (A5 CoBf — ATCiBY) By + S (Y — STSy BBy ) By
—(Ay = G)LWT + Ay (W — GTGWTTH) T

= AyA{CiBf By + Ay (A7 CyBf — ATC1BY) B

= O, (3.4.12)

elde edilir. Dolayisiyla (3.4.9) formundaki X matrisi (3.4.1) sisteminin bir ¢dziimiidiir.

(1) = (ii1) : (3.4.1) sistemi bir X ¢oziimune sahip olsun. Bu taktirde
A1 XoBy = C1, AsXoBy = Cy
dir. Bunun sonucu olarak Lemma 3.4.2” ye gore (3.4.8) saglanir.

I 0 0 A C1 0 I —X¢B; 0
0 I A Xo| |42 0 —Cy |0 1 0

0 0 0 0 B By 0 0 I
A 0 0
= A2 0 0
0 By By

esitliginden (3.4.7)" in saglandigi goriiliir.

(111) = (i) : Eger (3.4.8) saglanirsa bu taktirde Lemma 3.4.2” ye gore (3.4.5)

saglanir. §imdi (3.4.7)" in saglandigini varsayalim. Bu taktirde Lemma 3.4.1" den

n
I— Af A @0 {]— |:Bl B2r |:Bl BQH =0 (3.4.13)
Ay | | Ay 0 —Cy
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elde edilir. Lemma 3.4.3 ve (3.4.5) ifadesinden

+ -
A {a]l [ Ry 0
As| |4, _GAF R
+ -L ~BfF
{I—[Bl B |B, BQH = |
0 Ly
yazilabilir. Bu nedenle (3.4.13)
Ra,Ci L, “ R, C\BfF

=0
—GAfC\Lp, G(A{C\Bf — AJCoBY) F

oldugunu gosterir. Dolayisiyla (A Cy B — A3 CoBS)F = 0 olur. Yani (3.4.6)

gerceklenir.

Simdi (3.4.1) sistemi tutarli ise yani (3.4.5) ve (3.4.6) saglanirsa bu taktirde
(3.4.1)” in genel ¢oztimiinin (3.4.9)" deki gibi ifade edilebilecegini gosterelim.
(i) = (i) de (3.4.9) formundaki bir X matrisinin (3.4.1) sisteminin bir ¢dziimii
oldugunu gostermistik. Dolayisiyla (3.4.1) sisteminin herhangi bir X keyfi ¢6ziimiiniin

(3.4.9) formundaki gibi ifade edilebildigini gostermemiz gerekmektedir.

U = W-G'GWTT" + G*G (A] C,Bf — ATC1Bf) BT,
V - Y - S+SYB2B;_ + S+ (CQ - AQATC&BTBQ - AQUT) B;_

olsun. Bu taktirde (3.4.11) ve (3.4.5) ifadelerine gore (3.4.9) ifadesi
X = ATC\Bf + La,V +URp, (3.4.14)

seklinde olur. Xy (3.4.1) sisteminin keyfi bir ¢6ziimii olmak tizere W = X,, Y =
XoB1 B} oldugunu varsayalim. Bu taktirde,

Xo—U = G'GX,ITT" —GTG(ACyBS — AT C\B) B, T
= GVTRg(AyXoRp, By — Cy + AyATC\ B Bo)T™
= GTRg(AyA] C1Bf By — Ay X BB By) T+
= —GTRsSX BBy BT
= —GTR3SX BBy BT
= —GTRsSXoB\B B,T* =0
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yani Xy = U elde edilir. Bu durumda

XoBiBf —V = SYSXoB1Bif ByBf — 51(Cy — Ay AT CyBf By — Ay XoT)Bf
= SY(SXoBBi By — Cy + Ay AT C1Bf By + Ay X T)Bf
= SY(AyXoB1B; By — AyA} A; XoB1B;t By — Cy + Ay Af Cy By By
+ A, XoT) By
— 5% [A3Xo(BiBif Rp,)By — Cs] By
= ST(A43XoBy — Cy)Bf =0

Yani XyB;B; =V elde edilir. Dolayisiyla
Xo = ATC\BY + L, XoBiBf + XoRp,
(3.4.14)’ deki gibi yani (3.4.9) deki gibi ifade edilebilir. Burada
W =Xy, Y = XoB By}

dir.

3.4.2 AXB-+CYD = F Lineer Matris Denklemi

Bu kisimda Teorem 3.4.1° i kullanarak A € R™*", B € RP*4, C e R™*", D €
RI>4 E € R™* bilinenler olmak iizere (3.4.2) lineer matris denklemini goz
oniine alacagiz.

M = R4C, N=DLg, S=CLy,

T =RpN, F=NLy, G=RsC,

P=RcA, Q=BLp, S, = ALp,
Ty = RpQ, Gy = Rg A

olsun. Bu durumda agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.4.2 (3.4.2) lineer matris denklemi i¢in agagidaki ifadeler denktir.

i. (3.4.2) tutarhdur.
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1. RyRAE =0, RyELp =0, ELgpLy =0, RcFELg=0

iii. MMTRAEDTD = RyE, CCTELgN*TN = ELp

iv. RpReE =0, BoELy =0, RAELp =0, ELpLqg =0

v. PP*BoEB*B = BoE, AATELpQ+Q = ELp

VI.

A4 Bl 4 0]
~ , (3.4.15)
0 D 0 D
c el [o o
~ , (3.4.16)
0 B 0 B
a0y Bl liao) o
(e £ |40 o (3.4.17)
0 0 0 0
0 E 0 0
B\ | = B (3.4.18)
0 0
D D

Bu durumda (3.4.2)" nin genel ¢oztimi, U, VIV, Z uygun boyutlu matrisler olmak

uzere,

X = AY(E-CYD)B* + LU+ ZRg,
Y = MYR4ED" + Ly(V — STSVNNT)

—LySTCLGWTNY + (W — GYGWTT )Rp  (3.4.19)

veya U, VW, Z uygun boyutlu matrisler olmak {izere,

X

Y

PYRcEBY + Lp(Vy — ST S1VIQQ™) — LpST AL, Wi T Q"
+<W1 - G;FG1W1T1T1+>RB
C*"(E—-CXD)D" + LcoUy + Z1Rp (3.4.20)

seklinde ifade edilebilir.
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Ispat. @ = i, w = v durumlan acikga goriiliir. Simdi ¢ = 4 durumunu

gosterelim.

Bu durumda (3.4.2) matris denkleminin tutarh olmasi igin gerek ve yeter sart
AXB = E — CY D matris denkleminin tutarli olmasidir. Lemma 3.4.2° ye gore

(3.4.2) matris denkleminin tutarli olmasi icin gerek ve yeter sart

AAY(E—-CYD) = E-CYD,
(E—CYD)B*B = E—CYD,

yani

MYD = RAE (3.4.21)
CYN = ELg

sisteminin tutarl olmasidir. Teorem 3.4.1" e gore (3.4.21) sisteminin tutarh ola-

bilmesi i¢in gerek ve yeter sart 7t kosulunun saglanmasi ve
G(CTELgNT — MTR,ED")F =0 (3.4.22)

olmasidir. Simdi (3.4.22) ifadesini kullanarak eger iii yani 4 saglanirsa bu tak-
tirde,
G(CTELgNT — MRAED')N =0 (3.4.23)

esitliginin saglandigim gosterelim. S = C'Ly; oldugundan CM*TM = C — S elde
edilir. RgS = 0 olacagindan

GMTR4ED*N = RgCM*RAED"DLy = RsCM*RsELp
— RsCMTR,CCYELp = RsCM*MCTELp
— Rg(C — S)CYELp = RsCCTELp
— RsELp

GCTELyNTN = RgCCTELyNTN = RgELp

yazilabilir. Bu nedenle (3.4.22)" in saglanmas1 durumunda (3.4.23)" da saglanir.
Dolayisiyla (3.4.21) sistemi tutath olur, boylece (3.4.2)” nin tutarl olmasi igin

gerek ve yeter sart 47’ nin saglanmasidir.
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Benzer sekilde ¢ < v gosterilebilir.

i < vi durumunu ispatlayalim. Farzedelim ki (3.4.2) sistemi tutarli olsun. Bu

durumda

x ol [B
[AC] —E
0o v| D

matris denklemi tutarhidir ve Lemma 3.4.1" e gore (3.4.15) ve (3.4.16) saglanir.
Boylece Lemma 3.4.2° den (3.4.17) ve (3.4.18)" iin de saglandig goriiliir. Sonug
olarak wvi saglanmig olur. Tersine olarak farzedelim ki v kogulu saglansin. Bu

taktirde (3.4.17), (3.4.18) ve Lemma 3.4.1 kullanarak

4 c|x=kE (3.4.24)
ve
B
v | | =E (3.4.25)
D

matris denklemlerinin tutarh oldugu goriiliir. O halde Xy, Yo’ n sirasiyla (3.4.24)

ve (3.4.25)" in bir ¢dziimii oldugunu kabul edebiliriz.
DLBLN = NLN - O, RMM - 0, RAA - O, BLB == 0
esitliklerinden

RyRAE = RyRa [A C’} Xo
— |RuRaAX, RyRACX|
= [RuRaXo RuMX|

= 0

ve

ELgLy = Y) LpLy

BLpLy
DLgpLy

89



esitlikleri elde edilir. (3.4.15), (3.4.16) ve Lemma 3.4.1" e gére AX —Y D = E ve
CX —Y B = E denklemleri tutarli olacaktir. Bu nedenle Lemma 3.4.1" in sonucu
olarak R4ELp = 0, RcELp = 0 oldugu yani 4 sartinin saglandigi goriiliir.
Boylece (3.4.2) sistemi tutarhdir.

Eger (3.4.2) sistemi bir ¢oziime sahipse bu taktirde (3.4.22), Teorem 3.4.1 ve
Lemma 3.4.2" ye gore (3.4.19) ve (3.4.20)" da verilen X ve Y’ nin (3.4.2)" nin

genel ¢ozlimii olacag goriiliir. Boylece de Teorem ispatlanmaig olur.

3.5 Matris Denklemlerinin Coziimlerindeki Altmatrislerin

Tekligi ve Bagimsizlig:

A ve B sirasiyla m x n ve m x k tipinde matrisler olmak iizere AX = B esitligini

saglayan bir X matrisinin mevcut oldugunu varsayalim. Matris denklemi

X
|:A1 A2} | = AX + AX, =B (3.5.1)

X

blok formunda parcalayalim. Bu kisimda bu matris denklemiyle ilgili agsagidaki

iki temel problemi ele alacagiz:

i. Hangi sartlar altinda (3.5.1)" in ¢oztimiindeki X; ve X, tektir?

ii. Hangi sartlar altinda (3.5.1)” in ¢oztimiindeki X; ve X, bagimsizdir. Yani

X/ X// X/
(3.5.1)" in herhangi iki " ove ! ¢Ozlimii igin "1 de bir ¢Ozlim
X} X7 XY

olur?

Matrislerin genellestirilmis inversleri ile ilgili teoriden bilinmektedir ki (3.5.1)
denkleminin tutarli olmasi icin gerek ve yeter sart AA~B = B olmasidir. Bu
durumda (3.5.1)” in genel ¢oziimii, A~, A’ nmin bir genellegtirilmig inversi yani

AA~A = A ve V keyfi bir matris olmak tizere

X=AB+(I,— A AV (3.5.2)
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seklinde yazilabilir. X’ deki X; ve X, sirasiyla ny X k ve ny X k tipinde olsun.
Bu taktirde X; ve X5’ nin genel ifadeleri P, = [ I, 0} ve Py = [0 ]ng] olmak
lzere

X, =P A B+ P(l, - A AV (3.5.3)
Xy = PyA B+ Py(I, — A~ AV (3.5.4)

seklinde yazilabilir. Eger r(A < n) ise bu taktirde (3.5.1)” in ¢oztimi tektir.
Basitlik igin { X } ve { X5} ile (3.5.1)” in X ve X, ¢oziimlerinin ailesini gosterelim.
Yani

{Xi} ={Xi: Xi =PA B+ P(,— A AV} (3.5.5)
{Xo} ={Xo: Xo = A B+ P(I, — A=AV, } (3.5.6)

olsun gimdi ¢ ve 4’ deki iki problemin ¢oziimiinii bulabiliriz.

Teorem 3.5.1 (3.5.1) denklemi tutarhi olsun. Bu taktirde

i. (3.5.1)” in ¢oziimiindeki X; blogunun tek olmas igin gerek ve yeter sart
r(A) = ny + r(As) (3.5.7)
veya buna denk olarak
R(A;) NR(A2) = {0} ve r(4A;) =m (3.5.8)
olmasidir.

ii. (3.5.1)” in ¢oziimiindeki X, blogunun tek olmasi igin gerek ve yeter sart
T(Ag) — Ny Ve R(Al) N R(AQ) = {0} (359)
olmasidir.
ispat. (3.5.3)” de verilen X7’ in genel ifadesinden kolayca goriiliir ki X; tektir

ancak ve ancak

P(I,—AA) =0 (3.5.10)
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dir. Boylece

r — (M) +r(N — NM~M) (3.5.11)

rank formiiliinden

T =r(A) (3.5.12)
P

oldugu goriliir. Burada P, = [ I, 0} alip gerekli sadelestirme yapilarak (3.5.7)
elde edilir. Aym sekilde

r(A) <r(Ay) +r(A2) <ng+r(As)

yazilabilir. Boylece (3.5.7) ifadesi (3.5.8) ifadesine denktir. Benzer sekilde i
sikkinin ispat1 yapilabilir.

Teorem 3.5.2 (3.5.1) denkleminin tutarh oldugunu kabul edelim. Bu taktirde
(3.5.1)” in ¢oziimiindeki X; ve X5 bloklar1 bagimsizdir, yani herhangi X; € {X;}

X
ve Xy € {Xo} igin X = ' (3.5.1)" in bir ¢dziimiidiir ancak ve ancak

2

R(A1) NR(As) = {0} (3.5.13)

dir.

Ispat. (3.5.5) ve (3.5.6)’ da verilen X; ve X, degerlerini AX — B ifadesinde

yerine yazarsak

AX -B = AXi+AX,—-B
== A1P1A_B —|— A1P1<[n - A_A)‘/l -+ AQPQA_B -+ AgPQ(In - A_A)‘/Q - B
- (Alpl -+ AQPQ)AiB -+ AIPI([n - AiA)‘/l + AQPQ([n - AiA)VYQ - B
Vi
== [Alpl([n - AiA), A2P2<[n - AiA)]
Vi
elde edilir. Bu egitlik gostermektedir ki herhangi X; € {X;} ve Xy € {X»} i¢in

X
X = |7 (3.5.1) in bir céziimiidiir ancak ve ancak

X

Alpl(ln - A_A) =0 ve AQPQ([n - A_A) =0
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dir. (3.5.11) rank formiiliinden bu iki esitligin

A A
r =r(A) ve r =r(A) (3.5.14)
A1P1 A2P2

esitliklerine denk oldugu elde edilir, burada

A A A,y
r = rank = rankA; + rankA,
AP A 0
ve ) )
A Al A,y
r = rank = rankA; + rankA,
A2P2 0 Ag

dir. Boylece (3.5.14) (3.5.13)" e denk olmusg olur.

Teorem 3.5.2” deki sonug p blok parcali X matrisine de genisletilebilir.

Teorem 3.5.3 AX = B tutarh olsun ve asagidaki gibi parcalansin.

AX: [Al,AQ,...,Ap] . :A1X1+A2X2+...+APXPZ B (3515)

Bu taktirde (3.5.15)" deki X7, X», ..., X, bloklar1 bagimsizdir ancak ve ancak
rlA—1,As,...,A)] =7(41),7(As),...,7(4,) (3.5.16)

dir.

Matrislerin kroneker ¢arpimina gore herhangi bir lineer matris denkleminin AX =

B formunda bir lineer matris denklemine doniigtiiriilebildigi bilinmektedir. Boylece

herhangi bir lineer matris denkleminin ¢oziimiindeki alt matrislerin tekligi ve

bagimsizlig1 yukaridaki tic teoremdeki sonuclar kullanilarak test edilebilir. Ornegin

A, B,C ve D sirasiyla m X p1, ¢ Xn, m X ps, o Xn matrisleri i¢in

AXB+CYD=E (3.5.17)
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formunda bir matris denklemini goz oniine alahim. Bu denklemin ¢oziimii ve

tutarlihigi bir ¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmistir.

Matrislerin kroneker ¢carpimindan bu denklem, denk olarak,
(BT @ A)vecX + (D' @ C)vecY = vecE (3.5.18)

formunda yazilabilir. Simdi farzedelim ki(3.5.17) tutarli olsun. Bu taktirde Teo-

rem 3.5.1 ¢ den (3.5.17)’ nin ¢6ziimiiniin tek olmas i¢in gerek ve yeter sart
r(BT ® A) = pig1 ve R(BY @ A)NR(D" ® C) = {0} (3.5.19)

olmasidir. Teorem 3.5.2” den (3.5.17)" deki X ve Y i¢in ¢Oziimlerin bagimsiz

olmasi icin gerek ve yeter sart
R(BT ® A)NnR(DT ® C) = {0} (3.5.20)

olmasidir. 7(M ® N) = [r(M)] [r(N)] temel gerceginden 7(BT @ A) = p1q; olmasi
r(A) = py ve 7(B) = ¢q; olmasma denktir. Ote yandan

r[A® B,C ® D] > r(B)r[A,C] —r(B)r(C) + r(C)r(D)
ve
rlA® B,C® D] 2 r(A) +r[B, D] = r(A)r(D) +r(C)r(D)
oldugunu Tian [60] tarafindan gosterilmisgtir. Bu nedenle eger R(A)NR(C) = {0}
veya R(B) N R(D) = {0} ise bu taktirde

rfA®@ B,C® D] =r(A® B)+r(C® D)

olacaktir. Boylece eger R(A) N R(C) = {0} veya R(BT) N R(DT) = {0} ise bu
taktirde (3.5.20) esitligi saglanir.

Uyar1 3.5.1 Herhangi bir tutarli lineer matris denklemi i¢in matris denkleminin

¢oziimiindeki alt matrislerin tekligi ve bagimsizlig1 arastirilabilir. Bu ¢aligmay:
sirdiirerek

X: Xo| | By

]

X3 Xy| | Be
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tutarli matris denkleminin ¢éziimiindeki X, Xs, X3, X4 alt matrislerinin tekligi
G, Gs

Gy Gy
genellestirilmis inversindeki G, G, G3, G4 alt matrislerinin tekligi ve bagimsizlig

ve bagimsizhigr [60]" da ele almmigtir. Bir uygulama olarak M~ =

ayni ¢aligmada verilmistir. Ayrica AX = C ve AXB = C kompleks sayilar
cismi tlizerinde iki tutarli matris denklemi olsun, ve bunlarun g¢oziimleri X =
Xo+1X5 olarak yazilabilsin. Bu taktirde bu iki Xy ve X; reel matrislerinin tekligi
ve bagimsizligi dogal olarak akla gelen bir sorudur. Matris denklemleri lineer
cebirdeki ¢aligmalarin temel kavramlaridir. AX = B ve AXB = C tipindeki
denklemlerin yaninda bazi diger genel lineer matris denklemleri de literatiirde

detayl bir sekilde ele almmistir. Ornegin

AlXBl AQXBQ] — |:Cl CQi| )
AlXBl +A2XBQ - C,
AleBl + A2X2B2 + A3X3.B3 == C

gibi. Bu denklemlerin ¢oziimlerinin tekligi ve bagimsizligi da arastirmaya degerdir.

3.6 AXB+ CYD = M Matris Denkleminin Co6ziimlerinin

Ranklar: ve Bagimsizligi

AT A*) r(A) ve R(A) notasyonlan sirasiyla C kompleks sayilar cismi tizerinde
bir A matrisinin transpozunu, eglenik traspozunu, rankini ve ranjini (siitun uzayini)
gosterir. Bir X matrisine A matrisinin bir genellegtirilmis inversi denir. Sayet
AXA = A saglaniyorsa. Arica Fq = [ — AA” ve Fy = [ — AA A ve A

tarafindan tiiretilen iki izdiigiim olsun.

Lineer matris denklemleri matris teorisi ve uygulamalarinda ki pek ¢ok ¢aligmanin
konusu olmustur. Matris denklemlerinin incelenmesindeki temel caligma bu den-
klemlerin ¢oziilebilirlik gartlar1 ve genel ¢oziimleridir. Bunlara ilaveten bir ma-
tris denklemi icin incelenebilecek olan pek cok basghca konuda vardir. Ornegin

¢oziimin tekligi, minimal norm ¢oziimler, en kiiciik kroler ¢oziimleri, Hermityan
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¢oziimler ve carpik Hermityan c¢oziimler arastirilabilir. Bazi en basit matris den-
klemleri igin genellegtirilmis inversler yardimiyla ¢oziilebilirligi karakterize et-
mek ve genel coziimleri vermek oldukga kolaydir. Ornegin A, B ve C sirasiyla
m X p, ¢ Xn ve m X n tipinde matrisler olmak tizere AXB = C' matris den-
kleminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter sart AA“CB~B = (' olmasidir. Bu
durumda AXB = (" nin genel ¢oziimi U ve V keyfi matrisler olmak tizere
X =ACB +(,— A AU + V(T, — BB™) olarak yazilabilir. AXB = C’
nin ¢oziimii i¢in pek c¢ok problem goz oniine alinabilir. Bunlardan bir tanesi
¢Oziimlerin maksimal ve minimal miimkiin ranklarinin belirlenmesidir. Tian [56]
bir ¢aligmasinda

s r(X) = min {p,q,p+ g+ r(C) — r(A) ~ r(B))

ve

%) =r(0)

oldugunu gostermigtir. AX B = C” nin kompleks ¢oziimiinii X, ve X reel olmak
tizere X = X+iX; seklinde yazalim. Tian [56] X, ve X’ in maksimal ve minimal
ranklari da verilmistir. Ayrica AX B = C” ye ilaveten pek sik kargilagilan bir diger

matris denklemi
AeC™P BeCT" CeC™ De¢ (CZX", M e Ccm™"

olmak lizere

AXB+CYD =M (3.6.1)

denklemidir. (3.6.1) denklemi ve onun gesitli uygulamalar1 bir ¢ok ¢aliymada ele
alimmugtir.  [4,39,46,53,54,44,75]. (3.6.1) ile ilgili bir regresyon modeli X ve Y

bilinmeyen parametre matrisleri ve € rasgele bir hata matrisi olmak tizere
M =AXB+CYD +¢

dir. Bu model literatiirde yuvarlatilmig biiytime egri modeli olarak adlandirilir

(46, 61].

Bir A matrisinin ranki, lineer cebirde bir anahtar kelime olup A’ min satirlar

veya stitunlar tarafindan tiretilen vektor uzayimin boyutudur. Yani A’ nin lineer
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bagimsiz satir ya da siitunlarinin maksimum sayisidir. Buna denk olarak, bir A
matrisinin ranki A’ min determinanti sifirdan farkli olan en biiyiik mertebeli kare

alt matrisinin mertebesidir.
Lineer matris denklemini ¢6zmek icin kullamlan bir genel metot bir Z = (z;; €
C™*™) matrisinin

T
vecl = [Zlh <oy Zmly 2125 - -+ 5Zm2y - -5 Llny - - )Zmn]

ile tanimlanan bir vec operasyonudur. BT ® A AT ve A’ nmin kroneker carpim

olmak ftizere ¢ok iyi bilinen
vec(AXB) = (B" ® A)vecX
formiili (3.6.1) denklemine uygulanarak

vecX
[BT 9A DT c} — vecM (3.6.2)
vecY

elde edilir. Burada [BT QA DT C} bir satir blok matristir. Bu nedenle

(3.6.2)" nin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
[BT@)A DT®C] [BT@)A DT®CTvecM = vecM

olmasidir. Boyle bir durumda (3.6.2)" nin genel ¢éziimii V' keyfi bir stitun vektor
olmak tizere
vecX

= [BT®A DT®C]_VecM
vecY

+(I—[3T®A D'ec| |BreA DT®C]> (3.6.3)

seklinde yazilabilir. (3.6.3) sonucu gostermektedir ki (3.6.1)” in X ve Y genel

¢oziimleri degisken bilegenler iceren iki lineer matris ifadeleridir.

(3.6.1)” i saglayan X ve Y matrislerinin tek olmasi gerekmediginden (3.6.1)’
de X, Y AXB ve CYD’ nin maksimal ve minimal ranklarimin bulunmas: il-

gingtir. (3.6.1)" deki X ve Y c¢oztimler ikilisi hakkindaki diger bir problem
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onlarin bagimsizligr ile ilgilidir. Burada bagimsizliktan kasit (3.6.1)" in her-
hangi iki X1,Y; ve Xs, Y5 ¢oztimler ikilisi icin X1, Yy ve Xy, Y] yeni ikililerinin de
(3.6.1)” in ¢oztimleri oldugudur. Bu problem (3.6.1) ile ilgili baz1 rank formiilleri

yardimiyla ¢oziilebilir.

Parcali matrisler i¢in bazi yararh rank formiilleri asagidaki Lemma da verilmistir.
Lemma 3.6.1 [31]
AeC™" BeC™* ve CeC™

olsun. Bu taktirde

i. r[A,B] =r(A) +r(EsB) =r(B) +r(EgA)

i. r g =71(A)+r(CF4) =r(C)+r(AFe)
(4 B

1. T T’(B) + T’(C) + T(EBAFO>
¢ 0

Lemma 3.6.1° deki formiiller matrislerin genellegtirilmis inversleri iceren gesitli

matris ifadelerini sadelestirmek icin kullanilabilir. Ornegin

EA Bl Al 0 Bl

r ! =] — T(Al) - T’(AQ) (364)
EAz Bg 0 Ag BQ
Dy D,
T[DIFCU DQFCQ] =T Cl 0 - T(Cl> - T’(CQ) (365)
0 O
A B 0
A Bp
r =r|C 0 Ci|—r(B)—r(C) (3.6.6)
Eco,C 0
0 B O

dir.
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Lemma 3.6.2
AeC™", BeC™* CeC"" B eC™ ve CyeC™
verilmis olsun ve
XeCH yeCH ZeC™" ve Ue CP*

degisken matrisler olsun. Bu taktirde

A
m)z(%xr(A — BXC)=min{ r[A,B], r : (3.6.7)
C
A A B
minr(A — BXC) =r[A,B] +r —r , (3.6.8)
X C cC 0
A B
max(A— BY — ZC) =min< m, nr (3.6.9)
vz C 0
A B
minr(A— BY — ZC) =r —r(B) —r(C), (3.6.10)
Y, Z C 0
A B
A B B
maxr(A— BY — ZC — BijUC}) =min{ m, n, r ,r|lC 0] ¢,
vy c 0 0
Ci 0
(3.6.11)
A B B
min r(A—-BY —ZC — BUC,) = r (3.6.12)
Y.ZU C 0 0
A B A B B
+r|Cc o|l-r|C 0 0]|-r(B)-r0)
Cy 0 Ci 0 0

(3.6.7) ve (3.6.8) ifadeleri [58]" de gosterilmistir. (3.6.9) ve (3.6.10) [50,51]" de
gosterilmigtir. (3.6.7)- (3.6.10) ifadelerini saglayan X ve Y’ nin genel ifadeleri
[50,51, 56]” de verilmistir. (3.6.7) ile (3.6.9)" u ve (3.6.8) ile (3.6.10)” u birlegtirerek
sirastyla (3.6.11) ve (3.6.12) ifadeleri elde edilir.
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3.6.1 AXB+CYD = M Coziimlerinin Ranklar:

(3.6.1) denkleminin genel ¢oziimleri ve ¢oziilebilirlik sartlar ile ilgili olarak agagidaki

sonuclar verilebilir.

Lemma 3.6.3 . (3.6.1) denkleminin saglayan X ve Y’ nin mevcut olmasi igin

gerek ve yeter sart

B
B
r[A,C,M]=r[A,C], r |D| =r (3.6.13)
D
M
ve
M A M C
r =r(A)+r(D), r =r(B)+r(C) (3.6.14)
D 0 B 0
veya buna denk olarak
B| |B
[A,C[A,C] M =M, M =M,
D D

(I, — AAYM(I, — D"D) =0, (I, —CC~)M(I, — B"B) =0
olmasidir. [39]
ii. (3.6.13) ve (3.6.14) altinda (3.6.1)" in X ve Y ¢oziimleri
X=Xo+ X Xo+X;, Y=Y+ Vo+Y;

seklinde pargalanabilir, burada X, ve Yy (3.6.1)" in bir 6zel ¢oziimler ikilisi,

X17X27X3 ve }/17}/27}/55 ise

AX, = -Cv;
XoB = YuD
AX3B = 0
CY;D = 0

dort homajen matris denkleminin genel ¢oziimleridir veya daha acik olarak

X = Xy + SiFGUERT, + FAVi + VaEp (3.6.15)

100



Y =Y+ SoFqUERT, + FeW, + WsEp (3.6.16)

dir, burada U, Vi, Vo, Wy ve Wy keyfi matrisler olmak tizere

Sl = [Ip70]7
S2 = [Ovls]a
I
Tl = ! )
0
0
T2 = )
I
G = [A/C],
B
H = ;
-D

dar.

Kolaylik olmasi bakimindan asagidaki notasyonlar1 verelim.

J1={XeC™:AXB+CYD=M}, (3.6.17)

Jy={Y eC*:AXB+CYD=M}. (3.6.18)

olsun. (3.6.15) ve (3.6.16) ifadeleri gostermektedir ki (3.6.1)" in genel ¢dziimleri
gercekte iki lineer matris ifadesi olup her birisi ii¢ bagimsiz degisken matris
icermektedir. (3.6.15) ve (3.6.16) ifadelerine Lemma 3.6.2’ yi uygularsak agagidaki

sonug elde edilir.

Teorem 3.6.1 (3.6.1) matris denkleminin ¢oziilebilir oldugunu ve J; ve J;" nin

de (3.6.17) ve (3.6.18)" da verilmig oldugunu varsayalim. Bu taktirde

i. (3.6.1)" in X ¢oziimiiniin maksimal ve minimal ranklar

maxr(X) = min {p, ¢,p+q+7r[M,Cl—r[AC] —r(B),

Xe

M B
p+q+r —r —r(A) ¢,
D
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ve

M M C
min r(X) = r[M,C]+r —r
XeJi D D 0

seklindedir.

ii. (3.6.1)" in Y ¢ozlimiintin maksimal ve minimal ranklar

maxr(Y) = min {s,t,s +t+r[M, Al —r[C, A] — (D),

Yeds

M D
s+t+r —r —r(C) ¢,
B B

ve

M M A
minr(Y) = r[M,A]+r —r
yel B B 0

seklindedir.

Ispat. (3.6.7) ve (3.6.8) esitlikleri (3.6.15) e uygulanirsa

max = max T(XO—FSngUEHTl—f—FA‘/i—f—‘/QEB)
XeJ; U,V1,Va
Xo Fy
. Xo Fa SiFg
= ming p,q,r , T Eg 0
Eg 0O 0
Egly O
ve
min 7(X) = min r(Xg+ S1FGUET) + FAV) + VoEp)
XeJi U,V1,Va
Xo Iy
Xo Fa SiFg
Egz 0 0
EygTy 0
Xo Fu SiFg
—r| Eg 0 0 | —r(Fa)—7(Ep)
EyTy 0 0
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elde edilir, burada r(F4) = p — r(A) ve r(Ep) = ¢ — r(B) dir. (3.6.4), (3.6.5)
ve (3.6.6)" da gosterildigi gibibu iki formiildeki blok matrislerin ranklar1 Lemma

3.6.1, AXoB + CYyD = M esitligi ve elemanter blok matris iglemleri kullanarak

sadelestirilebilir.
Xo I, Si 0
Xy Fa SiF I 0O 0 B
o E S —r(4) ~ r(B) —(Q)
Eg 0 0 0O A 0 O
0O 0 G 0
0 I, 0 0
I, 0 0 0
= —r(A) —r(B) —r(G)
0 0 —-AS, AXyB
0 0 G 0
—-A 0 AXyB
_ £ p+g—r(A) —r(B) - 1(G)
A C 0
= r[C,AXyB]+p+q—1r(B)—r(G)
= r[C,M]+p+q—7r(B)—r(G),
Xo I, 0 0
Xo Fa
I, 0 B 0
r| Eg 0| =7 —r(A) —r(B) —r(H)
7, 0 0 H
EygTy 0
0 A 0 0
0L, 0 0
b0 0 0
= r —7r(A)—r(B)—r(H)
0 0 -T'B H
0 0 AXyB 0
[ B B
=r| 0 D|+p+q—r(A)—r(B)—r(H)
AXyB 0
D
=r +p+q—r(A)—r(H)
AXy,B
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D

= r +p+q—r(A) —r(H),
M
Xo I, S 0 0

Xo F4u SiF¢ I, 0 0 B 0
rl BEg 0 0 =7r|Ty 0 0 0 H|—-7(A)—r(B)-r(G)~-r(H)
Egly O 0 0O A 0 0 O

0O 0 G 0 0
0 I, 0 0 0
I, 0 0 0 0

=70 0 0 -T'B H| —1r(A)—r(B)—r(G)—r(H)
0 0 —AS; AXyB 0
0 0 G 0 0
(0 0 -B B
0 0 0 -D

=r +p+q—71(A) —r(B)—-r(G)—r(H)
A 0 AX,B 0
A C 0 0
(0 0 -B 0]
0 0 0 D

=r +p+q—r(A) —r(B)—r(G)—r(H)
—A 0 0 0
o C 0 M
(v ¢

= +p+q—r(G)—r(H)
D 0

yazilabilir. Boylece teoremin 4 gikki ispatlanmig olur. Benzer sekilde 7 sikkida

ispatlanabilir.

Ayrica ¢oziilebilir olmast durumunda (3.6.1)” deki AX B ve C'Y D’ nin maksimal

ve minimal ranklar: i¢inde formiiller geligtirebiliriz.

Teorem 3.6.2 (3.6.1)" i saglayan X ve Y’ nin mevcut oldugunu varsayalim ve
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Jy ve Jy' de (3.6.17) ve (3.6.18)" da verildigi gibi olsunlar. Bu taktirde

| BRARE
max r(AXB) = min § 7[M,C] —r[A,C] +r(A), r —r +r(B) p,
Xea; D D
(3.6.19)
, M] M C
min r(AXB) =r[M,C] +r - : (3.6.20)
Xeh D D 0
| HRARE
max r(CY D) = min  r[M, A] —r[C, Al +r(C), r —r +7r(D) o,
Yeds B B
(3.6.21)
' R
min r(CY D) = r[M, Al +r —r . (3.6.22)
yel B B 0

dir.

ispat. (3.6.7) ve (3.6.8) ifadeleri AXB = AXoB + AS|FcUERT|B’ ye uygu-

|

AXoB AS\Fg
-Tr
EyTiB 0

lanirsa bu durumda sirasiyla

?a}(r(AXB) = mgxr(AXoB—i—ASngUEHTlB)
€)1

A Xo B

= ming r[AXoB, AS: Fg], r
Ey 17 B

ve

)r(ni? r(AXB) = n}]in r(AXoB + AS1FcUERT,B)
S

A Xy B

= T[AXoB,AleG], +r
Eyg 177 B
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yazilabilir. Yine Lemma 3.6.1, AXyB 4+ CYyD = M esitligi ve elemanter blok

matris iglemleri kullanarak

(AX, AS
T'[AX(]B, ASlFG] r 0 o — T(G)
(AX,B A 0
= Tr _T(G)
0 A C

— 1[AX,B,C] +r(A) — r(G)
= 7[M,C]+7(4) - 1(G),

AX,B (AX,B 0
T =T r(H)
PHTIB TlB H
AXoB 0
=r| B B | —r(H)
0 —-D
AXyB
= r +r(B)—r(H)
D
_M
= r +r(B)—r(H)
D
ve
(AX,B AS, 0
AXyB AS \Fgqg
r = r| T\B 0 H|-r(G)—r(H)
EyT\B 0
0 G 0
(AX,B A 0 0
B 0 0 B
=r —r(G)—r(H)
0 0 0 —-D
0 A C 0
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-O A 0 0 ]
B 0 0 0
=r —r(G)—r(H)
0 0 O D
0 0 C AXyB
M C
=r +7r(A)+r(B)—r(G) —r(H).
D 0

esitlikleri elde edilir. Bu nedenle (3.6.19) ve (3.6.20) ifadeleri saglanir. Benzer
sekilde (3.6.21) ve (3.6.22)" un saglandigida gosterilebilir. Boylece teoremin ispati

saglanmig olur.

3.6.2 AXB+CYD = M’ deki X ve Y Coziimlerinin Bagimsizligi

A1 X1+ A3 X5 = B matris denklemini saglayan iki X; ve X5 matrisinin bagimsizlig
Tian [57] tarafindan aragtirilmigtir. Bu kisimda (3.6.1) matris denklemini saglayan

X ve Y’ nin bagimsizligin1 goz oniine alacagiz.

(3.6.17) ve (3.6.18)" da verilen J; ve J5’ yi iki bagimsiz matris kiimesi olarak g6z
oniine alalm. Eger verilen herhangi X € J; ve X € J; i¢in (3.6.1) saglanirsa
(3.6.1) denklemi i¢gin X ve Y bagimsizdir denir. (3.6.1) i¢in X ve Y ¢oziimlerinin

bagimsizligi Lemma 3.6.2” deki rank formiilleri yardimiyla da aragtirilabilir.

Teorem 3.6.3 (3.6.1) matris denkleminin ¢6ziilebilir oldugunu varsayalim. Ayrica
(3.6.17) ve (3.6.18)" da tanumlanan J; ve J; iki bagimsiz matris kiimesi olsun. Bu

taktirde
max r(M —AXB-CYD) = min {T‘(A) +7r(C) —r[A,C],
XeJi1,Yeds

B
r(B)+r(D)—r } (3.6.23)
D

esitligi saglanir. Ozel olarak

i. (3.6.1)" in X ve Y ¢Oztimlerinin bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart

R(A) N R(C) = {0} veya R(B*)NR(D*) = {0} (3.6.24)
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olmasidir.

ii. Eger (3.6.24) saglanirsa (3.6.1) denkleminin genel ¢oziimii agagidaki bagimsiz

formda yazilabilir.

X = Xo + S FeUEyTy + FAVy + VaEp (3.6.25)

Y =Yy + SoFcUs EyTy + FeWy + WoEp (3.6.26)

burada Xy ve Yy (3.6.1) igin bir 6zel ¢oziimler ikilisi ve Uy, Us, Vi, Vo, Wy ve
W ise keyfi matrislerdir.

Ispat. (3.6.15) ve (3.6.16) ifadeleri iki bagimsiz matris ifadesi olarak yazar ve
bunlart M — AXB — CY D’ de yerine yazarak AS1Fg = —CSsFg ve EgT1B =
EyTy B esitlikleri kullanilirsa Uy ve Us keyfi olmak tizere

M —-AXB—-CYD = M- AX,B—CYyD — AS\FeU,EyT\B — C Sy FgUs EyTyD
= —ASFeULEyT\B — CSyFqUs EyTyD
= —ASFeU,EyTiB + AS1FeU, EyTi B
= AS Fg(—U, +U)EyT\ B,

esitlikleri elde edilir. Bu taktirde (3.6.3) ifadesinden

max r(M —AXB—-CYD) = maxr|[AS Fe(—U, + Us)EyTB|

XeJ1,Yeds U1,Uz

= min{r(AS1Fg),r(EgT1B)}

yazilabilir, burada Lemma 3.6.1" e gore

AS,
r(AS1Fg) = r —7r(G)
G
(4 0
= r —r(Q)
A C
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T‘(EHTlB) = T‘[TlB,H]—T‘(H)
=r —r(H)

0 —-D
= r(B)+r(D)—r(H)

dir. Boylece (3.6.23) esitligi elde edilmig olur. (3.6.24) ifadesi (3.6.23)’ den elde
edilebilir. (3.6.25) ve (3.6.26)" deki ¢oztimler (3.6.15) ve (3.6.16) ifadelerinden

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Not 3.6.1 (3.6.1) matris denklemi temel lineer matris denklemlerinden birisidir.
Diger bir ¢ok matris denklemi tipi (3.6.1)" den yararlanilarak ¢oziilebilir. érnegin,
Lemma 3.6.3" den AXA* + BY B* = C matris denkleminin Hermityan ve garpik
Hermityan c¢oziimlere sahip olmasi icin gerek ve yeter sartlar tiiretilebilir. Aym
sekilde Lemma 3.6.3 kullanilarak AXB + (AXB)* =C ve AXB — (AXB)*=C

matris denklemlerinin ¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter gartlar tiiretilebilir.

3.7 Genellegtirilmis Inversler Kullanilarak Matris Ifadesinin

Ranklar: igin Alt Ust Sinirlar

Baz1 degigken bilegenler iceren bir matris veya bazi degisken matrisler iceren
bir matris ifadesi verildiginde pargali matrisin veya matris ifadesinin ranki bu
degisken bilegenlere veya degisken matrislere gore degisecektir. Cilinkii bir ma-
trisin ranki sifirla matris satir veya siitunlarimin minimumu arasinda bir tam
sayidir. Parcali matrislerin veya matris ifadesinin maksimal ve minimal ran-
klar1 onlarin degisken bilegenlere veya degisken matrislerine gore mevcut ola-
caktir. Matris teorisi ve uygulamalardaki bir¢ok problem degisken bilegenleri ma-
tris ifadelerinin maksimal veya minimal miimkiin ranklariyla yakindan iligkilidir.
Ornegin AXB = C matris denkleminin tutarh olmasi i¢in gerek ve yeter sart
C — AX B nin X e gore minimal rankinin sifir olmasidir. Iki tutarh A X B, =0y
ve A X5B, matris denkleminin bir ortak ¢oziime sahip olmasi igin gerek ve

yeter sart onlarin ¢oziimlerinin X; — X5 farkinin minimal rankinin sifir olmasidir.
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A B

Ayrica n-yinci mertebeden kare matrisnin nonsingiiler olmasi i¢in gerek

ve yeter sart bu matrisin X e gore maksimal rankinin n olmasidir. Pargali matris-
lerin maksimal ve minimal ranklar1 1980 li yillardan sonra ¢agilmaya baglanmigtir.
[5,10,11,14,15,23,28-30] lineer matris ifadelerinin maksimal ve minimal ranklar:
ile ilgili baglangig caligmalar1 [23-25] deki galigmalar kabul edilebilir. Burada
A — BXC nin bir ist tliggensel blok matrisine gore maksimal ve minimal ran-
klar1 verilmis ve BXC' = A matris denkleminin bir X iist tiggensel blok ¢oziime
sahip olmasi i¢in bir gerek ve yeter sart ortaya konulmustur. Ayrica matrislerin

genellestirilmis inversleri kullanilarak

A B
minr(A—BX —-CY)=r —r(B) —r(C) (3.7.1)
X,Y
’ C 0
esitligi ispatlanmig ve (3.7.1) i saglayan X ve Y nin genel ifadesi verilmistir.
A— B X,C1 — By X5C5 matris denkleminin X; ve X5 ye gore maksimal ve minimal
ranklarin bulmak i¢in daha genel galismalar mevcuttur. [25] de 3 x 3 liikk blok

matrisler i¢in [10] da verilen sonug kullamlarak

A
)gnl)r(l T‘(A—BleCl—BQXQOQ) = T Cl +’I"|:A Bl B2 (372)
Co
A B A By B
+max<{r -
C 0 Cy, 0 O
A B -
A By
-r Cl 0 7T
cy 0
CQ 0 -
- . A B
A B B
—r —r|C; 0
Cy, 0 O
- - Cg 0

esitligi verilir. Bu kisimdaki calisma {i¢ parcadan olugmaktadir. Ikinei kisimda
A — B1 X (] — By X5C5 nin X7 ve Xy ye gore maksimal ranklar1 bulunacaktir.
A — B1 X (7 — By X5C5 nin maksimal ve minimal ranklar1 birlestirilerek A —

B X1C1— By X5C5 nin X7 ve X, ye gore rank ve ranj degismezlikleri tartigilmistir.

110



U(;ijncii kisimda A — B X;C; matris denkleminin By X, = A, tutarlh matris den-
klemine gore maksimal ve minimal ranklari belirlenmigtir. Ayrica A — B; XC nin
By Xy = A ye gore rank ve ranj degismezlikleri ele alimmigtir. Dordiincii kisimda
ise D — C'A™ B Schur komplementinin A nin A~ i¢ inversine gore maksimal ve
minimal ranklar1 gozontine alinmigtir. A~ i¢ inversi bilindigi gibi AXA = A ma-
trsi denkleminin bir ¢oziimiidiir. Caligma boyunca F' keyfi cismi gostermektedir.
AT r(A), R(A) sirasiyla A matrisinin transpozu, ranki ve ranjini gostersin { A~}
A nmin tim i¢ inverslerinin kiimesi F4 ve F ise A tarafindan tiretilen F4 — AA™

ve F)y = 1 — A~ A izduigtimlerini gostersin.
3.7.1 A-— Blecl — BQXQCQ nin Maksimal Ranklari

Ae Fm™n By € F™*P1 By € F™*P2 () € Fox" (5 € F2*" verilen matrisler

olmak lizere
A=A— B XC; — By X5Cs (3.7.3)

lineer matris denkleminin X; € FP**% ve X, € FP2*9 degisken matrislerine gore
maksimal rankinin bulmak icin bir 3 x 3 liikk parcali blok matrisin maksimal ranki

ile ilgili agagidaki sonuca ihtiyac vardir.

Lemma 3.7.1 [10,14] A;; € F™"™ (1 < 4,7 < 3) verilsin ve F™*"s ye [ms*™

degisken iki matris olmak tizere

An Ap X
M = 1Ay Ap A (3.7.4)
Y Az Asz
olsun. Bu taktirde
_ Ay A
maxr(M) = min{ mg+ns+r , (3.7.5)
X Ay Ag
Ay Ags
my+ng+r
Asy Asg

my +ms+r [Am Agy Aogsl s
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A21
nq + ns + r A22 }
Az

dir. Blok Gauss eliminasyon yontemiyle (3.7.3) deki p(X7, X3) nin rankimin

0 0 0 I, —X,
0 0 C 0 I,

rip(X, Xa)] =] 0 By A B, 0 |-pi—p—a—q@ (3.76)
I, 0 C 0 0
X, I, 0 0 0

seklinde ifade edilebildigi kolayca gosterilebilir. (3.7.6) deki blok matrise Lemma

3.7.1 uygulanirsa gerekli sadelestirme yapilirsa agagidaki sonug verilebilir.

Teorem 3.7.1 P(X;, X5) (3.7.3) de verildigi gibi olsun. Bu taktirde

A Bl A BQ
max r[p(Xl,Xa)]:r[A B, BQ},r T (3.7.7)
XX Cy 0 C, 0

(3.7.2) ve (3.7.7) ile ilgili ¢ok 6nemli bir calisma X; ve X5 yi P(x1, X5) sirasiyla X,
ve X, nin maksimal ve mimimal ranklarini verecek sekilde se¢mektedir. (3.7.4)
parcali blok matrisi i¢in benzer ¢aligma hala agiktir. (3.7.7) deki A matrisi m
mertebeli bir kare matris oldugunda (3.7.7) den P(X;, X») nonsingiilerdir ancak

ve ancak
T[A By BQ} > m,
A
r{Cy| = m,
Cy
A B
r > m,
Cy O
A By
T > m
c; 0

esitsizliklerinin tiimi saglayacak sekilde X; ve X5 nin mevcut oldugu goriiliir.

(3.7.7) deki A matrisi m mertebeli bir kare matris oldugunda hem (3.7.2) hemde
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(3.7.7) e esit olacaktir. Bu durumda (3.7.3) in X; ve X, nin her se¢imi i¢in
hala nonsingiiler olmasinmin bir gerek ve yeter sart oldugu gosterilebilir. (3.7.2)
ve (3.7.7) in sag taraflar1 blok matrislerin ranklarindan ibaret oldugundan (3.7.3)
de verilen matrisler bazi kisitlamalar: sagladiginda blok Gauss eliminasyonla bu

ifadeler sadelestirilebilir. Ornegin (3.7.3) de
R(B1) C R(B,) ve R(CT) Cc R(CT) (3.7.8)

ise bu taktirde (3.7.2) ve (3.7.7) swrasiyla

A A B
max 7[P(X7, X3)] = min< r [A BQ] ,T T (3.7.9)
X1, X2 4 Cy 0

ve
A A B
min r[P(Xy, Xo)] = min<r [A BQ} +r +r (3.7.10)
X1, X2 Ci Cy 0
A B A By
—r —r
Cy 0 Cy 0

e doniisecektir. Gergekten (3.7.8) altinda By = ByY ve Cy = Z(C yazilabilir. Bu

durumda

rla B B = r[a B,

A -
A
T Cl =T s
Ch
02 -
A B A ByY A By
T =7 <r
Cy O ZC, 0 cy 0
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yazilabilir. Boylece (3.7.7), (3.7.9) ye doniigiir. Ote yandan

A
Cy

r

Ci

By
0
A

Ch

Co

By
0
A

C1

&

By
0

By

dir. Bu nedenle (3.7.2) nin sag tarafi

a dontgur.

max {7’

A
Ch

+rp34+r[

Frobenius rank esitsizliginden

r

Cy

A B

0

Vv

A BY
ZC, 0

_I O- | A

0 Z] _C’1

-I O- | A

0 7] _01
A B,

+r

Cy O

A
Co

B,
0

A
r
Ch

r(ABC) > r(AB) +r(BC) — r(B)

A
Gy

A
Ch

A

]+Tp34+r

By
0

By

A Byl |[I 0
+r
¢y 0 0Y
B A By
-7
0 c; 0
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c; 0

}

By

—r (3.7.11)
C o0
A B




yani

A B A By A B A By

T -7 -7 >r

Cy 0 Cy 0 Ccy 0 cy 0
elde edilir. Boylece (3.7.11), (3.7.10) e doniigmiis olur. (3.7.9) ve (3.7.10) deki iki
rank esitligi 3. ve 4. kisimlarda direkt olarak kullanilacaktir. Dolayisiyla (3.7.8)
altinda (3.7.3) in ranki ile ilgili daha fazla bilgiye ihtiyacimiz olacaktir.

Sonug 3.7.1 P(X;,X5) (3.7.3) ve (3.7.8) da verildigi gibi olsun. Bu taktirde
P(X1, X5) nin ranki X; ve X, nin segimine gore degismezdir veya buna denk

olarak her X; ve Xj i¢in r[P(Xy, X3)] = r(A) dir ancak ve ancak

A B A A B, A B
r =7 ve r =r (3.7.12)
Cl 0 01 CQ 0 02 0
veya
r =7 [A BQ] ve r =r (3.7.13)
Cl 0 Cl O Cg 0
veya
A Bl A A BQ
r =r ve T =r [A Bl} (3.7.14)
Cl 0 C1 CQ 0
dir.

Ispat. (3.7.9) ve (3.7.10) den ilk olarak

max 7[P(X1, Xo)] — min r[P(X;, Xo)] = min{sy, 2, 53} (3.7.15)

X1, X2 X1, X2

elde edilir.

A B A ) ( A B A B )
s1 = T —-r + |7 -

Cl 0 Cl CQ 0 CQ O

A By A By A B
S2 = r _T|:A B2:| + |7 - T

02 0 02 O 02 0

A B A A B,
s = |r —r +|r —T[A Bz}

C(1 0 Cl CQ 0




dir. (3.7.15) {in sag tarafi sifir olsun. Bu taktirde P(X;, X5) ranki X; ve X5 ye
gore degismeyecektir ancak ve ancak s; = 0 veya so = 0 veya s3 = 0 dir. Ayrica
yukaridaki parantez icindeki ifadenin tiimi sifirdan farkhidir. Bdylece s; = 0

(3.7.12) a denk, s; = 0 (3.7.13) e denk s3 = 0 (3.7.14) ye denktir.

r[a B] =r(4) & R(B) C R (3.7.16)
A

r =r(A) & R(CT) C R(AT) (3.7.17)
B

iki basit gergegini ifade edelim Boylece (3.7.12) daki iki rank esitligi

R CR ve R CR (3.7.18)
0 01 0 C12 O

ya (3.7.13) de iki rank esitligi

T
Rle, of crla B v rle o cr| T P )
2
ye (3.7.14) deki iki rank esitli ise
= |7 cr|? v R [c, ()}TQR[A Bgr (3.7.20)
0 C

ye denk olacaktir. (3.7.9) ve (3.7.10) e gore (3.7.3) in X; ve X, nin segimlerine

gore ranj invaryanlhigida belirlenebilir.

Sonug 3.7.2 P(Xy, X5) (3.7.3) ve (3.7.8) daki gibi olsun.

i. R[P(Xy,X5)] ranji X; ve X, nin se¢imine gore invaryanttir ancak ve ancak

Cl =0 ve CQ =0 (3721)
veya
A B A
Cy=0 ve r =r (3.7.22)
Ci 0 Ch
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veya

dir.

. R[PT(X,, X5)] ranji X; ve X, nin segimine gore invaryanttir ancak ve ancak

B1 =0 ve BQ =0 (3724)
veya
A B
Bi=0 ve r —r [A Bg} (3.7.25)
Cy O
veya
A B, A B A B
r =r |:A BQ:| ve r =T (3726)
02 0 01 0 OQ 0
dir.

Ispat. A ve B matrislerinin ayni ranja sahip olmasi icin gerek ve yeter sartin
H(4)=r(B)=r[a B]
oldugu gercegini hatirlayalim. Boylece R[P(X1, X3)] nin X; ve X5 nin se¢imine
gore invaryant olmasi icin gerek ve yeter sart her Xy, Xs, Y] ve Y5 icin
P[P, X)) POALY)] = rP(X0,X0) (3.7.27)
= r[P(11,Y3)]
= r(4)

olmasidir. Sonug 3.7.1 e gore her X; ve Xy igin r[P(Xy, X3)] = r(A) saglamr
ancak ve ancak (3.7.12)-(3.7.14) den biri saglamr. Ote yandan

11C, 0
r | P(X1, Xs) p(ybyé)} = 7”|:A A]—Bﬂ” [Xl Y1_ 0 C
1

—Bsyr [Xz )/2:| CZ; CO

2_
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dir. Ayni gekilde Sonug 3.7.12 e gore her X7, X5, Y7 ve Y3 icin

A B A A B, A B
r =r ve r =r (3.7.28)
CVl 0 Cl 02 0 Cg 0
veya
_A B2_
r +r(Cy) = r [A B2:| ve (3.7.29)
Cy 0
(A B A B
r + T(Cg) = T + T(C&)
CQ 0 Cl 0
veya
A B A A B,
r y=r ve T +7r(Cy) =r [A BQ} (3.7.30)
Cl 0 Cl Cg 0

dir. (3.7.28)-(3.7.30) ve (3.7.12)-(3.7.14) zithg (3.7.21)-(3.7.23) in saglandigim
gosterir. Benzer gekilde 7. sikkida gosterilebilir.

3.7.2 By X(C,;= A, yegore A;—B; X(] in Maksimal ve Minimal Ranklar1

Kisim 2 deki sonuclarin bir direkt uygulamasi olarak bu kisimda X, Bo XCy = A,
tutarli matrisin denkleminin bir ¢oztimi oldugunda A; — B; X C} matris ifadesinin
maksimal ve minimal ranklarini belirleyecegiz ve daha sonra da bu sonuclarin
bazilarim ortaya koyacagiz. Bu konuya direkt motive olmak i¢in D — CA™B
Schur komplementinin rankini géz ontine almak gerekir, burada A~ i¢ inversi
AXA = A tutarh matris denkleminin gercekten bir ¢oziimiidiir. Oncelikle bazi

bilinen rank esitliklerini vermekte yarar vardir.

Lemma 3.7.2 [16] A € F™" B e F™* ve C € F™" olsun. Bu taktirde

i r[A B| =r(4)+r((1- 447)B)

A
ii. =r(A)+r[C(I — AA7)]
C
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11,

= 7 [A([ —C=C) B] +7(C)
— #(B)+1(C)+r[(I - BB )A(I — C~C)]

A B
¢ D

w. T

A
=r [ ] +7r [A B} —1r(A)+r[Ec, (D — CA™B)Fpg,|
C

dir. Burada B; = E4B ve C; = C'F, dir.

Teorem 3.7.2 B, X5 = A, matris denklemi tutarh olsun. Bu taktirde

i. BoXCy= Ay ye gore P(X) = A; — B; Xy in maksimal ranki

A 0 B

B2)r(%zz>iA2r[P(X)] = mm{r 0 Ay By| —7(B2) (3.7.31)
C, Cy 0
A

—r(Cy),r

|4 B }

ii. BoXCy = Ay ye gore P(X) = A; — B; X4 in minimal ranki

A B, 0
3.7.32)

Ch

min  r[P(X)] = T|:A1 Bl}%—r[Al] —r

BeXCo=ds Cy i 0 Gy
A, B A0 B
(¢ o|+r|0 4 B
0 B Ci Gy 0

dir.
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ispat. By X(Cy = Ay tutarhh lineer matris denkleminin genel ¢oziimi X, =

B; ACy Fp, =1 — By By, Ec, =1 —CyC5, V ve W keyfi olmak tizere
X =X+ Fp,V+WEg¢,
olarak yazlabilir. Bunun P(X) = A; — C1 X B; de yerine yazarsak
P(X)=A—-B\VC, — BIWECy (3.7.33)
elde edilir, burada & = A; — B1 XC dir. Ote yandan
R(B1Fp,) CR(B1) ve R[(Ec,Ci)"] € R[(Cy)"] (3.7.34)

oldugunu belirtelim. Béylece (3.7.33), (3.7.8) altinda (3.7.3) in bir 6zel durumu
olacaktir. Bu durumda (3.7.9) ve (3.7.10) den

g, ax rlP(X)] = max r(A— B1Fp,VC, — B{WE¢,Ch)

. A A B Fp,
= min<r [A Bl} ,T ,T
Cy Eo,C, 0

ve

BQ)I(%iQm:A2 rlP(X)] = 1‘1/}%5(7"(14 — B1Fp,VC) — BIWE¢,C)
A A BIFBQ
=T [A Bl:| +r +7r
c Eo,Cy 0
A BlF32 A Bl
—r —r
Cl 0 E0201 0

elde edilir. Matrislerin ranklar1 sadelegtirerek Lemma 3.7.2 ve Gauss eliminasy-

onundan

rla B| = r|la-Bxe B|=r|a B

A Al — leocl Al
r = T =T

Ol C'1 Ol
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A — B X,Ch By 0
A BiFp,
r = r ol 0 Cy| —7(B2) —r(Cy)
ECQC'l 0
0 By 0
A B 0
= r|Cy 0 Cy | —7(B2) —7(Cy)
0 By —A,
Al—BlX()Cl Bl
A BFg,
r =7 Cy 0| —r(Bs)
C 0
0 Bs
Ay By
=r|Cc, 0| —r(By)
0 B,
A B (A, - BiX,Cy, By 0
. . B 1X0C1 by (O
ECQCl O Cl O CQ
A By 0
= 7 —1r(Cs)
cC; 0 Oy

elde edilir. Bunlar yukaridaki iki rank egitliginde yerlerine yazilarak (3.7.31) ve

(3.7.32) nin saglandig1 goriiliir. Baz direkt sonuglar agagida verilmistir.

Sonug 3.7.3 B X(C, = Ay ve Bo Xy = Ay matris denklemlerinin tutarli oldugunu

varsayalim. Bu taktirde

A 0 B
BQ)I(%&;}iAQr(A — B XCy) = {minr 0 —Ay, By| —7(B2) (3.7.35)
¢y Cy 0
—7“(02),7“(01)77"(31)}
ve
A 0 B
: By
BQ%QILAQT(A — B XCy)=r |0 —Ay, By| —r 5, —r [Cl 02} (3.7.36)
¢y Cy 0

esitlikleri saglanir.
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Ispat. B XC; = A, tutarhihg R(A;) C R(B;) ve R(AT) € R(CT) oldugunu
gosterir. By XCy = Ay nin tutarhiligy ise R(As) € R(By) ve R(AL) C R(CT)
oldugunu gerektirir. Bu nedenle (3.7.31) ve (3.7.32) (3.7.35) ve (3.7.36) ya sadelestirilmisg
olur. BiXC] = A; ve B XCy = A, nin bir ortak ¢ozlime sahip olmasi i¢in gerek

ve yeter sart sirasiyla By X Cy = Ay ve Bo XUy = Ay nin tutarli olmasidir gercegini

ve

B, i r(A; — Bi1XCy) =0

oldugunu hatirlayalim (3.7.36) dan asagidaki sonug kolay goriiliir.

Sonug 3.7.4 [17,19] BiXC; = Ay ve BoXCy = Ay matris denklemleri ¢ifti bir
ortak ¢oziime sahiptir ancak ve ancak By X, = Ay ve Bo Xy = Ay denklemleri

sirasiyl tutarh olup

A0 B
By
oA Byl = +r[01 02} (3.7.37)
C G 0 ’

dir.

Sonug 3.7.5 B1XC, = Ay ve BoXC5 = Ay denklemleri sirasiyla tutarli olsun.
Bu taktirde

Al O Bl
pxomn ot =X) =m0 -4y B (3.7.38)
cCi Cy 0
By
- _T[Cl 02}
By

dir. Son olarak By XCy = A, ye gore A — B1 X () in rank invaryanthigr ranj

inveryanthigi gozontiine alalim.

Teorem 3.7.3 By Xy = Ay matris denkleminin tutarli oldugunu kabul edelim.

Bu taktirde Bo XAy, = Cy ye gore A; — B1 X in rank invaryanttir ancak ve
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ancak
Ay
r | C
Al Bl

¢y 0

veya

veya

dir.

Cy

By
By

Al Bl
r Cl 0 ‘l‘T(CQ)
0 B,
Ay
T +1r(By) ve
Gy
A By O
r +7’<B2)
Ci 0 O

(3.7.39)

(3.7.40)

(3.7.41)

ispat. Ay — B X} in rankinin By X Cy = A, ye gore invaryant olmasi igin gerek

ve yeter sart

max 7r(A; — B1XC)) =

Bo X(Co=As

BQ)I(ran:AQ T’(Al — BlXC'l) =0

olmasidir. Teorem 3.7.2 den (3.7.42) nin sol tarafinin

max r(A; — B XC;) — min

Ba XCo=As

By XCo=As
= mlH{Sl, S9, 83}
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oldugu goziikiir.

Al Bl
A1 Bl 0 Al
s1 = r|C, 0|+7 .y (3.7.44)
C, 0 C
0 B,

A By - (B r(C)

A B
A By 0
S = T Cl 0| +r _r|:A1 Bl
C; 0 Cy
0 B

|

(3.7.45)

A 0 By
-r 0 —A2 B2
¢, Cy 0

A1 Bl 0 A1
Sy = 1 Ol 0 + r —Tr (3746)
Cy 0 (% Cy

A 0 B
-T 0 —Ag BQ
Ci Cy 0

dir. Boylece A; — B; X (] in rankinin By XCy = A,y ye gore invaryant olmasi igin

gerek ve yeter sart s; = 0 veya so = 0 veya s3 = 0 olmasidir. Lemma 3.7.2 413.

den
A By
Ay
r1C; 0 > r +1r(By) ve (3.7.47)
Cy
0 By
A By 0
r > 7ﬁ|:/11 B1]+r<02>
cy 0 Oy
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yazilabilir. Bu nedenle s; = 0 olmas1 (3.7.39) daki iki rank esitligine denktir.

Ayrica
A 0 B (A, B 0
r{ 0 —Ay Byl < 1|0 By +7r|—A (3.7.48)
¢, Cy 0 _C’l 0] Cy
_Al Bl_
= r|Ccy, 0| +7r(Cy)
0 By

oldugunu belirtelim. (3.7.47) ve (3.7.48) i (3.7.45) ile birlestirirsek s; = 0
(3.7.40) a denk oldugunu goriirtiz. Benzer sekilde (3.7.46) icin s3 = 0 m (3.7.41)
e denk oldugunu gosterilebilir. Sonug 3.7.4 i (3.7.33) lineer matris ifadesine

uygulanirsa agagidaki sonug elde edilmis olur.

Teorem 3.7.4 B, Xy = 0 matris denkleminin tutarli oldugunu kabul edelim.

Bu taktirde

i. R(A; — B1XC) ranjit Ay XCy = Ay ye gore invaryanttir ancak ve ancak

c;=0
veya
R(Cl) - R(Cg) ve
Al Bl
Ay
r|C; 0 = 7 + 7(Bs)
Cy
0 By
veya
A B
r{C; 0 = T|:A1 Bl} ve
0 Bs
A 0 B,
Al B1
rl0 —Ay By| = r +r(Bs)
c; 0
Cy Oy 0
olmasidir.
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ii. R[(A; — BiXC1)T] ranji Ay X Cy = Ay ye gore invaryanttir ancak ve ancak

BQZO
veya
R(Bf) C R(B}) ve
A By 0
. = r|A B +7(G)
Cy 0 Cy
veya
A By O
r = T[Al B1}+T(C’2) ve
Cy 0 Oy
A1 0 Bl Al Bl
r|{0 _A2 By =T Cl 0 +T<02)
Cl 02 0 0 BQ
olmasidur.

3.7.3 D — CA B Matrisinin Maksimal ve Minimal Ranklari

Bu kissmda D — CA™B nin A~ ye gore maksimal ve minimal ranklarini be-
lirleyecegiz ve Schur komplementlerinin ranklar: i¢in egitlikler ve esitsizlikler hakkinda
bir takim tartigmlar ortaya konulacaktir. A, B, C ve D sirasiyla m x n, m X k,

[ x n ve l X k tipinde matrisler olmak tizere

A B
M =
C D

F cismi tizerinde bir parcali matris olsun. A nin M deki Schur komplementi, A~,

A nin bir i¢ inversi olmak tizere
Sa=D—-CA B (3.7.49)

ile tanimlanir. Matris teorisindeki en 6nemli matris ifadelerinden biri oldugundan
Schur komplementi ve uygulamalar: hakkinda pek ¢ok ¢aligma literatiirde mevcut-

tur. Bazi ¢aligmalar Schur komplementlerinin ranklari i¢in esitlikler ve egitsizlikler
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tizerine odaklanmigtir. D — C'A~ B Schur komplementi i¢in iyi bilinen iki rank

esitsizligi
A B
r >r(A)+r(D—-CA™B) (3.7.50)
C D
ve
A B A B
r <r +r(D—CA™B) (3.7.51)
C D C CA B

seklinde verilmistir. Bunlar gergekten D — C'A~™ B Schur komplementinin ranki
i¢in alt ve tist sinirlarn vermektedir, fakat bunlar genelde D — CA™B nin A~ ye

gore maksimal ve minimal ranklar1 degildir. Boylece agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.7.5 Sy =D — CA™ B (3.7.49) de verildigi gibi olsun.

i. S4 nin A” ye gore maksimal rank:

B A C
maxr(D — CA™B) = min {r [C D] ,T T —r(A) }(3.7.52)
AT D C D
dir.
1. Sa nmin A~ ye gore minimal ranki
B A C
minr(D — CA™B) = r(A)+r [0 D} o || 4 3.7.53)
A D C D
A0
A 0 B
—r -r|0 B
0 C D
C D
dir.
ispat.
minr(D —CA™B) = max r(D—CXB)
A- AXA=A
minr(D —CA™B) = min r(D—-CXB)
A- AX A=A



oldugu oldukga agiktir. Boylece Teorem 3.7.2 ye gore (3.7.52) ve (3.7.53) esitlikleri
saglanmug olur. Ote yandan (3.7.53) esitligi

B 0 B
minr(D —CA™B) = <r [C’ D]—l—r +r )

AT D C D
A C 0 B
+(r +r +r(A)
C D C D
A 0
A 0 B
—-r —-7r({0 B
0 C D
C D

olarak da yazilabilir ve yukaridaki esitligin sag tarafindaki parantezlerdeki iki
biiyiikliik nonnegatiftir. (3.7.52) ve (3.7.53) iki formiil A, B, C' ve D matrisleri
R(D) C R(C) ve R(DT) C R(BT); R(D)NR(C) = {0} ve R(DT) N R(BT) =
{0}; R(C) € R(D) ve R(BT) C R(DT) gibi bazi sartlar sagladiginda daha da

sadelegtirilebilir. Boylece agsagidaki karsilik gelen sonuclar kolayca listelenebilir.

Sonug 3.7.6 D — CA™ B nin ranki A~ ye gore invaryanttir ancak ve ancak

A0 B (A B
r =7 ve (3.7.54)
0 C D C D
A 0 -
B
rl0 B| = r +r(A)
D
C D -
veya
A0 B
r = T’[C D} +7r(A) ve (3.7.55)
0 C D
A 0
A B
r|{0 B| = r +7r
C D
C D
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veya

A 0 B
r = T[C’ D} +r(A) ve (3.7.56)
0 ¢ D
A 0
B
r|0 B| = r +r(A)
D
C D

dir.

ispat. D — C'A™ B nin ranki1 A~ ye gore invaryant olmasi igin gerek ve yeter sart
max r(D—-CA B) = Hji_n r(D—CA™ B)

olmasidir. Teorem 3.7.5 uygulanarak Sonug 3.7.6 deki iddianin saglandig1 goriiliir.
Ayrica Sonug 3.7.6 direkt olarak Teorem 3.7.3 dan da tiiretilebilir. (3.7.16) ve
(3.7.17) ifadelerine dayanarak Roth teoremi olarak ta bilinen

A B
AX +YB = C tutarhdir & r =r(B)+r(C)

¢ 0

ifadesi elde edilir. (3.7.54) daki iki rank esitligi ifadesi

AT A B B
R CR ve X+YA=
0 ¢ D D C

tutarhdir ifadesine denktir. (3.7.55) deki iki rank esitligi ifadesi

AT A Bl
R cR ve AX+Y [c p|=[0 B]
0 C D

tutarhdir ifadesine denktir. (3.7.56) deki iki rank esitligi ifadesi ise hem
Xi+Yid hemde AX,+Y [¢ D|=[0 B

D

nin tutarh olmas ifadesine denktir.
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Sonug 3.7.7 i. R(D — CA™B) ranji A~ ye gore invaryanttir ancak ve ancak

0.

B=0
veya
A 0
B
R(B)CR(A) ve r |0 B|=r +7(4)
D
C D
veya
A 0
A 0 B A B B
r =r verl|0 Bl|l=r +r(A)
0O C D C D D
C D
dir.

R[(D — CA~B)T] ranji A~ ye gore invaryanttir ancak ve ancak

C=0
veya
. , A0 B
R(CT) C R(AT) ve r :7"[0 D}M(A)
0O C D
dir. veya
A 0
A 0 B A B
r :r[C D}—i—r(A) verl|0 Bl|l=r
0 C D C D
C D
dir.

Ispat. Sonucun ispat1 Teorem 3.7.4 den elde edilir. (3.7.50) ve (3.7.52) ii (3.7.51)

ve (3.7.53) ile birlestirerek agagidaki teoremleri verebiliriz. Bunlar daha 6nce lit-

eratiirde tartisilan Schur komplementi ile ilgili bir ¢ok sonugla yakindan iligkilidir.

Teorem 3.7.6 S4 (3.7.49) deki gibi olsun. Bu taktirde
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A B
r =r(A)+r(D—-CA B) (3.7.57)
C D

olacak sekilde bir A~ € {A~} mevcuttur ancak ve ancak

r g llj ST(A)+min{r [C’ D],T i } (3.7.58)

dar.

ii. (3.7.57) esitligi herhangi A~ € {A~} i¢in saglanir ancak ve ancak

A0 B
r = r(A)+r [C D} ve (3.7.59)
0 C D
A0
B
rlo0 B| = r(A)+r
D
C 0
dir.
. A B
Ispat. (3.7.50) deki —7(A) nm r(D—CA™B) igin bir iist siir oldugunu
C D
belirtelim. Boylece (3.7.57) saglanacak sekilde bir A~ € {A~} mevcuttur ancak
ve ancak
A B
maxr(d —CA™B) = —r(A)
AT C D

dir. (3.7.52) deki ifadesi burada yerine yazilirsa (3.7.58) nun saglandigi kolayca
goriiliir.  Ote yandan (3.7.57) herhangi bir A~ € {A™} igin saglanir ancak ve

ancak

A B
minr(D — CA™B) = —r(A)
AT C D

dir. (3.7.53) ifadesi burada yerine yazilirsa (3.7.59) inde saglandigi kolayca goriiliir.

Teorem 3.7.7 S4 (3.7.49) deki gibi olsun. Bu taktirde
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A B
¢ D

A B
C CA™B

r =r

—r(D - CA™B) (3.7.60)

olacak sekilde bir A~ € {A™} mevcuttur ancak ve ancak

A 0 B
r = T’[A B]—l—r[c D} ve (3.7.61)
0 C D
A 0
A B
ri0 Bl = r +r
C 0

ii. (3.7.60) esitligi herhangi bir A~ € {A~} i¢in saglanir ancak ve ancak

R(B) C R(A) ve R(CT) C R(AT) (3.7.62)
veya
[A B] A [B
r =r +r ve R(B) CR(A) (3.7.63)
C D C D
veya
A B
r — [A B] +r [c D} ve R(CT) CR(AT)  (3.7.64)
C D
dir.

Ispat. (3.7.51) den
A B

¢ D

A B
C CA™B

r -Tr

nin r(D—C A~ B) igin bir alt simir oldugu goriiliir. Béylece (3.7.60) nin saglanmasi

icin gerek ve yeter sart

A B A B
minr(D—-CA™B) = r —
A C D ¢ CA™ B
A B A
= r —r +7“[A B}—l—r(A)
C D C




olmasidir. Bunu (3.7.53) ile birlegtirerek

A 0
A 0 B A B
r +r10 B| =71 +r +7“[A B]—FT[C D}
0 ¢ D C D
C D

oldugu goriliir ki bu da agik olarak (3.7.61) e denktir. Ote yandan herhangi bir

A~ € {A7} igin (3.7.60) nin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

A B A B
maxr(D—-CA™B)=r —r
A C D ¢ CA B

olmasidir. Bunu (3.7.52) ile birlestirirsek (3.7.62)-(3.7.64) ifadeleri elde edilmig

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.7.8 A € F™" B € F™* ve C € F*" verilsin.

i. CA— B nin A~ ye gore maksimal ranki

A B
max r(CA™B) = min{r(B),r(C),r —r(A)}
A C 0
dir.
it. CA™ B nin A~ ye gore minimal ranki
A B A
minr(CA™B) =r —r — [A B] +7(A)
A” cC 0 C

dir.
iii. CA~B = 0 olacak sekilde bir A~ = {A™} vardir &
A B A
r =r —{—7‘[,4 B]—T(A)
C 0 C
dir.

iv. Herhangi A~ € {A™} i¢cin CA™ B = 0 olmas: igin gerek ve yeter sart B = 0

A B
veya C' =0 veya r =r(A) dir.
C 0
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v. CA™ B nin ranki A~ ye gore invaryanttir ancak ve ancak
R(B) € R(A) ve R(CT) S R(A")

veya

A B
. — [A B] +7(C) ve R(B) CR(A)
C 0

dur.

Sonug 3.7.9 A € F™" B € F™* ye C € F™" verilsin.

i. R(CA™B) ranji A~ nin segimine gore invaryanttir ancak ve ancak

B=0
veya
R(B) € R(A) ve R(CT) C R(A")
veya
A B
r —r [A B] +1(C) ve R(B) C R(A)
C o

ii. R[(CA~B)T] ranji A~ nin segimine gore invaryanttir ancak ve ancak

C=0
veya
R(B) € R(A) ve R(CT) S R(A")

veya

A B A

r =r +7(C) ve R(B) CR(A)

c 0 B

dir.

iii. C'/A~ B nin ranki A~ nin se¢imine gore invaryanttir ancak ve ancak R(C A~ B)

veya R[(CA™B)T], A~ nin segimine gore invaryanttir.
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Sonug 3.7.10 A € F™*" B € F™*F ye C' € F™™ verilsin.
n;‘li_n r(A”B) = Igi_n(B_A) (3.7.65)
= r(A)+r(B)—r [A B]

ve

nji_n r(CA™) = Igi_n(AC_) (3.7.66)

dir. Ozel olarak

i. A”B =0 ve B~ A = 0 olacak sekilde A~ € {A~} ve B~ € {B™} mevcuttur
ancak ve ancak R(A) NR(B) = {0} dur.

ii. CA~ =0 ve CC~ = 0 olacak sekilde A~ € {A™} ve C~ € {C~} mevcuttur
ancak ve ancak R(AT) N R(CT) = {0} dur.

(3.7.52) ve (3.7.53) deki iki formiil matrislerin genellestirilmis inversleri i¢in gesitli
rank esitliklerinin ortay konulmasina ve bunlardan degisik sonuclarin tiiretilmesine

yardimci olmaktadir. Simdi bununla ilgili baz1 sonuglar verelim.

Teorem 3.7.8 A, B € F™*" verilsin. Bu taktirde

H}&XT(A — AB™A) = min{r(A),r(B—A) —r(B) +r(A)} (3.7.67)

rilli_n r(A—AB A) = Ar_n’ig_{r(A_ — B7)} (3.7.68)
A
= (A=B)+r(4)+r(B)-r|a B| -7 .

Ozel olarak

i. A ve B ortak bir i¢ inverse sahiptir ancak ve ancak

r(A-=B)=r 2 +r|—r(A)—r(B)A B

dir.
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. {B"}C{A} < A=0 veya r(B—A)=r(B) —r(A) dir.

.
~

iii. {A}={B"} o A= B di.

AN {B =0 r(A-B)>r

=

0
B

A
] + [A B] —+(A) — #(B) dir.

v. R(A) NR(B) = {0} ve R(AT) N R(BT) = {0} ise bu taktirde A~ = B~
olacak sekilde A~ € {A~} ve B~ = {B~} mevcuttur.

Ispat. (3.7.67) esitligi (3.7.52) den ve (3.7.68) esitligi ise (3.7.53) ve (3.7.38) den
elde edilir. 4.-v. deki ifadeler ise (3.7.67) ve (3.7.68) den kolayca gosterilebilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez caligmasinda oncelikle kare olmayan ya da kare oldugu halde bili-
nen anlamda inversi mevcut olmayan matrisler igin geligtirilen ve lineer den-
klem sistemlerinin genel durumda ¢oziimiinde kullanilan ve bilinen anlamdaki
invers oOzelliklerini de saglayan genellestirilmig invers adi verilen bir kavram ele
alinmigtir. Bu amacla bir matrisin genellestirilmis inversi, yansimali genellestirilmis
inversi ve Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversi tanimlar: verilerek bu inver-
slerin cesitli ozellikleri ortaya konulmustur. Matrislerin Moore-Penrose invers-
leri i¢in genel ifadeler verilmig ve Schur Complement igeren cesitli matrislerin
Moore-Penrose inversleri i¢in bazi ifadeler elde edilmigtir. Daha sonra bazi ma-
tris denklemlerinin ¢oziimlerinin bagimsizlig1 ve rank problemleri ele alinmigtir.
Bu amagla cesitli tiplerde matris denklemleri alinarak genellestirilmis inversler
yardimiyla bu matris denklemlerinin maksimal ve minimal ranklarinin hesaplan-
masindan soz edilmisg, denklemlerin ¢oziimlerinin bagimsizliklar: incelenmis ve
¢oziimlerdeki alt matrislerin tekligi ve bagimsizligi tizerinde etraflica durulmustur.
Birim elemanl bir regiiler halka tizerinde lineer matris denklemleri ve denklem

sistemlerinin genel ¢oziimleri ele alinmigtar.

Yapilan bu ¢aligmalara ilaveten daha degisik tipten matris denklemleri alinarak
bu denklemler i¢in ¢oziimlerin varligi ve bagimsizligi ile rank durumlar: ince-
lenebilir. Ayrica genellestirilmis inverslerin hesaplanmasinda kullanilmak tizere
gesitli bilgisayar programlari veya algoritmalar tiiretilerek bu programlardan veya
algoritmalardan faydalanilabilir. Elde edilen bu tip genellestirilmis inversler kul-
lanilarak ¢esitli tipten lineer matris denklem sistemlerinin ¢éziimlerinin arastirilma-
sinda ve hesaplanmasinda bu programlar ve algoritmalar kullanilabilir. Elde
edilen bulgular matrislerin en 6nemli uygulama alanlarindan olan lineer istatis-
tiksel modeller diferansiyel denklem sistemleri ve niimerik analizdeki ¢esitli prob-

lemlerin ¢oziimiinde kullanilabilir.
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