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OZET

UYUMLU KESIiRLi VE KATUGAMPOLA KESIRLI
INTEGRALLER ICEREN ESITSIZLIiKLER

ILKER MUMCU
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZI, 131 SAYFA

TEZ DANISMANI: Dog. Dr. Erhan SET
IKINCi TEZ DANISMANI: Prof. Dr. Cenap DUYAR

Esitsizlikler teorisi, matematigin 6nemli ¢aligma alanlarindan biridir. Ozellikle son 150 yillik
stirecte hem cebirsel olarak hem de klasik Riemann integrali yardimiyla, bir cok matematikgi
kendi isimleri ile anilan esitsizlikler ortaya koymustur. Giiniimiizde kesirli integrallerin bu
alanda kullanilmaya baslanmasi ve bir ¢ok 6zel fonksiyonun tanimlanmasi sonucunda
literatiirde klasik Riemann integrali ile yapilan ¢alismalarin genellestirmeleri ve yeni
bicimleri elde edilmistir. Bu ¢alismada klasik integraller ve Riemann-Liouville Kesirli
integralleri yardimiyla elde edilen bir ¢ok esitsizlik uyumlu kesirli ve Katugampola kesirli
integraller yardimiyla genellestirilmistir.

Dort ana boliimden olusan bu tezde, ilk bolimde konvekslik, esitsizlikler ve kesirli
integrallerin tarihsel gelisimi hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci bolim ise bu calismada kullanilan temel kavramlar, 6zel fonksiyonlar, fonksiyon
uzaylar1, konveks fonksiyonlarin &zellikleri ve  Onemli esitsizlikler ile ilgili bilgiler
icermektedir.

Uciincii bélimde  Riemann-Liouville kesirli integralleri, uyumlu kesirli integraller ve
Katugampola kesirli integraller ile ilgili temel bilgiler ve 6zellikler verilmistir. Yine bu
boliimde literatiirdeki diger kesirli integraller kisaca tanmitilmistir. Ayrica, Riemann-Liouville
kesirli integralleri yardimiyla literatiirde bulunan bazi sonuglar da bu bdlimde
bulunmaktadir.

Dordinct bolimde, ilk olarak, uyumlu kesirli integraller yardimiyla Hermite-Hadamard,
Hermite-Hadamard-Fejer, Ostrowski, Chebyshev ve Griiss esitsizlikleri ile ilgili yeni
sonuclar elde edilmistir. Daha sonra, Katugampola kesirli integralleri yardimiyla Hermite-
Hadamard ve Chebyshev esitsizlikleri ile ilgili tiglinci boliimde verilen sonuglarin yeni
genellestirmeleri verilmistir. Ayrica uyumlu kesirli ve Katugampola kesirli integraller i¢in
yeni sonuglar elde edilmistir.

Son bolimde baz1 sonug ve 6nerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard esitsizligi, Chebyshev
esitsizligi, Riemann-Liouville kesirli integralleri, uyumlu kesirli
integraller, Katugampola kesirli integralleri.



ABSTRACT

INEQUALITIES INVOLVING CONFORMABLE FRACTIONAL AND

KATUGAMPOLA FRACTIONAL INTEGRALS

ILKER MUMCU

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
PHD THESIS, 131 PAGES

SUPERVISOR: Do¢. Dr. Erhan SET
CO-SUPERVISOR : Prof. Dr. Cenap DUYAR

Inequality theory is one of the major areas of study of mathematics. Especially in the last 150
years, with the help of both the algebraic and the classical Riemann integral, many
mathematicians have revealed the inequalities which are known by their names. Nowadays,
as a result of the introduction of fractional integrals in this field and the definition of many
special functions, generalizations and new forms of studies with classical Riemann integral
are presented in the literature. In this study, many inequalities obtained by using classical
integrals and Riemnn-Liouville fractional integrals are generalized with conformable
fractional and Katugampola fractional integrals.

In the thesis, which consists of four main sections, the first chapter provides basic
information about the concept of convexity, inequalities and historical developments on
fractional integrals.

In the second chapter, basic concepts, special functions, function spaces, properties of
convex functions and important inequalities are given.

The basic information and features related to Riemann-Liouville fractional integrals,
comformable fractional integrals and Katugampola fractional integrals are given in the third
chapter. Again, this section briefly introduces other fractional integrals in the literature. On
the other hand, some results existing in the literature with the help of Riemann-Liouville
fractional integrals are introduced in this chapter.

In the fourth chapter, firstly, new results about Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-
Fejer, Ostrowski, Chebyshev and Griss inequalities are obtained with the help of
conformable fractional integrals. Then, with the help of Katugampola fractional integrals,
new generalizations of the results, which are given in the third chapter, related to Hermite-
Hadamard and Chebyshev inequalities are presented. In addition, new results are obtained
for conformable fractional and Katugampola fractional integrals.

In the last chapter, some results and recommendations are given.

Keywords: Convex function, Hermite-Hadamard inequality, Chebyshev inequality,
Riemann-Liouville fractional integrals, conformable fractional integrals,
Katugampola fractional integrals.



TESEKKUR

Bu calismanin gerceklestirilmesinde, degerli bilgilerini sabirla ve ilgiyle paylasan, giiler
yliziinli ve samimiyetini esirgemeyen, bu asamalara gelmemde biiyiik pay sahibi olan, her
zaman saygtyla hatirlayacagim c¢ok kiymetli danisman hocam Dog. Dr. Erhan SET’e sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarim boyunca oneri ve desteklerini eksik etmeyen Ordu Universitesi Fen Edebiyat
Fakultesi Matematik Boliimii ve Egitim Fakiiltesi Ilkdgretim Matematik Ogretmenligi
Boliimii 6gretim iiyelerine ve hi¢bir zaman yardimimi esirgemeyen degerli arkadasim Barig

CELIK e tesekkiir ederim.

Hicbir zaman destegini esirgemeyen ve her zaman yanimda olan aileme, ayrica her tiirlii
fedakarlig1 ve sevgiyi gosteren sevgili esim Hayal YAVUZ MUMCU’ya yiirekten tesekkiir

ederim.



ICINDEKILER

Sayfa
TEZ BILDIRIMI.......coooiiiiiiiiiiii e |
O ZE T ittt I
ABSTRACT bbbt Il
TESEKKUR .......ooooiitoieeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt ettt \Y;
ICINDEKILER .........oooviiiieeceeeeeeeeeeee e enie ettt \Y;
SEKIL LISTEST ..ottt Vi
SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI.......ccccoooooiiiiiiiniiiiece, ViII
Lo GIRIS oottt 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ..ottt 7
2.1 KONVEKS FONKSIYON......cciiiiiiiieiie ettt ne e s 7
2.2 Bazi Konveks FOnKsiyon TUILETT .......ccoviiiiiiiiiiiiieseceeesee s 9
2.3 Ozl FONKSIYONIAN .......vcvcveveececeeieteeteeetete ettt ettt 11
2.4 Baz1 FOnkSiyon UzZaylart..........coceiiiiiiiiiiiiciieieees e 13
2.5 Bazi Onemli ESItSIZIKIET ........ccovoveveviieieieeeeieeceeeeeeeeeeeeeeeeee st 14
2.5.1 Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer Esitsizlikleri..............c.c...... 14
2.5.2 OStrowski ESTESIZIIZT ...ccovvveiieiiiieiiieiie et 15
2.5.3 Chebyshev ve Griiss E§itsizIIKICT........ccoveiiiiiiiiiiiieieecec e 18
3. MATERYAL VE YONTEM .....ocoiiiiiiiitce st 23
3.1 Riemann-Liouville Kesitli Integrali............cccccoeeeverreueriicrerieeeieseeeeeeeseee e 23
3.2. Erdelyi-Kober, Hadamard, Liouville ve Weyl Kesirli Integralleri ..................... 35
3.3 Uyumlu (Conformable) Kesirli Integralleri ..........c.cocccoevierercerieerericesieeseenns 38
3.4 Katugampola Kesirli Integralleri...........cccouieriiiriiiieiiireiiessee e 42
3.4.1 Genellestirilmis Katugampola Kesirli Integralleri ............cccoeevrvriirirerersnennne, 45
4. BULGULAR ..o 48
4.1 Uyumlu Kesirli Integraller Igin ESitSiZIKIEr..........ccvveviveveiicrerereieieecreieeee, 48
4.1.1 Hermite-Hadamard Tipli ESitsiZIIKIET........cccooiiveiiiiiiiiiiiee e 48
4.1.2 Hermite-Hadamard-Fejer Tipli EsitsizliKIer .........ccooviiiinineniiiiecicicee, 59
4.1.3 Ostrowski Tipli ESitsiZIIKIEr .........cccoviiiiiiiiiiic 75
4.1.4 Chebyshev Tipli ESitSIZIKIET ......ccovviiiiiiie e 82
4.1.5 Griiss Tipli ESitSiZIKIEr......coooiiiiiiiiiiici e 88
4.2 Katugampola Kesirli Integraler I¢gin ESitsizIiKIer .........c.cocovovevevereiricecrireenenne, 94
4.2.1 Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler...............coooiiiiiiiiiiiiin 94
4.3 Genellestirilmis Katugampola Kesirli integraller i¢in Esitsizlikler................... 109
4.3.1 ChebysheV Tipli ESitsizIIKIT .........coccveiiiiiiriiiiinsee e 109
5. SONUC VE ONERILER...........c.cocoiiiiiiiioieeeeeseeee e, 123
6. KAYNAKLAR. ..o 124
To OZGECMIS ..ottt 130



SEKIL LiSTESI

Sayfa
Sekil 3.1 Genellestirilmis Kesirli Integraller ..........ccccovevvvivmererereeeeeeeeseeeeeeenes 46

VI



SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

B(a,b)
B,(a,b)

5
f
1
IO
N
R
C
)%
Jb-
(HI0)
(PL®)
I, f(x)
’I5_f(x)
Iyt f(2)
Pryf ()
(HE ()
(HE_)(®)
US4 52O
(103
WEF ()
oW ()
Re(a)
L[a,b]

Beta fonksiyonu

Tamamlanmamig beta fonksiyonu

Gama fonksiyonu

f Fonksiyonun Birinci Mertebeden Tiirevi

f Fonksiyonun Ikinci Mertebeden Tiirevi

Reel Sayilar Kiimesinde Bir Aralik

I’ nin i¢i

Dogal Sayilar Kiimesi

Reel Sayilar Kiimesi

Kompleks Sayilar Kiimesi

o Mertebeli Sol TarafliRiemann-Liouville Kesirli integral
o Mertebeli Sag TarafliRiemann-Liouville Kesirli Integral
a Mertebeli Sol Tarafli Uyumlu Kesirli Integral

a Mertebeli Sag Tarafli Uyumlu Kesirli integral

a Mertebeli Katugampola Sol Tarafli Kesirli Integral

a Mertebeli Katugampola Sag Tarafli Kesirli Integral

a Mertebeli Genellestirilmis Sol Tarafli Katugampola Kesirli integral
a Mertebeli Genellestirilmis Sag Tarafli Katugampola Kesirli Integral
a Mertebeli Hadamard Sol Tarafli Kesirli Integral

a Mertebeli Hadamard Sag Tarafli Kesirli Integral

a Mertebeli Erdelyi-Kober Sag Tarafli Kesirli integral
a Mertebeli Erdelyi-Kober Sol Tarafli Kesirli Integral
a Mertebeli Weyl Sol Tarafli Kesirli Integral

a Mertebeli Weyl SagTarafli Kesirli integral

a’ nin Reel Kism1

[a,b] Arahiginda Integrallenebilen Fonksiyonlar Kiimesi

VII



1. GIRIS

“Bir ahtapot gibi goriiniir, dokunaglar1 uzak ve genig bir alana uzanir, bir bolgeden
digerine ulasirken siirekli sekil degistirir. Arastirmacilara oldukca fazla firsat verdigi cok
acgik.” Gardner konvekslik kavramini 2002 yilinda bu giizel sozlerle ifade etmistir [24].
Geometrik bir kavram olan konvekslik kavrami tarihsel olarak eski caglara kadar uzanir.
Bu kavramdan Euclid’in “Elements” eserinde bahsedilmektedir. Ayrica Archimedes 7'nin
yaklagik degerinin hesaplanmasinda konvesklikten faydalanmigtir. Bununla birlikte kon-
vekslik kavramimin tanimasi 1905 ve 1906 yillarinda Jensen’in ¢aligmalarima dayanir
[34].  Jensen konveksligin énemini farketti ve konveks fonksiyonlar iizerine c¢aligmaya
basladi. Sonraki yillarda matematigin bagimsiz dallarindan bir olan “Konveks Fonksi-
yonlar Teorisi” bu ¢alismalarin devaminda ortaya ¢ikmigtir. Konvekslik kavrama ile ilgile-
nen tek matematikci Jensen degildir. Hermite, Holder ve Stolz konvekslikle Jensen’den
once ilgilenen diger 6nciil matematikgilerdir [47]. 20. yiizy1l boyunca teorik ve uygula-
mali matematikte konvekslik kavrami tizerine yogun aragtirmalar yapilmigtir. Geometrik
fonksiyonel analiz, optimizasyon teorisi, ekonomi matematigi, konveks analiz gibi birgok

matematik alaninda konvekslik kavrami kullanilmaktadir.

Niculescu (2018), konveksligin bu kadar yaygin kullanim alanimin olmasimi iki ana nedene
baglamaktadir. Bunlardan birincisi “maksimum degerin, sinir noktasinda elde edilme-
sidir”. Ikincisi ise “Her yerel minimum noktamn aslinda mutlak minimum nokta olmast

ve ek olarak her konveks fonksiyonun en az bir minimum noktaya sahip olmasidir” [47].

Konvekslik, tanimi geregi icerisinde esitsizlik barindirir. Dolayisiyla konvekslik kavrama,
esitsizlikler teorisinde onemli bir yer tutar. Her ne kadar konveksligin taninmasi Jensen
sayesinde olmussa da bu kavramin popiiler hale gelmesinde Hardy, Polya ve Littlewood’un
1934’te yazdiga “Inequalities” kitabimin da biiyiik rolii vardir [28,47]. Dolayisiyla konvek-

slik, popiilaritesini birazda egitsizlik teorisine bor¢ludur.

Herhangi bir matematik tarihi kitabinda esitsizliklerden ¢ok fazla bahsedilmez veya bazen
hi¢ bahsedilmez. Esitsizliklerin bir matematik disiplini olarak anilmasi yenidir. Bunun
sebebi son yillarda bu alanda cok fazla caligma yapiliyor olmasidir. Esitsizliklerle il-
gili Newton'un yasadigi zamana kadar kayda deger fazla bir ¢alisma yoktur. Eski Yu-
nan doneminde iiggen esitsizligi, aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi ve diizlemde
isoperimetrik esitsizligi gibi esitsizlikler biliniyordu. Archimedes, 7 sayisini yaklagik olarak

223/71 < w < 22/7 olarak hesaplarken goriildiigii gibi esitsizlik kullanmigtir. Ancak



antik cagda esitsizlikler ilgili herhangi bir notasyon kullanilmamistir. “Fazla olmak”
veya “yetersiz gelmek” gibi tabirler kullanilmigtir. 18. wve 19. asrin baglarinda New-
ton, Cauchy, Maclaurin gibi isimler bu alanda ¢aligma yapmaya baslamistir. Maclaurin,
ozellikle limit kavrami ile ilgili ispat ¢aligmalarina € - § teknigini kullanmigtir ve bu da
analizde egitsizlige dayanan ispat yontemlerinin artmasini saglamigtir. Esitsizliklerle ilgili
caligmalarina ragmen Maclaurin, kendi ismiyle 6zdeglesebilecek bir egitsizlik sunmamigtir.
Bu donemde 6zgiin olarak, kendi ismi ile anilan sadece Bernoulli ve Cauchy-Schwarz-

Bunyakovsky esitsizlikleri érnek verilebilir [23].

19. yiizyihn sonlarina dogru esitsizlikler alaninda 6zgiin tirtinler verilmeye baglanmigtir.
Bunlarmn onciilleri arasinda Holder [26] ve Minkovski [46] gosterilebilir. Ancak déniim
noktasi olarak gosterilebilecek ¢alisma Chebyshev’in 1883 yilinda yayinlanan ¢alismasidir.
Han’kovshov Universitesinin onay verdigi makale 1883 sayisinda basilmasi gerekirken
caligmay1 heyecan verici bulan editér 1882'nin son sayisina bu makaleyi eklemigtir [23].
Bir ¢ok esitsizlik barindiran bu ¢aligmadaki ilk esitsizlik integrallenebilen f, g ve p fonk-

siyonlar1 i¢in

/abp(x)dx /abp(x)f(x)g(x)dx < /abp(x)f(x)dx /abp(l‘)g(x)dx

seklinde olup literatiirde Chebyshev egitsizligi olarak amlmaktadir [12]. Bu esitsizlikte
f ve g aynmi monotonluga sahiptir. Aym galigmada Chebyshev yine kendi adi ile anilan
Chebyshev fonksiyoneli'ni tanimlamigtir. Griiss 1935 yilinda bu fonksiyonel ile ilgili yine
kendi adi ile anilacak olan “Griiss esitsizligini” elde etmistir. Griiss esitsizligi iki fonksi-

yonun c¢arpiminin ortalamasi ile ortalamalarinin ¢arpimi arasindaki sapma ile ilgilidir.

Modern anlamda konvekslik tanimini ilk veren isim Jensen, 1905 yilinda Jensen esitsizli-
gini yaymlamigtir [34]. Ancak konvekslikle ilgili en énemli esitsizliklerin baginda gelen ve

gliniimiizde iizerinde ¢ok fazla sayida caligma yapilan esitsizlik

a+ fla) + f(b)
2

)< [ <o-a

-a(

seklindeki Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik uzun yillar Hadamard esitsizligi
olarak bilinmistir. Hermite'in bu esgitsizligi Hadamard’dan daha once buldugu Mitri-
novic tarafindan kesfedilmigtir ve artik literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak
anilmaktadir. Bu esitsizligin 6nemi belirli kosullar altinda konvekslik tanimi ile denk

olmasindan kaynaklanir [28].



Ostrowski 1938 yilinda Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafindaki iki ifadenin yani
fonksiyon ile fonksiyonun integral ortalamasi arasindaki sapma ile ilgili olan ve literatiirde

Ostrowski esitsizligi olarak bilinen
b

1 b 1 (x—92)?
b—a/a f(w)du Z+W]

esitsizligi ortaya koymustur [50]. Daha sonraki yillarda Hilbert, Hardy, Gronwall, Stef-

< M(b—a)

) -

fensen, Young, Lypanov, Opial gibi matematikgiler kendi isimleri anilan esitsizlikler vermis-
tir [23]. Giintimiizde halen egitsizlikler iizerine bir ¢ok ¢aligma yapilmaktadir. Sadece
klasik Riemann integrali ile ilgili degil artik kesirli integral gibi farkli integral tiirleri ile

de caligmalar yapilmaktadir.

“Kesirli Analiz (Fractional Calculus)” ismi kompleks sayilarida iceren keyfi mertebeden
tiirev ve integral hesaplamalarini igeren bir matematik dalidir. “Genellestirilmis integral
ve diferansiyel analizi” veya “Keyfi mertebeden analiz” gibi isimlerle de anilir [49]. Ancak
literatiirde “Kesirli Analiz” ismi daha ¢ok kullanilir. Bunun nedeni iki tinlii matematikgi
Leibniz ve L’Hopital arasindaki 30 Eyliil 1695 tarihli bir mektuba dayanmir. L’Hopital
kendi ¢aligmasinda kullanmig oldugu lineer bir fonksiyonun n. dereceden tiirevi ile ilgili
olarak
dn
f(z) =y, dzn

notasyonu hakkinda Leibniz’e bir soru yoneltir ve “n = % olarak aliirsa ne olur?” diye
sorar. Leibniz “Bu acik bir paradokstur. Ancak, birgiin , faydal sonuclar verecektir”
seklinde cevap verir. Boylece Kesirli Analiz’in temelleri atilmig oldu [59]. P. S. Laplace,
L. Euler, J. B. F. Fourier, S. F. Lacroix, J. Liouville, N. H. Abel, G. F. B. Riemann, A.
K. Grinwald, O. Heaviside, G. H. Hardy, and G. W. Scott Blair gibi bircok matematikgi

bu alanda direkt veya dolayh olarak katki vermistir [59]. Lacroix 1819 yilinda

mn
a . m! S

PR e

kesirli tiirev tanimini verdigi bir makale yaymlamigtir. Bu tanim giiniimiizdeki kesirli

tiirev tanimlan ile uyumlu sonuclar vermektedir. Ozel olarak m =1 ve n = 1 /2 segilirse

d1/2
dat?® = 2\/;

sonucu elde edilir ve boylece L’Hopital’in Leibniz’e sordugu sorunun cevabi elde edilmig

olur [52].
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Cogu kesirli tiirev tanim kesirli integraller yardimiyla verilmistir [60]. Bu tanimlarin en

onemlilerinin baginda Riemann-Liouvile kesirli integrali gelir ve

t
(") = s [ =0 peir
seklinde ifade edilir. Ne yazikki Riemann’in 6grencilik giinlerinde ortaya koydugu bu ifade
olimiinden sonra 1876 yilinda basilmigtir [52]. Riemann-Liouville kesirli integralinin deza-
vantajlarindan biri, baglangic veya siir deger problemleri s6z konusu oldugunda fiziksel
baslangic veya siir kosullar: ile tutarli olmamasidir. Bu giicliigiin tistesinden gelmek
icin M. Caputo, Riemann-Liouville kesirli integralinin modifiye edilmis bir hali olan ve
literatiirde Caputo veya Dzherbashyan-Caputo kesirli tiirevi olarak bilinen
1 t

(DN = e [ =7 i

tanimini vermistir [36]. Literatiirde Hadamard, Grunwald-Letnikov, Erdelyi-Kober, Riesz
ve Marchaud gibi matematikciler kendi isimleri ile anilan kesirli tiirev tanimlar: vermisler-
dir [20,36]. Ancak literatiirdeki bu kesirli tiirevlerle ilgili baz1 tutarsizliklar mevcuttur.

Bunlardan bazilar::

1. Caputo kesirli tiirev hari¢ diger kesirli tiirevlerin ¢cogu o dogal say1 olmamak kosulu

ile D(1) = 0 ozelligini saglamaz.
2. Kesirli tiirevlerin hicbiri ¢arpimin tiirevi olan
Dg(fg) = fDg(9) + Dg(f)g
kuralini saglamaz.

3. Kesirli tiirevlerin hichiri boliimiin tiirevi olan

De (g) _ fDi‘(g)g—Zng(f)

kuralini saglamaz.
4. Kesirli tiirevlerin higbiri
D5 (fog) = f(g(t)g"(t)
zincir kuralina uymasz.

5. Kesirli tiirevler Rolle teoremine ve ortalama deger teoremine uymasz.



6. Kesirli integraller genel olarak D*D?(f) = D*# f kuralma uymaz.

7. Caputo tanimmu f fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasini gart kosar [38].

Yine, icerisinde kesirli tiirev barindiran

By a® 2 B 0 =0
y ty =z +F<2.5>x , y(0)

gibi bir diferansiyel denkleminin ¢oziimii Riemann-Liouville kesirli integralleri ile miimkiin

olmamaktadir.

2014 yihinda Khalil, klasik tiirev tanimina benzeyen “Uyumlu kesirli tiirev” tanimim
vermistir [40]. Yukarida bahsedilen uyumsuzluklar bu kesirli integral tamminda goriilme-
mektedir ve yukaridaki diferansiyel denklemin ¢oziimi elde edilebilmektedir. Bu tiirev
kavrami, Abdeljawad tarafindan 2015 yilinda yapilan ¢alismada dahada gelistirilmistir.
Abdeljawad, n = 0, 1,2, .. olmak tizere o € (n,n+ 1] igin sag ve sol uyumlu kesirli integral
tanimlar1 vermis ve aw = n + 1 olarak segildiginde uyumlu kesirli integrallerin Riemann-
Liouville kesirli integrallerine indirgendigini gostermistir. A. Yal¢in (2016) yiiksek lisans
calismasinda, A. Gozpinar (2018) doktara ¢aligmasinda uyumlu kesirli integraller igin yeni
sonuglar elde etmistir [3,25]. Son zamanlarda da E. Set, M.Z. Sarikaya, A.O. Akdemir,
D.R. Anderson, M.A. Khan, J.Choi gibi baz1 matematikgiler uyumlu kesirli integraller ile

ilgili caligmalar yapmiglardir.

Katugampola 2014 yilinda Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli tiirevlerini tek bir for-
mda genelleyen bir kesirli tiirev tanmimi vermistir [36]. Yine 2016 yihnda Katugampola
Riemann-Liouville, Hadamard, Erdelyi-Kober, Katugampola, Weyl ve Liouville kesirli
integrallerini tek bir formda genelleyen “Genellestirilmis Katugampola kesirli integrali”

tanimini vermistir [39].

Kesirli analiz ile ilgili daha fazla bilgi igin 1993’te basilan S. Samko, A. Kilbas ve O.
Marichev’in “Fractional Integrals and Derivatives, Theory and Applications” eserine bas-
vurulabilir [60] . Ayrica, bu alanda yazilmig kitap, dergi ve yapilan konferanslar ile il-
gili genig literatiir aragtirmasini iceren ve J. T. Machado, V. Kiryakova ve F. Mainardi
tarafindan 2010 yilinda yayimnlanan “Recent History of Fractional Calculus” adli bir makale

mevecuttur [42].

Bu tez caligmasinda uyumlu kesirli integraller yardimiyla yeni Hermite-Hadamard, Hermi-

te-Hadamard-Fejer, Ostrowski, Chebyshev ve Griiss esitsizlikleri ile Katugampola kesirli



integraller yardimiyla yeni Hermite-Hadamard ve Chebyshev esitsizlikleri elde edilmistir.
Boylece daha once klasik integraller ve Riemann-Liouville kesirli integralleri ile elde edilen
baz1 sonuclar genellestirilmistir. Bu sonuclarin ispat siireglerinde integraller i¢in mut-
lak deger esitsizligi, Holder esitsizligi ve Power-mean esitsizligi siklikla kullanilmigtir.
Griss tipli esitsizliklerin elde edilmesinde Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizliginden

faydalanilmigtir. Tezin organizasyanu su sekildedir:

Ik boliimde esitsizlikler, konvekslik ve kesirli integrallerle ilgili tarihsel siirecle birlikte

genel bilgilere yer verilmig ve tezin hedefleri ortaya konulmustur.

Ikinci boliimde tez boyunca kullanlacak olan temel kavram ve ozelliklere yer verilmistir.
Sirasiyla konvekslik kavrami, bazi konveks fonksiyon tiirleri, ¢zel fonksiyonlar, fonksi-
yon uzaylar1 ve bu tezde yeni sonuglar1 ortaya konulan Hermite-Hadamard, Hermite-
Hadamard-Fejer, Ostrowski, Chebyshev ve Griiss esitsizlikleri ile ilgili ayrintili bilgiler ver-

ilmistir. Yine iglemlerde kullanilan yardimai esitsizlikler bu boliimiin sonunda sunulmustur.

Uciineit boliimde oncelikle Riemann-Liouville kesirli integralleri ile ilgili genel bilgiler
verilmigtir. Ardindan bu kesirli integraller ile ilgili daha once literatiirde elde edilmig
sonuclara yer verilmigtir. Daha sonra Hadamard, Erdelyi-Kober, Weyl ve Liouville kesirli
integrallerinin tanimlar1 verilmistir. Sonrasinda bu ¢aligmanin konusu olan “Uyumlu ke-

sirli integraller” ve “Katugampola kesirli integraller” ile ilgili ayrintili bilgiler verilmistir.

Dérdiincii boliim kendi igerisinde iki kisima ayrilmigtir. Ilk olarak uyumlu kesirli in-
tegraller yardimiyla elde edilen yeni bulgulara yer verilmigtir. Alt boliimlerde sirasiyla
Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejer, Ostrowski, Chebyshev ve Griiss esitsizlikle-
ri ile ilgili yeni sonuclar sunulmustur. Ikinci boliimde ise Katugampola kesirli integralleri
ilgili yeni sonuclar yer almigtir. Alt boliimlerde sirasiyla Hermite-Hadamard ve Cheby-
shev egitsizlikleri ile ilgili yeni sonuclara yer verilmistir. Ayrica boliim boyunca elde edilen

sonuclarin hangi durumlarda hangi sonuclara indirgendigide ifade edilmistir.
Besinci boliimde sonug ve onerilere yer verilmigtir.

Altina boliimde tezde kullanilan kaynaklara yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez boyunca gerekli olan tanim, teorem ve bazi temel ozellikler ile birlikte

tezde kullanilacak baz esitsizliklere yer verilecektir.

2.1 Konveks Fonksiyon

Fonksiyonlarin siniflandirilmasi siireklilik, konvekslik, monotonluk ve diferansiyellenebil-
me gibi cgesitli ozelliklerle yapilabilmektedir. Konvekslik kavraminin matematigin gesitli
dallarmin gelisiminde 6nemli bir rol oynadigr bilinmektedir. Ozellikle esitsizlik teorisinde
Hermite-Hadamard esitsizligi konvekslik kavrami ile iligkilidir. Bu boélimde ilk olarak
bu kavramin tanimi ile baglayip siireklilik, diferansiyellenebilirlik ve monotonluk gibi
ozelliklerle iligkisi verilecektir. Daha sonra bu tezde kullanilacak olan konvekslik tiirlerine

yer verilecektir.

Tanim 2.1.1 (Konveks Fonksiyon): I,R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon
olsun. O halde her z,y € I ve t € [0, 1] igin,

[tz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y) (2.1.1)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger ¢ € (0,1) alinirsa

flte+ (1 —=t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y) (2.1.2)

olur. Bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir. (2.1.1) esitsizliginde ” >" olmasi
durumunda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Yine (2.1.2) ifadesinde ” >"

alinirsa, f fonksiyonuna kesin konkav fonksiyon denir. [55].

Tammin geometrik yorumuna gelince, fonksiyonun konveks oldugu [z, y] araliginda secilen
ty + (1 — t)z noktasindaki degeri, ug noktalarinin koordinatlar (z, f(z)) ve (y, f(y)) olan
kirigin temsil ettigi fonksiyonda aldigi degerden daima kiigiiktiir. Diger bir ifadeyle kirig

egrinin iistiinde ya da egri kirigin altinda kalir denir.

Onerme 2.1.1 Konveks fonksiyonlar agagidaki ozelliklere sahiptir:
i. Herhangi konveks iki fonksiyonun toplami yine konvekstir. Eger fonksiyonlardan biri

kesin konveks ise toplam fonksiyonu da kesin konvekstir.



ii. Herhangi bir konveks fonksiyonun skaler bir sayiyla ¢arpimi yine konvekstir.

iii. Bir fonksiyon bir aralikta konveks ise bu araligin bir alt araliginda da konvekstir [47].

Tanim 2.1.2 I C R ve f fonksiyonu I araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun.

Her x,y € I i¢in
(z —y)(f(x) = f(y)) >0

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna I araliginda artan fonksiyon denir. Aradaki isaret “>”
olursa azalmayan fonksiyon denir.
Eger

(z —y)(f(z) = f(y)) <0

olursa f fonksiyonuna [ araliginda azalan fonksiyon denir. Aradaki igsaret “<” olursa

artmayan fonksiyon denir [5].

Sonug 2.1.1 f ve g fonksiyonlar1 konveks ve ayni zamanda g fonksiyonu artan ise g o f

fonksiyonu da konvekstir [58].

Tanim 2.1.3 f ve g fonksiyonlar [a, b] kapali araliginda siirekli iki fonksiyon olsun. Her
x,y € [a,b] igin

{(f(=) = fFW)(g(x) = g(y))} = 0 (2.1.3)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir. Ayrica (2.1.3)
esitsizliginden

f@)g(@) + f)aly) = f(@)g(y) + f(y)g()
yazilabilir [43].

Tanim 2.1.4 f(z) fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Her = € [a, ]
icin | f(z)] < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna [a,b] arahginda

sinirli fonksiyon denir [7].

Tanim 2.1.5 I, R kiimesinde bir aralik, f : I C R — R bir fonksiyon ve xy € I olsun.
Her ¢ > 0 sayisina karsilik 6yle bir § > 0 sayist mevcut 6yleki |x — x| < § esitsizligini
saglayan her x € [ i¢in |f(x) — f(x¢)| < € ise f fonksiyonuna z, noktasinda stireklidir

denir. Eger f her xy € I noktasinda siirekli ise f’ye I iizerinde siireklidir denir [7].

Teorem 2.1.1 [ fonksiyonu [a, b] arahginda konveks olsun. O halde
i. f,(a,b) arahginda siireklidir,
ii. f,[a,b] arahginda simirhdir [6].



Tanim 2.1.6 f: I CR — R bir fonksiyon ve zy € I olsun.

o @) = f o)

T—T0 T — X

limiti mevcutsa f fonksiyonu xy noktasinda diferansiyellenebilir (tiirevlenebilir) denir. Bu

limit degeri fnin xo’daki tiirevi denir ve f' () ile gosterilir [7].

Teorem 2.1.2 f bir fonksiyon olmak iizere f", (a,b) arahginda mevcut olsun. O halde
f fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her x € (a,b) icin f"(x) > 0

olmasidir [55].

Teorem 2.1.3 f ve g, [a,b] araliginda tamimh ve g ile fg bu aralikta integrallenebilir

olsun. g, [a, b] tizerinde her yerde ayni igaretli ve f smurh ise [inf f, supf] arahginda Gyle

bir k sabiti vardir ki ,
/ f(x)g(x)dx =k / g(z)dx

'dir. Eger f fonksiyonu [a,b] arahginda stirekli ise [a, b] araliginda en az bir zy noktas

[ sty = giw) [ oty

Ozel olarak her z € [a, b] icin g(x) = 1 alnirsa

:bia/abf(x)dx

bulunur ki bu degere f'nin [a, b] araligindaki ortalama degeri denir [7].

i¢in

olur.

2.2 Bazi1 Konveks Fonksiyon Tiirleri

Tanim 2.2.1 (Quasi-Konveks Fonksiyon) I C R bostan farkli bir kiime I — R bir
fonksiyon olsun. Her z,y € [a,b] ve t € [0,1] i¢in

fltz+ (1 —t)y) <max {f(z), f(y)}

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir. Eger

fltz + (1 —t)y) > min { f(2), f(y)}

esitsizligi saglamyorsa f fonksiyonuna quasi-konkav fonksiyon denir [1].



Not 2.2.1 Quasi-konvekslik, konveksligin daha genel halidir. Yani bir fonksiyon konveks
ise quasi-konveks fonksiyondur. Fakat, bu ifadenin tersi dogru degildir.

Asagida konveks olmayan fakat quasi-konveks olan bir fonksiyon 6rnegi verilmistir.

Ornek 2.2.1 g : [-2,2] — R fonksiyonu

1, te-2,-1]
g“y_{t, te(—1,2]
seklinde tanimlansin. Burada g(t) fonksiyonu [—2,2] araliginda quasi-konvekstir fakat

konveks degildir [30].

Ayrica quasi-konveks bir fonksiyon, konveks ve siirekli olmayabilir. Mesela f(z) = [z]
tamdeger fonksiyonu (x’den biiyiik olmayan en biiyiik tamsay1) quasi-konvekstir fakat ne

konvekstir ne de stireklidir [58].

Tanim 2.2.2 (Harmonik Konveks Fonksiyon): I C R — {0} reel say1 araligi olsun.
f: I — R fonksiyonu her x,y € I ve her ¢ € [0, 1] i¢in

y
iy, ) <t + =05 (2:2.1)

sartin saghyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. (2.2.1) esitsizliginde

> kullamlirsa f fonksiyonuna harmonik konkav fonksiyon denir [31].

Ornek 2.2.2 f:(0,00) = R, f(z) = z fonksiyonu harmonik konveks, g : (—o00,0) — R

g(x) = z fonksiyonu harmonik konkavdir.

Lemma 2.2.1 I C R/{0} arahg her « € I i¢in = € I sartim saglasm. O halde f : ] —
R fonksiyonunun harmonik konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (%) fonksiyonunun

konveks olmasidir [1].

Ornek 2.2.3 g fonksiyonu (0, 00) araliginda tanmimli reel degerli bir fonksiyon olsun.

t, 0<t<3

1) =
g() 9_2’t23

fonksiyonu harmonik konvekstir ¢linkii g(%) fonksiyonu konvekstir.

Lemma 2.2.2 f: ] C R/{0} — R fonksiyonunun harmonik konveks olmasi i¢in gerek

ve yeter sart  f(x) fonksiyonunun konveks olmasidir [1].
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Tamm 2.2.3 (Ikinci anlamda s-Konveks Fonksiyon): f: 1 C [0,00) — R ve s €

(0,1] olsun. «, 8 > 0 ve a + 8 = 1 olmak {lizere her z,y € [0, 00) igin

flax+ By) < o f(z) + 6°f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. [0, c0)

araliginda s = 1 alinirsa s-konvekslik klasik konvekslige dontigiir [10].

2.3  Ozel Fonksiyonlar

1720’1i yillarda Leonard Euler kesirli fonksiyonlarin genigletilmis bir hali olan Gama

fonksiyonunu su sekilde tanimlamigtir.

Tanmim 2.3.1 (Gama Fonksiyonu):

z € C olsun.
['(z) = / e ' tdt
0
seklinde tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu veya FEuler-Gama fonksiyonu denir. Bu

fonksiyon Re(z) > 0 i¢in yakinsaktir. Gama fonksiyonunun en temel 6zelligi
F(z+1)==zI(2)

esitligidir. Ayrica bu 6zellik yardimiyla I'(1) = 1 elde edilir. Buradan
re)y=1rIa1)=2-1n!=1,
r'3)y=2r2)=B8-1)!=2,

ve n € N i¢in tiimevarim yontemiyle

I'(n+1) =nl'(n) =n!
esitligine ulagilir.

Yine Gama fonksiyonu i¢in
T

D(2)[(1 - z) =

sin(mz)

esitligi saglanir. Bu egitlikte z = % aliirsa

elde edilir [35].
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Tanim 2.3.2 (Beta Fonksiyonu):

I' (), Euler-Gama fonksiyonu ve Z; pozitif olmayan tamsayilar kiimesi olsun. O halde

( /1 t 11— t)%1dt  (Re(a) > 0; Re(f) > 0)

B(a, B) =
[(a) T(5)

T 9 (o, B€C\Zy)

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir. Ayrica

BAaJ%:iAxﬂlﬂ—ﬁwldt(Rdaﬁ>®

fonksiyonuna da tamamlanmamig beta fonksiyonu denir. Tez boyunca, B(«, ) ve B, («, 3)
ifadelerinde « ile 3 reel say1 olarak kabul edilecektir.

r = 1 i¢in tamamlanmamig beta fonksiyonu beta fonksiyonuna doniigiir. Bu fonksiyon-
larla ilgili

i. B(a,b) = Bi(a,b) + B1_4(b,a)

ii B(z+1ly) =, B(zy)

iii. B(x+1,y)+ B(z,y+1) = B(x,vy)

iv. B(z,y) = B(y,z)

ozellikleri gecerlidir.

Ayrica Newton-Leibnitz kurali olarak bilinen

d u(x) , ,
- (t)dt = u (z) f(u(z)) —v (z) f(v(z))
v(z)
ozelliginden
d —1 —1
——Ba(a.b) =271~ 2)’

ozelligi elde edilir [67].

Tanim 2.3.3 (Hipergeometrik Fonksiyon):

19. yiizyilda, Alman matematikc¢i Gauss, 1650°li yillarda Wallis tarafindan tanimlanan
“hipergeometrik serileri” aragtirmaya baglamig ve kendi adi ile anilan Gauss hiperge-
ometrik fonksiyonu tamimlayip o F} notasyonu ile gostermistir. Bu caligmada kullanilacak

olan Hipergeometrik fonksiyonlarin Euler integral gosterimi

1 1
o Fi(a,b;c;2) = ] / A =) (L =2ty c>b >0, z<1
0

B(b,c—b
seklinde tanimlanir.

Hipergeometrik fonksiyonlar agagidaki ozelliklere sahiptir:
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i. oF1(a,b;c;z) =9 Fi(b,a;c; 2)
ii. oF(a,b;¢;0) = F1(0,b;¢;2) =1
iii. o Fi(a,b;b;2) = (1 —2)7“

Ayrica hipergeometrik fonksiyonlarla ilgili Euler dontistim formiili
oFi(a,bye;2) = (1 - Z)C_a_b 2Fi(c—a,c— b 2)

seklindedir [41].

2.4 Bazi Fonksiyon Uzaylari

Tamim 2.4.1 (L,[a,b] uzayi): [a,b] araliginda tamml ve p > 1 i¢in

i1~ | b |f(8)|”dsr < oo

normuna sahip tiim reel degerli Lebesque anlaminda olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi

L,la, b] ile gosterilir. Burada
1 £lloe = esssup eyl f(s)] < oo

olarak tanimlanir.

Ozel olarak L [a, b] uzay:
b
11 = [ 1f@)lds < oo

normuna sahip fonksiyonlar uzayidir. Tez boyunca Li[a, b] uzay1 L|a, b] ile gosterilecektir

[5]-

Tanim 2.4.2 (a,b) arahigindaki ||| x» < oo sartin1 saglayan kompleks degerli Lebesque

olgiilebilir ¢ déntigiimlerinin uzayr X?(a,b) (c € R 1 < p < 00) olsun. Burada

b dr 1/p
lelixe = ( [laet@l ™) @ <p<oo

ve

lellxz = esssup,¢q 2l (2)]]

seklinde tanimlidir.
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c=1/p (1 <p<o0)icin X? uzayi

£l = (/ \f(t)\pdt) Y (ep<o

[ flloe = esssup,<, | £(1)]

normlar ile klasik L,(a, b) uzayma doniigiir [36].

2.5 Baz1 Onemli Esitsizlikler

2.5.1 Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér
Esitsizlikleri

Konveks bir f fonksiyonu igin

(b a)f (a+b) /f o < (b L0

esitsizligi literatiirde Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Oysa bu esitsizlik 22 Kasim

1881°de Hermite tarafindan Mathesis isimli dergiye bir mektupla gonderilmistir. Ve bu
mektup 1883 'de Mathesis dergisinin 3. sayisinin 82. sayfasinda yaymlanmigtir [29,45].
Kompleks fonksiyonlar teorisi ve tarihgesi iizerinde arastirmalar yapan ve Hermite’in
mektubundan habersiz olan E.F. Beckenbach, bu esitsizligin 1893 yilinda Hadamard
tarafindan kanitlandigini belirtmistir [8]. Fejér 1906 yilinda bu egitsizligi genellegtirdiginde
yine Hermite’in caligmasindan habersizdi. 1974 yilinda Mitrinovic Hermite'in Mathesis
"deki mektubunu bulduktan sonra yukarida gecen tarihsel gerekcelerle bu esitsizlik giint-

miizde daha ¢ok “Hermite-Hadamard Esitsizligi” olarak adlandirilmaktadir.

Hermite-Hadamard esitsizliginin, konveks fonksiyonlar teorisi i¢in 6nemi biiyiiktiir. Hardy,
Littlewood ve Polyanin énemli eseri “Inequalities”’de belirtildigi gibi stirekli bir f fonksi-
yonunun (a, b) araliginda konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart a < x—h <z <x+h <b
icin 1 [oth

f@) =55 | s
sartinin saglanmasidir. Bu sonug f fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli oldugunda (2.5.1)

ile denktir [21].

Teorem 2.5.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) /, R’de bir aralik, f : I — R konveks

bir fonksiyon, a,b € I ve a < b olsun. Bu durumda

a ’ @
f( ;b)gbia/a f(x)dxﬁw (2.5.1)
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esitsizligi gecerlidir [53].

Ispat. f fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alinan herhangi iki
noktay1 birlegtiren dogru parcasinin fonksiyon grafiginin tizerinde oldugu bilinmektedir.
Buna gore

fo) < fla) + LU= )

esitsizligi meveuttur. Bu esitsizlikte her iki taraf [a, b] araligi tizerinden z degiskenine gore

/abf(:c)d:c < /f Ydz + ) f()/ab(x—a)d:c

fla) + f(b)

integre edilirse

2

a+b+t(b—a)

a+b—t(b—a)
2 2

dir. Ayrica sol tarafin ispatina gelindiginde, sirasiyla x = ve v =

degisken degistirmesi yapilirsa

bia/abf(x)dx = b—a/ f(z d:p+ ;f(x)dx

- [y a+b—t(b—a) f (bt =a)],
et o
o 2

elde edilir ve ispat tamamlanir [48].

Fejér 1906 yilinda trigonometrik polinomlarla ¢aligirken Hermite-Hadamard esitsizliginin

daha genel halini agagidaki gibi elde etmistir [55].

Teorem 2.5.2 ( Hermite-Hadamard-Fejér Esitsizligi): f : [a,b] — R konveks bir
fonksiyon, ¢ : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilen ve (a + b)/2 noktasma gore

simetrik bir fonksiyon ise

f <a+b)/ z)dr < —/ f(z)g(x)dx < M/abg(:p)d:p (2.5.2)

esitsizligi saglanir.

2.5.2 Ostrowski Esitsizligi

1938 yilinda A.M. Ostrowski, bir fonksiyonun, kendi integral ortalamasindan ne kadar

sapma gosterdigi problemini ele aldi. Eger [a, b] kapali araliginda tanimh bir f fonksiyonu
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stirekli kabul edilirse, fonksiyonun x € [a, b] noktasindaki degeri ile ﬁ ff f(x)dx integral
ortalamasi arasindaki sapma fonksiyonun maksimum ve minimum degeri arasindaki farka
yakin gikmaktadir. Eger f fonksiyonu (a,b) arahginda diferansiyellenebilir ve fonksiyonun
tiirevi bu aralikta simrh (f'(z) < M) ise maksimum ve minimum deger arasindaki fark
M(b — a) degerini agmiyor. Dahasi fonksiyon ve integral ortalamasi arasindaki mutlak

a+b

sapma %M (b — a) degerini agmiyor. Eger x araligin orta noktasi yani z = ise mutlak

sapma 1M (b — a) kadardr.

Yukarida bahsedilen durumlari formiile eden Ostrowski kendi adi ile anilan esitsizligi

asagidaki gibi ifade etmistir.

Teorem 2.5.3 ( Ostrowski Esitsizligi):
f :[a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve her ¢ €
(a,b) icin |f'(z)| < M olsun. O halde

-5 [ o] <ar6-a)|§

esitsizligi saglanir [50].

ispat. Hipotezden
(t—a)(f' () + M) =0
oldugu agiktir. Buradan
/?pﬂmfm+ﬂﬂﬁzo (2.5.3)
yazilir ve kismi integrasyon yén:emi uygulanirsa

(x—a)f / f(t)dt + (x—a)*>0 (2.5.4)
elde edilir. Benzer sekilde
(b—t)(M —f(1)) 20,
ve devaminda ,
/(w¢xM—fﬁ»ﬁzo (2.5.5)
elde edilir. Kismi integrasyon yontemi uygulanirsa
(b—x)f / f(t) dt—l—— (b—1z)*>0 (2.5.6)

bulunur. (2.5.4) ve (2.5.6) taraf tarafa toplanirsa

[(x —a)* + (z — b)?] (2.5.7)

M
(b—a)
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elde edilir. Diger taraftan (2.5.3) ve (2.5.5) esitsizliklerinden

/ (- a)(f (1) + M)+ [ == £ 0= 0

ve buradan

f(x) b—a/f dt§2b_a)[(:p—a)2+(x—b)2] (2.5.8)

elde edilir. (2.5.7) ve (2.5.8) esitsizliklerinden

b
) - [ o] < M- 0+ -y (25.9)
yazilabilir.

(x —a)* + (x —b)? =2(b—a)?

esitsizligi (2.5.9) esitsizliginde yerine yazilirsa istenen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir

22].

Esitsizligin sag tarafindaki 1 sabiti elde edilebilecek en kiiciik sabit olup = =

a+b
4 2

degeri
icin elde edilir. Anastassiou 1995 yilinda bu esitsizligin alternatif bir ispatini vermistir

[4]-

Literatiirde Cauchy-Schwarz esitsizligi veya Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi olarak

bilinen esitsizlik su sekildedir:

Teorem 2.5.4 (Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky Esitsizligi): f,g : [a,0] — R inte-
grallenebilen iki fonksiyon ve A € R olsun. Her ¢ € [a, b] igin

/at F)da = )\/atg(:c)d:c
(/ bf(w)g(w)dx)2 <(/ b[f(x)]zdw) (/ b[g(w)JQdas)

esitsizligine Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi denir [60].

iligkisi mevcut ise

Aslinda, Cauchy 1821 yilinda “Course d’Analyse Algébrique” isimli eserinde bu esitsizligin
toplam versiyonunu vermistir. Paris’te Cauchy ile ¢aligma firsatin1 bulan ve Cauchy’'nin
caligmalarina agina olan Bunyakovsky 1859 yilinda “Mémoire” isimli dergide bu esitsizligin
yukarida gosterilen integral formunu vermistir. Minimal ytizeyler iizerine ¢aligmalar ya-

pan Alman matematik¢i Schwarz 1885 yilinda bu esitsizligin iki kath integral formunu
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vermigtir. Bunyakovsky’'nin eseri fransizca basildigi icin ¢ogu Avrupa iilkesinde bilin-
memesi ve Hardy ile Littlewood'un 1920 yilina ait bir caligmasinda bu eserin cebirsel
versiyonu i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi tabirini kullanmasi esitsizligin ismi konusunda

bir karmasaya yol a¢migtir [62] .

1889 yilinda Alman matematik¢i Otto Holder kendi adi ile anilan agagidaki egitsizligi elde
etmistir. Cauchy-Schwarz esitsizliginin genel bir hali olan bu esitsizliginin integral versiy-

onu su sekildedir:

Teorem 2.5.5 (integraller icin Holder Esitsizligi):
p>1ve %+é = 1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda taniml ve integrallenebilen iki fonksiyon

olsun. |f[? ve |g|%, [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

/ @)l < (/ b If(fv)|”dx)% (/ b |g<x>|qda:)%
4.

esitsizligi saglanir [4
Holder esitsizliginin bir sonucu olan ve daha iyi sonuclar elde etmek i¢in kullanilan Power
Mean esitsizligi asagidaki gibidir.

Sonug 2.5.1 f ve g, [a,b] arahginda tanimh ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.

q>1,|f] ve |g|% [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

[ 1w < ([ |f(:c)ldx)1; (f |f(:c)||g(:c)|"d:c);

esitsizligi gegerlidir.

2.5.3 Chebyshev ve Griiss Esitsizlikleri

Chebyshev’in 1883 yilinda Han’kovshov Universitesi'ne gonderdigi calismada bir cok 6zgiin
esitsizlik bulunmaktadir [23]. Universite komitesi bu ¢calismadan ok etkilenmis ve normalde
1883 basiminda olmasi gereken bu caligmay1 1882 yilinin son sayisina eklemistir. Bir dizi

esitsizlik ve ispatlarinin bulundugu bu ¢aligmadaki ilk esitsizlik su sekildedir:

Teorem 2.5.6 f, g ve p fonksiyonlar [a, b] araliginda integrallenebilir, f ve g senkronize

fonksiyonlar ve p fonksiyonu pozitif degerli olsun. O halde

/abp(:c)d:c /abp(x)f(:c)g(:c)d:c < /abp(a:)f(x)dx /abp(qj)g(x)dx

18



esitsizligi gecerlidir [12].
Literatiirde Chebyshev Esgitsizligi olarak bilinen egitsizlik yukaridaki esitsizlikte p(x) = 1
alinmasiyla elde edilen esitsizliktir ve agagidaki gibi ifade edilir:

Teorem 2.5.7 ( Chebyshev Esitsizligi): f ve g fonksiyonlar1 integrallenebilir ve senkro-

nize fonksiyonlar olsun. O halde

/f

esitsizligi gecerlidir. Eger f ve g farkli monotonluga sahip ise esitsizlik yon degistirir. f

b
x) dx/ g(x)dx, (2.5.10)

ve g fonksiyonlar1 sabit ise egitlik saglanir [11].

Ispat. f ve g, senkronize fonksiyonlar oldugundan

(f(x) = f(y)(g(x) —g(y)) >0

yazilabilir. Iki tarafin cift kath integrali alimrsa

/ / (F(2) — F)(g(x) — g(y))dady > 0

f(z zdy b bf y)dzdy
/ab/ab g(z)dad +/
/ab/abf(x) da;dy+/b bf z)dzdy

b
[ s [
—a —a

> / 1) ( / ()dy) we | bf(y) ( / bg(az)daz) dy

elde edilir. Boylece

b_a/ f(2)g(x)de > 2 <ﬁ /abf(x)daz) (ﬁ /abg@)dx)

bulunur. Son ifadeden istenen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

elde edilir. Buradan

ve devaminda

Bu esitsizligin sag tarafi sol tarafa atilirsa, T'(f, g) ile gosterilen
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/f dt——/f dt— g(t)dt

ifadesi elde edilir. Bu e§1thge Chebyshev fonksiyoneli denir.
Chebyshev esitsizliginden dolay1

T(f,g9) >0

oldugu agiktir.

1935 yilinda Griiss, Chebyshev fonksiyoneline ait sinir degerleri icin agagidaki esitsizligi
elde etmistir. Bu esitsizlik iki fonksiyonun carpiminin ortalamasi ile ortalamalarinin

carpimi arasindaki fark ile ilgilidir.

Teorem 2.5.8 ( Griiss Esitsizligi):
f ve g fonksiyonlar [a, b] araliginda integrallenebilen ve her z € [a,b] i¢cin m < f < M ve

p < g < P gartlarini saglayan iki fonksiyon olsun. O halde

/f dt——/f £ dt <t>dt‘si<@—¢><r—v>

esitsizligini gegerlidir [27].

ispat.
H(z,y) = (f(z) = f(y))(g(x) — g(y))

fonksiyonu tamimlansin. Bu fonksiyonun [a, b] araliginda = ve y degiskenleri igin her iki

tarafinin ¢ift kath integrali alinir ve diizenlemeler yapilirsa

/ab /abH(x,y)dxdy = 2(b—a) /ab(fg)(t)dt — 2/abf(t)dt /abg(t)dt

olur. Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky esitsizligi uygulanirsa

2

((b—a) /b(fg)(t)dt—/bf(t)dt/bg(t)dt) (2.5.11)
< (b—a / fA(t)dt — (/ f(t dt) ) <b—a)/abg2(t)dt— (/abg(t)dt)2>

elde edilir. Ayrica (M — f(t))(f( m) > 0ve (P —g(t))(g(t) — p) > 0 oldugundan

(b—a) / (M — F@O)(f(t) — m)dt > 0

ve

(b—a) / (P g(t)(g(t) — p)dt > 0
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olur. Diger taraftan f fonksiyonu i¢in

(M = f(2))(f(y) —m) + (M = f(y))(f(x) —m)
—(M = f(2))(f(x) =m) = (M = f(y))(f(y) —m)
= [@)+ [ y) - 2f () (y)

s  —

esitligi saglanir. Son esitligin her iki tarafinin [a,b] araliginda 6nce z igin daha sonra y

i¢cin integrali alinir diizenlenirse

oo fon- ([ ron)
_ (b—aM /f dt)(/f t)dt — b—a)

—(b—a) / (M — F(£)(f(t) —m)dt (25.12)

sonucu elde edilir. Benzer sekilde g fonksiyonu igin

v-a | gt - (/ bg(t)dt)
- (0-ar- | bg(t)dt) (/ gyt~ plt - o)

—(b—a) / (P g(t))(glt) — p)dt (2.5.13)

2

bulunur. (2.5.11), (2.5.12) ve (2.5.13) kullanilirsa

<b_a/f war— [ sout )) 25.14)
- 08) ([0
<(0-ar- [ o) ([ swa-»)

elde edilir. 7, sR i¢in 4rs < (r + s)? esitligi kullanilirsa

4 ((b )M — /ab f(t)dt) (/abf(t)dt - m) < ((b—a)(M —m))? (2.5.15)

1(0-ar- /abg@dt) (/abgu)dt—p) < (b-a)P-p) (2516

<

ve

bulunur. (2.5.14), (2.5.15) ve (2.5.16) kullanilirsa istenen sonug elde edilir ve ispat tamam-

lanir.
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Teorem 2.5.9 (I“Jggen Esitsizligi):
a ve b reel say1 olmak tizere

|a+b] < [a] + (0],
ve tiimevarim yoluyla
lay + ag + ... + ay| <lag| + |az| + ... + |ay,]
esitsizlikleri gegerlidir [44].

Teorem 2.5.10 (integraller icin Uggen Esitsizligi):

f, [a,b] arahginda siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

/a b f(x)dz

< [

esitsizligi gecerlidir [44].
Lemma 2.5.1 0 <a<1ve0<a<bign
a® = b < (b—a)”

esitsizligi saglanir [57].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri ile ilgili temel bilgiler ver-
ilecektir. Daha sonra, bu kesirli integraller yardimiyla Hermite-Hadamard , Hermite-
Hadamard-Fejer, Ostrowski, Chebyshev ve Griiss esitsizlikleri i¢in elde edilmis teorem
ve ispatlara yer verilmistir. Son olarak caligmalarimizda kullandigimiz uyumlu kesirli

integraller ve Katugampola kesirli integralleri hakkinda tanim ve 6zellikler verilmistir.

3.1 Riemann-Liouville Kesirli integralleri

Tamim 3.1.1 f € L[a,b] ve @ > 0 olsun. Bu durumda sirasiyla o mertebeden sol tarafli

ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri

Je, f(x) = ﬁ /j(x 0o (dt, x> a (3.1.1)
J f(x) = ﬁ/ (t—a2)* ' ft)dt, x<b (3.1.2)

seklinde tanimlanir.
Eger o = 1 secilirse Riemann-Liouville kesirli integrali klasik integrale dontisiir. Ayrica

a=0ic¢in JO f(z) = J) f(z) = f(z) dir [60].

Tez boyunca
JUf(x) = Jg\ f(x)

olarak kabul edilecektir.

Ayrica, o mertebeden sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli tiirevleri, o €

C (Re(a) > 0) oyleki [Re(a)], Re(«)’ min tam degeri olmak tizere

Dpn@ = (1) GEene) (3.1

_ 1 <%)/(Ldt (n = [Re(a)] + 1: « > a)

I'(n—a) x —t)e—ntl

ve

D) = (1) GEnw (3.1.4)

_ 1 d\" [*__f®) _ .
= o <_%) /m mdt (n=[Re(a)] +1; z <b)
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seklinde tanimlanir. Sarikaya ve arkadaslart Riemann-Liouville kesirli integralleri yardi-
miyla konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligini agagidaki gibi elde etmisler-

dir.

Teorem 3.1.1 a < b olmak iizere f : [a,b] — R bir fonksiyon ve f € L[a,b] olsun. Bu

takdirde f fonksiyonu [a, b] lizerinde konveks ise

1(%52) = gz s g gty < LT g

esitsizligi a > 0 i¢in gegerlidir [61]. Burada o = 1 olarak secildiginde esitsizligin klasik in-
tegraller yardimi ile elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligine dontigtiigi acikca goriilmek-
tedir. Chen, Riemann-Liouvelle kesirli integrallerini kullanarak Hermite-Hadamard esitsizli-

ginin daha genel bir sonucunu agagidaki gibi vermistir.

Teorem 3.1.2 a < b olmak tizere f : [a,b] — R ikinci mertebeden diferansiyellenebilen
pozitif fonksiyon ve f € Li[a,b] olsun . Eger f", [a,b] araliginda smirh, m = inf,euy f(2),
M = supye(q () ve a > 0 ise

a+b

ﬂ£?$glj_C%?_qﬁﬂw-aw4+@—xw”wx

Fa+1), . " a+b
S W[Ja+f(b) + ‘]b_f(a’)] - f ( 2 )

Mo GT-H) a—|—b 2 a—1 a—1
< e () (mo et
— Mo GT-H) a—1 a—1
Tomar ], (¢ 0= o= a ™ b0
Ta+1). . . fla) + f(b)
S gl O+ I fle) - T

< g | @bl =0+ =)

esitsizlikleri gegerlidir [13].

Teorem 3.1.3 a < bolmak iizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilen pozitif bir fonksiyon,

a>0ve f € Lyi[a,b] olsun. Eger her z € [a, %] i¢in f'(a +b— ) > f'(z) ise

f(a) + [ (b)
2

F(“57) = 5 0+ )] <

esitsizligi saglamr [13] .
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Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili agagidaki sonuclar Xiang tarafindan elde edilmigtir.

Lemma 3.1.1 f: [a,b] — R fonksiyonu konveks ve h fonksiyonu

o=t 2 ()

seklinde tanimlanmig olsun. O halde A(t) fonksiyonu konveks ve [0, b— a] araliginda artan

ise her t € [0,b — a] igin

(258) <ay < L0010

esitsizligi gecerlidir [68].

Teorem 3.1.4 a < b olmak tizere f : [a,b] — R pozitif degerli bir fonksiyon ve f €

Lq[a,b] olsun. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks, a > 0 ve

WH(t) = ﬁ/ f <t$—|— (1-— t)a;b) ((b —2)* 4 (z— a>a71) do

bigiminde tanmimlanan W H fonksiyonu [0, 1] araliginda monoton artan ise

f (“;b) — WH(0) < WH(t) < WH(1)

_ Pla+1) ., o
- 2(b _ CL)O‘ [Ja+f<b) + Jb—f<a>]7
esitsizligi gecerlidir [68].

Teorem 3.1.5 f fonksiyonu Teorem 3.1.4’deki gibi tanimlanan bir fonksiyon, o > 0 ve

WP, [0,1] araliginda

W P(t)

St L) () ()
(5 (B () )

seklinde tanimlanan konveks, monoton artan ise

75((1)04_23 [Jas f(b) + Sy fla)] = WP(0) <WP(t) < WP(1)
_ fla)+ f(b)
SR

esitsizligi gecerlidir[68].
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Iscan 2015 yilinda Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla Hermite-Hadamard-

Fejer esitsizligi ile ilgili asagidaki esitlik ve esitsizlikleri elde etti.

Teorem 3.1.6 a < b olmak tizere f : [a,b] — R konveks fonksiyon, o > 0 ve f € L[a,b]
olsun. Eger g : [a,b] — R negatif olmayan integrallenebilen ve (a + b)/2 noktasina gore

simetrik bir fonksiyon ise

F(*57) Do+ 5] < FRUDO + 5 (o))
< M (S g(b) + Ji_g(a)]

esitsizligi elde edilir [33].

Lemma 3.1.2 a < b olmak {iizere f : [a,b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyel-
lenebilen bir fonksiyon, a > 0 ve f € L[a,b] olsun. Eger g : [a,b] — R integrallenebilen

ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik bir fonksiyon ise

(f(a)+f(b)
2

- w5/ b [ / (b sy g(s)ds — / (s~ ayg(s)ds] £ (0t

esitligi gegerlidir [33].

) (72, g(8) + I g(a)] — [0 (F9)(8) + T2 (Fa)(@)]

Teorem 3.1.7 f : I C R — R fonksiyonu /° kiimesinde diferansiyellenebilen bir fonk-
siyon, a < b, a > 0 ve f € Lla,b] olsun. |f'| fonksiyonu [a, ] araligimida konveks ve

g : la,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a + b)/2 noktasma gore simetrik bir fonksiyon ise

‘ (M) [J29(b) + J5g(a)] — [J5. (F9) (D) + T3 (fg)(a)]

(b—a)** gl 1 : ,
(a+ DI(a+1) <1 - 27) [1f (@) + 1 (0)]]

esitsizligi gecerlidir [33].

Teorem 3.1.8 f: [ C R — R fonksiyonu /° kiimesinde diferansiyellenebilen bir fonksi-
yon, a < b, a > 0 ve f € L[a,b] olsun. |f'|%, ¢ > 1 fonksiyonu [a,b] araligimida konveks

ve g : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik bir fonksiyon ise

' (1) [0+ 5 @) - 200 + 5 (F0)a)] ]

2(b — @)™+ gl 1Y (1F @)+ |f )]\
(b—a)Vi(a+ DI (a+1) (1_ z_a) ( 2 )

esitsizligi gecerlidir [33].
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Teorem 3.1.9 f: [ C R — R fonksiyonu /° kiimesinde diferansiyellenebilen bir fonksi-
yon, a < b ve f € L[a,b] olsun. |f'|9 ¢ > 1, 1/p+ 1/q = 1 fonksiyonu [a, b] araligimida
konveks ve ¢ : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik bir

fonksiyon ise

(1) a > 0 ise
Kﬂﬂgﬂﬁ)mw@+ﬁmmﬂ—mumw»hmumww
2 (b— ) gl (LY (LF @I+ 1F BT
(mH%V”Na+U(1_§O ( 2 )

(17) 0 < a < 1 ise
Kﬂﬂgﬁﬁ)mw@+ﬁmmﬂ—mumw»hmumww

(b= a)* gl (\f/(a)\qﬂf/(b)\q)”q
(ap + 1)V (o + 1) 7

esitsizlikleri elde edilir [33].

Set ve arkadaglar1 (2015) Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi ile ilgili agagidaki sonuglar:

elde etmistir.

Teorem 3.1.10 f : I — R fonksiyonu I° kiimesinde tanimli diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, f* € L[a,b], g : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon, ||g||a,,00 = SUD (a4 |9(7)]

ve a > 0 olsun. Eger |f'| [a, b] araliginda konveks ise

£S5 sy 9(0) + T, (0
/()] |

|- (@) + Joagay (f9) )
& |

(b= a)**glla.p).00

Tl Ty (@] 1 ) (3.1.6)

esitsizligi elde edilir [63].

Teorem 3.1.11 f : I — R fonksiyonu I° kiimesinde tanimli diferansiyellenebilen bir

fonksiyon, a < b, f' € L[a,b], g : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon, ||g|{a,5,co = SUD,e(a4) [9(7)]
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ve o > 0 olsun. Eger |f']9, ¢ > 1 fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

(M50 [y o0+ Ty 000

oy (F9)(@) + T (f9) )
| |

(b — a)* | gllja,p1,00
2147 (o + 1) (o + 2) V4T (o + 1)

x {((a + DI @+ 1f O+ (1 f (@ + (a+DIF Y] (3.1.7)

esitsizligi gecerlidir [63].

Teorem 3.1.12 f : [ — R fonksiyonu I° kiimesinde tanimli diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, f' € L[a,b], g : [a,b] — R siirekli, bir fonksiyon, ||g||ap,0c0 = SUDe(a4) [9(7)]
ve a > 0 olsun. Eger |f'|7, 1/p+ 1/q = 1 fonksiyonu [a, b] arahginda konveks ise

(“50) [y 9(0) + T 000)

—{ (azey-(fg)(a) + f‘aTH)+(fg)(b)] (3.1.8)

(b —a)* glla,p1,00
gotlH] a(ap+ DHVPT(a+ 1)
esitsizligi gecerlidir [63].

[(3|f'(a)|" L ODY+ (1 @]+ 31f (b)) /1

Set (2012), s-konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla

asagidaki Ostrowski tipli esitsizlikleri elde etmistir.

Lemma 3.1.3 a < b olmak {izere f : [a,b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyel-

]
lenebilen bir fonksiyon olsun. Eger ' € L|a, b] ise her x € [a,b] ve o > 0 icin

((:1: — a)ZirC(Lb - x)“) flz) — %Uﬁ_ﬂa) + I f(D)] (3.1.9)
_ (@—a b—_af“ /0 (b (L D)+ % /O e (1 e

esitligi gegerlidir [64].

Teorem 3.1.13 a < b olmak iizere f : [a,b] C [0,00) — R fonksiyonu (a,b) araliginda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, a > 0 ve f € L[a,b] olsun. Eger |f'| fonksiyonu
s € [0,1) icin [a, b] arahiginda ikinci anlamda s-konveks ve her x € [a,b] icin |f (z)] < M

ise

(=R o) - S s+ a2 0]

< K(HF(O‘“)NS;U) {( )a+1+(:c—b)o‘+1}

~ b—a Ia+s+ a+s+1
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esitsizligi gecerlidir [64].

Teorem 3.1.14 a < b olmak fiizere f : [a,b] C [0,00) — R fonksiyonu (a,b) arahiginda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, o > 0 ve f € Lla,b] olsun. Eger |f'|? fonksiyonu
s €0,1), ¢ >1,1/p+1/q = 1 igin [a,b] araliginda ikinci anlamda s-konveks ve her
x € [a,b] igin | f'(z)| < M ise

] ((x e x)a) f@) - %wﬂa) i mf(b)J]

e () [

(I+pa)l/p \s+1 b—a

esitsizligi gecerlidir [64].

Teorem 3.1.15 a < b olmak iizere f : [a,b] C [0,00) — R fonksiyonu (a,b) araliginda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, o > 0 ve f € Lla,b] olsun. Eger |f'|? fonksiyonu
s € [0,1), ¢ > 1, i¢in [a,b] araliginda ikinci anlamda s-konveks ve her = € [a,b] igin

I (2)] < M ise

] ((x e x)a) f@) - %wﬂa) i mf(b)J]

1-1/q 1/q
< M 1 71
- 1+« a+s+1

(D) et

esitsizligi gecerlidir [64].

Teorem 3.1.16 a < b olmak iizere f : [a,b] C [0,00) — R fonksiyonu (a,b) araliginda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon, o > 0 ve f € Lla,b] olsun. Eger |f'|? fonksiyonu
s €10,1), ¢ > 1, 1/p+1/q = 1 igin [a,b] arahginda ikinci anlamda s-konveks ve her
x € [a,b] igin | f'(z)| < M ise

(=)t

(5o

5 fa) + J§‘+f(b)]’

i +£§I}’éib- 3o 4 (bS)H

esitsizligi elde edilir [64].

a+1

Belarbi ve Dahmani (2009), Riemann-Liouville kesirli integrallerini kullanarak ayni mono-

tonluga sahip fonksiyonlar icin agagidaki Chebyshev tipli esitsizlikler elde etmislerdir.
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Teorem 3.1.17 f ve g, [0,00) arahiginda senkronize fonksiyonlar olsun. O halde her

t>0vea>0ign
['(a+1)

T f9)(t) 2 —— T f (1) °g(t) (3.1.10)

esitsizligi gegerlidir [9].

Teorem 3.1.18 f ve g, [0,00) araliginda senkronize fonksiyonlar olsun. O halde her

t>0,a>0ve>0igin

te th
————J(fg)(t) + =——=T(fg)(t) > J*F ()T g(t) + TP f(t)T%g(t 3.1.11
a0+ F YD) 2 P EO )+ () (311
esitsizligi elde edilir [9].
Teorem 3.1.19 i = 1,2,...,n olmak iizere f; fonksiyonlar1 [0,00) araliginda artan ve

pozitif fonksiyonlar olsun. O halde her ¢ > 0 ve o > 0 igin

Je (H fi> () = (7o) ] 750 (3.1.12)

esitsizligi gegerlidir [9].

Teorem 3.1.20 f fonksiyonu [0, 0o) araliginda tanimh artan ve g fonksiyonu aym aralikta
tamimli diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun. Eger m := inf,;so ¢ (t) ise her t > 0 ve

a > 0 igin

J(f9)(&) = (J ()T F (O T°9(8) = = J*f(8) + mI*(¢f(2) (3.1.13)
esitsizligi gegerlidir [9].
Dahmani ve arkadaglar1 (2016) senkronize olmayan fonksiyonlar i¢in asagidaki Chebyshev
esitsizligini elde etmiglerdir.

Teorem 3.1.21 f ve g fonksiyonlar1 L.[a,b] uzayinda iki fonksiyon olsun. Her o > 1,

t,x € (a,b] ve t < x < bigin

(70 [ 19as) (=090 - - [ o= gtepas) 20

esitsizligi saglansin. O halde

1

r—a

st (5 [ o) (o) e

r —a r—a

esitsizligi gecerlidir [19].
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Dahmani ve arkadaglar1 (2010), Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla Griiss

esitsizligi ile ilgili agasidaki sonuclar1 vermistir.
Teorem 3.1.22 f ve g fonksiyonlar [0, 00) araliginda

m< fle) <M, p<glx)<P, m,MpPeR x¢€la,b (3.1.15)
sartini saglayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. O halde her ¢ > 0, a > 0 igin

a0 = 10790 < (5 ) GT-mP-p L1

esitsizligi gecerlidir [16].

Teorem 3.1.23 f ve g [0,00) arahginda (3.1.15) sartin1 saglayan iki fonksiyon olsun. O
halde her t > 0, a >0, > 0 igin

te 8 N . . 2
(m TP fg(t) + WJ fg@t) = Jof@)JPg(t) — TP f(t)J g(t))

< (s ) (0
(P10t (g -0)]

[t 1) (0t

|

e th
+( Jf(t) - P — JPf(
(710 ria ;) (Prresy ~00)
esitsizligi gecerlidir [16].

(3.1.17)

Iscan ve Wu (2014), Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla harmonik konveks

fonksiyonlar i¢in asagidaki Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri elde etmistir. Bu sonuclarda

' _ablb—a) M= (1-1)] . ab
I(g:ev.0,0) = == /0 (ta+(1—t)b)2f (ta+(1—t)b) dt

gosterimi kullanilmigtir.

Teorem 3.1.24 f : I C (0,00) = R, a < b ve a,b € [ f € L[a,b] sartim saglayan

bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda harmonik konveks fonksiyon ve
g(x) =1/z ise
2ab C(a+1) [ ab \“ . N
1(25) = T () Gt (eam + T ea/a)

a+b
fla)+ f(b)
2

< (3.1.18)
esitsizligi elde edilir [32].
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Teorem 3.1.25 f : [ C (0,00) — R, I° kiimesinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € I°, a < b, f € Lla,b] olsun. Eger |f'|%, ¢ > 1 [a,b] arahgnda harmonik konveks

fonksiyon ise

|14(g; v, a,b)]

WO~ /10, a,) (Caler . B)IF (1) + Chfara B} (a)f)

<
- 2

esitsizligi gecerlidir. Burada

o
Ci(a,a,b) = ab+1 _2F1(2,1;a+2,1—%)+2F1(2,a+1;a+2,1—%)],
Co(a,a,b) = [ JF(2,2a43,1— )+ WF (2, 0+ 2 a+3 1—9)]
@ at2|ar1PEsaTaITy aTsaTe LTy
Cs(a,a,b) = b (231 - Y R at lats 1—9)]
@ P e e e O e A %

seklindedir [32].

Teorem 3.1.26 f : [ C (0,00) — R, I° kiimesinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € I°, a < b, f € Lla,b] olsun. Eger |f|?, ¢ > 1 [a,b] ve 0 < o < 1 araliginda

harmonik konveks fonksiyon ise

14(g; v, a,b)]

WO 6140, 0,8) (Cafer. .| (D) + Cyfe,a Bl (@)

esitsizligi elde edilir. Burada

b_2

a a
= Fi(2 1; 2,1——+ —oF1(2,1; 2,1——+
CI(OZ,CL,Z)) OZ+1[2 1( ya+ Lo+ 2, b)_'_ 2 1(7 ;o 2, b)
1 a
+2F1(2, Lo+ 2,5 (1= )]
b2 1 a 1 a
C b) = Fp(2 2; 3,1 ——) — ——2F1(2,2; 3,1 ——+
2(0[,(1,) O[+2[(I+12 1(,0["‘ ;o o, b) O[+12 1(7 ; Qe+ 9, b)
1 1 a
— o F1(2,2; 3, =(1 -~
+2<&+1)2 1(7 7a+ 72( b))]
Cy(a, a, b) b LRa+lats1-9 - REats1—Y)
a, a = (67 ,Q - =)= e’ - =
3\& Wy Oé—|—221 ) ) ) b 281 (4, 4 ) b

1
T2 a3, 51— )]
2 b
seklindedir [32].

Teorem 3.1.27 f : [ C (0,00) — R, I° kiimesinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € 1° a < b, f € Lla,b] olsun. Eger [f|9, ¢ >1,1/p+1/g=1[a,b] ve 0 < a <1
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araliginda harmonik konveks fonksiyon ise

|1¢(g; v a,b)]
/ / 1
ab—a) (1 N (1F O+ (@)
- 2b ap +1 2
< [2R72p ap+2,1- 3) 4+ 2 (2p,0p + Liap+2,1- 7)

esitsizligi elde edilir [32].

Teorem 3.1.28 f : [ C (0,00) — R, I° kiimesinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € I° a <b, f € L[a,b] olsun. Eger |f'|7, ¢ > 1, 1/p+1/q = 1 icin [a,b] araliginda

harmonik konveks fonksiyon ise

15(g:0,0,0)] o o
O e (Sh) " (L0

<
= 2(ab)l-l/p 2 ap+1 2

- _11/(2p-2)
p2p-1_g2p 1} (2p — 2)-logaritmik ortala-

esitsizligi elde edilir. Burada Lo, o(a,b) = [m

masidir [32].

Teorem 3.1.29 f : I C (0,00) — R, I° kiimesinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € I° a < b, f € L[a,b] olsun. Eger |f|9, ¢ >1,1/p+1/¢g=1[a,b) ve 0 < a <1

araliginda harmonik konveks fonksiyon ise

|1;(g; v, a, b))

a(b—a) 1 e
<
- 2b ap+1

' ' 1/
) <2F1<2q,2;3,1— DO+ 2F1(20,1:3.1 - §)If <a>|q> q

2

esitsizligi elde edilir [32].

Ozdemir ve Yildiz (2013), quasi-konveks fonksiyonlar igin agsagidaki Hermite-Hadamard

tipli esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 3.1.30 0 < a < b olmak tizere f : [a,b] — R pozitif degerli bir fonksiyon ve

f € Li|a,b] olsun. Eger f fonksiyonu [a, b] arahginda quasi-konveks ve o > 0 ise

IMNa+1)

20— e e/ () + S f(@)] < max{f(a), ()} (3.1.19)

esitsizligi elde edilir [51].
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Teorem 3.1.31 a < b olmak tizere f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda diferan-
siyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |f’| fonksiyonu [a, b] araliginda quasi-konveks ve

a > 0 ise

)f(a) IO Tt e vy 4 e )

2 C2(b—a)e
b—a
a+1

<

(1 _ 2%) max{ f'(a), £'(b)} (3.1.20)

esitsizligi gecerlidir [51].

Teorem 3.1.32 f : [a,b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonk-
siyon ve f’ € Ly]a,b] olsun. Eger |f’|?, [a, b] arahginda quasi-konveks, i+% =1, aecl01]

ve p > 1 ise

‘f(a)*-f(b)__ Pla+1)
2 2(b—a)~

b-a 1 ! a | ¢r(p)lavL/e
Sap T (1 - 2—) (max{|f'(a)|%, |f'(5)|}) (3.1.21)

[Jay f(b) + T f(a)]

esitsizligi gecerlidir [51].

Teorem 3.1.33 f : [a,b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyellenebilen bir fonk-
siyon ve f" € Lq[a,b] olsun. Eger |f'|?, [a,b] araliginda quasi-konveks, ¢ > 1 ve o € [0, 1]

ise

IO S s )+ ()
b—a

<
- a+1

(1- 5¢) sl @In D (3.1.22)

esitsizligi elde edilir [51].

Dahmani ve arkadaglar1 (2011) Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla tiirevleri

L, uzaylarina ait fonksiyonlar i¢in asagidaki Chebyshev esitsizliklerini elde etmislerdir.

Teorem 3.1.34 p, [0, 00) araliginda tanimh pozitif bir fonksiyon ve f ile g aym aralikta
tanimli iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger f € L,[0,00) ve ¢ € L,[0,00),

r>1vert+st=1isehert>0vea>0icn

2[J°p(t) " pfg(t) — Jpf(t)J py(t)
< Mol [ / (t = "7 = plp(rplp)drdp
bt

IA

esitsizligi gecerlidir [18].
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Teorem 3.1.35 p, [0, 00) araliginda tanimh pozitif bir fonksiyon ve f ile g aym aralikta
tamml iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger f € L,[0,00) ve ¢ € L,[0, 00),
r>1lver'+st=1isehert>0,a>0vef>0icn

| Jp(t) ] pfa(t) + Jp(t) I pfg(t) — Jopf (t) ] pg(t) — Jopf ()] pg(t)]
LA e [ [ e = = ol lplolar
< Hf H Hg H tJp(t)J p(t)

esitsizligi gecerlidir [17].

Dahmani (2011) Riemann-liouville kesirli integralleri yardimiyla tiirevleri L., uzaylarina

ait fonksiyonlar i¢in asagidaki Chebyshev esitsizliklerini elde etmislerdir.

Teorem 3.1.36 p, [0, 00) araliginda tanimli pozitif bir fonksiyon ve f ile g senkronize ve

diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Eger f',¢" € Loo[0, 00) ise her t > 0 ve a > 0 icin
0 < J%()Jpfy(t) = Jopf(t)J"py(t)
< 1 Moollg Ml [Tp(0) T2 Ep(8) = (T*tp(t))?]
esitsizligi gecerlidir [18].
Teorem 3.1.37 p, [0, 00) araliginda tamimli pozitif bir fonksiyon ve f ile g senkronize ve

diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Eger f',g" € Lu[0, 00) ise her t > 0, a > 0 ve f3

icin

o
IA

Jop(t) T pfg(t) + J7p(t)J pfa(t) — J*pf(t) I pg(t) — J°pf(t)J*pg(t)
< N F Nsollg lloo [Top() TP E2p(t) — 2(Ttp())(JPtp(t)) + JPp(t) J*tp(t)]

esitsizligi gecerlidir[18].

3.2 Erdelyi-Kober, Hadamard, Liouville ve Weyl Kesirli
Integralleri

1892 yilinda Hadamard tarafindan tanimlanan kesirli integralleri su sekildedir:

Tamim 3.2.1 (a,b) (—o0 < a < b < 00) araligl RT yar1 ekseninde sinirh veya simirsiz
bir aralik olsun. Ayrica Re(a) > 0, 0 € Rt ve n € C olsun. « € C ve Re(a) > 0 igin
f € L(a,b) ise

(HS, f) (x) == ﬁ / (1og f)al @ dt (a<z<b) (3.2.1)



ve
1 t

(Hp f) (z) == @/x (log ;) : @ dt (a <z <b) (3.2.2)

kesirli integraline sirasiyla sol tarafli ve sag tarafli Hadamard kesirli integralleri denir

(41, 54].

Chincane ve Pachpatte Hadamard kesirli integralleri icin agagidaki Chebyshev integral-

lerini elde etmistir.

Teorem 3.2.1 f ve g fonksiyonlar1 [0,00) arahiginda senkronize fonksiyonlar olsun. O

halde her o« > 0 ve ¢ > 0 olmak lzere

Dii(fg)(t) = NI (uDiff(t) (uDifg(t)) (3.2.3)
esitsizligi saglanmir. Burada p D, f(t), Hadamard kesirli integralidir [15].

Teorem 3.2.2 f ve g fonksiyonlar1 [0,00) arahiginda senkronize fonksiyonlar olsun. O

halde her a > 0, f > 0 ve t > 0 olmak iizere

(lnt)ﬁ e (Int)™ _
a1 1 PO + g P ()

< uDiff(8) uDi g(t) + uDifg(t) nD7)f(t) (3.24)

esitsizligi saglanir. Burada zD;f f(t), Hadamard kesirli integralidir [15].

Teorem 3.2.3 (fi)i—12,3,. fonksiyonlar: [0, c0) araliginda pozitif degerli ve artan fonksi-

yonlar olsun. O halde her o > 0, ¢ > 0 i¢in

HDlt {Hfl } = HD1t 1 nH HD {f@ (3.2.5)

esitsizligi saglanir. Burada z D f(t), Hadamard kesirli integralidir [15].
1940 yilinda Erdelyi ve Kober, Riemann-Liouville kesirli integralini genellestirerek yeni
bir kesirli integral tanimi sunmustur [41].

Tamim 3.2.2 (a,b) (—oo < a < b < o0) araligit Rt yar1 ekseninde sinirhi veya sinirsiz bir

aralik olsun. Ayrica ®(a) >0, 0 € RT, ve n € C olsun. f € L(a,b) ve a € C i¢in

—o(atn) px (n+1)—
(I;X+gnf) (2) = er(a) n / (xi j ta)l—af(t) dt 0<a<z<b< o) (3.2.6)
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ve

(2

b— 0,1

ppon [ foli-a-n)-1
f) () := (o) /a o xa)l—af<t) dt (0<a<z<b<o0) (3.2.7)

kesirli integrallerine sirasiyla sol tarafli ve sag tarafli Erdelyi-Kober kesirli integralleri

denir [41].

Purohit ve Kalla Erdelyi-Kober kesirli integralleri i¢in agagidaki Chebyshev tipi egitsiz-

likleri elde etmistir.

Teorem 3.2.4 f ve g fonksiyonlar1 [0,00) arahiginda senkronize fonksiyonlar olsun. O

halde her « > 0, ¢ >0, 5 > 0 ve her n € R icin n > —1 olmak {izere

'l+a+n)

I3 0,90}y =2 =5

O T0) (328)
esitsizligi gecerlidir [56].

Teorem 3.2.5 f ve g fonksiyonlar [0,00) araliginda senkronize fonksiyonlar olsun. O

halde her « > 0,¢t >0, >0, > 0 ve her n,{ € R igin n > —1 ve { > 0 olmak iizere

Fl+a+mn) ., F14+04+0) pa
ng {f(t),g(t)} + Wlﬁ {f(®),q(t)}
> IO ()} + I {F ()} {g(t)} (3.2.9)

esitsizligi gecerlidir [56].

Teorem 3.2.6 (fi)i—123, fonksiyonlar: [0, 00) araliginda pozitif degerli ve artan fonksi-
yonlar olsun. O halde her « > 0, ¢ > 0, # > 0 ve her n € R i¢cin n > —1 olmak

uzere
n—1 n

v {Hf i(t)} - {WH [T () (3.2.10)

esitsizligi gecerlidir [56].

Liouville kesirli integrallerinin tanimi agsagidaki gibidir.

Tanim 3.2.3 a € C, R(a) > 0 ve reel degerli f fonksiyonu i¢in sol tarafli ve sag tarafli

Liouville kesirli integrali

(IS f) (z) == F<1 )/j( J0) —dt  (zeRY) (3.2.11)

a x —t)!

ve

(1°f) (2) == F(la) / N ; M0 4 (e rY)

seklinde tammlanir [41].
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Weyl kesirli integrallerinin tanimi su sekildedir.

Tanim 3.2.4 a € C, R(a) > 0 ve reel degerli f fonksiyonu i¢in sol tarafli ve sag tarafh

Weyl kesirli integrali

(WES) (2) = F<1a) /; @ f%)la dt (zeR") (3.2.12)

ve

(W' f) () = F(la) /OO 0 f() —dt (v €RY)

seklinde tanimlanir [65].

3.3 Uyumlu (conformable) Kesirli Integralleri

Bu bolimde uyumlu kesirli tiirev ve integraller ile ilgili baz1 temel kavram ve bilgiler
verilecektir. Ayrica uyumlu kesirli integraller yardimiyla elde edilen bazi sonuglar da
burada yer almaktadir. Khalil ve ark. (2014) tarafindan tanimlanan uyumlu kesirli tiirev

tanimi su sekildedir:
Tamim 3.3.1 (Uyumlu Kesirli Tiirev): f : [0,00) — R bir fonksiyon olsun. Her ¢t > 0
ve a € (0,1) i¢in f fonksiyonunun « mertebeden “uyumlu kesirli tiirevi”

To(F)(t) = lim LD = SO

e—0 £

ile tanimlanir [40].
Eger f fonksiyonu a > 0 olmak {izere bir (0,a) arahginda « diferensiyellenebilir ve
lim,_o+ f(®(¢) limiti varsa bu takdirde,

F(0) = lim f(t)

t—0t

seklinde tamimlanir. f nin a mertebeli uyumlu kesirli tiirevini gostermek icin bazen
T.(f)(t) yerine f(®)(t) yazlacaktir. Ayrica, o mertebeden uyumlu kesirli tiirev mev-
cutsa bu durumda f fonksiyonuna kisaca « diferensiyellenebilirdir denir. Bu tanimin bir

sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 3.3.1 Bir f : [0,00) — R fonksiyonu ¢, > 0 noktasimnda « € (0, 1) olmak {izere

« diferensiyellenebilir ise f fonksiyonu ¢, noktasinda siireklidir [40].

Teorem 3.3.2 « € (0,1] icin f ve g fonksiyonlar1 ¢ > 0 noktasinda « diferensiyellenebilir

olsun. Bu durumda
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i. Va,beRigin T,(af +bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.

ii. VpeRigin T,(t7) = ptP~®

iii. Tim f(¢) = A bi¢imindeki sabit fonksiyonlar igin 7, (\) = 0 dur.
iv. Tu(fg) = fTa(g) + gTa(f) dir.

v. To(f/g) = ZelDJTala) i,

g
vi. Ek olarak eger f diferensiyellenebilirse T,(f) = ¢'=*%(¢) dir [40].

Teorem 3.3.3 (Rolle Teoremi) o > 0 olmak tizere f : [a,b] — R fonksiyonu i¢in
i. [a,b] araliginda siirekli,

ii. a € (0,1) i¢in « diferensiyellenebilir,

i f(a) = £(0)

kosullar1 saglandigi takdirde f(®)(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir [40].

Teorem 3.3.4 (Ortalama Deger Teoremi) o > 0 olmak tizere f : [a,b] — R siirekli

ve baz1 o € (0, 1) i¢in « diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde

f(b) = f(a)

lpa — Lga
(e} (e}

@ e) =
olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir [40].

Tanim 3.3.2 f : [a,00) — R bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 i¢in f fonksiyonunun «

mertebeden sol tarafli uyumlu kesirli tiirevi

To(f)(t) = lim LEFEE =T = F(O)

e—0 £

olarak tanimlanir. Eger (a,b) araliginda (7% f)(t) mevcutsa (T2f)(a) = limy_,,+ (T2 f)(t)
olur [2].

Tanim 3.3.3 f : (—o0,b] — R bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 i¢in f fonksiyonunun «
mertebeli sag tarafli uyumlu kesirli tiirevi

CTL ) (1) = — i LEFEC =D = J()

e—0 g

olarak tammlanir. Eger (a,b) arahginda (°T,f)(t) mevcutsa (T, f)(b) = lim,_,- (*To f) (%)
olur. Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise
T(f)(t) = (t—a) = f (t) ve OTf)(t) = —(b—t)'~f(t) dir. Burada sabit fonksiyonunun

uyumlu kesirli tiirevinin sifir oldugu agiktir [2].
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Tamim 3.3.4 a € (n,n+1] ve f = a—nolsun. f: [a,00) — R fonksiyonun o mertebeli

sol tarafli uyumlu kesirli tirevi

(Taf)(t) = (T5 ™) (t)

olarak tanimlanir [2]. Béylece av mertebeli sol tarafli uyumlu kesirli tiirevin var olabilmesi

icin f fonksiyonunun n kez tiirevlenebilir olmasi1 gerekir.

Benzer olarak o € (n,n+ 1] ve f§ = a — n olsun. f : (—o00,b] — R fonksiyonunun «

mertebeli sag tarafli uyumlu kesirli tiirevi

(@TF)(E) = (1" GT ™) (1)

olarak verilir. Burada @ = n + 1 alimirsa § = 1 demektir, bu takdirde f’nin kesirli tiirevi
FOHD(#) olur. Ayrica n = 0 secilirse o € (0,1] ve 8 = a demektir, bu takdirde verilen

tanim onceki verilen tanima doniistr.
Tanim 3.3.5 0 < a < 1 olmak tizere a mertebeli sol tarafli uyumlu kesirli integral

150 = [ Fa)da(ea) = [ o= o) fla)ds

olarak tanimlanir.

Benzer olarak 0 < a < 1 olmak tizere o mertebeli sag tarafli uyumlu kesirli integral,

(L)) = / £ (£)dalb,z) = / (b— 2)*" f(x)ds
olarak tanimlanir [2].

Lemma 3.3.1 f : [a,00) — R siirekli bir fonksiyon ve 0 < o < 1 olsun. Bu takdirde
biitin ¢ > a i¢in
T f() = (1)
esitligi gegerlidir [2].
Lemma 3.3.2 f : (—o0,b] — R siirekli bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Bu takdirde
biitin ¢ < b i¢in
T, "L f(t) = f(t)

olur [2].
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Tamim 3.3.6 « € (n,n+ 1] ve § = a — n olsun. Bu takdirde f : [a,00) — R fonksi-
yonunun sirasiyla a mertebeli sol tarafli ve sag tarafli uyumlu kesirli integralleri

1)) = 7 [t =P @] = o [ (2o - ) @),

(TP = T 6= 07 50) = o [ == )* s

seklinde tanmmlanir [2].

Burada eger a = n + 1 olarak alimirsa, 6 =a —n =n+1—n = 1 olur. Boylece

IO = () 0 = [ (-2 f@)da

olur. Bu ise i

= [ s
olarak tanimlanan Cauchy formiilii yard1m1yl; f fonksiyonunun (a, t] araliginda n+ 1 kez
tekrarh integralidir [54].

a > 0 mertebeli sol Riemann-Liouville kesirli integralinin

(2 f)(t) = ﬁ / (t — 2)* f(x)da

olarak tamimlandigi goz oniine alimirsa o« =n+ 1, n =0,1,2... igin
(La)(t) = TR f (1)

Lemma 3.3.3 f : [a,00) — R bir fonksiyon, £ () siirekli ve o € (n,n -+ 1] olsun. Bu
takdirde her ¢ > a i¢in

TRILf() = f(1)
olur [2].

Lemma 3.3.4 f: (—o00,b] — R bir fonksiyon, f(™(t) siirekli ve o € (n,n + 1] olsun. Bu
takdirde her ¢ > a i¢in

bTa bjozf(t) = f(t)
olur [2].

Lemma 3.3.5 f: (a,b) — R diferensiyellenebilen bir fonksiyon, ve 0 < a < 1 olsun. Bu

takdirde her ¢ > a i¢in
LTRf() = f(t) — f(a)
olur [2].
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Teorem 3.3.5 (Zincir Kurali) a € (0,1] ve f,g : [a,00) — R (sol) « diferensiyel-
lenebilen fonksiyonlar olsun. h(t) = f(g(t)) olmak tizere biitiin ¢ # a ve g(t) # 0 i¢in h(t),

(sol) « diferensiyellenebilirdir ve

(Tah)(t) = (T2F)((0)-(Tig)(D)-9(2)""

seklindedir. Eger t = a ise

(Tah) () = lim (T2F)(a(0) (T29) (6).9(0)" "

t—at

olur [2].

3.4 Katugampola Kesirli integralleri

Bu boliimde Katugampola ve Genellestirilmis Katugampola kesirli integrallerinin tanim

ve Ozelliklerinden bahsedilecektir.

Katugampola 2010 yilinda Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integrallerini asagidaki

sekilde tek bir formda genellestiren bir kesirli integral tanimi vermistir.

Kesirli integral formiiliinii elde etmek icin n € N olmak {iizere reel p ve a > 0 alinirsa

"Ly f / drm / Pdry.. / ThdT,

n-kath integral formu yazilabilir. Iki kath integraller icin

/T{)dﬁ/ T’ f(T)dr = /Tpf<7')d7'/ ™dm

1 X
= P (:10erl — Tp+1)7'pf(7')d7'
p

yazilabilir. Bu ifadeden faydalanarak ti¢ kath integraller icin

/deﬁ/ 7'2”d7'2/ ™ f(r)dr = /Tpf dT/ dT1/ THdTs
a a a a 1

= 72(,0+ 0 /a (Pt — 7Pt 7P f(7)dT

bulunur. Bu adim n — 1 kez tekrar edilirse

—1
/ deﬁ/ Ydry.. / T f(1)dT,

ST 11> S AR e O
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yazilir. Buradan a ve p # —1 reel sayilar1 igin

i fe) = Y [ =y

kesirli integrali elde edilir.
Bu egitlikte p = 0 alinirsa Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir. L’hospital kural

kullanilarak p — —17 ic¢in limit alimirsa

(p‘+71)17a ! p+1 p+1\a—1_p
T /a (Pt — 7Pt f (1) dT

1 T p+1 p+1a*1
= —/ lim ro-r ° f(T)dT
Ia) J, p=-1+ p+1

i [ )

Hadamard kesirli integrali elde edilir [36].

Bu bilgiler ozetlenirse su tanim ve ozellik verilebilir.

Tanim 3.4.1 [a,b] C R smurh bir arahk, a < z < b ve p > 0 olsun. (a > 0) ve

f € XP(a,b) icin sol ve sag Katugampola kesirli integralleri

11—« T 1
T = s | e 0

(o) xP — tr)l-e

ve

seklindedir [36].

Teorem 3.4.1 “a >0 ve p > 0 olsun. x > a ise
L lim,y PI2, f(z) = J34 S (),
2. lim, o+ PZ3, f(x) = H, f(x)

ifadeleri gegerlidir.Benzer sonug sag Katugampola integralleri i¢inde elde edilir [36].

Sonug 3.4.1 Katugampola ve Erdelyi-Kober kesirli integral tanimlari birbirlerine benzer-
lik gostermelerine ragmen ayni degildirler. Ayrica, Hadamard kesirli integralleri Katugam-
pola kesirli integralleri tizerinden elde edilebiliyor. Ancak Erdelyi-Kober integralleri i¢in
bu miimkiin degildir. Ornek olarak f(x) = 2# alndiginda p~® faktorii kadar bir fark elde

edilir ki bu fark Hadamard kesirli integralinin elde edilmesi igin gereklidir [36].
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Katugampola, 2014 yilinda yukarida tanimlanan kesirli integral tanimindan faydalanarak

agagidaki Katugampola genellegtirilmig kesirli tiirev tanimini vermistir.

Tanim 3.4.2 a € C, Re(a) > 0ve p > O olsun. 0 < a < x < b < oo olmak iizere

integrallerin tanimli olmasi sartiyla

(Dep) = (2ra) OB

_ % (:&P%)n / ' (WTTIZ)(@T_)” dr (3.4.1)
(DENE = (1) B
_ % (-f‘ﬂ%)n /a ’ (TPTE_;{)S—)erdT (3.4.2)

ifadelerine genellegtirilmis Katugampola kesirli tiirevleri denir [36].

Katugampola kesirli integralleri ve tiirevleri agagidaki ozelliklere sahiptir.
Teorem 3.4.2 0 <a <1, p>0ve fe XFP(a,b) olsun. O halde

(D2, 72,) f(2) = f(2)
esitligi gegerlidir [36].

Teorem 3.4.3 o, € C, 0 < Re(a) <1ve 0 < Re(f) <1olsun. Eger 0 <a <b < oo
vel<p<ooisep>0vefeXP(a,b)igin

I T f = TS

ve

D3+ Df+f = Dgiﬁ
esitlikleri gegerlidir [36].

Teorem 3.4.4 o, € C ve 0 < Re(a) < Re(f) < 1 olsun. Eger 0 < a < b < oo ve
1<p<ooisep>0ve fe XP(a,b)icin

Dy T f = TE

ve

DY T f=T)Cf

esitlikleri gegerlidir [36].
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Teorem 3.4.5 a € C ve 0 < Re(a) < 1 olsun. Eger 0 < a <b<oovel <p < oo ise

p>0ve f,g € X(a,b) i¢in
Lo (f+9) =L [+ Tihg

ve

D2{+(f+g) = D2{+f+ D3+g

esitlikleri gegerlidir [36].
Katugampola kesirli integrallerinin kompleks sayilar kiimesine genigletilmis tanimi su
sekildedir:

Tamim 3.4.3 [a,b] (—o0 < a < b < o0) araligi R reel ekseninde sirh bir aralik, a € C

ve Re(a) > 0 olsun. Sol ve sag Katugampola kesirli integralleri

oo f(a) = L [ "t (e <a)

w0 — trylo

ve

T 1) = s [ e 0 (< 2)

r — xp)lfa

seklinde tammlanir [36].

3.4.1 Genellestirilmis Katugampola Kesirli integralleri

2016 yilinda Katugampola, literatiirde iyi bilinen Riemann-Liouville, Liouville, Hada-
mard, Weyl ve Katugampola kesirli integrallerini tek bir formda genelleyen asagidaki

tamimi vermistir.

Tanmim 3.44 0 < a <z < b < o0, p € XP(a,b), « € RT, ve 5, p,n, K € R olsun.

genellestirilmig Katugampola kesirli integralleri (sol tarafl ve sag tarafl )

1-Bp6  fz p(n+1)—1
pyo.p _pP T
( Ia+,n,n<P> (z) : Ia) /a ( )1_ag0(7') dr (3.4.3)

xrP — TP

ve

1-8,.0m b K+p—1
PP —F 7 / T d
(15ee) 0 ="y | o) dr

e

seklindedir [65].
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Genellestirilmis Katugampola Kesirli integrali I

B=a, k=0 B8=0, k=—pla+n)
Katugampola Kesirli Integrali Erdelyi-Kober Kesirli Integrali
p=1 p—0* =l
y ¥
Riemann-Liouville Kesirli Integrali Hadamard Kesirli Integral Riemann-Liouville Kesirli Integrali
a=—00 b= a=— b=
¥ ¥ ¥ ¥
Weyl Kesirli integrali Liouville Kesirli integrali Weyl Kesirli Integrali Liouville Kesirli integrali

Sekil 3.1: Genellestirilmis Kesirli Integraller

Sonug 3.4.2 Literatiirde iyi bilinen alt1 kesirli integral, (3.4.3)’de tanimlanan genellestiril-

mis kesirli integrallerin 6zel durumlaridir [37, 66]:

(i) (3.4.3)'de (7/x)? déntigiimii uygulanirsa

prplortn)

(1) (@) = S [ (=g p#0

Riemann-Liouville formu elde edilir. x = 0, n = 0 yazilir ve p — 1 igin limit alinirsa
(3.4.3) kesirli integrali Riemann-Liouville kesirli integraline indirgenir (3.1.1) [41,

p. 69].

(i) k = 0,7 =0, a =0 yazlir ve p — 1 i¢in limit alimirsa (3.4.3) kesirli integrali

Liouville kesirli integraline indirgenir (3.2.11) [41, p.79].

(iii) k =0, n =0, @ = —oo yazilir ve p — 1 i¢in limit alinirsa (3.4.3) kesirli integrali

Weyl kesirli integraline indirgenir (3.2.12) [65].

(iv) B =a, k =0, n =0 yazahr ve L'Hospital kural ile p — 0% i¢in limit alimirsa (3.4.3)
kesirli integrali Hadamard kesirli integraline indirgenir (3.2.1) [41, p. 110].

(v) 8 = 0ve k = —p(a +n) yazilirsa (3.4.3) kesirli integrali Erdélyi-Kober kesirli
integraline indirgenir (3.2.6) [41, p. 105].
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(vi) B =a, k=0 ven=0 yazilirsa (3.4.3) kesirli integrali Katugampola kesirli intrgra-
line indirgenir (3.4.1) [36].

Teorem 3.4.6 Katugampola genellestirilmis kesirli integralleri ile ilgili olarak asagidaki
ozellikler gegerlidir [39]:
i.

pI;Xjrﬁ,nﬁxp’Yf(x) = p]ngnJr'y,lif(x)a

L, 0 f(a) =PI (),

ii. ap >0, a1 + a3 > 0 veya ag < 0, ag > 0 veya oy < 0, a; + ag < 0 olmak tizere

b b + b +
Tt I  f () = IS (a),

B B _ +a2,61+8
p]g:lynllyinlp-[:fyn;wqa‘f(x) - plng7nii2 ' 2f(x)’

iii.

[0 (o) = [ ate) (1220 007)
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4. BULGULAR

Bu boliim kendi igerisinde iki alt boliime ayrilmistir. Ik boliimde uyumlu kesirli inte-
grallerle ilgili veni sonuclar verilmistir. Ikinci boliimde Katugampola kesirli integralleri

ile ilgili yeni sonuclar verilmigtir.

4.1 Uyumlu Kesirli integraller i(;in Esitsizlikler

Bu boliimde sirasiyla uyumlu kesirli inegraller yardimiyla elde edilen yeni Hermite-Hada-
mard, Hermite-Hadamard-Fejer, Ostrowski, Chebyshev ve Griiss tipli esitsizlikler sunul-

mustur.

4.1.1 Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Asagida, uyumlu kesirli integraller icin ilk 6nce Hermite-Hadamard esitsizligi ve son-

rasinda Hermite-Hadamard esitsizliginin genisletilmisi verilmistir.

Teorem 4.1.1 f : [a,b] — R bir fonksiyon, 0 < a < b, « € (n,n+ 1] ve f € Ly[a,b]

olsun. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise

1("37) = 55— s N + (@) < OO
esitsizligi gegerlidir.
ispat. ,y € [a,b] olsun. f fonksiyonu [a, b] aralgmda konveks oldugundan,
(25Y) L1
yazilabilir. = = ta + (1 — t)b ve y = (1 — t)a + tb almusa,
2f (“‘2”)) < f(ta+ (1 —t)b) + f((1 —t)a + tb) (4.1.2)

elde edilir. (4.1.2) esitsizliginin her iki tarafi %t"(l —t)* =L ile carpilir, ¢ parametresi igin
0, 1] araliginda integrali alimirsa ve Beta ile Gama fonksiyonlar1 yardimiyla elde edilen

F'(n+ 1o —n)
Fa+1)

1
/ t"(1—t)*"dt =B(n+1,a—n) =
0
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esitligi kullanilirsa

2 a+b [ N I N
= (1=t dt < = [ "1 =) f(ta+ (1 — t)b)dt
15 [ ra-n < = [ ra—n e - op
1 1
+ [ A=) (L - ta + th)dt
n! Jo
1 ("b—u,u—a., , du
- m a(b—a) (b—a,) f(u)a_b
1 fu—a, b—u, du
+ o a(b_a) (=) flu)g—

- 3 _la)a I8 F(b) +° I f(a)]

yazilir. Buradan da

a+b Fa+1) " b
F("57) = 55— s 180 +* Lo @)

elde edilir. Boylece (4.1.1) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmig olur.

f fonksiyonu konveks oldugundan

flta+ (1 =0)b) < tf(a)+(1—1)f(b)
f(A=ta+tb) < (1—1)f(a)+1f(b)

esitsizlikleri yazilabilir. Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
flta+ (1 =1)b) + f((1 —t)a+tb) < f(a) + f(b)

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafi 5t"(1 — t)*~"! ile ¢arpilir ve [0, 1] arahignda ¢

parametresine gore integrali alinirsa

[0S () +" I f(a)] < % i (1 =) [f(a) + f(b)]dt

B+ 10— n)[f(a) + (8]

I'(a—n)
m[f(a) + f(0)]

(b—a)

IN

IN

olur. Boylece

INa+1)

(b= a)*T(a —n) (L)) + (Laf)(a)] < f(a) + f()

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.1 Teorem 4.1.1’de, @ = n + 1 alimirsa (4.1.1) esitsizligi (3.1.5) esitsizligine in-

dirgenir ve f fonksiyonunun Teorem 3.1.1’de oldugu gibi pozitif olarak alinmasi gerekmez.
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Teorem 4.1.2 a < bolmak iizere f : [a,b] — R iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon,
a € (n,n+ 1] ve f € Lyila,b] olsun. Eger f fonksiyonu [a,b] arahgnda smirh, m =
infyefap f (1), M =sup;c,y f (t) ise

ml(a+ 1) T (a+b 2
2(b—a)*T'(av — n)n! /a < 2 x)
x[(b—2)"(x —a)* "' + (2 —a)"(b—2)* " !|dz

['(a+1) u b . fa+b
< oo+ Col- (YY) @
MT (o +1) = fa+b 2
S Sh—arla—nnl J, ( > x)
x[(b—2)"(x —a)* "' + (x —a)"(b—2)* " !|dz
—MT(a+1) E
2(b—a)*T (o — n)n! /a (z—a)b-2)
x[(b —(x)"(x)— a)* "t (2 —a)"(b— x)o‘_"zl])d:p "
MNa+1 " b Jla)+ f(b
T e (RO (R R)
< —mI(a + 1) /T(x—a)(b—x)

2(b—a)°T' (o — n)n!
x[(b—z)"(x —a)* " ' 4+ (x —a)"(b—2)* " !dx

esitsizlikleri gecerlidir.

ispat. Ilk olarak (4.1.3) esitsizligi kanitlanacaktir. Uyumlu kesirli integralin tanimindan
Ia+1)
2(b—a)*T' (o —n)

_ MNa+1) i b et
__2@—QWNa—m[ A(b )™ ( ) f(x)d

n!
1 b

n!

[18f () + "1af(a)]

+ (x—a)"(b—2)* """ f(z)dx]

2(b—a)*T'(a — n)n!
b
x / F@)(b - 2)" (& — )™+ (2 — a)"(b — 2)* " da
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ve buradanda

I(a+1) a b
i A0+ L o)
- 4(b — E§3F+(a1)— n)n! /a @)+ fla+b=o)
x[(b— )" (x —a)* " '+ (z —a)"(b—2)* " ]dz (4.1.5)
yazilabilir. Boylece
I'(a+1)

(2N ®) + CLaf)a)] - f ( - b)

2(b—a)*T' (o —n) 2

['(a+1)

= BT — / e+ s 2 (57
x[(b— 2)"(x — a)* " + (z — @) (b — 2)*"Ydz

elde edilir.

)| 0= s @ = oo o

f<x>+f<a+b—x>—2f(

ifadesi x = “TH”e gore simetrik oldugundan

= ara / s+ sy -2 (57
x[(b—2)"(x —a)* " '+ (z —a)"(b—2)* " dz

- et [ s -2 (0]
x[(b—2)"(x —a)* " '+ (z —a)"(b—2)* " dz

elde edilir. Buradan

Ma+1) “ b . fatb
oot + (L] - ()

B (o +1) = I R
~ 2(b—a)*T(a —n)n! /a {ﬂ )+ latb—a)=2f ( 2 )]
x[(b— )" (x —a)* " '+ (z —a)"(b—2)* " ]|dz (4.1.6)

yazilir.

flatb—z)—f (;b) = /+ f ()t

(7))o= T o,

ve
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oldugundan

a+b—x GT’H) ,
s+ faro—a -2 (“50) = [ fwa- [ roa

- / fla+b—t)dt — / f(t)at
a+b

= / [f(a+b—1t)— f(t)dt (4.1.7)
elde edilir.
, ) a+b—t .
Flatb=n=rw=[ " s

t e [a, ‘LTH’} icin

mla+b—2t) < fa+b—1t)— f(t) < M(a+b—2t).

yazilibilir. Béylece

a+b

/2 mla+b—20dt < flx)+ flatb—z)— 270

5

a+b
< / M(a+b—2t)dt

olur ve buradan

3
N
=)
ro| +
S

|

8
N———
N

f(w)+f(a+b—x)—2f<a+b>

2
2
(a—i—b x)
2

ml(a+ 1) £l at+b 2
2(b—a)°T' (o — n)n! /a < 2 x)
x[(b—2)"(x —a)* ™ '+ (z —a)"(b—2)* " |dz

P(a + 1) a b . a—+ b
i N0 + (il - £ (45

MT(a+1) T fa+b 2
2(b — a)°T(a — n)n! / < 2 x)
x[(b—z)"(x—a)* "'+ (x —a)"(b—2)* " dz

IN

yazilir. Boylece

IN

IA

elde edilir ve (4.1.3) ifadesinin ispati tamamlanir. Ikinci esitsizligin ispat1 icin (4.1.5)

ifadesinden
'« + 1 a b f a) + f b
e 0N + (L) - [
['(a+1)

[ )+ Sk b= ) - (@) + S0)
x[(b—z)"(x—a)* "'+ (x—a)"(b—2)* " dz



esitligi yazilabilir.

[F(@) + Flatb—2) ~ (f(a) + FON G~ )"z~ a)* "+ (2~ a)"(b— )]

ifadesinin = = “*b ‘e gore simetrik olmasindan dolay:

et a0 + Chaf)(o)] - L
= 20 _1;;? o )_ )l /2 [f(x)+ fla+b—x) = (f(a) + f(b))]
x[(b— )" (z —a)* ™ '+ (z —a)"(b— 2)* " ]|dz (4.1.8)
yazilabilir. .
0= fasb-= [ fw
= / ’ f(t)dt
oldugundan

r) + fla+b—x) = (f(a) + f(b))

/f t)dt — /H)m "(¢)dt
/f t)dt — /fa+b—t

/ Flatb—t)— f(£)]dt (4.1.9)

a

elde edilir. Ayrica t € [a, ] oldugundan

Flatb-0-70= | .

ve

mla+b—2t) < fa+b—1t)— f(t) < M(a+b—2t)
yazilir. Buradan integral almmrss
—/:M(a+b—2t)dt < f@)+ fla+b—2)— (fa) + f(B))
< —/$m(a+b—2t)dt
ve

—M(z —a)(b - x) f@) + flat+b—=) = (fa) + f(b))

—m(x —a)(b—x)

VAR VAN
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olur ve buradan

a+b

—MT(a+1) s o
2(b — a)°T (o — n)nl /a (z —a)(b—x)
x[(b—)"(z — )"+ (z — a)"(b— x)* " da

EC —Fii‘&i?_ TN + (Laf)(@)] - fo A
—ml(a+1) 5
< 2(b — a)al"(a _ n)n! /a (ZU — a)(b _ :L’)

x[(b—2)"(x —a)* ™+ (z—a)"(b—2)* " d
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.2 Teorem 4.1.2’de @ = n + 1 alimirsa Teorem 3.1.2 elde edilir.

Sonug 4.1.3 Teorem 2.1.2°den faydalanarak Teorem 4.1.2'de f* > 0 almirsa (4.1.1)
esitsizligi elde edilir. Eger Teorem 4.1.2'de f* >0, @ = n+ 1 ve n = 0 alinirsa (2.5.1)

esitsizligi elde edilir.

Aciktir ki f* > 0 olmasi f 'niin azalmayan olmasim gerektirir. Dolayisiyla f'(a4b—2) >
f'(x) esitsizligi her = € [a, “—H’] i¢in saglanir. Bu esgitsizlik yardimiyla asagidaki teorem

elde edilir.

Teorem 4.1.3 a < b olmak tizere f : [a,b] — R porzitif degerli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve f € Li[a,b] olsun. Eger her x € [a, 2] i¢in f'(a +b—z) > f () ise

a+b T(a+1) . , Fla)+ F ()
! (T) S 30— gy =) LaHO) + Clf)e)] £ ===

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (4.1.6) ve (4.1.7) ifadelerinden

[(a+1) a b _e(atd
S S U 6+ o) f( ! )

_ Al /_ _f<x>+f<a+b—$>—2f(a+b)}

2(b—a)*T'(av — n)n! 2
x[(b— z)"(x —a)* " + (x —a)"(b—2)* " dz
~ i L[ s —f'(t)]dt]

x[(b—z)"(x —a)* " ' 4 (x —a)"(b—2)* " !dz

a

AV
o

o4



yazilir. Benzer sekilde (4.1.8) ve (4.1.9)’den

Dla+1 . b fla) + f(b
e 0200 + (L) - {

a+b

P(CY + 1) 2 T o )
2(b — a)°T(a — n)n! / [—/ [f(a+b—1t)— f (t)dt
x[(b =)@ —a)* "+ (@ —a)" (b= 2)* " da

< 0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.4 Teorem 4.1.3’de a = n + 1 alinirsa Teorem 3.1.3 elde edilir.

Asgagida uyumlu kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard tipli iki

esitsizlik verilmistir.

Teorem 4.1.4 a < b olmak tizere f : [a,b] — R pozitif tanimh bir fonksiyon, n =
0,1,2,...icin a € (n,n + 1] ve f € Ly[a,b] olsun. O halde f fonksiyonu [a,b] aralhiginda
konveks ve CW H fonksiyonu [0, 1] araliginda

['(a+1)
2(b—a)T'(n+ DHI'(aw — m)
x/bf(tx+(1—t)a+b

bigiminde tanimlanan konveks ve mononton artan bir fonksiyon ise

CWH(t) =

(@ —a)"(b—2)* "+ (b—2)"(z —a)* " )dx

a+by) Fa+1) b u
H(57) = owHO < OWt) < CWH) = 5ot SE 1 @)+ 1210)
esitsizligi gegerlidir.
Ispat. t,,15, 3 € [0,1] olarak secilirse
CWHI[(1— B)t; + St
B MNa+1)
B (b—a)O‘Fn+1)Ta—n
a+b a+b a+b
X < ) | (z — t1—|— 5 }—l—ﬁ{(w—T)tz—l— 5 })
x((x—a (b—x)* " ¢ ( )" (x —a)* " ) da

yazilabilir. f fonksiyonu konveks oldugundan

f<(1_6) {(x_a;b)tl+a—2kb} w[(x_ﬁb)tﬁamb

< (1-p)f ((x—a;b)t1+a+b)+ﬁf(( a;b)t2+a;b)
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elde edilir. Buradan

CWHI(1 - B)t; + SBts]
['(a+1) (
2(b—a)*T'(n+ 1)I'(a — n)

b a "
e A

INa+1) a+b
+2(b—a)afn+1 5/ < 2 )
X ((x —a)™( b—ac)‘“"1 (b—x)" a)“_"_l)dx

= (1—-0)CWH(t)) + SCW H(ts)

IA

— )

sonucu gikar. CWH fonksiyonu [0,1] arahiginda konveks oldugundan

CWH(t)
['(a+1)
2(b—a)*T'(n+ 1)I'(a — n)
a+b

b
x/f(t:c+(1—t) 5

I'(a+1)
2(b—a)T'(n+ 1)'(a —n)

(a+b)/2 a
< Flor+ (1= ED) (e =)y (o= 2" + (0= 2o — a) )

['(a+1)
2(b—a)*T'(n+ 1)I'(a — n)

b
x/ f(tx+(1—t)a+b
(a+b)/2 2

B MNa+1) b=a)/2 a4 bh tx . b—a Tin,b—a Tro—n1
_2w—wwm+nna—m{l fT2 _EJKQ _5)(2 +?
b

b— nb— o= b=z a+b
HEF ) O -y T e [

)((x —a)y' (b — )" 4 (b~ )" ( — a)* ") d

+

2 2 2 o 2
te..,b—a z\n,b—a T.a-n-1
N3 (F+3)

b—a xnb—a Tia-n-1
e e
['(a+1)

2(b—a)T(n+ 1)'(a —n)
O P S Y T
x/o {f( 5 —5)+f( 5 +§)}
><[(b—a :L’)n(b—a l’)afnfl b—a x\nb—a x

a—n—1
> 3 s ) () e

elde edilir. f fonksiyonunun pozitif degerli olmasindan ve Lemma 3.1.1’den

(e B L)
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fonksiyonu [0, b — a] araliginda pozitif degerli ve monoton artandir. Bundan dolay1

(b;a_g)n(b—a :E)a_n_1+(b—a x)n(b—a x)a_n_l

2+2

2+2

2 2

negatif degerli degildir ve dolayisiyla CW H (t) fonksiyonu [0, 1] araliginda artandir. Sonug

olarak

["Laf(a) + I3 (b))

a+b
=CWH(0 CWH(l) = ————
() 0) ve CWH() = 55"

yazilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.5 Teorem 4.1.4’de @ = n + 1 alimirsa Teorem 3.1.4 elde edilir.

Teorem 4.1.5 f fonksiyonu Teorem 4.1.4’deki gibi tamimlansin. n = 0,1,2,... olmak

fizere o € (n,n + 1] ve CWP fonksiyonu [0, 1] araliginda
CWP() = (b—a)aF((ij:BF(a )/ab [f<(¥>“+<1;t)x)
(B T Y
+f<(1 +t) - (%)x) <(b;x)n(x+b2— 2a)a_n_1)
+((SL’—|—b2— 2(1)"(6;:6)&"1)}&70

seklinde tanimlanan konveks ve monoton artan bir fonksiyon ise

I'(a+1)
2(b—a)*T' (o —n)

Lo f(a)+ I°f(B)] = CWP(0) < CWP(t) < CWP(1) = M

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. Oncelikle ispata baglamadan énce, konveks bir f fonksiyonu ile lineer bir ¢ fonksiy-

onunun bilegkesi fog fonksiyonunun konveks oldugu bilgisini verelim. Dolayisiyla

14t 1—1 2b—z—a\n, T —a\ya—n-1 T—a\n,2b—2T —a\a-n-1
G R e B e e e R e N e R
ve

(5D (e ) [ 2 (2 (|
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konvekstir. Buradan C'W P(t) fonksiyonunun konveks oldugu sonucu gikar. Temel analiz

islemleri ile
CW P(t)
- 4@—aWFaﬁﬁﬁ%a—n—1y/bP«£§5“+(L;5$)
" ((% —233 —ayu = 2 a)anl) . <(:1: ; a)n(% —21’ - a)anl)
(a0 (5 (=)
H(EEE )|

['(a+1)
4(b—a)*T(n+1)T (a—n— 1

)
y /O(b—a)/2 {f( x) ( 26 — 2a — a: n(g)anl)
+Qg<%—7—ﬁf"I)a(ww%;n)aaw%i?iﬂa"ﬁ
()
- TR =D /O(HW [f ( ’ (¥>x) ” (b - ;t)‘””
(G E=Y ) ()
elde edilir. f fonksiyonu [a, b]’de pozitif oldugundan Lemma 3.1.1 yardimyla
wo =5 r(50-5) + 7 (5D +3))

fonksiyonu [0, b— a] araliginda ve k(t) = b—a— (1 —t)x fonksiyonu [0, 1] araliginda pozitif

ve monoton artan oldugundan

i) = g (o (5000 + 1 (0= 15 00))

fonksiyonu [0, 1] arahiginda artandir.

(Gre=3 =) (5=

negatif olmadigindan CW P, [0, 1] araliginda monoton artandir. Sonug olarak

T(a+1) f(a) + f(b)

CWP(O) = 2(b—a)T(a—n—1) 2

[°1.f(a) + I2f(b)] and CWP(1) =

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.6 Teorem 4.1.5’de @ = n + 1 alimirsa Teorem 3.1.5 elde edilir.

o8



Sonug 4.1.1 f : [a,b] — R fonksiyonu pozitif degerli konveks bir fonksiyon, a < b ve
f € Lila,b] ise

CWH(0) < CWH(t) < CWH(1) = CWP(0) < CWP(t) < CWP(1)

esitsizligi saglanir.

4.1.2 Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Esitsizlikler

Bu béliim boyunca g : [a,b] — R siirekli fonksiyonu i¢in ||glec = supse(,y [9(z)| kabul

edilecektir.

Lemma 4.1.1 a < b olmak tizere g : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilen ve (a + b)/2

noktasina gore simetrik bir fonksiyon olsun Eger n € N i¢in « € (n,n + 1] ise

18(8) = "Lgla) = S1159(0) + *Tag(a)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat. ¢ fonksiyonu (a + b)/2 noktasia gore simetrik oldugundan her g(x) fonksiyonu
ve her x € [a,b] i¢in g(a + b — z) = g(x) yazlabilir. Buradan ¢ = a+b—t ve de = —dt

yazilirsa
1 b )
Lag®) = — [ (b—2)"(z —a)*" g(z)do

1 o

= (t—a)"(b—1)*""'g(a+b—t)dt
f o

= — | =@ 0= g(t)dt

= bIag(a’)

ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.6 a < b olmak tizere f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon,, a € (n,n + 1]
ve f € Lla,b] olsun. Eger ¢ : [a,b] — R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilen ve

(a + b)/2 noktasina gore simetrik ise

f ( i b) 12900 + *agla)] < [2(9)(®) + “a(fo)(a)]

2
< (P50 o) + gt @110

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. f fonksiyonu her ¢ € [0,1] icin [a, b] arahgimda konveks oldugundan

2f (“;b) _ of (tan(l—t)b;thr(l—t)a)

f(ta+ (1 —1t)b) + f(tb+ (1 —t)b)
- 2

(4.1.11)

vazilabilir. (4.1.11) egitsizliginin her iki tarafi 2t*(1 — t)* " g(tb + (1 — t)a) ile garpilir

ve ¢ikan sonucun ¢ parametresi igin [0, 1] araliginda integrali alinirsa

2f (a ; b) /01 (1 —t)* " g(tb+ (1 — t)a)dt

< /1 (1= t)* " f(ta+ (1 —)b) + f(tb+ (1 — t)b)]g(th + (1 — t)a)dt
= /1 (1 — )" fta+ (1= )b)g(th+ (1 — t)a)dt
+ /1 (1 =) b+ (1 —t)a)g(th + (1 — t)a)dt

bulunur. = = tb+ (1 — t)a yazlirsa

(b —2a)af (a ; b) /ab@ —a)"(b—x)* " g(x)de

1 { /ab(x —a)"(b—2)* " f(a + b — 2)g(x)dz

IN

elde edilir. Lemma 4.1.1 yardimiyla

n!
(b —a)

sonucu c¢ikar ve boylece esgitsizligin ilk tarafi ispatlanmig olur. f fonksiyonu konveks

12 (f9)(0) + "La(fg)(a)]

(b il!a)af (a;b> [Iag(b) + *Lag(a)] <

oldugundan her ¢ € [0, 1] i¢in

flta+ (1 —=1t)b) + f(tb+ (1 —t)a) < f(a)+ f(b) (4.1.12)

60



yazilabilir. (4.1.15)’in her iki tarafi 2¢*(1 —¢)* " 'g(tb+ (1 —t)a) ile garpilir ve ¢ parame-

tresine gore [0, 1] araliginda integrali alinirsa
1
/ t"(1 =) " f(ta+ (1 —t)b)g(th + (1 — t)a)dt
0
1
+/ t"(1 =) " f(tb+ (1 — t)a)g(th + (1 — t)a)dt.
0

< [f(a) + 1) / (1 — £ g(th + (1 — t)a)dt

olur ve buradan

n!

(b—a)

(a0 + il < o (M) e + gt
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.7 Teorem 4.1.10’de @ = n + 1 alinirsa Teorem 3.1.6 elde edilir.

Lemma 4.1.2 a < b olmak iizere f : [a,b] = R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a € (n,n + 1], f € Lla,b] ve k(t) fonksiyonu

k(t) = [/0 s"(1—8)* " 1g((1 — s)a + sb)ds +/1 (1—5)"s*""1g((1 — s)a + sb)ds

seklinde tammlansin. Eger g : [a, b] — R fonksiyonu integrallenebilir ve (a+b)/2 noktasina

gore simetrik ise

(W) 129(8) + *Lag(@)] — L2(9)(®) + *La(fg) (@)
- %/lk(t)f/((l—t)a+tb)dt (4.1.13)

esitsizligi elde edilir.

ispat.
= [ s
= [ [ ra-srmata - s s+
[ s = sya shyis| £ (0 =t +
= [ ([ et = s sis )£ 1~ g+
w [ ([ ot = as snas) £ - ta+ g

= L +1
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yazlwsa kismi integrasyon yénteminden ve Lemma 4.1.1'den faydalamilarak
j- (/Ot S — )" g ((1 - s)a+sb)ds) a ;?‘;”b) 1
_ /01 (1 —=1)*"g((1 = t)a+tb) f((1 — t)a + tb)dt
_ </01 (1 — ) (1= s)a+ sb)ds)%
— /01 (1 =) (fg)((1 — t)a + tb)dt
_ ( / " ay(b— :E)O‘_"_lg(:p)dx) 0 1 f;w
e [ o= 2 g e
O v (fg)(a)

— i) + Lt Y -

0

F((1=t)a+tb)|!

o= ([aserse g s U200
_ /1(1 —)"t* " (1 = t)a +tb) f((1 — t)a + tb)dt
— </0 (1—8)"s*"g((1 - s)a+ sb)d:s) bf(—al
— /01(1 — )"t "N (fg) (1 — t)a + th)dt
- </a (b—2z)"(x— a)o‘_"_lg(:p)d:p) 0 _f(j))aH
1 b 1
G | 0=t ) @)
) (o)

n! b
= %= )a+1[f“g(b)+ Lag(a)] = "~ (b—a)

0

elde edilir. Boylece

[ — [1 + [2
n!
(b _ a)aJrl

y {(M) [129(b) + "Iag(a)] — [I°(fg)(b) + %(fg)(a)]}

yazilabilir. Son ifadenin her iki taraf (b_‘:L#H ile garpilirsa (4.1.13) elde edilir ve ispat

tamamlanir.

Sonug 4.1.8 Lemma 4.1.2’de @ = n + 1 alinirsa Lemma 3.1.2 elde edilir.

62



Teorem 4.1.7 a < b, f: I C R — R, I°da diferansiyellenebilir fonksiyon, f € L[a,b],,
a,b € I° ve a € (n,n + 1] olsun. Eger |f'|, [a,b] araligimda konveks ve g : [a,b] — R

fonksiyonu siirekli ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik ise

(PO 290 + Mgl - 2(0)0) + *La)@)| (@110
< L= ol (1)1 )
x[%B(n—i— La—n)+ Bipla—n+1,n+1)+ Bypn+2,a—n)

esitsizligi gecerlidir.

ispat. Lemma 4.1.2 ve | f'| fonksiyonunun konveks olmasmdan dolay

‘ (f(a)+f(b)

) 112900 + *Lagta)] - 12000 + "Ll 0@

b—a)* [ :
< %/ FOILS (1 = tya+ )t
(b—a)*! ,
< / K011 =1 @] + 01 O] ar (4.1.15)
yazilabilir. g : [a,b] — R fonksiyonu (a + b)/2 noktasina gore simetrik oldugundan
t
/ (1—5)"s*""'g((1 — s)a + sb)ds
e
= / s"(1—8)* " g(sa+ (1 —s)b)ds
it
= / s"(1—8)*"1g((1 — s)a + sb)ds
0

bulunur. Buradan

t
k()] = / s"(1—8)* " 1g((1 — s)a + sb)ds
0
t
+/ (1—35)"s"""1g((1 — s)a+ sb)ds
1
t
= / s"(1 —8)* " g((1 — s)a + sb)ds
1t
ve sonug olarak
-t 1 1
k()] < 4 o te [1’ ] (4.1.16)
flt ) ds,  t e [3,1]
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yazilabilir. (4.1.15) ve (4.1.16) ifadelerinden

(Z 0 12900 + gl = U2(0)0) + ol Fa))]
< @_+)a+l /01/2 (/tl_t (1= 8)* " g((1 = s)a+ sb)|d5)
x (L= DIF @] +17 O)]) dt
o | / ([ =t sya+ shjas)
x (=017 @] +1f ©)1) at
< 0= “WHQE(’”MV/(‘L)' {/01/2 (/tl_t sn(1 - s)“‘"‘lds) (1 t)dt

+/1/12 (/ltt (1 — S)Of—"—lds) (1- t)dt]
(bt T!!g||oo|f’(b)| [ /0”2 ( / e S)Mlds) vt

+/1/12 (/1; s"(1 — s)anld:s) tdt}

(4.1.17)

elde edilir. Kismi integrasyon yontemi, Newton-Leibniz formiilii ve Beta fonksiyonun

ozellikleri kullanilirsa

)

— /01/2 (1=t =t (1=t <t - g) dt

1
= Bl/2<a_n+1,n+1)+581/2(&—n+2,n—|—1)

1
+Bl/2(n + 2,05 - TL) + 531/2(71 + 3,(1 — ’rL)

1/2 1t
/ (/ s"(1 — s)o‘”lds) tdt
0 t
1t £21/2
= (/ s"(1 — s)o‘”lds) —
¢ 2

0

1/2 2
_/ [_(1 _ t)ntoz—n—l _ tn(l _ t)oz—n—l] Zdt
0 2
1 1
= 531/2(04 —n+2,n+1)+ 531/2(71 + 3, —n)
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ve

/1/12 (/1; (1= S>a"1d8) (1—t)dt

(/t (1 — s)“—”—lds) (t_ g) ;2

/ S e (o §) a
([romir=a) (5],

_/0 O S O A I (% — g) dt

1
B(n+1,a—n)—éB(nJrl,oz—n)—Bl/Q(a—n,nJrl)

1 1
—§Bl/g(n+ 3,a—n)— 531/2(04 —n+2,n+1)

1 1 1
§B(n+ lL,ao—n) — 531/2(71—1—3,04—71) — §Bl/g(a—n—|—2,n+1)

[ i)
(

2]
1_ anld
8 8)2

1/2
1 1 t2
a n— 1 _ t nta—n— _dt
+(1-1) 15

t2
"(1—s)¥ " 1ds)—

1

—t 1/2

I
o\;H\»H\

[t"(l — 1) (1 =) a—tr _2 t)th

t t2 1
(/ s"(1— s)o‘_"_lds) —
1t 2

1/2

/ _ oz n—1 + (1 _ t)nta—n—l} 1 —t+ ﬁ dt
o 2 2

1 1
Bn+1,a— )—éBl/g(nJrl,oz—n)—éBl/g(oz—n,nJrl)

+Bl/2(a —-—n+ 1,77/+ 1) + 81/2<n—|— 2,0[ — 'n,)
1 1
—531/2(n+ 3,a—mn)— 531/2(0& —n+2,n+1)
1
éB(n—l— Lao—n)+ Bijp(n+2,a—n) + Bipla—n+1,n+1)

1 1
_§Bl/g(n+ 3, —n)— 531/2(04 —n+2,n+1)
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elde edilir. (4.1.18), (4.1.19), (4.1.19) ve (4.1.20) ifadeleri (4.1.17)’de kullanilirsa

' (P10 2900+ *rag(a)] - 12070)0) + 1 Fa)a)

(b—a)* | |glloo| f (a)]
n!

1
+Bl/2<n+ 2,0[ — n) + 531/2(77/"— 3,0[ — n)

IN

1
[BI/Q(a_n+1,n+1) + 531/2(a—n+2,n+1)

1 1
—531/2(n+ 3, —n)— 531/2(04 —n+2,n+1)]

L= lgll )

[31/2(04 —n+2,n+1)+ B1/2(n+ 3,0 —n)
1
_§Bl/g(n+ 3,a—=n)+ Bipn+2,a—n)+ Bipla—n+1n+1)

1 1
—531/2(71 +3,a—n)— 531/2(04 —n+2,n+1)]
(b—a)* gl

= (1 @+ 17 ®)])

n!

1
><[§B(n+1,oz—n)+Bl/2(oz—n+1,n+1)+Bl/g(n+2,a—n)

bulunur ve ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.9 Teorem 4.1.7°"de @ = n + 1 alinirsa Teorem 3.1.7 elde edilir .

Teorem 4.1.8 f: I C R — R, I°da diferansiyellenebilir fonksiyon, f* € La,b], a < b,
a,b € I°ve a € (n,n+1] olsun. Eger |f'|?, ¢ > 1,1/p+1/q = 1, fonksiyonu [a, b] araliginda

konveks ve g : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik ise

’ (1) 2900 + *Lag(a] - 12079)0) + Tt fo)a)

(b —a)*|gllo2"/7
n!

X (/1/2[Bt(n +1,a—n)?—Byy(n+1,a— n)p]dt>

X <|f'<a)|q;|f’(b)|q)1/q

1/p

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 4.1.2, Holder esitsizligi, (4.1.16) ifadesi ve |f'|¢ fonksiyonunun konveksligi
kullanilirsa ve her A > B > 0 and ¢ > 1 icin

(A— B)1 < A7 — B
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esitsizligi

’ (W) [129(0) + *Lagla)] — [I2(F9)(b) + “1u(Fg)(a)]

< oo ( [ (] s - ga sb)\ds)pdt) :
. ( [Fira-nes tb|th) :
<( 10— aa) N )

.

(b— a);!*lllglloo (/01/2 </t” $(1 — S)anl)ds)pdt>

1/2 1/q
X (/0 [(1=8)[f (@) + t\f'(a)\q]dt>

(- a):ngHoo </01/2 (/1; (1 — s)anl)ds)pdt>

X(Aqu_wuX@w+ﬂfhﬂmﬁ)uq

/2

1/p

a+1 1/2 "
_ (0—a)* gl [ (/ / [Bii(n+1,a—n)’ — Bi(n+1,a — n)p]dt>

n!

+<[W&W+La—ny_&tm+La—nmﬁym]

X (f{za)q+ |f’(b)|q>1/q

2

1/p
(b—a)*gloc2"/?

- (/I/Q[Bt(n +1,a—n)? =B 4(n+1,a— n)p]dt>

n!

X <|f,(a)|q;|f’(b)|q>1/q

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.10 Teorem 4.1.8’de a = n + 1 alinirsa Teorem 3.1.9 (i) elde edilir.

Teorem 4.1.9 f: I C R — R, I°da diferansiyellenebilir fonksiyon, f* € La,b], a < b,
a,b € I°ve a € (n,n+1] olsun. Eger |f'|9, ¢ > 1, 1/p+1/q = 1, fonksiyonu [a, b] araliginda
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konveks ve g : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik ise

1-1/q
) )

1 1/q
X <[§B<TI,—|— 1704 — 77,) +Bl/2(OZ —-n+ 1,n+ 1) —l—Bl/Q(n—l—Q,a — n)])

X <|f,(a)|q+ |f’(b)|q>1/q

' (W) [Ta9(b) + "Tag(a)] = [12(£9)(b) + "L (fg)(a)]

2(b — a)* gl
n!

R

2

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.2, Power-mean esitsizligi, (4.1.16) ifadesi ve |f'|¢ fonksiyonunun kon-

veksligi kullanilirsa

‘ (M) [129(6) + "Lag(@)] — [15(f9)(6) + "La(f9)(a)]

< —< (‘/ )" g((1 — s)a + sb)ds ) dt)H/q
<((0-ay (\ / S (1= sk s )

1/q
x|f (1 —t)a+ tb)|th)

< S ([ -
([ (L mr

yazilabilir. Buradan

1-1/q
) )

1/q
)= olf @p+df OFar) @z

( /jt n(1— 5 1ds)dt
_ /0 (/Ot "1 — g)on 1ds—/01_ts"(1—s)o‘_"_1ds)dt (4.1.22)
_ /0 (B(n+1 a—n)— Bl_t(n+1,a—n))dt (4.1.23)

elde edilir ve Teorem 4.1.7 ispatina benzer sekilde iglemler yapilirsa
(] ) 0= 0l @I+ 47 e
0

< (Irw e >\)[§B<n+1,a—n>
+Bijp(a —=n+1,n4+1) 4+ Byjp(n+2,a —n) (4.1.24)

a nflds
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sonucu ¢ikar. (4.1.23) ve (4.1.24) ifadeleri (4.1.21)’de yerine yazilirsa istenen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.11 Teorem 4.1.9’de o = n + 1 alinirsa Teorem 3.1.8 elde edilir.

Lemma 4.1.3 a < b olmak iizere f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda tammli bir
fonksiyon, f* € La,b] ve k(t) fonksiyonu
K(t) = {fé s"(1 - 3)“‘"‘197((17— s)a + sb)ds, tel0,3]
[{(1=s5)"(s—3)* " g((1 = s)a+ sb)ds, te€[3,1
seklinde tanimlanmig olsun. O halde g : [a,b] — R fonksiyonu (a + b)/2 noktasina gore
simetrik, o € (n,n+ 1], n =0,1,2, ... ise
P57 a0+ hagta] - 12 (Fa)0) + FLul9) o)

— (b—a)™ /1 k@) f (1 —t)a + th)dt (4.1.25)

n!

esitsizligi gecerlidir.
ispat.
1
I = / k() f (1 —t)a + tb)dt
0
1/2 t 1 ,
- / </ s"(é —5)* " (1 - s)a + sb)ds)f (1 —t)a+tb)dt
0 0

+/1/12 (/ltu —s5)"(s — %)O‘_"_lg((l —s)a+ sb)ds) £ (1 —t)a+ th)dt
= L+

esitligi yazilir ve kismi integrasyon yontemi kullanilirsa

b= ([ oG tat s s ) LS

1/2

0

1/2
=2 | G0 = e (1= -+

) <// (5 =9 g1 s)at S@ds) e

1/2
b i a/o t"(% — 1) (fg)((1 - t)a + th)dt

_ </a(a+b)/2(x B a)"(a ; b x)“‘"_lg(x)dx> (bf_(aia%;)ﬂ

(atb)/2 a
‘ﬁ/ (= ay (2 — = () ()

n! atb a+b n!

= mTlag(a)f( 5 )_(b—a)““ %ﬂla(fg)(a)
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ve benzer sekilde

A N f(1 = tatth)
I = (/1<1—s><s—5> g<<1—s>a+sb>d8) b

1

2
1

b—a

/:(1 — )"t — %)O‘"lg((l —t)a+tb) f((1 — t)a + tb)dt

= ([ - s snas) 1)

2

b - a / (L =)t~ %)“_"_1(fg)((1 — t)a + tb)dt

(a+b)/2 .
e | o= S e

— #L:Tg(b)f(a;b) -G _Ti)a_’_l[:%b(fg)(b).

elde edilir. Buradan

I = Li+1
- #{f <GTM) 12 g(b) + “F Lg(a)] — (1% (fg)(b) + “T*bla(fg)(a)]}

sonucu ¢ikar. Son esitligin her iki tarafi (b*f;#ﬂ ile carpilirsa istenen sonug elde edilir ve

ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.10 f : I C R — R fonksiyonu [°'da diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a<b abel f e Labl, ||9lwpe = SUP,elop [9(7)| ve @ € (n,n+ 1], n =0,1,2,...
olsun. Eger |f'| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ve g : [a,b] — R fonksiyonu siirekli

ve (a + b)/2 noktasina gore siirekli ise

’f (agb) 1790+ F Lg(@)] - (12 (f9)0) + FL(f9)(a)

(4.1.26)

(b—a)** gl (If'(a)l + 11 ()l

n! gatl )[B(”+1,a—n)—3(n+2,a—n)]

esitsizligi elde edilir.
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ispat. Lemma 4.1.3 ve |f'| fonksiyonunun konveksliginden faydalamlarak

’f{”b)WQaw+%men—m?qm@+f?aum@
(b _ a+1

IA

/ ROILF (1= Da + th)]dt

oc+

- 1/|k [t =017 @1+ i @]

e

1 t . 1 R / ,
o | e e - ek s [0 017 @)1+ s )

bh— a)*t! atb) o 1/2 t ’ !
(b= &)l 50 [ (AS%%_WHH@)W—QM@WHU@Mﬁ

IN

(L= D)1f (@)l +t1f ()]t

/0 3”(% )91 1g (1 — $)a + sb)ds

<
b= gl 1 [ [ @) +11f
N n!g [ 0], /1/2 </1 (1= 5)(s — %)anlds) [(1=8)|f (a)] +t|f (b)]]at
— a)et! 1/2 t !
< Cm ol Pl e

+/01/2 (/Ot s"(% _ S)a—n—lds)t|f’(b)|dt

+A;([hfww@—;wwwga—wwmwn
+%;([hfﬂw@_;wwwgwﬂmw
(b= gl

ol {1+ Do + O3 + Py} (4.1.27)

elde edilir. Kismi integrasyon yontemi ve Newton-Leibniz formulii kullanilirsa

o = [T [ -ormas) oo @la
=@ ([ o) eS| [T ed o
_ \f’<a)\{ 3 /Olu"u_u)a"ldu—QalH /Olu"(l—u)o‘”l(u—u;)du}
[ B(n—l—l,a—n)—B(n—l—Z,Oz—n)—i—iB(n—i—?),a—n)], (4.1.28)
b, = /01/2</Ots"(%—s)““"‘lds)t|f'(b)|dt
=|f@{(ll%§—ﬁa"wﬁizm—lmwg—w“%€§§
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ve

Dy

: I I
f { / u(1 — )" du — / u"(1—u a"1u2du}
£ O g [ w0 o [ =

sars B+ 1,a=n)=B(n+3,a-n), (4.1.29)

/1/12 </1t(1 —s)"(s - %)“‘"‘10{5) (1= )| f (a)|dt
(o a)(-)

+/1 (1= ) (t ;)a - 1(t—§)dt}

1/2

1/2
, 3 1 1 1 2
F@ = g [ =0 i [ - we o - i
/ 3 1
|‘;a(fl)| [— ZB(n +1l,a—n)+B(n+1l,aa—n)— ZB(n +3,a—n)] (4.1.30)

// (/lt“ — ) (s - %)a_"_ldS)tlf'(b)ldt

([t oo
f o) 1

9a+1 [_ZB(TL+1>OZ )+B(n+1 Oz—n
_B(n+2’o‘_”>+23(”+3a&—")] (4.1.31)

bulunur. (4.1.28), (4.1.29), (4.1.30) ve (4.1.31) ifadeleri (4.1.27)’de yerine yazilirsa istenen

sonu¢ elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.12 Teorem 4.1.10°de aw = n + 1 alinirsa (4.1.26) esitsizligi (3.1.6) esitsizligine

indirgenir.

Teorem 4.1.11 f : I € R — R fonksiyonu /°’da diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

a<b abel f € Llabl, ||9lwpe = SUD,c(op [9(7)| ve @ € (n,n+ 1], n =0,1,2,...

olsun. Eger |f'|%, ¢ > 1, 1/p+1/q = 1 fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ve g : [a,b] — R

fonksiyonu siirekli ve (a + b)/2 noktasina gore siirekli ise

F(“52) a0+ Lgta] - (127 (Fa)0) + )@
_ g)ot! 1/2 1/p ()l fvia 1/
(b= )"+ lg]]oc </ [Bﬂmm_m]pdg (3\f( )17 0) )

203!
" (/1 [By or(n+1,a — n)]pdt) " (|f/<a>|q ;3\f,(b)|q)l/q

1/2

(4.1.32)
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esitsizligi gegerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.3, Holder esitsizligi ve | f/|q fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa

a+b

‘f ( - b) 1 g(0) + 5 Lg(@)] — (12 (f)) + ' L(f9)(a)

< B2 Lol (@ - o+ wa

< <b—n ) (/ (/ |s"(= — $)* "1g((1—s)a+sb)d5)pdt>l/p
X (/01/2 1 (1 —t)a+tb|th> "
o ( //2 ( [ 0= -5 1g<<1—s>a+sb>\ds)pdt)l/p
X (//2 1f (1 - t)a—l—tb|th)

. (b—a)* gl g,o50) 00

n!

. ( [ ([ - s>a—n—1>ds)pdt> " (B @iy

(b= a)* gl eze ) 0
+

n!

x ( [ ([a-sre- %)anl)ds)pdt> " (Lot s oy

_ et 1/2 1/p ()] g V4
(b= @)+ lg]]oc (/ [Bﬂnﬂﬂ_n)]pdt) (3|f()|8+|f(b)l)

90+3n|

! 1/p ! q ! q 1/‘1

" (/ [Ba-z(n+1,0 - n)]pdt) <|f (@l + 311 ®) )
1/2 8

(4.1.33)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.13 Teorem 4.1.11’de a = n + 1 alimirsa (4.1.32) esitsizligi (3.1.8) esitsizligine

indirgenir.

Teorem 4.1.12 f : I C R — R fonksiyonu /°'da diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a<b, abel° f € Labl, ||gllupe = SUD, e 19(2)| ve @ € (n,n+ 1], n =0,1,2,...

olsun. Eger |f'|9, ¢ > 1, fonksiyonu [a, b] arahiginda konveks ve g : [a,b] — R fonksiyonu
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stirekli ve (a + b)/2 noktasina gore stirekli ise

’f <a+b) La? g(b) + ' Luga)] — [1a* (fo)(b) + “3"Ln(fg)(a)
< (b-a >a+1||g||oo[( /01/23%(”“7&_71)%)1-1@

(

1
l,a—n)—B(n+2,a—n)+zB(n+3,a—n)}

) |

1/q
[ n+1l,a—n)— B(n+3,a—n)})

1 1-1/q
+</ B22t(n+1,a—n)dt>

1/2

1f (@), 3 1
X( 2041 [_ZB(n+1’a_n)+B(”+1>O‘_”)—ZB(nJr?),a—n)]
MO
O g6 10—+ Bt La-n)

1 1/q

_B(n+2,0z—n)+ZB(n+3,a—n)]> } (4.1.34)

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 4.1.3, Power-Mean esitsizligi ve | f'|? fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa

‘f ( i b) 1 g(0) + F Lg(a)) — (122 (f)0) + " L(f9)(a)

—q)ett ,
< U= [rois - na v lar
dt)ll/q
1/q
1f (1 —t)a+ tb)|th>

o *‘“K/“
dt)l_l/q

Sl
XE/m( /1<1_S)n<5_ 21— s)a+ sh)ds )\f (1 —t>a+tb)\th)l/q]
Lo gl | e ([ o) dt)l_l/q

’ (f/ </ 5 S>‘””ds) (1 =DIf @) +1] f'(b)mdt> "
+||g||[a7+z77,,]700(/1/12 ([(1 oy(s %)“—"—ws) dt)ll/q
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/0 s"(% —5)* " g((1 — s)a + sb)ds

—5)* " g((1 — s)a + sb)ds

(1—39)"(s— ;)anlg((l — s)a + sb)ds

IA



X </1/12 (/tl(l —s)"(s — %)“"Ws) (1= 1) f (a)]7 + t|f/(b)|q]dt) 1/1

< @_MZWMR{(AWBMH+La—mmy4M
x (/01/2 (/Ot 5"(% —S)C““ds) (1 —t)\f'(a)\q+t|f/<b>|q]dt> 1a
' ( /1/12 Proulnbos n)dt) - (4.1.35)

x([;([erww—§WW*@)u—wvmw+ﬂf@Mﬁfq

elde edilir. (4.1.28) ve (4.1.29) kullanilirsa

1/2 ¢
/ (Aswé—ﬁa"WQul—mfmw+ﬂf@Mﬁ
7(0)] 3 1
< 20%1 [ZB(n+1,a—n)—B(n+2,a—n)+ZB(n+3,a—n)}
+|‘;a<2| [B(n+1,a—n)— B(n+3,a—n)] (4.1.36)

ve ayrica (4.1.30) ile (4.1.31) kullanilirsa

[ ([ a=orts—grtas) o - i @p+ s ol

/2
[f (@)l 3 1
< e [- Bt La=n)+ B+ La—n) = 1B +3,0-n)
o)l 1
+ e [~ 7Bin+ La—n)+ Bnt1,a—n) (4.1.37)

1
—B(n+2,a—n)+ZB(n+3,a—n)]

elde edilir. (4.1.36) ve (4.1.37) ifadeleri (4.1.35)’de kullanilirsa istenen sonug elde edilir ve

ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.14 Teorem 4.1.12’de a = n + 1 alinirsa (4.1.34) esitsizligi (3.1.7) esitsizligine
indirgenir.

4.1.3 Ostrowski Tipli Esitsizlikler

Lemma 4.1.4 a < b olmak iizere f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) arahginda diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f* € L[a,b] ise her x € [a,b] ve a € [n,n + 1)

icin
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(i,(_b“_); /0 Bi(n+ 1,0 —n)f (te + (1 — t)a)dt
(z!sz_)a; /O B,(n+1,00—n)f (tz + (1 — t)b)dt (4.1.38)

o —n)[(z —a)*+ (b—x)%]

1 X xr
= TaTD0—a) f(w)—bf[ Lo f(a) + I3 f(D)]

esitligi gecerlidir.

ispat. Kismi integrasyon yontemi ile

/1 Bi(n+1,a —n)f (tx + (1 — t)a)dt

Tr—a r—a

_ T+ )ha—n) f@) 1 /f(wﬂﬁ"<w—u)””4fwhm

MNa+1) r—a x—a)l,

~ e+ DI'(a—n) flx) 1 xu—a”x—uo‘*”*l N

- S - [ =
Al f@)

- T(a+1) v—a (z—a)t! laf(a) (4.1.39)

/1 Bin+1,a—n)f (tz+ (1 — t)b)dt
0

Fltz + (1 —t)b)|* /qﬂ@.—wanlf“x+(l_wmdt

z—>b 0 z—b

- Moo S L (= (=) S

'm+1)I'(a—n) f(x _
- ( P(Oz)+(1) ):E(—)b+(b— )a+1/m(b_“) (u— ) f(u)du
_ _n!F(a —n) [(z) n! N
B F(a + 1) b—=x (b _ x)aJrl Oéf(b) (4140)

= Bi(n+1l,a—n)

)a+1 (b 1.)61+1 .

elde edilir. (4.1.39) ve (4.1.40) ifadelerinin her iki tarafi sirasiyla & C Ve — Tt 1le

carpilir ve taraf tarafa toplanirsa
(x —a)*t? ,
ao—a /), Bi(n+ 1, —n)f (tr + (1 — t)a)dt

_%/0 Byn + 1, — n)f (t + (1 — £)b)dt

_ Dla=—n)[(z—a)*+ (b—x)"]
- T(a+1)(b—a) @) =5

bulunur ve ispat tamamlanir.

[P f(a) 4 TR0 £ ()
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Sonug 4.1.15 Lemma 4.1.4’da o« = n + 1 alimirsa (4.1.38) esitligi (3.1.9) esitligine in-

dirgenir.

Teorem 4.1.13 a < bolmak tizere f : [a, b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon ve f* € Lla,b] olsun. Eger |f'| konveks, |f ()| < M ve z € [a, b]

ise a € [n,n + 1) igin

Ta—n)[(x —a)*+ (b—x)%] 1 i
T+ 1) —a) f(@) = 3—["Laf(a) + 1] (D)
MF(Oé —-n+ 1) [(ZL‘ _ a)a—f—l + (b _ l‘)a+1] (4141)

Ma+2)(b—a)

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (4.1.38) ve |f'|’in [a, ] arahgimda konveks olmasmdan dolay

Ha e 2 0o o) - 2 arto) + 1270
< %/0 B,(n+1,a —n)|f (tx + (1 — t)a)|dt
%/OlBt(n+l,a—n)|fl(tx+(l—t)b)|dt
< Lo [ nnta—m [ )+ 0 - 01 @] a

+%/0 Bi(n+1,a—n) [t|f’(az)\ +(1- t)|f’<b)|} dt
(r —a)*t?
n!(b—a)

MT(a —n+ 1)

) Na+m@—@“x—@ﬁ*+@—xw“1

IN

(b_xa—I—l

elde edilir. Burada Euler fonksiyonunun I'(n + 1) = nI'(n) (n > 0) ozelligi yardimiyla

1 1
/ Bi(n+1,a—n)dt = / 1Bi(n+ 1,0 — n)dt
0 0

1

1
—/ (1 —t)* " at

0 0

= B(n+1l,a—n)—Bn+2,a—n)

F'n+HlNa—n) I'(n+2)(a—n)

Tla+1)  T(a+2)
nl'a—n) (n+ DI —n)

Ta+1) (a+1D(a+1)

~ nll'(a—n+1)
= Tat2) (4.1.42)

= Bin+1l,a—n)t

esitligi kullamlmistir.
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Sonug 4.1.2 Teorem 4.1.13'te « = n + 1 alinirsa

[(z—a)*+ (b—x)] Fa+1)
b-ay T a

= =)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik Teorem 3.1.13’in s = 1 6zel durumudur.

[Tz f(a) + T3, f(D)]

Teorem 4.1.14 a < b olmak tizere f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda diferan-
siyellenebilir bir fonksiyon ve f € Lla,b] olsun. Eger |f'|? konveks, p,q > 1, % + % =1ve
|f'(z)] < M ise her z € [a,b], a € [n,n + 1) i¢in

I'(a—n)[(x —a)* + (b —2)"] 1., )
T(a+1)(b—a) f(@) = —["Iaf(a) + Iaf(b)]‘

b—a
%[(x )™ 4 (b — )™ ( /0 Buntla- n)pdt) :

esitsizligi gegerlidir.

ispat. Lemma 4.1.4 ve Holder egitsizliginden

‘F(Oz —n)[(x —a)*+ (b — x)°] 1

T(a+ 1)(b—a) f(z) = =" f(a) +I§f(b)]'

< %/OlBt(n+1,a—n)‘f’(taz+(1—t)a)‘dt
%/Olgmﬂ,a—n)‘f’(m+(1—t)b)‘dt

< % (/OlBt(nJrl,a—n)pdt); (/Ol)f'(tx+(1—t)a))th);

Lo mpdt)% ([

bulunur. |f'|%'nin konveks ve |f'(z)| < M olmasmdan

1
q

fltr+ (1 - t)a)’th)

/Olf'(txﬂl—t)a)lthéf tf (@) + (L= 0)lf (a)]* < M

0
ve benzer sekilde

/O\f/(txﬂl—t)b)\thﬁ/o tf @)+ (1= t)f ()] < M

elde edilir. Boylece
Na—n)[(x —a)*+ (b—x)%]
Ma+1)(b—a)

b—a

fu»——i—vgfm>+@f@ﬂ

=

< %[(I — Q) 4 (b= 2)°H] ( /O Bint La— n)pdt)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Sonug 4.1.3 Teorem 4.1.14’de o« = n + 1, alinirsa

[(z— a)* + (b— 2)°] Pla+1), . )
A U OO
< e [(x — a)*t + (b — 2)*™]

(b—a)[p(n+1)+1]7

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik Teorem 3.1.14’in s = 1 6zel durumudur.

Teorem 4.1.15 a < bolmak tizere f : [a, b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon ve f* € Lla,b] olsun. Eger |f'|? konveks, p,q > 1 ve |f (z)] < M
ise her z € [a,b], @ € [n,n + 1) i¢in
Do —n)(x — )" + (b — )]
Ma+1)(b—a)

[a—n+1) a+1 a+1
= F(a+2)(b—a)[(x_a) + (b= 2]

F(@) = = [Luf(a) + T2 FO)

esitsizligi gecerlidir.

ispat. Lemma 4.1.4 ve power mean egitsizliginden

‘F(a —n)[(x —a)*+ (b — x)9] 1

e S ) - L@ + 2 0)

< %[Bm(nﬂ,a—n)‘f’(m+(1—t>a)‘dt
%/Olamﬂ,a—n)’f/(tx+<1—t)b)]dt

1—1
q

< % (/OlBt(n+1,oz—n)dt)

X (/01 Bi(n+1,a —n) ’f/(tx+(1 —t)a)’th)

1—1

+% (/OlBt(n+1,a—n)dt) q

X </OlBt(n+1,a—n)’f/(tx+(1—t)b)’th);

1
q

yazilabilir. |f'|7nin konveksligi, |f'| < M ve (4.1.42) esitligi kullanilirsa
1 , ‘
/ Bin+1,a—n) ‘f (te + (1 —t)a)} dt
0

< Alﬂn+La—mmﬂ@P+ﬂ—wvmwwt
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1
< Mq/ Bi(n+1,a —n)dt
0

N (a—n+1)
['(a+2)

ve benzer sekilde

(e —n+1)
['(a+2)

/uyn+La—n)fux+a—omqﬁgﬂ4
0

elde edilir. Boylece

Mo — n)l( — )" + (b — )" L x
‘ T(a+ 1) —a) ﬂ@‘gt;[%ﬂ®+LJ@w

@_“VH(MWQ—H+U>P%M<mHa—n+U)%

n!(b—a) I'(a+2) Ia+2)
+@—xwﬂ(mma—n+n)1§M<mwa_n+m)é
nl(b— a) ['(a+2) ['(a+2)
Na—n+1 N N
elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 4.1.4 Teorem 4.1.15'de o = n + 1 alinirsa
[(z —a)* + (b —x)°] Plat1), . o
0—a) f(z) — ﬁ[%_f(a) + Sy f(D)]

MT(a+1) ol atl
Tz (o 0=

elde edilir. Bu esitsizlik Teorem 3.1.15’in s = 1 6zel durumudur.
Teorem 4.1.16 a < b olmak iizere f : [a,b] C [0,00) — R fonksiyonu (a,b) arahiginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f* € La,b] ve o € [n,n + 1) olsun. Eger |f'|? [a,b]'de

konkav p,q > 1, %+% =1 ise

Ma-ne-a+ -2 1, :
Mol Pt O ) - (o) + 1250

b—a
1 :
< (/ Bt(n—i—l,a—n)pdt)
0

L b ()

acvl

esitsizligi gecerlidir.
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ispat. Lemma 4.1.4 ve Holder egitsizliginden

’T(a —n)[(z —a)* + (b — )]
Ma+1)(b—a)

(x —a)>!

n!(b— a)
(b — z)o+L

+ nl(b— a)

_ %</§Bt<n+l,a_nydt)ﬁ</;

/OlBt(n+1,a—n) 7+ (= )| dt

f(tz+ (1 - t)a))th)

I f(a) + fgif(b)]’

/01 Bin+1,a—n) ]f’(ta;+ (1 —t)b)’dt

1
q

+% (/OlBt(n+1,a—n)pdt); </01 }f’(taz+ (1 —t)a)}th);

(4.1.43)

yazilabilir. |f'|9 fonksiyonunun konkav olmasindan ve Hermite-Hadamard esitsizliginden

/01 |f (te + (1 — t)a)|%dt <

ve

/1 |f (tz 4 (1 — t)b)|%dt <

q

(4.1.44)

q

(4.1.45)

elde edilir. (4.1.44) ve (4.1.45) ifadeleri (4.1.43)’te yerine yazilirsa

‘F(a —n)[(x —a)*+ (b — x)9]
Fa+1)(b—a)

1
1 P
< </ Bt(n—i—l,a—n)pdt)
0

1. f(a) + f;f(b)])

g

sonucu ¢ikar ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.5 Teorem 4.1.16'te « = n + 1 alinirsa

/

’ [(z = a)* + (b — )]

(b—a)

1
<

X [(J: —a)*™!

p(n+1) +1]7 (b — a)
i

elde edilir Bu esitsizlik Teorem 3.1.16’in s = 1 6zel durumudur.

)‘Jr(b—:c)a“

)

B e s+ a2 o)

b+ x

)|



4.1.4 Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Lemma 4.1.5 0 < a < b olmak iizere f : [a,b] — R, konveks fonksiyon ve n =0, 1, 2,

icin & € (n,n + 1] olsun. Eger f € L[a,b] ise

/1 t"(1 — )" f(ta+ (1 — t)b)dt + /1 (1 —=1)*" (1 = t)a + th)dt

- 3 j“a)a (L () + 3£ (D)

esitligi gecerlidir.

ispat. Kismi integrasyon yontemi ile

/Olt"(l—t)o‘”1f(ta+(1—t)b)dt - b_a (Z:Z) (x_“)a_n_lf@)dx

- b_a /ﬁ (0 — @) f(2)da
_ (b_' R0 (4.1.46)
' bre—a\" (b—a\*"!
/0t"(l—t)“—"—lf((l—t)a+tb)dt = bia/ (b—a) <2_a) f(z)dx

1 b N o1

- W/ (2 — a)"(b— 2)° " f(2)da
nl

- @ (4.1.47)

bulunur. (4.1.46) ve (4.1.47) toplanirsa istenen sonug elde edilir. Boylece ispat tamam-

lanir.

Teorem 4.1.17 f,g : [a,b] — R senkronize iki fonksiyon, f,¢ € L]a,b] ve n = 0,1,2, ...
icin a € (n,n + 1] olsun. O halde

Lo+ DI Zn)yip eoya) + 19( £g) (0)]

2(b—a)~
= H[%j(a) + [gf(b)]%[b[ag(a) + I%g(b)] (4.1.48)

esitsizligi gecerlidir.

ispat. Bu teoremin ispatinda integralin pozitifligi 6zelligini kullanisacaktir. f ve g senkro-

nize fonksiyonlar oldugundan her z,y € [a, ] i¢in
(f(z) = f(y) (9(z) —g(y)) = 0
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yazilabilir. ¢ € [0,1] i¢in z = ta + (1 — ¢)b yazilirsa
(f(ta+ (1 =1)b) = f(y)) (g(ta+ (1 = 1)b) — g(y)) = 0 (4.1.49)
ve benzer gekilde ¢ € [0, 1] i¢in x = (1 — t)a + tb yazilirsa

(f((1=t)a+1b) = f(y)) (9((1 = t)a+tb) —g(y)) = 0 (4.1.50)

elde edilir. (4.1.49) ve (4.1.50) taraf tarafa toplamir ve her iki taraf ¢"(1 — ¢)*="! ile

carpilir ve ¢ icin [0, 1] araligimda integral almirsa
/01 t"(1 =) " Y fg)(ta+ (1 — t)b)dt
+ /01 (1 =) (fg)((L —t)a+ th)dt + 2B(n+ 1, a — n) f(y)g(y)
> o) ([ v e - o
+ /01 (1=t (1 = t)a + tb)dt)
+f(y) (/Olt"(l — )" " g(ta+ (1 —t)b)dt
+ /01 t"(1—t)*"g((1 = t)a + tb)dt) (4.1.51)

bulunur. Lemma 4.1.5 uygulanir ve her iki taraf % ile carpilirsa

0 _1a>a [b[a<fg)(a) + I%(fg)(b)] + %B(n +1l,a—n—1)f(y)g9(y)

= (bg_(%a [*laf (@) + I5f ()] + (bf_(ya))a [*Tag(a) + I5g(b)] (4.1.52)

olur. (4.1.52)de her t € [0, 1] igin y = ta + (1 — t)b yazilirsa

1
(b—a)
g(ta+ (1 —1)b)

B (b—a)

"T(fg)(a) + T 9))] + B+ 1,0 —n —1)(fg)(ta+ (1~ 1))

f(ta+ (1 —1t)b)
(b —a)~

["Laf(a) + Iof(b)] + ["Iag(a) + I3g(b)] (4.1.53)

ve benzer sekilde (4.1.52)’de her t € [0,1] i¢iny = (1 — t)a + tb yazilirsa

1
(b—a)
o 91— ta+1h)
= -ar

["Ia(f9)(a) + Ia(f9)(b)] + %B(n +La—n—=1(fg)((1 —t)a+1tb)

F((L=t)a+th
(b—a)

elde edilir. (4.1.53) ve (4.1.54) taraf taraf toplanirsa her iki taraf t"(1—¢)*~""! ile carpilir

[*Laf(a) + Iaf(b)] + ["Iag(a) + I3g(b)]  (4.1.54)
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ve t icin [0, 1] araginda integral alimirsa

(b— a)aB<n +1,a =n)["La(fg)(a) + I2(fg)(D)] (4.1.55)

+ Q'B(n +1,a — n)(/o t"(1 =) " Y fg)(ta+ (1 —t)b)

n.

+/0 (1 =) (fg)((1 — t)a+tb))

1 b a
> 5o o (1o f(a) + 12 (0)
( (1 —t)* " 1g(ta+(1—t)b)/ (1 —t)* "~ 1g((1—t)a+tb))
gl ol + L2g(0)

X (/01 t"(1 =) " f(ta+ (1 —t)b) /01 (1 =) (1 —t)a + tb))

bulunur. Lemma 4.1.5 uygulanirsa

B(n+1,a —n)["L(fg)(a) + I5(fg9)(0)]

(b—a)~
2n!

> m[bfaf(a) + 1 fO)[*Tag(a) + I5g(b)]

(C(a+1))?
8

elde edilir. Son esitsizligin her iki yani ile carpilir ve Beta fonksiyonunun o6zellikleri

kullanilirsa istenen sonug elde edilir.

Sonug 4.1.16 Teorem 4.1.17°de o = n + 1 alinirsa (4.1.48) esitsizligi

St iz F)0) + I (f)a)
> %[ o f(b) + J;f(a)]%[Jngg(b) + % g(a)] (4.1.56)

esitsizligine dontisiir.

Sonug 4.1.17 Teorem 4.1.17de a« =n+1,b=1t, a = 0 ve f, g fonksiyonlar1 (a + b)/2
noktasma gore simetrik alimirsa ve Lemma 4.1.1 kullamilirsa (4.1.48) esitsizligi (3.1.10)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.18 f, g : [a,b] — R senkronize iki fonksiyon olsun. f,g € Lla,b] ve n,k =
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0,1,2,...i¢in @ € [n,n+ 1] ve B € (k, k+ 1] ise

ﬁB(k +1,8 = k)["L(fg)(a) + I2(f9)(b)]

+(b _2a)aB(n + 1,00 = n)["I5(fg)(a) + I§(fg)(b)]

> el el (@) + I O] Tagla) + 13900
o Lag@) + T f (@) + T37(0) (4.L57)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. (4.1.53) ve (4.1.54) esitsizlikleri taraf tarafa toplamr ve ardindan elde edilen
esitsizligin her iki tarafi t*(1 — ¢)#=%~! ile carpilir ve ¢ parametresi icin [0, 1] araliginda

integrali alinirsa

o —2a)63<” + 1,8 —n—1)["L(f9)(a) + L3(f9)(0)] (4.1.58)
+%B(n+ l,a—n— 1)(/0 t’“(l _ t>57k71<fg)<ta+ (1—1)b)

+/0 (1 =) fo) (1 = t)a + tb))

1 b a a
(b_a)a[ Lof(a) + I3 f(b)]
x(/ tk(l—t)ﬁklg(ta+(1—t)b)/ tk(l—t)ﬁklg((l—t)a—i—tb))
e aste) + I2g0)

X (/01 (1 =) 1 f(ta + (1 — t)b) /01 (1=t (1 —t)a + tb))

bulunur. Son olarak Lemma 4.1.5 kullanilirsa istenen sonug elde edilir ve ispat tamam-

v

lanir.
Sonug 4.1.18 Teorem 4.1.18’de o« = 3 alimirsa Teorem 4.1.17 elde edilir.

Sonug 4.1.19 Teorem 4.1.18'de a =n + 1 ve § = k + 1 alimirsa (4.1.57) esitsizligi

(b— a)ki(k, 1) [Je fa(b) + T3 fg(a)]

2
i (b—a)"*(n+1) e S0 + Jy-fgta)]

> G 0+ @00 + ) o(@)

o) + T @I )+ ] fla)]
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esitsizligine donitisiir.

Sonug 4.1.20 Teorem 4.1.18de a =n+1,b=1t,a =0, ve f, g fonksiyonlar (a + b)/2
noktasma gore simetrik alimirsa ve Lemma 4.1.1 kullamilirsa (4.1.57) esitsizligi (3.1.11)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.19 i = 1,...,n olmak iizere f; fonksiyonlar [a,b] araliginda artan ve pozitif

fonksiyonlar olsun. n=0,1,2, ... i¢in « € (n,n + 1] ise

()02

['(a+1) . Vi .
= {2(b—a)af(a_n)} [T 2a(f) (@) + 13(£:) (V)] (4.1.59)

=1

esitsizligi gecerlidir.

ispat. Bu teoremin ispat1 tiimevarim yontemi ile yapilacaktir. n = 1 i¢in
(Iafi(a) + Ig f1(b)] > ["Tafr(a) + I5 f2(D)]
elde edilir. n = 2 i¢in Teorem 4.1.17 uygulanirsa

["La(fif2)(a) + I5(fLf2) ()]

P(Oz+].) b a a b a a
> S ot | @)+ LU el @) + 1) 6]

bulunur. Varsayalimki

(i)

R RN = TR
- {Q(b—a)ar(a_n)} H[ La(fi)(@) + I5(fi) ()] (4.1.60)

ifadesi saglansin. (f;)i—1

-----

» fonksiyonlar: pozitif degerli ve artan oldugundan (H?;ll fz) (t)
fonksiyonuda artandir. Dolayisiyla Teorem 4.1.17 HZ . fi = g, fn = f fonksiyonlar i¢in

(i) 9)
> [ ptasm)
[ (Hf,> )4+ 10 <Hfz> }bz (fu) @)+ T2(£) D)

bulunur. (4.1.60) kullanilirsa istenen sonug bulunur ve ispat tamamlanir.

uygulanirsa
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Sonug 4.1.21 Teorem 4.1.19’de v = n + 1 alimursa (4.1.59) esitsizligi

e e
n+ D" e . o
> o tay) IR0+ 5 s (1.161)
elde edilir.

Sonug 4.1.22 Teorem 4.1.19de a =n+ 1, b=1t, a =0 ve f;;2 = 1,...,n fonksiyonlar
(a + b)/2 noktasina gore simetrik alinirsa ve Lemma 4.1.1 kullanilirsa (4.1.59) esitsizligi

(3.1.12) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.20 f fonksiyonu [0, co) araliginda tanimli artan bir fonksiyon, g fonksiyonu
ayni aralikta tanimh diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve m := inf;> g (t) ise her t >

0, € (n,n+1],n=0,1,2, ... igin

D(a —n)["1a(fg)(a) + I5(f9)(b)]

> S L)+ IO Luata) + 129(0)
T+ 2T(3—n)
20 —a) (a+1)

esitsizligi elde edilir.

["Laf(a) + Iof )] + m["Ta(tf)(a) + I3 (tf)(b)] (4.1.62)

Ispat. h(t) := g(t) — mt seklinde bir h fonksiyonu tanimlamrsa bu fonksiyonun diferan-

siyellenebilldigi ve [0, c0) araliginda artan oldugu agiktir. Teorem 4.1.17 kullanilirsa

D(a = n)["1a((g — mt)f)(a) + I5((g — mt) [)(D)]

> PO D 00 (6) + IO L) + F39(5) — mlat(a) = mIgH()
> O D 0t (a) + IO o) + 0 0)
MNa+1) .
—mB(n+2,a — n)m[b]af(a) + I (b))
> T L @) + T O] Laglo) + T2g(0)

T(n+2)T(8 - n)
2(b—a)*(a+1)

elde edilir. Buradan

(o~ )" L fo)(a) + L2(Fa) 1)
> S (@) + IO Luata) + 129(0)
I'(n+2)I'(B—n)

B o (@) + O]+ m{ (0 (0) + ) 0)

[*Taf(a) + I5f (b))
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bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.23 Teorem 4.1.20'de o« =n + 1 ve § = k + 1 alimirsa (4.1.63)esitsizligi

[0 (f9)(0) + Ji_f9)(a)]
> L)+ @) + 5 g(a) (1169
T+ 2T(8—n)

2(b— a)*(a+ 1) [J. +f( )+Jbﬁ—f( )]+m[J +f(b )+Jbﬁ_g(a)]

esitsizligine donitisiir.

Sonug 4.1.24 Teorem 4.1.20'de @ = n + 1 ve f, g fonksiyonlar (a + b)/2 noktasina
gore simetrik almirsa ve Lemma 4.1.1 kullanhrsa (4.1.63) esitsizligi (3.1.13) esitsizligine

indirgenir.

4.1.5 Gruss Tipli Esitsizlikler

Lemma 4.1.6 f, [0, 00) araliginda integrallenebilen ve (3.1.15) sartin saglayan bir fonk-
siyon olsun. O halde her t > 0, a € (n,n + 1], n=0,1,2,... i¢in

B+ 1 = () — (L) (0
- (%MﬁB@+La—ny4@ﬁ@0<ggxw—%mwmn+La—m)

B+ 1o~ )M — F#)((7) ~ m) (4.1.64)

esitligi gecerlidir.

Ispat. Her z,y € [0,00) icin

(M = f(y)(f () =m) + (M = f(2))(f(y) —m)
—(M = f(2))(f(z) —m) = (M = f(y))(f(y) —m)
= @)+ 2 y) - 2f () (y) (4.1.65)

yazilabilir. (4.1.65) ifadesinin her iki tarafi (¢t — z)"z® "' ile carpilir ve elde edilen
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sonucun [0, ¢] arahginda x i¢in integrali ahnirsa

(M = f)) (La(H)®) = Z#°Bn+ 1,a =)
+ (B L) = L) (76) ~ m)
LM = FO)((0) ~ ) — B+ L= )M — f()(f ()~ m)
= LU0 + it Bt La—n) () - 200/ () (11.66)
elde edilir. Burada
/Ot(t — )" " dr = /Ol(t — tu)"(ut)* " du
= t*B(n+1,a—n)

integrali kullamlmstir. Ardindan (4.1.66) ifadesi (¢t — y)"y* "' ile carpilir ve ¢ikan

sonucun y icin [0, #] araliginda integrali almirsa
(%#“B(n +1l,a—n)— ([af)(t)) <Ia(f)(t) - %tO‘B(n tla— n))
+ (%tO‘B(n +1,a—n)— Ia(f)(t)) ((Iaf)(t) - %&Bm 1o n))
LB+ Lo (M — f(#)(f(1) ~ m)
Bt Lo ) Io(M — f)(/(H) —m)
= %t“B(n + 1,00 — )L (f?)(t) + %tO‘B(n + 1,00 = n) I (f)(t) = 2L (f) () I (f)(t)
elde edilir. Boylece (4.1.64) elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.21 f ve g, [0, 00) arahginda integrallenebilen ve (3.1.15) sartim saglayan iki
fonksiyon olsun. O halde her t > 0, a € (n,n + 1], n=0,1,2,..., igin

%B(n +1La—n)l(fg)t) — (Iof(t)(Tag(t))

< (;—;B(n+1,a—n)) (M = m)(P —p) (4.1.67)

esitsizligi gecerlidir.

ispat. Oncelikle

H(z,y) = (f(z) — f(y)(g(x) — g9(y)); r,y € [a,b] (4.1.68)
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fonksiyonu tammlansin. Bu esitligin her iki tarafi n%)g(t — z)t Tt — )L le
carpilir ve ¢ikan sonucun [0, ¢] arahgmda integrali alinirsa
IE t — )"t "Nt — )"t H (2, y)dady (4.1.69)
(n!)

= —tO‘B(n+1 a—n)la(fg)(t) = 2(Laf (1)) (Lag(t)).

elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizligi (ffgh = ffl/ngl/Qh < (fng)l/Q(ffh2)1/2)

kullanilirsa

t
(t —2)"t* "t — o)t " H (z, y)dady

- %/ / (t — &)™t (= )N (f () = F(y)(9(x) — g(y))dady

( / / )" — ) T (f () —f(y))dedy) "
( / / (t — )"t "t — y)" > (g(z) —g(y))dedy) -
_ [/ (/0 (t — )"t 2 (2 )dx—Z/Ot( )"t () f(y)da

n! 0
1/2
+ [0 s ) - preay)

l/ot (/ot(t_ ANt )dx_z/ot(t_‘”)"ta"lg(x)g(y)da;

0
1
><_
n!
t 1/2
+/ (t )nta n—1 2( )d.’lﬂ') (t_y)ntanldy]
0
t

= (@0 [ preay - Zn [ @ e

—l—%tQB(nle,a—n)/o y)"t* " (y )1/2
<(Hwg1) [y a- 2gw / (e ()
+i'ta3<n+1,a—n) /Ot(t—y)”ta n- 1g2<y))

_ (%Bm + 10— n)(Laf?)(t) - 2<Iaf>2) @B@ +1La—n)(lag?)(t) - 2”&9)2)

n! n!

sonucu c¢ikar. Buradan

(—taB<n Lo m)L(fa)(t) <faf<t>><fag<t>>) (4.1.70)

y (%tamn 1o ) (L)) — <fag<t>>2)
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elde edilir. (M — f(z))(f(x) —m) >0 ve (P — g(x))(g(z) — p) > 0 ifadelerinden
B+ Lo ) (M ~ f(0)(f(#) ~m) >0
ve
OB+ La = )I(P — g(0)(g(t) ~ P) > 0
yazilabilir. Dolayisiyla Lemma 4.1.6’den
%tO‘B(n + 1,0 —n) (I f?)(t) — (Inf(t))? (4.1.71)

(%w3m+La—nngn@0(@wa_gw3m+La—n»

IN

ve
%tO‘B(n + 1,0 —n)(Ing*)(t) — (Ing(t))? (4.1.72)
< <§taB(n +1l,a—n)— (Iag)(t)) <(Iag)(t) - %tO‘B(n + 1,0 — n))
elde edilir. (4.1.71), (4.1.72) ve (4.1.70) esitsizlikleri kullanilirsa
(7Bl + Lo = L(0)(0) — (L (0) Tas(1))
(%w3m+La—ny4@ﬁ@0(@wa_%w3m+La—n»
x(gﬂBm+La—ny4@@@0(waw_%me+La—mXM7a
bulunur. Ardindan 4rs < (r + s)? r, s € R esitsizligi kullamlirsa
4(%&3@+La—ny4@n@0(@wa_gw3m+La—n»
< <%t°‘B(n +1,a—n)(M — m)) (4.1.74)
ve
4<§ﬁ3m+La—nngﬁ@0(@wa_%me+La—m)
< <%tO‘B(n +1,aa—n)(P— p)) (4.1.75)
elde edilir. (4.1.73), (4.1.74) ve (4.1.75) ifadelerinden istenen sonug elde edilir.

Sonug 4.1.25 Teorem 4.1.21’de a = n+ 1 alimirsa (4.1.67) esitsizligi (3.1.16) esitsizligine

indirgenir.
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Teorem 4.1.22 f ve g, [0,00) arahiginda integrallenebilen iki fonksyion olsun. O halde
t>0,a€nn+1)vepelkk+1),nk=012,.., igin

(5B00+ 10 = 0)(1afo) () + B0+ 1.5 - (1T

~(LHWL)0) - (Iaf)(t)(fag)<t>)2

< (5Bt a0 + k,B(kz F LB = B0 - 20D )
(5B L — ) (1)) + B+ 1.6~ B)(g)0) ~ 20u)OL0)0) )

n!

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (4.1.68) ifadesinin her iki tarafi —L(f — z)"t* "1 (t — y)* 7=+~ ile carpihitr ve

cikan sonucun x ve y degiskenleri icin (0,t)? bolgesinde integrali alinirsa

n'k'// (t —z)"t> " 1(t y)ktﬁ_k_lH(x,y)da:dy

= —B(n+1 a—n)(Isfg)(t) + k,B(/erl B =k)Uafg)(t)
—(Laf)()(Lsg)(t) = (s f)(E)(I°g)(1)

elde edilir. Ardindan Teorem 4.1.21’in ispatinda oldugu gibi cift katli integraler icin
Cauchy-Schwarz-Bunyakovsy egitsizligi uygulanirsa istenen sonug elde edilir ve boylece

ispat tamamlanir.

Lemma 4.1.7 f, [0, 00) araliginda integrallenebilen ve (3.1.15) sartin saglayan bir fonk-
siyon olsun. O halde her t > 0, a € (n,n + 1] ve 8 € [k, k + 1)n,k=0,1,2,..., igin

E a0 + ’guaf?)@) - 21 )T

— (AgaB(n+1 a—n) ) (Isf)(t ——B(kal B — k))
6 (07
(M k1, - e )( ) - B+ o =)
—;—O;B(n+1,a—n)(lﬁ)(M FO) () —m)
8

esitligi elde edilir.
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Ispat. (4.1.66) ifadesi %(t — 9)ktP=k=1 ile carpilir ve cikan sonucun y icin 0’dan t’ye

integrali alinirsa

GCE ”jf“B<n+1a >)k—/< )T (M — )y
4 (A!{famnﬂ o —n) ) W (F () — m)dy

L (M~ FO)F) —m)) /< >kt5“dy

(07

BB+ 1.a-n) / (t— )7 (M — F(9)(f () — m)dy

«

= %B(n—i— La—n)(Isf?)(t) + le(l{;—i—l B—E)I.f2)(t) — 2L f)#®)(Isf)(t)

elde edilir ve boylece istenen sonuca ulagilir. Ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.23 f ve g, [0, 00) arahginda iki integrallenebilen ve (3.1.15) sartim saglayan
fonksiyon olsun. O halde her ¢t > 0, o € [n,n+ 1), § € [k, k + 1)], n,k=0,1,2,..., i¢in

(tO;B(n—Irloz—n)([ﬁfg)() ?jml"”a Bafa))

N Upg)(t) = (s )(1)(La )(t)

—(I.f

g[(Mta (n+1a—n)— t)((lgf ——B(k+1ﬁ k;))
+ () n+1a_n)(Mfﬁ k4150~ (100 |
[(P_ﬁ“ e+ L= - (L)®) (o)) - By B+ 1.5 1)

+< B(n+1,0— )) <73(k+16 k) - <Iﬁg>(t>)]

(4.1.76)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. (M — f(x))(f(z) —m) >0 ve (P — g(z))(g(z) — p) oldugundan
(0% ﬁ

—%B(nﬂ,a—n)(fﬁ(M—f@))(f(t)—m)) 2 B(k+1, 8—k)(Io(M—f(t))(f(t)—m)) <0
(4.1.77)

ve

—ﬁB(nHOé n)(fﬁ(P—g(t))(g(t)—p))——B(k‘+1ﬁ F)Ua(P—g(t))(9(t) —p)) <0

k!
(4.1.78)
yazilir. Lemma 4.1.7 f ve g fonksiyonlarina uygulanir ve ardindan Teorem 4.1.22, (4.1.77)

ve (4.1.78) kullanilirsa istenen sonug elde edilir.

93



Sonug 4.1.26 Teorem 4.1.23’de o« = 3 alinirsa Teorem 4.1.21 elde edilir.

Sonug 4.1.27 Teorem 4.1.23’de a = n + 1 alinwrsa (3.1.17) esitsizligi elde edilir.

4.2 Katugampola Kesirli integralleri i(;in Esitsizlikler

Bu boliimde Katugampola kesirli integralleri ile elde edilen yeni Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikler verilmistir.

4.2.1 Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

Harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Katugampola kesirli integraller yardimiyla elde edilen

Hermite-Hadamard esitsizligi su sekildedir:

Teorem 4.2.1 o > 0ve p > 0olsun. f: 1 C (0,00) — R fonksiyonu a < b ve a?,b” € I
icin f € XP(a,b”) sartim saglasin. Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda harmonik konveks

fonksiyon ve g(x) = 1/z" ise

2a°b?
/ (ap+bp)
< P P((;‘+ D (bpap_biw) {pI(Oi/a),(ng)(l/b) + ija/bH(fog)(l/a)}
. w (4.2.1)

esitsizligi gecerlidir.

aPbP _ aPbP

Ispat. t € [O, 1] olsun. T,y € [a, b], a Z 0 1g1n P = m ve yp = m

secilirse f fonksiyonu harmonik konveks fonksiyon oldugundan

f< 2y” ) < f(@”) + f(y”)
xf + yr 2

yazilabilir. Buradan

albP albP

20% \ _ Nowmtizmw) + Hawra—ew)
ak +bk) — 2 '

(4.2.2)
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(4.2.2) ifadesinin her iki tarafi t"*~! ile carpilir ve daha sonra gikan sonucun ¢ igin [0, 1]

araliginda integrali alimirsa g(x) = 1/z” igin
2aPb?
/ (ap + bP)
1 PHP
pa / Pt f a’b dt
2 0 tPbe + (1 — tP)ar
1 PaP
ot ¢ dt
+/0 d (tﬂbp (- tﬂ)bp) }
Ppe \ @ 1/a p—1 1
- 5659 U oo (B
2 bP _— a,p 1/1) (I‘P i biﬂ) l‘p
1/b p—1 1
+/ S — =/ (—) da:}
1/a (QLP — .I‘p) xP

p (o +1) ( b ) {PZ8 /0y (fog)(1/b) + PI 4, (fog)(1/a)}

2 b — aP

VAN

elde edilir. Boylece ilk esgitsizlik ispat edilmis olur.
(4.2.1) esitsizligin ikinci tarafinin ispati i¢in ilk olarak f fonksiyonunun harmonik konveks

olmasi kullanmilirsa

albP

f (tﬂbﬂ + (1 —tr)ar

) <t f(af) + (L= t7)p

ve
afb?

/ (tﬂaﬂ + (1 —tr)br

yazilir ve bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

afbP aPbP , ,
f <tpbp —+ (1 — tP)aP> + f <tpap + (1 _ tp)bp) < f((l ) + f(b ) (423)

bulunur. (4.2.3)’un her iki tarafi t**~! ile garpilir ve ¢ iciin [0, 1] arahiginda integrali ahnirsa

1 albP bty 1 albP paty
Pt Pt
/0 f(tpbp+(1—tp)aﬂ) +/0 f(tpap+(1—tp)bﬂ)

< [fla)+ F(0) / oLt

) <f(7) + (1= t)a’

ve buradan
aT 1 Ppe \
- (Z+ ) (bpa_ aP) {70 (Fo9)(1/0) + *Ti iy (f o 9)(1/a) §
< @)

elde edilir. Ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2.1 Teorem 4.2.1de p — 1 igin limit alimirsa (3.1.18) esitsizligi elde edilir.

95



If(g:a, a,b)
fl@)+b pTla+1) [ a’b’ “
2 2 b? — ar

X {pI(O‘l/a)f(fog)(l/b) + P8 4 (fog)(1/a)}

tanim kullanilacaktir. Burada f: I C (0,00) — R, I°’de diferansiyellenebilir bir fonksi-

yon, a < b, a?,b* € I, g(x) = 1/2” ve I' Euler Gama fonksiyonudur.

Lemma 4.2.1 o > 0 ve p > 0 olsun. Ayrica f: I C (0,00) — R diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve a?,b” € I i¢in f € XP(a”,b”) olsun. O halde

I7(g: v, a,b) (4.2.4)

_patbP (b — a) /1 i ek " arb? "
n 2 o [tPar + (1 —tr)br)2 tear + (1 — tr)be

esitligi gecerlidir.

Ispat. A, = tPa? + (1 — t*)b” ve B, = t°b° + (1 — t*)a” olsun.

I1(g; @, a,b)

palb? (b* — a) /1 [P — (1 — tP)*Jer—t a’b’
f dt
2 o [trar + (1 — tr)br)? tPar + (1 — tP)br

PHP(BP — P L ypoyp—1 N7
_ pafbP (b a)/t t2 f a’b gt
2 0 A; A,

PHO(HP — P 1 — a1 PhP
_ pa’bP (b a)/(l t;t f a’b gt
2 0 A; A,

yazilir. Kismi integrasyon yontemiyle

aPbP\ |t /1 (apbp)
trof(—— )| —pa [ tPorF | —=)dt
()| e [ (%

L =

DO | —

1 0 aPbP « 1/a SUp_l 1
= 3 _f(b ) — pa (bp_ap) /1/b Wf <E) dx]
— % FP) = p°T(a+ 1) <bpa”_b;p) PTq ey (f o g)(l/b)] (4.2.6)
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ve benzer sekilde

1 s 7D
Iy = —51(1—t)f<7t)

1 1 albP
+pa/(1—tp)0‘1tﬂlf —— ) dt
0 0 Ay

= e [ ()
1 [ ) afb? \ & e P! 1

— §_f<a)_p05(bp_ap) [a Wf(ﬁ)dl‘]

— % f(a®) — p°T(a +1) <bpap_b;p) PI(O‘l/bH(fog)(l/a)} (4.2.7)

bulunur. (4.2.6) ve (4.2.7) ifadeleri (4.2.5)’de yazihrsa (4.2.4) esitligi elde edilir. Ispat

tamamlanir.

Teorem 4.2.2 a > 0 ve p > 0 olsun. Ayrica f: I C (0,00) — R diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a”,b* € I ve f € XP(a?,V”) olsun. Eger |f’|' fonksiyonu [a, b] araliginda

[ > 1 i¢in harmonik konveks bir fonksiyon ise

[11(g; v, a,b)] (4.2.8)

< WAW(M, 1) (Asfasa, OIS O + Asfaza, b @)!)

esitsizligi gecerlidir. Burada

A1<Oé;a,b)
v [ e (sattarai_® Fl2tarol- ¥
= M[Q 1<7Oé+ jo+ 2 —ﬁ)-i-z 1<,,Oé+7 _ﬁ)]v
A2<Oé;a,b)
h—2r aP 1 a’
= — | Ky |2 2: 31— — Fy | 2, 2: 31— —
A3(a;a7b)
b=2 1 a a®
= Fi |2 1: ) [ Fi |21 31— —
a+2) {044—12 1<704+ s+ 3; bp)+2 1(, ;5 bp)}

"dir.

ispat. A = tPa? 4+ (1 — tP)b” olsun. Lemma 4.2.1, mutlak deger 6zellikleri, power mean
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esittsizligi ve |f’|' fonksiyonunun harmonik konveksligi kullanilirsa

[17(g; v, a,b)]
- pa?b? (VP — aP) /1 [P — (1 — tP)«||tr Y f a’b? "
= 2 ; 2 A
- pwmww_w>(/Wwa—u-¢wﬂnﬂwﬁ)l”
N 2 0 A

11
([ s ey /
0 A Ay
PHP(bP P L jppor 1 — tP)e| |t~ 1-1/1

< mrUa) ([0 erie,
N 2 0 A7

X(ﬂwﬁw+a;;www”(mfw%V+@—ﬂNfW”0dQvl

palb? (b — aP)Al,l/l

=N a0, (Msfosa DI O + As(ozanlf @)

elde edilir. Burada A;(a;a,b), As(a;a,b) and Az(a;a,b)

Al(aﬂ a, b)

Pt 4 (1= e9)e]ee!
_ /0 [#7 + - I (4.2.9)
t

= b2f’/01(u°‘ + (1 —u)*) <1 — (1 — Z—S) u>_2 dt

b2 > o

ve benzer sekilde

A2<Oé, a, b)
- /1 A QP gy (4.2.10)
i e 2.
h—2r a’ 1 a’
= — |, (2 2: 31— — Fi (22 31— —
ot 2) lZ 1<>OZ+ ra+ 3 bP)+a+12 1<, ;a0 + 3 bp)}
ve
Ag(Oé, a, b)
- /1 R O (4.2.11)
i e 2.
h—2r 1 af a®
= Fi (2 1: 31— — F; (21 31— —
p(O[—'—Q) |:O{+12 1<,O[+ 70[+ ) bp)+2 1(7 ,OZ+ ) bp):|

olarak hesaplanir. Boylece (4.2.9)-(4.2.11) ifadeleri (4.2.9)’da yerine yazilirsa (4.2.8)

esitsizigi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.2.2 Teorem 4.2.2’de p — 1 i¢in limit alinirsa 3.1.25 elde edilir.

Teorem 4.2.3 « > 0 ve p > 0 olsun. Ayrica f: I C (0,00) — R diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a?,1* € I ve f € XP(a”,b") olsun. Eger |f’|' fonksiyonu [a, b] araligida

[ > 1 i¢in harmonik konveks bir fonksiyon ise

[11(g; v, a, b)] (4.2.12)
< PO\ 0,8) (Agtos BT ) + Aol b7 ())

esitsizligi gegerlidir. Burada

Ay
v e (2attarol-® A(2tar21- %
—m{21<,@+ ;044‘;—5)—21(77044‘;—5)
1 a’
+2F1(2,1;OZ+2;§<1—§>)
As
h—2r af 1 a’
= — | Fy (2 2: 31— —| — Fi 122 31— —
p(a—i—?){z 1< O+ 25+ 9 bp) R 1<, ;o 95 bP)
1 1 af
Fi |22 3=-(1——
"2a 1)21<”“*"2< w))
Ag
b2 1 a a®
= Fi |2 1: 31 —— | —oF | 2.1; 31— —
p(oz—l—Q)[oz—l—lz 1( ya+ a4 9 bp) 2 1<, ;o 95 bp)
1 a”
Fi 21 3=-11——
_'_2 1(7 ,O[+ 72< bp))
seklindedir.

ispat. A; = tPa? 4+ (1 — tP)b” olsun. Lemma 4.2.1, mutlak deger 6zellikleri, power mean

esittsizligi ve |f’|' fonksiyonunun harmonik konveksligi kullanilirsa

1(g; v, a, b))
PHP(bP — P T _ (1 — tp\| |41 , PhHP
o M/H (= o (@]
2 0 At At
parb (b —a?) ([ (1 [ — (1= tr)flr ]\
< . dt

. [ aPbP
f(m)

1/1
Lo — (1 — )oY LAY
X 5 dt
0 At
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IN

pwww—MWin—u—wmwwﬁylﬂ

2 A
L | / 11
([ Em O (- s ) )
_ 2 =) ety 0,0) (Kafas a,DIF O + Kafas bl @)

(4.2.13)

elde edilir. Ky, Ky ve K3, Lemma 2.5.1 kullanilarak

P — 1—tﬂ Pt
&::/| U,

_‘fﬂw—w>—ww4ﬁ#/<w—u—M%wwt
0 A7 1/2 A

1 o} a —1 1/2 a o} —1
(1 = (1= 1)) [z
= dt + 2 dt
A A7 0 A7

1 1 1/2
< / u* Ay % du — / (1 —u)*A;2du + 2/ (1 —2u)*A;*du
0 0 0

b2 P a P a®
= M[Q 1<2,a+1,a+2,1—§)—2 1(2,1,&+21 bp)
1 a’
+oFi (20425 (1- 5 (4.2.14)

1P — l—tp 7!

1 1/2
< / O‘HAuzdu / (1 — u)*uA; *du + 2/ (1 — 2u)*uA;*du
0 0 0

b2 a 1 af
_ M[F<2a+2a+31—ﬁ>—a+12F1<2,2,a+31 bp)
1 1 a’

ve
P — 1—tp P!
&::/w ( H||< _ tyat

1 1 1/2
< / t*(1 — u)A;Qdu — / (1 —u)*™ A %du + 2/ (1 —2u)*(1 —u)A,*du
0 0 0

b2 1 a a
= ot [a+12F1 <2,a+1;a+3;1—ﬁ) — oF] (2,1;a+3;1—ﬁ)
+oF) (2, 1o+ 3;1 (1 — a—p)) (4.2.16)
2 bp

olarak hesaplanir. Boylece (4.2.14) - (4.2.16) ifadeleri (4.2.13) 'da kullanilirsa (4.2.12)
elde edilir.
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Sonug 4.2.3 Teorem 4.2.3’da p — 1 igin limit alinirsa Teorem 3.1.26 elde edilir.

Teorem 4.2.4 o > 0 ve p > 0 olsun. Ayrica f: I C (0,00) — R diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a?,1* € I ve f € XP(a”,b") olsun. Eger |f’|' fonksiyonu [a, b] araligida
[ >1vel>11/k+ 1/l = li¢in harmonik konveks bir fonksiyon ise

’ ’ 1/1
af(b” —a®) (i ye\ [1f (@) +1f (07

; < . .
11(g: 0 a,0)] < == (A + ") o (4.2.17)

esitsizligi gecerlidir. Burada

Ar
k—k+1 k—k+1 1—k o
- B(ﬁ——i—¢m+1)ﬂq@hﬁ——i—ﬂm+k+1+——ﬂ1—ﬂ)
p p p b
Ag
1 1k 1k p
- ﬁ}@hak+k+ ;ak+k+1+——ﬂ1—g).
(ak+ e+ 155) p p b

Ispat. A, = t’a” + (1 — t*)b” olsun. Lemma 4.2.1, mutlak deger 6zellikleri, Holder

esittsizligi ve |f’|' fonksiyonunun harmonik konveksligi kullanihirsa

|14(g; @, a, )]
ab?(b” — a”)
- 2

far L1 gyt
d (At )'dH/o 2

|:/1 tpatpfl
X
o A

()]

o WPV —a) /1 ekt VE /1 i n
N 2 0 A 0 A
1 (1 — tp)aktk(pfl)d 1/k LI/ aPbP n M
(L) ([ (=)]) )
PHA(BP — P 1 , , 1/
< PSS (e w1 ([ e s - e @] «)
PHP(HP — P "(aP)|! TN

101



elde edilir. A; and Ag ifadeleri

Aq
L (1 — ¢p)okk(p—1)
0 A
b2k pk—k+1 1—k a”)
- Aok, BT ak+k+14+—21— — 4.2.19
B(pk*pkﬂ,ak 1) 241 < P p br ( )

As

1 spakk(p—1)
tPrt
= / et
0 A
1—-k a’

1— 1—
= <ak+k+—k) b2k, Fy (Qk,ak+k+—k;ak:+k:+l+—;1——)
p p p be

(4.2.20)

seklinde hesaplanir. Boéylece (4.2.19) ve (4.2.20) ifadeleri (4.2.18) yerine hesaplanirsa
(4.2.17) esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.4 Teorem 4.2.4 p — 1 icin limit alinirsa Teorem 3.1.27 elde edilir.

Teorem 4.2.5 « > 0 ve p > 0 olsun. Ayrica f: I C (0,00) — R diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a?,b* € I ve f € XP(a?, V") olsun. Eger |f’|' fonksiyonu [a, b] araliginda
[ >1vel>11/k+ 1/l = ligin harmonik konveks bir fonksiyon ise

PHP(HP — P
(g, < LT

l/k / 1 / l 1/l
A" (Mol £ (01" + Anlf (@)]') (4:221)
esitsizligi gecerlidir. Burada

1 1 P
A9 = b72pk2F1 (Qk,—,—p_'_ ,1—a—)

PP be
1 1 [+1 —1 1
Ay = p+1B<p+ ) l+1)+a+ 2 Iy <—71§Oél+23—)
2 P 2p 2
1 1 1 1 1
A11 = 1B <—,0zl+ ].) 2F1 <—]_,—;Oél+ -+ 1,—)
p2e P 2
[+ 1)(al + 2 11— 1
ol )2(i+ )2F1<_p’2;al+3;_)
p2 v p 2

seklindedir.

Ispat. A, = tPa” + (1 —°)b* olsun. Lemma 2.5.1, Lemma 4.2.1, Holder esitsizligi ve |f|!
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fonksiyonunun harmonik konveksligi kullanilirsa

mwwtww/wW—u—WMWﬂ
s

|1;(g; v, a, b))

o alb?
7 (%)]

o P —a) ( / g "
= 2 o AZ
) e ! 1/
x </ [t — (1 — ) e | <%) dt)
0 t
PHP(BP — P 1 1/k
0
1 1/1
x(/\b@ﬂ“kuwmwwr4memﬂw)
0
PHP(hP — 1/1
= PV N (ol )+ AnlF @) (4222
elde edilir. Burada
P
Ay = / 12 dt = b2k, F, <2k Lotl 1—“—) (4.2.23)
A PP be

Ay = / — 217 |t dt

1/21/P 1
— / — 2tP)°tPdt + / (2t° — 1)t dt
1/21/p

p+1 al+1 -1 1
= p+1 B( l"— 1) + 2p 2F1 <7, 1,0[["‘2, 5 (4224)

Ay — /|1 20 (1 — 19)dr
1

1/21/¢
:/ (1—2tp)°‘l(1—tp)dt+/ (217 — 1)°(1 — 1#)dt
0

1724/

1 1 1 1 1
= 13(-,0[[-'-1) 2F1 <—17—;Oél+—+1;—)
p2r  \P p P 2

[+ 1)(al +2 1- 1
Gk )(a +2) gk <—p,2;al+3; —) (4.2.25)
p2 o P 2

olarak hesaplanir. (4.2.23)-(4.2.25) ifadeleri (4.2.22)’de yerine yazilirsa istenen sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 4.2.5 Teorem 4.2.5’da p — 1 i¢in limit alinirsa Teorem 3.1.28 elde edilir.

Teorem 4.2.6 « > 0 ve p > 0 olsun. Ayrica f: I C (0,00) — R diferansiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a”,b* € I ve f € XP(a?,V”) olsun. Eger |f’|' fonksiyonu [a, b] araliginda
I >1vel>11/k+ 1/l = 1li¢in harmonik konveks bir fonksiyon ise

palb? (b? — af)
2

1/1

117 (g; v, a,b)] < AF (Alg\f V) + Al f (a”)] ) / (4.2.26)
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esitsizligi elde edilir. Burada

1 kp—k+1
b = B ( , okt 1)

1 ktp—kp—1 1
+—2F1< PP ,1;ak+2;—)

p2° P 2
1 1 2 1 P
Az = ———-2F lp+ pr 71_(1_
(o + )i , b
p 1 2p+1 a’
ANy = 2 ——1——

seklindedir.

Ispat. A, = t?a” + (1 —t*)b” olsun. Lemma 2.5.1, Lemma 4.2.1, Holder esitsizligi ve | f'|!

fonksiyonunun harmonik konveksligi kullanilirsa

mW%tw@/wW—u—WMWﬂ
e

|1;(g; v, a, b))

’ apbp
1E:

PHO(HP — P 1 1/k
< pa b (b a ) </ |tpoz _ (1 _ tp)oz|k|tp—1|kdt)
2 0
1/
1 a’b?
— dt
X(AA?f(m)
PLO(HP — P 1 1/k
< PG b (b a ) </ |(2tp . 1)|aktk(p1)dt>
2 0
1 n , l 1/
([ g e a-ens @) )
0
palbP (b — af) 1/1

= 2 0 (Al F @O + Al (@)

olarak elde edilir. Burada
Ay = / |(2tF — 1)[*kekle—D gt

1/24/p 1
= / (1 — 2tP)kthlo— dt+/ (2tP — 1)k RN gy
0 1721/

1 k41
_ B(kp bt ,ozk:+1)
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1
Az = / tP A2 dt
0
1 12 1 P
S N N P Rk S (4.2.29)
(p+ 1)b>! p p b
1
A14 - / (1 - tp)A;mdt
0
p 1 2p+1 a’
— o (2L, - —;1 — — 4.2.30
(p+ 12! * 1< VA G (4:2:30)
olarak bulunur. (4.2.28)-(4.2.30) ifadeleri (4.2.27)’da yerine yazilirsa istenene sonug elde

edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.6 Teorem 4.2.6’de p — 1 i¢in limit alinirsa Teorem 3.1.29 elde edilir.

Asagida Katugampola kesirli integralleri yardimiyla quasi-konveks fonksiyonlar icin elde
edilen yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunulmustur. Bu esitsizliklerin elde edilme-

sinde Chen ve Katugampola tarafindan asagida verilen lemmadan faydalanilmigtir.

Lemma 4.2.2 f : [a”,b’] — R fonksiyonu (a”,0”) arahiginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve 0 < a < b olsun. O halde g(x) = z” i¢in

fla?) + f(¥*)  ap*T(a+1)
2 2000 — ar)e
b — qf

— 5 /01[(1 — ) — PP (e + (1 — tP)bP)dt (4.2.31)

"Z2, (f o 9)(b) + "I (f 0 g)(a)]

esitligi gegerlidir [14].

Teorem 4.2.7 a > 0 ve p > 0 olsun. f : [a?,b?] — R pozitif degerli bir fonksiyon,
0<a<bve fe XP(a? V) olsun. Eger f fonksiyonu [a”, b°] araliginda quasi-konveks bir

fonksiyon ve g(x) = x’ise

p*T(a+1)

2 — ar)e PZe (f o g) (D) + 7T (f o g)(a)] < maz{f(a®), f(V")} (4.2.32)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. f fonksiyonu [a?, b]'de quasi-konveks oldugundan
f(#Pa? + (1 = t")) < maz{f(a”), f(V’)}
ve

fIL =17)a? +1707) < max{f(a”), f(b)}
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yazilabilir. Bu esitsizlikler taraf taraf toplanirsa

%Uuww+a—wwﬂ+f«u¢ww+ﬁwﬂgnmqﬂw%ﬂw» (4.2.33)

bulunur. (4.2.33) ifadesinin her iki tarafi t**~1 ile garpilir ve bulunan sonucun ¢ degigkenine

gore [a”, b°] arahginda integrali ahnirsa

1 1
/ t L f(tPaf + (1 — tP)b°)dt + / tP (1 — tP)a” + t°b°)dt
0 0
b a-1 -1 b a-1 -1
P — P P P — aP TP
— p p
B /a <bﬂ—aﬂ) f(x)bp—apdwr/a (bﬂ—aﬂ) f@)bp—apdx

1 b et , 1 b )
- (b —ar)® /a (br — :Ep)l—aﬂx Jdz + (br — ar)e /a (2P — ar)l-o f(xr)dx
[(a)

= o [E (o)) T (f o g)(a)]

2 p p
p—amax{f(a ), f(07)}

IN

elde edilir ve boylece istenen sonug elde edilir. Ispat tamamlanir.
Sonug 4.2.7 (4.2.32) esitsizliginde p — 1 igin limit alimirsa (3.1.19) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.8 « > 0ve p > 0 olsun. Ayrica f : [a”, b’] — R fonksiyonu [a?, 0?] arahiginda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 0 < a < b olsun. Eger |f’| fonksiyonu [a”,V”]
araliginda quasi-konveks ise ve g(x) = a” ise

fla?) + F()  apT(a+1)

[PZ3, (f 0 9)(b) + T (f 0 g)(a)]

2 2(br — ar)e
Vo 1 1 .p ny;
CESY (1 - ﬁ) maz{| f'(a)| |f'(¥)[} (4.2.34)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.2.2 ve | f'|'nin quasi-konveksligi mutlak deger 6zellikleri ile kullanilirsa

’ fla?) + F(b°) — apT(a+1)
2 2(bp — ar)e

["Z2 (f o 9)(b) + T (f 0 9)(a)]

v —a [ AV poe|gp—1| £1(1p p P\P
< T M= e e+ (= )
0
< b —ar ! _ P\ _ gpappp—1 1P| | (BP
< (L =) = [t maz{[f'(a”)| | f'(07)| }dt
b? — af

= ——maz{|f (") |f (")}
1/24/p 1
x{ / [(1 —t7)> — PP at + / [P + (1 — t”)“]t”‘ldt}

/21/p
P — aP 1 (. p .
_ m(l—Q—a)max{V(a)Hf(bﬂ}
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elde edilir. Burada

1/21/¢ 1
/ [(1—t7)> — Pttt + / [t + (1 — "))t dt
0 1/21/p

_ %{/01/2 [(1—u)“—u“]du+/l/12[u“—(l—u)o‘]du}

_ ﬁ (1 _ 2%) (4.2.35)

olarak hesaplanmigtir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.2.8 (4.2.34) esitsizliginde p — 1 igin limit alimirsa (3.1.20) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.9 « > 0ve p > 0olsun. Ayrica f : [a”, b’] — R fonksiyonu [a?, 0?] arahiginda
diferansiyellenebilir ve 0 < a < b olsun. Eger |f'|? fonksiyonu [a”, b’]’de quasi-konveks,
ste=19(x) =" ve s > 1ise
fla?) + f(b)  apT(a+1)
2 2(bP — ar)e
b’ — a”

= —— (maz{|f(a")[", /) ) M (K + ) (4.2.36)

[PZ2 (f o 9) () + T (f 0 9)(a)]

esitsizligi gegerlidir. Burada
1 1—
K = __B(s+—— as+1),
p28+ p P

1 -1 1
Ky, = s+ 2F1(1—5+$—,1;a5+2;—),
2p p 2

seklindedir.

Ispat. Lemma 2.5.1, Lemma 4.2.2, Holder esitsizligi ve | f'|'nin quasi-konveksligi mutlak

deger ozellikleri ile kullanilirsa

' fla) + f") _apT(a+1)
2 2(br — ar)«

VT2, (f 0 9)(b) + T (f o 9)(a)] '

bp___ap 1 —11 g1
< — (1= 1) — 7| [/ (17a” + (1 — t2)1) |t
0
b — a” 1 1/ ! v
< . (/ ‘(1 . f;p)a B tpa‘sts(pl)dt) (/ ‘f’(tpap + (1 — tp)bp)‘th)
0 0
. 1 1/s
b o ( / - 2tp|asts<p-ndt) (maz{| f'(a”)|7, | f(b7)|7})"®
0
b? — a”

= 5 (maz{|f' ()|, | £ @)D"
1/21/p 1 1/s
x{ / (1 — 2tP)esese= Yt + / (2tF — 1)asts(p—1>dt}
0 1

J21/p
= P man{ (@) | P @) (0 + F) (4237
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elde edilir. Burada

1/21/p ]_ 1 1—s
Kl = / (1 _ 2tp)ast8(ﬁfl)dt — — / us—l—l— - (1 - u)asdu (4.2.38)
1 1-—
= I_SB($+—S,QS+1)
p2°t % P
! 1 1 1—s
Ky = / (2t = 1)@t Vdt = — / u(14u)* "0 du (4.2.39)
1/21/p 25t pJo
1 -1 1
= st 2F1<1—3+8—,1;a5+2;—)
2p P 2

olarak bulunur. Boylece (4.2.38) ve (4.2.39) ifadeleri (4.2.37) de kullanilirsa istenen sonug

elde edilir. Ispat tamamlanir.
Sonug 4.2.9 (4.2.36) esitsizliginde p — 1 i¢in limit alinirsa (3.1.21) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.10 o« > 0 ve p > 0 olsun. Ayrica f : [a”,b°] — R fonksiyonu [a”,V”]
araliginda diferansiyellenebilir ve 0 < a < b olsun. Eger |f’|? fonksiyonu [a”, b*]’de quasi-

konveks, ¢ > 1 ve g(z) = z” ise
fla”) + f(*)  apT(a+1)

[pzc(zl+(f 0g)(b) + 7Ly (f o g)(a)]

2 Q(bp—ap)a
R PR B W PPN
Pt (1 ) mantl @l @) (42.40)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.2.2, | f'|'nin quasi-konveksligi ve power-mean esitsizligi mutlak deger

ozellikleri ile beraber kullanilirsa

fla”) + f(*)  apT(a+1)
2 2(br — ar)®

1
[ @ e e 1= e
0

Vz;ungw+fziqogx@w

b? — af
<
- 2

bp AP 1 1—1/(]
< 5 ¢ (/ |(1— 7)™ — tp0‘|tp1dt)
0

1 1/q
X (/ |(1— ") — P tP~H f (tPa” + (1 — t”)b’))\th)
0

bp _ P 1 lfl/q
< ¢ (/ |(1— 7)™ — t”o‘|tp_1dt)
2 0

1 1/q
< mae(£ @)@ ([ 100 = el

b? — aP

_ ! _ P\ _ 4po|gp—1 max "(aP)|9 11\ a1\ 1/e
= IS ([ 1a- ey eenta) el @ L0

elde edilir. (4.2.35) kullanilirsa istenen sonug elde edilir.
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Sonug 4.2.10 (4.2.40) esitsizliginde p — 1 igin limit alinirsa (3.1.22) esitsizligi elde edilir.

4.3 Genellestirilmis Katugampola Kesirli integralleri
Icin Esitsizlikler

Bu boliimde Genellestirlmis Katugampola kesirli integralleri ile elde edilen yeni Chebyshev

tipli esitsizlikler sunulmustur.

Bu boliimde iglemlerin daha kisa tutulmasi icin

o / T LD peda (430)
C(a) Jo (zp—7P)t- PPl (a+n+1) T
(o, z €R™; B, p, m, k €R)
ve
(P1500) (1) = (1550) (@) (432)

tanimlamalar1 yapilmisir.

4.3.1 Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.3.1 3,k €R, z, a, p € RT, ve n € R} olsun. Ayrica f ve g [0, 00) araliginda
ayni monotonluk derecesine sahip (senkronize) iki fonksiyon ve integrallenebilen olsun. O

halde

CRINIOE (It f) () (I3) (2) (433)

2R (e, n)

esitsizligi gegerlidir.

ispat. f ve g fonksiyonlar1 [0, 00) araliginda aynm monotonluga sahip oldugundan

(f(7) = F©)g(r) —g(€)) =0 (m. £ €Ry),

ve devaminda

f(T)g(r) + f(€)g(€) = f(r)g(€) + f(€)g(r) (7. & €RF) (4.3.4)

yazilir. (4.3.4) esitsizliginin her iki yam
plfﬁxn wp(n+1)—1

I(a) (zr—71r)i=0 (weR? 0<r<a)
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ile carpilir ve ¢ikan sonucun 7 degiskeni i¢in 0’dan and z’e integrali alinirsa

1=Br o (n+1)—1
(120 fg) (x) + F(€)g(€) 2 / (T” ir

['(«) xP — TP)l-e

1-8..k T (n+1)—1 1-8..K T (n+1)-1
> gt / (Tp" F(rydr + f(6) " / (Tp" g(r)dr

F(Oz) TP — 70)1—04 I‘(a) TP — Tp)l—a

elde edilir. (3.4.3), (4.3.1) ve (4.3.2) kullanilirsa

(PI32 fg) () + F(©)g(&) A (aym) > g(&) (PIsLf) (x) + f(&) (PILg) (x)
(4.3.5)

elde edilir. (4.3.5) ifadesinin her iki yani
pl—ﬁxn fp(n+1)—1
[(a) (29 —&r)t=e
ile carpilir ve ¢ikan sonucun her iki yaninin £ degigkeni icin 0’dan x’e integrali alinirsa
("Il f9) (@) AL (a,m) + A (e, n) (P17 fg) (@)
> (P10 f) (@) ("I5lg) (@) + (PI3lg) () (I3l f) ()

elde edilir. Buradan istenen sonuc elde edilir. Ispat tamamlanir.

(:EER+, 0<7‘<x)

Sonug 4.3.1 Teorem 4.3.1 i¢in agsagidaki ozel durumlar elde edilir.

(i) k=0, n =0 secilir ve p — 1 i¢in limit alinirsa (4.3.3) esitsizligi (3.1.10) esitsizligine

indirgenir.

(ii) = a, Kk =0, n = 0 segilir ve p — 07 igin limit alimrsa (4.3.3) esitsizligi (3.2.3)

esitsizligine indirgenir.
(iii) =0 ve k =—p(a+n) segilirse (4.3.3) esitsizligi (3.2.8) esitsizligine indirgenir.

(iv) f=a, k=0 ve n=0 almirsa (4.3.3) esitsizligi Katugampola kesirli integrali igin

p*T(a+1)
TP

("Igy fg) (x) = ("16.f) (@) ("I5y9) (x) (4.3.6)

esitsizligine dontisiir.

Teorem 4.3.2 8,k € R, z, a, p, 0 € R ve n € R olsun. Ayrica f ve g fonksiyonlar

[0, 00) araliginda ayni monotonluga sahip ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. O halde
AZ(oom) (P07 fa) (2) + ALi(a.n) (P17 fg) (x)
> (“130F) (2) ("I79) (@) + (CI3If) () (PL3la) (=)

esitsizligi elde edilir.

(4.3.7)
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Ispat. (4.3.5) ifadesinin her iki yam

plfﬁxn gp(nJrl)fl
[(o) (zr —&r)ime

(zeRT, 0<& <)

ile carpilir ve ¢ikan sonucun £ degigkeni i¢in 0’dan x’a integrali alinirsa ve Teorem 4.3.1’in
ispatina benzer sekilde iglemler yapilirsa istenen sonug elde edilir. Boylece ispat tamam-

lanir.

Sonug 4.3.2 Teorem 4.3.2 icin asagidaki 6zel durumlar elde edilir.

(i) k=0, n =0 segilir ve p — 1 i¢in limit almirsa (4.3.7) esitsizligi (3.1.11)
(ii) 5 =a, k =0, n = 0 segilir ve p — 0% igin limit almirsa (4.3.7) esitsizligi (3.2.4)
esitsizligine indirgenir.
(iii) =0 ve k =—p(a+n) segilirse (4.3.7) esitsizligi (3.2.9) esitsizligine indirgenir.

(iv) f=a, k=0 ve n=0 almirsa (4.3.3) esitsizligi Katugampola kesirli integrali igin

PRIED (015, 19) ) + XD (017, 1) @)

> ("I5:1) (2) (*I5e9) (@) + ("I5. f) (@) ("[5.g) ()

esitsizligine dontisiir.

(4.3.8)

Teorem 4.3.3 3,k € R, x, a, p € RT ve n € RS olsun. Ayrica
iRy =R (j=1,...,n; n€N)

artan fonksiyonlar olsun. O halde

J=1

(ﬂf;;jf ﬁ f]) (z) > — ﬁ PIL | (n €N) (4.3.9)
Pl {M&am}

esitsizligi elde edilir.

ispat. Bu teoremin ispati n € N igin tiimevarimla yapilacaktir. n = 1 igin (4.3.9)

ifadesinin saglandig1 aciktir.

n = 2 secilirse Ry ’de artan f; ve f; fonksiyonlar igin

(fi(r) = £28)) (fo(7) = £2(6)) = 0 (7, £ €R])
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elde edilir. Teorem 4.3.1’den faydalanilarak n = 2 i¢in ispat yapilir.

Varsayalimki (4.3.9) n € N i¢in dogru olsun. f := H?Zl f; fonksiyonu her artan f;
fonksiyonu i¢inR;’de artan olur. g := f,41 almir ve ardindan f and g secilirse Teorem

4.3.1’den

(p[v?,f H i fn+1> (z)

v

m ( FﬁHf;) : ﬁffnﬂ) (x)
1 n+1

{Xé%@J?;}W Il (P10 f5) ()

v

elde edilir. Buradan istenen sonug elde edilir. Ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.3 Teorem 4.3.3 icin asagidaki ozel durumlar elde edilir.

(i) k=0, n =0 secilir ve p — 1 i¢gin limit alinirsa (4.3.9) esitsizligi (3.1.12) esitsizligine

indirgenir.

(i) B =a, k =0, n =0 secilir ve p — 0 igin limit almirsa (4.3.9) esitsizligi (3.2.5)
esitsizligine indirgenir.

(ili) =0 ve k = —p(a + n) secilirse (4.3.9) esitsizligi (3.2.10) esitsizligine indirgenir.

(iv) 8 =«, k =0 ve n =0 alinirsa (4.3.9) esitsizligi Katugampola kesirli integrali i¢in

( +Hf]> > (%)n_ II C12.8) (@) (neN) (4.3.10)

Jj=1

esitsizligine dontisiir.

Teorem 4.3.4 3,k € R, x, a, p € RT ve n € R} olsun. Ayrica f, g : R — R olmak
lizere f fonksiyonu artan, g fonksiyonu diferansiyellenebilir ve ¢’ alttan simirh olsun . O

halde m := inf, p+ ¢'(t) ve i(x) = 2 birim fonksiyonu i¢in

N VIR @) (13) ()

maT(n+1+ )T(n+a+1)
Pin+a+1+)T(n+1)

(17 fg) (2) =

("Ll f) (@) +m (PL0 i f) (2)
(4.3.11)
esitsizligi gegerlidir.
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Ispat. h(z) = g(z) —ma (z € RY) fonksiyunu tammlansm. h fonksiyonu R{’de diferan-

siyellenebilir ve artandir. Teorem 4.3.3’in ispatina benzer bir siiregte p(x) := maz alnirsa

("I flg = p) (2) ("I f) (@) (I3 (9 = p)) ()

Z -
A, n)

:m(wsﬁf)m( “09) ()

(4.3.12)

—m(wsﬁf)m( “’p) (x)

bulunur. Beta fonksiyonunun tanimindan

m preletn+ ('f? X % X 1)
("Ipip) (2) = (4.3.13)
,051—‘<0z+77+%+1>

sonucu ¢ikar ve boylece

(P12 flg—p) (=) = (PI50 fg) (1) —m (PIFi- f) () (4.3.14)

elde edilir. Son olarak (4.3.13) ve (4.3.14) (4.3.12)’de kullamilirsa (4.3.11) elde edilir ve

ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.4 Teorem 4.3.4 icin agsagidaki ozel durumlar elde edilir.

(i) k=0, n = 0secilir ve p — 1 i¢in limit alinmirsa (4.3.11) esitsizligi (3.1.13) esitsizligine

indirgenir.

(ii) f=a, Kk =0 ven=0 alimrsa 4.3.11 esitsizligi Katugampola kesirli integrali i¢in

C1z0) (1) =P PO o1z ) () (1) ()
maz (1 + ;)F(Oz+1) e e (4.3.15)
T Terirn (R @em i) @)

esitsizligine dontisiir.

Asagida senkronize olmayan fonksiyonlar icin bir lemma ve bir teorem verilmistir.

Lemma 4.3.1 8,s € R, a > 1, p € Rt ve n € R{ olsun. Ayrica f, g : [a,b] — R igin f

fonksiyonu diferansiyellenebilir ve g integrallenebilir iki fonksiyon olsun., O halde

ez, =10 - - [0 }

T—aQa
p(n+1)— T gp(nt1)—1
Ao -5 [ )
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olmak tlizere

(132 f) (o

pl—ﬁxn T o () dr
x_a/ f(s 9) () + o) / Hew (r)dr,  (4.3.17)

esitligi gecerlidir.

ispat. Kismi integrasyon yontemiyle

/ f(r W)) : —————g(7)dr

= (f(T) / %g(s) ds) —/ (f’(T) / %g(s) ds) dr (4.3.18)
= f(2) / (Sm—l)f_ag(s) ds—/: w(r) V' () dr

xrP — sp)

yazilabilir. Burada

u(r) = ! - / ' (xf)p(_ilj)la g(s)ds and o(r) = (r —a)f (7) (4.3.19)
segilirse
() = — - _1 - /GT (xip(_n+slp))1°‘ o) s+ — ;p;;:n_ —a9(7) (4.3.20)
bulunr
v(T) = /aT(S —a) f(s)ds = (1 —a) / f(s (4.3.21)
ve buradan

— / ' (7)v(T)dr (4.3.22)
elde edilir. (4.3.19), (4.3.20) ve (4.3.21) ifadeleri (4.3.22)’de yazilirsa

(
/: u(T)z/(T)dT:/: - ("Zl g ds{f x_a/ f(s }
+/: {T—ia /T - Sp(n+1>1 AL e (7/;”(_";)1 ag(T)} (4.3.23)

A [ s |

elde edilir. (4.3.23), (4.3.18)’de yerine yazilir ve ¢ikan sonucun her iki tarafi per ile

carpilir ise istenen sonug elde edilir.
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Teorem 4.3.5 3,k € R, a > 1, p € R" ve n € R} olsun. Ayrica f, g : [a,b] — R

igin f diferansiyellenebilir ve g integrallenebilir iki fonksiyon olsun. Eger Hg? (1) > 0

(1 € (a,b]) ve x € (a,b] ahnirsa

Ny I E

esitsizligi elde edilir.

- ("I309) (x)} (4.3.24)

r—a

ispat. Lemma 4.3.1°den acik bir gekilde elde edilir.

Sonug 4.3.5 Teorem 4.3.5 icin asagidaki ozel durumlar elde edilir.

(i) Kk =0, n = 0 secilir ve p — 1 igin limit alimirsa 4.3.24 esitsizligi 3.1.14 esitsizligine

indirgenir.

(ii) f=0ve k = —p(a + n) segilirse

xi (Lesonf9) (@ {x_a/ f(s }{

elde edilir.

(I S ond) (2 )} (4.3.25)

(iii) Teorem 4.3.5’de f = a, Kk = 0, n = 0 segilir ve p — 0+ i¢in L’Hopital kural
yardimiyla limit alinirsa

(H fg) (x Z{x—a/f }{

1
T —a

(H,g) (a )} (4.3.26)

elde edilir.

(iv) Teorem 4.3.5’de = «, k = 0 i = 0 segilirse

xia( arfg) (@ _{x_a/ f(s }{

elde edilir.

ACERIC] SETEEY

Teorem 4.3.6 3,7,k A€ R, x, o, 0, p € RT ven,v € R{ olsun. p ve ¢ [0, 00) arahginda

pozitif fonksiyonlar, f ve g aym aralikta iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger
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€ L.]0,00), ¢ € Ly[0,00), % + % =1,r>1ise
(PI50p) (2) (PI)3af9) () + (PI77q) (x) (PIxEpfg) (x)
— ("I37pf) (z) ("I qg) () — (PIEpg) (x) (PI)3qf) (x)

pQ‘ﬁ‘W““Hf’H g lls

p(n+1)— g p(v+1)—1
[/ / xP — 7—P e (l‘p gp)l,ap(T)Q(fﬂT - f|d7’d§:|

< 17NN llsw (”ffi‘,ﬁ p) ( )(pIZ’Aq) (). (4.3.28)

esitsizligi gecerlidir.

ispat.
H(7,&) = (f(r) = f(€) (9(7) = g(§))  7£€(0,0),¢>0 (4.3.29)
fonksiyonu tammlansin. (4.3.29) ifadesinin her iki tarafi

pl_ﬁx’% TP(W'H)—l
[a) (P —7P)l-e

p(r) (zeRF, 0<7<2)

ile carpilir ve ¢ikan sonucun her iki tarafinin 7 degiskenine gore 0’dan z’e integrali alinirsa

I p(n+1)-1
ror | e gar

e

= ("I3fpfg) (x) — (&) (PIxipf) (x)
—f(&) (PIxfpg) () + f(£)g(&) (“ILp) () (4.3.30)

elde edilir. (4.3.30) esitliginin her iki tarafi

pl—'yx)\ fp(u—l—l)—l
I'(o) (ar —¢r)t=7

q(&) (x€R+, O<§<x)

ile carpilir ve ¢ikan sonucun £ degiskenine gore 0’dan z’e gore integrali alinirsa

2 B—7 nk+A (n+1)— (+1)—1
T / / — e —p(7)q(§)H (7, &)drdE

p_Tp 1- a(g;p gp)l o
= (”f”‘ )( ) pf%qu)( H(”Zaq) (x) ("I;’pfg) («)
— (*I73q9) () (PIyPpf) () — (PL3af) (x) ("L pg) (x) (4.3.31)

H(r,¢) = / / ' (y)d (z)dydz
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yazilabilir ve iki kath integraller icin Holder egitsizligi kullanilarak

Hir )| < ' [ [ irwra ' [ B

/ F)rdyds| =7 — g / )y

13 13 13

' [ [werae =g [1sere
13 13 13

r—1 -t

/5 ld'(2)|°d= S (4.3.32)

elde edilir.

ve

oldugundan

H(r8)| < |r —5|' /£ " W)y

yazilabilir. (4.3.32) esitsizliginden

2 B— K+ (n+1)— (v+1)—1
m / / TP & —p(7)q(&)|H(r,€)|drdé

{L‘p—Tpla( é’p)la

2 B— ’\/xli+>\ p(n+1)— é-p(qul )—1
/ / R Up<r>q<£>

x|f—§|] A )| /5 1g(2)°dz|

/£ |f'<y>|’"dy] <IF

/5 /(=) ldz

deg (4.3.33)

bulunur. Diger taraftan

ve

< g,

kullanilirsa

2 B— kA p(n+1)— p(r+1)—1
e [ ] s e g P Slarde
P2 5 ”90““||f [+ 1lg"lls

()
[/ / Tp(nﬂ SP(VHH_ p(r)a(&)lr — &ldrd¢ (4.3.34)

xp_Tp 1- a(g;p gp)l o

elde edilir. (4.3.31) ve (4.3.34) ile mutlak deger 6zellikleri kullamlirsa ilk esitsizlik olan
(4.3.28) ispatlanmg olur. Ote yandan

oldugundan



yazilabilir. Boylece (4.3.34)’den

2 B— kA p(n+1)— p(r+1)—1
e [ ] o e g (. Slarde

p2 5 'Yw““llf I[1g"Tls

(o)

Tpm+¢ golr+1)-1
[/ / xP — TP —a (g — 5p)1_gp(7')Q(§)de§
< ”f Hr”g Hsﬂf( o P ) ( ) (p[;’:\Y‘J) (:v)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.1 Teorem 4.3.6’de p(z) = ¢(x) alinirsa
(PI3:0p) (x) (PI)3pfg) () + (PI3p) (x) (PLI5ipfg) (x)

— (*I37pf) (z) ("I pg) () — ("I lpg) (x) (PI3pf) (2)

pQ‘ﬁ‘W““Hf’H g lls

p(n+1)— grv+1)-1
[/ / TP — 7-P l-a (:Ep gp)l—gp(T)p(€)|T — €|d7'd§:|
<1/ lellg'llsz (PIEp) (2 )(p[” D) (2).

elde edilir.
Sonug 4.3.2 Sonug 4.3.1'"de a« = 0, n =v, k = X ve § =y alimirsa (4.3.28) esitsizligi

2|(P1p0p) () (PIxEpfa) (x) — (PIfpf) (x) (PIpg) (z)]
1_690“||J”|| ||9 s

p(n+1)—1 goln+1)=1
{/ / (xp — TP)1—o (x P_£p>1—0p<7—)p<£)|7—_£|d7-d§
71 (CT59) ()

IN

elde edilir.

Sonug 4.3.6 Sonug 4.3.1'"de k = A =0, n=v =0, f = ve p =1 alimrsa (3.1.35)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.7 Sonug 4.3.2'de kK =0, n =0 ve p = 1 alimirsa (3.1.34) esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.3.3 Teorem 4.3.6'dea =, 0 =7, k=A=0ven=v =0 alinirsa

(“Igp) (x) ("I5,afg) (x) + (PIf,q) (x) ("I§,pfg) (x)

— (1§, pf) (x) (°I§.q9) () — ("15,pg) (x) ("I, qf) (x)
P | g s

<
B (o)
T T Tp—l é‘p—l
] o @)l - lards
< 19 sz (P15, p) (@) (P15, q) ()
elde edilir.
Sonug 4.3.4 Teorem 4.3.6'de B =7 =0, k = —p(a+n) ve A = —p(c + v) almirsa

([ +p77p) (z) ([g+,p,ang) (z) + ([ 0+ an) (z) ([Slnt,p,n,pfg) ()

( 0+ pnpf) (z) (Ig+,p7nqg) (r) — (IOJr,pmpg) (z) (Ig+,p,n9f) (z)
pa ot Hf H 1g'lls

<
TP(”“ grtr+1)—1
[/ / xP — 1P)1= 04( p _gp)l—gp(T)Q(€)|T_§|de€
< 1o’ ||Sx< mp)( Y0 a) ()

elde edilir.

Katugampola kesirli integralinin klasik Erdélyi-Kober kesirli integrali ile karsilastiril-
diginda en onemli sonuglarindan biride basit bir p — 0% hesabiyla Hadamard kesirli
integraline indirgenmesidir. Sonug olarak v = 3, 0 = v ve n = v = 0 alinirsa asagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 4.3.5 «, 0 ve x € Rt p ve ¢, [0, 00) araliginda pozitif birer fonksiyon ve f ile g
ayni aralikta diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Eger [’ € L,[0,00), ¢’ € L]0, 00),

% + % =1 ve r > 1 ise Hadamard kesirli integralleri icin
(Hgvp) (x) (Hg-qfg) () + (Hg:q) (x) (Hgipfg) ()

— (Hgspf) (x) (Hgrqg) (x) — (Hg:pg) (x) (Hgeqf) (x)

||f’|| ||g|| // <10g ) 1(log§) %%h_gm

< Hf H Hg Hsfc o+p) () (Hg-q) (), (4.3.35)

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 4.3.7 3,7,k A€ R, z,a, 0, p € RT ven,v € R olsun. p ve q, [0, 00) araliginda
taniml pozitif degerli iki fonksiyon, f ve g aym aralikta tanimli ayni monotonluga sahip

diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Eger f’, ¢’ € L [0, 00) ise

0 < (PI30p) (x) (PI73afg) (@) + (*L)3q) (x) (*I3pfg) (x)
— (I3 pf) (z) (PI)3qg) (x) — (”T“,@pg) (z) (“I7qf) ()

< Wl | CT2%0) (1) CI330) 0) = 2 CTln) (I75i0) (0
(p[UA:c q) (z) p[“ } (4.3.36)
esitsizligi gegerlidir.
ispat.
H(7, &) = (f(r) = f(E) (9(r) —9(&))  7.6£€(0,1),1>0 (4.3.37)
fonksiyonu tanimlansin. Buradan
H(r,&) >0

oldugu agiktir.

(4.3.31)’den
2 B— ’\/xli+>\ p(n+1)— g(lﬁl’l)fl
oo | | e gt arde
= (IO‘H )( ) ("I73qfg) (x) + (PI73q) (x) (PI3Ppfg) (x)
— (*I73q9) () (PLyPpf) (x) — (PL3af) (x) ("I pg) (x)
> 0 (4.3.38)
bulunur.

Diger taraftan

H(r,¢) = / / ' (y)d (z)dydz.

< 1 lsollg oo (7 = €)

ve boylece

dyH 2)dz

H(r,§) <
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yazilabilir. Dolayisiyla
2 B— 'yxn-l—)\ p(n+1)—1 gp(u—l—l)—l
e | [ e g O arde
pZ B W‘“Hf oo llglloo

- )T'(o)
{/ / e p(r)q(€) (7% — 27 + &%)drde

TP — 7—p l-a (xp gp)lfo

= Flsellglloe [ ("I a?p) (2) ("I7a) () = 2 (“Iylap) (P17 xq) ()
+ (P173a%q) (x) (PI;Yp) (x)} (4.3.39)
elde edilir. (4.3.38) ve (4.3.39) kullanilirsa istenen sonug elde edilir.
Sonug 4.3.6 Teorem 4.3.7°de p(z) = ¢(x) alinirsa
0 < ("Ip0p) (=) ("I73pfg) (=) + ("I73p) (x) (“I;ipf9) ()
= ("Iypf) (=) ("I73pg) (@) — ("Iyipg) (=) (“I)3pf) (=
< Wl | %) () (D) (0) — 2 (L) (p ) &
+ (P17 a%p) () (P1p) (:6)] (4.3.40)
elde edilir.

Sonug 4.3.7 Sonug 4.3.6'de a =0, n=v, Kk = A ve § = v alimirsa (4.3.36) esitsizligi
("Iyip) (@) (Lyipfg) (@) = (“I;lpf) (2) ("I}79) (x)
< N Moollg [l [ (PLpPa?p) (x) (PInlp) (=) — ((PLydxp) ()

esitsizligine donitisiir.

0

IA

2

AN

Sonug 4.3.8 Sonug 4.3.6'de k = A =0, np=v =0, f =~ ve p =1 alinirsa (3.1.37)

esitsizligi elde edilir.
Sonug 4.3.9 Sonug 4.3.7'de k =0, n =0 p = 1 alinirsa (3.1.36) esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.8 Teorem 4.3.77de a =, 0 =7, k=A=0ve n=v =0 alinirsa

0 < ("Igp) (x) (PI5cafg) () + (”f 5.q) (x) (PIgpfg) (z)
— (*Ig pf) () (PI§ qg) (z) — ("I§,pg) (x) (°If.qf) ()
17el e {( &%) (2 ( ) () — 2 (e ap) (*Gvq) ()
+ (1) () (05,0) ()

esitsizligi elde edilir.

IN
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Sonug 4.3.9 Teorem 4.3.7de f =~ =0, k = —p(a+n) ve A = —p(c + v) alinirsa

0 < (L5 ) () (I5ypmaf9) (@) + (I pa) () (154,,p ) (2)
— (I8, ppf) (@) (15, ,na9) (@) — (I8 ,,p9) (x) (1§, ,,qf) (x)

< N lsollg llso | (16450 7"p) (@) (51 o) (@) = 2 (155 pmop) (15 ) (2))
+ (Ig+pn p) (x) (I+pnq)( )

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.10 Teorem 4.3.7de o = 3, 0 = 7, n = v = 0 yazalir ve p — 0% icin limit

alinirsa

0 < (Hgp)(z) (Hgrqfg) (x) + (Hgrq) (z) (Hgipfg) (x)
— (Hgepf) (x) (Hgrqg) (v) — (Hgvpg) (x) (Horqf) (x)
1f'llollg’ Ile( 6 2°p) () (Hgvq) (x) — 2 (Ig, , yep) ((HG:zq) (2))

IA

) —
+ (HJ 2%p) (z) (Hq) ( }

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.11 Theorem 4.3.7'de g € L1]0,00]), f € Loo[0,0]), a« = 0, B =7, v = A,
k= Avep(t)=q(t) =1 alimrsa (4.3.36) esitsizligi

o
IA

AzRenm) (P10 fg) (x) = (P30 S) (2) (“I0g) (@)

< N eollg Nl | AZE e, o+ 2) AZE (e, pyp+ 1) — (A2 (e, ppy + 1))

A

esitsizligine doniigiir. Burada Beta fonksiyonunun o6zellikleri kullanilarak

(a, z € RY; B, p, 1, k €R)

icin

1-B..k [z p(n+1)—1 ktp(nta) T 1
ey gy d WD) . A2s(a,n) (43.41)
0

dr =
T(a) o — 7o) T AT (et + 1)
esitligi kullamlmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, uyumlu kesirli ve Katugampola kesirli integraller yardimiyla Hermite-
Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejer, Ostrowski, Chebyshev ve Griiss esitsizlikleri ile il-
gili yeni esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizlilerin ti¢iincii boliimde belirtilen sonuglari
genellestirdigi gortilmiistiir. Farkli kesirli integraller, farkli konvekslik tiirleri ve 6zel
fonksiyonlar yardimiyla bu tezde elde edilen Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-
Fejer ve Ostrowski esitsizlikleri tizerine yeni sonuglar veya genellestirmeler elde edilebilir.
Dolayisiyla bu tez calismasi bu konu iizerine yeni sonucglar ve genellestirmeler elde et-
mek isteyen aragtirmacilar igin oldukga faydali olacaktir. Bulgular kisminda elde edilen
baz1 sonuglar makale formatina getirilerek gesitli dergilerde yaymlanmigtir. Yayinlanan
makaleler sunlardir:

“Hadamard’s inequality and its extensions for conformable fractional integrals of any
order a” baglikli cahigma “Creative Mathematics and Informatics” isimli dergide
yayimlanmisg, “On the more general Hermite-Hadamard type inequalities for convex func-
tions via conformable fractional integrals” baglikli ¢calisma “Topological Algebra and
Its Application” isimli dergide yayimlanmig, “Some new fractional Fejer type inequali-
ties for convex functions” adli galisma “Fasciculi Mathematici” isimli dergide yayimlan-
mig, “Ostrowski type inequalities involving special functions via conformable fractional in-
tegrals” baglikh caligma “Journal of Advanced Mathematical Studies” adli dergide
yayimlanmis, “Hermite-Hadamard type inequalities for quasi-convex functions via
Katugampola fractional integrals” basglikhi caligma “International Journal of Analysis
and Applications” adli dergide yaymlanmigtir. Son olarak “Hermite-Hadamard type
inequalities for harmonically convex functions via Katugampola fractional integrals” ve
“Hermite-Hadamard-Fejer type inequalities for conformable fractional integrals” basglikl

caligmalar ise Miskolc Mathematical Notes isimli dergide yayimlanmistir.
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