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OZET

GEOMETRIK POiISSON DAGILIMININ BAZI OZELLIKLERI

Emrah GUNBEY

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiksek Lisans Tezi, 42s.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez ¢alismas1 dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Geometrik Poisson
dagiliminin tarihsel gelisimi ile ilgili kisa bir giris verilmistir. ikinci Boliimde baz1
temel kavramlar ve teoremler verilmistir. Ugciincii boliimde ise tezde ele alinan
Geometrik Poisson dagilimi Bilesik Poisson dagiliminin 6zel bir durumu olarak
detayli bir sekilde incelenmistir. Dordiincii boliimde sonug ve Oneriler verilmistir.

Daha sonra ise tezde kullanilan kaynaklar listelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonsuz bdélunebilme, log-konkavlik, tek modluluk, yasam

fonksiyonu, negatif moment, tekrarlama bagntisi.



ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF GEOMETRIC POISSON DISRIBUTON

Emrah GUNBEY

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology,
Department of Mathematics, 2016
Msc. Thesis, 42p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of four main chapters. It is given an introduction associated with
the historical development on Geomtric Poisson Distribution. In Chapter two, some
definitions and theorems which are crucial for our study are stated. In Chapter three,
it is considered with detailed the Geomtric Poisson Distribution is a particular case of
compound Poisson distribution. In the fourth Chapter, it is given some result and

propositions. It is listed some references that used in the thesis.

Key Words: Infinite divisibility, Log-concavity. Unimodality, Survival function,

Negative moment, Recursive relation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

A . A olaymin biitiinleyeni

C(n, k) : 1’ nin k” I1 kombinasyonu

E(X) . X rastgele degiskeninin beklenen degeri

GPD : Geometrik Poisson dagilimi

9x(s) . X rastgele degiskeninin olasilik ¢ikaran fonksiyonu
My (t) . X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu
P(A) : A olayinin olasilig1

R : Reel sayilar kiimesi

V(X) . X rastgele degiskeninin varyansi

Oy : X rastgele degiskeninin standart sapmasi

(Q,U) : Olgtilebilir bir uzay
(Q,U,p) : Olgii uzay

(Q,U,P) :Olasilik uzayi

Vil



1. GIRIS

Geometrik Poisson dagilimi (GPD), klasik bilesik Poisson dagilimina ait her bir

terimin katsayisinin geometrik dagilima gore gergeklestigi 6zel bir durumdur.

Geometrik Poisson dagilimi gergek hayat durumlarinda literattirde birgok uygulama
alanina sahiptir. Randolf ve Sahinoglu (1995) yazilimlardaki kusurlu ve hatal
durumlarin kontrolii i¢in Geometrik Poisson dagiliminin uygulanmasin1 énermis ve
Chen (2005) uretim kontroli hususunda Geometrik Poisson numune kontrol
semalarint gelistirmistir. Robin (2002) bu semay1 bilgilerin ¢akismasi durumlarinin
dagilimlarini modellemek i¢in kullanmistir. Rosycuk (2006) ise bu semayr DNA

degiskenlerini modellemek i¢in kullanmustir.

Bu modele gore degisim durumlari zaman bakimindan Poisson dagilimi ile yapilmis
ve her olayla iliskilendirilmis degiskenlerin sayisinin geometrik dagilim seklinde

dagitildig1 varsayilmaistir.

Ozel ve Inal (2010) bu modelin trafik kazalarma ait veriler iizerinde uygulanmasini

Onermistir.

Johnson (1992) geometrik Poisson dagiliminda basite indirgenebilen, bilesik Poisson

dagilimina ait olasiliklarin islenmesi i¢in dogrusal bir formiil tiiretmistir.

Nuel (2008), Kramer’in bilesik geometrik dagilim fonksiyonunu kullanarak GPD

i¢in bir tekrarlama bagintis1 elde etmistir.

Baz1 kosullar sifira indirgendigi i¢in veya alan disinda olabilecegi i¢in GPD igin
birikimli dagilimin fonksiyonunun logaritmik fonksiyonu dizenleyen bir algoritma
yaratildi. Ancak GPD’nin olasilik fonksiyonu i¢in direkt bir formiil ya da algoritma

heniiz elde edilememistir.

Ozel ve Inal (2010) GPD’nin agik olasilik fonksiyonunu gelistirmis ve olasiliklarin

islenmesi icin bir algoritma tiretmislerdir.

Ata ve Ozel (2012) geometrik Poisson islemleri ve diger bilesik Poisson islemleri

icin hayati derecede 6nem arz eden bazi fonksiyonlar tliretmislerdir.



Ozel (2013), 6zel olarak Polly-Aeppli Process’i igeren tek degiskenli birlesik Poisson
stirecinin momentlerini, kiimiilantlarini, sivriligini ve ¢arpikligini ve kovaryansini

elde etmislerdir.

GPD’nin kullanimi hakkinda birgok arastirma yapilmasina ragmen hala GPD’nin
sonsuz boliinebilirligi, i¢ biikkey logaritmasi1 ve tek modlu yapis1 hakkinda bir¢ok soru

ele alinmamustir.

Medgyessy (1977) ve Steutel, Van Harn’in (1979) cok bilinen kitaplarinda da
bahsedildigi gibi tek modluluk 6zelligi bir¢ok olasilik ve istatistik probleminin
cozimlenmesi igin gerekli olan ¢ok Onemli bir &zelliktir. Tam sayilar kiimesinde
bulunan farkli dagilimlar dikkat ¢ekici olmasiyla birlikte karsilagtirilabilir sonuglar
tek modlu olarak belirtir. Tek modluluk ayn1 zamanda optimizasyon ve matematiksel
programlama ile dikkat ceker. Tek modlulugun kanitlanmasi istatistiksel verilere
dayanmaktadir. Parametrelerin belirlenmesi igin iist diizey olasiligin yontemine
bagvuruldugunda tek modlu olasilik fonksiyonu gerekli hesaplamay1 kolaylastirir.
Genellikle olasilik fonksiyonlarinin ¢ogu parametreleri igermesine ragmen tek modlu
ozelligi belirtebilmelidir. Gaus esitsizligi, Vysochanskii-Petunin esitsizligi gibi bazi
kavramlar tek modluluga dayanmaktadir. Simetrik dagilimin hareketi tekrarlamasi

tek modlulugun belirtilerini ve zayif yonlerinin karsilastirilmasini igerir.

Keilson ve Gerber (1971) kesikli dagilimlarin yiiksek tek modluluklart tizerinde bir
grup sonuglar ortaya koymuslardir. p, sirali diziliminin kuvvetli tek modlu oldugu
gerekli ve yeterli durum, p, ’in logaritmik i¢ biikey oldugu durumdur, yani x in tim
degerleri i¢in (py)? = pyr1Px—1 dir. Ancak Steutel ve Van Harn (1977) tarafindan
bulunan Lemma kullanilarak GPD’nin tek modlu oldugu kanitlanabilirken Hansen’in
(1988) tezinde one siirdiigli Teorem-1 kullanilarak da GPD’nin logaritmik i¢ biikey
olmadigi kanitlanabilir. Consul ve Famoye (1986) de GPD’nin tek modlu oldugunu

kanitlamak i¢in ayn1 lemmay1 kullanmislardir.

Bu calismada GPD’nin olasilik hesaplamalar1 i¢in tekrar eden bir formiil elde
edilmis, GPD’nin sonsuz boliinebilirligi, logaritmik i¢ biikey olmadigi, tek modlu
oldugu kanitlanmig ve ¢ok onemli fonksiyonlar elde edilmistir. Dahast GPD’nin
birinci dereceden negatif momentinin dogrulugu hesaplanmis ve sonug¢ olarak

faktoriyel momentlerin tekrar eden bagintilar yoluyla karakterize edildigi



goriilmiistiir. Ikinci boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel
tammlar ve dagilimlar yer almaktadir. Uglincii boliimde Geometrik poisson
dagilimina ait bazi temel tamim ve 6nemli lemmalar verilerek, Geometrik poisson
dagilimmin sonsuz béliinebilirliginden, giliglii tek modlu olmadigindan, tek
modlulugundan, siirdiiriilebilirlik fonksiyonundan, birinci dereceden negatif moment
kavramindan bahsedilmis ve faktoriyel momentler igin tekrarlama bagintilarina

dayanan bir tanimlama teoremi verilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Olasihik Uzay1 ve Rastgele Degiskenler

Bu bolimde, olasilik uzay1 ve rastgele degiskenlerle ilgili temel kavramlari ve
sonraki boliimlerde kullanilacak bazi 6nemli teoremleri verecegiz.

2.1.1. Olasihik Uzayr

Bir rastgele deneyin muhtemel sonuglarinin her birini bir, iki veya daha yiiksek
boyutlu uzayda bir nokta olarak diisiinebiliriz. Bu durum bizi olasilik uzayi

kavramina gotiiriir.
Tamim 2.1.1.1. (Maden 2013) Bir E kiimesi izerinde bir R sinifi verildiginde, eger

i) E€eR
i) A€ERisedeR
ii) ABeRiseAUBER

kosullar1 saglaniyorsa ‘R sinifina E iizerinde bir cebir ad1 verilir.

Tamim 2.1.1.2. (Maden 2013) Bir E kumesi Gzerindeki bir R sinifi Tanim 2.1.1.1.

deki 1. ve ii.’nmin yaninda iii. yerine
i)' A, € Rolan bir (4,,) dizisi i¢cin Up-; 4, € R
kosulunu sagliyorsa ‘R sinifina E Gzerinde bir ¢ — cebir adi verilir.

Ornek 2.1.1.1. (Maden 2013) R, ={4:Ac R}, R, ={0,9,0,R},R = {0, R}

siniflarinin her biri R de birer ¢ - cebirdir.

Tamm 2.1.1.3. (Maden 2013) Q bir kiime ve U, Q Uzerinde bir o — cebir olmak

uzere, (Q, W) ikilisine olculebilir uzay denir.

Tamm 2.1.1.4. (Maden 2013) (Q,U) olgllebilir bir uzay olmak tzere,
u:U - R U {0}
A - u(A)

fonksiyonu igin,

i) wu)=0



i) u@=0
iii)  (4,), U da ayrik kiimelerin dizisi, u(Up=1 4n) = Dmeq1 4(45)
Ozellikleri saglandiginda, u fonksiyonuna 6l¢l denir. u(A) sayinina A’nin 6lgiisii

denir.
Tamm 2.1.1.5. (Maden 2013) (Q, U, ) tgliisiine 6l¢ii uzay: denir.

Tamm 2.1.1.6. (Maden 2013) U, Q’da bir o — cebir ve P, U’da bir olasilik 6l¢iisii

olmak tzere (Q, U, P) iigliistine olasilik uzayi denir.

Tammm 2.1.1.7. (Maden 2013) Bir rastgele deneyin tiim miimkiin sonuglarinin
kiimesine ornek uzay, drnek uzaydaki her bir noktaya ornek nokta, 6rnek uzayin

herhangi bir alt kiimesine ise olay adi verilir.

Her kiime kendisinin altkiimesi ve bos kiime her kiimenin altkiimesi olacagindan
ornek uzaym kendisi ve bos kiime de birer olay olacaktir. Ornek uzaya kesin olay ve
bos kiimeye ise imkansiz olay da denir. Ornek noktalar ile bir deneyin miimkiin
sonuglar1 temsil edildigine gore bir olay1, bir deneyin miimkiin sonuglarindan biri ya

da bu sonuglarin herhangi bir birlesimi olarak diisiinebiliriz.

Tamm 2.1.1.8. (Maden 2013) Bir E deneyi verilsin. S bu deney ile ilgili bir 6rnek
uzay olsun. Her bir A olay1 ile A olaymin olasiligi diyecegimiz ve P(A) ile
gosterecegimiz bir gercek sayi eslestirelim. P(A) asagidaki 6zellikleri saglar.

1)o<P4) <1

(2) P(S) = 1.

(3) Eger A ve B ayrik iki olay ise P(A U B) = P(A) + P(B) dir.

(4) Eger Ay, A,, As, ..., A, ... ikiser ikiser ayrik olaylar ise bu takdirde

P (U Ai> = > P
i=1 i=1
olur. (4) den her hangi sonlu sayidaki n i¢in

() S
1 i=1

i=



elde edilecegi agiktir. Olasiligin yukaridaki dort 6zelligi nispi frekans i¢in verilen
karakteristiklerle acik bir uyum igindedir. Bir an igin, eger f, cok sayida tekrar
lizerine kurulmus ise P(A) ve f, sayilarinin birbirine yakin (belli bir anlamda)
oldugu gosterilecektir. Simdi P(A) olasihigimnin nasil hesaplanacagini bilmeksizin
onun bazi1 genel 6zelliklerini listeleyelim. Bu ozellikler P(A) olasiliginin gergekte

nasil hesaplanacagina bagli olmaksizin yukaridaki sartlardan elde edilir.

i.  Eger @ miimkin olmayan olay ise bu takdirde P(@) = 0 dur.
ii. A olay1 A olaymnm biitiinleyeni ise P(4) = 1 — P(4) dir.
iii. A ve B her hangi iki olay olmak tzere
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A n B) bagintis1 gegerlidir.

iv. A, B veC her hangi U¢ olay olmak uzere

P(AUBUC)=PA)+PB)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)
+P(ANBNC)

bagintis1 gegerlidir.
v. AveBolaylarii¢in A € B ise P(A) < P(B) dir.

2.1.2. Rastgele Degisken

Tamm 2.1.2.1. (Maden 2013) Bir drnek uzay tizerinde tanimlanmis gergek degerli

bir fonksiyona bir rastgele degisken ad1 verilir.

Bu tanima gore rastgele degisken, tanim kiimesi 6rnek uzay1 ve deger kiimesi ise
gergek sayilar kiimesinin uygun bir alt kiimesi olan bir fonksiyondur. Rastgele
degiskenleri genel olarak X,Y,Z, ... gibi harflerle gosterecegiz. O halde bir rastgele
degiskeni X: S — R olarak yazariz. Boylece E bir deney ve S de bu deneyle ilgili bir
ornek uzay olmak Uzere her s € S elemanina bir X(s) = x gergek sayis1 karsilik

getiren bir X fonksiyonuna bir rastgele degisken denir.

Tamm 2.1.2.2. (Maden 2013) X bir rastgele degisken olmak lizere X ‘in alabilecegi
degerlerin kiimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiime ise X ‘e bir kesikli rastgele
degisken denir. X rastgele degiskeninin alabilecegi degerlerin kiimesi bir aralik ya da

araliklarin birlesimi seklinde ise X ‘e siirekli rastgele degisken adi verilir.



2.1.3. Beklenen Deger

Tammm 2.1.3.1. (Maden 2013) X rastgele degiskeni xy,x,...,Xp, ... MUMKUN
degerlerini p(x;) =P(X =x;), i=12,..,n,.. olasiliklariyla alan Kkesikli bir
rastgele degisken olsun. Bu takdirde X rastgele degiskeninin E(X) ile gosterilen
beklenen degeri (veya matematiksel beklentisi)

o)

OO = ) xip(x)

i=1
olarak  tanimlanir. Burada )72, x;.p(x;) serisi mutlak yakinsak yani
Yiz1lxil.p(x;) < oo olmalidir. Bu sayiya X ‘in ortalama degeri olarak da muracaat
edilir.
Tamm 2.1.3.2. (Maden 2013) X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip bir siirekli rastgele degisken olsun. Bu durumda X rastgele degiskeninin
beklenen degeri

+ oo

E(X) = f xf (x)dx

—00

olarak tanimlanir. Yine bu genellestirilmis integral yakinsak olmayabilir. Bu nedenle
E(X) ‘in mevcut olmasi i¢in gerek yeter kosul

+ o0

f x| f (O dx

—00

integralinin sonlu olmasidir.

2.1.4. Varyans

Tamm 2.1.4.1. (Maden 2013) Bir X rastgele degiskeninin V(X) veya o7 ile

gosterilen varyansi
V(X) =2 =E[X —EX)]?
seklinde tanimlanir.

Bu sekilde tanimlanan V (X) sayisinin pozitif karekokiine ise X rastgele degiskeninin

standart sapmas1 denir ve gy ile gosterilir.



Teorem 2.1.4.1. (Maden 2013) V(X) = E(X?) — [E(X)]? dir.

Ispat: E[X — E(X)]? ifadesini agarak ve beklenen degerin 6zelliklerini kullanarak

V(X) = E[X — E(X)]?
= E{X?2 - 2.X.E(X) + [E(X)]?}
= E(X?) — 2E(X).E(X) + [E(X)]?
=EX?*) - [EQO]?

elde edilir.

Tanmim 2.1.4.2. (Maden 2013) X rastgele degiskeni p(x;) = P(X =x;),i =1,2,...
olasilik dagilimina sahip kesikli bir rastgele degisken olsun. Bu takdirde X’in
moment ¢ikaran fonksiyonu My ,

0]

Me(0) = ) etip(x)

i=1
ile tanimlanir.
Eger X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rastgele

degisken ise bu durumda moment ¢ikaran fonksiyon

+ o0

M, () = j et f (x)dx

—00

ile verilir.

Not 2.1.4.1. Bu tanima gore ister kesikli ister siirekli durum g6z 6niine alinsin My (t)
fonksiyonu basit olarak et* rastgele degiskeninin beklenen degeridir. Bu nedenle

yukaridaki ifadeler birlestirilerek
My (t) = E(e™)

yazilabilir.



2.2. Baza Onemli Kesikli Dagilimlar

2.2.1. Binom Dagilim

Tamm 2.2.1.1. (Maden 2013) Bir E deneyini goz Oniine alalim ve A da bu deneye
iliskin bir olay olsun. P(4) = p oldugunu varsayalim ve dolayisiyla P(A) =1 —p
olacaktir. E deneyinin n bagimsiz tekrarmi goéz Oniine alalim. Bu nedenle 6rnek
uzayimiz tim mumkin {aq,a,, ...,a,} dizilerinden ibarettir, burada her bir a; E
deneyinin i -yinci tekrarinda A ya da A olaymin gerceklesmesine bagl olarak ya A ya
da A dir. Burada bu sekilde 2" tane dizi vardir. Ayrica P(A) = p olasiiginin her
deneme i¢in aymi kaldigimmi varsayalim. X rastgele degiskeni {X = A} olaymm
gerceklesmelerinin sayisi olarak tanimlansin. Bu takdirde X rastgele degiskenine n
ve p parametreli bir binom rastgele degiskeni adi verilir. Agik olarak X *in mimkin
degerleri 0,1,2, ...,n olacaktir. Bu durumda X rastgele degiskeni binom dagilimina

sahiptir denir. E deneyinin bireysel tekrarlarina ise Bernoulli denemeleri ad1 verilir.

Teorem 2.2.1.1. (Maden 2013) X, n tekrar Uzerine kurulan bir binom rastgele

degiskeni olsun. Bu takdirde
0y — (MY k(1 — ik _
P(X—k)—(k)p (1-p)"*, k=012,..,n
dir.

Ispat: E deneyinin 6rnek uzaymin X = k sartim saglayan &6zel bir elemanmi goz
oniine alalim. Ornegin eger E deneyinin ilk k tekrart A olaymin gergeklesmesiyle
sonuglantyor ve geri kalan n—k tekrar1 da A olaymm gerceklesmesiyle

sonuclaniyorsa bdyle bir sonug ortaya ¢ikacaktir, yani

AAA .. A ,AAA .. A

k tane n—k tane

dir. Tim tekrarlamalar bagimsiz oldugundan, bu 06zel dizinin olasiliginin
p*(1 — p)™ ¥ olacag: aciktir. Fakat aym olasilik X = k kosulunu saglayan baska bir
neticeyle ilgili de olacaktir. Boyle neticelerin toplam sayisi C(n, k) ya esittir. Ciinkii
A ‘lar i¢in tami tamina k pozisyon se¢mistik. Bu C(n, k) tane neticenin timdi
karsilikli  olarak ayrik oldugundan yukaridaki sonu¢ elde edilmis olur.

Hesaplamamizi dogrulamak i¢in binom teoremini kullanarak



D P ==Y copta-pF=p+A-pIt=1"=1
k=0 k=0

oldugu goriiliir. C(n, k)p*(1 —p)* % olasiliklart [p + (1 —p)]* ‘min binom

acilimindan elde edildigi i¢in bu dagilima binom dagilimi ad1 verilmistir.

Teorem 2.2.1.2. (Maden 2013) Eger X rastgele degiskeni bir binom dagilimina sahip
ise X rastgele degiskeninin beklenen deger, varyans ve moment ¢ikaran fonksiyonu

sirastyla

E(X) =np

V(X) =np(1-p)

Mx(6) = [e'p+ (1 —p)I"
seklindedir.

Ispat:

E0 =) x(C)pra—pm

— (n—1! x— n-x
‘"pZ#x—nmn—@ﬂ’lm_p)

=nplp+ (A -p]*

= np,
- —1)(n—2)!
E(X?) = Z X =1 ’_l(’f) - 3(;)! (n)_ PP

n

) xf()

x=0

C ~2)!
=n(n - 1p? Z = _(Z)! (n)_ o TLANE St Ol 2

=np?(n—1) +np,
ve buradan da

V(X) = n?*p? — np? + np — n?p?

10



=np(1—p)
bulunur. Moment ¢ikaran fonksiyonu igin ise

M (t) = E(e*)

n
n

tx X _ n-x
Ze (x)p (1-p)
x=0
n

tx n t.\x _ n—-x
Y e (O)emra-p
x=0
yazilabilir. Burada binom teoremine goére

n

(a+b)" = Z (;l) a*bh™*

x=0
oldugundan a = e‘p ve b = (1 — p) alinarak

M, () =[e'p+ (1 —p)I"
bulunur.
Binom dagiliminda p ve (1 — p) degerleri birbirine yaklastik¢a simetri artar, p =
(1 —p) = 1/2 ise simetriktir.
Binom dagilimindan olasiliklarin elde edilmesinde n degeri biiylidiikk¢e hesaplama

zorluklar ortaya ¢ikar.

Simetrik binom dagilimi (p degerinin ¢ok biiylik ya da c¢ok kiiciik olmadigi

durumlar) n — oo igin normal dagilima yakinsar.

Asimetrik binom dagilimi (p degerinin ¢ok biiylik ya da kiiclik oldugu durumlar)

n — oo i¢in Poisson dagilimina yakinsar.

2.2.2. Geometrik Dagilim

Bir E deneyinin yapildigini ve sadece bir A olaymnin gergeklesmesi veya
gergeklesmemesi  durumuyla  ilgilenildigini  varsayalim. Binom dagilimin
incelenmesinde tartisildigi  gibi E  deneyinin tekrarli olarak yapildigini,
tekrarlamalarin bagimsiz oldugunu ve her bir tekrarda aymt P(A) =p ve

P(A) =1—p=gq olasihiklarmm verildigini varsayalm. A olaymin ilk kez

11



gergeklesmesi anina kadar E deneyinin tekrarlandigini kabul edelim. (Burada binom
dagilimina yol acan varsayimlardan ayrilmaktayiz. Cunkiu Binom dagiliminda
tekrarlanmalarin sayis1 dnceden belirli idi, oysa burada bu say1 bir rastgele degisken

olmaktadir.)

X rastgele degiskenini A olaymin ilk kez ger¢eklesmesi animna kadar gereken
tekrarlamalarin sayis1 olarak tamimlayalim. Boylece X rastgele degiskeni 1,2,...
degerlerini alacaktir. X = k olmas1 i¢in gerek yeter sart E deneyinin ilk k—1
tekrarimda A olaymnin gerceklesmesi ve k —ymci tekrarda ise A olaymnin

gerceklesmesi oldugundan
PX=k)=q"p, k=12,.. (2.1

oldugu kolayca goriilebilir. (2.1) olasilik dagilimina sahip bir rastgele degiskene
geometrik dagilima sahiptir denir. Bu durumda (2.1) bagintisinin olasilik dagilimi

sartlarini sagladig agiktir. Yani P(X = k) = 0 ve

co 0o 1
ZP(X=k)=Zq"‘1p=p(1+q+q2+---)=p[— =1
k=1 k=1 1=q

olacaktir.

Teorem 2.2.2.1. (Maden 2013) Eger X rastgele degiskeni (2.1) ile verilen bir
geometrik dagilima sahip ise bu takdirde X rastgele degiskeninin beklenen degeri,

varyansi, moment ¢ikaran fonksiyonu sirasiyla

1
E(X) ==
p
q

1
My (t) = pet
(0 =P T o = ]
bigimindedir.

Ispat: X rastgele degiskeninin beklenen degeri igin

12



o0}

oo oo d
EQO =) k(X =k)= ) ke*p=p ) —q*
k=1 k=1 q

k=1
dik d[q] 1
=p— ) ¢“=p—|—|==
dq dgll—ql p

bulunur. (burada |g| < 1 igin verilen seri yakinsak oldugundan toplam ile tiirev alma
operasyonlarmin yerleri degistirilmistir.) Benzer hesaplamayla k% = k(k — 1) + k

esitligi de dikkate alinarak

[oe)

E(X?) = Z K2P(X = k) = Z[k(k — 1) + kg 1p
k=1

k=1

= > ke = 1Dg*p+ ) kgt p
k=2 k=1

bulunur. Buradan da varyansin

V(X) = E(X?) — (E(X))”

_2pq 1 1
p> p p?
_q
T p?

olacag goriiliir.
Geometrik dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

My (t) = E[e™]

13



= Z e*'p(1—p)*~!
x=1

[o9)

— p xt _ X
ST ¢ (1-p)

x=1
__Pp 2 (1 _ %
=15 2.l —p]
x=1
p
1-p

[ef(1—p)[1+ef(1—p) +--]]

. 1
1-[et(1-p)]

seklinde bulunur.

2.2.3. Poisson Dagilim

Tammm 2.2.3.1. X rastgele degiskeni 0,1,2,...,n,... degerlerini alan kesikli bir

rastgele degisken olsun. Eger

e %, ak

k!’

P(X =k) = k=012..,7, ..

ise X rastgele degiskenine a > 0 parametreli Poisson dagilimina sahiptir denir.

Yukaridaki gosterimin bir olasilik dagilimi oldugunu gdstermek i¢in kisaca

- Ve~ gk = ak
ZP(sz)zz ol =e“zﬁ=e“.e“=1 (2.2)
k=0 k=0 k=0

oldugunu belirtelim.

Herhangi bir S 6rnek uzayina ihtiya¢ duyulmaksizin bir rastgele degiskeni onun ranj
uzay1 ve olasilik dagilimi cinsinden tanimlayabilecegimizden dolayr S 6rnek uzayi
Ry ve X(s) = x ile belirlidir. Yani, deneyin neticeleri basit olarak 0,1,2, ..., n, ...
sayilar1 ve bunlarin her birine karsilik gelen olasiliklar ise (2.2) bagntisiyla

verilmigtir.

X rastgele degiskeninin aldig1 degerler ve bu degerlere karsilik gelen olasiliklar gz
Online almirsa Poisson dagilimma sahip bir rastgele degisken ile ilgili olarak

asagidaki ifadeler yazilabilir:

14



Deney, belirli bir zaman, alan ya da hacimde bir olaymm olusmalarinin
sayilarinin sayllmasindan ibarettir.

Ayrik iki zaman, alan ya da hacimdeki basar1 sayis1 birbirinden bagimsiz
olacaktir.

Bir birim zaman, alan ya da hacimdeki basar1 sayis1 her bir birim zaman, alan
ya da hacim i¢in aynidir.

Kiiclik bir zaman, alan ya da hacimde iki veya daha fazla basarmin elde
edilmesi 6nemsizdir.

Bir birim zaman, alan ya da hacimde basarinin elde edilmelerinin ortalama

sayis1 « dir.

Teorem 2.2.3.1. (Maden 2013) X rastgele degiskeni a parametreli bir Poisson

dagilimina sahip ise beklenen deger, varyans ve moment ¢ikaran fonksiyonu sirasiyla

EX)=a«a
VX)) =«a

My (t) = ea(et—l)

olacaktir.

Ispat: Beklenen deger tanimina gore

- e gk e, gk
E(X)—Z"P(X—’”—Zk k! _Z(k—l)!
k=0 k=0 k=0

yazilabilir. s = k — 1 alinarak bu esitlikten

Ve, g5t e~ g
S YAl L T
s! s!
s=0 s=0
oldugu goriiliir. Benzer sekilde
- et gk v e gk
E(X)—;k.P(X k) ;k - kzzlk(k_l)!

yazilabilir. Burada yine s = k — 1 alinarak bu esitlikten
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s —a ,,s+1

E(X?) = Z(s + 1)%

s=0 s=0 s=0

=a’+a

oldugu goriiliir. Ciinkii buradaki birinci toplam E(X) degerini gostermektedir ve

ikinci toplam ise 1 ‘e esittir. Bu nedenle
VX)=EX)-[EX)]P=a’+a—a’=a
elde edilir. Moment ¢ikaran fonksiyonu ise

Mx(t) = E(e™)

b - X
e
= e
x!

x=0
[oe]
(eta)*
= e_a Z
x!
x=0

t

=e % %

= ealet-1)

olur.

Teorem 2.2.3.2. (Maden 2013) X rastgele degiskeni bir deneyin n tekrari tizerine

kurulmus p parametreli bir binom dagilimina sahip olsun. Yani;
P(X =k) = C(n, k)p*(1 —p)"~*

olsun. n - oo iken np = a (sabit) veya buna denk olarak n = o0 ve p — 0 iken

np — a oldugunu varsayalim. Bu kosullar altinda

lim P(X = k) = e~ %ak/k!

n—-oo

a parametreli Poisson dagilimidir.

Not 2.2.3.1. (Maden 2013)

a) Yukaridaki teorem n ‘nin blyik ve p ‘nin kiigiik olmas1 durumunda binom
olasiliklarina Poisson dagiliminin olasiliklar1 ile yaklasabilecegimizi ifade

etmektedir.
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b)

d)

Daha onceden, e8er X rastgele degiskeni bir binom dagilimina sahip ise
E(X) = np oldugunu ve X rastgele degiskeni a parametreli bir Poisson
dagilimina sahip ise E(X) = a oldugunu ifade etmistik.

Binom dagilimi n ve p gibi iki parametre ile karakterize edilirken, Poisson
dagilimi bir tek, @ = np , parametresi ile karakterize edilmektedir ki bu,
birim zamandaki veya birim uzaydaki basarilarin beklenen sayisini
gostermektedir. Bu parametre, dagilimin yogunlugu olarak da kabul
edilebilir. Birim zamandaki olugsmalarin beklenen sayisi arasindaki ayrim
onemlidir.

a parametreli Poisson dagilimmna sahip bir X rastgele degiskeninin
varyansinin hesaplanmasinda asagidaki tartismayr g6z oOniine alabiliriz: X
rastgele degiskeni, n ve p parametreli binom dagilimina sahip bir Y rastgele
degiskeninin np — a olmak Uzere n — oo ve p — oo igin bir limit durumu

olarak diistiniilebilir. E(X) = np ve V(X) — a oldugu goriiliir.
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3. GEOMETRIK POiIiSSON DAGILIMI

3.1. Baz1 Tanim ve Lemmalar

Tammm 3.1.1. (Anwar ve Ahmad 2014) N, A > 0 parametreli bir Poisson rastgele

degiskeni olsun. Y;, i = 1,2,3, ... rastgele degiskenleri ise N den bagimsiz olmak
Uzere bagimsiz ve 6zdes dagilmis rastgele degiskenler olsun. Bu takdirde

N

X = z 7 3.1)

=1

l
seklinde tanimlanan X rastgele degiskeni bir birlesik Poisson dagilimina sahip olur.
Eger E(Y;)) =n ve V(Y;) = 0%,i =1,2,3, ... ise, X rastgele degiskeninin beklenen
degeri ve varyansi sirasiyla E(X) = An, V(X) = A(c? + n?) seklinde olacaktir.

Lemma 3.1.1. (Anwar ve Ahmad 2014) X rastgele degiskeni (3.1) deki sekilde

olmak Uzere, X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

px(k) =P(X = k)

[oe)

:ZP(Y1+Y2+---+Yn =k|N=n)P(N =n), (3.2)

n=0
k=012,..

seklindedir.

GPD, Johnson ve arkadaglari (1992) tarafindan Lemma 3.1.2. deki gibi ifade

edilmistir.

Lemma 3.1.2. (Johnson ve arkadaslart 1992) Eger N,A1 > 0 parametreli Poisson
dagilimina sahip bir rasgele degisken ve Y;,i = 1,2,3, ... rasgele degiskenleri de 0
parametreli geometrik dagilima sahip ise, bu takdirde X rastgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu 4 >0, 0 < 8 <1 olmak lzere
(k) = P(X = k) = Z e-ﬂjl—?(: B 1) On(1—0) ™ k=123, .. (3.3)
n=1

px(0) = e™*
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A(2-86
2

ile verilir. Budurumda E(X) == ve V(X) = oldugunu belirtelim.

Ispat: Vk € N* igin

k n
P(N =k) = Z e_/‘l;(l - H)k—ngn z I{n1+---+nm=k}
m=1 ' Nq,...NMEN*

A(k,n)

dir. Boylece sadece A(k,n)’yi hesaplamamiz gerekmektedir. Burada A(k,n)
toplamlar1 k olacak sekildeki negatif olmayan n tamsayilarinin elde edilme yollarinin
sayisidir(burada siralama 6nemlidir). Simdi 1,2, ..., k listesini gbzonine alalim. Bu
listede k — 1 virgiil bulunmaktadir ve bu virgiillerin n — 1 tanesinin bir secimi

stiphesiz ki, A(k,n)’ de yer alan k’ min bir ayristmini verecektir. Bu nedenle

A(k,n) = (ﬁ:i) oldugu agiktir ve lemma ispatlanmistir.

Lemma 3.1.3. (Anwar ve Ahmad 2014) Eger Y;, i = 1,2,3, ... rastgele degiskenleri
geometrik dafilmis ise; baska bir deyisle P(Y; =) =p;=60(1—-6)/7, j=
1,2,3,... ise bu durumda Y;, i = 1,2,3,... rasgele degiskenlerinin ortak olasilik

¢ikaran fonksiyonu

09 = (125 )Z(su—e)) - (34)

]_

olur.

Lemma 3.1.4. (Anwar ve Ahmad 2014) Eger X rastgele degiskeni GPD’ye sahip ise,
bu durumda X rastgele degiskeninin olasilik ¢ikaran fonksiyonu

[oe)

As—1
0 = Y e gy = exp (%) , (3:5)

n=0

A>00<60<1

seklindedir.

Lemma 3.1.5. (Anwar ve Ahmad 2014) Eger X rastgele degiskeni GPD’ye sahip ise

bu takdirde X rastgele degiskeninin faktdriyel moment ¢ikaran fonksiyonu
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At
1-(1-6)1+1)

gX(1+t)=exp( ), A>0,0<06<1 (3.6)

seklindedir.

Lemma 3.1.6. (Steutel 1970) (p,)g’, Po > 0 olmak Uzere negatif olmayan tamsayilar
tizerinde tanmimli bir olasilik dagilimi olsun. Bu takdirde (p,)g nin sonsuz

bolinebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul 7, ‘lar negatif olmayan sayilar ve

>

(o)
k+1
k=0

olmak Uizere

n

(n+ Dppyq = Z TPn-r » =012, ... (3.7)
k=0

esitliginin saglanmasidir.

Ispat: (p,)’nin sonsuz boliinebilir oldugu, A >0 ve {r,}’ler negatif olmayan
tamsayilar olmak tizere R(z) olasilik ¢ikaran fonksiyonun bazi dagilimlarinda P(z)

olasilik ¢gikaran fonksiyonunun

P(z) = exp{—l(l — R(Z))} , (z| < 1)

biciminden kolayca gorilebilir. Buna esdeger olarak Q(z) = AR'(z) olmak Uzere

logaritmik tiirev aldigimizda

P'(z) =P(2)Q(z) , (zI<1)

bulunur. Burada q,, = A(n + D1y ile Y (n + 1) 1q, = 2(1 — 1) alinirsa

n

(Tl + 1)pn+1 = z TkPn-k

k=0

bulunur.

20



Lemma 3.1.7. (Hansen 1988) r, > 0 ve py > 0 olmak lzere (p,,) ve (r;) (3.7)
denklemiyle verilmis olsun ve (n,) log-konkav olsun. Bu durumda (p,,) nin log-

konkav olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 792 — r; = 0 esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat: Varsayalim ki (r;,) tam anlamiyla log-konkav ve 1,2 — r; > 0 olsun. Burada

(1,) pozitiftir ve (p,) bundan dolay1 pozitif olur. Buradan
2(p1® — Pop2) = Po*(1o* —11) (3.8)
oldugu goruldr. (3.8) denklemi

i. n=12,..icin (p,) tam anlamiyla log-konkav ise ryp,, — Pms1 > 0 Ve
. p-1=0 igin m(m + 2)(pm+12 — PmPm+2) = Pm+1(ToPm — Pms1) +
120 Lie=0Pm-1Pm-k-1 = Pm-kPm-i-1) k1Tt = T417ic)

bagmtilarinda kullanarak (p,)’nin log-konkav oldugu goriiliir. Baz1 log-konkav dizi
belirtilerek tam anlamiyla log-konkav dizileri icin bir limit yazilarak, bu ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.1. (Steutel ve Van Harn 1979) (p,)s Ve (r,)g dizileri gercek sayilar

tizerinde tanmimli, p,, = 0, p, > 0 ve r;,, artmayan olsun. Ayrica p,, Ve r, ile ilgili

n
(+ Dbner = ) Ditne M EN, (3:9)
k=0

bagintis1 verilsin. p,, — p,_; degisiklerinin isaretleri (p_; = 0) i¢in p, artmayan ve

1 < 0 oldugunda (p,)g tek modludur.

Ispat: d,, = p,, — pp_1 V€ A,, = 13, — 1,4, ifadelerini (3.9)’ da yerine koyarak

n-—1
(v + Dys = (o= Dpn— ) Apujoa  n €Ny (3.10)
j=0

elde edilir. Siiphesiz d,, < 0 iginn € N ise ry < 1 olacaktir. Simdi ry > 1 olsun ve
di>0,d;20,....,dp, 20,dy, 41 <0,..., dp 1 =:dp, <0,
dp,+1>0 (3.11)
oldugunu varsayalim. Sonra j > n igin p,,_; = 0 ‘yi yerine yazarsak,

pnl_jSpnz_j j=m+1,m+2,...
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Py j SPn, J=12,..,m (3.12)

bulunur. (3.10) ve (3.11) den

ny—1

(nl + 1)dn1+1 = (TO - 1)pn1 - Z Ajpnl—j—l <0 (3'13)
j=0
n2—1

(nz + 1)dn2+1 = (rO - 1)pn2 - Z Ajpnz—j—l <0 (3'14’)

yazilabilir. (3.14) esitliginden (r, = 7, + X724 4;) icin

m—1 m—1
Z Aipn, < Z AjPny—j-1
0 0

alinarak

n1—1

(= Dy > ) APnyjr (3.15)
j=m

bulunur. Fakat (3.12) ve (3.15) den

ni—1 m-—1 ni—1
Z Ajpnl—j 1= Z ]pn1 Z A]pnz —j—1 < pnl(ro rm) + pnz (rm - )
j=0 j=0 =

< pn1 (rO - )

elde edilir ki bu (3.13) ile g¢elismektedir. Bu da bizi (3.11) in imkansiz oldugu

sonucuna ulastirir.
Bu teoremin sonucu olarak lemma 3.1.8. verilebilir

Lemma 3.1.8. (Steutel ve Van Harn 1979) (p,)s negatif olmayan tamsayilar
Uzerinde tanimlanmis g, (s) olasilik ¢ikaran fonksiyonuna sahip bir dagilim ve (73)

lar non-negatif olmak tzere

[oe)

%lngx(s) =R(s) = Z 7.S* (3.16)

k=0
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kosulu saglansin. Bu takdirde (p,)g in tek modlu olmasi i¢in gerek kosul (7)g nin
artmayan olmasidir. Ayrica (p,)g In artmayan olmasi igin gerek ve yeter kosul

(r.)g min artmayan olmasina ek olarak 1, < 1 olmasidir.

Lemma 3.1.9. (Park 1972) X rastgele degiskeni p, olasilik fonksiyonuna sahip

kesikli rastgele degiskenli olsun. Bu takdirde 0 < s < 1 olmak Uzere

1

E(XX+A)™*= fgk(s)ds (3.17)

0

dir. Burada (x + A) > 0, k negatif olmayan bir tamsay1 ve g,(s) ise (X + A)* —1

rasgele degiskeninin olasilik ¢ikaran fonksiyonudur.

3.2. Sonsuz Boliinebilme

Bu kisimda, Steutel (1970) tarafindan verilen Lemma 3.1.6. kullanilarak GPD’nin

sonsuz boliinebilme 6zelligi incelenecektir.

Teorem 3.2.1. (Anwar ve Ahmad 2014) (3.3) de verilen olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip GPD sonsuz bélinebilirdir.

Ispat: GPD’nin sonsuz béliinebilirligini kanitlamak igin (3.3) denkleminin (3.7)

denklemini sagladigini géstermemiz gerekir. Bu durumda

_ -9
"

-1
n(s)=(-D(1-2z(s-1) ,
olmak Uzere (3.5) denkleminde verilen GPD’nin olasilik ¢ikaran fonksiyonu
A
gx(s) = exp (577(5)) , A>0,0<0<1 (3.18)

dir. Eger D diferansiyel operatérinu yani d/ds yi gosterirse, bu durumda (3.18)

denkleminden ardisik tiirevler alindiginda

Z (Z) D" (gx())D***(n(s)) , (3.19)

k=0

D >

Dn+1(gx(5)) =

n=0, A1>0 0<6<1.

esitligi elde edilir. Burada
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D¥*t(n(s)) = (k+ DIz¥(1 — z(s — 1))_(k+2), z=(1-6)/8

dir. s = 0alarak (3.19) den D**1(n(0)) = (k + 1)!82(1 — 6)* olmak (izere

Dn+1(gx(0)) =

D >

Z (Z) D" (g (0))D**1(5(0)) , n=0,12,.. (3.20)

k=0

esitligi elde edilir. BOylece
[D™*(gx())],_, = (0 + D! ppsy (3.21)

esitligi yazilabilir. (3.21) ifadesi (3.20) denkleminde yerine yazilirsa

(4 D1 pnas =20 ) (1) (0= Otpni (ke + DI (1 = 0)F
k=0

bulunur. Bunu daha da basitlestirirsek

n

n+ Dppy1 = Z TePn-k » =012, .. (3.22)

k=0

yazilabilir. Burada r, = 26 (k + 1)(1 — 8)* negatif olmayan sayilar olmak iizere

= (0]
k—O( )

dir. Bunun sonucu olarak ispatimiz tamamlanmis olur.

3.3. Gucla Olmayan Tek Modluluk
GPD’nin gii¢lii tek modlu olmadigini ispatlamak icin Hansen (1988) tarafindan
verilen Lemma 3.1.7. kullanilacaktir.
Teorem 3.3.1. (Anwar ve Ahmad 2014) 8 ve A ‘nin biitiin degerleri i¢in (3.3) olasilik

yogunluk fonksiyonuna sahip GPD log-konkav degildir.

ispat: Teorem 3.2.1 de p, = e™* >0 olmak Uzere (p,) ve (r,) arasinda (3.22)
iliskisinin varlig1 gosterilmisti. (1) log-konkav olsun. Bu durumda GPD’nin log-

konkav oldugunu ispatlamak i¢in
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oldugunu gostermeliyiz. Bu nedenle

o2 A

2 - = 0<6<1,1>0
rn 20°1-1)

dir. Burada A ve 6 nin degerlerine bagh olarak bu ifade < veya > 1 olabilir. Yani
A ve 6 ‘nin biitiin degerleri igin GPD log-konkav degildir.

3.4. Tek Modluluk

Bu kisimda, GPD’nin tek modlulugunu kanitlamak icin Steutel ve Van Harn (1979)
tarafindan verilen Lemma 3.1.8. kullanilacaktir.

Teorem 3.4.1. (Anwar ve Ahmad 2014) (3.3) de verilen olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip GPD , A ve 6 nin biitiin degerleri i¢in tek modludur.

Ispat: GPD’nin olasilik ¢ikaran fonksiyonu icin 7, = 26(k + 1)(1 — 6)* lar non-

negatif olmak Uzere

A0
(1-(1-0)s)?

d
—Ingx(s) = R(s) =

- Z A0(k + 1)(1 — 0)ksk
ds e

esitligi saglanir. Bu nedenle, 0 < 6 <1 ve I}im (14 k™) - 1 oldugundan
T
—=0N+k1Ha-06)<1

Tk-1

esitsizligi gecerlidir. Buradan (r)g lar artmayan olup, 6 ve A ‘nin biitiin degerleri
icin GPD tek modludur. Ote yandan 7, = 18 < 1 oldugunda (P,)§ artmayan olur.
Bu nedenle, eger 46 = 1 ise mod x = 0 ve x = 1 noktalarinda ve A6 < 1 ise mod

x = 0 noktasinda olacaktir.

3.5. Yasam Fonksiyonu

Negatif olmayan kesikli bir X rastgele degiskeninin yasam fonksiyonu
S(x)=1-P(X <x)

olasilig1 olarak tanimlanir. Tanim geregi

[oe}

P(X < x) =ZP(XSx|N =n)P(N =n), x=0,12,..

n=0
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dir. P(X <x | N = n) negatif binom dagilimi olacagindan 1 > 0 0 < 6 < 1 olmak
uzere

[e'e} pe
A" X —j— )
P(X < x) =Ze g ( J )enu—e)x-f-n, x>1

n=1 j=0
P(X<0)=e*

dir. Buradan

X

OOA” x—j—1 )
5(0)—1—e1,5(x)—1—e122—( J )9"(1—0)’“-1—",
n! n—1
j=0n=1

oldugu goriiliir.

3.6. Negatif Momentler

Bu kisimda Park (1972) tarafindan verilen Lemma 3.1.9. kullanilarak GPD’nin

birinci dereceden negatif momentini elde edecegiz.

Teorem 3.6.1. (Anwar ve Ahmad 2014) X, (3.3) de verilen olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip negatif olmayan tamsay1 degerli bir rastgele degisken olsun. Bu
takdirde A >0, ()o=1, k=1,2,.. igin (Nr=jG+1).....G + k—1) olmak

uzere

EX+A)1= ZZ )]%(1 —0)B(k+A,j+1)

il
=0 k=0 J:
dir.

Ispat: Lemma 3.1.9. ‘a gore

1

EX+A)*= fgk(s)ds

0

yazilabilir, burada A > 0ve gr(s) =E (S(X+A)k_1) , 0<s<1dir Eger k=1

alinirsa g, (s) = E(s**4~1),0 < s < 1 olmak tzere
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1

E(X + A)! = jgl(s)ds
0

olur. Buradan da (j)o =1,k =12,..icin (j)r =jG+1)....(G +k—1) olmak
Uzere

1

0 Jj=0

0 .1 —
=;(_j/!1)]!SA_1(1+19_SS) s,
zi f “1(1— ) (’)"( (1-6))"ds

j=0 0 k=0
:2(_]/})j2%(1—9)kj k+A-1(1 — 5)ids ,
=§:§: i %(1— 0)B(k +A4,j+1),A > 0icin,

j=0 k=0

elde edilir.

3.7. Karakterizasyon Teoremi

Bu kisimda GPD, faktériyel momentlerin tekrarlama bagintisina gore karakterize

edilmistir.

Teorem 3.7.1. (Anwar ve Ahmad 2014) gx(s) =X7os*P(X =k) A, 1>
0, 6,0 <6 <1 parametrelerine sahip bir dagilimin olasilik ¢ikaran fonksiyonu

olsun. Bu takdirde ”'[o] =1 olmak lizere —r > 1 igin
, A r—1y\ 1-6y |,
. =5Z( )G () iy (3.23)
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esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul X rastgele degiskeninin (3.3) de

verilen GPD*ye sahip olmasidir.

Ispat: Farz edelim ki X rasgele degiskeni asagidaki GPD ‘ye sahip olsun. Bu

takdirde X rastgele degiskeninin (3.6) ile verilen faktoriyel moment c¢ikaran

1-86 .
_ (-9) olmak Uizere

fonksiyonu n(t) =t(1 —zt)™!, z

A
gx(1+t) =exp <5n(t)) , A>0, 0<6<1 (3.24)

seklindedir.

Eger D, % diferansiyel operatorini temsil ederse, bu takdirde (3.24) denkleminden

ard arda turevler alinarak faktoriyel momentler arasinda asagidaki gibi bir tekrarlama

bagintisini elde edebiliriz.

r—1

A -1 . .
pr(gx+0) =5 (") x+ DI (®),  (3:25)

=0

r=>1,1>0,0<60<1,

burada

DIt (n(®)) =G+ D!z/(1 —zt)"U*2
ve

D/*(n(0)) = 2/ (j + 1)!
dir. Buradan da

D7 (gx(+0)],_ =, [axA+]eeo = #io = 1
elde edilir. (3.25) denkleminde t = 0 alinirsa (3.23) denklemi elde edilir. Farz

edelim ki (3.23) esitligi saglansin ve r = 1,2,3, ... alalim. Bu durumda

A
Wiy=5.2>0,0<0<1,

. _AA, . (1-98
”[21‘5[5”'(—9 )]
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2

Wi = (g) + (3)2%(1%9) +(3)3! (10%6)2] :
v=gl(Q) +©2(6) (5 0355+ (5]
via=3[(5) + comG) () + o) (57

3

raoag(50) +9(159)]

ifadeleri bulunur. Faktoriyel moment ¢ikaran fonksiyonu
co tr
G+ =Y W= (3.26)
r=0

ile verilir. ,u'[o] y U1, H2] M (3], Hi4]» ,u'[s] , ... degerlerini (3.26) denklemde
. 1-6 2 "
yerine yazarsak z = — Ve a=~- olmak Uzere

t t? t3
gx(1+t)=1+ aF+ ala + 2!Z]§+ ala? + (3)2!az + (3)3!22]5

+4
+ ala® + (6)2! a?z + (6)3! az? + 4! z3] o
+ ala* + (10)2! a3z + (20)3! a?z?

5

t
+(10)4! az3 + 5!24]5 -

bulunur. Buradan da

gx(1+1t) =1+ at(l+zt + (zt)% + (zt)® + )
(at)?

2!
(at)?

3!

_|_

2.3 2.3.4
(1 + 2zt + ?(Zt)z + T(Zt)3 + )

3.4
+ (1+3zt+?(zt)2+---)+---,

[at(1 — zt)™1]?
2!

gx(1+t) =1+ [at(1—zt) ] +

[at(1 —zt)™1]3
+ T + e,
gx(1+t) = explat(1 — zt)™1],
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ifadesi elde edilir ki gerekli sadelestirme yapilirsa

At
1-(1-6)1+1)

gx(1+t)=exp( ),/1>0,0<9<1

veya buna denk olarak

gﬂs)=exp<%> A>0,0<60<1

bulunur. Ote yandan

P(X =0) = gx(0) =e™*,

|0%/95* (gx())]

o $=0 k=123, ..

P(X =k) =

oldugundan gy (s) fonksiyonunun s = 0 da k -yinci tlrevi alinirsa (3.3) denklemi

bulunur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, sonsuz bolunebilirlik, tek modluluk, i¢ bikey ya da gucli tek modluluk,
yasam fonksiyonu ve birinci dereceden negatif moment igeren GPD’nin bazi
istatistiksel 6zellikleri anlatilmistir. Ayni zamanda bir tanimlama teoremi,

tekrarlayan faktoriyel momentlerin iliskisine dayandirilarak verilmistir.

Tek modluluk 6zelligi bir¢ok olasilik ve istatistiksel problemlerin ayristirilmasi igin
cok Onemlidir. Bu ayni zamanda optimizasyon ve matematiksel programlama
bagintist ile ilgilidir. Tek modluluk igeren kanitlar istatistiksel ¢ikarimlarda oldukca
stk kullanilmigtir. Parametrelerin tahmin edilmesi i¢in maksimum olasilik yoluna
bagvurularak, olasilik fonksiyonunun tek modlulugu gerekli hesaplamayr zaman
zaman kolaylastirmaktadir. Bazi esitsizlikler tek modluluga dayanmaktadir. Simetrik
dagilimin rastgele tekrarlamasi tek modluluk kavramlarimi ve zayif ya da giicli
kiyaslamalar1 iceren karakterleri ifade eder. Birgok arastirmaci negatif momentlerin
temelinde bulunan somut kenarlarin bitkinligini, stlirinmesini, kirilganligini,
bliziilmesini, ¢atlamasini ve bozulmasini tartigsmaktadir. Bu 6zelliklerin uygulanabilir
problemlerin ¢6ziimiinde kullanigsh olmasini ve olasilik teorisinde 6nemli bir rol
oynadigini umuyoruz. Ayrica, tehlikeli oran fonksiyon seklini, istatistiklerini,
ortalama ve medyan sapmalarini, maksimum olasilik tahminin parametreler igin

asemptomatik giiven araliklari igeren bazi1 6zellikler incelenebilir.
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