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OZET

GENiSLETiLMiS MODfJLER GRUBUN BAZI ALT GRUPLARININ
SIMGELERI VE GRAF BAGLANTILARI

AZiZ BUYUKKARAGOZ
Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dali, 2019
Doktora Tezi, 148 sayfa.

I. Damgman: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

II. Danmisman: Prof. Dr. Ilker ERYILMAZ

Bu tezde, bazi NEC gruplarinin simgeleri, temel bolgeleri, graflar1 ve ozellikleri ince-
lenmigtir. Birinci boliimde Ayrik Gruplar Teorisi’ nin tarihsel siireci ve literatiir 6zeti
verilmistir. Ikinci boliimde topolojik gruplar, Sayilar Teorisi, Mobius doniigiimleri, hiper-
bolik geometri, yiizeyler, temel bolgeler ve simgeler hakkinda genel bilgiler ifade edilmistir.

Ozellikle ' modiiler grubu ve r genigletilmig modiiler grubu ayrmtih bir sekilde ¢ahigilmigtir.
Ayrica imprimitif hareket ve Graf Teori unsurlar1 tanitilmigtir. Ugiincii boliimde yapilan
caligmalar ise tezin 6zgiin kismini olugturmaktadir. Burada I'(N), ['y ve ['o(/N) kongriians
alt gruplar1 aragtirilmigtir. I' nin I'g,,(N) ve A, (V) alt gruplarimim ozellikleri verilmistir.
An(N) nin Ty(N) deki indeksi elde edilmistir. Yine A,(N) nin Q,(N) deki F,, y alt
yoriingesel graflarinda uygulamalar yapilmig ve onemli sonuglara ulagilmigtir.  Ayrica
Lo (V) nin Q(N) deki F; v alt yoriingesel grafinda kenar kosullari ve orman olma durum-

lar1 incelenmigtir. Bazi fo,n(N ) nin simgesindeki simir bilegenlerinin bir takim sonuglar
ve son olarak 6zel I'p(N) Fricke gruplarinin simir bilegenleri elde edilmigtir. Dordiincii
boliimde ise calisilan konunun sonuclari ortaya konularak oneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Modiiler grup, Genigletilmis modiiler grup, NEC gruplar,
Fuchsian gruplar, Fricke grubu, kongriians alt gruplar, simge, temel bolge ve graflar.



ABSTRACT

SIGNATURES AND GRAPH CONNECTIONS OF SOME SUBGROUPS
OF EXTENDED MODULAR GROUP

AZiZ BUYUKKARAGOZ
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Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2019
Ph. D Thesis, 148 pages.

I. Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

II. Supervisor: Prof. Dr. Ilker ERYILMAZ

In this thesis, the signature of some Non-Euclidean Crystallographic, NEC group for
short, fundamental domains and suborbital graphs and their properties are investigated.
In Chapter 1, Discrete groups and historical background in the literature are given. In
Chapter 2, Topological Groups, Numbers Theory, Mobius transformations, hyperbolic
geometry, surfaces, fundamental domains and signature of discrete groups, in general, are
expressed. Especially the modular group I' and its extension I' by the reflection z — —2,
imprimitive action of a group, and graph theory are studied in detail. In Chapter 3, which
is the original part of the thesis, main calculations on the groups I'(N), 'y and ['y(V) are
discussed. The two subgroups I'g, (V) and A, (N) of the modular group I' are defined
and their indexes in related groups are obtained. The suborbital graphs F, , y of the
An(N) on the set Q,(N) are investigated and some important results, the edge condition
and being forest of the suborbital graph Fy y of the Ton(N) on Q(N) are given. And,

some results of boundary components in the signature of some f‘oyn(N ) and furthermore,
boundary components of very special Fricke groups I'r(N) are obtained. In Chapter 4,
conclusions of the thesis and some suggestions to the readers are expressed.

Keywords: Modular group, Extended Modular group, NEC groups, Fuchsian groups,
Fricke group, congruence subgroups, signature, fundamental domain and graphs.
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H<«(G : H normal alt grup G
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T mobius dontigiimiiniin mertebesi
T mobius dontigimiiniin izi

T mébius doniigimiiniin determinanti
Tanim olarak esittir.

Tanim olarak ancak ve ancak

R* iin 6zel bir alt kiimesi

Cusplarin kiimesi
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Simgedeki sinir bilegenlerinin kiimesi
Modiiler Grup

Genigletilmis Modiiler Grup
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Z — —Z yansimasl

Z — 5 yansimasl
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X tlizeride A grafi
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1. GIRIS
1.1 Bilimsel Aciklamalar

Matematik biliminde; 19. ytlizyilin sonlarina dogru ayrik gruplar teorisine temel tegkil
edilebilecek bazi onemli sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan gozoniine alinmig
ve eliptik fonksiyonlar teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmigtir. Fuchsian gruplar:
ad1 verilen ve sistematik calismasini Henry Poincare 'nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin
invaryant biraktigi fonksiyonlar tizerinde bir¢ok bilim adami ¢aligmalar yapmistir. Yine
lineer kesirli doniigiimler grubu ézellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve in-
varyant teorinin kesfiyle birlikte biiyiik onem kazanmig, topolojik grup yapisina uygun ol-
mas1 nedeniyle gerek analiz, gerekse cebirsel yontemlerle derinlemesine incelenmistir. Bu
konudaki en onemli gelismelerden birisi ise 20. yiizyilda sayilar teorisi lizerinde yapilan

caligmalar ve sonuglar: olmustur.

Lineer kesirli doniisiimler grubu; 6zellikle Oklid olmayan geometri (Hiperbolik geo-
metri) ve Invaryant teori ile birlikte Graf teori, Riemann yiizeyleri, eliptik egrilerinin
aritmetigi, integral kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorilerinde yeni
uygulama alanlari dogurmustur. Bu gruplar i¢in kanonik formlar ise R. Fricke ve F. Klein
tarafindan bulunmustur. Genel olarak Oklid olmayan kristalize(NEC) gruplar i¢in yapilan
caligmalarin sezgisel temelleri; H. Behr, M. Gerstenhaber, J. Lehner, A. M. Macbeath, W.
Magnus, J. Nielsen ve C. L. Siegel tarafindan atilmigtir. Ozellikle I' modiiler grubunun
kongriians alt gruplari olan I'(IV), I',(N), I'°(N), I'; (N) gibi gruplar iizerinde ¢aligilmigtir.
Daha sonra I' genigletilmig modiiler grubu iizerinde incelemeler ve énemli sonuclar elde

edilmigtir.

Ayrica 1990 sonrasi; Modiiler grup, Genisletilmis modiiler grup ve bu gruplarim yeni
alt gruplarinda caligmalar artmigtir. Bu durum literatiir degerlendirilmesinde acik olarak
ifade edilmistir. Calisilan konunun matematigin ana dallarindan; Gruplar Teorisi, Sayilar

Teorisi, Kompleks Fonksiyonlar Teorisi ve Topoloji’ nin kesigiminde oldugu dikkat ¢ekicidir.

Bu tezde 6zel NEC gruplarinin simgeleri ve uygulama modelleri ele alinmigtir. Bu
gruplarm, Ayrik Gruplar Teorisindeki 6nemi belirlenmig ve bunlari yapilar1 kurulmus,
ozellikleri degerlendirilmistir. Bununla birlikte I' ile r gruplar: i¢in ayrintili incelemeler
yapilmig ve bu gruplarin baz 6zel alt gruplar igin simgesel ve bolgesel hesaplamalar

sunulmustur.



1.2 Literatur Taramasi

Simdi konumuzla ilgili, akademik anlamda yapilan bilimsel ¢aligmalarin bir literatiir

degerlendirmesi yapalim.

H. C. Wilkie, 1966 yilinda ” On non-euclidean crystallograhic groups” adli caligmasinda

NEC gruplarin yiizey sembollerini vermigtir[1].

A. M. Macbeath, 1967 yilinda ”The classification of non-euclidean crystallographic

groups” adli galigmasinda NEC gruplarin simgelerine genis bir agiklama getirmigtir[2].

C. C. Sims, 1967 yilinda ” Graphs and Finite Permutation Groups” adli ¢calismasinda

graf teori ve NEC gruplarimin alt gruplar: arasindaki bazi baglantilar ortaya koymustur[3].

D. Singerman, 1970 yilinda ” Subgroups of Fuchsian groups and finite permutation
groups” adli galigmasinda permiitasyon gruplar: yardimiyla yan siiflarin sonlu bir kiimesi
tizerindeki grup hareketinden bir sonlu tiretilmis Fuchsian grubun alt grubunun simgesinin

nasil bulunabilecegini gdstermisgtir[4].

B. Uzzell, 1981 yilinda ”Groups Acting On Hyperbolic 3-Space” adli ¢alismasi ile
i¢ boyutlu uzayda grup hareketlerini incelenmis ve NEC gruplarin simgelerinde cesitli

teoriler sunmustur[9].

M. Akbag, 1989 yilinda yaptigi "The Normalizer of Modular Subgroups” adli dok-
tora tezinde modiiler grubun alt gruplarinin normalliyenleri tizerine kapsaml bir caligma

vermistir[5].

A. G. Jones, D. Singerman ve K. Wicks, 1991 yilinda ”The Modular Group and
Generalized Farey Graphs” adli ¢caligmada alt yoriingesel graflar ve bu graflardaki devre

uzunluklarini incelemiglerdir[11].

M. Akbag ve D. Singerman, 1992 yilinda ” The signature of the normalizer of T',(N)”
adli gahsmasinda I', (V) alt grubunun normalliyeninin simgesi tizerindeki ézellikleri ortaya

koymuglardir[12].

I. N. Cangiil, 1993 yilinda ”Hecke Gruplarmm Normal Alt Gruplan” adli doktora

teziyle, Hecke gruplar1 ve uygulamalarina yonelik galigmalar sunmugtur([15].



O. Bizim, 1995 yilinda ” Genigletilmis Modiiler Grup” adli doktora tezinde, bu grupta
incelemeler yaparak bu grup ile ilgili bir takim ozellikler vermis ve ayrica bazi uygulamalar

yapmustir[17].

M. Akbag ve T. Bagkan, 1996 yilinda ”Suborbital graphs for The Normalizer of
[L(N)” adh ¢alismada I',(N) nin normalliyeni i¢in alt yoriingesel graflarinda hesapla-
malar yapmiglardir[16].

R. Keskin, 1996 yilnda "Modiiler ve Picard Modiiler Gruplar Icin Alt Yéoriingesel
Graflar” adli doktora calismasinda sayilar teorisi ile graflar arasindaki bir takim 6zellikleri

ortaya koymustur[18].

M. Akbag, 2001 yilinda ”On suborbital graphs for the modular group” adli ¢aligmasinda
alt yoriingesel graflari, devre uzunluklarini ve orman olma sartlarini incelemistir. Bu

makale ile orman olma konjektiirii ¢bziime kavugturulmustur[13].

S. Uzun, 2003 yihnda ” H® Hecke Grubunun Kongriians Alt Gruplar1 ve 4§ ((2)*1’) nin
H? teki Normalliyeni” adli doktora caligmasinda Hecke gruplar iizerine teoriler sunarak

baz1 hesaplamalar yapmstir [30].

B. O. Giiler, 2006 yilinda "T',(N) Kongriians Alt Grubunun PSL(2,R) deki Nor-
malliyeninin Alt Yoriingesel Graflari” adli doktora galigmasi ile Nor(N) nin alt yoriingesel

graflarini incelemigtir[19].

S. Kader, 2008 yilinda "NEC Gruplarin Simgeleri ve Graflar1” adli ¢aligmasinda
Nor(p) nin alt yoriingesel graflarm ele almstir. Ozellikle T'o(N) mn Q daki yoriinge
sayisini hesaplamigtir ve fO(N ) nin Q iizerindeki hareketiyle olugan grafta kenar ve devre

sartlarii belirlemigtir[20].

S. Ikikardes, 2008 yilinda ” Genellestirilmis M*-Gruplar” adli doktora tezindeki simge-
sel ozellikler ve M*-grup yapilarinda incelemeler yapmistir. Ayrica bu gruplarin simge

gosterimlerini ifade etmigtir[23].

M. Besenk, 2009 yilinda ”Simge Devirleri ve Graflar” adli doktora ¢aligmasinda NEC
gruplar ve Fuchsian gruplarin simge devirleri tizerinde baz1 hesaplamalara yer vermis ve

graf uygulamalar1 yapmigtir[22].



Y. Kesicioglu, 2011 yilinda "T"® ve G5 Hecke Gruplarim Alt Yoriingesel Graflar” adh

Fg—{(z Z)szab—l—cdz()mod?)}

1+v5

2

doktora caligmasinda

alt grubunun ve A = olmak iizere 2 — —z ve 2 — —z + A elemanlar1 tarafindan
iiretilen G5 Hecke grubunun Q ve Q[A] U {oo} iizerindeki hareketlerinden olugan alt
yoriingesel graflarin devre uzunluklari ve bu gruplarin tireteci eliptik elemanlar1 arasindaki

iligkiyi incelemistir[24].

A. H. Deger, 2011 yihinda "I',(N) Grubunun Alt Yoriingesel Graflarindaki Q Koseli
Minimal Uzunluklu Egriler” adli doktora ¢aligmasinda Farey grafinin bilgisayar ¢izim
programini ve grafiksel arayiizii belirlemisgtir. Yine I',(N) alt grubunun alt yoriingesel

graflar ile ilgili 6nemli sonuglara yer vermistir[26].

T. Koroglu, 2012 yilinda ” Bir Tip Modiiler Graf ve Fibonacci Sayilar” adli doktora
calismasimda I'* grubunun Q iizerindeki alt yoriingesel graflarinda Fil grafinin baglantisiz

oldugu gostermis olup 6zel durumlarda Fibonacci sayilarina ulagmigtir[29].

P. Garrett, 2013 yilinda 7 SLy(Z) ve I' igin temel bolgeler” adli galigmasinda Modiiler
grup ve modiiler grubun bazi kongriians alt gruplarinda, kompleks iist yar1 diizlemde lineer
kesirli doniigtimlerin hareketi ve bunlarin belirledigi temel bolgeler ile modiiler formlar
tizerinde bilgiler sunmustur. Ayrica theta serilerinin modiiler formlar olusturduklarini

ifade etmigtir[33].



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1 Topolojik Gruplar ve Sayilar Teorisi

Bu kisimda once, grup yapist ve topoloji kavramu ile ilgili genel bilgiler verilecektir.

Tamm 2.1.1 G # () ve (.), G tizerinde bir ikili iglem olsun.
(.): G x G — G doniigiimii,

i) Va,be G i¢in a.b € G

ii) Va,b,c € G i¢in a.(b.c) = (a.b).c

iii) Vg € G igin Je € G Oyleki e.g = g.e =g

iv) Vg € G igin 3g7! € G oyleki g.g7' =g lg=c¢

kosullarim saghyor ise (G, .) ikilisine bir ”grup” denir.

Ayrica Va,b € G i¢in a.b = b.a ise bu gruba ” Abel grubu” denir. (G, .) bir grup ise G

nin eleman sayisina G' nin mertebesi denir ve mer(G) = |G| sembolleriyle ifade edilir.

Tamim 2.1.2 G bir grup ve H C G olmak {iizere Va,b € H icin ab™! € H veyaa~'b € H
ise H ya GG nin bir "alt grubu” denir ve H < G ile ifade edilir.

Tanim 2.1.3 G bir grup, H < G ve g € G olsun. Buna gore
a) Hg = {hg|h € H} kilmesine H in G deki "sag-yan siifi(sag koseti)”
b) gH = {gh|h € H} kiimesine H in G deki ”sol-yan smufi(sol koseti)”

ada verilir.

Tanim 2.1.4 G bir grup ve H < G olsun. Bu durumda Vg € G icin Hg = gH veya
H = gHg ' ise H ya G nin bir "normal alt grubu” denir ve H <1 G ile gosterilir.
Burada G/H = {gH|g € G} bir gruptur ve bu gruba G nin H ile faktér grubu adi verilir.

Ng(H)={9€ G |gH =Hg} ={g€ G| Va€ H igin ga = ag}
kiimesine H nin G deki "normalleyeni” denir.

Tamim 2.1.5 G bir grup olmak iizere Z(G) = {a € G| Vg € G i¢in ga = ag} C G

kiimesine G nin "merkezleyeni” denir.

Tanim 2.1.6 Bir G grubu icin G = <K > olacak gekilde bir K C G bulunabiliyor ise G
ye K ile "iiretilmig grup” denir. Eger K sonlu bir kiime ise G ye ”sonlu iiretilmig grup”
ve K = {a} seklinde tek elemanl bir kiime ise G ye a ile iiretilmis ”devirli grup” denir ve

G = <a> ile gosterilir.



Tanim 2.1.7 G bir grup ve H < G olmak iizere sag ve sol kosetlerin sayisi ayni olup bu
saylya H alt grubunun G igindeki ”indeksi” denir ve |G : H| seklinde ifade edilir. Yani

|G| : .
|G : H| = — seklindedir.
|H|

Ayrica bir grubun, indeksi 2 olan bir alt grubu normal alt gruptur.

Tanim 2.1.8 G bir grup ve H < G, H # G olsun. Buna gore G de H C K olan her K
alt grubu i¢in K = G ise H ya G de bir "maksimal alt grup” denir. Yani H, G de kalan

en genig alt gruptur.

Tanim 2.1.9 (G,-) ve (G*, o) iki grup olsun. Bu durumda f : G — G* doniigiimii
Va,b € G i¢in f(a.b) = f(a) e f(b) seklinde islemi koruyor ise bu f ye G den G* a bir

"grup homomorfizmas1” denir. G den G* a olan tiim homomorfizmalarin kiimesi de
Hom(G,G*) ={f| f: G — G grup homomorfizmasi}

seklinde gosterilir.
f:G— G*, g — f(g) = e* bir homomorfizma ise Hom(G,G*) # ) olur.
Burada G bir grup ve H 9 G i¢in & : G — G H, ®(g) = gH doniigiimii homomorfiz-

madir. Bu homomorfizme "dogal veya kanonik homomorfizma” denir.

Bununla birlikte f € Hom(G,G*) olmak tizere;
a) f bire-bir ise f ye "monomorfizma”
b) f orten ise f ye ”epimorfizma”

c) f birebir ve orten ise f ye ”izomorfizma” denir.

Eger G ve G* gruplan arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara ”izormof(eg yapil)

gruplar” denir ve G = G* ile gosterilir.

Ayrica f : G — G izomorfizmasina G de bir ”otomorfizma” denir ve GG deki otomor-

fizmalar1 kiimesi
Aut(G) ={f| f : G — G grup homomorfizmasi}
seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.10 & : ¢ — G* bir homomorfizma ve e* € G* birim elemani verilsin. Buna

gore @~ 1(e*) = {g € G| ®(g) = e*} kiimesine ® nin ¢ekirdegi denir ve ¢ek® ile gosterilir.



Burada ¢ek®, G nin bir normal alt grubu olur. Yani ¢ek® < G geklindedir. Yine ®
homomorfizmasi i¢in G /¢ek® = &(G) dir. SJayet ¢ epiformizma ise G /¢ek® = G* olur.

Eger ® monomorfizma ise e € G birim eleman olmak tizere ¢ek® = {e} dir.

Tanim 2.1.11 X ve Y birer topolojik uzay ve f : X — Y doniigiimii verilsin. Eger
f, bire-bir, orten, siirekli ve f~! siirekli ise bu durumda f doniisiimiine X den Y ye bir

”homeomorfizma” veya ”topolojik esyapi doniigimi” denir.

Tanim 2.1.12 [6] X bir topolojik uzay, M C X ve f : X — M doniigimii olsun.
Bu durumda X /M = {U Cc M | f~Y(U) C X, Xde agiktir} kiimesi M tzerinde bir
topolojidir. Bu topolojiye M iizerinde f tarafindan indirgenen ”boliim topolojisi” denir

ve M ye X in bir "boliim uzay1” adi verilir.

Tanim 2.1.13 [5] G hem bir grup ve hem de bir topolojik uzay olsun. Buna gore ;
i) F:GxG— G, F(z,y) ==y
i) f:G— G, f(zx) :=a"!

fonksiyonlar: siirekli ise G' ye bir "topolojik grup” denir.

Tanim 2.1.14 [14] G bir topolojik grup ve H < G olsun. Eger H, G nin topolojik uzay1
olarak ayrik bir alt uzay ise H ya G nin bir "ayrik alt grubu” denir.

Bu durumda G bir ayrik grup ise agagidaki ifadeler esdegerdir:

a) G nin her noktasi bir izole noktasidir.

b) Vz € G igin {z} kiimesi, z in bir komsulugudur.

¢) G higbir limit noktas: ihtiva etmez.

Ayrica E kiimesi, bir topolojik uzaymn alt kiimesi olsun. Burada eger her z € FE igin
UNE = {z} olacak sekilde bir U komgulugu var ise E ye ayriktir denir. Burada Z
tamsayilar kiimesinin R nin ayrik alt kiimesi oldugu agiktir. Ayni zamanda R nin her
sonlu alt kiimesi de R nin bir ayrik alt kiimesidir. Mesela A = {+ : n € Z — {0}} kiimesi
R nin ayrik bir alt kiimesidir. Fakat B = A U {0} kiimesi R nin bir ayrik alt kiimesi
degildir.

Tamim 2.1.15 [32] G bir grup ve X # () bir kiime olsun. Buna gore ¥ : G x X — X
fonksiyonu asagidaki,

i) 91,92 € G ve x € X igin ¥(g192, ) = ¥(g1, ¥(g2, 7))

ii)1 € G birim eleman ve z € X i¢in ¥(1,z) =z

kosullar: saglhyor ise G ye X {tizerinde sol ¢arpima gore bir ”hareket grubu” denir.



Burada ¥(g,z) yerine kisaca gx yazilir. Boylece (g192)x = ¢1(g22) ve lz = x olur.
Calismalarda, bundan sonra bir hareket grubu ifadesinden sol carpima gore bir hareket

grubu anlagilacaktir.

Ayrica G bir topolojik grup, X bir topolojik uzay ve ¥ doniigiimii siirekli ise [G, X]

¢iftine bir "topolojik dontigiim grubu” denir.

Lemma 2.1.1 [32] [G, X] herhangi bir topolojik doniigiim grubu olsun. X iizerinde ~
bagintisi;

x,y € X igin ¢ ~ y <= dg € G oyleki y = gx

seklinde tanimlansin. Buna gore ~, X iizerinde bir denklik bagintisidir.

Tanim 2.1.16 [32] 7 ~ 7 bagmtis1 lemma 2.1.1 deki gibi tanimlanirsa bu bagmtinin
denklik siniflarina ”G nin yoriingeleri” denir. Ayrica x € X noktasiin iceren yoriingeye
7x in yoringesi” denir ve Gz ile gosterilir. Bu durumda Gz := {gz : g € G} dir. Biitiin

yoriingelerin olusturdugu kiime ise X /G := {Gz : x € X} seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.17 [32] |G, X] bir topolojik déniigiim grubu olsun. Eger z € X igin Gx = X
ise, yani tek yoriinge varsa [G, X| ¢iftine bir ” gecigli(transitif) topolojik déniigtim grubu”
denir. Agik olarak z,y € X i¢in gx = y olacak sekilde bir ¢ € G elemam varsa [G, X]

¢ifti bir gecisli topolojik dontisiim grubu olmaktadir.

Lemma 2.1.2 [6] [G, X] bir topolojik doniiglim grubu ve 7, X {izerinde bir topoloji olsun.
Buna gore P : X — X /G, P(z) := Gz seklinde tanimh doniigiim i¢in X /G tizerinde
o:={ACX/G:PA) er}ise (X,/G,1g) bir topolojik uzaydir ve bu 7¢ topolojisi
P yi siirekli yapan en ince topolojidir. Buradaki X /G bolim uzayma ”yoriinge uzay1i”

adi verilir.

Tamim 2.1.18 [14] [G, X] herhangi bir topolojik déniigtim grubu olsun.

a) r € X igin Sbg(z) = G, == {g € G : gv = x} kiimesine "z in G deki sabitleyeni”
denir.

b) g € G i¢in Sb(g; X) := {z € X : gx = x} kiimesine "¢ in X deki sabit nokta kiimesi”

denir.

Lemma 2.1.3 [32] [G, X] bir topolojik doniigiim grubu olsun. Bu taktirde G nin herhangi
bir yoriingesinden farkli elemanlarin sabitleyenleri eglenik alt gruplardir. Burada z,y € X

ve g € G olmak lizere y = gz ise bu taktirde G, = gG,g~* dir.



Tanim 2.1.19 [14] [G, X] bir topolojik doniigiim grubu ve A, B C X olsun. Bu durumda
asagidaki tanimalar verilebilir.

a) Vg € G\{I} i¢in AN gA # () ise A alt kiimesine bir ” G-paketleme” denir.

b) U,cq 9B = X ise B alt kiimesine bir 7G-oértiim” denir.

Lemma 2.1.4 [14] [G, X]| bir topolojik doniigiim grubu olsun. Bu taktirde

a) Bir A C X alt kiimesi bir G-paketleme ise her yoriingeden en fazla bir nokta bulun-
durur. Yani Vo € X i¢in [ANGz| <1 dir.

b) Bir B C X alt kiimesi bir G-6rtiim ise her bir yoriingeden en az bir nokta bulundurur.

Yani Vz € X i¢in |[BNGzx| > 1 dir.
Sonug 2.1.1 [G, X] bir topolojik déniigiim grubu ve £ C X kiimesi hem bir G-paketleme
hem de bir G-6rttiim ise Vo € X i¢in |[E N Gz| = 1 dir.

Simdi sayilar teorisinin bazi 6nemli 6zellikleri ile permiitasyon gruplarini inceleyelim.

Tanim 2.1.20 b ve ¢ den en az biri sifirdan farkli iki tam say1 olsun. Buna gore

i)d|bved|c ii)a|lb ve a|lc=a|d iii) d > 0
kogullarimi saglayan bir d tamsayisina b ile ¢ nin "en biiytik ortak boleni” (e.b.o.b.) denir

ve (b, c) seklinde gosterilir.

b
Tanmim 2.1.21 alb ve (a, —) = 1 ise a,b yi "tam boler” denir ve a || b seklinde gosterilir.
a

Acik olarak k negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere a*|b ama a**1 { b ise a* || b

seklindedir.

Lemma 2.1.5 [35] (Bolme Algoritmasi) b # 0 ve a,b € Z i¢in a = bg +r, 0 < r < |b|

olacak gekilde bir ve ancak bir tek ¢,r tamsayilar1 vardir.

Eger bt a ise r tamsayisit 0 < r < |b| seklindedir.

Lemma 2.1.6 [35](Dogrusallik Ozelligi) (b,c) = d olmak iizere d = bxg + cyy olacak

sekilde xq ve yy tamsayilar: vardir.

Tanim 2.1.22 a ve b sifirdan farklh iki tamsay1 olsun. Buna gore,
i) alk ve blk ii) a|lm ve bjm = klm iii) £ >0
kogullarim saglayan bir k tamsayisina a ile b nin ”en kiigiik ortak boleni” (e.k.o.k.) denir

ve [a, b] ile gosterilir.



Teorem 2.1.1 [32] (Euler Fonksiyonu)

©(1) = 1 ve N > 1 bir pozitif tamsay1 olsun. Buna gére N den kiigiik ve N ile

aralarinda asal olan sayma sayilarinin sayisi;

o(N)=N]] (1—}9), (peP=1{2,3,5711,...})

pIN
seklinde hesaplanir ve bu ¢ fonksiyonuna ”Euler fonksiyonu” denir.
Daha acik olarak N = p{'p5?...po" asal ¢arpanlarina ayrilmig pozitif tamsayis i¢in

wm=x(=5) () (5)

seklinde de yazilabilir. Ayrica p € P icin ¢(p) = p — 1 oldugu goriiliir.

¢ fonksiyonu;

Eger N = p{'p3?...po asal kuvvetler seklinde yazilmig ise N nin 2" tane tam boleni
vardir. N nin tam bolenlerinin olugturdugu kiime Exz(N) = {a € Z* : a||N} seklinde
gosterilsin. Ornegin N = 23.3 {in porzitif bolenleri 1,2, 4,8,3,6,12,24 (p(24) = 8 tane) ve
N = 24 {in asal bolenleri 2,3 (2 tane) seklindedir. Dolayisiyla 1|24, 3||24, 8||24, 24|24
oldugundan Ez(24) = {1,3,8,24} ve |Ez(24)| = 22 = 4 olur.

Tamim 2.1.23 a,b € Z ve m € Z™ olmak tizere m|(a — b) ise "a, b ye m modiiliine gore

kongriidiir” denir ve ¢ = b mod m ile gosterilir.

Burada ” = 7 bagmtist Z iizerinde bir denklik bagmtisidir. Buna gore denklik

siiflarimin kiimesi;

seklinde ifade edilir. Dolayisiyla m modiiliine gore asal kalan smiflarmin sayist o(m)

tanedir.

Teorem 2.1.2 [35] a,b € Z, m € Z" ve a Z 0 mod m olsun.

a) ar = bmod m kongrilansinin bir ¢oziimiintin olabilmesi igin ancak ve ancak

(a,m)|b olmasidir.

b) ax = b mod m kongriiansinin bir xy ¢dziimii varsa x = xy mod m de bu kongriiansin

bir ¢oziimiidiir.
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Teorem 2.1.3 [35] ax = b mod m kongriiansinda (a,m) = d ve d|b ise tam d tane farklh

¢oziim vardir. Bu ¢oziimler, xy herhangi bir ¢ozim ve s = — olmak iizere,

d
T, To + S, o + 25, ...,x0 + (d — 1)s seklindedir.
Sonug 2.1.2 a) (a,m) =1 ise ax = b mod m kongriiansinin tek bir ¢éziimii vardir.

b) p € P ve (p,a) = 1 ise ar = b mod p kongriiansinin bir ve yanliz bir ¢dziime

sahiptir.
Tanim 2.1.24 [32](Permiitasyon Gruplari)

a) X # 0 bir kiime olmak tizere 7 : X — X bire-bir ve orten ise m ye X in bir

"permiitasyonu” denir. X in tiim permiitasyonlarmim kiimesi de S¥ ile gosterilir.

b) S¥ kiimesi fonksiyonlarin bilegke iglemine gore bir gruptur. S grubuna X in

"simetri grubu” denir. S¥X in alt gruplarma da X in "permiitasyon gruplar1” denir.

G, X iizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Buna gore G < S¥ oldugundan g € G
icin g : X — X bire-bir ve orten bir déniigiimdiir. Vo € X igin g(x) := gz olsun. Bu

durumda

i) 91,92 € G ve x € X ise (g192)r = g1(g27),
ii) S¥ in birim elemam 1y ve z € X ise 1yx = z dir.

O halde G, X {tizerinde bir hareket grubudur. Bu harekete G nin X iizerindeki ”dogal

hareketi” denir.

Burada bostan farkli bir X kiimesi tizerindeki grup hareketi ile X in simetri grubu

SX arasindaki iligkiyi verelim.

Teorem 2.1.4 [32] G, X iizerinde bir hareket grubu olsun. Bu taktirde her bir g € G
i¢in m, : X — X, m,(z) := gz ile tamumh déniigtim X in bir permiitasyonudur. Bununla
birlikte 7 : G — S¥, 7(g) := 7, ile tammh bir homomorfizmdir. Buna G nin grup

hareketine kargilik gelen permiitasyon gosterimi de denir ve (G, X) ifti ile ifade edilir.

Teorem 2.1.5 [32] X # () bir kiime, G bir grup ve ¢ : G — S¥ bir homomorfizm olsun.
Bu taktirde g € G ve z € X igin [¢(g)](z) := gx seklinde tamimlamirsa G, X tizerinde bir

hareket grubudur ve ¢ bu harekete karsilik gelen G nin permiitasyon gosterimidir.
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Tamm 2.1.25 [32] X # 0 bir kilme |X| =n (n € Z") olsun. Grup elemanlarindan ayirt
etmek i¢in X kiimesinin elemanlar1 noktalar seklinde olup 1,2,...,n ile gosterilecektir.
Burada X sonlu oldugundan X in tiim permiitasyonlarinin kiimesi S,, ile gosterilir. S,

grubuna X in n. dereceden ”simetrik grubu” denir ve |S,| = P(n,n) = n! dir.

Bir m € S,, permiitasyonu

1 2 ... n i
™= veya T =

Tamim 2.1.26 [32]

ile gosterilir.

g= a ... Qg—1 QG Qgy1 ... Qp
as ... ag ap Qg1 ... Qp

seklindeki bir g € S,, permiitasyonuna bir k£ uzunluklu devre veya k-devre denir ve kisaca
g = (ay.....a) yazilir. Burada 2-devreye transpozisyon denir. Bir permiitasyonda sabit
kalan ¢ noktalar1 1-devre olarak goz oniine alinabilir ve 1-devreler permiitasyonlarin devre
gosterimlerinde yazilmazlar. Her g € S,, permiitasyonu, ortak nokta icermeyen devrelerin

bir ¢arpimi seklinde (devrelerin sirasi hari¢ olmak {izere) tek tiirlii olarak yazilabilir.
Pl .., P 50zl gegen devreler olmak tizere g = [[, p; olsun. Bu durumda devrelerin
uzunlugu |p;| =n; (i = 1,2,...,n) olmak tizere |g| = ebob(ny,ns, ..., n,) dir.

Lemma 2.1.7 [32] G bir grup, H < G, |G : H| = n ve H alt grubunun G deki sol yan

siuflarina gore pargalamsy, G = |J;_, ¢;H olsun. Her g € G i¢in

7r:(ng gnH):<giH)
ile tamimh 7 dontigimii G yi {¢g;H : ¢ = 1,2,...,n} nokta kiimesi iizerindeki S,, simetrik

grubuna resmeden bir homomorfidir. Burada 7 ye G grubunun H sol yan siniflar1 tizerindeki

permiitasyon gosterimi adi verilir.
Lemma 2.1.8 [32] G, X iizerinde bir hareket grubu ve x € X olsun. Bu durumda
|Gx| = |G : Sba(z)| = |G : G,

dir.
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2.2 Mobius Doniusiimleri ve NEC Gruplari

Kompleks diizlem ile birim kiirenin ”stereografik izdiigiimii” yardimiyla olugturulan

genigletilmig kompleks diizlem gosterimi; Co, := C U {oco} geklinde tanimlansin.

Tanim 2.2.1 [27] (M6bius Doniigtimler Grubu)

b
a) PGL(2,C) = {T|T : Co. —s Cu,T(2) = Z"‘j_d, a,b,c,d € C ve ad — be £ 0}
Z
grubuna ”projektif genel lineer grup” denir.
s 4 b
b) PGL(2,C) := {S|S : Co —» Cu,S(z) = “f—id, a,b,¢,d € Cvead — be # 0}
(674

grubuna ”projektif genel lineer eslenik grup” denir.
c) M = PGL(2,C)UPGL(2,C) grubuna "lineer kesirli dontigiimler grubu” ya da ”mdbius

dontigiimler grubu ” denir.

Burada PGL(2,C) nin elemanlar 1.tip, PGL(2,C) nin elemanlar1 da 2. tip dontigiimler
olarak ifade edilebilir. Genel anlamda Mobius doniigiimlerinin kiimesi fonksiyonlarim
bilegke iglemlerine gore bir grup olusturur. Yine PGL(2,C) nin elemanlar1 konform

doniigiimler ve PG L(2, C) nin elemanlar1 da ters konform doniigiimler olarak degerlendirilir.

b —d

Yine T'(z) = 0z € M igin ¢ # 0 ise T'(o0) = g, T(—) = oo ve ¢ = 0 ise
cz+d c c

T(c0) = oo geklinde tammlanmigtir. Bununla birlikte a + d ye ”T nin izi” denir ve

izT = a + d olarak gosterilir. Ayrica (ad — be) ye ”T nin determinant1” denir ve detT ile

ifade edilir.

Bir 7" mébius doniigiimii igin 7™ = [ olacak sekilde bir m € Ny := {2,3,...} varsa
bu m degerine T' nin "mertebesi veya periyodu” denir ve merT = m ile gosterilir. Eger
bu kosullar1 saglayan bir m degeri bulunamiyorsa 7' ye "sonsuz mertebeli” denir ve bu

durum merT = oo ile gosterilir.

Ayrica T € M ve T(z) = z kosulunu saglayan z € C,, degerlerine 7" nin ”sabit
noktalar1” denir. Burada M nin elemanlarinin simiflandirmast mobius doniigtimlerinin

sabit noktalarina gore belirlenir.

Teorem 2.2.1 [27] a) T(z) = azj_—z
cz

lineer kesirli doniigimii C,, dan C., a bire-bir ve
tizerine konform bir doniigiimdiir.
b) Her T lineer kesirli doniigiimiiniin 7! ile gosterilen ters fonksiyonuda bir lineer kesirli

dontigtimdiir.
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Lemma 2.2.1 [27] Iki mobius doniigiimiiniin esit olmasi icin gerek ve yeter kosul kargilikl

katsayilarin orantili olmasidir.

az+b

Teorem 2.2.2 [27] Bir T'(z) = mobius dontiglimiiniin H = {z € C: Imz > 0} st
yar1 diizleminin kendi tizerine resmetmesi i¢in gerek ve yeterli kosul a, b, ¢, d katsayilarinin

reel say1 olmasidir.

Tanim 2.2.2 [10] T : C,, — C, T(2) = 2z + 20 (20 = a + ib sabit) seklindeki
mobius doniigiimlerine ”6teleme” veya ”kayma(translation) doniigimi” denir. Oteleme
dontigimleri kompleks diizlemde sekilleri zg vektorii yoniimde |zg| kadar kaydirir ve resim

orjinaline benzer olur.

Tamim 2.2.3 [10] R: C,, — Co, R(2) = €?2, (6 € R) seklinde mébius déniigiimlerine
”donme (rotation) doniigimi” denir. Dénme doniigiimii kompleks diizlemdeki sekilleri
0 acis1 kadar dondiiriir. Eger 6 > 0 ise donme pozitif yonde (saatin dénme yo6niiniin
tersine) ve 6 < 0 ise donme negatif yonde(saatin dénme yoniinde) olur. Resim orjinal

sekle benzerdir.

1
Tamim 2.2.4 [10] J : C,, — Cq, J(2) = — seklindeki mobius dontigiimiine ”tersinme
z

(inversion) doéniigiimi” denir. J(z) = 2 tersinme doniigiimii bir z noktasmin orjinal olan
uzakliginin bu uzakligin tersine ve z nin argiimentini de bu argiimentin negatifine gotiirtir.
Ciinkii |J(2)] = % ve argJ(z) = —argz seklindedir.
Tanim 2.2.5 [10] S : C.o — Cy, 5,(2) = 202 (20 # O0vez € C) seklindeki
mobius doniigiimlerine ”benzerlik” veya ”esneme dontigiimii” denir. Bu durumda zg # 0
ve zp € R igin 9,,(2) = 29z bigiminde ise buna uzama- kisalma déniigiimii adi da verilir.
Eger |z9| > 1 ise uzama ve |z| < 1 ise kisalma olacaktir. Ayrica zy = a + ib degeri i¢in
Sa(z) dontigiimiine; kompleks diizlemdeki gekilleri a > 1 ise z yoniinde uzatir, 0 < a < 1

ise z yoniinde kisaltilir. @ < 0 durumunda ise ayni1 durum —z yoniinde olur. Resim yine

orjinaline benzerdir.

Teorem 2.2.3 [10] PGL(2,C) grubunun elemanlar1 dénme, benzerlik, dteleme ve tersinme

dontigiimlerinin bilegkesi olarak yazilabilir.

Lemma 2.2.2 8] H = {z € C: Imz > 0} Gst-yar: diizlem ve D = {2z € C : [z < 1}
birim disk ise K : Coo — Cu, K(z) := S

doniigimiit H yi D ye ve OH yi 0D ye

zZ+1
resmeder.
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H {ist-yar1 diizeleminde alman noktalar, doniisiimde resmedilirse kapali birim diske ait

- dontigtimii H kiimesini, D kiimesine
?

resmeder. Yani K(H) = D elde edilir. Burada genelligi gore K(0H) = 0D oldugu

noktalar olugturdugu agiktir. Dolayisiyla K (z) = :
z

z—1
agiktir. Benzer sekilde tersten, L(z) := —i( 1 dontisimii icin de ayni uygulamalar
z

yapilabilir.

Teorem 2.2.4 [27] PSL(2,C) nin elemanlar1 cemberleri cemberlere resmeder.

Simdi V = {0, 1,00} kiimesinin PGL(2,C) tizerindeki sabit birakan déniigiimlerini
ele alalim. Bdylece V nmin her bir permiitasyonu i¢in V nin 7 permiitasyonunu ifade
eden bir tek T € PGL(2,C) vardir. Buna gore V y1 sabitleyen grup ile V nin tiim
permiitasyonlarinin grubu arasinda 7, — 7 seklinde bir izomorf doniisiimii mevcuttur.
Dolayisiyla V nin olugturdugu grup, Ss grubuna izomorf olur. Burada PGL(2,C) nin V
y1 sabit birakan,

z 1 z—1
T - _
z—1’ 5(2)

T(:) = 2 To(e) = 1- 2 Tile) = 5, Tife) = s :

’
z

doniigtimlerine karsilik gelen V nin permiitasyonlar: sirasiyla;
m = (0)(1)(o0), m = (01)(c0) , w5 = (000)(1), ™ = (0)(1oo), m5 = (0100), 76 = (Ooccl)
seklindedir.

Lemma 2.2.3 [10] PGL(2,C) nin elemanlar

(21 — 29)(23 — 1)

(22 — 23)(24 — 21)

)\[Zla 22,23, 24] =

gapraz oranini sabit birakir.
Buradaki A-doniigtimiine, ¢apraz oran fonksiyonu adi verilir.

Burada V* = {k, 0, 1, 0o} kiimesinin permiitasyonlarimin bir grubu Sy kiimesine izomorf-
tur. Her bir 7 permiitasyonu icin \; = (W(k), T(0)s T(1)s T(oc)) tanimlanabilir. Eger 7 birim

ise Ay = A dir ve sayet m = (kOloo) ise

o (01 -
Ael0, 1, 00, k] = lim 30— = %

15



bulunur. Buna gére 4! = 24 farkli A, degeri elde edilebilir. Eger 7 = (k)(000)(1) ise

. (k=21 -0) 1
Ak, 00,1, 0] —ZILIgOm =

bulunur. Béylece (k)(000)(1) # (k0loo) oldugu goriiliir.

Simdi mobius dontigiimlerinin 6zel durumlari, simiflandirilmasit ve ayrik gruplarla ilgili

baglantilar1 verilecektir.

Tanim 2.2.6 [7] (Ozel mébius déniigiimler grubu)

az+b

PSL(2,R) ={T|T : T = —
a) S(,) {’ Coo_)com (2) CZ—l—d’

a,b,c,d € R ve ad — bec = 1}

kiimesine ”projektif ozel lineer grup” denir.

b) PSL(2,R) :={S|S: Cx, — Cy,S(2) = Z'ZZ—M

l a,b,c,d € R ve ad — bc = —1}

kiimesine ”projektif ozel lineer eslenik grup” denir.

c) G:= PSL(2,R)UPSL(2,R) grubuna ”6zel lineer kesirli déniigiimler grubu”denir.
Bu G grubu da donitigiimlerin bilegke iglemine gore yine grup olusturur ve G < M dir.

Burada G nin elemanlarinin determinantinin +1 alinmasi reel katsayili lineer dontigtimlerin
kiimesini daraltmaz. Yine A = ad — bc # F1 olmast durumunda doniigiimiin pay ve

paydast £4/%+A ile boliinerek, determinant ayni sekilde £1 durumuna getirilir.

Teorem 2.2.5 [7] H := {z € C : Imz > 0} {iist yar1 diizlem olmak iizere f € G i¢in
f 1 H:H — H doniigiimii verilsin. Buna gore f | H dontisiimii konform veya ters-

konform homeomorfizmdir.

Simdi G grubunu asagidaki yontemle bir topolojik grup yapalim. Burada R* {in
A= {(a,b,c,d) € R*: ad — bc = F1}

alt kiimesini ele alalim. A iizerinde R* deki 6klid topolojisinin kondurdugu alt uzay topolo-
jisinin bulundugu gbz 6niine alalm. Bu A alt uzaymnda (a,b,c¢,d) = (—a, —b, —c, —d)
Ozdeglesmesi yapilsm. Buna gore 6 : A — A, 6(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d) ile
tamimlanan § bir homeomorfizm olup 6zdeglikle beraber §, A tizerinde ikinci mertebe-

den devirli bir grup olustur.

16



Boylece A /() kiimesi tizerinde boliim topolojisini alalim. Bu durumda G ile A (9)
arasinda bire-bir ve 6rten bir dontigiim vardir. G nin {izerindeki topoloji A,/ (d) tizerindeki
topoloji olarak alinabilir. Buna gore G nin bir topolojik grup yapist tegkil edilmis olur.
Ayrica G, H tizerindeki bir hareket grubu ve G nin de her dontigimiu H iizerinde siirekli
oldugundan [G,H] topolojik déniisiim grubudur. Ustelik G, H iizerinde transitif olarak
hareket eder.

Tamim 2.2.7 [14] (NEC Gruplar)

a) G nin ayrik bir alt grubuna ”&klid olmayan kristalize(non-euclidean crystallographic)

grup” denir ve kisaca NEC grup diye yazilir.
b) PSL(2,R) deki bir NEC grubuna ise ”Fuchsian grup veya Fuchs grup” denir.

c) Eger bir NEC grubu, PSL(2,R) de en az bir eleman igeriyor ise bu gruba da ”&zel
NEC grup” denir.

Simdi de ¢ nin elemanlarinin siniflandirmasini yapalim. Kompleks fonksiyonlar teorisin-
den, birim doniigtimden farkli olan lineer kesirli doniigtimlerin en fazla iki sabit noktasinin

oldugu aciktir. Buradan asagidaki tanim ve teorem olusturulabilir.

Tanim 2.2.8 [14] (G nin elemanlarinim smiflandirilmasi)

b
i) PSL(2,R)\ {I} ve T(z) = a'zi ~ olmak iizere;
(674

a) [izT| = |a+d| > 2 ise T ye "hiperbolik déntigim”,
b) |izT| = |a + d| = 2 ise T ye "parabolik déniigiim”

c) |izT| = |a+d| < 2ise T ye "eliptik doniisiim” denir.

___ Z+b
ii) S € PSL(2,R) ve S(z) = a +d olmak ftizere;

czZ +

a) izS =a+d#0ise S ye "kayan-yansima doniigimi”

b) izS =a+d=0ise S ye "yansima doniigimi” denir.
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Teorem 2.2.6 [14] (G nin sabit noktalar1)

fegGveS(f;Cx)={2z€Cy: f(z) =z} olmak iizere;

([ R, da iki nokta , f hiperbolik ise
R, da bir nokta , f parabolik ise
Sb(f;Cs) = ¢ C\R da eglenik iki nokta , [ eliptik ise
R, da iki nokta , [ kayan- yansima ise
| R ye dik ¢cember veya dogru , f yansima ise

seklindedir.

Tamm 2.2.9 [7] Ty ve Ty, G grubunun herhangi iki elemani olsun. 7y = ST5S~! olacak

sekilde bir S € G elemani varsa "7 ile T; ye esglenik dontigiimler” denir.

Burada G nin eglenik elemanlarinin ayni tiirde olmasi gercegi kullanilarak, doniigiimlerin

bu bes tiirlinden herbirinin bir kanonik(eslenik) forma sahip oldugu bulunabilir[5].

G nin elemanlar1, doniigiimlerin izi ve determinanti yardimiyla siniflandirilmigtir. Boylece

G nin bahsedilen bu kanonik formlari tablo 2.1 deki gibi verilebilir[5].

Tablo 2.1 : G nin kanonik formlar:

Elemanlarin tiru Kanonik Formlar

Hiperbolik z— Az (A>1)

Eliptik z—w, z—jri = ewj—;;, (0 # 2nm)
Parabolik z—2F1

Kayan-yansima z— A2 (A< 1)

Yansima z— —Z

Teorem 2.2.7 [10] G nin birimden farkl sonlu mertebeli elemanlar1 ya eliptik ya da

yansima dontigiimleridir.
Ozellikle, yansimalarm mertebesi 2 dir. Ayrica bazi durumlarda bir parabolik eleman
sonsuz mertebeli bir eliptik eleman olarak degerlendirmeye alinabilir.

Teorem 2.2.8 [8] PSL(2,R) nin elemanlar1 R yi R ye ve reel eksene dik olan ¢emberleri,

reel eksene dik olan ¢emberlere resmeder.
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Tanim 2.2.10 [10] X bir topolojik uzay ve G, X in kendi iizerine homeomorfizmlerinin
bir grubu olsun. Eger Vz € X noktasmin, g(V) NV # @ kogulunu saglayan Vg € G\{I}
icin g(x) = z olacak gekilde, bir V' komgulugu varsa bu durumda G ye X iizerinde ” diizenli

siireksiz olarak hareket ediyor” denir.

Buna gore PSL(2,R) nin ayrik alt gruplar igin olduk¢a énemli olan agagidaki teo-

remler verilebilir.

Teorem 2.2.9 [10] 2 < PSL(2,R) olsun. Bu durumda;
i) Q bir Fuchs gruptur<= Q, H da diizenli siireksiz olarak hareket eder.

ii) Q bir Fuchs grup ve p € H noktas1 Q\{} nin bir eleman: tarafindan sabit birakilsin.
O halde p nin bir W komgulugu vardir 6yleki W nin bagka hicbir noktas1 Q \ {7/} nin bir

elemani tarafindan sabit birakilmaz, yani sabit noktalar ayriktir.

Teorem 2.2.10 [10] Q < PSL(2,R) olsun. Bu taktirde;
Q bir Fuchs gruptur <= Vz € H i¢in Qz, H nin ayrik bir alt kiimesidir.

Simdi de bu gruplarla ilgili ytizey bilgilerini verelim.

Tanim 2.2.11 [19] i) X bir baglantih, Hausdorff topolojik uzay ve A, B C X agk alt
kiimeleri olmak tizere ©» : A — B homeomorfizmasina X {izerinde bir "kompleks kart”

ve (A,v) ¢iftine X in "koordinat komgulugu” denir.

ii) Eger y005 " o(A; N Ay) — ¥1(A; N Ay) fonksiyonu holomorf ise (A, 1)
ve (Ag,1,) "koordinat komguluklari uyumludur” denir. Koordinat komguluklarimim bir

(A;, 1;)ier ailesi olsun. Buna gore
a) X = J;c; Ai seklindedir.

b) Vi,j € I icin (A;,v;) ile (A4;,1;) uyumludur.
kogullarmin saglanmasi durumunda (A;, 1;);c; ailesine bir ”6rtiim” denir. Iki ortiimiin
birlegimlerinin de bir ortiim meydana getirmesi halinde bu ortiimlere ”egdeger ortiimler”
ad1 verilir. Bu ortiimlerin kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi tanimlanabilir. Béylece

olugan denklik siniflarinin her birine de ”kompleks yap1” denir.

iii) Bir baglantilh, Hausdorff topolojik uzaymin bir kompleks yapi ile birlikte ifade

edilmesine bir ”Riemann yiizeyi” adi verilir.
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Buna gore her noktasinin bir komsulugu R? nin bir alt kiimesine homeomorf olan
bir baglantili Hausdorff uzayi, bir ytizey olusturur. Eliptik eleman icermeyen keyfi bir 2
Fuchs grubu da PSL(2,R) nin bir alt grubu olarak H {izerinde hareket eder ve dolayisiyla
boliim topolojisi ile olusan boliim uzay1 bir yiizeydir. Bununla birlikte €2 daki kompleks
yapt H () yiizeyine transfer edildiginde bir Riemann yiizeyi bulunur. Eger € eliptik ele-
man igeriyorsa sonucta yine Riemann yiizeyidir. Fakat H — H (2 izdiistim fonksiyonu
dallanmig formdadir. Burada olugan yiizey kompakt olmadigindan H yerine H U {oco}

ifadesine yer verilir[7].

Teorem 2.2.11 [10] Her basit baglantih Riemann yiizeyi agagidakilerden birine;
a) C, Riemann Kiiresine,

b) C Kompleks Diizlemine,

¢) H Ust-Yar1 Diizlemine

konform egdegerdir.

Teorem 2.2.12 [10] Riemann yiizeyleri i¢in baz1 otomorfizma gruplar;
i) Aut(C) = PSL(2,R)

ii) Aut(C) ={z = az+b:a,be Cvea#0}

iii) Aut(H) = PSL(2,R) dir.

Ayrica A NEC grup ve H A kompakt uzay ise A parabolik eleman icermez. Eger A
nin Ry, iizerinde sabit noktalar: var ise bunlar Q := Q U {oo} daki rasyonel sayilardir.
Bulunan bu rasyonel sayilar H ya eklenerek H* kiimesi olusturulur ve dolayisiyla H* /A

yoriinge uzayl kompakt hale getirilir.

2.3 Hiperbolik Geometri

Matematik alaninda geometri, Euclidean ve non-Euclidean olmak iizere iki ayr1 siifa
ayrilir.  Bu iki tiir arasindaki temel farklar dogrularin paralellik 6zelliklerinden kay-
naklanir. Euclidean geometrisi agagidaki bes aksiyomdan olusur,

i) Iki noktadan bir dogru gecer.

ii) Dogru parcalar1 iki ucundan sonsuza dogru bir dogru boyunca uzatilabilir.
iii) Merkezi ve yarigap: verilen ¢ember ¢izilebilir.

iv) Tim dik agiklar denktir.

v)Bir dogruya digindaki bir noktadan bir tek paralel dogru gizilebilir.
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Burada v) ozelligine Euclid ’in Paralellik Aksiyomu adi verilir. Bu aksiyon Euclid ’in
” The Elements” adli kaynagindaki ifadesiyle birebir ortiigmese de daha anlagilir olmasi

nedeniyle béyle de ifade edilebilir[36].

17. yizyilin ortalarinda Girolama Saccheri 'nin onciilikk yaptigi Hiperbolik Paralel
Aksiyomu olarak bilinen, bir dogruya digindaki bir noktadan iki paralel ¢izilebilecegi
varsayimindan yola ¢ikanlar Hiperbolik Geometrinin ortaya ¢ikmasini sagladilar. Bununla
birlikte, bir dogruya digindaki bir noktadan hi¢ bir paralel dogru cizilemeyecegi varsayimi

ile yola ¢ikanlar da Eliptik Geometrinin geligmesine onciilitk etmisglerdir[38].

Bircok bilim adami parallelik aksiyomunun dogru olmadig1 yoniinde ¢aligmalar yapmis
ve K. F. Gauss, J. Bolyai ve N. I. Lobachevsky yaklagik olarak ayni zamanda ii¢ acis1 dik
ve dordiincii acist dar olan hiperbolik dértgeni olusturmuslardir. Giiniimiizdeki Hiperbolik

Geometri’ nin bilinen bazi konular iizerinde ¢aligmiglardir[37].

Daha sonra Fransiz matematikci Poincare ve Italyan matematikci Beltrami Hiperbolik
geometriyi daha anlagilir ve gorsel hale getirmek icin ¢esitli modeller gelistirmiglerdir. Her
ikisine atfedilen bir model Betrami- Poincare tist-yar1 diizlem modelidir. Diger taraftan

yine onem tagiyan birim disk modeli de olusturulmustur.

Ust—yarl diizlem modeli hiperbolik paraleller postiilatini1 destekler ve digerleri tarafindan
geligtirilen sonuclari resimlemek i¢in 6nemlidir. Bu tist-yar1 diizlem modeline gore hiper-
bolik dogrular, reel eksene dik yar1 dogrular ve yari cemberlerdir. Hiperbolik ve Oklid
diizlemlerinde; uzaklik, aci1 ve siireklilik kavramlar1 birbirine benzer sekilde tanimlanir.

Her iki geometride de benzerlik tagiyan temel zellikler agagidaki gibi siralanabilir[26].
1) Iki fakli P ve Q noktalar1 verildiginde, her ikisinden gecen sadece bir dogru vardur.

2) Iki farkli P ve @ noktalar verildiginde, P ve @ niin her ikisinden aym uzaklikta

olan biitiin noktalarin kiimesi bir dogrudur.

3) Her ¢ dogrusu diizlemi iki baglantili bilegene ayirir. Burada P ve @, ¢ dogrusu
lizerinde olmayan iki nokta olarak almsin. Buna goére [PQ)] nun aym veya ters tarafi
tizerinde oldugu soylenebilir. Boylece £ nin ayni tarafi tizerinde olan iki noktanin bagintisi,

iki denklik sinifi ile birlikte bir denklik bagintisi olusturur.
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4) Benzer gekilde ¢ dogrusu iizerindeki her P noktasi ¢ nin diger noktalarii iki sinifa
aywrir.  Yani, P nin bir tarafi iizerinde olanlar ve P nin diger tarafi iizerinde olanlar

seklindedir.

5)Bir ¢ dogrusu tizerinde bir P noktasi ve k > 0 pozitif reel sayis1 verildiginde, ¢
tizerinde P den k uzakliginda tam iki nokta vardir. Bunlardan herbiri ise P noktasinin

farkh tarafindadir.

6) Iki ficgenin aym uzunlukta olan karsihkl kenarlari varsa iki icgen benzerdir ve
dolayisiyla karsilikli kenarlarini korumak tizere bir iiggeni digerine resmeden bir diizlem

1zometrisi mevcuttur.

Simdi, Hiperbolik geometri (H-geometri) veya Oklid olmayan geometri (N. E. Geometri)
seklinde ifade edilen H = {z € C : Imz > 0} tst-yar diizlem (H-diizlem) modelinde;

nokta, dogru ve bolge kavramlarinin tanim ve teoremlerini verelim.

Tanim 2.3.1 [8] a) H-diizlemdeki noktalara ”hiperbolik noktalar(H-noktalar)”, reel ek-
sene dik olan oklid ¢emberlerinin veya dogrularinin H-diizlemde olusan parcalarima da

"hiperbolik dogrular(H-dogrular)” denir.

b) H-diizlemdeki iki H- dogru arasindaki agi, onlarin kesigme noktalarindaki ag
olarak tanmmmlamr. Ayrica R, = R U {oo} un bir noktasinda kesisen iki H-dogru sifir

acl ile kesigir.

Sekil 2.1: H-dogrular

Bu kisimda H {ist-yar1 diizlemini invaryant birakan G = PSL(2,R) U PSL(2,R)
grubunun tizerinde incelemeler yapilacaktir. Boylece oklid geometrisinden H-geometriye

gecis saglanmig olacaktir.
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Simdi parcal siirekli diferansiyellenebilir bir v egrisinin uzunlugunu tanimlayalim.

Once R? de parcal siirekli diferansiyellenebilir bir 8 egrisinin uzunlugunu hatirlatalim.

a,b € R olmak iizere 8 : [a,b] — R?, B(t) = (x(t),y(t)) sekilde tamimh 3 egrisinin
oklid uzunlugunu ¢(5);

yay diferansiyeli ds* = dz? + dy? olmak iizere

0= [ @rpa

seklinde verilir.

Burada Cayley tarafindan tanimlanan H-geometrideki uzaklik kavramini belirleyelim.

Tamim 2.3.2 [8] a,b € R olmak tizere v : [a,b] — H, v = x(t) + iy(t) ile tamumh pargal

strekli diferansiyellenebilir bir egri olsun. Bu durumda ~ nin hiperbolik uzunlugu A(~);
da? +dy*  |dz|?

y? y?

b1 de\? dy 2 b1

h(y) = | =4/ = ) at=| =
™ /a y\/(dt> +(dt> /y

Tamm 2.3.3 [8] ) # E C H ise E nin hiperbolik alani(H-alan);

dxd
wu(y) = // ny (integral mevcut ise)
E Y

yay diferansiyeli ds? = (z = x + iy) olmak tizere

dz

—|dt
dt

seklindedir.

olarak tanimlanir.

dxd

v .
dir.
Y2

Burada hiperbolik alan diferansiyeli du =

Teorem 2.3.1 [14] H-uzunluk ve H-alanin mutlak degeri G altinda degismez.

Tanim 2.3.4 [8] (H-dogru pargasi ve H-uzaklik)

a) Eger z; ve zy iki H-nokta ise bunlar birlestiren bir tek H-dogrunun z; ve 2o
arasindaki yay parcasina z; noktasini zo noktasina birlegtiren ”hiperbolik dogru parcasi”

denir.

b) z; ve zy gibi H-noktalarimi birlegtiren H-dogru pargasinin uzunluguna z; ile zo

arasindaki ”hiperbolik uzaklik” (H-uzaklik) denir ve p(z1, 29) ile gosterilir.
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A
w, ®
Z2
w, @ =
1 z \
\
\
: & >
0 M

Sekil 2.2: z; ile zo arasindaki H-uzunluk

Teorem 2.3.2 [10] H st yar1 diizlemi, H- uzaklik altinda bir metrik uzay belirler. Yani
(H, p) bir metrik uzaydir. Buradaki p ya da "hiperbolik metrik” adi verilir.

Teorem 2.3.3 [10] Hiperbolik metrik tarafindan indirgenen topoloji ile 6klid metrigi

tarafindan indirgenen topoloji aynidir.

Tanmim 2.3.5 [10] n € N3 := {3,4,...} i¢gin n tane H-dogru pargasi ile simirh, HUR, da

Y

kalan bir kapal kiimeye ” n-kenarh hiperbolik poligon(¢okgen)” denir. Eger iki H-dogru

parcasi kesisiyor ise bu kesigme noktasina da poligonun bir "kosesi” denir.

Kosesi R, iizerinde olabilir, ancak reel eksenin hichir parcasi H-poligona ait olamaz.
Ug kenarl poligona hiperbolik iicgen(H-iicgen) denir. Sekil 2.3 te goriildiigii gibi koseleri
HU R, daki durumuna gore bir H-ticgenin dort tipi vardir.

$

$

Sekil 2.3: H-tiggenler

\

A

Teorem 2.3.4 [10] (Gauss-Bonnet Formiilii) Bir A, H-li¢geninin i¢ agilar1 a, 8, ise bu
durumda A i¢geninin H-alant u(A) = 7 — (o + f + ) dir. Gauss- Bonnet Formiili,
bir H-iiggenin H-alaninin sadece onun agilarina bagl oldugunu gosterir. Bu formiil H-

poligonlarin bazi tiirlerine de genellestirilebilir.
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SJimdi de bu kisimda son olarak Hiperbolik geometrinin kisaca birim disk modeline
deginelim. Burada H-diizlem, D = {z € C : |z| < 1} birim diskiyle de yeni bir model
belirler. D diskinin herhangi bir noktasina H-nokta denir. I diskine dik olan ¢emberlerin

D i¢inde kalan yay parcalarina H-dogru adi verilir. Dogal olarak D diskinin caplar1 da

Sekil 2.4: Birim diskte H-dogrular

birer H-dogru olusturur. Sekil 2.4 ten de goriildiigii gibi P den gegen PRS ve T R(Q) gibi
H-dogrular1 PQ) ile belirtilen H-dogrusunu kesmez. Acik olarak QRS acisi iginde kalan
herhangi bir H-dogru P(@) dogrusunu kesmez. Ayrica burada iki H-dogru kesismiyor ise

bu dogrular paralel olarak degerlendirmeye alinir.

Boylece hiperbolik geometrinin yapisal ozelligi bu gosterimle gerceklesmis olur. Bir
kati hareketin D yi korumasi ve H-dogrulari, H-dogrulara gotiirmesi istenir. Bu is-
tenen Ozelliklerin ise D birim diskini kendi iizerine gotiiren lineer kesirli dontigiimlerin

olugturdugu grup tarafindan gerceklendigi goriiliir.

M(C) = {T € PSL(2,C) :w=T(z) = Y ve st — co = 1}

cz+a

grubu PSL(2, C) nin bir alt grubu olup bu grubun elemanlar: orjin merkezli birim gemberi
sabit birakirlar ve bu ¢emberin i¢ini, i¢gine resmederler. Cayley, I iginde 6yle bir uzaklik
dontigimi tanimladi ki bu doniigim D iginde bir metrigin biitiin 6zelliklerini gergekler
ve M(C) altinda degismez kalir. Ustelik bu uzaklik fonksiyonu dogru cizgiler iizerinde

olciilen uzunluklarin toplami 6zelligini de gergekler|[14].

Sonug 2.3.1 Hiperbolik geometride; H-diizlem gosterimi ile H-disk gésterimi birbirine
denktir. Gergekten Lemma 2.2.2 de ifade edildigi gibi K(z) = z—;i dontigimii ele
alinirsa bu H yi D nin i¢ine resmeder. Bu déntigiimle H-dogrulari, |w| = 1 ¢emberine
dik olan ¢emberlere doniigiirler. K, konform homeomorfizm oldugundan iist-yari diizlem

gosterimindeki biitiin 6zellikler H-disk gosterimi icinde elde edilirler.
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Bu ifadeleri agsagidaki tablo 2.2 ile verelim.

Yani Hiperbolik geometrinin iist-yari

diizlem modeli ile Poincare disk modelinin kargilagtirmasini yapalim.

Tablo 2.2 : H — dizlem ve H — disk modelleri

H-geometri modelleri

H-duzlem modeli

H-disk modeli

Kiime H={zeC : Im>0} D={z€C : |z] <1}
Sinur OH=RU{o0} =Ry D={z€C : |z|=1}
o .« . . o b / b 7

7 egrisinin uzunlugu /. mh (t)|dt I ﬁh (t)|dt

E kiimesi alam I mdz 5 mdz

Konform izometriler

a,b,c,d € R ve ad — bc > 0
ise T'(z) = (az+0b),/(cz+d)

a,B € C ve |a]* —[B]* > 0 ise

T(2) = (az + §)/ (B2 + a)

H-dogrular(geodezikler)

OH a dik olan diigey yari
dogrular ve yar1 cemberler

D nin ¢apr ve JD ile dik kesigen
cember yaylari

H-acilar

Oklid agilar ile ayni

Oklid agilar ile aym

2.4 Yizey Yonlendirmeleri ve Temel Bolgeler

Bu kisimda yiizeyler, yiizey yonlendirmeleri ve NEC gruplar: i¢in 6nem tasiyan temel

bolge kavramlar: verilecektir. Daha once ifade edilen Riemann ytizeylerine, daha genel

acidan yaklagalim ve topolojik yiizeyleri yeniden ele alalim.

Tanim 2.4.1 [7] (Topolojik Yiizeyler)

i) X bir baglantili Hausdorff topolojik uzay olsun. Bu durumda X iizerinde elemanlari,

R? nin acik kiimelerine homeomorf olan bir acik oértiim varsa bu X uzayma bir ”yiizey”

denir.

ii) X bir baglantili Hausdorff topolojik uzay olsun. Eger X bir yiizey degil ve tizerinde

elemanlar1 homeomorf olarak kapali bir yari- diizlemin rolatif acik kiimelerine déniigtiiren

bir agik ortiim varsa X uzayimna ”sinirh bir ylizey” denir.

iii) Ortiim kiimelerinden biri delinmis olan ve digeri i¢inde ), 74) deki sartlar saglayan

uzaya " delinmig bir yiizey” denir. Burada delinmig yiizey sinirli veya sinirsiz olabilir.

Bu tanimla birlikte, ytizeyleri yonlendirilebilir veya yonlendirilemez diye iki simifa

ayirabiliriz. Eger yiizey tizerindeki bir p noktasinda (pozitif veya negatif yonde) yonlendirme

se¢gmek miimkiin ise bu ytizeye ”yonlendirilebilir” denir. Agik olarak Sekil 2.5 te oldugu
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gibi 7, baglangic ve bitim noktasi p olan herhangi bir kapali egri ve bu egri sonlu sayida
disklerle ortiiliiyor ise bu durumda her bir disk bir sonraki disk tizerinde bir yonlendirme
belirler ve agagidaki gibi v etrafindaki yonlendirme ile p deki orijinal yonlendirmeye ulasir.
Diger taraftan v etrafindaki yonlendirme ile p de farkh bir yonlendirme elde edilir ise bu

yiizeye ”yonlendirilmez” denir.

T

Sekil 2.5: Yiizey yonlendirme gosterimi

Tanim 2.4.2 [14] A bir NEC grup ve D C H alt kiimesi kapali olsun. Buna gore
i) D bir A — ortiim,

ii) D bir A — paketleme,

iii) D\D° nin H alam1 u(D\D°) = p(0D) =0

kogullar1 saglaniyor ise D ye A igin bir ”temel(esas) bolge” denir.

Sonug 2.4.1 A bir NEC grup olmak iizere,
a) UTGA T<D> = H7
b) VT € A\{I} igin D°NT(D°) =0

kogullar1 saglaniyorsa D C H kapali alt kiimesine A i¢in bir temel bolge adi verilir.

Teorem 2.4.1 [14] (Siegel Teoremi) A bir NEC grup ve D; ile Dy kiimeleri A i¢in farkh
iki temel bolge ise bu durumda p(D;) = p(Ds) dir.

Tanim 2.4.3 [5] A grubu bir NEC grup ve D de A igin bir temel bélge olsun. Buna gore
{gD : g € A} ailesinin H da olugturdugu geometrik gekle "H nin bir dogsemesi” denir.
Her bir gD ye dogemenin yiizii ve gD yiizlerinin kenar ve kogelerine de dégemenin kenar
ve kogeleri denir. Eger g € PSL(2,R) ise gD ile D aymi yonlendirmeye, aksi halde ters

yonlendirmeye sahiptir denir. Bir ortak kenari olan ytizeylere komsu yiizeyler denir.

. . . . e e . ! . ey . .
Bu tanmima gore D de dosemenin bir yliztidiir. Ayrica s ve s, D nin iki kenar1 ise
!/ . . / . . .
g(s) = s olacak gekilde bir g € A varsa s ve s ne eglesmis (kongrii) kenarlar denir ve
/ . e . . . . . . .« e . . . .. .
(s,s ) ikilisine bir eglesmis kenar ¢ifti denir. Benzer bigimde vy ve vy, D nin iki kdsesi ve

g(v1) = vy olacak gekilde bir g € A varsa v; ve vy ye eslesmig(kongrii)kdseler denir.
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Tanim 2.4.4 [10] A bir NEC grup ve p € H olmak iizere her g € A\{/} i¢in g(p) # p

olsun. Buna gore

Dy(A) :={z € H: Vg € Aigin p(z,p) < p(9(2),p)}

kiimesine A nin p merkezli ” Dirichlet bolgesi” denir. D,(A) nin 6zel bir temel bolge oldugu

kolayca gosterilebilir[40].

Tanim 2.4.5 [10] A bir NEC grup ve D, A igin bir temel bdlge olsun. Bu durumda her
z € Digin K(V) :={g € A: VNngD # 0} kiimesi sonlu olacak gekilde z nin bir V'

komsulugu varsa D ye A icin bir "normal temel bolge” denir.

Tanim 2.4.6 [5] A bir NEC grup ve D, A igin bir normal temel bolge olsun. Eger D
asagidaki kosullar1 saghyor ise D ye A igin bir 7 diizglin temel bolge” denir.

i) HUR U {oo} da D nin siir1, stirh basit kapali bir egridir.

ii) H da D nin s iizerinde 1. tiir kogeleri diye adlandirilan sonlu sayida nokta
vardir ve bu koseler sinir1, D nin 1. tiir kenarlar: diye adlandirilan H-dogru veya H-dogru
parcgalarina ayirir. Ustelik s, D nin bir kenar ise D N gD = s olacak sekilde bir g € A

vardir.

iii) g € A\{I} icin DN gD # () ise D N gD ifadesi ya D nin bir kenari, ya D nin bir
tek kogesi ya da R U {oo} un bir tek kogesidir.

RU{oc} ile D nin kesigimlerinin baglantili bilegenleri izole noktalar ise bunlara D nin
2. tiir kogeleri denir. RU{oo} un kapali araliklarma D nin 2.ttr kenarlar: ve bu araliklarin
ug noktalarina da D nin 3.tiir koseleri denir. Eger D nin iki kogesi A yoriingesinde ise
bunlara kongrii koseler; sayet D nin 1. tiir iki kenarindan birini digerine doniistiiren g € A

varsa bunlara da kongrii kenarlar denir.
iv) D nin 1. tiir kenarlar agagidaki gibi ii¢ gruba ayrilabilir.

a)s=DnNgD,s =DNg'DvegcA, g° # I olmak iizere s ve s' kongrii kenarlar

ise bu durumda g(s') = s dir.

b) g € A, 2. mertebeden bir eliptik eleman ve s = g(s') olacak bicimde s ve s
kenarlar1 eglenmis olsun. Bu durumda sUs = DN gD dir ve s ile s kenarlar1 ¢ nin sabit

noktasi olan bir ortak koseye sahiptir.
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c) g € A bir yansima ve s kenar1 da s = D N gD seklinde olsun. Bu durumda s"
kenar1 ¢ tarafindan sabit birakilan bir H-dogru parcasidir. Ayrica s , D nin bagka hicbir

kenarina kongri degildir.

Tanim 2.4.7 [7] A bir NEC grup ve z € RU {oo} olsun. Bu durumda g(x) = z olacak
bigimde bir g € A parabolik eleman varsa x e ” cusp noktasi (cusp temsilcisi)” denir. Buna
gore = in A yoriingesi Az ifadesine de ”cusp” denir ve [z] ile gosterilir. Burada ayrica

S([z]) = [z] olacak sekilde bir S € A yansimasi varsa [z] ifadesine "reel cusp” denir.

Tamim 2.4.8 [7] A bir NEC grup ve w € H olsun. Burada g(w) = w olacak sekilde bir
g € A eliptik eleman1 varsa w ya ”elpi noktas1” denir. Bununla birlikte w € H bir elpi
noktasi i¢in S(w) = w olacak bigimde yine bir S € A yansimasi varsa w noktasina ayni

zamanda ”sanal elpi” adi verilir.

Bu tanimlara gore B := {[z] : * € Ry} olmak lizere H* = H U B olsun. Bizim
caligmalarimiz H* /A yoriinge uzaymin kompakt olmasi sarti ile sonlu iiretilmig A NEC
gruplar1 tizerinde olacaktir. Buna gore A i¢in herhangi bir temel bolge 2.tiir kenarlara
sahip degildir. Dolaysiyla 3.tiir koseleri de meveut degildir. Ustelik bu gruplar sonlu bir
kenarli bir temel bolgeye sahiptir. Temel bolgede reel cusp ve sanal elpi noktalari, bir

bakima olusan poligonunda koselerine denk gelmektedir.

Boylece kompakt yiizeyler i¢in agagidaki simiflandirma yapilabilir.

Teorem 2.4.2 [5] g,k € N olsun. Buna gore;

i) Her kompakt yonlendirilebilir yiizey, g tane kulp bagl olan bir kiireye homeomorf

olur.

ii) Her kompakt yonlendirilemeyen yiizey, g tane ¢apraz-baglikli bir kiireye homeomorf

olur.

iii) Her kompakt yonlendirilebilir simirhi yiizey, g tane kulp bagh ve k tane disk

gikarilmig bir kiireye homeomorftur.

iv) Her kompakt yonlendirilemeyen sinirh yiizey, g tane ¢apraz-baghk bagh ve k tane

disk ¢ikarilmig bir kiireye homeomorftur.
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Simdi de bir temel bolgenin cinsini belirlemeye caligalim.

Tanim 2.4.9 [7] X, kompakt yonlendirilebilir Riemann yiizeyi olsun. Bu durumda X de
reellerin kapali birim araliginin bir homeomorf resmine X de bir ”basit yay” denir. Bu
yayin bitim noktasi ile bir sonraki yayin baslangi¢c noktasinin birlesimiyle olusan yaylarin
sonlu bir dizisine X de bir "egri” denir. Bir egrinin baslangi¢ noktasi ve bitim noktasi
cakisiyor ise bu egriye bir "kapali egri” denir. Yine oklid diizlemindeki bir kapali dairenin
X deki bir homeomorf resmine X de bir "ylizey poligonu” adi verilir. E, X iizerinde
sonlu sayida noktada kesigsen ve sonlu egriden olusan bir sistem belirlesin. Bununla bir-
likte E nin biitiinleyenlerinin baglantili bilegenlerinin kapanislari, ylizey poligonlar: olsun
ve kesigimleri de ya tek bir nokta ya tek bir kenar ya da bog kiime olsun. Boylece egrilerle
olugan bu sisteme X fiizerinde "poligonal ayrigma” denir.

Bir poligonal ayrigma sisteminde, koge(vertex) sayisi v, kenar(edge) sayisi e ve yiiz(face)

sayist f ile gosterilir. Burada Euler tarafindan belirlenen agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.4.3 [7] X tizerinde her poligonal ayrigmada v—e+ f sayisi, degismez(invaryant)
v—e+ f
2
kapali egrilerin maksimal sayisidir. Boyle tanimli g degerine X yiizeyinin cinsi(genus)

kalir. Burada g :=1— degeri, kesigimleri bog olan ve X ylizeyini ayrigtirmayan

denir. Ayni zamanda, bu deger topolojik anlamda invaryant kalir.

2.5 NEC Gruplarin Yiizey Sembolleri ve Simgeleri

Bu kisimda, ¢alisgmamizda 6nemli bir yer tutan NEC Gruplarinin yiizey sembollerinin

kanonik formlar: incelenecek ve bu gruplarin simgeleri belirlenecektir.

Tanim 2.5.1 [5] A bir NEC grup ve D, A igin bir diizgiin temel bolge olsun. Buna
gore D nin biitiin kenar ve koseleri ile birlikte A altinda bunlarin tiim resimleri ve H*
diizlemini 6rten D nin A altindaki tiim resimlerinin olusturdugu geometrik sekle H* in

bir ” D-dogemesi” denir.

D ve D', bir o kenarinda komsu iki yiiz olsun. Yani @« = D N D’ alalm. Burada
a ile D yi D' ye doéniistiiren veya aD = D' olan grup elemanlar: gosterilsin. Eger &
kenar1 a kenaria kongrii ise a(&) = « olur. Bir diizgiin temel bélge (6rnegin bir Dirichlet
bolgesi) ile bir yiizey sembolii elde etmek i¢in 6nce tanim 2.4.6 da ¢) tipindeki elemanlari
etiketlendirelim. (Her Drichlet bolgesi bir diizgiin temel bolgedir[40].) Burada diger

kenarlar kongrii ¢iftlerden olusur.
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Simdi her kongrii ¢iftten birini nitelendirelim. Eger a bunun gibi bir kenarin etiketi
ise a nin kongrii kenarini o ya resmeden doniigimiin yon-koruyan veya yon-korumayan
olmasi durumuna gére kongrii kenar o’ veya o seklinde etiketlendirilir. Eger pozitif yonde
D nin kenarlarinin etiketleri numaralandirilir ise D igin bir yiizey sembolii elde edilir. Bu

ylzey sembolii H* A nin topolojik yapisin belirler.

D, A ic¢in bir diizgiin temel bolge olmak tizere asagidaki gibi yeni bir temel bolge
bulunabilir. a ve &, D nin kongrii iki kenar1 ve o € Dy, & € D, olacak gekilde D nin iki
kogesinden gegen bir poligon yay1 ile D yi Dy ve Dy gibi iki bolgeye ayiralim. Bu durumda
a(&) = aise D1UaDy farkh bir yiizey semboliine sahip olan yeni bir temel bolge verecektir.
Ancak bu temel bolgenin her kenar1 H-dogru olmayabilir ama her kenar1 H-dogrularin
sonlu sayidaki bir birlesimi olacaktir. Bunun yaninda yansima ekseni olan kenarlarda yine

H-dogrular olacaktir. Bu yolla yiizey sembollerinin bir kanonik formu elde edilebilir[1].
Yiizey sembolleri kanonik formlarinin iki tiirii vardir:
a) L. tiir ylizey sembolii:

H* /A yoriinge uzayr yonlendirilebilir, yani A kayan-yansima icermez ise A NEC

grubun yiizey sembolii;

/

5151 - -§r§;51710711 . ‘,}/1816/1 - EETVEO - - Wkskc?;galﬁlallﬁi - 'agﬁga;]ﬁg (Ltiir)

b) II. tiir yiizey sembolii:

H* /A yoriinge uzay1 yonlendirilemez, yani A kayan-yansima igerir ise A NEC grubunun

yiizey sembolii;

5151 Ce 57«5;81’)/10’}/11 c. ’)/1316/1 e EEVEO - Vs, - 8;6(51(% ce (Sg(;; (II.tur)
seklindedir.

Burada I. tiir ve II. tiir yiizey sembolli A NEC grubu i¢in z; (1 < i < r) eliptik
veya parabolik; e; (1 < i < k) hiperbolik veya eliptik; ¢;; (1 <@ <k, 1 < j <'s;) yansima;
a;,b; (1 <14 < g) hiperbolik ; d; (1 <i < g) kayan-yansima doéntigiimleri olmak tizere

!/ /

2i(&) =& ele) =ei 3 cii(ng) =Y 5 aileg) = aq s bi(B) = B 5 dil6}) =6

esitlikleri verilebililir.
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Eger I. tiir yiizey sembollii temel bolgenin baglantili kenarlar: tizerine kargilik gelen
noktalar belirlenirse g tane kulp eklenmis ve k tane disk ¢ikarilmig(delinmis) kiire olan
siirh yonlendirilebilir(muhtemelen delinmis) bir yiizey elde edilir. Benzer gekilde IT. tiir
yiizey sembolii ile g tane gapraz -baglik eklenmisg ve k tane disk gikarilmig (delinmisg) bir

kiire olan sinirli yonlendirilmeyen( delinmis) bir yiizey elde edilir.

Bu yiizey iizerinde (yonlendirilmeyen durumda) § kenarlari ve (yoénlendirilen du-
rumda) «, 5 kenarlar1 bir @) temel noktasinda kesisen ¢apraz-kesimlerin bir kanonik sis-
temini belirlerler. Yiizeyin i¢inde r tane seckin Mj, ..., M, noktalari (delinmig olabilir)
ve (1 <4 < k) olmak {izere i. sinir bilegeni tizerinde s; tane segkin N, ..., N;s, noktalari
(delinmig olabilir) vardir. §; dogrusu @ noktasini M; noktasina ve ¢; dogrusu ) noktasimi

N;1 ile Nj, arasindaki 7. smir bilegeni tizerinde bir noktaya baglar.

Burada A y1 komsu bir ylize doniigtiiren grup elemanlarimin kiimesi A y1 fiiretir.
Gergekten D nin her bir s kenar1 i¢cin s = D N g,D olan bir tek dontigim g, oluyorsa
{g9s : s € { D nin kenarlar1}} kiimesi A nin ireticilerinin bir kiimesidir. Buna gére bir
g € A igin g;A ile g;1A (1 < i < n) bir ortak kenara sahip olacak bi¢imde ve ayrica

g1 =1,92,...,9n+1 = g seklinde A nin elemanlarinin bir dizisi vardir.

Eger D nin bir s; kenar igin g;(s;) kenar1 da ¢; D ile g;11 D yiizeylerinin ortak kenar
olarak almirsa g;(gs, D) = g;+1D olur. Boylece her i = 1,2,...,n igin g;11 = ¢;gs, elde
edilir. Sonug olarak si,...,s, D nin kenarlar1 olmak iizere ¢g,.1 = ¢ = G5,9s, - - - s,

bulunur.

A daki bagintilar ise agagidaki gibi elde edilebilir. A ayrik grup oldugundan her bir
kosede, her biri bir oncekinin komgusu olan sonlu sayida kesigen yiiz vardir. Eger D
herhangi bir koge etrafindaki n tane yiizden birisi D ise D = Dy, Dy, Do, ..., D, = D

seklinde bir siralama yapilabilir. Agik olarak ¢ = 1,2, ... n i¢in g; € D olmak fizere
Dy =g1D, Dy = 92D = g2g1 D, ... .. y Dn = gnDyp—1 = gngn-1---g21 D = D

elde edilir. Bunedenle g, ... g2g1 = 1 olur. Bulunan bu bagintiya s6z konusu olan kosge i¢in
bir kanonik bagint1 adi verilir. Kongrii koselerin hepsinin ayni kanonik bagintiy1 verdigi

ve gruptaki her bagintinin kanonik bagintilariin bir sonucu oldugu gosterilebilir[2].

O halde A nn iireticileri ve bagimtilar: tablo 2.3 deki gibi verilebilir[1],[2].
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Tablo 2.3 : A NEC grubunun {ireticileri ve bagintilar:

Ureticiler | x; ; i=1,...,r
e, ;1=1,...,k
cj ;i=1,...,kvej=0,1,...,5
ai, by ;1=1,...,9 (I. tur)
di ;i1=1,...,¢g (IL. tiir)
Bagmtilar | ;" =1 ;i=1,...,r
Cis; :ei_lcioei ci=1,....k
i1 = ¢ = (cijcy)™ =1
Ty...Te1 ... eparbial by agbgaglbgl =1 (L. tiir)
Ty...xpe...epdr. . di =1 (I1. tiir)

Burada Ny := {2, 3, ...} olmak iizere m; € N ise z; eliptik eleman m; = oo ise x; parabolik
eleman olur. Eger n;; € Ny ise iki yansimanin bilegkesi bir eliptik eleman ve n;; = oo ise
bu bilegke ya bir parabolik eleman ya da bir hiperbolik elemandir. Acik olarak burada

mi,n;; € No U {oo} sayilart A nin yon-koruyan elemanlarinin mertebeleridir.
Tamm 2.5.2 [40] Ureticileri ve bagmtilar1 tablo 2.3 te verilen A NEC grubu icin

o) = (g; &5 [ma,...,me i {(nas - s nasy )y oo oy (MEts -5 ks, ) })

gosterimine A nin bir "NEC simgesi” denir.

Burada kisaca o(A) ya A nin simgesi adi verilir. Ayrica o(A) simgesindeki kavramlar
agsagidaki gibi adlandirilir:

(1) Simgedeki g € N sayma H* /A yoriinge uzayimin "cinsi” denir. Bu cins topolojik
anlamda ylizeyin degismezidir.

(2) H* /A yoriinge uzayi; yonlendirilebilir ise sgno(A) =7 + 7 veya yonlendirilmez ise
sgno(A) =" —7 olarak alinir.

(3)i=1,2,...,7 igin m; € Ny sayilarina A nin "dogal periyotlar’” denir.
(4)i=1,2,...,r igin m; € Ny U {oco} sayilarina A nmin ”6zel periyotlar” denir.

(5) C ={Cy,Cy,...,Ck} kilmesine A nin ” sir bilegenlerinin kiimesi” denir.
(6)i=1,2,...,k i¢in C; = (niy, Ny, ..., Nys;) ifadesine simgenin ”4. sinir bilegeni” ya
da 7. periyodik-devir” adi verilir.

(7) i = 1,2,...,k igin nyy,niy, ..., 04, € Ng U {oo} olan sayilara ”i. siir bilegeninin

periyotlar’” veya ” A nin link periyotlar1” adi verilir.

Ayrica bir A NEC grubunun bir simgesi verilir ise A nin yiizey sembolii ve gosterimi

tek tiurli olarak belirlenir. Yiizeyden g¢ikarilmig bir disk, bir delik veya bir siir bilegeni
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olarak adlandirilir. Simgede; bir oo 0zel periyodu, yiizeyinin ig¢indeki bir i¢ delige ve
bir periyodik-devirdeki bir oo link periyodu, yiizeyin sinir1 tizerindeki bir delige karsilik
gelir. Tamm 2.5.2 deki simgede: 6zel periyotlarin bir bog kiimesi, yani r = 0 ise [ |
seklinde; yine bir bog periyodik-devir, yani s = 0 ise ( ) seklinde gosterilir. Eger simgede;
higbir periyodik-devir yoksa, yani k = 0 ise { } seklinde gosterilir. Ayrica bog periyodik-

devirlerin says1 k ise {( )*} ile sembolize edilir.
Simdi de bazi 6zel durumlar igin simge tanimlar1 verelim:

a) Eger A bir Fuchsian grup ise bu grup, deliksiz yonlendirilebilir bir yoriinge uzay1
belirler. A nin biitiin periyotlar1 ozel periyotlar olur. Ayrica A yansima doniigimi

icermediginden simgede periyodik-devir yoktur. Buna gore o(A) simgesi

(g;+3[ma, ... ome]s{ }) veya (gimay,...,m,)

seklinde bir gosterime sahiptir.

b) Eger bir A NEC grubunun periyotlar1 ve yansimasi yok ise buna ”ytizey grubu” denir.
Buna gore bu ylizey grubu igin;
b.1) Yoriinge uzayi yonlendirilebilir ise buna ”yo6nlendirilebilir yiizey grubu(Fuchsian

yiizey grubu)” denir ve o(A) simgesi

(g;+:0 E{ 1) veya (g )

seklinde gosterilir.
b.2) Yoriinge uzay1 yonlendirilemez ise buna ”yonlendirilmez yiizey grubu”denir ve o(A)
simgesi
(g; =1 K{ })
seklinde gosterilir.
c) Eger bir A NEC grubunun periyodu yok ama yansima déniigiimii varsa buna ”sinirh

yiizey grubu” denir ve k € Z* olmak tizere o(A) simgesi

([ {0 )

seklinde gosterilir.
c.1) Yoriinge uzay: yonlendirilebilir ise buna "k sinir bilegsenli yonlendirilebilir simirli bir

yiizey grubu” denir ve o(A) simgesi
(g0 O
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seklinde gosterilir.
c.2) Yoriinge uzay: yonlendirilemez ise buna "k sinir bilegenli yonlendirilemez simirh bir

yiizey grubu” denir ve o(A) simgesi

(g; =1 K{C)™)
seklinde gosterime sahiptir.

Teorem 2.5.1 [28] A tanim 2.5.2 de oldugu gibi NEC simgeli bir grup olsun. Bu taktirde

o(A) min herhangi bir temel bolgesinin H-alani fi(A) olmak tizere

;L(A)—Qw{wg—Z—FZ ) +k+ XT:Z 1_n_w]

lel

seklindedir. Burada
W 2, sgno(A) =7 +" ise
1 1, sgno(A)="—"ise

olarak ifade edilmektedir.

Teorem 2.5.2 [7] (Riemann-Hurwitz Formiilii)

A bir NEC grup © < A olsun. Buna gore |A : | < oo olmak tizere

=

|A:Q|:|A/Q|:E—Q§

=

seklindedir.

2.6 Ozel NEC Gruplarin Simgeleri

G = PSL(2,R)U PSL(2,R) grubunun ayrik alt gruplarmim daha énceden belirtildigi
gibi NEC gruplar olarak tanimlandigi biliniyor. Burada gruplarin simgesel yaklagimlarinda
en yogun kullanilan 17 tane NEC grubun tablo 2.4 te oldugu gibi grup nosu, sembol ismi,
grup simgesi ve grubun yoriinge uzaymin tiirii verilmigtir [2]. Ornegin tablo 2.4 tn 15.
sirasindaki p37m grubunu ele alalim. Yani bu grup bir A NEC grubu seklinde olup simgesi
o(A) = (0,+,[ 1,{(3,3,3)}) dir . Uretecleri 1, e1, o, ¢; formundadir ve A nin belirlendigi
yoriinge uzayimimin cinsi 0 dir. Ayrica yoriinge uzayi yonlendirilebilir olup bir disk belir-
ler. Bu grubun simgede 6zel periyotlar1 yoktur. Simgede bir tane sinir bilegeni vardir ve

oo degerli ii¢ tane link periyodu mevcuttur.
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Tablo 2.4 : Bazi NEC Gruplarin Simge Gosterimi

Grup No Sembol Simge Yoriinge Uzay1
1 p1 (L[ Torus
p2 0;+;12,2,2,2;{ }) Kiire
3 pm O;+ 1 140), ()} Halka= Tki delikli kiire
4 g 2= [E{}) Klein Sigesi
5 cm (L—=[1:{0)} Mébius Seridi
6 pmm 0;4+;11:{(2,2,2,2)}) Disk= Bir delikli kiire
7 pmg (0;+(2,2); {()}) Disk
8 P99 (L, —02,2:{ }) Projektif diizlem
9 cmm (0;4; [2];{(2,2)}) Disk
10 P4 (0;+(2,4,4;:{ }) Kiire
11 p4m (0;+; [ {(2,4,4)}) Disk
12 P49 0;+; [ {(2)}) Disk
13 p3 (0;+5(3,3,3];{ }) Kiire
14 p3ml1 (0;4+; [3;{(3)}) Disk
15 p3lm (0;4+;11:{(3,3,3)}) Disk
16 p6 (0;4+:12,3,6);{ }) Kiire
17 pom (0;+;11;{(2,3,6)}) Disk

Simdi de Fuchsian gruplarinin yapilarini ve iiggen gruplarla ilgisini kuralim.

Tanim 2.6.1 [10] Q, PSL(2,R) nin sonlu iiretilmis bir Fuchsian grubu olsun. Ureticileri
ve bagintilar1 tablo 2.5 deki gibi verilen {2 grubunun simgesi o(Q2) = (g; mq, .

seklinde yazilabilir. Burada grubun tireticilerinden parabolik ve hiperbolik sinir eleman-

larinin sayis1 simgeye ilave edilmistir.

Tablo 2.5 : € Fuchs grubunun gosterimi

Ureticiler | aq,by,...,a4,b, (Hiperbolik)
Ty, Ta, ...,z (Eliptik)
P1,D2, - - -, s (Parabolik)
hi, ha, ..., hy (Hiperbolik sinir elemanlar)
Bagmtilar | 21" = ... = a7 =[]0 aibia; b, ' TT,_ 25 [Ty o [T he=1

Teorem 2.6.1 ([28], [40]) © grubunun simgesi tanim 2.6.1 deki gibi olsun. Bu durumda
2 nin her eliptik eleman z; (1 < j < r) elemanlarindan birinin bir kuvvetine, 2 nin
her parabolik elemani p; (1 < k < s) elemanlarindan birinin bir kuvvetine, 2 nin her
hiperbolik smir eleman: h, (1 < ¢ < t) elemanlarindan birinin bir kuvvetine esleniktir.

Ayrica iireticilerin birinin agikar olamayan kuvveti diger bir iireticinin kuvvetine eglenik

olamaz.
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Burada sonlu iiretilmig Fuchian gruplar i¢in genigletilmig Riemann- Hurwitz formiiliinii

verelim.

Teorem 2.6.2 ([28], [42]) Q grubunun simgesi ¢(£2) tanim 2.6.1 daki gibi verilsin ve

u*(Q):2g—2+Z(1—i')+s+t
i=1

my;

olsun. Bu takdirde:

a) Q grubu bir Fuchsian gruptur<= p*(2) > 0 olmasidir.

b) Eger t = 0 ise () = 27mp*(2) ve  mn bir A alt grubu igin
pr(A)
)

|Q:A| = dir.

Eger t = 0 ise 1(2) = oo olup yukarindaki indeks esitligi yine gegerlidir[43].

Burada g olgiisii H tist yar1 diizleminde tanimli bolgenin hiperbolik alanini gosteririr.
it olciisti bir NEC grubunun simgeli hiperbolik alan degerini ve p* oOlgiisii bir Fuchsian
grubunun simgesi hiperbolik alan degeri ifade eder. Aslinda uygun sartlarda ti¢ gosterimde

birbirine denk olan kavramlardir.

Teorem 2.6.3 [4] Q bir Fuchsian grup, o(Q2) = (g;ma,...,my;s;t) simgesi ve N € Z7

verilsin. Bu durumda
|2: Al =N ve () = (g;nlb...,nlvl,...,n,,l,...,nm,r;s,;tl)

olacak gekilde €2 nin bir A alt grubu vardir.<=-

a) G, N noktal bir X kiimesi tlizerinde transitif sonlu bir permiitasyon grubu olmak tizere

asagidaki kogullar saglayan bir 6 : Q — G epimorfizmi vardir:

i) Her 1 < j < r igin O(x;) permiitasyonunda m; den daha kiiciikk uzunlukta,
m;j,/ N1, . ..,M;,/ N, olan v; tane devre vardir. Yani 6(x;) permiitasyonundaki devreler

Pits - Pju, 15 her 1 <4 < wj igin [py;| = 22 olup O(z;) = [[;2, pji dir.
Ji

ii) v € Q icin 0() permiitasyonundaki devrelerin sayis1 §(7y) ile gosterilir ise

s =8 8(pk) vet =Xt 6(hy) dir.
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Teorem 2.6.4 [10] (Temel Bolgelerde Kosetler)

[ bir Fuchsian grup, A < T ve |[I': A| = n olsun. Eger ' nin A-kosetlerinin birlegimi
I'=ATyUAT,U...UAT, ve I" igin D bir temel bolge ise bu taktirde;
i) E=Ty(D)UTy(D)U...UT,(D), A igin bir temel bolgedir.

1(E)
(D)

Tanim 2.6.2 [10] PSL(2,R) nin elemanlar1 H {ist yar1 diizleminin ters-konformal homeo-

= n dir.

ii) u(D) sonlu ve p(0D) = 0 ise

morfizmleri oldugundan bu grubun herbir elemanina H-yansima adi verilir. Ayni zamanda
H-yansima, H-dogrularin her noktasinin sabit birakan, birim dogtimiinden farkli, H nin

bir H-izometrisidir.

Sekil 2.6: A H-liggeni

Simdi gekil 2.6 da goriildiigii gibi A, koseleri vy, v, v3 olup bu koselerdeki agilar:
7,/ my, T,/ Mo, w,/m3 (My, Mg, mg € Na) ve kogelerin karsilarindaki kenarlarr My, My, M;
olan bir H-iiggen olsun. R;, M, (i = 1,2,3) yi iceren H-dogrulardaki H-yansima olsun.
I'* da Ry, Rs, R3 yansimalar tarafindan tiretilmisg olsun. R; ¢ PSL(2,R) oldugundan I'*
bir Fuchsian grup degildir. Fakat I' = I N PSL(2,R) ele alimirsa I'*, T' daki iki yan-
sinifin birlesimidir. Buna gore genellik bozulmadan bu I' U R;I" seklinde alinabilir. Eger
S € I'\I' ise bu durumda RS, iki ters-konformal homeomorfizmin bilegkesidir. Boylece
RS konformdur ve R1S € PSL(2,R) dir. R1S € T*, 1S €T've S = R(R1S) € R dur.
A tiggeninin R; H-yansimasi altinda goriintiisti, kenarlar1 Ry (M) = My, Ri(Ms), Ri(Ms)
olan Ri(A) H-iicgenidir. Ry Ry Ry ! noktasal olarak R;(M>) yi sabit biraktigindan Ry (M)
de bir H-yansimasidir. Burada R;(A) sekil 2.7 ye gore Ry RyR;H(R1(A)) = RiRy(A) ya

dontstiiriliir.
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vy Ry Ly)
Ri(M3)

Vi

RRy(D)
V3

Sekil 2.7: Ry (A), RiRy(A) H-tiggenleri

Ayni sekilde devam edildiginde v3 kogesi etrafinda gevirilerek hiperbolik {iggenlerin
A Ri(A), R Ry(A), RiRyRi(A), ..., (R Ry)™ 1 (A) oldugu goriiliir. w3 i sabit birakan
iki H-yansimanin bir ¢arpimi olan Ry Rs, vs etrafinda bir 27 /mg agisi kadar bir hiperbolik
doénme olarak gozoniine alimabilir ve (R1R)™ = I dir. {T'(A) : T € I'*} kiimesinin H
nin bir gosterimini olusturdugu gosterilebilir. Yani A ti¢geninin ['* goriintiileri birbirini

ortmez ve H nin her bir noktast A min bir ['*-goriintiisiine aittir.

Tanim 2.6.3 [10] A H-liggeni yukaridaki sekilde tanimli ve p € A olsun. Bu durumda
p nin [-goriintiileri, dosemenin diger tiggenlerinin karsilik gelen noktalaridir. O halde
bunlar ayrik kiime olustururlar ve dolayisiyla I' bir Fuchsian gruptur. Iste bu sekilde inga

edilen bir Fuchs grubuna "ii¢gen grup” denir.

Acgik olarak
R} = R = R = (R1Ry)™ = (RyR3)™ = (RyR3)™ = I

bagintis1 bulunur ve ayrica gruptaki diger biitiin bagintilarin bunlardan elde edildigi

gosterilebilir [41]. Buna gore I' da T'= Ry Ry ve K = RyR3 alimirsa
T — K™ — (TK)™ = |

sonucu elde edilir ve bunlarla I daki biitiin bagintilar bulunabilir. Gruplar teorisinde, I'
nin gosterimi:

r:<T,K:Tm3:Km1:(TK)m2:]>

seklindedir. Boylece w/mq, 7/ ms, m,/m3 agilarina sahip A H-tlicgeninden elde edilen bu

I" ticgen grubu mq, mo, mg dogal periyotlarina sahiptir.

Simdi bu bilgilerden yararlanarak bu tiggen grubun simgesini belirleyelim ve buradaki

bilgileri bu tiggen gruba uygulayalim. Gergekten ¢, m,n € Ny olmak iizere bu tiggen grup
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o(I') = (0;¢,m,n; —; —) seklinde gosterilir. Ayrica teorem 2.6.5 iii) de agik¢a goriilityor

ki, A(¢,m,n) nin bir Fuchsian grup olmasi i¢in gerek ve yeter kogul % + % + % < 1 ol-

masidir. Ayrica geometrik olarak E uzaymda 7,7, 7 acih bir A iiggeni ele alinirsa ),
ya kiire ya 0klid diizlemi ya da hiperbolik diizlem olur. Buna gore A nin kenarlarinda F
nin yansimalar1 taraflarindan tiretilen grup, 2 indeksli bir alt gruba sahiptir ve A(¢, m,n)

iggen grubuna izomorf konformal doniigimlerden meydana gelir.

Teorem 2.6.5 [10] {,m,n € Ny ve E de T, = Z acih bir A(¢, m,n) liggen grubu igin;

£>m’n

i) 7+ =+ 2> 1ise E kiire,
ii)  + = + = =1 ise E oklid diizlemi,

iii)  + = + = < 1 ise £ hiperbolik diizlemdir.

Dikkat edilmelidir ki A(¢,m,n) nin bir Fuchs grup olmasi i¢in iii) de oldugu gibi
uzayin Hiperbolik diizlem olmasi gerekmektedir.

Boylece ileride tammlayacagimiz I' modiiler grubu 7, %, 00 agih bir H-liggenden bu-
lunan bir iiggen grup olarak ele alinabilir. Gergekten A. F. Beardon, I' modiiler grubu
icin Dirichlet bolgesinin var oldugunu ve bu bolgenin oo da bir kogesinin bulundugunu
gostermigtir[8]. Bu kogedeki ag1 0 olmaktadir. Daha sonra da agik olarak ifade edilecegi
gibi D = {z € H: |z| > 1ve|Re(z)] < i} kiimesi I' modiiler grubu i¢in bir temel
bolgedir. Burada D nin oo da bir kosesi vardir ve kogedeki agt = = 0 dir. Bu durumda

I modiiler grubu ile A(2, 3, 00) tiggen grubu birlikte degerlendirmeye alinabilir.

2.7 Tilel nm Simgeleri ve Temel Bolgeleri

Bu kisma ” X X . ylzyil say1 teorisinin tacglanan iinii, modiiler grubu gerektiren Adrew
Wiles’ in, Fermat’ in son teoreminin ispatini yapmasidir” ctimlesiyle baglamak gerekir.
Clnki sayilar teorisindeki bir ¢cok hesaplama ile modiiler gruptaki hesaplamalar birbir-
leriyle eslesmistir. H iist yar1 diizleminde gekil 2.8 deki gibi disk i¢inde ¢ok sayida ¢cember
kullanilarak, istenen ideal H-tliggenler elde edilir. Bu yap1 istenirse li¢ boyutta kiireye
taginarak yine ayni iglemler devam ettirilebilir. Bu ¢ok 6zel dogemeyle devam eden simetri

grubuna "modiiler grup” adi verilmigtir.
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Sekil 2.8: H-geometride daire dogemesi

Tamim 2.7.1 [7] (Modiiler grup)

b
PSL(2,7Z) := {T|T:(Coo — Co, T(2) = %, a,b,c,d € 7 ve ad—bczl}
cz

fuchsian grubuna ”modiiler grup” denir ve I' ile gosterilir .

Acgikga goriildiigi gibi I' = PSL(2,7Z), PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubudur. Bu grup

ayni zamanda matris gosterimi seklinde de degerlendirilebilir.

SL(2,Z):{(Z Z) :a,b,c,deZvead—bc:l}

seklinde tanmimlanan grup i¢in PSL(2,7Z) = SL(2,7Z),/{F I} olmaktadir.

Simdi T’ nim Q = Q U {oo} iizerindeki hareketini inceleyelim.

Lemma 2.7.1 a) T € I ise T dontigiimii Q nm bir permiitasyonudur. Burada x,y € Z

ve (z,y) = 1 olmak tizere Q nmn elemanlar l veya — seklinde yazilabilir.

: +by . .. : : o
b) (z,y) =1ve ad — bc =1 ise @ indirgenmis formda bir kesirdir.
cr + ay
. 1 1 T A 9 . x
Ispat. a) oo = 0= "% ve x,y € Z igin — = — oldugundan oo un kesir tanimi ve —
Y Y Y

kesrinin tek tiirlii olmadigr agiktir. IT' nin Q iizerindeki hareketi agagidaki gibi verilebilir:
a b x ax + by x azr + by
= —T(-| = , (T'el
(C d)<y) (Cﬁdy) (y) vy T

Boylece T' € T icin
T(f) _ @E‘f‘b _az+by o
Y c§+d cr + dy
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T(—_m) :@(:_z)“‘b_ —axr —by  ax+by —T(E>

—y c(:—g)—i-d_—cx—dy—cx—l—dy_ y

elde edebilir. O halde I' nin Q tizerinde hareketi iyi tanimhdar.

b) (z,y) = 1 ve ad—bc = 1 ise a(cx+dy) —c(ax+by) = y ve d(ax+by) —b(cx+dy) = x

ax+by

o indirgenmis kesir olmasin.

oldugundan (ax + by, cx + dy) = 1 olur. Yine de
— Jm € Z 6yleki m | ax + by ve m | cx + dy

=—> Jdk,t € Z oyleki ax + by = km ve cx +dy =tm

() adr + bdy = kdm ve — bcx — bdy = —btm
(ad — be)x = (kd — bt)m

(IT) —acx — bey = —ckm ve acx + ady = atm
(ad — be)y = (at — ck)m

Béylece (I) ve (II) den m|x ve m |y geligkisi elde edilip, sonuca ulagilir.

Teorem 2.7.1 [5] a) T', Q iizerinde transitif hareket grubudur.

b) I'y, sabitleyeni Q {izerinde sonsuz devirli bir gruptur.

Teorem 2.7.2 [10] I' nin Q daki herhangi bir noktasmdaki sabitleyeni, sonsuz devirli bir
grup olugturur.

az+b

Lemma 2.7.2 [7] ' = PSL(2,Z) ve T'(z) = n
cz

€ I olsun. Bu durumda

i) izT =a+d =0 ise merT =2 ve

ii) |i2T| = |a + d| = 1 ise merT = 3 olur.

Simdi [ modiiler grubu icin bir temel bolge ve grup treticilerini belirlemeye caligalim.

Bunun icin agagidaki gibi 6zel bir bolge tanimini verelim.

b
Tanim 2.7.2 [7] A bir NEC grup ve A C PSL(2,R) olsun. Buna gore T'(z) = azi—d’
cz
¢ # 0 olmak tizere
I(T):|ez+df> =1
¢emberin 7" nin "izometri cemberi” denir.
IT'(2)| = 1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul z € I(T) oldugundan izometrik cember,

diferansiyel oklid uzunlugunu degistirmeksizin 7' ile doniistiiriilen noktalarin geometrik
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yeridir. A da oo un A, sabitleyeni i¢in bir temel bolge D, ve de A nin biitiin izometrik
gemberlerinin digindaki bolge E ise bu durumda D = D, N E bolgesi A igin bir temel
bolgedir. Bu bolgeye ”Ford bolgesi” denir.

Teorem 2.7.3 [7]
1
D={zeH:|z| >1 ve |Re(z)| Si}

kiimesi I' modiiler grubu i¢in bir temel bolgedir.

Ispat. Do, = {z € H: |Re(2)| < 5} olsun. Burada D seridi, I's sabitleyeni i¢in temel
bolgedir. En genis izometrik ¢cemberler 1 yaricaphidir ve bu ¢emberlerin merkezleri reel
eksen tizerindeki tamsayilardir. Sadece merkezleri 0, 1, —1 olan iig gember D, ile kesigir.
Burada w = —3 + @‘/73 ve —0 = 3 + z*/Tg olmak tizere 0(orjin) merkezli gember w, —w
noktalarinda, 1 merkezli cember —w noktasinda, —1 merkezli cember w noktasinda D,
ile kesigir. Diger ¢emberlerin ise yarigap1 1,72 degerinden kii¢iik veya esittir. Bu nedenle

sekilde 2.9 da gorildiigii gibi D bolgesi tizerinde bu ¢cemberler 6nem tagimaz.

Buna gore,

D={(z,y) eR*:a? +y*>1,—5 <=z

(AN
N | —

,y >0}

N —

kiimesi I' modiiler grubu i¢in temel bolgedir.

A
\ ]

Sekil 2.9: T' nin bir D temel bolgesi

Burada U(z) = z 4+ 1 icin U(s;) = s, ve V(2) = —1,/z icin V(s;3) = s, oldugundan

(s51,57) ve (sg,5,) kongrii(eslenik) kenar ciftleridir. Bu nedenle U ve V déniigiimleri T’

43



modiiler grubunu tretir. Bu doniigimlerden U parabolik eleman olup merU = oo ve V
eliptik eleman olup merV = 2 geklindedir. Buna gore UV (z) = (2 — 1) /2 doniigiimii
eliptik eleman olup merUV = 3 olmaktadir.

Boylece K := UV olmak tizere I', V(z) = =12 ve K(2) = (¢ — 1),/z elemanlan
ile iiretilir. Dolayisiyla V2 = K3 = U™ = [ bagmtis1 ve o(T') = (0;2, 3, 00) simgesi elde
edilir. Gergekten yukaridaki temel bélge icin I' nin yoriinge uzayinin cinsinin 0 oldugu

goriiliir ve bununla birlikte a(I") = g bulunur.

Simdi de I' modiiler grubunu baz1 H-yansimalar ile genigleterek yeni grubun temel

bolgesini ve simgesini belirmeye ¢aligalim.

Tamim 2.7.3 [7] (Genigletilmis Modiiler Grup)
az+b

[':=PSL(2,Z) ={T|T:Cox — Cs, T(2) = a,b,c,d € Z ve ad — be = 1}
- azZ+b
I':=PSL(2,Z) = {S]S:COO — Co, T(2) = i d a,b,c,d € Z ve ad—bc:—l}

olmak iizere 'UT = PSL(2,Z)UPSL(2,7Z) kiimesine ”genisletilmis modiiler grup” denir
ve I ile gosterilir. T modiiler grubunun I’ daki indeksinin 2 oldugu kolayca goriilebilir.

Yani |T': | = 2 dir. Buna gore I’ daki herhangi bir yansima r ise I' = T UrT seklindedir.

Teorem 2.7.4 [7]

D={zecH:|z|>1ve0< Re(z) < =}

DN | —

kiimesi [ genigletilmig modiiler grubu i¢in bir temel bolgedir.

Ispat. Teorem 2.7.3 ¢ gore r yansimasl r : z — —Z olarak secilirse [ nn ireticileri,
bagintilar: olusturulur. Gortldigi gibi sekil 2.10 da [ nm bir D temel bolgesi belirlenir.
I nm iireticileri ¢; = 7(2) = —%, e2(2) = 1/%, ¢3(2) = —% — 1 olarak ve I' nin bagmtilar

(c102)? = (ca¢3)? = (c1¢3)® = I olarak bulunur.

. . 1
Burada o(I') = (0;+;[];{(2,3,00)}) simgesi ve p(l') = —.21r = — =
I' = PSL(2,Z) grubunun matris gosterimi;

E(Z,Z):{(Z Z) :a,b,c,dGZvead—bc:—l}

tanimlanan grup icin PSL(2,7) = SL(2,7),/ {4 I} olmaktadir.
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Sekil 2.10: T nmn bir D temel bolgesi

Simdi de I nin Q iizerindeki hareketini inceleyelim. Burada I' nin Q iizerindeki

b
hareketi transitif idi. Eger (z,y) = 1 ve ad — bc = 1 olmak {izere axi— Y
cr + dy

formda alinirsa agagidaki yorum yapilarak [ nm @ iizerindeki hareketi verilebilir.

a b . —a —b - a b -
(Cd)EFlse( c d)eFveya<_C _d)GF

olmaktadir. Burada her iki durumda da —ad + bc = —1 ve a, b, ¢, d € Z oldugundan I da

indirgenmig

yukaridaki elemanlardan biri alinip hareket olugturulur.
a b T\ azr + by r\ ar+by
() (0)- (2850 ) = o() = 25 e

—a —b X o —ar — by T B —ar — by )
(C d)(y)_(cx+dy)@S(y)—cx_i_dy,(SEF)dlr.

ax + by

Dolayisiyla (z,y) = 1 ve —ad + bc = 1 igin — kesir indirgenmis formda olur.

cr + ady

Teorem 2.7.5 [20]
a) I, Q iizerinde transitif hareket grubudur.
b) I nin oo daki sabitleyeni I's, = <z — —Z,z— —Z— 1> dir.
Tamm 2.7.4 [7] N € Z* ve I' = PSL(2,7Z) olmak tizere
F(N)::{((i b> el : aEdElmodeebECEOmodN}

d

grubuna I' nin ”temel kongriians alt grubu” denir. Ayrica I' min I'(V) temel kongriians

alt gruplarim iceren herhangi bir alt kiimesine I' nin "kongriians alt grubu” denir.
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Teorem 2.7.6 [7] T" modiiler grup ve N € Z* olmak tizere bazi kongriians alt gruplar

agagidaki gibi tanimlanabilir.

j=p)

a)Fl(N):—{(CCL d)EF : azdzlmodeeczOmodN}

bany:{(ab>eF;CEOWMN}

S8

C

cﬂwNy:{(z

dﬂﬂNp:{(id)er:bECEOWMN}

Burada I'(N) < T'y1(N) < T',(N) < I' seklinde olup I'(V)<I" dir. Béylece I'(IV), 'y (V)
ve I',(N) nin de normal alt grubu olur. Bununla birlikte I'y (V) <, (N) olmaktadir. Simdi

QU

)EF : bEOmodN}

S

burada yer alan bu gruplar i¢in indeks formiilleri verelim.

Lemma 2.7.3 [7] (Indeks formiilleri)
i) N=2ise |[I':T,(2)] =3, |I':T1(2)| =3, T': T'(2)] =6, |I" : T9(2)| =6 dur.
ii) N > 2 ise asagidaki indeks esitlikleri,
8) i1o(N) = I : To(N)| = NI, (1 i )
b) ia(V) = < T() = $ T (1)
) ) = |0 T = ¥ Ty (1 )
) ) = T = N (148 aie

Burada N > 2 icin yukaridaki bilgileri kullanarak,

EAN%FKNN—E;EQQLZKII<1_%):le

DT, (N)| 2 0 2
() 1)) = B = e OO — o)

elde edilir. To(N), T1(N), T(N), T2(N) nin cusp kiimesi Q dir. Ciinkii bu gruplar T’ nin
sonlu indeksli alt gruplari olmaktadir. Gergekten, ”A Fuchs grubunun sonlu indeksli alt

grubu da A ile aym cusp kiimesine sahiptir” bilgisi yukaridaki yorumu kesinlegtirir[7].
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2.8 imprimitif Hareket ve Graf Teori

Permiitasyon hareket gruplarma daha 6nce yer verilmigti. Oncellikle burada yeni
kavramlarla imprimitif hareketi belirleyelim. Sonra da graf teori tizerinde degerlendirmeler

yapalim.

Tanim 2.8.1 [39] (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu durumda X {izerinde
"~" denklik bagmntisi;

z,y € X i¢in 2 = y oldugunda Vg € G igin g(x) =~ g(y)

seklinde oluyorsa ” ~ 7 bagintisina X iizerinde bir "G invaryant denklik bagintis1” denir
ve buradaki G invaryant denklik bagintisinin, denklik siniflarinin herbirine de ”blok” adi
verilir. Bu tamima gore iki tane trivial baginti olusturulur:

i) Ozdeglik bagmtis1: z ~y <=z =y

ii) Evrensel bagintisi: Vo, y € X i¢in z =~ y
Eger X tizerinde i) ve ii) agikar bagintilarindan farkh bir G invaryant denklik bagintisi

varsa (G, X) e "imprimitif hareket” aksi halde ”primitif hareket” denir.

Lemma 2.8.1 [39] (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Buna gore H < G ve
a € X icin G, < H olmak tizere;

g€ Gvehe H igin g(a) = gh(a)

seklinde tanimh "~" ifadesi bir (G invaryant denklik bagintisidir. Bununla birlikte,
i) "~" Ozdeslik bagmtisidir <= H = G, ve

ii)”~" evrensel bagmtisidir <= H = G dir.

Lemma 2.8.2 [39] (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu durumda
(G, X) primitif harekettir <= Va € X igin G,, G nin bir maksimal alt grubudur.

Lemma 2.8.3 [39] (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde;
(G, X) imprimitif harekettir <= G, < H < G olacak sekilde H < G ve bir € X vardur.
Buna gore
gla)~h(a) <= g 'h€ Hveyagh ' € H
seklindeki "~” bagintisi, iyi tanimli G invaryant denklik bagintisidir. Ayrica burada

olugan denklik simflarinin sayisi da |G : H| indeksi olur.
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Simdi de graf teorinin unsurlarin ele alalim.

Tamim 2.8.2 [25] X # () bir kilme ve A C X x X bir bagint1 olmak iizere, G = (X, A)
ikilisine bir ”"graf” denir. X in elemanlarina grafin koseleri ve A nin elemanlarina grafin
kenarlar1 denir. Eger (a,b) € A ise bu durum a — b ile gosterilir. SJayet a — b veya
b <— a ise a ile b bir kenar ile baglanmigtir denir. Bu durumdaki a ile b ye komsu koseler

ada verilir.

G = (X, A) bir graf ve Y C X olmak iizere, G* = (Y, ANY x Y) grafina koselerinin

kiimesi Y olan G nin bir "alt grafi” denir.

Bu G grafinin koselerinin dizisini; a = «,, aq, as, ..., qa, = b seklinde alahm. Eger
1 =1,2,...,nic¢in «;_; ile o; bir kenar ile baglanmislarsa a dan b ye n-uzunlugunda bir
yol vardir denir. Sayet a = b ve a = ay,, a1, o, ..., a,_1 kogelerinin tiimi farkh ise bu

yola n- kenarli bir devre denir. Bununla birlikte o;_1 ile «; i¢in a;_1 — «; ise bu devreye
yonlendirilmig devre denir. Yani o, — oy —> ... — ... a1 — @, seklindeki devre
yonlenmig bir devre olarak degerlendirilir. Sayet bu oklarin hepsi degilde birisi ters ise
devreye ters yonlenmis devre denir. Ayrica ii¢ kenarli bir devreye iiggen, dort kenarh
bir devreye dortgen ve alt1 kenarl bir devreye altigen adi verilir. Ozel olarak vy, vs, vs
farkli koseleri olmak tizere v; — v — w3 — vy ise bu yola yonlendirilmis ti¢gen,
v, — Vg <— v3 — vy gibi farkh yonde kenar varsa bu yola da ters yonlendirilmis iiggen

ad1 verilir.
Tamim 2.8.3 [25] G = (X, A) bir graf ve her a,b € X olmak {izere;
a~b:<= a=>veyaa dan b ye bir yol vardir.

seklindeki”~" bagintis1 X iizerinde bir denklik bagintisi olugturur. Buna gore;

i) X in kendisi bu "~” bagmtis1 altinda denklik simifi ise G = (X, A) ifadesine
"baglantili graf” denir.

ii) Y C X kiimesi "~” bagintis1 altinda bir denklik smifi ise G* = (Y,ANY xY)
baglantili bir graf olup G* grafina GG grafinin ”"baglantili bileseni” denir.

Ayrica iki grafin kogeleri arasinda bire-bir ve 6rten bir doniigiim var ve bu doéniigim

2

komsu koseleri, komsu koselere génderiyor ise bu iki grafa ” izomorf graflar” denir.
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Tanim 2.8.4 [13] n € N3 olmak {izere n-kenarli kapali bir devre igermeyen grafa ” orman”

ad1 verilir.

Dikkat edilmelidir ki; H-geometride olusturulan grafin, H-dogrularin bir birlesiminin
geometrik resmi oldugu aciktir. Ancak bazi 6zel durumlarda H-geometri anlaminda
degilde grup gosterimindeki graf teori de kullanilabilir. Kisim 3.6 da verilecek olan 6zel
bir graf tanimina kisaca deginelim. A bir NEC grup ve f C H* /A x H* /A bir baginti
olmak tizere (H* A, () ikilisine ” cuspli-yoriingesel graf’ adi verilir: Burada sadece
kongriians kurallariyla (H-geometri igin geodezik kogullarimin olugsmasi gerekmez) reel

cusplar [ri] — [rs] — ... — [r,,] seklinde birbirine baglanan bir yol olusgturabilirler.

Son olarak, bir de alt yortingesel graf kavramini sunalim.

Tanim 2.8.5 [25] (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Buna gére G' nin X x X

uizerindeki hareketi;

geGve (o,f) € X x X igin g: (a, 8) — (g(), 9(B))

seklinde tanimlanir ise bu hareketin yoriingelerine G' nin "alt yoriingeleri” veya ”alt or-
bitleri” denir. Burada (a, ) y1 igeren alt yoriinge, O(a, f) ile gosterilir. Boylece O(a, )
alt yoriingesinden, bir G(a, ) alt yoriingesel grafi agagidaki gibi elde edilebilir:

(1) G(e, B) nin kogeleri X in elemanlaridir.
(2) z,y € X ve (z,y) € O(a, B) ise bir z — y yonlenmis kenar1 vardir.

Acgik olarak, O(B,«) da bir alt yoriingededir ve O(«, ) ile O(S, ) alt yoriingeleri
ya esittir ya da ayriktirlar. Yani O(a, 5) = O(8, ) veya O(a, B) # O(f,«) olmaldir.

Burada iki durum ortaya cgikar:

I. durum: O(«, B) = O(5, a) ise G(«, 5) = G(f, ) olmaldir. Buna gore bu graf ¢ift
tarafli yonlendirilmig kenarlardan meydana gelir. Yani G(a, 8) grafinda © — y ise yine
G(a, B) grafinda y — z olur. Bu durumda G(«, ) grafina "kendisiyle eslesmis graf”

denir.

IT. durum: O(a, ) # O(S, ) ise G(B, ) alt yoriingesel grafi, G(a, 3) alt yortingesel

grafinin sadece oklarinin ters yonlendirilmiglerinden meydana gelir. Yani G(«, ) grafinda
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x — y bir kenar ise G(8, ) grafinda y — x de bir kenardir. Bu durumda G(a, 3) ile

G(f, «) graflarina 7 birbirleriyle eglesmis graflar” denir.

Ayrica O(a, ) = {(z,x) : x € X} alt yoriingesi, X x X in kogegenidir. Bu O(«, o) ya
kargilik gelen G(a, «v) grafi, kendisiyle eglegsmis bir graftir. Buradaki G(a;, «v) alt yoriingesel
grafina "trival (agikar) alt yoriingesel grafi” adi verilir. Bu graf her bir kdgesi v € X olan
bir atlamadan meydana gelir. Yani her bir o € X kogesine bagh durumdaki bir digiimden

olusur.

G, X fzerinde transitif hareket grubu oldugundan bloklar1 transitif olarak permiite

eder ve dolayisiyla alt gruplarin hepsi izomorftur.

Lemma 2.8.4 [25] G*, (G, X) transitif permiitasyon grubu i¢in bir alt yoriingesel graf
olsun. Bu durumda

a) G, G* m otomorfizmalarmin bir grubu olarak hareket eder.

b) G, G* 1 koseleri {izerinde transitif olarak hareket eder.

c) G* kendisiyle eglesmis ise G, G* 1 ardigik kosgelerinin siral ¢iftleri tizerinde transitif
olarak hareket eder.

d) G* kendisiyle eslesmisg degil ise G, G* m kenarlar tizerinde transitif olarak hareket

eder.

Yukarida ézetlenen graf teorisindeki diigiinceler ilk defa Sims [3] tarafindan degerlendirmeye
alinmig, sonra Biggs ve White [39] sonlu gruplar i¢gin uygulamalar yapmiglar ve daha sonra
Tsuzuki [25] bu fikirleri bir kaynakta derlemis ve sunmugtur. Burada ozellikle hiperbolik

diizlemdeki graflarda G nin elemanlarimin aktif kullanilmas:1 dikkat cekicidir.

Simdi de Hiperbolik diizlemde bazi graflar: inceleyelim. I" ve r gruplarinin Q tizerinde
transitif olduklar1 bilinmektedir. Burada graf teori bilgilerine gore 6nce I' modiiler grubu

i¢cin aragtirmaya baslayalim.

I. model olarak G ;=T ve X := Q olsun. I' nin (@ daki her bir alt yoriingesi, v € @
i¢in (o0, v) ciftini icerir. Eger n € Z* ve (u,v) = 1 olmak iizere v = ¥ ise bu alt yoriingeyi
O, seklinde ve buna karsilik gelen G(oo, v) alt yoriingesel grafin1 da O,,,, ile gésterelim.

Eger v = 0o ise Gy = G_; asikar alt yortingesel graf olur. Bu durumda v # oo, yani

v € Q kabul edelim.
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Lemma 2.8.5 [11]
a) O(oc0,v) = O(00,v") <= v ile v',I's, un ayni yoriingesindedir.

’ ’ .
b) Gun =G, ,, < n=n veu=u modn dir.

Burada n € N i¢in ¢(n) tane farkl G, , alt yoriingesel grafi vardir. Bu durumda her
bir u € U, = {u]| (u,n) = 1 veu < n} igin farkhi bir alt yoriingesel graf bulunur.
(Burada ¢, Euler fonksiyonudur.) Uygulamada n = 4 almirsa G; 4 ve G34 alt yoriingesel
graflar olarak kargimiza qikmaktadir. Ayrica (Z, %) € Oy, ise yani G, de £ den 5 ye bir
yonlendirilmig kenar varsa bu G, de £ — 5 € G, seklinde gosterilir.

Teorem 2.8.1 [11] ' L 2%¢ Gu,n olmasi icin gerek ve yeter kosul
S Y

i) x = ur mod n, y = us mod n, ry — sr =n veya
ii) x = —ur mod n, y = —us mod n, ry — sx = —n olmasidir.

(Burada sy > 0 ise i) de { > % ve ii) de { < I dir.)

Teorem 2.8.2 [11] a) u* # —1 mod n ve uv = —1 mod n ise bu durumda G, ile G,,

eslesmig alt yoriingesel graflardir.

b) G, kendisi ile eglesmistir <= u? = —1 mod n dir.

Ayrica n € Z* icin Ty(n) nin Q iizerinde, T~ 7 <= ry— sz =0mod n seklinde tammh
~ nin [-invaryant denklik bagimtisi oldugu biliniyor. Eger © — % € Gy, ise teorem 2.8.1

den ry — sz = Fn bulunur ve boylece 7 ~ £ sonucu gikarihr. Bu nedenle G, nin her bir

v
bilegeni bir tek blokta bulunur. Ayrica |I": I'g(n)| tane baglantili bilesene sahiptir. Ozel

olarak n € Z* ise G, baglantili degildir.

Simdi I1. model olarak G =1 ve X := Q olsun. Yine I’ nin Q daki her bir alt
yoriingesi, v € Q icin (oo, v) ciftini icerir. Eger n € ZT ve (u,n) = 1 olmak fizere v = u
ise bu alt yoriingeyi Oun seklinde ve buna karsilik gelen G(oo, v) alt yoriingesel grafinda
@u,n ile gosterelim. Eger v = oo ise @1,0 = G_Lo agikar alt yortingesel graf olur. Bu
durumda v # oo, yani v € Q kabul edelim. Lemma 2.8.5a) daki durum ' icin gecerlidir.
Burada v € Q icin O(c0,v) = O(00,v") <= v ile v', Ty, un aym yoriingesindedir. Yine

lemma 2.8.5 b) deki gibi G, , = Gu’,n’ —=n=n veu=u modn dir.
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Teorem 2.8.3 [20] T %¢ @un olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
5 Y

i) x=wur modn, y=wus modn, ry—sr=n

ii) = —ur modn, y=—us modn, ry —sx=—n
iii) o =wr mod n, y =us mod n, ry — sx = —n
iv) ©=—ur modn, y=—us modn, ry —sr=n

durumlarindan sadece birinin saglanmasidir.
Teorem 2.8.4 [20] a) uv = F1 mod n ise @un ile @v,n eslesmis alt yortingesel graflaridir.
b) G, kendisi ile eglesmistir. <= u® = F1 mod n dir.

Tanim 2.8.6 [11] (Farey Graflar)
a) Gy alt yoriingesel grafina ”Farey Grafi” denir ve IF ile gosterilir.

b) @1’1 alt yortingesel grafina ” Genisletilmis Farey Grafi” denir ve F ile gosterilir.

Burada @1,1 alt yortingesel grafinin kogeleri Q nm elemanlaridir ve buna gore kendisiyle

eglesmistir. Ayrica olusturulan bilgilerden su sonug elde edilir:

= ve % koseleri GLI de ardigik koselerdir<=> ry — sz = +1

Tanm 2.8.7 [11] (Farey Dizisi) m € Z* ve |y| < m olacak sekilde ¥ rasyonel sayilardan
olugan kesin monoton artan diziye "m. mertebeden Farey dizisi” denir ve bu dizi F,,(veya

F,, ) ile gosterilir.

— PN liale . 1 1 111 2 3 5 4
m—41§1n IF4 dlZlSl, e —g,—z,07z,§7§,§,z,1,17§, ......
Acik olarak Fy Cc Fy C ... .. ve Um21 F,, = Q dur.

Ozellikle burada A. G. Jones, D. Singerman ve K. Wicks’ in [11] cahigmasi graflar i¢in
biiyiik onem tagimaktadir. Hiperbolik diizlemde olusturulan Farey Grafi bilgileri analiz

dalindaki dizi modeline uygulanarak Farey Dizileri ad1 verilen yapi olugturulmustur.
Burada Farey dizilerinin elemanlar1 arasindaki iligkiyi verelim.
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Lemma 2.8.6 [11] C, T e Q i¢in asagidakiler birbirine denktir:
sy

N X .
i) — ve —, F de komsu koseler,
s

ii) ry — sz = £1,

iii) — ve —, bir m € N i¢in F,,, nin ardigik terimleridir.
S Y

Simdi de Fy Farey grafinin geometrik gosterimini verelim [11].

o0 (o o]

wln
ajw
—
Blo
w|s

1
2

w|=

1
4

.
w|=
sl

Sekil 2.11: F, Farey Graf

Sekil 2.11 ele alindiginda F, Farey grafi gosterimi, Fy iin elemanlarini, bu elemanlarin
birbiriyle baglanan kenarlarii ve co kogesinin bagh oldugu diger koseleri gostermektedir.
Geometrik agidan IF nin kenarlar: H tist yar1 diizlemindeki H-dogrular olarak ifade edilebilir.
Yani buradaki H-dogrular oklid yar1 gemberleri veya R ye dik oklid yar1 dogrulari seklinde
hiperbolik geodeziklerden olusur. Ayrica F grafinin kenarlann H= {2z € C : Im(z) > 0}
tist yari-diizleminde kesigmezler[11]. Burada mobius doniigtimlerinin H deki hareketi ele
alimirsa I, H nin hiperbolik izometrilerinin bir grubu olarak degerlendirilebilir. Buna gore
bu hareket altinda geodezikler geodeziklere goriintiilendiginden H deki F grafi gosterimi

I' altinda invaryant kalir.
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3. YAPILAN CALISMALAR

Ayrik gruplar teorisinde, NEC gruplarin temel bolgeleri, simgeleri ve graflari 6nemli
yer tutmaktadir. Temel bolge yapilarinda hiperbolik geometri ve mobius donitigiimleri,
simgelerde grup teori ve soyut cebir, graflarda ise daha ¢ok sayilar teorisi kullanilmaktadir.
Bununla birlikte grubun belirledigi yoriinge uzay1 degerlendirilmeye alindiginda topolojik

anlamda Riemann yiizeylerinin uygulamalarina ulagilmaktadir.

Bu boliimde énce SL(2,R) nin H {ist yar1 diizlemdeki hareketi ele alinmigtir ve
SO(2) nin H deki etkisi degerlendirilmigtir. Uygulama olarak burada H nin bir dogemesi
olugturulmustur. T'(2) ve [’y gruplarimin temel bolgeleri ve tireticileri ifade edilmigtir.
Sonra I' nin I'y ,(N) ve A, (N) 6zel kongriians alt gruplarinin 6zellikleri verilmistir. Ayrica
An(N) nin To(N) deki indeks kurall belirlenmistir. Yine A,(N) nin Q,(N) deki alt

yoriingesel grafi F, ,, y de ¢alismalar yapilmistir.

Ton(N) = <F0,H(N ),z — —Z> grubunun Q(N) iizerindeki alt yoriingesel graflarmda
incelemeler yapilmigtir. Tammlanan F); y grafinin belirli sartlarda, kenar kosullari ve

orman olma durumlar1 degerlendirilmistir.

Ozellikte f‘om(N ) ve I'p(NN) gruplarmin simgelerinin sinir bilegenlerinde ¢ahgirken

agagidaki gibi iki ana yontem kullanilmigtir.
I. yontem : Hoare-Uzzel Teknigi

I1. yontem : H. Jaffee Teknigi

Burada fo,n(N ) grubunun simgesindeki sinir bilegenlerinde 1. yontem ele alinmigtir.
Once grubun yansimalarin sabit nokta elemanlar1 bulunmus yani koset simflar belir-
lenmistir. Sonra bunlarla grup elemanlar1 kullamlarak zincir olugturulmustur. Boylece
p asal olmak tizere fo,p(p) ve 1%07p(p2) gruplarinin 6zel durumlarinda sinir bilegenlerinin

sayist ve 2,3, 00 degerli link periyotlarinin sayisi belirlenmigtir.

['r(N) Fricke grubunun simgesideki hesaplamalarda ise II.yontem kullamlmigtir. Bu-
rada grubun R, = R U {oo} daki cusplan aragtirilmig ve boylece de Q = Q U {oo}
tizerindeki reel cusplar elde edilmisgtir. Grubun simgesinin siir bilegenleri ile periyodik-
devreler arasinda baglant1 kurularak uygulamalar yapilmistir. Ayrica 6zel durumlarda

baz1 I'p(N) Fricke gruplarinin temel bolgeleri ve simgeleri belirlenmigtir.
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3.1 T mmn Ozel Kongriians Alt Gruplar:

Bu kisimda H := {z € C : Imz > 0} iist yar diizleminde SL(2,R) nin hareketi
ele alinmigtir. H nin 6zel bir dégemesi olugturulmug ve I'(2) ile I'y gruplarinda uygula-
malar yapilmigtir. Bununla birlikte I'g(N) grubu ile Iy ,(N) ve A,,(N) 6zel kongriians alt

gruplari incelenmigtir.

Teorem 3.1.1 SL(2,R) grubu H yi sabit birakir ve H tizerinde transitif olarak hareket
eder. Ozel olarak

0
((1) T)(\{)ﬂ L>(Z’):x—0—z’y (x eR,y>0veyecR)
VY

ifade edilebilir. Bununla birlikte

a b . Im(z)
T:(C d) € SL(2,R) ve ze H 1g1nImT(z):m>O

seklindedir.

Ispat. Birinci esitligin acik oldugu biliniyor. Ikinci esitligin H yi sabit biraktigin

¢ 2),ad—bc:1vez€]}]1

gostermeye caligalim. Teoremin iddiasina gore T' = (

T(z) = T(2)

icin ImT(z) = 5
i

oldugundan 2iImT(z) = T(z) — T(z) ifadesini inceleyelim.

Burada

az+b az+b (az+0b)(cz+d)— (aZ+b)(cz+d)

2iImT(z) = — =

imT(z) cz+d cz+d lcz + d|?
_adz —bcz —bez+adz = z2—Z
B lcz + d|? ez +dJ?

seklindedir. Boylece ImT'(z)|cz + d|* = Imz > 0 bulunur.

Tanim 3.1.1 i € H noktasimnin SL(2,R) de taniml,

SO(2) = {A € SL2,R): ATA = 12} _ { ( cost) sinf ) e R}

—sinf  cosb

seklinde bir izotrop grubuna ”6zel ortogonal grup” denir.

i+ b
Gercekten a,b,c,d € R ve ar

= ¢ olarak b+ ai = —c + id bulunur. Boylece a = d ve

cr+
b = —colur. Burada ad—bc = 1 kosulu a>+b? = 1 sonucunu verir. Bu durum, indirgenmis

dontigiimlerin trigonometrik olarak yeniden parametre ile yazilabilecegini gosterir.
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Teorem 3.1.2 a) SL(2,R),/SO(2) = H ve
1 a b 2\ [ az+b :
b)(C—>(C]P’,z—><Cd)(l)—<cz+d)d1r.

Ispat. a) SL(2,R),/SO(2) — H, ¢SO(2) — ¢(i) seklinde tammlamrsa, izomorfizma
olugur. Ustelik
9(hS0(2)) = (gh)SO(2) — (gh)(i) = g(h(7))

oldugundan SL(2,R) nin hareketi netlegir.

b) Burada C — CP!, GL(2,C) ve ( i
Acik olarak

T()_az—i—b{:) a b z\ [ az+Db
Tt d c d 1) \cz+d

seklinde de ifade edilebilir.

) matriside C? — {0} kanigilik gelmektedir.

O halde T" modiiler grubunun H deki her I'-yoriingesi kisim 2.7 de ifade ettigimiz gibi

- 1
D={zeH:|z| >1ve|Re(z)| < 5}
seklinde gosterime sahiptir. Ustelik her bir yoriinge
1 1
D={zeH:|z| > 1,—5 < Re(z) §§}U{26H: |z| =1, Re(z) < 0}
standart temel bolgesinde bir tek gosterime sahiptir [33].

Simdi I'(2) ve I'y i¢in temel bolge incelemesi yapalim. Burada

F(N):{(CCL Z)ESL(ZZ):(CCL Z):(é (1)) modN}

ozel kongriians alt grubunu aragtirmaya alalim. Diger yandan I' = T'(1) oldugundan temel
bolge, daha énce ifade edildigi gibi gbzden gegirilmigti. I' min I'(NV') deki koset gosterimleri
7; olarak secilir ise teorem 2.6.4 e gore bir D* temel bolgesi i¢in I'(D*) = ,5, 7;(D)

seklinde yazilabilir. Buna gore

a b amod N bmod N
SL(2,Z) — SL(2,Z/N), ( c d> <cm0dN dmOdN)

grup homomorfizminin g¢ekirdegi I'(N) dir. Boylece I'(N) grubunun I'" nin normal alt

grubu oldugu gozlemlenmis olur.
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Uygulama 3.1.1 (H nin bir dégemesi)

Burada H ile C nin sonsuz ¢okluktaki bolge ile nasil ortiilecegini inceleyelim. Aslinda
C. E. Picard (1856 — 1941) bu konuya girig fonksiyonlarini ele alip 6nemli bir problem
fizerinde calismistir ([21], [34]). Oncelikle I' altinda D yi D ye resmeden bir déniigiime
ihtiya¢ vardir. Boylece I' da

1 1
g1 2 — ——, o2 — ————, g3z — z+1
z z4+1

dontigiimleri ele alinirsa g, ve gy eliptik elemanlar olup sirasiyla ¢ ve p = 5" noktalarini

sabit birakir. Yine g3 eleman1 parabolik eleman olup co noktasini sabit birakir.

Ayrica g2 = g5 = 1 ve g1g2 = g3 olmaktadir. Bu doniigiimleri D bolgesine uygulayarak

sekil 3.1 de goriilen H st yar1 diizleminin bir dosemesi elde edilir. Burada acgik olarak

@ o9} [e o] o0}

v

A

Sekil 3.1: H nin bir dogemesi

E, = 9291(D), Ey = gz(D), Es = 939291(17)7 E, = 9392(D)7 D, = gl(D); D, = QS(D);
D3 = g3q1(D), Dy = g3(D), D5 = g?)_l(D) dir. Goriiliyor ki D, g1(D), ggl(D) ve g3(D)

bolgelerine, Re(z) = & ve Re(z) = —3 koseleri birbirine déniigiiyor. Yine her bir z € 0D,

™

I altinda degismez kalmaktadir. Burada % acihi koseleri p ve p + 1 olarak ele alabiliriz.

Boylece D nin 6 goriintiisiinden herbiri elde edilmis olur.

Uygulama 3.1.2 (I'(2) nin temel bolgesi)

A = T'(2) 6zel kongriians alt grubunun indeksinin 6 oldugu biliniyor. Yani 6 tane koset
siufi var demektir. Oncellikle A, Q da ii¢ tane yoriingeye sahiptir. Burada A = I'(2) nin

belirledigi temel bolgeyi ve yoriinge uzayim olugturmaya galhigalim [10].
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Sirasiyla . = 0, ry = 1, r3 = oo cusplarina kargilik gelen;
_JpP . e _
0]y = {— :p,q € 7Z, p=cift veq—tek}
q
_JpP . _ _
1]y = {— : p,qEZ,p—tekveq—tek}
q
[0o]p = {Z—? ; p,qGZ,p:tekveq:gift} U {0}
q

gosterimleri olsun.

Boylece A nin parabolik simif sayist s = 3 ve her bir durumda ¢; seviyesi (cusp
uzunlugu) 2 dir. (Ornegin z —» z+ 1 ile iiretilmis T'so da A, 2 indeksli bir alt gruptur).

Burada ¢, g2, g3 elemanlar1 uygulama 3.1.1 de kullanilan elemanlar olarak alinsin.

I' da A nin koset gosterimleri icin 7;(j = 1,...,6) elemanlar sirasiyla I, g1, g3, g392,

g3gs ve g3gagr tammlanirsa SL(2,7Z) deki matris gosterimleri;

10 0 1 11 10
T]._(O 1>7T2_(_10)7T3_<0 1>7T4_(1 1>7
-1 1 0 1
ne(Cg)ne(40)

Bu T; elemanlar1 mod 2 de kongriidiir ve I' i¢in belirlenen bir D temel bolgesi i¢in

E = << Tj(D) olan sekil 3.2 deki gibi bir basit temel bélge belirler. £ bolgesi r = 0,

seklindedir.

r = 1,r = oo da cusplara sahiptir ve her bir cusp T};(D) bélgelerinin ¢; = 2 formundadur.

a
'
|
|
'
|

o0 [¢ o}
| |
| |
| |
| |
| |

A

Sekil 3.2: A =TI'(2) nin bir £ temel bolgesi

Burada r; i¢in ”cusp” ve ¢; i¢in "uzunluk” notasyonlar1 kullanilsin. Bulunacak kenar
cgiftlerini ifade etmek i¢in yoriinge uzayimmi H A = E A formunda alalim. Buna gore

@ nin 0, 1,00 noktalar1 iizerinde A nin yoriingelerine kargilik gelen ti¢ resimli bir kiire
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elde edilir. Dikkat edilmeli ki; £ nin p, p+ 1 ve v = % = % + z\/Tg kogeleri A altinda
degismez kalir. Boylece bu noktalar yoriinge uzayinda bir tekil noktaya doniigiir. Buna
gore A = I'(2), H yi C,\{0,1,00} kiimesine doniigtiiriir. Yoriinge uzay1 H A ya [0]4,
[1]a, [oo]a cusp noktalar: eklenerek kompakt almirsa bu taktirde H* /A yoriinge uzayi

sekil 3.3 da oldugu gibi tizerinde resimleri olan bir kiiredir. Bu durum; A\ ¢apraz-oran

fonksiyonunun H* = HU Q kiimesini C., kiiresine dontigtiirme gercegine karsilik gelir.

[]

[p+1]

(0]

Sekil 3.3: A = I'(2) nin yoriinge uzay1

I' da sonlu indeksli herhangi bir A alt grubu, Q {izerinde her bir yoriingesi icin £y, ..., {4
cusp uzunlugunun sonlu bir sayisina sahiptir. Buradaki /4, ..., /s nin kuvvetlerinden en

kiigligline A nin ¢ seviyesi ad1 verilir. Yani ¢ = Obeb(¢y, ..., {,) seklindedir.

Sonug olarak A-yoriingelerini herbiri rq, ..., r, cusplar secilirse bu durumda her bir
A,.; U(z) = 2z + 1 olmak iizere U doniisiimiiniin bir kuvvetinin bazi T, 'U%T; eslenikleri
ile iiretilebilir. Eger P tiim parabolik elemanlar1 icin P* € A ise bu taktirde P = T, 'UT;
yazilir. Her bir 4 i¢in T, 'U*T; € A olur ve boylece T; 'UT; déniisiimii 7; yi sabit birakir.
Aym zamanda T, 'U*T; de sabit birakir ve bu da A, de kalir. O halde T, 'U*T; déniisiimii
T, 'U%T; nin bir kuvvetidir. Dolayisiyla her bir £;, k& y1 boler ve de ¢ , bunlarm en
biiylik ortak bolenidir. Boylece A-kosetleri iizerinde I' nin hareketinde U ile indirgenen

bir permiitasyon grubunun mertebesi ¢ olur.

Tanim 3.1.2 T' modiiler grubu i¢in ( ch Z ) € I' olmak iizere;
a b a b\ _ (10 a b\ _ (01
ng{(cd)ef.(cd):<01)m0d2veya(cd>:<10)mod2}

grubuna ”# kongriians alt grubu” denir.

Bu I'y grubu, elemanter sayilar teorisi problemlerinden theta serilerinin en basit uygu-

lamalarina kargilik geldiginden onemli bir kongriians alt grup olarak degerlendirilir.
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1
Ayrica K(z) = —— olmak tizere I'y = I'(2)UKT'(2) seklinde koset gdsterimine sahiptir.
2
Yine I'y grubunun z — —1,/2 ve 2 — 2z + 2 elemanlan ile iretildigini gostermeye

caligalim.

Lemma 3.1.1 [33] p € P i¢in @ : SL(2,Z) — SL(2,Z,), A — [A] ise & doniistimii

ortendir. Bu durumda agagidakiler dogrudur,

|SL(27ZP)‘ = (p2 - 1)pa |GL(2>ZP)’ = <p2 - 1)(]?2 _p) ve ’GL<27ZP) : SL(2>ZP)| =pP— L.

pEPvep=2icin SL(2,Z) — SL(2,Z3), A — [A] igin 6rten doniigtimiinde,

(10 (11 (10 (0 -1
M=\Vo1 /) "™ Vo1 /) B=\11) "= \1 0 )
(1 -1 /0 1
75 - 1 0 9 76 - _1 1

elemanlar1 alinarak inceleme yapilabilir.

Teorem 3.1.3 a) A = T'(2) grubunun T" daki koset gosterimi bir D temel bolgesi i¢in
A(Dy) = U, << 7(D) olacak sekilde bir D temel bolgesi vardr.

b) Q@ = TI'p nn I' daki koset gosterimi bir D temel bolgesi i¢in Q(D2) = U, <;<37(D)
olacak sekilde bir D, temel bolgesi vardir.

Ispat. a) Lemma 2.7.3 ve lemma 3.1.1 den |I" : T'(2)| = (22 — 1).2 = 6 oldugu aciktar.
SL(2,7Z) deki v1,72,73, 74,75, V6 elemanlart mod 2 ye gore farklidir. Buna gore, bir D

temel bolgesi i¢in
A(D1) = 71(D) U y2(D) Uqs(D) Uxa(D) Us(D) U ys(D)

seklindedir.

b) Lemma 2.7.3 ten |[I'(2) : I'y| = 2 ve |I" : T'y| = 3 olur. SL(2,Z) deki v,;(1 < 5 < 6)
0
1

elemanlarindan K = ile tiretilmeyen 7i,¥2,7v3 elemanlar1 alinsin. D temel

0
bolgesi i¢in I'y min I' daki koset gosterimi Q2(Ds) = 71 (D) U2 (D) U~s(D) dir. Ayrica v

ozdeglik doniigimii oldugundan en genel durumda

11 10
ng_DU(Ol)DU(11>D
olacak sekilde 2 = I'y icin bir temel bolge belirler. Yani
Dy=Dy={z€H:|z] >1ve|Re(z)| <1}

kiimesi I’y icin bir temel bolgedir.
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Teorem 3.1.4 [33] [y grubu; I'y = < ( 2 _01 ) : ( é ? ) > dir.

ispat.
(10 (11 (10
Y1 = 0 1 y V2 = 0 1 y V3 = 1 1 )
s_ (110 -1y _(1 -1
L0 1 1 0 L1 0

olsun. Bir D temel bolgesi igin §(D), D yi tersden dondiiren bir doniigtim bolgesi olarak

ve

alinsim. Sanal eksene simetrik olacak gekilde z — 2z — 2 doniigiimii ile y2(D) U §(D)
solun sag yarisina taginir. Bu daha onceden ifade edilen temel bolgedir. Burada k € Z ve

Ti(z) = z + k olsun.

Simdi z € H alahm. |Re(z)| < 1 olacak sekilde z, Ty(z) = z + 2 ile dontstiiriilsiin.
Eger tersi durum yoksa bu taktirde z, |Re(z)| < 1 e dontisiir. Bu Im(z1) < Im(z2) < ...
olacak sekilde bir (z,) noktasal dizisinin var oldugunu gosterir. Buradaki belirli dizi;
Im(z,),/ |cz,+d|? dizisi formundadir ve boyle her bir dizi sonlu olmahidir. Yani J tersinme
ve T1(z) = z+1 doniigiimleri, gergekte z yi I'y igin D temel bolgesine resmeder. v € T'y ve
z € D segelim ve 6~ 1(z), temel bolgedeki noktay1 geri gotiiren § = JT, olsun. Boylece
01y = FI, ve dolaywsiyla v = F6 olur. Ciinkii —I,y € I’y nin karesi birimdir. Buna

gore I'y grubu, 2z — —1 /2 ve 2 — z + 2 doniigtimleri ile tretilir.

Simdi de
Lo(N) := { ((z Z) € SL(2,Z) : ¢ =0 mod N}

grubunda incelemeler yapalim.

Teorem 3.1.5 (I'g(IV) de eslenik elemanlar)

a b T S .
A= ( c d)’ B_(u v) ve A, B € I'j(N) olsun. Buna gore;

A ile B ayni kosette yer alirlar<= au = c¢r mod N veya cv = du mod N dir.

Ispat. A, B € To(N) olsun. Eger AB~' € Ty(N) veya A™'B € I'y(N) oldugu gosterilirse

gruplar teorisine gore ispat iki yonlii kanitlanmig olur . Boylece

1_(ab v —s\ ([ av—>bu —as+br o
AB _(c d)(—u r )_(cv—ud —cs—|—dr)<:>cv ud = 0 mod N
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veya

A_lB:( d —b)(r 8)2( dr — cu i )<:>—c7°+auzOm0dN

—cC a u v —cr +au —cs+ av

bulunur. Buna gore au = ¢r mod N veya cv = du mod N elde edilir.

Teorem 3.1.6 N > 1 i¢in To(N) nin Q daki hareketi transitif degildir.

Ispat. [o(N) yi Q iizerinde transitif alalm. Burada 0 € Q ve oo € Q noktalar: ele
alimirsa I'g(V) de T'(0) = oo olan bir T' € T'y(V) vardir. Yani

T:(;V Z)EFO(N) ve(c?v 2)((1)>:(<1)>

dir. Boylece b = 1 ve d = 0 bulunur. Buradan ad — bcN = 1 oldugundan ¢ = —1 ve
N =1 dir. Dolayisiyla bunun ancak 7" € T' = T'(1) olmasiyla miimkiin oldugu sonucuna

varilir. Bu celigki ile ispat tamamlanir.

k k k
Teorem 3.1.7 [16] — € Q ve (k,s) = 1 olsun. Buna gore T(—) = —L ve s;|N olacak
S S 51

bigimde bir T" € I'y(N) doniigiimii vardur.

. B a b .. a b E\ ak + bs )
Ispat.T-(CN d)EFO(N)l(;m(CN d)<s>_(ch+ds>dlr'
Bu durumda

(1) : Nck+ds=(N,s)

ifadesini saglayan ¢, d tamsayilar1 vardir ve s; = (N, s) olur. Boylece <%, (1\?_5) =1
oldugundan (1) ifadesini saglayan cg, dy tamsayilari mevcuttur. Bu nedenle (1) in genel
¢OzUmii;
n € Z* olmak tizere .

C=Cy— W

(2) -

_ Nk
d=dy— Ny

seklinde bulunur. Burada N = ¢;°¢" ... q,‘:(fo seklinde asal carpanlara ayriligi verilsin.
Béylece (2) denklemindeki sartlar saglayan ve (Nc¢',d') = 1 kosulunu saglayan ¢, d tam-
sayilarimin var oldugu gosterilmelidir. (N, dp) = 1 ise durum agiktir. Simdi (N, dy) > 1
ise NV ile dy bir ortak bolene sahiptir ve dolayisiyla (N,dy) = ¢o alalim. Buna gore
(1) ifadesinden dolay: (qo, (]]\\;—ks)) dir. Buradan (2) denkleminde n = 1 alimarak qo t d;
kosulunu saglayan bir d; tamsayisi bulunur. Eger (N,d;) > 1 ise N ile d; ve bir or-

tak boleni sahiptir ve bunu (N,d;) = ¢ alalim. Bu durumda d, tamsayisinda ¢y ve
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¢1 carpanlart yoktur. Eger (N,dy) > 1 ise N ile dy bir ortak boleni sahiptir ve bunu
(N, dy) = go alahm. Bu iglemi boyle devam ettirildiginde agagidaki sonug;

dz = dy — %, (ds de qo, q1, g3 carpanlar1 yok)

qoq1 - - - Qkolek
(N, s)

dko-i-l = dko - ) (dko+1 de 4o, 415 - - -5 kg Qarpanlarl yOk)

bulunur. O halde (N, dg,+1) = 1 olur. Bu durumda d = dy,4; + 1 ve ¢ = ¢ alahm. Buna

gére (N¢',d') = 1 bulunur. Sonug olarak;

37 € I'y(N) éylekiT( ’; ) = ( ];1 ) 51| N
1
elde edilir ve kamit tamamlanir.

Teorem 3.1.8 [16] d|N ve (a1, d) = (az,d) = 1 olsun. Bu taktirde ¢ = (d, &) olmak

uzere;

( 6;1 ) ve ( ZQ ) ,Lo(N) de esleniktir <= ay = ay mod t dir.

ispat. Bu teoremin ispati, teorem 3.1.7 den agik¢a goriilmektedir.

Teorem 3.1.9 [12] d|N igin % nin I'y(N) ile hareketinden olusan yoriinge;

<3):{gE@:(N,y):dveazm%mod(d,%)}

kiimesidir. Bununla birlikte ¢ Euler fonksiyonu olamak {izere d|N sartiyla burada

( Z ) yoriingelerinin sayisi ; gp((d, %)) dir.

Simdi sayilar teorisinde onemli bir yer tutan Legendre sembolii ve kuadratik rezidii
degerini ele alahm. Burada p € P olmak iizere 2> = a mod p kongriiansmin ¢oziim

degerleriyle ilgili bir yaklagimi verelim.

Tanim 3.1.3 [35] a) a € Z ve (a,p) = 1 olsun. Bu durumda z? = a mod p kongriiansinin;
¢Ozimi varsa a ya p modiiliine gore "kuadratik rezidii (K R)” ve eger ¢éziimii yoksa a ya

p modiiliine gore "kuadratik non-rezidii (K NR)” adi verilir.
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b) p € P ve p > 3 olsun. Buna gore

a +1, (p,a) =1 ve abir KR ise
(—) = 0, (p,a)#1ise
p —1, (a,p)=1veabir KNR ise

seklinde tanimh (2) semboliine ” Legendre sembolii” denir ve genelde (—) ile gosterilir.
p p

Ornegin 2 = 4 mod 11 kongriianst z = 2 mod 11 oldugundan ¢oziilebilirdir. Bu
4
durumda 2,11 modiiliine goére bir KR dir ve bundan dolay1 (§> = 1 dir. Bununla

birlikte yine 22 = 3 mod 7 kongriiansimin ¢oziimii olmadigindan 3,7 modiiliine gore bir

KNR olup (;) = —1 elde edilir.

Teorem 3.1.10 [7] I'o(V) icin asagidakiler saglanir:

0 4N ise 0 ,9|N ise
a)e; = b) ¢, =
[T~ (1+ (_71)) ,aksi halde [l (1+ (_?3)) ,aksi halde

c) N(N) =00 =D yn ¢((d, %)), (¢ Euler fonksiyonu)

Burada ¢(1) =1 ve (%) kuadratik rezidii sembolii olup genisletilmis durumda,

0, p=2ise 0, p=3ise
<_1): 1, p=1mod 4 ise (—3): 1, p=1mod 3 ise

—1, p=3mod 4 ise —1, p=2mod 3 ise

seklindedir. Bu agiklamaya gore I'g(V) igin g; sayis1 2. mertebeden iiretici eliptik eleman
sayisini, €, sayist 3. mertebeden iiretici eliptik eleman sayisi ve (V) = 04 degeri de oo

mertebeli liretici parabolik eleman sayisini verir.

Teorem 3.1.11 [7] I'o(V) kongriians alt grubunun temel bélgesinin cinsi;

esitligi ile verilir.

N € Z*" ve N <25 i¢in I'g(N) deki g cins degeri asagida siralanmigtir. Boylece,
a) N=1,...,10,12,13,16,25 icin g =0

b) N =11,14,15,17,...,21 icing =1

c) N=22,23 i¢in g=2

d) N =24 i¢in g = 3 tiir.
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Tamim 3.1.4 n, N € Z" ve n|N olmak iizere

i = {(

b)EFO(N):aEdmodn}

a
cN d
B a b Lo
= {(cN d> €To(N):a _1m0dn}
dir.
Burada iki kiimenin egitligi aciktir. Simdi 7" = c?\f Z ) ve ad — bcN = 1 olsun.

n|N ve ad — bcN = 1 mod N oldugundan ad = 1 mod n olur. Dolasiyla a*d = a mod n
dir ve boylece a = d mod n bulunur. Tersine a = d mod n ise ad — bcN = 1 oldugundan
ad = 1 mod n dir. Buna gore a®> = d*> = 1 mod n elde edilir. Ayrica T' min T'g,,(N) 6zel

kongriians alt grubu icin I'g ,(N) < T'o(V) < I' oldugu goriilmektedir.

Simdi Q = Q U {oo} olmak iizere
Qon(N) := {yiN eQ: 22=1mod n}
kiimesi tanimlansin.

Teorem 3.1.12 Ty,,(N) nin Qq,,(N) deki hareketi transitiftir.

. b A
Ispat. o € Qo.n(N) de farkl iki indirgenmis kesir olsun. Buradaki ifadelerden

a
cN’
a®> =1 mod n ve b> = 1 mod n dir. Buna gore

U:( N 5)€F0,n(N)a av —cuN =1, U(oo):ive

cN cN
Ve b T ergn(N), bs —drN = 1, V(o) = — dir
dN s 0,n ) ) AN .

Burada L := UV~! almirsa L(:%) = UV~! (L) = U(c) = % olmaktadir. Ayrica
detL = detU.detV ' = 1 oldugu aciktir. Bununla birlikte

B a u s —r\ as —dulN  —ar + bu
L_<CN v)(—dN b )_<csN—va —crN—l—bv)eFO’"(N)

ve (as — duN)?* = 1 mod n dir. Gergekten bs — rdN = 1 oldugundan bs = 1 mod n dir.

Dolayisiyla b%s? = 1 mod n ve boylece s> = 1 mod n olur. Buna gore
(as — duN)*> = (as)* = a’s* = s> =1 mod n

bulunur. O halde L € T'g,(N) olup Lo, (N) grubu Q. (N) iizerinde bir transitif hareket

grubudur.
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Teorem 3.1.13 (I'y,,(N) de eslenik elemanlar)

A= (Z Z>’ b= (Z f} ) ve A, B € I'y,(N) olsun. Bu durumda A ve B ayni

kosette yer alirlar ;<=

i) au = cr mod N ve a* =r* =1 mod n veya

ii) cv = du mod N ve a®> = r? = 1 mod n dir.

. a b ros . .
Ispat. A = ( N d ) B = ( uN v ) € I'pn(N) olsun. Buna gore i) ve ii)

durumlarini ayr1 ayr1 degerlendirelim.
d —b r s dr — buN ds — bv
N A-1p _
i) A8 = ( —cN a ) (uN v > n < —crN +auN  —csN + av > € Lon(N)
Boylece (dr — buN)? = 1 mod n ve auN — crN = 0 mod N olmalidir. Dolayisiyla
au = cr mod N dir. Burada a = d mod n ve r = v mod n oldugundan
(dr —buN)* = (dr)? =d*r* =d*r* =a®* =r* = 1 mod n

elde edilir.
. 4 a b v —s\ [ a—buN —as+br
if) AB™" = < cN d ) ( —uN 7 ) N < cvN —dulN —csN +dr € Lon(N)

Burada (av — buN)? = 1 mod n ve coN — duN = 0 mod N olmahdir. Buna gore

2

cv = du mod N dir. Ayrica yine a> = 1 mod n ve > = 1 mod n ifadelerinden dolay1

a’? = r?> =1 mod n bulunur.

Teorem 3.1.14 I'y,,(N ), sabitleyeni @O,n(N ) de sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat. Q = Ty, (N) icin Q. = Shg(co) = {T € Q : T(c0) = oo} olmak iizere T € Qy
a - a b 1 a
alalm. T = (c >€Qeleman11ng(oo)(cd>(0)(C)oo
b
oldugundan 2~ % ve dolayisiyla ¢ = 0 ile ad = 1 bulunur. Boylece T'(z) = azt
c ) cz+d
doniigimii T'(z) = %z + 7= a’2 Fb=z+k, (k= b veya k = —b) seklinde olugturulur.
1 k 11 : o .
O halde T' = 01 € Oy olup V = 01 € ) ile esleniktir. Yani,

Qoo = Sbg(c0) =(V )=(z—2+1)

elde edilir.
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Tamim 3.1.5 n, N € Z" ve n|N olmak {izere
A(N): = a b €To(N):a*=d* modn
" ' cN d 0 T

b
= {(c?\f d)eFO(N):a4zlmodn}
dir.

Burada iki kiimenin egitligi soyle agiklanabilic. n, N € Z* ve n|N igin T € A,(N)

olsun. Yani T = ( c?\f Z ve ad — bcN = 1 olsun. Bu durumda ad = 1 mod n olup

d = a~! mod n dir. Boylece a®> = d? mod n icin a?

= a2 mod n bulunur. Buna gore
a* = 1 mod n dir. Tersine a* = 1 mod n olsun. Yine ad = 1 mod n kongriiansindan
d = a=! mod n dir. Bu taktirde a®> = a2 mod n ifadesinden a* = d? mod n elde edilir.
Ayrica I' nin A,,(N) 6zel kongriians alt grubu igin A, (N) < T'g(N) < T' oldugu agiktr.
Simdi

~

Qn(N) = {ciNGQ: a451modn}

kiimesi tammlansin.

Teorem 3.1.15 A,(N) nin Q,(N) deki hareketi transitiftir.

ispat. LN’ iN € @n(N ) de farkl iki rasyonel say1 olsun. Burada r* = 1 mod n ve
SNy
2zt =1 mod n dir.
r b r
T_<$N d)EAn(N), Td—bSN—l, T(OO)_W
ve
x k x
= A (N —ykN =1 = —
S=((yn 1) € M. oty =1, S(00) =

olarak tammlansin. Burada K := T'S™! alinirsa K(yiN) =T5! (yiN) = T'(c0) = - olur.
Bununla birlikte detK = detT.detS™! = 1 oldugu asikardur.

. _ r b t -k \ rt — ybN —rk + bx
YmeK_(sN d)(—yN x )_(stN—de —/{:SN—i-dx)eA”(N)Ve

(rt — ybN)* = 1 mod n dir. Gergekten xt — ykN = 1 oldugundan xt = 1 mod n dir.

Dolayisiyla z4t* = 1 mod n ve boylece t* = 1 mod n olur. Buna gore
(rt —ybN)* = (rt)* = r*'t* =t* =1 mod n
elde edilir. Buna gore K € A, (N) olup A, (N) grubu Q,(N) iizerinde bir transitif hareket

grubudur.
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Teorem 3.1.16 (A, (NN) de eslenik elemanlar)

T:<a b), K:<r 5)veT,K€An(N)OISUH- Buna gore
c d u v

T ve K aym kosette yer alirlar ;<=

i) au = cr mod N ve a* = r* =1 mod n veya

ii) cv = du mod N ve a* = r* =1 mod n dir.

. a b r s
Ispat.T-(CN d)’K_(uN U)EAH(N)olsun.

d —b r s dr — buN ds — bv
S -l _
)T K_<—CN a )(uN v>_(—crN+auN —csN—l—av)eA"(N)
Burada (dr — buN)* = 1 mod n ve auN — crN = 0 mod N olmalidir. Dolayisiyla

au = cr mod N oldugu aciktir. Boylece a? = d? mod n ve > = v? mod n oldugundan

(dr — buN)* = d*r* = (a®)*r* = a*r* = 1 mod n bulunur.
. 4 _( a Db v —s\ ([ av—buN  —as+br
if) TA™ = ( cN d ) ( —uN r ) N ( coN —duN —esN +dr ) € An(N)

Boylece (av — buN)* =1 mod n ve coN — duN = 0 mod N olmahdir. Bu durumda

cv = du mod N oldugu aciktir. Bu durumda a? = d? mod n ve r?> = v? mod n oldugundan
(av — buN)* = a*v* = a*(v*)* = a*r* = 1 mod n
elde edilir. O halde A, (N) grubunun eglenik eleman olugturma kogullar1 kamtlanmgtir.

Teorem 3.1.17 A, (). sabitleyeni @n(N ) de sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat. A,(N) =Y icin Yo = Sby(o0) = {K € ¥ : K(00) = 0o} olmak iizere K € Yo

olsun.K:(T U)GZelemamiginK(oo):<r u)(1>:(r>:oo
5 v E) 0 s

oldugundan I 0 ve dolayisiyla s = 0 ile rv = 1 bulunur. Burada r,v € Z oldugundan
5

rz+u

r =41 ve v = %1 elde edilir. Bu durumda K(z) = doniigtimii
Sz +v
rooou
Kz =-z24+—-—=rzFu=z+/{, ({ =uveyal=—u)
voow
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seklinde ifade edilir. Ayrica 7* = 1 mod n oldugundan istenen kogullar saglanir.

Buna gore K = ( (1] f ) €Yy olup V = ( (1) 1 ) € Y ile esleniktir. Yani,

Yoo =8bs(c0) =(V )=(z—2+1)

oldugu sonucuna varilir.

3.2 Ty,(N) ve A, (N) Gruplarinin Ozellikleri

n, N € Z* ve n| N olmak {lizere;

Fon(N) = {(cif Z)EFO(N):azzlmodnveyaazdmodn}

A (N) = {(cif Z)EFO(N):a451m0dnveyaa2£d2modn}

sekilde tanimlanan gruplarda karsilagtirma yapalim. incelemeye gecmeden once kul-

lanacagimiz bazi kongriians bilgilerini agamali gekilde ele alalim.

I. asama: p € P ve a € Z olmak tizere;
a*>=1modp<=a=7F1modp

dir. Gergekten a®> — 1 = 0 mod p alahm. Buna gore p|a — 1 veya pla + 1 bulunur. Bu

durumda

pla—1lisea—1 = 0 mod p veya

pla+lisea+1 = 0modp

dir. Dolayisiyla a = 1 mod p veya a = —1 mod p elde edilir. Aksine a = F1 mod p ise
a’? =1 mod p oldugu aciktur.

II. asama: a* = 1 mod p nin a = 1 veya a = p — 1 her zaman c¢oziimleridir. Bagka

¢oziimler varsa bu ¢oziimler
E={p—k|keZ" vel<k<p—1}

kiimesinin elemanlar seklindedir. Eger p— k& denklemin bir ¢oztimii ise (p—k)? #Z 1 mod p

elde edilir. Gercekten

(p—k)? = p* — 2pk + k* =1 mod p ise k* = 1 mod p
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dir. Dolayisiyla k = 1 veya k = p—1 olur. Buradan p|(k—1)(k+1) ve k—1 < p oldugundan
plk 4+ 1 bulunur. Béylece p < k + 1 bulunur. Ayrica E kiimesine gore k + 1 < p seklinde
idi. Bu durumda p < k + 1 < p ¢eligkisine ulagilir.

III. asama: p € P ve a € Z, i¢in,
i) a®> =1 mod p ise a* = 1 mod p ifadesi daima dogrudur.
ii) a'* = 1 mod p ise a®> = 1 mod p ifadesi daima dogru degildir.

Gercekten a* = 1 mod p kongriiansiin sadece 1 ile p — 1 seklinde coziimii varsa
a* = 1 mod p dogrudur. Aksi halde ii) ifadesi her zaman saglanmaz. Ciinkii a* = 1 mod p

ise en azindan a? = F1 mod p elde edilir.

IV. asama: m € Z* ve p = 4m + 1 ise a* = 1 mod p kongriiansiin ikiden fazla
¢ozuimi vardir. Eger p # 4m + 1 ise bu kongriiansinin sadece iki ¢oziimii vardir. O halde
p # 4m + 1 icin

a*=1modp < a*=1modp

elde edilir.

V. asama: a tek tamsay ise a> = 1 mod 8 dir. Burada a®* — 1 = (a — 1)(a + 1) olup
a+ 1 ve a—1 ¢ift tamsay1 olur. Boylece a — 1 = 2¢ ve a + 1 = 2¢ + 2 olacak gekilde bir
¢ € Z vardir. Eger ¢ ¢ift tamsay1 ise 4|a — 1 dir ve a + 1 ¢ift oldugundan 8|(a — 1)(a + 1)
olur. Eger ¢ tek tamsay: ise bu defa 4|a + 1 dir ve 2|a — 1 oldugundan 8|(a — 1)(a + 1)

olur. Yani her iki durumda da 8|(a? — 1) bulunur.

Lemma 3.2.1 I'g,,(N), A, (V) nin bir alt grubu ve I'g,,(N) < A, (V) < Ty(N) < T dur.

roox
S ( SN ) € I'y (V) olsun. Bu durumda

y -z \ ay —bsN  —ax + br
( —sN r ) - ( cyN —dsN —caN +dr ) € Lon(N)
dir. Yine (ay — bsN)?> = 1 mod n dir. Gergekten cyN — dsN = 0 mod N omahdir.
Dolaywsiyla cyN — dsN = 0 mod N ve det(T'S™') = 1 oldugu agiktir. Burada n|N,

. a
Ispat. T = < N

b
d )

-1 __ a b
-

N

==y’ =r’=1modn

a’* = 1 mod n ve r* = 1 mod n oldugundan (ay — bsN)
bulunur. Buna gore T'S™! € T'y,,(N) olup Ty (N) < A, (N) dir. Diger ifadelerde benzer

sekilde yapilir.
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Teorem 3.2.1 m, N € Z*, p € P, p|N ve p # 4m + 1 ise bu taktirde
Ap(N) = FO,p(N)

dir.

Ispat. Acik olarak a = d mod p ise a> = d* mod p dir. Bu durumda I'g,(N) C A,(N)

a b
‘U ) €A
alahm. Buna gore ad — bceN = 1 ve a? = d? mod p dir. Dolayisyla p|N oldugundan

oldugu agikardir. Simdi A,(N) C [y ,(V) oldugunu gosterelim.

ad = 1 mod p bulunur. Boylece d = a! mod p dir. O halde a* = (a™!)? mod p olup
a* =1 mod p dir. m € Z* ve p # 4m + 1 olmasi durumunda IV. asamada oldugu gibi

a® = 1 mod p ifadesi bulunur. Yani I',,(N) grubunda a = d mod p ifadesine ulagihr.

Bu da ( ZN Z ) € TI'g,(N) olmast anlamina gelir. Boylece A,(N) C T'g,(N) oldugu

gortiliir. Sonug olarak p # 4m—+1ve m € Z* kogulu ile A,(N) = Iy ,(N) elde edilir. Agik
olarak p = —1 mod 4 ise A,(N) =Ty ,(N) oldugu kanitlanmig olur.

Teorem 3.2.2 p € P igin 2% =

-1
(—) = 1 olarak gosterilsin. Bu taktirde;
p’l’b

—1 mod p™ olan x tamsayilar:1 bulunabiliyorsa bu durum

Vn € N i¢in (—> =1<= p=1mod 4 tir.
pn

. -1 —1

Ispat. " = " : (—) =1= (—) = 1= 2% = —1 mod p nin iki ¢oziimii vardir
" p

ki bu da p = 1 mod 4 olmasimi gerektirir.

—1
7 <=7 :p=1mod 4 olsun. Bu taktirde (—> =1 dir. Yani 22 = —1 mod p olan
p

bir z € Z sayist vardir. Ispat1 Matematik indiiksiyon prensibi ile yapalim.

n = 1 i¢in ifade dogrudur.

n = { icin ifade dogru olsun. Yani y?> = —1 mod p’ olsun. Boylece 22 = —1 mod p‘*!

olan z € Z sayisimin varhgim gosterelim. Burada (y+ kp®)? = —1 mod p**! olan bir k € Z

tamsayis1 bulalim. Buna gore

y? + 2ykpt + E*p* = —1 mod p! = 1 + y? + 2ykp’ = 0 mod p**+*

1+ y? 1+ g2

= ——— +2yk =0 mod p = 2yk = ——;
p p

mod p
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elde edilir. Burada (2y,p) = 1 oldugundan 2yy, = 1 mod p olan yy € Z vardir. Boylece

11+92
o

1 1+y°

k=—(2y)” mod p oldugundan k = —yjq i

mod p ve yo = (2y)~

mod p

2

bulunur. Burada k = —yj +£y
p

istenen tamsayidir. Bu durumda

1+ 92
z:y+kp€=y+(—yo o )pz:y—yo(lﬂLyQ)

-1
istenilen tamsayilardan biridir. O halde ( ) = 1 olmalidir.

(+1
p+

Teorem 3.2.3 n,N € Z* | n|N ve n = 2%p{'.ps?...p% asal carpanlara pargalanisi

olsun. Bu taktirde;
a<3 vel<k<r igcinp,=-1mod4 <= A,(N)=Tyn(N)

dir.

Ispat. ” = 7 : Burada I'y,,(N) < A,(N) oldugu agiktir. Simdi tersini gosterelim.

( ZN Z ) € A, (N) keyfi olsun. Bu durumda a? = d? mod n ve ad = 1 mod n oldugundan

a* = 1 mod n dir. Bu ise n|a® — 1 oldugunu ve dolayisiyla n|(a* — 1)(a® + 1) oldugunu
belirtir. Buradan da 1 < k < r igin p*|(a* — 1)(a* + 1) elde edilir. Ayrica 1 < k < r igin
pr = —1 mod 4 oldugundan py t a® + 1 dir. Boylece pi* 1 a® + 1 olup pp*|a® — 1 dir.
a b

N d ) € TonN)
oldugunu séyler. O halde A,(N) < I'og,(N) dir. Dolayisiyla hipotez kogullarima gore

Sonug olarak n|a® — 1 dir. Yani a®> = 1 mod n elde edilir. Bu ise

Ap(N) = Ty, (N) bulunur. Ayrica n = 2% ve a > 4 olmasi durumunda esitlik yoktur.
Gergekten

1— 20472 _20174

> 4 i _
a > 4icin T, ( 90 1 4 902

) eleman tamimlanirsa 7, € A, (N) olup

To ¢ Ton(N) dir. Yani o >4 igin T, € A,,(N)N\Ton(N) dir.

T<—=":N=2"Ny, (2,N;) =1 ve a > 4 olsun.

a b

a = 2°"2N; + 1 elemam alirsak, (N, a) = 1 oldugundan A = ( N d

> € I'y(N) olan
b,d € Z sayilar1 vardir. Burada
a4 — (a2)2 — (204—2N1 + 1)2 — (22a—4N12 + 2a—1N1 + 1)2
= 2l 8Nt 4220 INE 4 4202074 g0 I NS 9 9%t 4 9 90Tl Ny
= 1 mod 2* N,
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dir. Yani a* = 1 mod 2N, olur. Dolaysiyla a* = 1 mod N dir. Ancak a > 4 ve

20 — 4 > « oldugundan

a’® = 220‘*4N12 + 297N, +1=2"IN; + 1 mod 2N,
elde edilir. Bu nedenle a? # 1 mod 2°N, olup a? # 1 mod N ifadesine ulagilir. Boylece
A e Ay(N) dir ama A ¢ Iy, (V) dir. Buna gére a < 3 olmak zorundadir.

n=p*n, p € P, (p,n1) =1, n|N ve p = 1 mod 4 verilsin. Teorem 3.2.2 ye gore

a* = —1 mod p® olacak sekilde bir a € Z say1s1 vardir.

(A) durumu: (a,n;) =1 ise (ap®,ny) = 1 dir. Boylece koap® = 1 — a mod n; olan

bir ky € Z mevcuttur. Buradan a + kgap® = 1 modn, dir. Buna gore

(a + koap®)? = —1 mod p® ve dolaysiyla (a + koap®)* = 1 mod n, olur. Boylece
(a + koap®)* = 1 mod p®n, bulunur. Burada (a + koap®)? # 1 mod p®n, dir.Aksi halde
(a + koap®) = 1 mod p® olacaktir. Oysaki (a + koap®)? = a*> = —1 mod p* dir.

(B) durumu: (a,n;) # 1 olsun. Burada n; = p{*...p%" ile £ < r olmak tizere

pila, ..., pela olsun ve ayrica geriye kalan r — ¢ tane asal garpan a y1 bolmesin.

b=a-+pe...p-p* alahm. Bu taktirde b? = a? = —1 mod p® dir. Bununla birlikte
b nin se¢iminden (b,n;) = 1 dir. Burada (A) durumundaki gibi hareket edildigi taktirde
(b + kobp™)* = 1 mod p®ny ve (b+ koap®)? # 1 mod p®n; elde edilir.

Sonug olarak p®||n ve p = 1 mod 4 ise a* = 1 mod n ve a®> Z 1 mod n olan bir a € Z

tamsayisi vardir.

Simdi N = pﬁ.pf1 copPrven =prptt .. pyt alahm. Burada peyg, ..., pm asal sayilar

N yi bolen n ile aralarinda asal olan sayilardir. Agikga (a,n) =1 dir.

(A) durumuna gore (a, N) = 1 olsun. Bu durumda ad — bcN = 1 olacak sekilde
b,c,d € Z sayilar1 vardir. Yani ( ZN g ) € N (N)\To,(N) dir. Ciinkii a® #Z 1 mod n

ancak a* = 1 mod n dir.

(B) durumuna gore (a, N) # 1 olsun. Boylece b = 1 mod n, b3 # 1 mod n ve
(bo, N) = 1 olacak sekilde bir by € Z sayws1 bulacagiz. (a, N) # 1 oldugundan N nin

a y1 bolen asal carpanlart pyyq,...,p, farzedelim. Zaten p,pi,...,p; asal sayilar a y1
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bolmez. Bu durumda n = p®.pi* ... py* icin by := a+p“.pi* ...y  Pmt1 - .. pr tanimlanirsa

(bo,N) =1 dir.

Burada by = a* = 1 mod n ve b3 # 1 mod n olmaktadir. Dolayisiyla (by, N) = 1

oldugundan byx — yzN = 1 olacak sekilde x,y, z € Z sayilar1 mevcuttur.

Buna gre ( b0 i/; ) € Ap(N)N\Ton(N) elde edilir.

zN
Simdi de son olarak N = po‘.pf1 cpPrve n = p2pft .. py* oldugunu varsayalim
Boylece pyi1, ..., pr asal sayilar1 n ile aralarinda asaldir. Agik olarak (a,n) = 1 dir.

(A*) durumu: Eger (a, N) = 1 ise ad — bcN = 1 olacak sekilde b, ¢, d € Z sayilar

mevcuttur. Bu durumda ZN fi ) € A (N)\To,(N) dir. Clinkii a® # 1 mod n ancak

a* =1 mod n dir.

(B*) durumu: Eger (a,N) # 1 ise b, € Z says1 bulacagiz oyleki b2 = 1 mod n,
b2 # 1 mod n ve (b,, N) = 1 olacaktir. Burada (a, N) # 1 oldugundan N nin a y1 bolen

asal carpanlarl pyiq,...,p, olsun. Bu durumda n = p*.p*...p;"

sayist kullanilarak
bo :=a+p*.pyt ... Py P - - - pr segilirse (bg, N) = 1 olur. Ayrica b2 = a* =1 mod n ve
b2 #£ 1 mod n dir. Burada (by, N) = 1 den dolay1 oz —yzN = 1 olacak bigimde x,y, 2 € Z
tamsayilar1 vardir.

O halde ( Zﬁ; Z ) € Ay (N)N\To,n(N) elde edilir. Béylece teoremin ispat1 tamam-

lanmaig olur.

Simdi A, (N) nin To(N) deki indeksini aragtiralm. n, N € Z* ve n|N olmak {izere
Lon(N) ve A, (N) gruplarimim I'o(N) nin birer alt grubu oldugu agiktir. A, (V) grubu igin

oo un A, (N) altindaki yoriingesini belirleyelim. Boylece

(c]iLf Z)(é)z(d@) ve a*=1 modn

Qn(N) == {ciN €Q : (a,eN)=1vea" =1mod n}

bulunur. Burada

kiimesini alalim. Dolayisiyla 2 — 2z 4+ 1 dontigiimii ile

<

<( 0 >> = MV ToalV) 5 M)
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elde edilir ki bu durum ancak a > 4 olmak tizere 2%|n veya p|n, p € P olmak {lizere

p = 1 mod 4 olmas1 durumunda gecerlidir.

SLN’ yiN € Q,(N) olmak fizere
SLN%yiN@?gExQ mod n

invaryant denklik bagimtisi mevcuttur. Burada Wy (n) ile bu bagmti altinda denklik

simiflarimin (bloklarin) sayisini gosterelim.

Teorem 3.2.4 k,( € Z*, (k,{) =1 ve n = k.£ olmak tizere Wy (k.0) = Wy (k). Uy (¢) dir.

Yani Wy (n) bir garpimsal fonksiyondur.

Ispat. n = k.0 ve (k,¢) = 1 olsun. Sayet ~ bagmtisinda n ye gére z in denklik smifim

~ ~ ~
~

[z],, ile gosterirsek; [z], den x ; y ise x p yver Z y dir.

Simdi a : bvec ? d aldigimizda bir x : y bulacagiz oyle ki

x =a mod k x=cmod/l
y =0bmod k ve y=dmod ¢

olacaktir. Dolayisiyla a Z b ve c ; d dir. Tabiki burada

a:b — a*=1mod k ve b* =1 mod k

07d = *=1modlved =1mod/

~ ~ ~
~ ~ ~

olmaktadir. Bdylece a I b ve ¢ / d ifadelerinden hareketle bir x ~ y bulalim. Bu-

rada z! = y* = 1 mod n olmahdir. Eger (k,() = 1 ise a + kx; = ¢ + lxy olan zy, 79 € Z

S

sayilar vardir. Simdi (a + kz1)* = 1 mod n oldugunu gosterelim.

(a + kx1)* = a* = 1 mod k kongriiansindan ve a + kz; = ¢ + {1 esitliginden burada
(c+ lxy)* = (a+ kxy)* = ¢ = 1 mod £ olur. Yani (a + kx;)* ifadesi, aralarinda asal

olan k ve ¢ ye ayri ayr1 boliinmiigtiic. Boylece n = k. olup (a + kz1)* = 1 mod n dir.
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Dolayisiyla k ya gore [a]g smifi ve ¢ ye gore [c], simfi alindiginda buna kargihik n = k.0 de
bir [a + k1], smifi elde edilir.

Agikca [a + kxq], = [a]x = [c]x dur.

Sonug olarak ¥y (k.0) = Uy (k). WUy (¢) olur. Yani ¥y (n) bir carpimsal fonksiyondur.
Ayrica Wy (k.£) de her [A]y, sifi, bir [A]g sifi, bir de [A], sinifi indirger. Bu ise teoremin

ispatini bitirir.
Teorem 3.2.5 ( A,(N) nin I'o(N) deki indeksi)

n,N € Z* , n|N ve n = 2*p}* .. .pf}”q’fl : ..qfé asal carpanlara ayriligi olsun. Bu

durumda;
1<i<7r icinp,=—-1mod4 vel<j</{ igin ¢; =1 mod 4

olmak tlizere
2t a <3 ise

\IIN(n) =
2H1 4 > 3 ise

dir. Buna gore ¥y (n) :=| To(N) : A (N)| elde edilir.

Ispat. Teoremin kamitin, adim adim yapalim. Ayrica Wy (n) fonksiyonunun ¢arpimsal

oldugunu da kullanarak teoremi kanitini sonuglandiralim.
i) n=2%N ve a < 3 olsun.
n = 2 icin 12 = 1 mod 2 oldugundan kongriians ¢oziimii 1 dir.
n = 22 icin 12 = 32 = 1 mod 4 oldugundan kongriians ¢oziimleri 1,3 diir.

n = 23 icin 12 = 32 = 52 = 7 = 1 mod 8 oldugundan kongriians ¢oziimleri 1,3,5,7

dir.
ii) n = 3%3° = N ve a < 3 olsun.

Burada n = 3% olmak iizere 3 = —1 mod 4 oldugundan 22 = —1 mod 3% olan x € Z
sayilar1 mevecut degildir. Yine 22 = 1 mod 3° olan tam iki tane tamsay1 ¢oziimii mevcut-
tur. Bunlar 3* modiiliine gére 1 ve 3¢ — 1 dir. Béylece n = 3% ve N = 37 ise U (n) =1

dir.
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iii) n = 2%2° = N ve a > 4 olmak iizere ' = 1 mod 2% ¢éziim degerlerini
1,3,5,...,2% — 1 sayilarindan bulahm, z* — 1 = (22 — 1)(z? + 1) = 0 mod 2% elde
edilir. Acik olarak x tek tamsay1 olup 22 +1 = 0 mod 2 dir ama 22> + 1 = 0 mod 22
kongriiansimin c¢oziimii yoktur. Bu durumda z* — 1 ifadesinin 2% ya boliinebilmesi icin

2?2 —1 =0 mod 2% ! olan = degerlerini bulalim.

O halde 22 — 1 = (x — 1)(z + 1) = 0 mod 27! dir. Boylece (z — 1,z + 1) = 2
oldugundan z — 1 = 0 mod 2972 veya x + 1 = 0 mod 2°72 bulunur. Yani x = 242 +1 ve

x = 2% — 1 geklindedir. Diger sayilar ise 2% — (2*72 4 1) ile 2* — (272 — 1) olacaktir.

Diger taraftan;
2—1=0mod 2° 2 = 0z =1+222=142%"1

r+1=0mod 2 =2 =—-1+22"2=—1+2"
dir. Boylece

r—1=0mod 2° %= Jk € Z byleki z =1+ k.22

r4+1=0mod 2°% = 3 € Z dyleki v = —1 + £.2972

elde edilir. Buradaki x degerleri 1,3,5,...,2% — 1 igerisinden segilecektir.

k=1icin oy =142

k=2icin xg = 142272 =142°"1

k=3iginz3=1+32"% (14+(2+1)2*2=1+2"42"2<2%
k = 4 icin deger olusturmaz, (14 4.2%72 = 1 4+ 2% > 2%)

(=1icin zy = —1+2°72

0 =2icin x5 = —1 +2.292% = —1 42071

(=3icin g =—-1+32%2< —1442%= 142 <2
(=4icin o7 = —14+42%= —14+2% < 2°

¢ = 5 icin deger olusturmaz, (—1 +5.2%7% > 2%)

xrg = 1 olacaktir.

Bu sayisal ¢coztimlerden

2,2 .2_ 2_ a
x2:x5:x7:x8:lm0d2
2 _,2_ .2_ 2 a
ve zri=x3=x;=2;% 1 mod?2

bulunur, ancak 2} = 23 = x} = 23 = 1 mod 2* olmaktadur.



Daha acik bir sekilde 6zetlersek 2972 —1, 297241, 2% — 2272 1 1, 2% — 2972 _ | gayilarinin
4. kuvvetleri mod 2% ya gore 1 dir ama 2. kuvvetleri mod 2% ya gore 1 e kongri degildir.
Diger taraftan 1, 2°71 — 1, 207! 41, 2% — 1 sayilarmn 2. kuvvetlerine gére mod 2% ya
gore 1 dir. Agik olarak burada iki farkl denklik simfi vardir. Yani [z4] ve [zg] siiflar1 igin

[21] # [ws] dir. Buna gore n = 2%, N = 27 ve a > 4 icin ¥y (n) = 2 dir.

iv)peP, p>5ven=p*p’ =N olsun. Simdi

—1
(—)zl(z)pzlmodél
p

ifadesini ele alalim.

(1. Durum) p = 1 mod 4 ise 2? = —1 mod p* nin ¢oziimii vardir. Bu durumda

olusan iki coziimden biri x; ise digeri xo = p* — x; dir. Acikca 22 = 1 mod p® nin da

4=

yine iki ¢oziimi vardir ve bu c¢oziimler 1 ve p® — 1 dir. Bdylece x 1 mod p“ olan

Ty, To, x3 = 1, 14 = p® — 1 geklinde dort deger vardir. Buna gore x3 = —1 mod p® ve
x3 = —1 mod p® oldugundan [x,] = [z5] dir. Yani 2% = z3 mod p® dir.
Benzer sekilde 22 = 27 = 1 mod p® oldugundan [z3] = [z4] olur. Ancak [z1] # [x3]

diir. Béylece p = 1 mod 4 olmast durumunda n = p®, N = p” icin ¥ y(n) = 2 dir.

(2. Durum) p = —1 mod 4 ise x* = 1 mod p* dir. Buna gore hipotez sartlarindan
(2?2 — 1)(2? + 1) = 0 mod p® dan z* # —1 mod p® bulunur. Boylece z* = 1 mod p® ise
2?2 = 1 mod p* dir. Burada bu kongriiansin z;, z gibi iki ¢oziimii vardir ve [z;] = [zo]

seklindedir. O halde n = p®, N = p” ve a > 4 i¢gin Uy (n) = 1 dir.

Sonug olarak i), ii), iii), iv) adimlan kullanilirsa n = 2*.pS. ... p2rgit. ... q)" asal
carpanlara ayriligi i¢in Wy (n) fonksiyonunda 1 < ¢ < r i¢in p; = —1 mod 4 olan p;

asal degerlerinin sayisi ifadeye direkt etki etmez. Ciinkii 1 < i <7 i¢in Wy (py?) = 1 dir.
Burada o < 3 durumda ise 1 < 57 < £ i¢in ¢; = 1 mod 4 olan g; asal degerleri de acik
olarak \I/N(qu) = 2 dir. Ciinkii ¥y (n) carpimsal olup ¢ = 0 ise Uy(n) =2°=1,¢=1
ise Uy(n) = 2'... seklindedir. Dolayisiyla a < 3 ise Uy (n) = 2¢ dir. Eger a > 3 ise
1 <j </ligin ¢; = 1 mod 4 olan g; degerlerinin sayis1 aktif olarak kullanilir ve Wy (n)
nin carpimsal olmasindan 2¢, qf AP q? ¢ asal carpanlarmm sayisma gore Wy(n) = 2¢+1
degerini alir.

Boylece teoremin kaniti1 tamamlanmig olur.
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3.3 A,(N) nin Q,(N) deki Alt Yoriingesel Graflar:

n, N € Z* ve n|N olmak tizere

An(N):{(ZN Z) e 'h(N) a451m0dnveyaa2£d2modn}

Qn(N):{C%E@:QU{oo} : a* =1 mod n ve (a,cN)zl}

tanimlar: verilsin.
Simdi A, (N) nin Q,(N) iizerindeki alt yoriingesel graflarim goz oniine alalim.

An(N) grubu Q,(N) iizerindeki transitif oldugundan her alt yériinge bir (co, v) ¢iftini

ierir. Burada v = ¥ ve (u, V) = 1 i¢in O, (o0, ) alt yoriingesini O, , v grafimi da Gy, 5

u u

ile gosterelim. F'(oo, %) ile kogeleri [oo] blogunun elemani olan G(oo, &) alt yoriingesel

' N N
grafinin alt grafini ifade edelim ve bunu £, ,, v ile gosterelim.
Ayrica (u, N) = 1 ve % = m olmak tzere E,,, = F,,~ seklinde bir notasyon

gosterimi de kullanilabilir.
Lemma 3.3.1 O,(c0,v) = O,(c0,v') <= v ve ', A,,(N)s un ayni yoriingesindedir.

Ispat. Burada (oco,v) € O, (c0,v') alalim. Béylece T(oco,v) = (0o, ') olacak sekilde bir
T € A, (N)s vardir . Bu durumda

/

(T(OO),T(V)) = T(OO’V> = (OO7V)

esitligi elde edilir. Buna gére T(c0) = oo ve T'(v) = v/ oldugundan T € A,,(N) hem oo u
sabit birakir hem de Q,(N) deki v ile v" noktalarim birbirine baglar.

Aksine v ile ', A,(N)s un aym yoriingesinden alnsin. Boylece T(c0) = oo ve

T(v) = v olacak sekilde bir T € A,,(N)o vardir. Bu durumda
T(c0,v) = (T(c0), T(v)) = (00,v) € On(00,v)

elde edilir ki (0o, v) € O, (o0, ') olur. Bu durumda da O, (oo, ) N O,(co,v') # B olur ve

boylece O,,(00,v) = O, (c0,v') bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

79



Lemma 3.3.2 Gy, v =G,y < N = N' veu=1u mod N.

Ispat. O,(co,v) = O,(c0,r') alalim. Buna gére (00, v) € O, (oo, ') olur ki v = %,

!

;\L[, € Qn(N) olsun. Boylece T(v') = v olacak sekilde T € A,(N)o vardir. Bu-

!/

vV =

rada A, (N)e = (z — 2 + 1) oldugundan % = T(;\‘[—/,) = % + k olacak sekilde bir k£ € Z

vardir. Bu durumda

/

u o u +k_u’—i—k:N’

N N N
bulunur. Buradan kesirler indirgenmis oldugundan N = N’ ve v’ 4+ kN’ = u elde edilir.
O halde N = N' ve u =« mod N bulunur. Ayrica baslangicta n|N ve n|N’ olup n € Z*

sayisinin degigtirilmedigine dikkat edilmelidir.

Tersine N = N' ve u = v’ mod N olsun. Simdi de burada G, x = G,y oldugunu
gosterelim. Boylece v = u' + kN olacak sekilde bir k € Z sayis1 mevcuttur. Qn(]\f )
de v ile v' noktalar v = ¥ ve v o= “N/ = % = « — k seklinde alinsim. Buna gore
An(N)oo = (z — z+1) oldugundan benzer islemler yapilirsa (0o, v) € O, (00, ) oldugu
goriiliir. Bu durumda O, (00, v) = Oy (00, 1) olur. Yani Gy = Gy, v dir ve dolayisiyla

Gunn =G,y bulunur.
r x - ..
Teorem 3.3.1 —, — € Q,(N) olmak tizere
s Y

T X
- — — €GypN =
S Yy

i) x =ur mod N, y =us mod N, ry — sz = N veya

ii) x = —ur mod N, y = —us mod N, ry — sx = —N dir.

ispat. V=" r — r € Gynn olsun. Boylece (f,f) e O, <oo,£) olur. Buna
s Yy sy N
gore T(o00) = LA T(E) == 7% Glacak sekilde bir T € A,,(N) vardir.
s —s N Yy -y

TZ(ZZ € A, (N) ve a* = 1 mod n alahm.

)
(1)e§itligi:(z Z)(é UN)I(Z ;)
(
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a
C

o, o

)G w)=(20)

JGw)=( )

towan (20) (35 )= (00 )=(00)
=

ur +bN =z {xzurmodN

(3) esitligi: (

o, o

(4) esitligi: (

o

us+dN =y y =us mod N

a=7r ve au+bN ==z
c=s ve cu+dN =y

(1) ifadesinde determinant ahmirsa (ad — cd)N = ry — sx olur ve boylece ry — sz = N
bulunur. Ayrica a* = 1 mod n ve a = r oldugundan r* = 1 mod n elde edilir. Yine

= (0 mod N ve ¢ = s oldugundan s = 0 mod N dir.

LD [ a b 1w\ (aaut+bN)\ [ -1 —2x
sourams g 0 NJ \e¢ cu+dN ] \ —s —y

{a:—r ve au+bN = —x {—ur+bN:—:E {xzurmodN
c — =

=—-5 ve cu+dN =—y —us +dN = —y Yy = us mod N

(2) ifadesinde determinant ahmirsa (ad — cd)N = ry — sx olur ve boylece ry — sz = N
bulunur. Ayrica a* = 1 mod n ve a = —r oldugundan r* = 1 mod n elde edilir. Yine

= 0 mod N ve ¢ = —s oldugundan s =0 mod N dir.

a b 1w\ (a aut+bN\ [ —r x
III.Durum.(C d)(O N>_(c cu—l—dN>_(—s y)

{a:—r ve au+bN =z {—ur+bN:x {xz—urmodN
c

=—-s5 ve cu+dN =y —us+dN =y y = —us mod N
(3) ifadesinde determinant alimirsa (ad — bc)N = —ry + sz olur ve boylece ry — sz = —N
bulunur. Ayrica a* = 1 mod n ve a = —r oldugundan r* = 1 mod n elde edilir. Yine

¢ =0 mod N ve ¢ = —s oldugundan s =0 mod N dir.

a b 1 wu ([ a au+bN \ (1 —x
IV.Durum.(C d)(() N)_<c cu—i—dN)_(s—y)
{a:r ve au+bN = —x {ur+bN:—a: :>{xz—urmodN

c=s ve cu+dN =— us +dN = — y = —us mod N

(4) ifadesinde determinant alinirsa (ad — bc)N = —ry + sz olur ve boylece ry — sz = —N
bulunur. Ayrica a* = 1 mod n ve a = r oldugundan r* = 1 mod n elde edilir. Yine

¢ =0 mod N ve ¢ = s oldugundan s = 0 mod N dir.

Simdi de ters taraftan kanit1 yapalim.
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V<" :1) x =wr mod N,y =us mod N, ry — sz = N olsun. Bu durumda
r x rox
— — — € Gy~ oldugundan yani (—, —) €0, (oo, %) oldugunu gosterelim.
s Yy s’y

x =ur mod N => Jk € Z oyleki x = ur + kN
y =us mod N = Jt € Z oyleki y = us +tN

K = ( Z f ) elemanini ele alahm. Bu bilgilere gore
r k 1 r
o= (1) (o) = (0
v (" k u \ [ ru+kN\ [ =
N ) \st N ) \su+tN | \y

bulunur. Buna gére T’ (oo, %) = (i, f) elde edilir. Simdi ry — sz = N esitliginde
sy

z ile y yerine yazilirsa r(us + tN) — s(ur + kN) = N bulunur. Buradaki ifadeden
rus + rtN — sur — skN = N olur ve boylece rt — sk = 1 dir. Ayrica r* = 1 mod n
olacak gekilde K € A, (V) belirlidir. Dolayisiyla (t, f) €O, (oo, %) dir.

sy

ii) = —ur mod N, y = —us mod N ve ry — sx = —N olarak alinip benzer sekilde

r x
- — — € Gy N oldugu gosterilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
S Y

T T
T 3.3.2 — — — € Gunn <=
eorem N N € NN

i) 2 =wur mod N, ry — sz =1, r* = z* =1 mod n veya

ii) 2= —ur mod N, ry —sx = —1, r* = 2* =1 mod n dir.
Ispat. 7 = 7 : LN — iN € Gy olsun. Bu durumda kogeler QR(N) olacagindan
5] Yy

r* =1 mod n ve z* = 1 mod n oldugu aciktir. Teorem 3.3.1 e gore
i) x = ur mod N, yN =usN mod N, ryN — st N = N veya
ii) x = —ur mod N, yN = —usN mod N, ryN — szN = —N dir.

Buna gore;

i) 2 =wur mod N, ry — sz =1, r* = z* =1 mod n veya

ii) 2= —ur mod N, ry —sx = —1, r* = 2* =1 mod n dir.
" 4<=":i)x =urmod N, ry — sz =1 vert =z* =1modn olsun. Buna gére de
K = ZN (xy__lZﬂS)/N € A, (N) almirsa K(o0) = & ve K(%) = yiN oldugu

agiktir. Ayrica K nin determinanty; det K = r(y—us)—s(z—ur) = ry—rus—sz+sur olup
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detK = ry — sx = 1 olur. Dolayisiyla K(oo, ﬂ) € Gynn olup - — =z € Gunn

N sN yN
bulunur.
ii) 2= —ur mod N, ry — sz = —1, r* = 2* = 1 mod n olarak almip benzer sekilde
LN — iN € Gy N oldugu gosterilir. Bu durumda ifade kanitlanmig olur.
s y

Teorem 3.3.3 A,(N) nin @n(N ) deki alt yoriingesel grafi F,, ,, y olsun. Bu durumda;

Fyn,n Uggen igerir <= W Fu+1=0mod N ve u?> =1 mod n dir.

Ispat. 7 =7 : Fynn de transitiflikten dolay1 oo — & — v — oo liggenini alabiliriz.
T

Eger v = N ve 00 = 0 seklinde ele alinirsa
1 R U R r R 1
X0 = — e — R — —_ =
0 N sN o0

olur. Burada 0.r — sN = —N dir ve boylece s = 1 bulunur. Dolayisiyla v = % dir.

Ayrica u* = 1 mod n ve r* = 1 mod n oldugu aciktir.

Funn de % — % kenar1 ve % < % icin r = —u? mod N ve uN —rN = —N dir.
Burada r = u + 1 oldugundan u 4+ 1 = —u? mod N dir. Boylece u?> +u+ 1 = 0 mod N
bulunur. F,, ny de % — % kenar1 ve % > % icin r = v mod N ve uN —rN = N

dir. Burada r = u — 1 oldugundan u — 1 = u® mod N dir. Boylece u?> —u+1 = 0 mod N

bulunur.

r* = 1 mod n kongriiansinin c¢oziimleri; 1 < k < n ve k € Z olmak iizere r = u F k
u

N
olmaldir. Buradan da k = F1 elde edilir. Yine n|N oldugundan u?> Fu + 1 = 0 mod n

seklinde olsun. Buna gore % — kenarimn F, , y de olmasi i¢in 1.u—1.(uFk) = F1

ve u2 = —1 4+ u mod n dir. Bu durumda

r=wusFr) =W Fu+1)’=(-1tuF2ut+1)=(Fu)l=u> =1 modn

oldugu sonucuna ulagihr. O halde F,, v de iiggen var ise u> Fu + 1 = 0 mod N ve

u? = 1 mod n elde edilir.

7 =" uFu+1=0mod N ve u? =1 mod n olsun. Burada A,(N) nm Q,(N) de
1

transitif oldugu bilinmektedir. Buna gore F),,, v de oo — % — u;

bir yonlendirilmis tiggenin var oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten,

— oo seklinde
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U uF1

N N € Funn i¢in u—1=u? mod N ve uN — N(u—1) = N seklinde veya
u+ 1= —u? mod N ve uN — N(u+ 1) = —N seklinde olmahdir. Ayrica u®> = 1 mod n
ve (uF 1)> = 1 mod n oldugundan dolay1 u* = 1 mod n ve (uF 1)* =1 mod n dir. Yani
% ile say1ilari Qn(N ) kiimesindedir. Buna gore F,, y grafinda, kenar kogullari
agagidaki gibi saglanir. Boylece
i) % — u];l icmnu?—u+1=1mod N, lu—1(u—1)=1,u* = (u—1)* =1 mod n
ii) % — u]—i\—fl icinu  +u+1=1mod N, lu—1(u+1) = -1, u* = (u+1)* =1 mod n
bulunur. Bu durumda u? Fu+ 1 = 0 mod N ve u?> = 1 mod n olmak iizere elde edilen
00— % — u; L — oo ucgeni F,, v grafindadir. Dolayisiyla bu kosullarda F, , n

bir tiggen ihtiva eder.

Teorem 3.3.4 N € Ny ise I, ,, y ters yonlendirilmis ticgen igermez.

Ispat. N € N, yani N > 1 olsun. Bu durumda ¢ € Z olmak iizere

_1_>u<_t_>1_
T N N 7o ™

seklinde bir ters yonlendirilmis iicgen olsun. Ayrica u* = 1 mod n ve t* = 1 mod n oldugu

asikardir.

t t t
Eger % <% ise % — v\ % € Fu7n7N> kenar icin u = ut mod n ve de
tN —uN = N olur. Boylecet =1 mod N ve t = u+ 1 oldugundan u+1 =1 mod N dir.

Yani u = 0 mod N olur.

Eger % > % ise % — %, % — % € Fu,n7N) kenar1 icin u = —ut mod n ve de
tN —uN = —N olur. Boylecet = —1 mod N vet = u—1 oldugundan u—1 = —1 mod N
dir. Yani u =0 mod N olur.

Yukaridaki incelemelerden her iki durumda da v = 0 mod N bulunur. Halbuki
(u, N) = 1 oldugundan N > 1 ile celigki olugur. Béylece N > 1 ve N € Z* i¢in F,, n

grafi, ters yonlendirilmis tiggen ihtiva etmez.

Teorem 3.3.5 Uy := {u € Z* : (u,N) =1veu < N,N € Z*} olsun. Bu durumda
A, (N) grubu 2.mertebeden bir eliptik eleman igerir <= F,,,, y bir kendi eslesmis kenar

igerecek sekilde bir u € Uy vardir.

Ispat. 7 = 7 : T € A,(N) bir 2. mertebeden eliptik eleman olsun. Yani burada
Z € A,(N), a* = 1 mod n ve merT = 2 alahm. Bu durumda 7' eleman

a
T(CN
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icin 12T = a+d =0 ve detT = ad — bcN = 1 oldugundan ad = 1 mod N bulunur. Buna
gore d = —a ve ad = 1 mod N dir ve a*> = —1 mod N elde edilir. Burada (a, N) = 1
oldugundan u = a mod N olacak sekilde bir v € Uy vardir. u?> = —1 mod N olur.
Ayrica n|N oldugundan u* = —1 mod n dir. Dolayisiyla u?* = 1 mod n kongriians: da

saglanmaktadir. Buna gore F),,, y de bir kendi eslesmis kenar igerir.

7 =" : Tersine u?> = —1 mod N olsun. Burada u*+1 = kN olacak bicimde bir k € Z

v  —k

vardir. Buna gore V' := ( N —u

) eleman: tanmimlanirsa V € A, (V) ve merV = 2

2 2

olur. Gergekten n|N ve u —1 mod N oldugundan u —1 mod n bulunur. Boylece
u* = 1 mod n olur. Bununla birlikte detV = —u? + kN = 1 ve izV = 0 elde edilir. O

halde A,,(N) nin 2. mertebeden bir eliptik eleman ihtiva ettigi goriilmektedir.

Ornegin n = N =5 ve u = 2 icin A5(5) grubunu ele alalim. Burada u?> = —1 mod 5

icin 22 = —1 mod 5 saglaniyor.

V= < ? :; ) € A5(5) alimirsa detV =1, izV = 0 ve merV = 2 olur. Dolayisiyla

—

(G2 R\

icn2=12mod5vel.1-20=1

(G20 )
[
N Ol

1
= — 3 icin 1 =—-22mod5ve20—-11=-1

seklinde kendi eglesmig kenar1 mevcuttur.

Teorem 3.3.6 A, (N) grubu 3. mertebeden bir eliptik eleman icerir<= F,,, y de bir

iggen icerecek sekilde bir v € Uy vardir.

Ispat. " =" : K e A, (N) bir 3. mertebeden eliptik eleman olsun. Buna gore

K = ( ZN Z ) ve mer K = 3 olarak almsim. Dolayisiyla izK = |a +d| =1 ve
ad — bcN = 1 dir. Burada a + d = F1 ve ad = 1 mod N verilerinden yola g¢ikarak
a(F1 —a) =1 mod N bulunur. Yani a®* +a+ 1= 0 mod N dir. Bununla birlikte n|N
oldugundan a® = —1 F a mod n dir. O halde a = u icin Fynn de

a aFl1 1

— — — —
N N 0

o0 =

0
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liggeni elde edilir. Gergekten a® = 1 mod n ve (a F 1)* = 1 mod n olur ve dolayisiyla
a*+a+1=0mod N ve a*> =1 mod n bulunur. Buna gore a € Uy olacak sekilde F, ,, v

de bir tiggen vardir.

7 <=7 Aksine F,, n bir iicgen ihtiva etsin. Buna gére A,,(N) grubu @n(N ) lizerinde

transitif oldugundan agsagidaki gibi

1_>u_)u$1_>1
0 N N 0

=0

ticgeni F, , n de olsun. Bu durumda

_ 2
S = —l]LV (u qufr /N ) eleman tanimlanirsa S € A,,(N) ve merS = 3 olur.
Gergekten |izS| = | —u+uF 1 =1vedetS = —w>+u+u*Fu+1=1dir. Ayrica

burada % € Q.(N) oldugundan u* = (—u)* = 1 mod n olur. Dolaysiyla A,(N) nin S

doniigimi sekilde 3. mertebeden bir eliptik eleman icerdigi gortiliir.

T 3.3.7 r — L — K — !
eorem 3.3.7 — — — —
sN yN tN sN’

k k
T(SLN) = yiN’ T(yiN) = T(t_N> = SLN olacak gekilde 3. mertebeden bir

T € A, (N) eliptik eleman: vardir.

F v de bir tiggen olsun. Bu taktirde

. k A
Ispat. SLN’ yiN’tW € Q,(N) oldugunu kabul edelim. 7* = 1 mod n, 2* = 1 mod n
k* = 1 mod n oldugu aciktir. - — =z € F,,n oldugundan ry — sz = F1 ve her
sN yN Y
S € A, (N) igin ST—IN = S(%) — S(yiN) = yf_;\f € Fyunn ve riyr — s1z1 = F1 dir.
An(N) nin Q,(N) deki transitif durumundan K (;_IN) =oove K <y:f_]1\f) = % olan bir
K € A,(N) mevcuttur.
k k k 1
;—;V — K(m) = tl_]l\f ve x1t; — y1k1 = F1 oldugundan 751_]1\7 = u; olur. Yani

K elemam

r T k r

sN yN tN sN
ug¢genini,

1 . Uu . uF1 . I
70N N 0~ >
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liggenine resmeder. u? Fu+1= 0 mod N olup n|N oldugundan u* Fu+1 = 0 mod n ve

ut =1 mod n, (uF 1)* =1 mod n ifadelerinden u?> = 1 mod n elde edilir. Bu durumda
—u  (WVFu+1)/N
—N uFl

bir eliptik elemamdir. Burada T := K~'SK alimirsa T' € A,(N) elemam 3. mertebeden

yukarida ifade edilen S := ( eleman1 A,,(N) nin 3. mertebeden

bir eliptik elemanidir. Teklik sart1 acik oldugundan bu 7T istenen kosullar1 saglar.

Uygulama 3.3.1 N = 21 ve n = 3 olsun.

a) Fy301 = Ey7 grafn: 42 + 4+ 1 =0 mod 21 ve 42 = 1 mod 3 olmak iizere
1 4 5 1

—_— = — — —
0 21 21 0
ticgeni E, 7 grafindadir. Gergekten u = 4 oldugundan

1 4

0 — 1 icin4=14mod 21 ve 1.1 —4.0 =1,

4 5

il — ici =44 21 14—-15=-1
o N 57 e 5 mod 21 ve 5 ;
5 1

31 — g icin 1 = —-5.4mod 21 ve 5.0 — 1.1 = -1

kenar kogullar1 saglanir.

b) F5 391 = E57 grafu: 52 =541 =0 mod 21 ve 52 = 1 mod 3 olmak iizere
1 5 4 1

—_— = = — —
0 21 21 0
licgeni Es ;7 grafindadir. Gergekten u = 5 oldugundan

1 5 ..

— — —i¢cin 5= 1.5 mod 21 ve 1.1 — 5.0 =1,

0 21 ~°

5 4 .. B
i—>ﬁlg1n4:5.5 mod 21 ve 5.1 —4.1 =1,
4 ..

ﬁ—>61§m15_5'4 mod 21 ve 4.0 — 1.1 = -1

kenar kogullar1 saglanir.

C) Firo1 = Ey3 graf: 42 +4+1 = 0 mod 21 ve 4> # 1 mod 7 oldugundan Ej3

grafinda kogullar saglanmadigindan tiggen yoktur.

Uygulama 3.3.2 N =57 ve n = 3 olsun.
a) Frasr = Erq9 graf: 72+ 7+ 1= 0 mod 57 ve 7> = 1 mod 3 olmak tizere
1 7 8 1

0 5 51 0
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licgeni Ey 19 grafindadir. Gercekten u = 7 oldugundan

1

5 - 5—77 icin 7= 1.7 mod 57 ve 1.1 — 7.0 =1,

7 8

w7 — = icin 8 = —7.7 mod 57 ve 7.1 — 8.1 = —1,
8 1

= — g icin 1 = —8.7 mod 57 ve 8.0 — 1.1 = —1

kenar kogullar1 saglanir.

b) Fy357 = Fg19 grafi: 8 —8 +1 =0 mod 57 ve 82 = 1 mod 3 olmak tizere

1 8 7 1

0 57 57 0

licgeni Eg 19 grafindadir. Gercekten u = 8 oldugundan

1 8
5 — = icin 8 = 1.8 mod 57 ve 1.1 — 8.0 =1,
8 7
w7 — e igin 7= 8.8 mod 57 ve 8.1 — 7.1 =1,
1
5—77 — 0 icin 1 = —-7.8 mod 57 ve 7.0 — 1.1 = —1

kenar kogullar1 saglanir.

c) Fy1957 = Eg 3 grafu: 82 —8+41 =0 mod 57 ve 82 # 1 mod 19 oldugundan Eg 5 grafi

kosullar saglanmadigindan ti¢gen ihtiva etmez.

Uygulama 3.3.3 N = 111 ve n = 3 olsun.
a) Fios111 = Fios7 grafi: 102+ 10+ 1 =0 mod 111 ve 10> = 1 mod 3 olmak tizere

1 10 11 1

—— — — —
0 111 111 0

ticgeni Eng 37 grafindadir. Gergekten v = 10 oldugundan

1 10 . . _ B

0 — 111 icin 10 = 1.10 mod 111 ve 1.1 — 10.0 =1,
10—>11" 11 = —10.10 mod 111 ve 10.1 — 1.11 = -1
1T T .10 mo ve 10. A1 = -1,
11 1

— — —i¢gin 1 = —11.10 mod 111 ve 11.0 — 1.1 = —1

111 0~

kenar kogullar1 saglanir.

b) F113111 = Fi137 grafi: 112 — 11+ 1 = 0 mod 111 ve 11> = 1 mod 3 olmak fizere

1 11 10 1

—— — — —
0 111 111 0
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licgeni Ey; 37 grafindadir. Gergekten v = 11 oldugundan

1 11 .

— — — i¢in 11 = 1.11 mod 111 ve 1.1 — 11.0 =1,

0 111 ~

1l — 10 10=11.11 d 111 11.1-101=1
— —— i¢in 10 = 11. 1-101=
111 mod SR ve ’
10 1. . :
IRl — g l¢in 1= —-11.10 mod 111 ve 10.0 — 1.1 = —1 dir.

c) Fiosri11 = Fios grafi: 102410 + 1 = 0 mod 111 ve 10> # 1 mod 37 oldugundan

Eyo 3 grafi da tiggen bulundurmaz.

Teorem 3.3.8 N cift ise F), ,, v tiggen igermez.

ispat. Burada teorem 3.3.3 ten kamt agikardir. Ancak biitiinliik olmasi agisindan ispati
verelim. F),, v grafinda

r - x x - kEk - r

sN = yN yN ~tN’ tN ~sN

olacak sekilde % — yiN — N — 5 i¢ggenin oldugunu varsayalim. Burada

liggenin koseleri Qn(N) iizerinde oldugundan 7* = 1 mod n, 2* = 1 mod n, k* = 1 mod n
dir. Ayrica N cift ve bu koselerdeki rasyonel sayilar indirgenmis kesir olduklarindan
(r,sN) =1, (x,yN) = 1, (k,tN) = 1 bulunur. Bu durumda (r,s) = 1, (z,y) = 1,
(k,t) = 1 olacak sekilde r, x, k tek tamsayilar olur.

Ucgenin kenar kogullara gore;

1. kenar : x =ur mod N very —sx =1

2. kenar : k= —ux mod N ve xt —yk = —1

3. kenar : x = —uk mod N ve ks —tr = —1
sartlart mevcuttur. Buradan

ry —sr=1=ryk —sxk =k
= rat—sztk=k—r
2t —yk = -1 = rat —ryk = —r

bulunur. Dolayisiyla z(tr — sk) = k — r ve tr — ks = 1 oldugundan = = k — r elde edilir.
Bu durumda k ve r tek say1 oldugundan z ¢ift say1 olur ki bu bir ¢eligkidir. Burada hem
(x,N) =1 hem de x in bir ¢ift say1 olmasi miimkiin degildir. Buna gore N ¢ift ise F,, ,, v

icgen icermez.

Teorem 3.3.9 p € P ve p > 5 icin F,,, vy de tiggen bulunmaz.

ispat. p|N, p € Pve p > 5 olsun. Varsayalm ki F,, y de

1 1 1
0=~ L v — =00

0 N N 0
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seklinde bir {iggen bulunsun. Bu durumda u?> Fu+ 1= 0 mod N ve u?> = 1 mod p dir.
Burada u? = 1 mod p kongriiansinin Z, de u = 1 ve u = p — 1 gibi iki ¢oziimii vardir.
Eger u = 1 ise durum agikéardir. Sayet u = p — 1 ise durumu gozden gecirmeliyiz. Ucgen

olmanin ana sart1 ve p|N oldugu kullanilirsa u? F u + 1 = 0 mod p elde edilir.
I.durum
(p—=1°+(p—1)+1=0modp

— p>—p+1=0mod p=p|l = celiski

IT.durum

(p—12—(p—1)+1=0mod p

— p> —3p+3=0mod p = p|3 = celiski

Buna gore p € P ve p > 5 icin F,, y grafi, iicgen ihtiva etmez.

Teorem 3.3.10 p|N,p € Pvep > 5 olmak iizere A,(N) nin Q,(N) iizerinde hareketinden

olusan grafinda, F),, y grafi bir ormandur.

Ispat. An(N) < To(N) < T ve Ap(N) nin I' nin 6zel bir kongriians alt grubu oldugu
aciktir. I' modiiler grubunun graflarinda n kenarh hiperbolik ¢okgenlerden en fazla tiggen
ihtiva ettigi bilinmektedir. Bu bilgi D. Singerman, G. A. Jones ve H. Wicks’ in [11]

referansh galigmasinda yer almigtir.

pIN, p € P ve p > 5 icin A,(N) nin QP(N) tizerinde hareketinden olusan F), , n
grafl, teorem 3.3.9 a gore liggen icermemektedir. Dolayisiyla bu kogullarda F,, , x grafi bir

orman olusturur.

Uygulama 3.3.4 a) N = p = 13 olsun.

i) F31313 = F3; graf: 32 +3 4+ 1 = 0 mod 13 ve 3% # 1 mod 13 oldugundan FEs

grafinda tiggen yoktur.

i) Fyi313 = Ey1 grafi: 42 —4 +1 = 0 mod 13 ve 4> # 1 mod 13 oldugundan E,
grafinda tliggen yoktur.
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b) N = 91 olsun.

i) Foro1 = Eo13 graft: 924+ 9+ 1 = 0 mod 91 ve 9% # 1 mod 7 oldugundan Fj 3

grafinda tiggen bulunmaz.

ii) Fip1301 = Eho7 grafu: 102 — 10 + 1 = 0 mod 91 ve 10? # 1 mod 13 oldugundan

Fo,7 grafinda da tiggen yoktur.

3.4 T,(N) nin Q(N) deki Alt Yériingesel Graflar

Tamm 3.4.1 [ genisletilmis modiiler grup, R(z) = —Z ve

FO(N):{(CCL Z)EF: CEOmodN}:{(C?V z)er; ad—chzl}

Po(N) = <F0(N),R(z)> — To(N) U ( o )FO(N)

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.4.2 I'y,,(N) kongriians alt grup ve R(z) = —Z olmak {izere

Pon(N) = <r0,n(N),R(z)> — T, (N) U ( o ) Po.n(N)

seklindedir. Burada N € Z* ve n|N olmak tizere;

Lon(N) = { ( c?\f Z) € To(N) : a®* =1 mod n veya a = d mod n}

grubunun < 1

0 —1 ) yansima elemani ile genisletilmesinden olugan f‘om(N ) grubunun

a b
cN d
ve a*> = 1 mod n dir. Boylece n|N oldugundan ad = F1 mod n bulunur. Bu durumda

elemanlarim daha acik degerlendirelim. Eger ( ) € fO,n<N ) ise ad — bcN = +1

a’*d = Fa mod n ve a®> = 1 mod n den dolay1 d = Fa mod n elde edilir. Buna gore
FonN) =4 (% %) o) : a=Fdmod
0,n - eN d 0 L a=Famoan
dir.

Teorem 3.4.1 s|N ve (a1, s) = (az,s) = 1 olsun. Bu taktirde ¢ = (s, Z) icin;

S

( “ ) ve ( 42 ) , f‘o(N) de esleniktir <= a; = Fay mod t

seklindedir.
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Ispat. Teorem 3.1.8 den ( (11 ) ve < C? ) ,[o(N) altinda eglenik olmas igin gerek ve

yeter kosul a; = ay mod t seklinde idi. Simdi negatiflik durumunu inceleyelim.

1 0 a b a b -
V:(O —1)(CN d):(—cN _d>EFO(N)vedetV:—ad—i-ch:—l

alalim. Bu durumda
ar \ a b ar \ _ aay + bs [ a aay + bs = as
v(s)_<—cN —d)(s>_<—alcN—ds>_(3)<:>{—alcN—ds:s

N
olmaktadir. Boylece ——ajc—d = 1 olur ve dolayisiyla d = —1 mod t elde edilir. Bununla
s

birlikte detV = —ad + bcN = —1 oldugundan —ad = —1 mod t olur ve dolayisiyla
a = —1 mod t bulunur. Bu degerler aa, + bs = a esitliginde kullanilir ise aa; = as mod s
ve buradan aa; = as mod t olur. Buna gore a; = —ay mod t sonucuna varilir.

O halde To(N) de eslenik yap1 i¢in a; = Fay mod ¢ bulunur.

Ayrica f‘O(N ) altinda ( CSL > ve ( —Sa > eslenik olup £ pin yoriingesi
s

[z}:(Z)U(_Sa>:<(;)u($;a)§eklindebelirlenir.

Bu kisimda ozellikle I'o(/NV) nin I'g (V) alt grubunun n { 24 kosulu ile eliptik eleman-

larimni, sonra bu grubun agagida tanimlanacag gibi Q(N) {izerindeki hareketini inceleyelim.

To(N) mn [y, (N) alt grubunu ele alahm. Bu grup icin n { 24 kosulu ile Q(N)
deki imprimitif hareket durumunu arastiralim ve son olarak bu gruplarin alt yoriingesel

graflarinda uygulamalar yapalim.
N € Z* ve n|N igin n 1 24 kogulunu saglamak tizere

b

seklinde tanimlansm. I'g,,(N) kongriians alt grubunun, n { 24 sartiyla eliptik elemanlar

@(N)iz{%e@ : a,bEZveNEZ*}

icin I' nin bilgileri kullamlirsa Iy, (/N) nin ikinci ve fi¢iincli mertebeden eliptik eleman-
larinin var olup olmadigina bakilabilir. Acgik olarak bu grubun ikinci ve tigiincii mer-
tebeden farkh olan bagka mertebeli eliptik elemam yoktur. Burada I'g,(/N) grubunda
belirlenen kogullarda eliptik elemanlar1 aragtirilmalidir. Yine To(N) nin Q(N) deki, tran-

sitiflik durumu ve imprimitif hareket durumu gozden gegcirilmelidir.

Bununla birlikte Ty, (N) = <F on(N),z — —Z> grubunun yukarida ifade edilen

sirada incelenmesi 6nem tagimaktadir. Yani belirlenen kogullarda T'o(N) nin Q(N) deki
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transitiflik durumu ve imprimitif hareket durumu netlestirilecektir. Son olarak da f‘o,n(N )

nin Q(N ) deki alt yoriingesel graflari olugturulup, inceleme verileriyle sonuca ulagilacaktir.

Teorem 3.4.2 n|N ve n {24 olsun. Bu taktirde I'g (V)
a) 2. mertebeden bir eliptik eleman ve
b) 3. mertebeden bir eliptik eleman bulundurmaz.

a b

Ispat. a) V = (cN —a

oldugu aciktir.

) € Ty,n(N) olsun. Burada merV = 2 ve a*> = 1 mod n

V) = ( c(]IV Z ) veya Vo = ( c?\/ _ba > alinabilir.

i) detVy =a®> —bcN =1=a*=1modn=1=1mod n

ii) detVo = —a*> —bcN =1= —a* =1 mod n = —1=1mod n
Boylece i.) den n|0 veya ii.) den n|2 olur ki bu n 1 24 hipotezi ile geligir.

a b .
b) K = < N F1-a ) € L'gn(N) olsun. Varsayima gore merK = 3 ve

a® = (F1 — a)? = 1 mod n durumu agiktir. Burada

a b a b N
K= < ¢cN 1—ua ) veya Ky = ( N —1—ua > almabilir.

K = K, secilirse detK; = a —a?> —bcN =1 den a> —a+ 1 = 0 mod n elde edilir.
Hipoteze gore a®> = 1 mod n den —a + 2 = 0 mod n ve (1 — a)> = 1 mod n oldugundan

a? — 2a = 0 mod n bulunur. Yine a2 =1 mod n den 1 — 2a = 0 mod n elde edilir.

Béylece n|2 — a ve n|l — 2a olur ki bu n|3 olmasi sonucunu ¢ikarir. Dolayisiyla yine
n 1 24 hipotezi ile geligir. Benzer gekilde K = K, secilirse ayni iglem sirasina gore geligki

bulunur.

Bu durumda n|N ve n t 24 kosulu ile I'y,,(N) grubu ikinci ve tigincii mertebeden

eliptik elemanlar ihtiva etmez.
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Simdi burada T'y(N) nin Q(N) iizerinde transitif ve imprimitif hareketini ele alalim.

=l=

Q(N)::{ :a,bEZveN€Z+}

olarak tanimlanan bu kiime T'o(N) (oo

~—

yoriingesini ihtiva eden I'g(/V) nin transitif oldugu

en biiytik kiimelerdendir.

Teorem 3.4.3 N > 1ve N € Z* olsun. Bu taktirde
a) Ty(N) grubu Q(N) iizerinde transitiftir.
b) n {24 ise [y(N), Q(N) iizerinde imprimitif hareket eder.

. k k k
Ispat. a) Teorem 3.1.7 ye gore, — € Q indirgenmig kesir olup T(—) = —L ve s1|N
s S S1

olacak sekilde bir T" € I'y(N) vardir. Burada E, S—i € Q icin oy Ve bl_]l\f alinirsa istenen
T € I'y(N) elde edilmig olur. Boylece I'g(N), Q(N) de transitif hareket eder.

b) Teorem 3.4.1 ve Teorem 3.1.7 den n f 24 kogulu ile Ty(N) grubunu Q(N) iizerinde
imprimitif hareket ettigi gortiliir. Yani @(N ) tizerinde I'o(N) grubunun o6zdeslik ve

evrensel bagintidan farkh bir invaryant denklik bagintisi vardir.

Buna gore [y(N) nin Q(NN) iizerindeki invaryant denklik bagmtisim belirlemeye cahgalim.
Lemma 2.8.3 e gore G := I'\(N), X := Q(N) ve H := I'y,,(N) alnrsa agagidakileri ifade
elde edilebilir.

Bu durumda I, (N) nin Q(N) iizerinde bir invaryant denklik bagmtis1 vardir. Bu

b

bagintiy1 7 ~ 7 seklinde gosterelim. Burada v = LN ve w = iN olup v,w € Q(N )
S Y

secelim. To(N) nin Q(N) deki transitifliginden v = T(c0) ve w = K (00) olacak sekilde
T, K € I'g(N) vardir.

roa xr c . ..
Lemma 3.4.1 T = ( SN b >, K = ( yN d > € I'y(N) olmak tizere I'g ,(N) igin
5 yiN<:>x2Er2 mod n
seklindedir.
. rooa xr c
Ispat. T = < N b ) elon(N), K = ( yN d ) € I'p (V) alimirsa
r x _ _
~ N <= T 'K €Ty, (N) veya TK™' € T,,(N)
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olacaktir. Boylece
_ b —a xr c br — ayN bc — ad
1o _ _
r K_(—SN r><yN d>_(—st+ryN —scN—i—dr)GFD”L(N)
<= (bxr —ayN)*> =1 mod n <= b’z =1 mod n <= 2> = b"? mod n
elde edilir. Diger yandan detT = br — asN = 1 olup br = 1 mod n ve dolayisiyla

r = b~! mod n bulunur. O halde

T r
—<:>.CE2ET2

—N% N mod n
Yy S

bilgisine ulagilir. Ayrica burada imprimitif hareket mevcut oldugundan denklik siniflarinin

(bloklarmm) sayist; pn(n) = [Io(N) : T'g,,(N)| indeks kuraliyla verilir.

Teorem 3.4.4 [31] n, N € Z*, n|N ve n = 2*13%2p3® . p® asal carpanlara ayrihigi

verilsin. Bu taktirde, ¢ Euler fonksiyonu olmak tizere;

(323 L p2r) ap < 3ise

en(n) =
saro(n) oy > 3 ise

seklindedir.

Ayrica I'g(NV) nin Q(N ) deki alt yoriingesel graflarinda ¢alismalar yapilmigtir [31]. Simdi
To(N) nn Q(N) deki alt yoriingesel graflarinda aragtirmalar yapalm.

[o(N) = <F0(N),z — —z> oldugundan

= (3 0003 2 (5 )= (& 4o (o &)

Buna gore

To(N)(o0) := {SLN : T,SGZVGNEZ+}

oldugundan bu kiime Io(N) nm transitif oldugu maksimal kiimelerden birisi olur. Daha

once ifade ettigimiz gibi n { 24 sartiyla

@(N)::{SLNEQ : r,sGZveNEZ+}

olarak tanimlansin. Bu durumda agagidakiler verilebilir.

Sonug 3.4.1 N € Z*, n|N ve n {24 olsun. Bu taktirde f‘o,n(N) grubu ikinci ve tiglincii

mertebeden eliptik eleman icermez.
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ispat. To,(N) = Ton(N) U RTg,(N) ve R(z) = —Z olmak iizere teorem 3.4.2 kul-
lanirlarsa, kanit acik olarak goriiliir. Cilinki f‘o,n(N ) grubundaki eliptik elemanlar varsa
bunlar sadece I'g,, (V) grubunda olmak zorundadir. Bu ise belirlenen kogullarda eliptik

elemanin olmadigini gosterir.

Sonug 3.4.2 N >1ve N € Z" olsun. Bu durumda
a) fom(N ) grubu Q(N) iizerinde transitif hareket grubudur.

b) n 124 ise Tg,(N), Q(N) iizerinde imprimitif olarak hareket eder.

Ispat. f‘om(N ) grubu R(z) = —Z yansimasi ile genigletildigmden I'y, (N) nin diger
ozeliklerini saglar. Burada teorem 3.4.1 ve teorem 3.1.7 birlikte kullamldiginda sirasiyla;
Ton(N) grubu Q(N) de transitif hareket eder ve ayrica n { 24 sartiyla Ty, (N) grubu
Q(N) de imprimitif olarak hareket grubu olusturur.

Simdi T o.n(N) nin Q(N) deki invaryant denklik bagmtisi olusturahm. Lemma 3.4.1
ve Lemma 2.8.3 e gore G := I'\(N), X := Q(N) ve H := I'g,(N) alimrsa agagidaki gibi

bir yorum yapabilir.

Buna gore L', (N) nin Q(N) iizerinde bir invaryant denklik bagmtisi meveuttur. Bu
bagmtiy1 ~* seklinde gosterelim. Burada v = SLN € Q(N) vew = yiN € Q(N) olsun. Bu
durumda () nin Q(N) de transitif olmasidan v = T(c0), w = K (o0) veya v = S(c0),
w = V(o) olan T, S, K,V € f‘O(N) vardir.

roa ro —a r c ro=c
Lemma3.4.2T—(SN b>’S—(SN _b)’K_(yN d)’v_(yN —d)

olup T, S, K,V € fO(N) olmak iizere fO,n(N) icin;

TN*I'

N y—N<:>x2E$r2m0dn

seklindedir.

Ispat. Burada T, K € I'g,,(N); T,V € [0n(N); S, K € I'y,,(N) durumlar seilip, genelle-
meye gidilebilir. Lemma 3.4.1 e gore T, S € f07n(N ) i¢in

r i

S—N%*y—N<:>x2Eir2modn

oldugu aciktir.
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T,V € Ton(N) icin inceleme yapalimn.

_ b —a T —C br —ayN  —bc+ ad .

! - —

! V_<_5N r )(yN —d)_(—st+ryN CsN_dr>€F0,n(N)
< br — ayN = %(csN — dr) mod n <= bx = +dr mod n

bulunur.

Diger taraftan detT" = br — asN = 1 ve detV = —xd 4+ cyN = —1 olur. Boylece
br = 1 mod n ve —xd = —1 mod n dir. Dolayisiyla b = vt mod n ve d = 27 mod n

olur. Bu durumda r~'z = Fz~'r mod n elde edilir. Yani 2> = £+r? mod n bulunur.

Benzer gekilde S, K € r o.n(N) elemanlar i¢in de galigmalar yapilabilir. §imdi de
S,V e fo,n(N ) i¢in son incelemeyi yapalim.

- b a r —c —bx +ayN  bc— ad .

1 = J—

S V_<_3N r)(yN —d)_<—SIN—|—TyN CSN—dT)GFD’n<N)
<= —bx + ayN = +(ecsN — dr) mod n <= —bx = +dr mod n

= bx = +dr mod n

elde edilir.

Bununla birlikte detS = —br+asN = —1 ve detV = —xd+cyN = —1 olur. Buna gore
—br = —1 mod n ve —xd = —1 mod n dir. Dolaysiyla b = = mod n ve d = 2! mod n

bulunur. Bu durumda 22 = Fr% mod n dir.

O halde;

r o« T 2 .2
— R — &= " =Fr-modn
yN = SN +
sonucuna ulagilir. Ayrica imprimitif hareket mevcut oldugundan buradaki denklik simiflarinin

(yani bloklarmm) sayisi; % (n) = [To(N) : [o,. (V)| indeks formiiliiyle olusturulur.

Simdi de To(N) mn Q(N) deki graflarmi ele alalim. Burada (I'g(N), Q(NN)) transitif
grubu oldugundan, agagidaki grup hareketini tanimlanabilir:

A ~ A

[o(N) : Q(N) x Q(N) — Q(N) x Q(N), g € Ty(N)

g:(a,8) — (9(a),9(8))

Bu hareketin yortingesine f‘o(N ) nin bir alt yoriingesi adi verilir. Burada («, f)

yoriingesi O(a, ) ile gosterilsin. Bu yoriingeden hareketle G*(«v, 8) alt yoriingesel grafini
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~

olugturalim. Buradaki grafin kogeleri Q(N) nin elemanlar1 olup (a,b) € O(«, 3) ise bir
kenar1 a —s b ile gosterelim. Bununla birlikte To(N) nin Q(N) de transitif olmasi ne-
deniyle her O(a, ) alt yoriingesi bir (0o, ;%) ciftini icerir. Bu cift, iglem kolayhg icin
(00, %) seklinde aliabilir. O halde alt yériingesi F;;  ve buna karsihk gelen grafida G, v

ile gosterelim. Boylece
wN =Gy =N = N' ve u =14 mod N

elde edilir. Bu durumda her bir N igin tam ¢(N) tane farkh alt yoriingesel G y grafi

vardir.

T r
T 345 — — — €G!y =
eorem N N N
a) r =ux mod N, xs —ry = 1 veya
b) r = —uxz mod N, s —ry = 1 veya

c) r=ux mod N, xs —ry = —1 veya

d) r = —ux mod N, xs — ry = —1 olmasidir.

ispat. (I. durum) o~ — v € Gy alahm. Bu durumda

Tloo L) @ b I w\ ( a au+bN \ ([ x r
"N/) \¢cN d 0 NJ \eN cuN+dN )  \ yN sN
olacak gekilde T € T'g(N) vardir. Boylece

a=1xveau-+bN =r a=xveau=1 mod N
cN =yN ve cuN + dN = sN c=yvecu+d=s

olur. Burada r = ux mod N ve determinant s — ry = 1 bulunur. Benzer sekilde
% u\ a b 1w\ —a  au+bON B r T
N) T \eN d )\ o N) T\ =N cuN+dN )~ \ yN sN

olacak sekilde K € T'g(N) vardir. Boylece

—a=zveau+bN =r . a=—x ve au =1 mod N
—cN =yN ve cuN + dN = sN c=—yvecu+d=s
olur. Burada r = —ux mod N ve determinanti xs — ry = 1 elde edilir.
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Tersine r = ux mod N ve xs — ry = 1 olsun. Bu durumda r = ux + bN olacak
bigiminde bir b € Z vardir. Burada

T = ( y?\/' (T;ngy/N ) € I'y(N) almirsa T'(c0) = ( ?V ) ve

u r 9 . : u «
T ( N ) = ( SN ) oldugu agikca goriiliir. Yani T'(co, ) € G, v ve dolayisiyla

*

o~ — 3 € Gy bulunur. Benzer sekilde r = —ux mod N ve xs —ry = 1 varsaymni ile

ayni sonuclara ulagilabilir.

(IL. durum) - % — % € G}, y olsun.

T( u ) _ a —b I w '\ a au—0bN B x T
N)T\env —da)\o N) T UeN aun—dN )T\ yN sN
olacak sekilde T € fO(N ) vardir. Buna gore

a=uxveau—bN =r a=xveau =1 mod N
cN =yN ve cuN —dN = sN c=yvecu—d=s

bulunur.

Boylece r = ux mod N ve determinant xs — ry = 1 elde edilir. Benzer sekilde
K u a —b -1 u '\ —a  au—0bN B x T
N) T\ eN —d 0 N )7\ —eN cuN—dN )~ \yN sN

olacak sekilde K € I'y(N) vardir. Buradan

—a=zxzveau—bN =r a=—xveau=r mod N
—cN =yN ve cuN —dN = sN —c=yvecu—d=s

elde edilir. Boylece r = —ux mod N ve determinant1 xs — ry = —1 bulunur.

Simdi de tersine kanit degerlendirmesini yapalim. Bu durumda r = —ux 4+ bN olacak

bigimde bir b € Z vardir. Burada T = ( ?j\[ (r j;jﬁiy/ N ) € To(N) almursa

reo=( ) er(d)=( )

oldugu agikca goriiliir. Yani T'(co, i) € G, y ve dolayisiyla N N € G,y olur.

Diger durumlar benzer sekilde incelenebilir. Burada Fj v ile G7, \ grafinin késgeleri
1 —1
-

oo] = 5] = [

blogunda olan alt grafi gosterilecektir.
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Lemma 3.4.3 .5 — 5 € G} y ve § € [o0] olsun. Bu taktirde % ile ;% birlikte aym

blokta yer alirlar.

Ispat. Teorem 3.4.5 ten r = Fuxz mod N dir. n|N oldugundan r = Fux mod n bu-

lunur. Buradan r? = w?z® mod n elde edilir. Ayrica & € [oo] oldugundan burada

u? = 71 mod n dir. O halde > = F2? mod n olur. Bu ise lemma 3.4.2 de tanimlanan

*

~* invaryant denklik bagintisina gore yiN ~* 5 seklinde bulunur.

Sonug 3.4.3 Teorem 3.4.5 ten agagidaki kavram olugturulur:

(i) r =ux mod N, xs —ry =1 veya
. . ) it) r = —ux mod N, s —ry =1 veya
y_NHS_NGFu,N@ i) = ux mod N, zs —ry = —1 veya
| iv) 7 = —ux mod N, xs —ry = —1 dir.

Teorem 3.4.6 F \ grafi liggen ihtiva etmez.

Ispat. F;n da bir v; — vy — v3 — v1 lggeni oldugunu varsayalim. Buna gore

Lo, (N) nin transitif hareketinden dolayr v; = oo ve vy = ~ segilebilir. Boylece

_1_>u_>u$1_>1
70N N 0

bulunur. Koseler [0o] blogunda oldugundan u? = +1 mod n ve (uF 1)? = +1 mod n dir.

Bu grafta bir {iggenin var olmast igin u? Fu + 1 = 0 mod N olmahdir[11]. Bu durumda

once F1 Fu+ 1 = 0 mod N bulunur. Oyleyse 2 Fu = 0 mod n veya Fu = 0 mod n
olmalidir. Sonra u? F2u+1 = F1 mod n den F1F2u+1 = F1 mod n bulunur. Boylece
F2u + 1 =0 mod n elde edilir.

Burada n|2 F u ve n|1 F 2u (ya da n| F u ve n|1 F 2u) bulunur.

n|2 4+ u ve n|l + 2u = n|d + 2u ve n| — 1 — 2u = n|3 = ¢eliski
n|2 —u ve n|l —2u = n|4 — 2u ve n| — 1 4+ 2u = n|3 = ¢eligki

n| Fu ve n|l F 2u = n| £ 2u ve n|l F 2u = n|l = ¢eligki

Bu durumda, Fy y grafi iiggen ihtiva etmez.
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Teorem 3.4.7 n, N € Z*, n|N ve n {24 olsun. Buna gore F; y grafi bir ormandur.

ispat. Teorem 3.4.6 ya gore F)  grafi liggen igermez. D. Singerman, G. A. Jones ve
K. Wicks’ in ¢aligmalarinda [11] ifade edildigi gibi graflar geodezik olarak en fazla iiggen
ihtiva ederler. Burada n { 24 kosulu ile F; \ grafi H-liggen igermez. Bundan dolay1 F; y

grafi bir ormandir.

3.5 Baz IA‘o,n(N) Gruplarinin Simgeleri

Bu kisimda I'g(V) ve ['g,(N) kongriians alt gruplar: ve R(z) = —Zz doniisiimii ile
belirlenen fO(N ) ve fom(N ) gruplarmin simgelerinde inceleme yapilmistir. Ozellikle p € P
say1s1 igin f07p(p) ve f07p(p2) gruplarinin simgelerinin siir bilegenlerinde hesaplamalara
yer verilmigtir. Ayrica bazi gruplarin simgelerindeki 2, 3, oo degerli link periyotlarimin ve

sinir bilegenlerinin sayist bulunmustur.
N € Z* i¢in
To(N) = <F0(N),z — —z> =Ty(N)U ( 0 1 ) To(N)
genigletilmig kongriians alt grubunu ele alalim.

Buna gore oo < To(N) < I’ dir. Burada "~” bagmtis1 Q fizerinde To(N) ile in-

€T ~
= — € Q ise bu
Y

v
veK—(x —m)
Yy —n

Lemma 3.5.1 [11] T = (Z -k ), K = (i —m) e I olmak iizere T, K € T'o(N)

dirgenmis bir r invaryant denklik bagintisi olsun. Eger u =

-
87
durumda T'(00) = u ve K(o0) = v olacak sekilde T' = ( " il:; )

olan T, K € [ vardir.

_t —_

i¢in;

r o

-~ —<=ry—sr=0mod N (ry— sz =FN)

S Y
seklindedir.
. A r T .
Ispat. T\ K € I've u = -, v = — € Q olsun. Buna gore

S Y

ur v T 'K e y(N)

dir. Burada T, K € T’ icin u = v <= ry = st mod N elde edilir.
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Gergekten T' = ( Z il; ), K = ( ;j :7: ) € f, detT = —1 ve det K = —1 alalim.

Boylece
T'K = ( —tetky tm—kn ) € To(N) < sz = rymod N
—Ssr+ry sm-—nr
bulunur. O halde

"urcv<<=ry—sr=0mod N”

(i%z<:>7“y—sx:ZFN>
sy

elde edilir. Bu nedenle oo un blogu; [o0] := {% €Q : y=0mod N } seklinde tanimlanir.
Dolayisiyla imprimitif hareket sonucunda ” =~ 7 altinda denklik say1si;

T To(N) =N]] (1+219)

p|N

seklindedir.

Teorem 3.5.1 [5](Genisletilmiy Hoare-Uzzel Teoremi)
G grubu,

o(G) = (g;F; ma,...,me ;s {11, o, nasy )y ooy (M1, - -y Mksy ) )

simgeli bir NEC grup ve H da G de sonlu indeksli bir alt grup olsun. H- kosetleri
tizerinde GG nin permiitasyon gosteriminin bir ¢; yansimasinin her bir sabit noktasi H
da bir yansima verir. ¢;, c¢;qq ifadeleri ¢;c;pq < oo mertebeden olmak iizere iki yansima
olarak alinsin. Burada y; = c¢;c;1 elemani, r; uzunlugunda bir yoriingeye sahip olsun. Bu
taktirde agsagidakilerden ya (a) ya da (b) gergeklesir:

(a) Bu yoriinge ¢; veya ¢;41 in sabit noktalarin igermez. Béylece bunlar ayni uzunlukta
bagka bir yoriinge olustururlar ve bunlarin ikisi n; /r; bir dogal periyodunu gosteririr.

(b) Bu yoriinge ¢; ve ¢;41 in iki sabit noktasini igerir.

i) r; tek ise ¢; ve ¢;41 birer sabit noktaya sahiptir.

yoktur.

Burada n; /r; olarak iki yansimayn iligkilendiren ¢; ni/Ti ¢;i+1 seklinde bir ~ zincir bagintisi

vardir. Bu bagintilar birlestirilerek n; /r; link periyotlar ile periyodik-devreler elde edilir.

102



Simdi X,(N) = H* /Ty(N) icin Xo(N) = H* /Ty(N) yériinge uzaymm smur bilegenleri
ve cusplarinin sayisini veren ana teoremi verelim. Asagidaki bu teorem, Genisletilmisg
Hoare-Uzzel Teoremi yardimiyla, [ nm yansimalarinin sabit noktalari bulunarak zincir

olugturulmus ve sonuglandirilmigtir.

Teorem 3.5.2 [5] N € Z* ve r sayisi, N nin tam bolenlerinin sayis1 olmak tizere r o(N)

grubu icin asagidakiler verilir:

I. durum: N tek ise Xo(/V) nin siir bilegenlerinin sayis1 2”1 ve her sinir bilegeninde

2 tane cusp vardir.
IT. durum: a) 2||N olsun.
i) N = 2 ise sadece bir smir bilegeni vardir ve ona ait 2 tane cusp vardir.

ii) N = 2m, m > 1 ise 2" tane siur bilegeni vardir ve her bir sinir bilegeninde 4

tane cusp vardir.
b) 22||N olsun.
i) N = 4 ise sadece bir smir bilegeni vardir ve ona ait 3 tane cusp vardir.

ii) N > 4 ise smur bilegenlerinin sayis1 272 ve her bir smir bilegeninde 6 tane cusp

vardir.

c) 23|N olsun . Bu durumda smir bilegenlerinin sayis1 2"~ ve her bir sinir bilegeninde

tam olarak 4 tane cusp vardir.

Simdi de N € Z* olmak iizere, I'y(N) grubunun

Pon(N) = <F07n(N),z - —z> — Ton(N) U ( o ) Pon(N)

ozel alt grubunu ele alalim. Burada

Fon(N) = { ( ol ) € Ty(N) : a=Td mod n}

grubunun simgesinde hesaplamalar yapalim.

Ayrica Ton(N) icin Yo(N) = H* /Ton(N) ve Ton(N) icin Yo(N) = H* /Ty, (N)

yoriinge uzaylar1 bu gekilde belirlenmisg olsun.
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Teorem 3.5.3
a b ¢ (10 (01 (11
¢ d A= o 1 )27 10 )% Lo -1
olsun. Bu taktirde

a) ¢1, Ton(N) ( CCL Z > sabit birakir <= N|2cd ve (ad + bc)> =1 mod n

b) ¢, Lon(N) ( Z ) sabit birakir <= N|d* — ¢? ve (bd — ac)* =1 mod n

o

c) c3, Ton(N) ( CCL Z > sabit birakir <= N|2cd — ¢* ve (ad — ac + bc)* = 1 mod n
dir.

Ispat. ( Z Z ) el vel = PSL(2,Z) UPSL(2,Z) olsun.
a) Ton(IV) ( .« )01 — fa(V) ( “ 0 > —
(1) 8) (% 2)ehin
(& 20 ( %) etumes (507 20 ) et
<= N|2cd ve (ad + bc)* =1 mod n

b) Fo.n(N) ( “ ! ) ¢ = Pon(N) ( .« ) —

b a 0 1 d —b .
<d c)(l 0)(—0 a>€r0’”(N><:>

a b d —b - bd — ac a® — b? -
(c d) ( —c a ) € Lon(N) <= < d? —c? ac—bd) € Lou(N)
< N|d* — ¢* ve (bd — ac)* =1 mod n

) fo,n(N)@ 2)63:1%07“(N)<$ Z) —
(1 3)(4 (4 2t

104



¢c c—d —Cc a 2¢d — 2 —bc+ ac — ad

P— — A — 2— A
<a a b)( d b)eroyn<N)<:>(ad ac + be a 2ab )GFOW(N)

<= N|2cd — ¢* ve (ad — ac+ bc)?> =1 mod n

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Lemma 3.5.2 [' da c1, C9, c3 yansimalari ile olusturulan eliptik ve parabolik elemanlar

asagidaki gibi belirlidir:
0 1 0 —1 11 -
a)le(_l 0),T2:(1 1),T3:(0 1) ve TP =Ty =T5° =1
0 —1 11 1 -1 -
b)T4:<1 0>,T5:(_1 O),Tﬁz(o 1)veT42:T§’:T6:[

ispat.

C1:<0 _1>762:(1 0)703:<0 _1>7(6102>2:<0203)3=(0163) —7

oldugu biliniyor.
1 0 0
a) Tl = 0102:<0 _1>(1
1
0

Ty = cacs =

T3 = cic3 =

Bu durumda T? = T3 = T5° = I bagmtisi bulunur.

01\(1 0
b) T = CQCl:(l 0)(0 —1):

Buna gore T7 = T2 = Tg° = I bagmtisi elde edilir.

Ayrica burada bu dontigiimlerin kendi arasindaki bilegkeleri de kullamilabilir. Yani

(cac3)? = ( _11 (1) ) ve (cger)F = ( _11 _f )
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gibi elemanlar1 da gozontine alinabilir.

Lemma 3.5.3 ad = 1 mod s ifadesi a = d mod s yi saglar ancak ve ancak s, 24 {in bir

tamsay1 bolenidir.

Ispat. "=": ad = 1 mod s ifadesi a = d mod s kongriiansini saglasin. Simdi asagidaki

kiime Us := {a € Zs | (a,s) = 1} seklinde tanimlansin.

Burada a®> = 1 mod s oldugundan kongriiansi saglayan her bir a € U, icin s nin

bulunmasina indirgenir.

Bu durumda s = 22.3%¢{" ... g%, (¢; € P, ¢ # 2,q; # 3) olsun. Buna gore burada
Us = Usa X Usp X Uq;n X ... X Uq:k elde edilir. Eger p tek asal say1 ve n > 1 ise Upn
nin devirli oldugu goriiliir. Bu gruplarin mertebeleri sirasiyla ¢(3%), o(¢), . .., p(qe*)
seklinde belirlidir. Ciinkii bu gruplarin her birinin iki elemani olup bunlarin mertebesi 2
dir. O halde f = 1 olmalidir ve ¢;"* mevcut degildir. Boylece ya 8 =0 ya da 8 = 1 olmak

lizere s = 2°3° seklinde belirlidir.
Diger yandan o« > 3 ise bu taktirde Usa := {F5' : 0 < t < 272} geklindedir.

Burada 5 in m. mertebesi tam olarak 22 dir. Eger o > 3 ise m en az 4 olur ki Usa
nin her elemani 2. mertebeye sahip oldugundan celigki olugur. Boylece a < 3 olmalidir.

Sonug olarak s|24 elde edilir.
7<=": Bu tarafi gormek daha kolaydir.

ad =1 mod s ve s|24 alahm. Bu durumda ¢(24) = 8 oldugundan asagidaki gibi
a,d € {1,5,7,11,13,17,19, 23} seklinde a ve d tamsayilarim belirleyelim. Yani 24 ten
kiigiik ve 24 ile aralarinda asal olan sayma sayisit 8 olup secimi yukaridaki kiimeye gore
yapalim. Bu durumda a? = d* = 1 mod s bulunur. Boylece a = d mod s kongriians: elde
edilir.

Burada lemma 3.5.3 te tanimlanan Use kiimesini tekrar dikkate alalim.

a=1=Un:={a € : (a 1} = {1} ve a* = 1 mod 2

1} = {1,3} ve > =1 mod 4

2)
a=2=Up:={a€Zy : (a,4)
8)

a=3=Up:={a€ls : (a 1} ={1,3,5,7} ve a* = 1 mod 8

a=4= Uy :={a€Zy : (a,16) =1} ={1,3,5,7,9,11,13,15} ve a®> = 1 mod 16
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Simdi Uy icin merU;s = 4 olur ki bu olmaz. Yani s = 2°37 degeri icin 0 < o < 3 ve

0 < B <1 olacak sekilde o ve 8 sayma sayilar1 mevcuttur.

Teorem 3.5.4 n, N € Z* ve n|N olsun.

Bu taktirde;
a) nj24 < T, (N)=TyN)
b) n[24 <= T, (N) = o(N)
seklindedir.

ispat.

a) "= " n|24 olsun. Buradan 3k € Z 6yleki 24 = nk dir. Ty, (N) < T'o(NV)
oldugundan I'y ,,(N) C T'o(V) ifadesi agiktir. §imdiI'g(N) C I'g, (V) oldugunu gosterelim.

T = gN Z) € I'o(N) alalm. Bu durumda detT’ = ad — bcN = 1 olur ve

ad = 1 mod n bulunur. Lemma 3.5.3 ten n|24 ve ad = 1 mod n i¢in a = d mod n elde

edilir. Yani a® =1 mod n ve boylece T € 'y ,(N) olur.
a b
cN d
gore ad—bcN = 1 olup ad = 1 mod N elde edilir. Boylece n|N oldugundan ad = 1 mod n

"<=" T'9,(N) =Ty(N) olsun. Burada € Lpn(N) =To(N) alalim. Buna

bulunur. Yine T € Iy, (V) oldugundan a = d mod n ve lemma 3.5.3 ten n|24 olmahdir.

b) Ton(N) = Ton(N) U RTo,.(N) ve R(z) = —Z oldugundan a) durumuna gére

Lon (V) icin ispat aciktir. Burada Ry, (V) i¢in kaniti olugturalim.

” . . (1 O a b .
=" : n|24 olmak tizere T' = ( 0 1 ) ( N d ) € RI'y,(N) alalim. Boylece
a b

—cN —d
ifadeleri ile lemma 3.5.3 kullanilirsa a = d mod n elde edilir.

€ RI'yn(N) ve —ad+bcN = —1 olur. Buradan —ad = —1 mod n ve n|24

y o i . 1 0 a b

<" Iy (V) =T'o(N) olmak iizere ( 0 1 ) ( N d ) € RI'y,,(N) alalm.
Bu durumda —ad + bcN = —1 ve a = d mod n oldugu biliniyor. Buna gore buradan
—ad = —1 mod n ve a = d mod n elde edilir ki yine lemma 3.5.3 ten n|24 sonucuna

varilir.
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Teorem 3.5.5 p € P olmak iizere I’ 0p(p) grubunun simgesindeki smir bilesenleri icin
asagidakiler verilebilir:

a) p = 2 ise grubun simgesinde bir tane smir bilegeni ve bu bilegende bir tane 2 degerli
link periyodu ve iki tane cusp vardir.

b) p = 3 ise grubun simgesinde bir tane sir bileseni ve bu bilesende bir tane 3 degerli
link periyodu ve iki tane cusp vardir.

c) p = 5 ise grubun simgesinde bir tane smir bilegeni ve bu bilegende iki tane cusp vardir.

Ispat. a) N = p = 2 olsun. Teorem 3.5.4 ten ['g»(2) = I'¢(2) olur ve teorem 3.5.3 iin

ikinci gartlar1 yerine sadece birinci sartlarina gore inceleme yapilabilir.

k% Xx X ko ok
€1 yansimasi 01 , E 1 1)

X X
Co yanslimnasl 11 s

X X
C3 yanslimasl 0 1

elemanlarin sabit birakir. Teorem 3.5.2 ve lemma 3.5.2 den sinir bilegenleri icin ¥y zinciri;
Dk x 1% o« 0o P % % 2 (% x
1%/ % x 0o P % x 1% o«

elde edilir. O halde grubun simgesinde bir siir bilegeni olup bir tane 2 degerli link

periyodu ve iki tane cusp vardir.

b) N = p = 3 olsun. Yine teorem 3.5.4 ten Tg5(3) = ['x(3) olur ve bu durumda

teorem 3.5.3 uin ikinci gartlari yerine sadece birinci sartlarina gore inceleme yapilabilir.

— %
~
<
©)
VR
— %
O *

*
€1 yansimasl ( 0

*
Co yansimasl ( 11

X X x X
C3 yansiimasl 0 1 ve 2 1

elemanlarim sabit birakir. Teorem 3.5.2 ve lemma 3.5.2 den sinir bilegeni igin Ty zinciri;

T % 1/ x % 0o P x % 3P % x
1 2/ % x 1/ % x oo % %
~ 1 1 ~ 01 ~ 01
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seklinde bulunur.

Buna gore grubun simgesinde bir tane sinir bilegeni ve bu bilesende bir tane 3 degerli

link periyodu ve de iki tane cusp vardir.

c) N = p =5 olarak I';5(5) grubunda incelemeler yapahm.

a b ~ a b .
5o d ) ve I'g5(5) ( R > elemanlarini sabit birakir. Bu-

rada teorem 3.5.3 1in a) sma gore sartlar saglanir. Gergekten ad — 5bc = £1 oldugundan

N|5¢d ve (ad + 5bc)* = 1 mod 5 bulunur. Sonra (5ad + bc)? =1 mod 5 elde edilir.

i) ¢; yansimasi Tg 5(5)

a=1ve d=1;4

=2 ve d=2;3

2 — )
(ad)* =1 mod 5 = ad = £1 mod 5 = —3 ve d=2:3
a=4 ve d=1;4

Burada a = —d mod 5 saglamir. Benzer sekilde (bc)> = 1 mod 5 ifadesinde de aym

durum olusur.

]f i& ) elemanlarin sabit

A

Buna gére ¢; yansimast Lo 5(5) ( i& ]f > ve I'o5(5) (

birakir. Boylece

a b 1 kN [a b 1 ~k\ (a —akFb .
(50d)( 01) _<5cd)(0 :i:1>_(5c —5kc¢d)€F075(5)
ve
a b EF1N"' [a b 0 +1\ [ -b Fa+bk € Fos(5)
c bd 1 0 ~ \ ¢ 5d 1 k )=\ =5d Fc+5kd 0,5

bulunur. Bu durumda ¢; yansimas: L' 5(5) 562 Z ve Do 5(5) Z 52 ) elemanlarini
sabit birakir. Ustelik bu elemanlar ile I'g 5(5) ( :;1 ]f ) ve To5(5) ( ]f :El ) eleman-

lar1 ayni koset sinifindadir. Dolayisiyla ¢; yansimasi genelligi bozmadan ; 1( ve

( 1( ; ) elemanlarim sabit birakir.

ii) Teorem 3.5.3 ten

5/ d* — ¢?

¢y yansimasi IA“O,5(5) ( Z fl ) yi sabit biraktir <= { (be — ad)? = 1 mod 5
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olmaktadir. Bdylece 5|(d — ¢)(d + ¢) olur. Buradan 5|d — ¢ veya 5|d + ¢ dir. O halde
d—c=0mod5 veya d+ ¢ =0 mod 5 bulunur. Buna gore yac=d =1 yadac= —1,
d = 1 alinabilir.

Co yansimasl f‘g’5<5) ( ? li ) ve f075(5) ( _al li ) elemanlarim sabit birakir. Bu

durumda

a b k t _1_ a b 1 —t\ [a—b —at+bk .
O (4 ) (7 ) e
ve

a b Et\ " [ ab 1 —t\  [a+b —at+bk\ -
(A (30 )-( )

dir. Dolayisiyla ¢y yansimasi genel yapi modeliyle ( >1k 1( ) ve ( ) elemanlarini

* *
-1 1
sabit birakir.

iii) Teorem 3.5.3 ten

52cd — c?

c3 yansimasi f0,5(5) < z Z ) yi sabit biraktir <= { (ad — ac + be)> = 1 mod 5

olmaktadir. Burada yine iki durum onem kazanir. Boylece ya ¢ =0, d =1 ya da ¢ = 2,

d = 1 alinabilir.

> ve To5(5) ( ; Zi ) elemanlarini sabit birakir. Bu du-

(8 ?)(g i)_1:<8 ?)(é 7:)2(8 _a2+bk)€f0,5(5)
(B1)(50) = D)5 0) = 5t ) et

x ok
“\21
sabit birakir. Buna gore ), i7), 7i¢) durumlar ile teorem 3.5.2 ve lemma 3.5.2 den T3 zinciri;

T 1 /% x 0o P x % 1%/ % %
01 ~ 10 ~ 2 1 ~ 2 1
1 @ * ok 0o * %k

elde edilir. O halde grubun simgesinde bir tane sinir bilegeni ve sinir bilegeninde iki tane

S

¢3 yansimasi f‘075(5) (

rumda

ve

elde edilir. Boylece c3 yansimasi genel yapi modeliyle ; i Vi elemanlarini

oo degerli link periyodu (cusp) bulunmaktadir.
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Sonug 3.5.1 Asagidaki gruplar igin;

a) T'o1(1) = To(1) = I’ mn simgesinde : C' = {(2,3,00)},
b) [o2(2)
(

c) To5(3) grubunun simgesinde : C' = {(o0, 3, 00)},

grubunun simgesinde : C' = {(00,2,00)},

d) To5(5) grubunun simgesinde : C' = {(o0, 00)} dir.

Teorem 3.5.6 p € P olmak iizere fo,p(pQ) grubunun simgesindeki sinir bilegenleri igin

agagidakiler verilebilir:

a) p = 2 ise grubun simgesinde sadece bir tane sinir bilegeni vardir ve buna ait 3 tane

cusp vardir.

b) p = 3 ise grubun simgesinde sadece bir tane siir bilegeni vardir ve buna ait 2 tane

cusp vardir.

c) p = b5 ise grubun simgesinde yine bir tane smur bilegeni vardir ve buna ait 2 tane

cusp vardir.

Ispat. a) n=p=2ve N = 22 olsun. Teorem 3.5.4 en I'g5(4) = I'y(4) olur ve boylece

teorem 3.5.3 iin ikinci sartlar yerine birinci sartlarina gore inceleme yapilabilir.
* ok *x ok * % * %
€1 yansimasl (0 1),(1 O)’(2 1),(1 2>,
vyasmas (7 1) (7 1)
coyasmass (07 ). (5 1)

elemanlarim sabit birakir. Buna gore teorem 3.5.2 ve lemma 3.5.2 den ¥ zinciri;
D% % 17/ % x oo M x % 1 % x
oo @ x %) 17 « %\ 1 7/ %
1%/ % % 0o Mk x

elde edilir. Boylece grubun simgesinde bir tane siir bileseni ve buna ait 3 tane cusp

vardir.

b) n=p =3 ve N = 3% olsun. Teorem 3.5.4 ten I'3(9) = ['x(9) bulunur ve ayrica

teorem 3.5.3 1in ikinci sartlari yerine birinci sartlarina gore inceleme yapilabilir.

x ok * %
€1 yansimasl 10/)'\o 1)
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x % Xk
Co yansimasl 11 )\ Z1 1)
X % x %
€3 yansimasl ( 01 ) , ( 9 1 )

elemanlarini sabit birakir. Bu durumda teorem 3.5.2 ve lemma 3.5.2 den %5 zinciri;

D w % 1/ % x 0o P % x 1 2/ % x
01 ~ 1 0 ~ 2 1 ~ 2 1
1 “ % ok 00 Pl % %
~ -1 1 ~ 01

bulunur. O halde bu grubun simgesinde bir tane sinir bilegeni ve buna ait 2 tane cusp

vardir.

c) n=p=25ve N =5 olsun. Simdi f’075(25) grubunu inceleyelim.

i) Teorem 3.5.3 ten

A o a b C 25(2c¢d
¢1 yansimasi g 5(57) ( e d > yi sabit biraktir <= { (ad + be)? = 1 mod 5
olmaktadir. Bu durumda ¢; yansimas: I'g5(25) a b ve T95(25) a b ele-
' 02 25¢ d 02 ¢ 25d

manlarini sabit birakir. Burada teorem 3.5.3 lin a) sina gore gartlar saglanir. Gergekten ilk
olarak N = 25 ve ad — 25bc = +1 oldugundan N|25¢cd ve (ad+25bc)* = 1 mod 5 bulunur.
Ikinci olarak N = 25 ve 25ad — bc = %1 oldugundan N|25cd ve (25ad + bc)®> = 1 mod 5

bulunur.

Boylece ¢; yansimasi f‘075(25) ( :Bl ]f ) ve f075(25) ( ]f :Bl ) elemanlarim sabit

birakir. Bu durumda

a b 1 kN [ a b 1 —k\ [ a —akFb .
(250 d)( 0 1) _(250 d)(o IFl)_(ZE)c _oskexd ) € T0s(2)
ve
a b k F1 _1_ a b 0 F1\ [ —-b Fa+bk .
(c 25d)<1 0 ) _(c 25d)(—1 k )_<—25d e+ 25kd ) € Tos(%)
e n ~ a b A a b
elde edilir. Buna gore ¢; yansimasi I'g 5(25) ve I'o5(25) eleman-

25¢ d ¢ 25d

larmi sabit birakir. Buradan da bu elemanlar ile I'g 5(25) ( :El ]f ) ve To5(25) ( ]f :'(:)1 )

elemanlarinin ayni koset sinifinda oldugu anlasilir.

Dolayisiyla ¢; yansimasi genel yapit modeliyle < ; T ) ve < >;1< ; ) elemanlarini

sabit birakir.
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ii) Teorem 3.5.3 ten

25|d* — ¢*

Co yansimasi f075(25) ( g Z ) yi sabit biraktir <= { (bd — ac)2 — 1 mod 5

olmaktadir. Buna gore 25|d*> — ¢ = 5|(d — ¢)(d + ¢) = sadece 5|d — ¢ veya sadece
5/d + ¢ olur. Buradan d — ¢ = 0 mod 5% veya d + ¢ = 0 mod 52 elde edilir. Boylece ya
c=d=1yadac=—1,d=1 ahnabilir. ¢, yansimas I'q5(25) ( ClL 1

birakir. Cinkii 2512 — 12 ve (al — b1)? = 1 mod 5 olarak teorem 3.5.3 b) nin gartlarim
a
-1 1

(ED ) =D )= ) e
SO (e neE
(

elde edilir.

) elemanim sabit

saglar. co yansimasi f0,5(25) ) elemanlarim da sabit birakir. Bu durumda

—a—b —at+ bk -
( 0 kot >€F0’5(25)

Dolayisiyla ¢, yansimasi f‘075(25) ( Cll ? ) ve f‘075(25) ( _Ci li ) elemanlarimi sabit

birakir. Yine bu elemanlar ile siradan T 5(25) ( ]f 1t ) ve ['g5(25) ( _li i ) ayni

koset sitmifindadirlar.

*

1 T ) elemanlarini sabit

O halde ¢, yansimasi genel yapt modeliyle ( T i ) ve (
birakir.

iii) Teorem 3.5.3 ten

a

I _ 2
c3 yansimasi Lo 5(25) ( . 25|2¢d — ¢

b L
) yi sabit birakir <= { (ad — ac + bc)? = 1 mod 5

d

olur. Buradaki irdelemede iki durum ortaya g¢ikar. Boylece ya ¢ =0, d =1 ya da ¢ = 2,

d = 1 alinabilir.

C3 yansimasl f‘075(25) ( 8 i) ) ve f075(25) ( g Ii ) elemanlarim sabit birakir. Bu

elemanlar teorem 3.5.3 ¢) nin sartlari saglar. Dolayisiyla

(8 [i>(g i)l_(g Zi)((l) _;f)—<8 _a2+bk>€f0,5(25)
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ve

a b kot \ a b 1 —t a—2b —at+ bk .
(2 1><2 1) _<2 1)(—2 k)_< 0 —2t+k>€r0’5(25)

bulunur.

Yine ayni sekilde elemanlar aynmi koset sinifinda yer alir. Buna gore c3 yansimasi
genel yap1 modeliyle ( Ek) T ve ; T ) elemanlarini sabit birakir. Dolayisiyla acik¢a

teorem 3.5.2 ve lemma 3.5.2 den Tg zinciri;

D w % 1/ % x 00 P x x 1 2/ % x
0 1 ~ 1 0 ~ 2 1 ~ 2 1
1 “ * % 00 P x %
~ -1 1 ~ 01

O halde bu grubun simgesinde bir tane sinir bilegeni ve buna ait 2 tane cusp vardir.

elde edilir.

Sonug 3.5.2 Asagidaki gruplar igin;
a) ['g2(4) mn simgesinde : C' = {(o0, 00, 00)},
b) To5(9) nin simgesinde : C' = {(c0,00)},
¢)lo5(25) nin simgesinde : C' = {(o0, 00)}
seklindedir.

Sonug 3.5.3 a € Z ve a > 1 olmak iizere, T'5(5*) grubunun simgesinde 2 ve 3 degerli
link periyodun bulunmamaktadir. Grubun simgesinde sadece bir sinir bilegeni ve buna
ait 2 tane cusp vardir. Yani, buradaki sinir bilesenlerinin kiimesi C' = {(00, 00)} seklinde

olacaktir.

Su ana kadar yapilan incelemeler ele alindiginda teorem 3.5.2 temel alinarak, daha
once yaptigimiz gibi teorem 3.5.4 kullanilarak tablo 3.1 deki gibi daha genel sonuclara

ulasabiliriz.

Burada dikkat edilmelidir ki T',T92(2),Tos(3) gruplarn diginda 2 ve 3 degerli link
periyodu yoktur. Diger biitiin durumlarda oo degerli link periyodu (cusp) vardir. Bu oo
degerli link periyotlarinin parabolik doniigiimlerle ve hatta onlarin sabit biraktigi sabit

noktalar ile baglantili oldugu goriilmektedir.
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Tablo 3.1 : Bazm I’ o.n(N) nin simgelerinin sinir bilegenleri

Grup Ismi Simgedeki Sinir Bilegenleri Kiimesi
F0,4(4) {(007 o0, OO)}
Lo.4(8) {(00, 00, 00,00)}
I'o.4(16) {(00, 00, 00,00)}
Lo4(24) {(00, 0, 0, 20), (00, 00, 00, 0) }
Lo2(6) {(00, 00, 00, 00)
F0,6(6) {(00700700’00)}
Ij076(12) { (00, 00, 00, 00, 00, 0) }
Ij076(18) {(00, 00, 00, 00) }
I'o6(24) {(00, 00, 0, 0), (00, 00, 00, 00) }
Los(8) {(00, 00, 00, 00)}
Ios(16) {(00, 00, 00, 00)}
Los(24) {(00, 00, 00,00)}
Lo12(12) { (00, 00, 00, 00, 00, 00) }
Lo12(24) { (00, 00, 00, 00), (00, 00, 00, 00) }
Lo24(24) {(00, 00, 00, 20), (00, 00, 00, 0) }

3.6 I'p(N) Fricke Grubunun Simgesel Uygulamalari

1
Bu kisimda I'g(N) kongriians alt grubu F'(2) = N " Fricke yansimas1” ile genisletilerek
z

yeni olugturulan bu NEC grubunda 6zel durumlarda incelemeler yapilacaktir. Ozellikle

baz1 gruplarin simgesel ve bolgesel yapilari tizerinde arastirmalar ve hesaplamalar sunula-

caktir. Ayrica gruplarin simgesindeki sinir bilegenlerinin sayisi ve bu bilegenlerine ait

2,3, 00 degerli link periyotlarina H. Jaffee teknigiyle ulagilmaya cahisilacaktir.

Simdi bu yeni belirlenen grubun tanimini verelim.

a b

Tanim 3.6.1 [5] N € Z* ve I'((N) = { ( ¢ d ) el': ¢=0mod N} olmak tizere

Tp(N) = < T'o(N), F(z) > = < To(N), z — % > = To(N) U F.To(N)

grubuna ” Fricke grubu” denir.

A

Lemma 3.6.1 Her 7' € T' parabolik elemam ve her z € R, i¢gin T(z) = z ise z € Q

olmalidar.
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Ispat. T € T parabolik eleman ve 2 € R., olsun. Burada
b
T(z) = ﬁ, a,b,c,d € Z, ad—bc=1
cz+d
ve | a +d | = 2 oldugunu varsayalim.

ar +b
B ore T'(x) = x oldugund
una gore T'(z) = x oldugundan p———

= z olur ve boylece cz? + (d — a)x +b =0

—dF\/(d—a)®>+4b
¢ il (2 a)” + 4be seklindedir.
c

denklemi bulunur. Bu denklemin kokleri z; 9 =
O halde ad —bc =1 ve | a+ d | = 2 oldugundan (d — a)* + 4bc = 0 elde edilir. Bu

a — ~
durumda x5 = oo € QQ sonucuna varilir.
c

Bu kisimda asagidaki ifadeleri kullanacagiz.

1) 7 =7 ile I'y(V) altinda eslenik olma gosterilsin.

k k
2) (k,s) = 1 olmak iizere — € Q rasyonel sayisin I'g(N)-yoriingelerini [—] ile
s s

gosterelim.

k k
3) { } = {% €Q : 3T eTy(N) dyleki T(;) = ﬁ} seklinde tanimlansin. Burada

S (%

detT =1 ve (k,s) = 1 oldugundan — kesir indirgenmis formdadir ve (u,v) =1 dir.
v
4) I'y(N) nin cusplarimin kiimesi B ve H* := H U B olsun.
5) Xo(N):=H*/Ty(N) ve Xp(N) :=H*,Tp(N) seklinde tanimlansin.

k k k
Tanim 3.6.2 a) { ], Xo(N) de bir cusp olsun. Eger W([;}) = {g] olacak sekilde

S

k
bir W € I'p(N) yansimasi varsa —} ye Xp(N) de bir "reel cusp ” denir.
s

b) Eger z, € H olmak tizere T'(z,) = z, olacak sekilde bir 7" € T" eliptik elemani
varsa bu z, noktasima ”eliptik sabit nokta” veya ”elpi noktas1” denir. Bununla birlikte
2, bir elpi noktas1 ve W (z,) = z, olacak sekilde bir W € I'p(N) yansimasi varsa, bu z,

noktasma Xp(N) de ”sanal elpi” adi verilir.

Burada T'w(NN) Fricke grubunun hangi sartlar altinda bir cuspi, reel cusp yaptig
onemlidir. Bu nedenle sadece F(z) = e yansimasinin bir cuspi sabit birakmasi i¢in gerek
ve yeter kogul belirlenmelidir. Cilinkii I'»(N) deki herhangi bir W yansimasi, K € T'o(N)
icin W = F'K seklinde bir formda olacaktir.
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Teorem 3.6.1 [5] n| N olmak tizere [f
n

A -] ==

, Xo(NN) de bir cusp olsun. Buna gore

_

seklindedir.

Burada N = n? olmak iizere, Xp(N) de {f] formundaki reel cusp temsilcilerinin
n

segimlerinin iyi yapilmasi gerekir. Simdi z1,22 € Z igin (z1,n) = (x9,n) = 1 olsun.

Bu durumda teorem 3.1.7 ve teorem 3.4.1 den

{ﬂ} = {ﬂ} < 11 = T9 mod n
n n

elde edilir. Boylece bu {f] formundaki cusplar icin z sayilari, n den kiiciik ve n ile
n

aralarinda asal sayilar olarak secilebilir.

Sonug 3.6.1 n € Z" ve N = n? olsun. Bu durumda;

1
a) n € Z olmak iizere F(z) = W yansimasi tam olarak ¢(n) tane {E} formunda
z n
cusp1 sabit birakir. Burada ¢ Euler fonksiyondur. Dolayisiyla Xz(N) de tam ¢(n) tane

reel cusp vardir.

b) Xp(N) deki her reel cusp, o(I'p(N)) simgesinin herhangi bir sinir bilegenindeki oo
link periyoduna karsilik gelir.

Bununla birlikte her n € Z* igin N # n? ise o(I'r(N)) simgesinin siir bilegenlerinde
oo link periyodu yoktur. Ancak bazi 6zel durumlarda N pozitif tamsayisi buradaki
gibi 2,3,4,5,9,16, 25,49, 64, 81,100 degerlerini aldiginda I'r(V) i¢in bulunan bilgiler ve
cahigmalar sunulacaktir. Ozellikle ['o(N) nin 2. ve 3. mertebeden iiretici eliptik eleman-
larin1 ve co mertebeli iiretici parabolik elemanlarini ifade eden teorem 3.1.10 dan fay-
dalanilmigtir. Ayrica teorem 3.5.1 in ifadesinde oldugu gibi Genisletilmis Hoare Uzzel

Teoremi ile baglant1 kurularak cnemli sonuclara ulagilmigtir.

Lemma 3.6.2 n € Z™, z < nve (z,n) = 1 olsun. Buna gére > = 1 mod n kongriiansinin

¢OzUmii;
0, a3 =11se
o .
n=2"p5>. . .pi1 ve s=< 1, ag=2ise
2, ap > 3ise

olmak tizere, 2" tane degerden olusmaktadir.
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ispat. Burada n = ny.ny ve (ny,n2) = 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda
2> =1 mod n <= z*> =1 mod ny ve > =1 mod ny dir.

Yani carpimsallik 6zelligi vardir.

i) n =2% n > 3 olsun. Béylece z < n ve (z,n) = 1 olup 2% = 1 mod n kongriiansin
saglayan z sayilar1 1,297t — 1,297 + 1,22 — 1 geklindedir. Gercekten 2% = 1 mod n ve
22— 1= (z—1)(x + 1) = 0 mod 2* olmaktadir. Acik olarak (z — 1,2 +1) = 2 olup x

degerleri 1,247t — 1,271 +1,2% — 1 elde edilir. Buna gore 2° = 22 = 4 sonucuna varilr.

ii) n = 2% ve n < 3 olsun. Burada (x,n) = 1 olacak sekilde her x degeri i¢in

22 = 1 mod n bulunur.

iii) n = p®, p > 3 olsun. Bu nedenle 2 = 1 mod p® kongriiansim saglayan = degerleri

1 ve p* — 1 seklindedir.

Gergekten 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) = 0 mod p* oldugu aciktir. Eger p |z — 1 ve
ple+1lisep|1l—xvep|z+1olur ki burada p | 2 geligkisi olusur. Buna gore ya
(x — 1) = 0 mod p* ya da (z 4+ 1) = 0 mod p* olmahdir. Buradan x =1 ve z = p* — 1

bulunur. Boylece 22 = 1 mod p® min ¢oziimii 2 farklh degerdir.

O halde n = 21 .p5* ... pyi1" asal carpanlarina ayrilmig durumu igin bu z degerleri;

25.2...2 = 252" = 25t tane deger alir.

Yukaridaki lemmadan agsagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.6.2 Eger (a,n) = 1 ve 22 = a mod n kongriiansi ¢oziilebilir ise r, n nin farkh

tek asal bolenlerinin sayis1 ve

0, 41nise
s=4q 1, 4| nise
2, 8|n ise

olmak tizere tam A = 2""% tane ¢oziim vardir.

Simdi de bu konunun 6ziinii olugturan teoremi verelim. Bu teoremin ispatinda yer
alan onemli gecig bilgileriyle beraber, daha once de belirtilen grup teorisinde kargiligi olan

Xp(N) yoriinge uzay1 igin cuspli-yoriingesel graflarin sunumunu yapalim.
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Teorem 3.6.2 [5| n € ZT ve N = n? olsun. Bu taktirde 22 = —1 mod n kongriiansinin
coziim sayis1 A ve 4¥ = 1 mod n kongriiansim saglayan en kiiciik pozitif tamsay1 & olmak

uzere;

a) n tek ise Xp(N) de her birinde k reel cusp olan A tane periyodik -devre, yine her
birinde 2k reel cusp olan %Z) -3 tane periyodik-devre vardir.

b) n ¢ift ise Xz(V) de her birinde 1 reel cusp olan A tane ve her birinde 2 reel cusp

_90(2”) — 3 tane periyodik-devre vardir.

olan

Boylece bu teoremin ispatindan bazi irdelenmis bilgilere su sekilde ulagilabilir.
a) n tek sayi ise reel cusplarla ilgili yoriingesel graflar soyledir.

o LG ] e

(k reel cusph)

SHoiGICmETE

(2k reel cusph)

seklindedir.

2

22 = —1 mod n kongriiansinin tek say1 ¢oziimlerii = 1,2,...,2" 1

i¢in z; olsun. Eger
y; = —x; mod n alimirsa bu kongriiansin ¢ift say1 ¢oztimleri de y; olur. Ayrica u; = y; /2
ve v; = —u; almabilir. Boylece (x; ; y; ; u; ; v;) sistemli ¢dziimlere ulagihr. Yani her i

degeri icin bir periyodik-devre olugmustur.

b) n ¢ift say1 ise reel cusplarla ilgili yoriingesel graflar soyledir.

n

T —x!
b.1) z € Z igin {—}, [ } (2 reel cuspl) (F —3)

b.2) 22 = —1 mod n, yani x = —z~! mod n i¢in {E} ( 1 reel cusph) (F —4)

n
seklindedir.
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Sonug 3.6.3 N = n? olsun. A ve k, teorem 3.6.2 deki gibi olmak iizere asagidakiler ifade
edilebilir:

a) n tek ise o(I'p(N)) simgesinin; A tane siir bilegeninin her biri k& tane, diger

%Z) -5 tane siir bilegeninin her biri 2k tane oo link periyoduna sahiptir. Ayrica n tek

A
olmasi durumunda toplam 5 + ¢2(Z) tane siir bilegeni vardir.
e . L . . .. . _pn) A
b) n ¢ift ise o(I'r(IV)) simgesinin; A tane sinir bilesenin her biri 1 tane, diger )
tane sinir bilegenlerinin her bir 2 tane oo link periyoduna sahiptir. Ayrica n ¢ift olmasi

A
durumunda toplam 5 + @(2”) tane smir bilegeni vardir.

Teorem 3.6.3 (I ve I' Gruplan)
a) I min simgesi: o(T'o(1)) =o(T') = (0; +; [2,3,00]) ve
b) T nm simgesi: o(Tr(1)) =o(D) = (0; +: [ ]: {(2,3,00)}) dir.

Ispat. Daha onceden ifade edildigi gibi I" ve r icin yapilan galismalara gore a) ve b)
deki egitlikler acik olarak yazilabilir. Burada I" igin teorem 2.7.3 ve r icin teorem 2.7.4

kullanilirsa kanit aciktir.
Teorem 3.6.4 (I'g(2) ve I'r(2) Gruplan)
a) I'g(2) nin simgesi: o(I'9(2)) = (0 ; + ; [2, 00, 00]) ve
b) I'p(2) nin simgesi: o(I'r(2)) = (0; + ; [oo] ; {(2)}) dir.
Ispat. a) "I'y(2) nin incelenmesi”
z—1

K(z):22_1:z:>z—1:2z2—z:>222—22—|—1:0

IS

Burada ikinci dereceden denklemin H deki degeri ile islem yapalim. Boylece z; = %1 +

Ve 29 = % + 5 alahm.

( Lo ) € I'y(2) parabolik eleman = T'(z) = = T(z1) = 2

21 2z +1

( ; :i ) € I'0(2) 2. mertebeden eliptik eleman — K(z) =
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v

1
1
0 > 1

Sekil 3.4: T'y(2) nin bir D temel bolgesi

Py (z) bir parabolik eleman olup P;(0) = 0 dur.
Py(z) bir parabolik eleman olup P(00) = co dur.

O halde 0(I'g(2)) = (0; +; [2,00,00]) = (0; 2,00,00) seklindedir. Bu durumu
irdelersek I'y(2) de yansima olmadigindan sinir bilegeni yoktur. Ayrica I'g(2) i¢in agk
olarak K? = P{® = Pg° = [ oldugundan simgede 6zel periyotlar vardir. Burada 1 tane

elpi noktasi ve 2 tane cusp noktasi mevcuttur.
b) "I'r(2) nin incelenmesi”

1
['p(2) = < ['0(2),z — ;> seklinde tamimli olup, T'g(2) nin bir temel bolgesinin D
z
oldugu bilinmektedir. Burada I'z(2) nin bir D temel bélgesini bulmak i¢in 6nce yansima

ekseni belirleyelim.

. o 1 . :
Burada yansima ekseni, merkezi orjin ve yarigapt — olan bir yarim ¢emberdir.

V2

Boylece a(T'r(2)) = (0; +; [oo] ; {(2)}) oldugu goriiliir. T'p(2) de N = 2 # n?
oldugundan smir bilegenlerinde oo link periyodu yoktur. Ayrica G nin sonlu mertebeli
elemanlar ya eliptik ya da yansima doniigtimleridir. Sonsuz mertebeli bir P;(z) parabolik
eleman igin P;(0) = 0 dir. Yine K € I'y(2) eliptik ve S € I'p(2) de yansima ise KS =W
olup (FW)? = I olmaktadir. Bununla birlikte K (z) = 222__

eliptik eleman1 z, yi sabit

birakir ve dolayisiyla zo sanal elpi olmustur.
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iN2
2 DF Zy
(AN
| |
| |
< L = >
1 77 0 72v¢ |1
Sekil 3.5: I'p(2) nin bir Dp temel bolgesi
Teorem 3.6.5 (I'(3) ve I'r(3) Gruplan)
a) T'o(3) tin simgesi : 0(T'o(3)) = (0; +; [3,00,00]) ve
b) T'r(3) tn simgesi : o(T'r(3)) = (0; + ; [00] ; {(3)}) dir.
Ispat. a) "To(3) iin incelenmesi”
| [}
| |
< — L >
2 11 0 11 2
3 23 3 2 3

Sekil 3.6: T'g(3) iin bir D temel bolgesi

_22—1

= —2=22—-1=322—2=2322-3241=0
3z —1

K(z)

Bu ikinci dereceden denklemin kokleri %—l— \/ng ve %— ‘/ng' olarak bulunur. Bu koklerden
sadece H iist yar1 diizleminde yer alan nokta ile degerlendirme yapilir. z; = —% + ‘/?gi ve

— 1, V3,
Zog =15+ 6zolsun.
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( ;) (1) ) € I'y(3) parabolik eleman = T'(2) = = T(z1) = 2

3z+1

( g :1 ) € I'g(3), 3. mertebeden eliptik eleman — K(z) = — K(2) =2

Uy(z) € I'y(3) bir parabolik eleman olup U;(0) = 0 dur.
Us(z) € Ty(3) bir parabolik eleman olup Us(0co) = oo dur.

Buna gore 0(I'g(3)) = (0; +; [3,00,00]) = (0 ; 3,00, 00) seklindedir. Ayrica burada

K3 = U = Ug® = I bagntis1 mevcutttur.
b) "I'r(3) iin incelenmesi”

1
I'r(3) = < [0(3),2 — §> seklinde tamimlanan Fricke grubu i¢in I'g(3) iin bir D

1
temel bolgesi belirlenmisgtir. O halde I'r(3) iin bir Dp bir temel bolgesini F'(z) = 3
Z

yansimasi ile olugturalim.

1 1 1
F(Z):—:Z:}Z_Z:—:}|Z’:—

3z 3 V3

Buna gore yansima ekseni M (0, 0) ve yarigapt \/ig olan 6klid ¢gemberinin(yani agikgas:

H-dogrusu) H deki kismdur.

i/N3
Py
zZ DF 2
] |
| |
& | o ol -
«< e - N N4 >
2 111 0 111 2
3 3 2 3 323 3

Sekil 3.7: T'w(3) tin bir Dg temel bolgesi
Boylece de o(I'p(3)) = (0; +; [0o] 5 {(3)}) oldugu goriiliir. Ayni zamanda I'p(3)
de N = 3 # n? oldugundan smir bileseninde oo link periyodu yoktur. Acik olarak oo

mertebeli bir U;(z) € I'g(3) parabolik elemani i¢in U;(0) = 0 olur.
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2z—1
Yine K(z) = 3Z T 3. mertebeden eliptik eleman1 25 yi sabit birakir. Yani 2z, bir elpi
Z J—

1
noktas1 ve F'(z) = — ile de 25 sabit birakildigindan sanal elpi noktasi olugmustur.

Teorem 3.6.6 (I'g(4) ve I'p(4) Gruplar)

a) [o(4) tin simgesi: 0(I'o(4)) = (0 ; + ; [00, 00, ]) ve

b) I'r(4) tin simgesi: o(I'p(4)) = (0; + ; [00] ; {(c0)}) dir.

Ispat. a) "I'y(4) iin incelenmesi”

[0 0] e o]
7
7
/2
<€ - L —>
A 1 0 A
2 4 3 2

Sekil 3.8: T'g(4) iin bir D temel bolgesi

1 ) € ['g(4) parabolik eleman = T'(z) =z + 1 = T(00) = 00

T:(l

0
S=( 1 %) ery) parabolik eleman —> S(z) = —— —s S(0) = 0
=14 1 0(4) parabolik eleman 9= T =
-1 =1 . —z—1 1 1
K = ( 4 3 ) € I'g(4) parabolik eleman = K(z) = yP = K(_§> =—3

Ustelik T(—%) = —3 + 1 = 1 olmaktadir. Buna gére I'y(4) grubunun 3 tane iiretici

parabolik eleman1 bulunmaktadir. Gergekten teorem 3.1.10 dane; =0, ¢, =0 ve 0o = 3

olarak belirlidir. Ayni zamanda teorem 3.1.11 de kullanilirsa grubun simgesi
o(To(4)) = (0; + ; [00,00,00])
seklinde ifade edilir.
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b) "I'r(4) iin incelenmesi”

1
Ir(4) = < Lo(4),z — 4—> seklinde tamimlanan Fricke grubu icin T'g(4) tin bir D

z

1

temel bolgesi belirlenmigtir. Buna gére I'p(4) iin bir Dp bir temel bolgesini F(z) = o
z

yansimasi ile belirleyelim.

1 1 1
F(Z):E:Z:>ZZI—:>’Z‘:§
e A [ee)
/2
D57
h 1 01 0 11 i
2 3 2

Sekil 3.9: I'p(4) in bir D temel bolgesi

1
Bu durumda yansima (simetri) ekseni M (0,0) ve yaricap: 3 olan 6klid ¢emberinin H

deki kismidir. Yani bu ¢ember ayn1 zamanda H de bir H-dogru seklindedir.

Buna gore teorem 3.6.2 den I'p(4) iin yoriinge uzayinda bir tane simir bilegeni ve
buna ait bir tane oo link periyodu bulunmaktadir. Gergekten T'(—1) = 1 ve S(0) =0
oldugundan bu grubun Q da bir tane cusp noktas: vardir. Ayrica N = 4 = 22 = pn?2
olduguna dikkat edilmelidir. Yine grubun iiretici eliptik elemani olmadigindan elpi noktasi

ve hatta sanal elpi bulunmamaktadir.

Simdi bu 0zel durumlara gore asagidaki ifadeyi verelim.
Teorem 3.6.7 n € Z" ve 22.3%|n? olmak iizere I'p(n?) grubunun simgesindeki simir

bilesenlerinde dogal link periyodu yoktur.

Ispat. n € Z* ve 22.3%|n? oldugundan n? = 22.3%k olacak sekilde bir k¥ € Z vardur.
N = n? = 22.3%k oldugundan T'y(N) = T'y(n?) igin teorem 3.1.10 dan su gikarimlar elde

edilir.
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Buna gore 4 | N ve 9 | N oldugundan sirasiyla ¢; = 0 ve £, = 0 olarak bulunur. Bu
da bize T'y(N) de 2. ve 3. mertebeden iiretici eliptik eleman olmadigini gosterir. I'p(n?)

deki yansimalarin bilegskesinden de sonlu mertebeli periyot gelmez.

Ustelik I'p(n?) = < Ly(n?),z — por > ve F(z) = 3 olmak fizere
['r(n?) = Ty(n?) U F.Ty(n?) seklinde de ifade edilebilir. Eger T'g(n?) de iiretici eliptik
eleman yoksa FTy(n?) de de iiretici eliptik eleman yoktur. Dolayisiyla I'z(n?) grubunun

simgesinin siir bilegenlerinde dogal link periyodu bulunmamaktadir.

Sonug 3.6.4 (' kiimesi, grubun simgesindeki sinir bilegenlerinin kiimesi ise;
a) o(I'p(9)) simgesinde : C' = {(c0,0)},

b) o(I'r(36)) simgesinde : C' = {(00, 00)},

c) o(I'p(64)) simgesinde : C' = {(00, x0), (00, 0)},

d) o(I'r(81)) simgesinde : C' = {(o0, 00, 00, 00, 00, 00) } seklindedir.

I'g(5) grubunda &; = 1, ¢, = 0, 0o = 2 olup 2. mertebeden bir tane iiretici eliptik

eleman bulunmaktadir.

T= ( g :; ) € I'o(5), merT = 2 olup T iist-yan diizlemde 2 + £ noktasmi sabit
birakir.

Buna gore o(I'g(5)) = (0; + ; [2,00,00]) ve boylece o(I'p(5)) = (05 + ; [o0]; {(2)})
oldugu da ifade edilebilir.

Ayrica bunlara ek olarak N = 10> = 100 icin I'x(100) grubu incelemeye alinirsa

teorem 3.1.10 dan yine ¢; = 0 ve ¢, = 0 elde edilir. Teorem 3.6.2 ye gore de
o(I'r(100)) simgesinde C' = {(c0), (c0), (00,00)}

seklinde olugmaktadir.

Bu durumda teorem 3.6.2 nin sartlarimi saglamayan N = 25 ve N = 49 degerleri
icin I'p(V) de arastirmalara yer verelim. I'p(25) ve I'p(49) gruplarinda iiretici eliptik ve
parabolik elemanlar1 derinlemesine inceleyip, gruplarin simgelerindeki sinir bilegenlerinde

oo link periyoduna ilave 2 ve 3 degerli link periyotlar1 olup olmadigini bulalim.
Oncelikle Fricke grubunun elemanlarin genelleyelim.
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Tamim 3.6.3 n € Z* ve N = n? olsun. Buna gore

e(N) = Tr(n) = { Tolo)z — )

n?z

gruplarinin elemanlar1 agagidaki bigimde verilir.

(L.achm) : ( CZQ Z ) € Ty(n?) ve ad — ben? = 1 dir.
2.adim) : 0 1/ = I ve detl’ = —1 dir.
( n 0
' 0 1/n a b\ (e d/n\ _ .
(3.advm) : ( 00 > ( n? d ) = ( an b ) = M ve detM = —1 dir.

Buradaki M € I'p(N) elemam bu grubun yansima elemanlarini en genel anlamda
ifade etsin. Yansimalar i¢in :2M = 0 oldugundan bn + cn = 0 olur. Dolayisiyla ¢ = —b
elde edilir. Yani yansimalar ( —al;Ln dgl " ) ve —b*n? —ad = —1 (yani b*n? + ad = 1)

bulunur.

Burada grubun iiretici yansima elemanlar1 bulunursa, kisim 3.5 te yapilan ¢calismalarda
oldugu gibi Genisletilmis Hoare Uzzel Teoremi kullanilabilir. Simdi Q tizerinde sabit nokta

elemanlar ile belirlenen T'y(n?) deki parabolik doniigiimleri ifade eden bilgiyi verelim.

n?—1

Teorem 3.6.8 T, K € I'y(n?) parabolik elemanlar1 igin #, %, B

rasyonel sayilarini

sabit birakan doniisiimler, n € Z* ve 1 < k < n? olmak iizere

n?k —1 —k? n’k +1 —k?
T = ( n —(n%—l—l) ) veya K = ( iy —(nzk— 1) ) dir.

. k
Ispat. & € Z* ve 1 < k < n? olsun. Bu durumda (—2> € Q kesrini sabit birakan
n

donitigtimleri belirleyelim.

(n*z — k) =0 = n*2? — 2n’kz + k* = 0

— n*22 - [0k 4+ 1)+ (k- D]z + k=0

I. durum: n*z? — (n?k+ 1)z = (n%k — 1)z — k?

— z =

(an—l)z—k2:>T_ n’k —1 —k?
ntz — (n2k + 1) N nt  —(n*k+1)
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IT. durum: n*z? — (n?k — 1)z = (n?k + 1)z — k?

_(n2k+1)z—k2:>T_ n?k +1 —k?
Condz— (n2k —1) B nt  —(n’k—1)

k
Buna gore I'g(n?) deki T ve K parabolik doniigiimleri — formundaki rasyonel kesirleri
n

sabit birakir.

. 4
Ornegin I'y(25) alt grubunda — kesrini sabit birakan parabolik elemanlardan birisi

(99 -—16 o .- (101 —16 1 _ ‘
T = ( 625 —101 ) ve digeri K = ( 625 —99 ) olup T~' = K geklindedir.

Lemma 3.6.3 p asal say1 olmak iizere a>Fa+1 = 0 mod p? ifadesinin ¢oziimii bulunurken
once a®> F a+ 1 = 0 mod p kongriiansinin ¢oziimii bulunur. Buna goére bulunan ¢oziim

yardimiyla a® F a + 1 = 0 mod p? kongriians1 ¢oziiliir.

f(z) = 22F 2 +1icin f () hesaplanir. Bu durumda % + f'(z)y = 0 mod p formiilii
ile y elde edilir. Eger (f'(x),p) = 1 ise tek ¢oziim vardir. Bu ¢oziim y = y, mod p ise

a®> Fa+1=0 mod p? kongriilansinin ¢oziimii @ = x + y,p mod p? olarak bulunur.
Benzer sekilde F(a® + 1) = 0 mod p* kongriians: da ¢oziilebilir[35].

Boylece Lemma 3.6.3 ten I'p(25) ve I'p(49) un iiretici elemanlar iizerinde hesaplama

yapilabilir.

Uygulama 3.6.1 Asagidaki gruplar igin
a) o(I'p(25)) simgesinde : C' = {(00, 0), (00, 00)} ve
b) o(I'r(49)) simgesinde : C' = {(00, 00, 00, 00, 00, 00)} dir.

a) min incelenmesi: I'j(25) grubunda teorem 3.1.10 dan ¢; = 2, ¢, = 0, 0oo = 6
oldugu goriilmektedir. Bu durum I'y(25) te 2. mertebeden 2 tane iiretici eliptik eleman

oldugunu ifade eder. Bununla birlikte lemma 3.6.3 ten agagidaki elemanlar olugturulmustur.
7T =2

7 .
T = < 95 _7 ) € I'y(25) ve merT = 2 olup T, st yar1 diizlemde % + 215 noktasimni

sabit birakir.
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K = 257 72 € F0<25> ve merkK = 2 Ohlp K, iist—yarl diizlemde _2_5 + 22_5

noktasini sabit birakir.

Teorem 3.6.2 den o(I'r(25)) simgesinde C' = {(.., 00, 00), (.., 00, 00) } oldugu goriiliir.

Buna gore

i) C={(2,2,00,00), (00,00)}
ii) C = {(2,00,0),(2,00,00)}

iii) C = {(o0, 00), (00, 00)}

durumlarindan sadece birisi dogru olacaktir.

Tanim 3.6.3 ten I'r(25) deki yansimalar ile

_( =5b d/5 9
S—( 5a 5 > ve ad + 25b° =1

bulunur. Béylece

—5b d b
(2 1{5)( 5 5/65):(_3% d>:UveU€Fo(25)

olmaktadir. O halde iiretici eliptik elemanlar 2. mertebeden oldugundan a + d = 0 olur

a b —a b .
U, = ( _95b —a ) ve Uy = ( _95b 4 ) elde edilir.

Bu durumda F'S geklindeki yansimalarin bilegskesinden U; ve U, dontisiimleri belir-

ve buradan

lenen kosullara gore bulunamamaktadir. Buda o(I'r(25)) simgesindeki siir bilegenlerinde

2 degerli link periyodunun olmadigini gostermektedir.

b) nin incelenmesi: I';(49) grubunda teorem 3.1.10 dan¢; =0, ¢, = 2, 0o, = 8 Olup
3. mertebeden 2 tane tiretici eliptik eleman bulunmaktadir. Lemma 3.6.3 den asagidaki

elemanlar olusturulmustur.

18 —7 ) ) 37 V3.
T= ( 19 —19 ) € 1'0(49), merT = 3 olup T ist-yar1 diizlemde 98 + K noktasini

sabit birakir.
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18 -7 ) ) 37 V3.
KE=1 4 _19 > € I'y(49), merK = 3 olup K iist-yar diizlemde -5+ o5’

noktasini sabit birakir.

Teorem 3.6.2 den o (I'r(49)) simgesinde C' = {(.., 00, 00, 00, 00, 00, 00) } oldugu goriiliir.

Buna gore
i) C ={(3,3,00,00,00,00,00,00)}
ii) C' = {(3, 00, 00, 00,00, 00,00)}

iii) C' = {(o0, 00, 00, 00, 00, 00) }

durumundan sadece birisi dogru olacaktir.

Tanim 3.6.3 ten I'p(49) daki yansimalar ile

(=T 47 5
S—( - b ) ve ad +49b° =1

bulunur. Boéylece

0 177 —7 d/7 a b

olmaktadar.

Burada tretici eliptik elemanlar 3. mertebeden oldugu i¢in a + d = F1 bulunur.

Boylece d =1 — a veya d = —1 — a ifadelerine ulasilir.

O halde

a b a b
Vl:(—49b 1—a) Vev?:(—zxgb —1—a>

bulunur. Bu nedenle F'S seklindeki yansimalarin bilegkesinden Vi ve V5 dontistimleri
belirlenen kogullara gére bulunamamaktadir. Bu durum o(I'p(49)) simgesindeki siir

bilesenlerinde 3 degerli link periyodunun olmadigini gostermektedir.

130



1)

2) T

3)

4)

5)

6)

7)

SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasindan elde edilen sonuclar agagidaki gibi siralanabilir.

['(N), Ty ve T'o(IN) kongriians gruplarimin simgeleri, temel bolgeleri ve ozellikleri
. 1

sunulmusgtur. Ozellikle T'y = <F(2),z — ——> grubu yapilan diger caligmalara
z

uygulamali bir model olugturmustur. Ayrica I' min 6zel kongriians alt gruplarindan

Lon(N) ve A, (N) gruplarimim ozellikleri incelenmigtir.

on(N) < A(N) < T'g(N) < T' olmak iizere A, (N) grubunun hangi kosullarda
Lon(N) grubuna esit oldugu tespit edilmistir. Yani p € P, p = —1 mod 4 i¢in
To,(N) = A,(N) oldugu goriilerek genellemeye gidilmistir. Ozellikle A,,(N) nin

[o(NV) daki indeks kuralinin belirlenmesi énemli bir sonug olmustur.

A, (N) grubunun Qn(N ) lizerindeki alt yoriingesel graflarinda aragtirmalar yapilmigtir.
F,.» n grafinda kenar kogullar1 ve tiggen olma sartlar elde edilmistir. Bu grafta gesitli
teorik ve uygulamali bilgilere yer verilmistir. Ayrica p|N, p € P, p > 5 olmak {izere

Ay(N) nin Q,(N) deki F,, y grafimmn bir orman oldugu kamtlanmistir,

fom(N ) nin Q(N ) deki alt yortingesel graflar incelenmistir. Buradan, N € Z*, n|N
ve n { 24 kogullarinda fg}n(N ) grubunda ikinci mertebeden ve tigiincti mertebeden
eliptik eleman olmadigi bulunmustur. Ayrica bu kogullarda F}; \ grafinim kenar

sartlar1 verilmis ve bir orman oldugu elde edilmistir.

n,N € Z* ve n|N icin n|24 kosulu ile Ty, (N) = To(N) esitliginin var oldugu
gosterilmistir. n|24 kosuluna gore 6zel durumlarda f‘om(N ) grubunun simgesindeki

sinir bilegenlerinin sayisi ve de yoriinge uzayindaki cusplarin sayilar: verilmistir.

Baz fom(N ) kongriians gruplarmin simgelerinde hesaplamalar yapilmigtir. Bu-
rada p asal say1 olmak tizere baz foyp(p) ve f‘oh,,,(pz) gruplarimin simgelerindeki sinir

bilegenlerinin sayis1 ve oo degerli link periyotlarinin sayisi bulunmusgtur.

Ip(N) = <F0(N ),z —> $> Fricke grubunda simgesel uygulamalar yapilmistir.
Baz 6zel gruplar i¢in o(I'p(N)) simgesinin sinir bilegenlerinde galigmalar yapilmig
ve dolaysiyla I'r(2), 'r(3), I'r(4) gruplarimin simgeleri ve temel bolgeleri verilmigtir.
Yine 0zel durumlarda bu gruplarin simgesindeki 2, 3, oo degerli link periyotlarinin

var olup olmadig belirlenmistir ve sayet varsa bu periyotlarin sayisi elde edilmigtir.
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Buna gore; bu tezde olusturulan bilgilerin ve sonuglarin 15181 altinda asagidaki

oneriler verilebilir.

I)

II)

I11)

V)

V)

VI)

VII)

I’ modiiler grubunun ve r genigletilmig modiiler grubunun baz diger kongriians
alt gruplarida yansimalar ile genigletilip, grubun simgesindeki sinir bilegenleri

ve link periyotlar1 aragtirilabilir.

Fo(N) nin A, (N) alt grubunda yapilacak cebirsel ¢aligmalar ile bu A, (N) nin
daha farkh ozellikleri belirlenebilir. Yeni olugturulan A, (N) grubunun grup
yapisi ve simgesel gosterimi elde edilebilir. Bu alt grupta, simgesel hesapla-

malar ve baglantililik ile ilgili graf uygulamalar: yapilabilir.

A, (N) grubunun I'o(V) deki normalleyeni aragtirilabilir. Ayrica olusturulan
An(N) = <An(N),z — —Z> grubunun zellikleri incelenebilir. A, (V)

grubunun @n(N ) tizerinde alt yoriingesel graflarinda galigmalar yapilabilir.

Ton(N) = <F0(N),z — —Z> grubunda p € P igin T',(p) ve Ty,(p?) nin
disinda da n € Z7 icin f‘oyn(N ) grubu incelenebilir ve Genigletilmis Hoare
Uzzel Teoremi kullanilarak ¢aligmalar en genel hale doniigtiiriilebilir. f‘o’n(N )

nin @o,n(N ) tizerindeki alt yoriingesel graflar1 incelenebilir.

Ip(N) = <F0(N ),z — NL> Fricke grubunda yapilan simgesel ¢aligmalarla
birlikte grubun iiretici yansima elemanlar tespit edilip, H. Jaffee teknigi( yani
yoriinge uzaymdaki reel cusplarin bulunmasi) yerine Hoare-Uzzel teknigi(yani
yansimalari, sabit noktalarla ile birlikte zincir olugturmasi) kullanilarak en

genel yapiya ulagilabilir.

NEC gruplarin simgeleri ile bu gruplarin temel bolgelerinin arasindaki iligkiyi
belirleyen bir denklik kurami belirlenebilir. Ozellikle burada "reel cusp” ve
"sanal elpi” tanimlari 6ne ¢ikmaktadir. Eger bu 6zel taniml noktalar ile temel
bolgeyi olusturan poligonun koseleri arasinda tam bir baginti kurulabilir ise bu

taktirde mitkemmel bir sonug elde edilmig olur.

Ozet olarak yapilan caligmalarin gruplar teorisi, kompleks fonksiyonlar teorisi,
sayilar teorisi ve topoloji dallarindaki karsiligi belirlenip, uygulamalar yapilabilir.
Burada elde edilen kongriians ozellikleri ve sayilar teorisindeki cebirsel yapilar
onem tagimaktadir. Ayrica mobius dontisiimlerinin kompleks fonksiyonlar igin
uygulamalar1 ve topolojik anlamda NEC gruplarinin yériinge uzaylarimin be-

lirledigi Riemann ytizeyleri ele alinip incelemeler yapilabilir.
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