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1. GİRİŞ

Eşitsizlik teorisi matematiğin hemen hemen bütün dallarında geniş bir uygulama

alanına sahip sürekli gelişmekte olan bir teoridir. Eşitsizliklerin analizdeki kullanımından

başka, yaklaşım teorisi, ortalamalar teorisi, nümerik analiz gibi matematiğin diğer alan-

larının yanı sıra mühendislik ve fizik gibi alanlarda da kullanımı mevcuttur. Eşitsizliklerin

bu alanlardaki kullanımları ile yeni uygulamalar ortaya çıkmış olup, günümüze kadar

uzanan bir gelişme göstermiştir.

Literatürde Hölder, Minkowski, Young, Cauchy, Bernoulli, Chebyshev, Grüss, Hermite-

Hadamard, Simpson, Ostrowski eşitsizlikleri gibi birçok eşitsizlik önemli bir yere sahiptir.

Bu eşitsizliklerden bir tanesi de 1918 yılında J.F. Steffensen tarafından ispatlanan ve

literatürde Steffensen eşitsizliği olarak bilinen aşağıdaki eşitsizliktir:

f ve g, (a, b) aralığı üzerinde tanımlı iki integrallenebilir fonksiyon, f azalan ve ∀ν ∈

(a, b) için 0 ≤ g(t) ≤ 1 olsun. Bu taktirde

λ =

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∫ b

b−λ

f(ν)dν ≤
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν ≤
∫ a+λ

a

f(ν)dν

eşitsizliği geçerlidir.

Steffensen’in bu ünlü eşitsizliği ile ilgili olarak birçok farklı araştırmacı tarafından yeni

çalışmalar literatürde yer almaktadır. 1919 yılında T. Hayashi, Steffensen eşitsizliğinde

A pozitif bir sabit olmak üzere g(ν) yerine g(ν)/A alarak Steffensen eşitsizliğinin basit

bir genelleştirmesini elde etmiştir. Bu eşitsizlikte literatürde Hayashi eşitsizliği olarak

bilinmektedir. Daha sonra 1953 yılında Apery Steffensen eşitsizliğinin sonsuz aralıktaki

bir genişlemesini ispatlamıştır. Bellman ise [5], 1959 yılındaki çalışmasında Steffensen

eşitsizliğinin yeni bir genelleştirmesini aşağıdaki gibi literatüre kazandırmıştır.

f , [a, b] aralığında negatif olmayan monoton azalan bir fonksiyon ve f ∈ Lp[a, b] olsun.

[a, b] aralığında g(ν) ≥ 0 ve p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere

∫ b

a

g(ν)qdν ≤ 1 ise

λ =

(∫ b

a

g(ν)dν

)p
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olmak üzere (∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

)p

<

∫ a+λ

a

f(ν)pdν,

eşitsizliği sağlanır.

1979 yılında Milovanović ve Pečarić [12], n. mertebeden konveks fonksiyonlar için

Steffensen eşitsizliğini, 1982 yılında Pečarić [24], Steffensen eşitsizliğinin bazı yeni genelleş-

tirmelerini, 2000 yılında Mercer [19], Steffensen eşitsizliğinin yeni genişlemelerini, 2001

yılında Cerone [7], herhangi iki alt aralığı içeren sınırlara izin verecek şekilde Steffensen

eşitsizliğinin genelleştirmelerini elde etmişlerdir.

Ayrıca 2005 ve 2007 yılında Liu [17, 18] Steffensen eşitsizliğinin bazı genelleştirmelerini

ve genişlemelerini, Wu and Srivastava [31] Steffensen integral eşitsizliğinin genelleştirmesi

ile ilgili ilginç sonuçları, 2010 yılında Jamei ve arkadaşları [16] özel bir fonksiyonun

özelliklerini kullanarak Steffensen eşitsizliğini yeni bir genelleştirmesini, 2013 yılında

Pečarić ve arkadaşları [25] Steffensen eşitsizlikleri ile ilgili bazı genellemeler ve iyileştirmeler

için daha zayıf koşulları, 2014 yılında Pečarić ve arkadaşları [26] Cerone nin herhangi iki alt

aralığı içeren sınırlarla ilgili Steffensen eşitsizliğinin genelleştirilmesi ile ilgili çalışmasından

motive olarak Steffensen eşitsizliğinin yeni genelleştirmelerini, Alomari [2], 2015 yılında

Taylor formülü yardımıyla Steffensen eşitsizliğini genelleştirmelerini, Pečarić ve arkadaşları

[27–29] konveks fonksiyonları içeren Steffensen tipli eşitsizlikleri, 2017 yılında Alomari ve

arkadaşları [3] sınırlı varyasyonlu, Lipschitz, monoton azalmayan, mutlak sürekli

fonksiyonlar yardımıyla yeni Steffensen tipli eşitsizlikler, 2022 yılında Alomari ve Bakula

[4] Steffensen eşitsizliğinin önemli bir genelleştirmesi olan Hayashi eşitsizliğinin diferen-

siyellenebilen fonksiyonlar için Ostrowski ve trapezoid tipli eşitsizliklere uygulamalarını,

El-Khatib ve arkadaşları [11] uyumlu kesirli integraller yardımıyla Cerone ve Belmann

tarafından elde edilen Steffensen tipli eşitsizliklerin geneleştirmelerini, Pečarić ve

arkadaşları [30] Taylor formülü aracılığıyla Steffensen eşitsizliğinin genelleştirmelerini kul-

lanarak (n + 2)-konveks fonksiyonlar için ağırlıklı Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikleri

literatüre kazandırmışlardır.

Bu tezde ilk olarak Steffensen tipli eşitsizliklerin tarihsel gelişim süreci ile ilgili bilgiler

sunulmuştur. Daha sonra Steffensen eşitsizliği ile birlikte diferensiyellenbilen fonksiyonlar

ve s−konveks fonksiyonlar için elde edilmiş olan Steffensen tipli eşitsizlikler verilmiştir.

Son olarak da farklı fonksiyon sınıfları için yeni Steffensen tipli eşitsizlikler elde edilmiştir.
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2. LİTERATÜR TARAMASI

2.1 Bazı Tanım ve Teoremler

Matematiğin tarihsel sürecinde birçok fonksiyon sınıfı tanımlanmıştır ve bu fonksiyon

sınıflarından biri de konveks fonksiyonlar sınıfıdır. Bu fonksiyon sınıfında birçok farklı

fonksiyon tanımlanmış ve bu fonksiyon sınıfı matematikçilere yeni uygulama alanları

sunmuştur. Üzerinde yapılan çalışmalarla birçok yeni sonucun elde edilmesine olanak

sağlayan ve bu nedenle matematikçilerin ilgisini çeken bu fonksiyon sınıfının tanımı aşağı-

daki gibidir.

Tanım 2.1.1 f : I ⊆ R → R fonksiyonu verilsin. Her x1, x2 ∈ I ve ν ∈ [0, 1] olmak üzere

f(νx1 + (1− ν)x2) ≤ νf(x1) + (1− ν)f(x2) (2.1.1)

ise f ye konveks fonksiyon denir. (2.1.1)’de eşitsizlik yön değiştirirse f ye konkav fonksiyon

denir [21]. Konveks fonksiyonlar için elde edilen en önemli sonuçlardan biri, literatürde

Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinen ve aşağıda verilen eşitsizliktir.

Teorem 2.1.1 f : I ⊆ R → R bir konveks fonksiyon, x1, x2 ∈ I ve x1 < x2 olsun. Bu

taktirde

f

(
x1 + x2

2

)
≤ 1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(ν)dν ≤ f(x1) + f(x2)

2
(2.1.2)

eşitsizliği geçerlidir [23].

Tanım 2.1.2 f : R+ = [0,∞) −→ R bir fonksiyon, 0 < s ≤ 1 ve γs
1 + γs

2 = 1 olmak üzere

her x1, x2 ∈ R+ ve γ1, γ2 ≥ 0 için

f(γ1x1 + γ2x2) ≤ γs
1f(x1) + γs

2f(x2)

oluyorsa f ye birinci anlamda s-konvex fonksiyon denir ve bu fonksiyonların sınıfı K1
s ile

gösterilir [22].

Tanım 2.1.3 f : R+ −→ R fonksiyonu verilsin. γ1, γ2 ≥ 0, γ1 + γ2 = 1 ve s ∈ (0, 1]

koşulları altında ∀x1, x2 ∈ R+ için

f(γ1x1 + βx2) ≤ γs
1f(x1) + γs

2f(x2)

3



oluyorsa f ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir ve bu fonksiyonların sınıfı K2
s ile

gösterilir [6]. Bu tanımda [0,∞) aralığında s = 1 alınırsa s−konveksliğin klasik konvek-

sliğe indirgendiği görülür.

Örnek 2.1.1 s ∈ (0, 1) ve x, y, z ∈ R olmak üzere f : [0,∞) → R fonksiyonu

f(t) =

{
x, t = 0

yts + z, t > 0

şeklinde tanımlansın. O halde

(a) y ≥ 0 ve 0 ≤ z ≤ x ise f ∈ K2
s ,

(b) y > 0 ve z < 0 ise f /∈ K2
s [15] olur.

Hermite-Hadamard eşitsizliği Dragomir ve Fitzpatrick [9] tarafından ikinci anlamda

s-konveks fonksiyonları kullanarak aşağıdaki gibi elde edilmiştir.

Teorem 2.1.2 f : [0,∞) → R ikinci anlamda s−konveks fonksiyon, s ∈ (0, 1), x1, x2 ∈

[0,∞ olsun. f ∈ L1[x1, x2] olmak üzere

2s−1f

(
x1 + x2

2

)
≤ 1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(ν)dν ≤ f(x1) + f(x2)

s+ 1
. (2.1.3)

eşitsizliği geçerlidir.

Konveks fonksiyonlar sınıfında tanımlanan fonksiyonlardan biri de η−konveks fonksi-

yondur. Gordji ve arkadaşları [13]’de sıradan konveks fonksiyonların genelleştirilmesi

olarak η−konveks fonksiyonlar fikrini ortaya atmış ve fonksiyonların η−konveksliği için

aşağıdaki tanımı vermişlerdir.

Tanım 2.1.4 f : [x1, x2] → R bir fonksiyon olsun. η : f([x1, x2]) × f([x1, x2]) → R

tanımlı bir fonksiyon olmak üzere ∀x, y ∈ [x1, x2] ve ν ∈ [0, 1] için

f(tx+ (1− t)y) ≤ f(y) + tη(f(x), f(y))

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna η−konveks denir. Bu tanımda η(x, y) = x − y

olarak alınırsa, konveks bir fonksiyonun klasik tanımını doğrudan elde edilir.

Hermite-Hadamard eşitsizliği Gordji ve arkadaşları tarafından η-konveks fonksiyon

kullanılarak aşağıdaki gibi elde edilmiştir.
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Teorem 2.1.3 f : [x1, x2] → R, η−konveks fonksiyon ve η ise f([x1, x2]) × f([x1, x2])

üstten sınırlı bir fonksiyon olmak üzere

f

(
x1 + x2

2

)
− Mη

2
≤ 1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(x)dx (2.1.4)

≤ 1

2
[f(x1) + f(x2)] +

1

4
[η(f(x1), f(x2)) + η(f(x2), f(x1))]

≤ f(x1) + f(x2)

2
+

Mη

2

eşitsizliği geçerlidir. Burada Mη η’nın üst sınırıdır [13].

Literatürde yer alan diğer bir fonksiyon türü de aşağıdaki gibi tanımlanan P−fonksiyon

sınıfıdır:

Tanım 2.1.5 f : I ⊂ R → R negatitf olmayan bir fonksiyon, x1, x2 ∈ I ve ν ∈ [0, 1]

olmak üzere

f(νx1 + (1− ν)x2) ≤ f(x1) + f(x2)

eşitsizliği sağlanıyorsa f ’ye P fonksiyonu denir ve P fonksiyonlar sınıfı P (I) ile gösterilir

[10].

Hermite-Hadamard eşitsizliği Dragomir ve arkadaşları tarafından P -fonksiyonu kul-

lanılarak aşağıdaki gibi literatüre kazandırılmıştır.

Teorem 2.1.4 I = [x1, x2], f ∈ P (I) integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere

f

(
x1 + x2

2

)
≤ 2

x2 − x1

∫ x2

x1

f(ν)dν ≤ 2 (f(x1) + f(x2)) (2.1.5)

eşitsizliği geçerlidir [8, 10].
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2.2 Bazı Özel Ortalamalar

γ,Γ > 0 olmak üzere

A(γ,Γ) =
γ + Γ

2
, aritmetik ortalama

G(γ,Γ) =
√
γ + Γ, geometrik ortalama

H(γ,Γ) =
2

(
1

γ
) + (

1

Γ
)
, harmonik ortalama

L(γ,Γ) =
Γ− γ

lnΓ− lnγ
, logaritmik ortalama (γ ̸= Γ),

I(γ,Γ) =
1

e
(
ΓΓ

γγ
)1/(Γ−γ), özdeş ortalama (γ ̸= Γ),

Lp(γ,Γ) = [
Γp+1 − γp+1

(p+ 1)(Γ− γ
]1/p, genelleştirilmiş logaritmik ortalama (γ ̸= Γ), p ̸= −1, 0.

şeklinde tanımlanır.

2.3 Steffensen Eşitsizliği ve İlgili Eşitsizlikler

Teorem 2.3.1 f(ν) ve g(ν), (a, b) aralığı üzerinde tanımlı iki integrallenebilir fonksiyon,

f(ν) artmayan bir fonksiyon ve (a, b) aralığında 0 ≤ g(ν) ≤ 1 olsun. Bu taktirde

λ =

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∫ b

b−λ

f(ν)dν ≤
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν ≤
∫ a+λ

a

f(ν)dν (2.3.1)

eşitsizliği geçerlidir.
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İspat. (2.3.1)’deki ikinci eşitsizlik∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

=

∫ a+λ

a

[1− g(ν)]f(ν)dν −
∫ b

a+λ

f(ν)g(ν)dν

≥ f(a+ λ)

∫ a+λ

a

[1− g(ν)]dν −
∫ b

a+λ

f(ν)g(ν)dν

= f(a+ λ)[λ−
∫ a+λ

a

g(ν)dν]−
∫ b

a+λ

f(ν)g(ν)dν

= f(a+ λ)[

∫ b

a

g(ν)dν −
∫ a+λ

a

g(ν)dν]−
∫ b

a+λ

f(ν)g(ν)dν

= f(a+ λ)

∫ b

a+λ

g(ν)dν −
∫ b

a+λ

f(ν)g(ν)dν

=

∫ b

a+λ

g(ν)[f(a+ λ]− f(ν)]dν

≥ 0

şeklinde elde edilir. (2.3.1)’deki birinci eşitsizlik benzer şekilde elde edilebilir. Öte yandan

(2.3.1)’deki ikinci eşitsizlikten birinci eşitsizliğin geçerli olduğu görülebilir. Gerçekten de

G(ν) = 1 − g(ν) ve Λ =

∫ b

a

G(ν)dν olarak alınırsa (a, b) aralığında 0 ≤ g(ν) ≤ 1 iken

0 ≤ G(ν) ≤ 1 olur. Buradan b−a = λ+Λ olur. Kabul edelim (2.3.1)’deki ikinci eşitsizlik

sağlansın. Bu taktirde ∫ b

a

f(ν)G(ν)dν ≤
∫ a+Λ

a

f(ν)dν

veya ∫ b

a

f(ν)[1− g(ν)]dν ≤
∫ b−λ

a

f(ν)dν

veya ∫ b

a

f(ν)dν −
∫ b−λ

a

f(ν)dν ≤
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

veya ∫ b

b−Λ

f(ν)dν ≤
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

elde edilir. Böylece (2.3.1)’deki birinci eşitsizlik elde edilmiş olur.
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T.Hayashi [14, 20], Steffensen eşitsizliğinin genelleştirmesini aşağıdaki gibi vermiştir.

Teorem 2.3.2 f : [a, b] → R , [a, b] üzerinde artmayan bir fonksiyon ve g : [a, b] → R,

[a, b] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon olsun. ∀ ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ A ve λ =
1

A

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere

A

∫ b

b−λ

f(ν)dν ≤
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν ≤ A

∫ a+λ

a

f(ν)dν (2.3.2)

eşitsizliği geçerlidir.

Dragomir ve Agarwal, Hayashi tarafından elde edilen (2.3.2) eşitsizliğini kullanarak aşağıdaki

eşitsizlikleri literatüre kazandırmışlardır:

Teorem 2.3.3 f : I ⊆ R → R I◦’de diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve [a, b] ⊂ I◦

olmak üzere M = supx∈[a,b] f
′(x) < ∞, m = infx∈[a,b] f

′(x) > −∞ ve M > m olsun. Bu

taktirde f ′, [a, b] aralığında integrallenebilirse∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx− f(a) + f(b)

2

∣∣∣∣
≤ [f(b)− f(a)−m(b− a)][M(b− a)− f(b) + f(a)]

2(M −m)(b− a)

≤ (M −m)(b− a)

8
(2.3.3)

eşitsizliği geçerlidir [1].

İspat. f(x) = a− x ve g(x) = f ′(x)−m olarak seçilirse Hayashi eşitsizliği kullanılarak

(M −m)

∫ b

b−λ

(a− x)dx ≤ I ≤ (M −m)

∫ a+λ

a

(a− x)dx, (2.3.4)

yazılır. Burada

I =

∫ b

a

(a− x)(f ′(x)−m)dx

ve

λ =
1

M −m

∫ b

a

(f ′(x)−m)dx =
f(b)− f(a)−m(b− a)

M −m

8



dir. Buradan ∫ b

b−λ

(a− x)dx =
1

2
[(b− a− λ)2 − (b− a)2]

ve ∫ a+λ

a

(a− x)dx = −λ2

2

olduğundan (2.3.4) eşitsizliği

l1 ≡ (M −m)

[
(b− a− λ)2 − (b− a)2

2

]
≤ I ≤ (M −m)

[
−λ2

2

]
≡ l2

şeklinde yazılabilir. Daha sonra

l1 + l2
2

=
M −m

2

[
−λ2

2
+

(b− a− λ)2

2
− (b− a)2

2

]

=
(M −m)[−λ(b− a)]

2

=
m(b− a)2

2
− (b− a)(f(b)− f(a))

2

ve

I =

∫ b

a

f(x)dx− (b− a)f(b) +m
(b− a)2

2

olduğundan∣∣∣∣I − l1 + l2
2

∣∣∣∣ (2.3.5)

=

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (b− a)f(b) +
m(b− a)2

2
− m(b− a)2

2
+

(b− a)(f(b)− f(a))

2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (b− a)
f(a) + f(b)

2

∣∣∣∣
yazılır. Ayrıca∣∣∣∣I − l1 + l2

2

∣∣∣∣ ≤ l1 − l2
2

=
M −m

2

[
−λ2

2
− (b− a− λ)2

2
+

(b− a)2

2

]

=
M −m

2
[−λ2 + (b− a)λ]

9



=
[f(b)− f(a)−m(b− a)][M(b− a)− f(b) + f(a)]

2(M −m)
(2.3.6)

yazılır. Böylece (2.3.5) ve (2.3.6) birleştirilerek (2.3.3)’deki birinci eşitsizlik elde edilir.

(2.3.3)’deki ikinci eşitsizliği ispatlamak için, g : R → R, g(ν) = −ν2 + (b− a)ν dönüşümü

tanımlanırsa ∀ν ∈ R için

g(ν) ≤ g

(
b− a

2

)
=

(b− a)2

4
(2.3.7)

yazılır.

ν = λ =
f(b)− f(a)−m(b− a)

M −m

olarak seçilirse

M −m

2
g(λ) =

[f(b)− f(a)−m(b− a)][M(b− a)− f(b) + f(a)]

2(M −m)
(2.3.8)

olur. (2.3.7) ve (2.3.8)’den,

M −m

2
g(λ) ≤ (M −m)(b− a)2

8

elde edilir ve böylece (2.3.3)’deki ikinci eşitsizliğin ispatı tamamlanmış olur.

Sonuç 2.3.1 Teorem 2.3.3 nin koşulları altında, ∥ f ′ ∥∞= supx∈[a,b] | f ′ |< ∞ olmak

üzere ∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx− f(a) + f(b)

2

∣∣∣∣ ≤ ∥ f ′ ∥2∞ [(b− a)2 − (f(b)− f(a))2]

4 ∥ f ′ ∥∞ (b− a)

≤ ∥ f ′ ∥∞ (b− a)

4

eşitsizliği geçerlidir [1].

İspat. Teorem 2.3.3’den m = − ∥ f ′ ∥∞ ve M =∥ f ′ ∥∞ olarak seçilirse istenen sonuç

elde edilir.

Konveks fonksiyonlar için Teorem 2.3.3’den aşağıdaki önemli sonuç elde edilir.

Sonuç 2.3.2 f : I ⊆ R → R, I◦ de türevlenebilir bir konveks fonksiyon ve [a, b] ⊂ I◦ ve

f ′(b) ̸= f ′(a) olsun. Bu taktirde

0 ≤ f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

10



≤ [f(b)− f(a)− f ′(a)(b− a)][f ′(b)(b− a)− f(b) + f(a)]

2(f ′(b)− f ′(a))(b− a)

≤ (f ′(b)− f ′(a))(b− a)

8

eşitsizliği geçerlidir [1].

İspat. Teorem 2.3.3’den m = f ′(a) ve M = f ′(b) olarak seçilirse istenilen sonuç elde

edilir.

Agarwal ve Dragomir, Sonuç 2.3.2 kullanarak özel ortalamalar için aşağıdaki uygula-

maları vermişlerdir:

Önerme 2.3.1 p ≥ 1 ve 0 ≤ a ≤ b olsun. Bu taktirde

0 ≤ A(ap, bp)− Lp
p(a, b) ≤ p

2(p− 1)

[Lp−1
p−1(a, b)− ap−1][bp−1 − Lp−1

p−1(a, b)]

Lp−2
p−2(a, b)

≤ p(p− 1)

8
(b− a)2Lp−2

p−2(a, b)

eşitsizliği yazılır [1].

İspat. Sonuç (2.3.2)’de f(x) = xp, p ≥ 1 konveks fonksiyonu kullanılarak

0 ≤ ap + bp

2
− 1

b− a

∫ b

a

xpdx

≤ [bp − ap − p ap−1(b− a)][p bp−1(b− a)− bp + ap]

2p(bp−1 − ap−1)(b− a)

≤ p(bp−1 − ap−1(b− a)

8

yazılır. Burada

bp − ap = p(b− a)Lp−1
p−1(a, b)

ve

bp−1 − ap−1 = (p− 1)(b− a)Lp−2
p−2(a, b)

olduğu göz önüne alınmıştır.
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Önerme 2.3.2 0 < a < b olmak üzere

0 ≤ L(a, b)−H(a, b) ≤ L(a, b)

(
b− a

a+ b

)2

≤ L(a, b)
(b− a)2

4ab
(2.3.9)

eşitsizliği yazılır [1].

İspat. Sonuç (2.3.2)’de [a, b] ⊂ (0,∞) aralığında tanımlı f(x) = 1/x konveks fonksiyonu

kullanılarak

0 ≤ 1/a+ 1/b

2
− lnb− lna

b− a

≤ [1/b− 1/a+ ((b− a)/a2)][−((b− a)/b2)− 1/b+ 1/a)]

2(1/a2 − 1/b2)(b− a)
= R

≤ (1/a2 − 1/b2)(b− a)

8

eşitsizliği yazılır. Burada
1

b
− 1

a
+

b− a

a2
=

(b− a)2

a2b

ve

−b− a

b2
− 1

b
+

1

a
=

(b− a)2

ab2

olduğundan R =
(b− a)2

2ab(a+ b)
olur. Dolayısıyla

0 ≤ H−1(a, b)− L−1(a, b) ≤ (b− a)2

2ab(a+ b)
≤ (b− a)2(a+ b)

8a2b2

olur ki böylece istenilen eşitsizlik elde edilir.

Önerme 2.3.3 0 < a < b olmak üzere

0 ≤ ln I(a, b)− lnG(a, b)

≤ ab[ln(a/b) + ((b− a)/a][ln(b/a)− ((b− a)/b)]

2(b− a)2

≤ (b− a)2

8ab

eşitsizliği yazılır [1].
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İspat. Sonuç (2.3.2)’de f(x) = − lnx konveks fonksiyonu kullanılırsa istenilen sonuç elde

edilir.

Şimdi Steffensen tipli eşitsizlikleri elde etmek için kullanılan aşağıdaki lemmayı vere-

lim.

Lemma 2.3.1 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R olcak şekilde integrallenebilir fonksiyonlar, ∀ν ∈

[a, b] için 0 ≤ g(t) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dν integrali var olsun. Bu taktirde

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

= −
∫ a+λ

a

(∫ x

a

(1− g(ν))dν

)
f ′(x)dx−

∫ b

a+λ

(∫ b

x

g(ν)dν

)
f ′(x)dx (2.3.10)

ve ∣∣∣∣ ∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣
= −

∫ b−λ

a

(∫ x

a

g(ν)dν

)
f ′(x)dx−

∫ b

b−λ

(∫ b

x

(1− g(ν))dν

)
f ′(x)dx (2.3.11)

eşitlikleri geçerlidir [20].

İspat. Kısmi integrasyon kullanılarak

−
∫ a+λ

a

(∫ x

a

(1− g(ν))dν

)
f ′(x)dx−

∫ b

a+λ

(∫ b

x

1− g(ν)dν

)
f ′(x)dx

= −
(∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν

)
f(a+ λ) +

∫ a+λ

a

f(x)d

(∫ x

a

(1− g(ν))dν

)

+

(∫ b

a+λ

g(ν)dν

)
f(a+ λ)−

∫ b

a+λ

f(x)d

(∫ b

x

g(ν)dν

)

= −
(∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν

)
f(a+ λ) +

∫ a+λ

a

f(x)(1− g(x))dx
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+

(∫ b

a+λ

g(ν)dν

)
f(a+ λ)−

∫ b

a+λ

f(x)g(x)dx

= −λf(a+ λ) + f(a+ λ)

∫ a+λ

a

g(ν)dν +

∫ a+λ

a

f(x)dx

−
∫ a+λ

a

f(x)g(x)dx+ f(a+ λ)

∫ b

a+λ

g(ν)dν −
∫ b

a+λ

f(x)g(x)dx

= −λf(a+ λ) + f(a+ λ)

∫ a+λ

a

g(ν)dν + f(a+ λ)

∫ b

a+λ

g(ν)dν

+

∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

=

∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

yazılır ve böylece (2.3.10)’daki eşitlik elde edilir. (2.3.11) eşitlik benzer şekilde kısmi

integrasyon kullanılarak ispatlanabilir.

Alomari ve arkadaşları, ilgili fonksiyonların çeşitli varsayımları altında (2.3.10) ve

(2.3.11)’deki özdeşliklerini kullanarak bazı Steffensen tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir.

Bunlardan bazıları aşağıdaki gibidir:

Teorem 2.3.4 f, g : [a, b] → R iki integrallenebilir fonksiyon ve ∀t ∈ [a, b] için 0 ≤ g(ν) ≤

1 olmak üzere
∫ b

a
g(ν)f(ν)dν var olsun. Bu taktirde f fonksiyonu [a, b] aralığı üzerinde

L−Lipschitz şartını sağlayan bir fonksiyon ise∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣ ≤ L

2
[(b− a− λ)2 + λ2]

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣ ≤ L

2
[(b− a− λ)2 + λ2]

eşitsizliği geçerlidir ki burada λ :=
∫ b

a
g(ν)dν dir [3].

Teorem 2.3.5 f, g : [a, b] → R iki integrallenebilir fonksiyon ve ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤

g(ν) ≤ 1 olmak üzere
∫ b

a
g(ν)f(ν)dν var olsun. Bu taktirde 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere

f ′ ∈ Lp[a, b] ve f fonksiyonu [a, b] aralığında mutlak sürekli ise∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
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≤



1
2
[λ2 + (b− a− λ)2]||f ′||∞,[a,b], if f ′ ∈ L∞[a, b];

||f ′||p,[a,b]
(q+1)1/q

[λ(q+1)/q + (b− a− λ)(q+1)/q], if f ′ ∈ Lp[a, b], p > 1;

[∫ b

a+λ
g(ν)dν

]
||f ′||1, if f ′ ∈ L1[a, b]

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣

≤



1
2
[λ2 + (b− a− λ)2]||f ′||∞,[a,b], if f ′ ∈ L∞[a, b];

||f ′||p,[a,b]
(q+1)1/q

[λ(q+1)/q + (b− a− λ)(q+1)/q], if f ′ ∈ Lp[a, b], p > 1;

[∫ b−λ

a
g(t)dt

]
||f ′||1, if f ′ ∈ L1[a, b]

eşitsizlikleri geçerlidir [3].

Teorem 2.3.6 f, g : [a, b] → R iki integrallenebilir fonksiyon ve ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤

g(ν) ≤ 1 olmak üzere
∫ b

a
g(ν)f(ν)dν var olsun. f fonksiyonu [a, b] aralığında monoton

azalmayan ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤ λ[f(a+ λ)− f(a)] + (b− a− λ)[f(b)− f(a+ λ)]

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣
≤ λ[f(b)− f(b− λ)] + (b− a− λ)[f(b− λ)− f(a)]

eşitsizlikleri geçerlidir [3].
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2.4 s-Konveks ve s-Konkav Fonksiyon Sınıfları İçin Steffensen

Tipli Eşitsizlikler

2014 yılında Alomari Lemma 2.3.1’deki özdeşlikleri kullanarak s-konveks fonksiyonlar

için aşağıdaki Steffensen tipli eşitsizlikleri elde etmiştir.

Teorem 2.4.1 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(t)f ′(ν)dν integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon ve s ∈ (0, 1] olmak üzere |f ′|, [a, b] aralığında s-konveks fonksiyon ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣ ∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤ 1

(s+ 1)(s+ 2)
[λ2|f ′(a)|+ (b− a− λ)2|f ′(b)|]

+
1

s+ 2
[λ2 + (b− a− λ)2]|f ′(a+ λ)| (2.4.1)

ve ∣∣∣∣ ∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣
≤ 1

(s+ 1)(s+ 2)
[λ2|f ′(b)|+ (b− a− λ)2|f ′(a)|]

+
1

s+ 2
[λ2 + (b− a− λ)2]|f ′(b− λ)| (2.4.2)

eşitsizlikleri geçerlidir [2].

İspat. (2.3.10) özdeşliğinde üçgen eşitsizliği ve |f ′|’nin s-konveksliği kullanılarak∣∣∣∣ ∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ ∫ a+λ

a

(∫ x

a

(1− g(ν))dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ b

a+λ

(∫ b

x

g(ν)dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣ ∫ a+λ

a

∣∣∣∣ ∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣|f ′(x)|dx+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣ ∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣|f ′(x)|dx

≤
∫ a+λ

a

∣∣∣∣ ∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣[(x− a)s

λs
|f ′(a+ λ)|+ (a+ λ− x)s

λs
|f ′(a)|

]
dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣ ∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣[(x− a− λ)s

(b− a− λ)s
|f ′(b)|+ (b− x)s

(b− a− λ)s
|f ′(a+ λ)|

]
dx

≤ |f ′(a+ λ)|
λs

∫ a+λ

a

(∫ x

a

|1− g(ν)|dν
)
(x− a)sdx

+
|f ′(a)|
λs

∫ a+λ

a

(∫ x

a

|1− g(ν)|dν
)
(a+ λ− x)sdx

+
|f ′(b)|

(b− a− λ)s

∫ b

a+λ

(∫ b

x

|g(ν)|dν
)
(x− a− λ)sdx

+
|f ′(a+ λ)|
(b− a− λ)s

∫ b

a+λ

(∫ b

x

|g(ν)|dν
)
(b− x)sdx

≤ |f ′(a+ λ)|
λs

∫ a+λ

a

(x− a)s+1dx+
|f ′(a)|
λs

∫ a+λ

a

(x− a)(a+ λ− x)sdx

+
|f ′(b)|

(b− a− λ)s

∫ b

a+λ

(b− x)(x− a− λ)sdx+
|f ′(a+ λ)|
(b− a− λ)s

∫ b

a+λ

(b− x)s+1dx

=
1

(s+ 1)(s+ 2)
[λ2|f ′(a)|+ (b− a− λ)2|f ′(b)|]
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+
1

s+ 2
[λ2 + (b− a− λ)2]|f ′(a+ λ)|

elde edilir. Böylece (2.4.1)’deki eşitsizlik elde edilir. Benzer bir şekilde, (2.3.11) özdeşliği

kullanarak, (2.4.2)’deki eşitsizlik elde edilir.

Sonuç 2.4.1 Sırasıyla (2.4.1) ve (2.4.2) eşitsizliklerinde s = 1 seçilirse,∣∣∣∣ ∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤ 1

6
λ2|f ′(a)|+ 1

3
[λ2 + (b− a− λ)2]|f ′(a+ λ)|+ 1

6
(b− a− λ)2|f ′(b)|

ve ∣∣∣∣ ∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣
≤ 1

6
λ2|f ′(b)|+ 1

3
[λ2 + (b− a− λ)2]|f ′(b− λ)|+ 1

6
(b− a− λ)2|f ′(a)|

elde edilir [2].

Uyarı 2.4.1 (2.4.1) ve (2.4.2) eşitsizliklerinde, λ = 0 seçilirse∣∣∣∣ ∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤ (b− a)2

(s+ 1)(s+ 2)
min (s+ 1)|f ′(a)|+ |f ′(b)|, |f ′(a)|+ (s+ 1)|f ′(b)|

elde edilir [2].

Teorem 2.4.2 [2] f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dν integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon ve s ∈ (0, 1] olmak üzere |f ′|, [a, b] aralığında s-konveks fonksiyon ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤ 1

s+ 1

[ ∫ b

a+λ

g(ν)dν

]
[λ|f ′(a)|+ (b− a)|f ′(a+ λ)|+ (b− a− λ)|f ′(b)|]
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≤ (b− a− λ)

s+ 1
[λ|f ′(a)|+ (b− a)|f ′(a+ λ)|+ (b− a− λ)|f ′(b)|] (2.4.3)

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣
≤ 1

s+ 1

[ ∫ b

b−λ

g(ν)dν

]
[(b− a− λ)|f ′(a)|+ (b− a)|f ′(b− λ)|+ λ|f ′(b)|]

≤ λ

s+ 1
[(b− a− λ)|f ′(a)|+ (b− a)|f ′(b− λ)|+ λ|f ′(b)|] (2.4.4)

eşitsizlikleri geçerlidir [2].

İspat. Lemmadan 2.3.1’den,∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dx

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[a,a+λ]

[∫ x

a

(1− g(ν))dν

] ∫ a+λ

a

|f ′(x)|dx+ sup
x∈[a+λ,b]

[∫ b

x

(g(ν))dν

] ∫ b

a+λ

|f ′(x)|dx

yazılır. |f ′|, [a, b] üzerinde s−konveks fonksiyon olduğundan (2.1.3) eşitsizliği kullanılarak∫ a+λ

a

|f ′(x)|dx ≤ λ
|f ′(a)|, |f ′(a+ λ)|

s+ 1

ve ∫ b

a+λ

|f ′(x)|dx ≤ (b− a− λ)
|f ′(a+ λ)|, |f ′(b)|

s+ 1

yazılır. Böylece∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤ λ

|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|
s+ 1

∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν

+(b− a− λ)
|f ′(a+ λ)|+ |f ′(b)|

s+ 1

∫ b

a+λ

g(ν)dν

19



≤ max

{∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν,

∫ b

a+λ

g(ν)dν

}

×
[
λ
|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|

s+ 1
+ (b− a− λ)

|f ′(a+ λ)|+ |f ′(b)|
s+ 1

]

≤ 1

s+ 1

[ ∫ b

a+λ

g(ν)dν

]
[λ|f ′(a)|+ (b− a)|f ′(a+ λ)|+ (b− a− λ)|f ′(b)|]

elde edilir. Dolayısıyla (2.4.3)’deki ilk eşitsizlik elde edilmiş olur. ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤

g(ν) ≤ 1 olduğundan

0 ≤
∫ b

a+λ

g(ν)dν ≤ (b− a− λ)

olacağından (2.4.3)’deki ikinci eşitsizlik kolayca elde edilir. (2.4.4)’deki eşitsizlikler de

(2.3.11) özdeşliği kullanılarak benzer şekilde elde edilebilir.

Teorem 2.4.3 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dt integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon ve s ∈ (0, 1] olmak üzere |f ′|, [a, b] aralığında s-konkav fonksiyon ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(t)dt−
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤ 2s−1

[ ∫ b

a+λ

g(ν)dν

][
λ

∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

) ∣∣∣∣+ (b− a− λ)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

) ∣∣∣∣]

≤ 2s−1(b− a− λ)

[
λ

∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

) ∣∣∣∣+ (b− a− λ)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

) ∣∣∣∣] (2.4.5)

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣
≤ 2s−1

[ ∫ b

b−λ

g(ν)dν

][
(b− a− λ)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b− λ

2

) ∣∣∣∣]+ λ

∣∣∣∣f ′
(
b− λ

2

) ∣∣∣∣]

≤ λ2s−1

[
(b− a− λ)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b− λ

2

) ∣∣∣∣]+ λ

∣∣∣∣f ′
(
b− λ

2

) ∣∣∣∣] (2.4.6)
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yazılır [2].

İspat. (2.3.10) özdeşliğinde üçgen eşitsizliği ve [a, b] aralığında |f ′|’nin s-konkavlığı için

(2.1.3) eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[a,a+λ]

[ ∫ x

a

(1− g(ν))dν

] ∫ a+λ

a

|f ′(x)|dx+ sup
x∈[a+λ,b]

[ ∫ b

x

g(ν)dν

] ∫ b

a+λ

|f ′(x)|dx

≤ 2s−1λ

∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

)∣∣∣∣ ∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν + 2s−1(b− a− λ)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

)∣∣∣∣ ∫ b

a+λ

g(ν)dν

= 2s−1

[ ∫ b

a+λ

g(ν)dν

][
λ

∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

)∣∣∣∣+ (b− a− λ)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

)∣∣∣∣]
yazılır. Böylece (2.4.5)’deki ilk eşitsizlik ispatlanır. ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤ g(ν) ≤ 1

olduğundan

0 ≤
∫ b

a+λ

g(ν)dν ≤ (b− a− λ)

olacağından (2.4.5)’deki ikinci eşitsizlik kolayca elde edilir. (2.4.6)’daki eşitsizlikler de

(2.3.11) özdeşliği kullanılarak benzer şekilde elde edilir.

Teorem 2.4.4 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dν integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli

bir fonksiyon, s ∈ (0, 1], q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere |f ′|q, [a, b] aralığında s-konkav

fonksiyon ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣ (2.4.7)

≤ 2(s−1)/q

(p+ 1)1/p

[
λ2

∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

)∣∣∣∣+ (b− a− λ)2
∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

)∣∣∣∣]
ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(ν)g(ν)dν −
∫ b

b−λ

f(ν)dν

∣∣∣∣ (2.4.8)
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≤ 2(s−1)/q

(p+ 1)1/p

[
(b− a− λ)2

∣∣∣∣f ′
(
b− λ

2

)∣∣∣∣+ λ2

∣∣∣∣f ′
(
a+ b− λ

2

)∣∣∣∣]
eşitzlikleri geçerlidir [2].

İspat. Lemma 2.3.1 ve Hölder eşitsizliği kullanarak∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(ν)dν −
∫ b

a

f(ν)g(ν)dν

∣∣∣∣

≤
∫ a+λ

a

∣∣∣∣ ∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣|f ′(x)|dx+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣ ∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣|f ′(x)|dx

≤
(∫ a+λ

a

∣∣∣∣ ∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣pdx)1/p

+

(∫ a+λ

a

|f ′(x)|qdx
)1/q

+

(∫ b

a+λ

∣∣∣∣ ∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣pdx)1/p

+

(∫ b

a+λ

|f ′(x)|qdx
)1/q

:= M (2.4.9)

elde edilir. Öte yandan (2.1.3) eşitsizliği kullanılarak∫ a+λ

a

|f ′(x)|qdx ≤ 2s−1λ

∣∣∣∣f ′
(
a+

1

2
λ

)∣∣∣∣q (2.4.10)

ve ∫ b

a+λ

|f ′(x)|qdx ≤ 2s−1(b− a− λ)

∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

)∣∣∣∣q (2.4.11)

yazılır. Böylece (2.4.10)ve (2.4.11) eşitsizlikleri (2.4.9)’de kullanılarak

M ≤ 2(s−1)/qλ1/q

∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

)∣∣∣∣ ( ∫ a+λ

a

(x− a)pdx

)1/p

+ 2(s−1)/q(b− a− λ)1/q
∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

)∣∣∣∣ ( ∫ b

a+λ

(b− x)pdx

)1/p

=
2(s−1)/q

(p+ 1)1/p

[
λ
1+

1

p
+
1

q
∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

)∣∣∣∣+ (b− a− λ)
1+

1

p
+
1

q
∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

)∣∣∣∣]
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=
2(s−1)/q

(p+ 1)1/p

[
λ2

∣∣∣∣f ′
(
a+

λ

2

)∣∣∣∣+ (b− a− λ)2
∣∣∣∣f ′
(
a+ b+ λ

2

)∣∣∣∣]
elde edilir ki böylece (2.4.7)’deki eşitsizlik elde edilmiş olur. (2.4.8) eşitsizliğide (2.3.11)

özdeşliği kullanılarak benzer şekilde elde edilebilir.
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

3.1 η-Konveks Fonksiyon Sınıfı İçin Steffensen Tipli Eşitsizlikler

Teorem 3.1.1 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dν integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon ve |f ′|, [a, b] aralığında η-konveks fonksiyon ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤ λ2

6
[3|f ′(a)|+ 2η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)]

+
(b− a− λ)2

6
[3|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)] (3.1.1)

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ (b− a− λ)2

6

[
3|f ′(a)|+ 2(b− a− λ)η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)

λ

]

+
λ2

6

[
3|f ′(a+ λ)|+ (3b− 3a− 5λ)η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)

b− a− λ

]
(3.1.2)

eşitsizlikleri geçerlidir.

İspat. Lemma 2.3.1 ve |f ′|’nin η-konveksliği kullanılarak∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ a+λ

a

(∫ x

a

(1− g(ν))dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a+λ

(∫ b

x

g(ν)dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣
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≤
∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx

=

∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a

λ
(a+ λ) +

a+ λ− x

λ
a

)∣∣∣∣ dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a− λ

b− a− λ
b+

b− x

b− a− λ
(a+ λ)

)∣∣∣∣ dx

≤
∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ [|f ′(a)|+ x− a

λ
η (|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)

]
dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ [|f ′(a+ λ)|+ x− a− λ

b− a− λ
η (|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)

]
dx

=

∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(a)|dx

+

∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ x− a

λ
η (|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|) dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(a+ λ)|dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ x− a− λ

b− a− λ
η (|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|) dx

≤ |f ′(a)|
∫ a+λ

a

(x− a)dx+
η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)

λ

∫ a+λ

a

(x− a)2dx

+|f ′(a+ λ)|
∫ b

a+λ

(b− x)dx+
η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)

b− a− λ

∫ b

a+λ

(b− x)(x− a− λ)dx
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=
λ2

2
|f ′(a)|+ λ3

3

η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)
λ

+
(b− a− λ)2

2
|f ′(a+ λ)|+ (b− a− λ)3

6

η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)
b− a− λ

=
λ2

6
[3|f ′(a)|+ 2η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)]

+
(b− a− λ)2

6
[3|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|]

elde edilir ki böylece (3.1.1) eşitsizliğinin ispatı tamamlanır. Benzer şekilde (3.1.2)

eşitsizliğinin ispatı da∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ b−λ

a

(∫ x

a

g(ν)dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

b−λ

(∫ b

x

(1− g(ν))dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx

=

∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a

λ
(a+ λ) +

a+ λ− x

λ
a

)∣∣∣∣ dx

+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a− λ

b− a− λ
b+

b− x

b− a− λ
(a+ λ)

)∣∣∣∣ dx

≤
∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ [|f ′(a)|+ x− a

λ
η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)

]
dx
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+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ [|f ′(a+ λ)|+ x− a− λ

b− a− λ
η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)

]
dx

= |f ′(a)|
∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ dx+

∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ x− a

λ
η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)dx

+|f ′(a+ λ)|
∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ dx

+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ x− a− λ

b− a− λ
η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)dx

≤ |f ′(a)|
∫ b−λ

a

(x− a)dx+
η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)

b− a− λ

∫ b−λ

a

(x− a)2dx

+|f ′(a+ λ)|
∫ b

b−λ

(b− x)dx+
η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)

b− a− λ

∫ b

b−λ

(b− x)(x− a− λ)dx

=
(b− a− λ)2

2
|f ′(a)|+ (b− a− λ)3

3

η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(a)|)
λ

+|f ′(a+ λ)|λ
2

2
+

λ2(3b− 3a− 5λ)

6

η(|f ′(b)|, |f ′(a+ λ)|)
b− a− λ

şeklinde yapılır.

Teorem 3.1.2 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dν integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon ve |f ′|, [a, b] aralığında η-konveks fonksiyon ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν
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olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ b

a+λ

g(ν)dν

[
λ

(
|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(a+ λ)|

2

)

+ (b− a− λ)

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(b)|)

2

)]

≤ (b− a− λ)

[
λ

(
|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(a+ λ)|

2

)

+ (b− a− λ)

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(b)|)

2

)]
(3.1.3)

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ b

b−λ

g(ν)dν

[
(b− a− λ)

(
|f ′(b− λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(b− λ)|

2

)

+ λ

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(b− λ)|, |f ′(b)|)

2

)]

≤ (b− a− λ)

[
(b− a− λ)

(
|f ′(b− λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(b− λ)|

2

)

+ λ

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(b− λ)|, |f ′(b)|)

2

)]
(3.1.4)

eşitsizlikleri elde edilir.
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İspat. Lemma 2.3.1’den ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣

≤ sup
x∈[a,a+λ]

[∫ x

a

(1− g(ν))dν

] ∫ a+λ

a

|f ′(x)|dx

+ sup
x∈[a+λ,b]

[∫ b

x

g(ν)dν

] ∫ b

a+λ

|f ′(x)|dx

yazılır. |f ′| [a, b] aralığında η−konveks olduğundan∫ a+λ

a

|f ′(x)|dx ≤ λ

(
|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(a+ λ)|)

2

)
ve ∫ b

a+λ

|f ′(x)|dx ≤ (b− a− λ)

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(b)|)

2

)
olur. Böylece ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤ λ

(
|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(a+ λ)|)

2

)[∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν

]

+(b− a− λ)

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(b)|)

2

)[∫ b

a+λ

g(ν)dν

]

≤ max

{∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν,

∫ b

a+λ

g(ν)dν

}

×
[
λ

(
|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(a+ λ)|)

2

)
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+ (b− a− λ)

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(b)|)

2

)]

=

∫ b

a+λ

g(t)dt

[
λ

(
|f ′(a+ λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(a+ λ)|)

2

)

+(b− a− λ)

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(a+ λ)|, |f ′(b)|)

2

)]
yazılır ve (3.1.3)’deki ilk eşitsizlik elde edilir. ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤ g(ν) ≤ 1 olduğundan

0 ≤
∫ b

a+λ

g(ν)dν ≤ b− a− λ

olacağından (3.1.3)’deki ikinci eşitsizlik kolayca elde edilir. Benzer şekilde∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[a,b−λ]

[∫ x

a

g(ν)dν

] ∫ b−λ

a

|f ′(x)|dx

+ sup
x∈[b−λ,b]

[∫ b

x

(1− g(ν))dν

] ∫ b

b−λ

|f ′(x)|dx

eşitsizliği yazılır.|f ′|, [a, b] aralığında η−konveks fonksiyonu olduğundan∫ b−λ

a

|f ′(x)|dx ≤ (b− a− λ)

(
|f ′(b− λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(b− λ)|)

2

)
ve ∫ b

b−λ

|f ′(x)|dx ≤ λ

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(b− λ)|, |f ′(b)|)

2

)
yazılır. Böylece∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ (b− a− λ)

(
|f ′(b− λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(b− λ)|)

2

)[∫ b−λ

a

g(t)dt

]

+λ

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(b− λ)|, |f ′(b)|)

2

)[∫ b

b−λ

(1− g(ν))dν

]
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≤ max

{∫ b−λ

a

g(ν)dν,

∫ b

b−λ

(1− g(ν))dν

}

×
[
(b− a− λ)

(
|f ′(b− λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(b− λ)|)

2

)

+ λ

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(b− λ)|, |f ′(b)|)

2

)]

=

∫ b

b−λ

g(ν)dν

[
(b− a− λ)

(
|f ′(b− λ)|+ η(|f ′(a)|, |f ′(b− λ)|)

2

)

+λ

(
|f ′(b)|+ η(|f ′(b− λ)|, |f ′(b)|)

2

)]
eşitsizliği elde edilir ve (3.1.4)’deki ilk eşitsizlik elde edilir. ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤ g(ν) ≤ 1

olduğundan

0 ≤
∫ b−λ

a

g(ν)dν ≤ b− a− λ

olacağından (3.1.4)’deki ikinci eşitsizlik kolayca elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış

olur.

Teorem 3.1.3 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dν integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon, s ∈ (0, 1], q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere |f ′|q, [a, b] aralığında η-konveks

fonksiyon ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣

≤ λ2

(p+ 1)
1
p

[(
|f ′(a+ λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(a+ λ)|q

2

) 1
q

+
(b− a− λ)2

(p+ 1)
1
p

(
|f ′(b)|q + η(|f ′(a+ λ)|q, |f ′(b)|q)

2

) 1
q

]
(3.1.5)
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ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣

≤ (b− a− λ)2

(p+ 1)
1
p

[(
|f ′(b− λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(b− λ)|q

2

) 1
q

+
λ2

(p+ 1)
1
p

(
|f ′(b)|q + η(|f ′(b− λ)|q, |f ′(b)|q)

2

) 1
q

]
(3.1.6)

eşitsizlikleri geçerlidir.

İspat. Lemma 2.3.1 ve Hölder eşitsizliği kullanarak∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx (3.1.7)

≤
(∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣p dx)
1
p
(∫ a+λ

a

|f ′(x)|qdx
) 1

q

+

(∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣p dx
) 1

p (∫ b

a+λ

|f ′(x)|qdx
) 1

q

:= M

elde edilir. Öte yandan |f ′|q η−konveks olduğundan∫ a+λ

a

|f ′(x)|qdx ≤ λ

(
|f ′(a+ λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(a+ λ)|q)

2

)
(3.1.8)

ve ∫ b

a+λ

|f ′(x)|qdx ≤ (b− a− λ)

(
|f ′(b)|q + η(|f ′(a+ λ)|q, |f ′(b)|q)

2

)
(3.1.9)
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eşitsizlikleri yazılır. Daha sonra (3.1.8) ve (3.1.9) eşitsizlikleri (3.1.7) eşitsizliğinde yerine

yazılırsa

M ≤
(∫ a+λ

a

(x− a)pdx

) 1
p

λ
1
q

[
|f ′(a+ λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(a+ λ)|q)

2

] 1
q

+

(∫ b

a+λ

(b− x)pdx

) 1
p

(b− a− λ)
1
q

[
|f ′(b)|q + η(|f ′(a+ λ)|q, |f ′(b)|q)

2

] 1
q

=
λ2

(p+ 1)
1
p

[
|f ′(a+ λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(a+ λ)|q)

2

] 1
q

+
(b− a− λ)2

(p+ 1)
1
p

[
|f ′(b)|q + η(|f ′(a+ λ)|q, |f ′(b)|q)

2

] 1
q

elde edilir ki böylece (3.1.5) eşitsizliği ispatlanmış olur. Benzer şekilde Lemma 2.3.1 ve

Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx (3.1.10)

≤
(∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣p dx)
1
p
(∫ b−λ

a

|f ′(x)|qdx
) 1

q

+

(∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣p dx
) 1

p (∫ b

b−λ

|f ′(x)|qdx
) 1

q

:= N

eşitsizliği elde edilir. |f ′|q η−konveks olduğundan∫ b−λ

a

|f ′(x)|qdx ≤ (b− a− λ)

(
|f ′(b− λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(b− λ)|q)

2

)
(3.1.11)

ve ∫ b

b−λ

|f ′(x)|qdx ≤ λ

(
|f ′(b)|q + η(|f ′(b− λ)|q, |f ′(b)|q)

2

)
(3.1.12)
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yazılır. Daha sonra (3.1.11) ve (3.1.12) eşitsizlikleri (3.1.10) eşitsizliğinde yerine yazılırsa

N ≤
(∫ b−λ

a

(x− a)pdx

) 1
p

(b− a− λ)
1
q

[
|f ′(b− λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(b− λ)|q)

2

] 1
q

+

(∫ b

b−λ

(b− x)pdx

) 1
p

λ
1
q

[
|f ′(b)|q + η(|f ′(b− λ)|q, |f ′(b)|q)

2

] 1
q

=
(b− a− λ)2

(p+ 1)
1
p

[
|f ′(b− λ)|q + η(|f ′(a)|q, |f ′(b− λ)|q)

2

] 1
q

+
λ2

(p+ 1)
1
p

[
|f ′(b)|q + η(|f ′(b− λ)|q, |f ′(b)|q)

2

] 1
q

eşitziliği yazılır ve bu da (3.1.6) eşitsizliğini verir.

3.2 P -Fonksiyon Sınıfı İçin Steffensen Tipli Eşitsizlikler

Teorem 3.2.1 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dν integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon ve |f ′|, [a, b] aralığında P−fonksiyonu ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere ∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤ λ2

2
[|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|] + (b− a− λ)2

2
[|f ′(b)|+ |f ′(a+ λ)|] (3.2.1)

ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣
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≤ (b− a− λ)2

2
[|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|] + λ2

2
[|f ′(b)|+ |f ′(a+ λ)|] (3.2.2)

eşitsizlikleri geçerlidir.

İspat. Lemma 2.3.1 ve |f ′|’nin P -fonksiyonu olduğu kullanılarak∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ a+λ

a

(∫ x

a

(1− g(ν))dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a+λ

(∫ b

x

g(ν)dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx

=

∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a

λ
(a+ λ) +

a+ λ− x

λ
a

)∣∣∣∣ dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a− λ

b− a− λ
b+

b− x

b− a− λ
(a+ λ)

)∣∣∣∣ dx

≤
∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ [|f ′(a+ λ)|+ |f ′(a)|] dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ [|f ′(b)|+ |f ′(a+ λ)|] dx

=

∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(a+ λ)|dx+

∫ a+λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(a)|dx

+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(b)|dx+

∫ b

a+λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(a+ λ)|dx
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≤
∫ a+λ

a

(x− a)|f ′(a+ λ)|dx+

∫ a+λ

a

(x− a)|f ′(a)|dx

+

∫ b

a+λ

(b− x)|f ′(b)|dx+

∫ b

a+λ

(b− x)|f ′(a+ λ)|dx

= |f ′(a+ λ)|
∫ a+λ

a

(x− a)dx+ |f ′(a)|
∫ a+λ

a

(x− a)dx

+|f ′(b)|
∫ b

a+λ

(b− x)dx+ |f ′(a+ λ)|
∫ b

a+λ

(b− x)dx

=
λ2

2
[|f ′(a+ λ)|+ |f ′(a)|] + (b− a− λ)2

2
[|f ′(b)|+ |f ′(a+ λ)|]

eşitsizliği yazılır ki bu da (3.2.1) eşitsizliğinin ispatını tamamlar. Benzer şekilde∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ b−λ

a

(∫ x

a

g(ν)dν

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

b−λ

(∫ b

x

(1− g(t))dt

)
f ′(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ |f ′(x)|dx

=

∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a

λ
(a+ λ) +

a+ λ− x

λ
a

)∣∣∣∣ dx

+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′
(
x− a− λ

b− a− λ
b+

b− x

b− a− λ
(a+ λ)

)∣∣∣∣ dx

≤
∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ [|f ′(a+ λ)|+ |f ′(a)|] dx
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+

∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ [|f ′(b)|+ |f ′(a+ λ)|] dx

= |f ′(a+ λ)|
∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ dx+ |f ′(a)|
∫ b−λ

a

∣∣∣∣∫ x

a

g(ν)dν

∣∣∣∣ dx

+|f ′(b)|
∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

g(ν)dν

∣∣∣∣ dx+ |f ′(a+ λ)|
∫ b

b−λ

∣∣∣∣∫ b

x

(1− g(ν))dν

∣∣∣∣ dx

≤ |f ′(a+ λ)|
∫ b−λ

a

(x− a)dx+ |f ′(a)|
∫ b−λ

a

(x− a)dx

+|f ′(b)|
∫ b

b−λ

(b− x)dx+ |f ′(a+ λ)|
∫ b

b−λ

(b− x)dx

=
(b− a− λ)2

2
[|f ′(a+ λ)|+ |f ′(a)|] + λ2

2
[|f ′(b)|+ |f ′(a+ λ)|]

eşitsizliği elde edilir ve böylece (3.2.2) eşitsizliği ispatlanmış olur.

Teorem 3.2.2 f, g : [a, b] ⊂ R+ → R integrallenebilir iki fonksiyon, ∀ν ∈ [a, b] için

0 ≤ g(ν) ≤ 1 ve
∫ b

a
g(ν)f ′(ν)dt integrali var olsun. f , [a, b] aralığında mutlak sürekli bir

fonksiyon ve |f ′|, [a, b] aralığında P−fonksiyonu ise

λ :=

∫ b

a

g(ν)dν

olmak üzere∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ (3.2.3)

≤
(∫ b

a+λ

g(ν)dν

)[
λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|) + (b− a− λ) (|f ′(a+ λ) + |f ′(b)|)

]
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≤ (b− a− λ)
[
λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|) + (b− a− λ) (|f ′(a+ λ) + |f ′(b)|)

]
ve ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣ (3.2.4)

≤
(∫ b−λ

a

g(ν)dν

)[
(b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|) + λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)

]

≤ λ
[
(b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|) + λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)

]
eşitsizlikleri geçerlidir.

İspat. Lemma 2.3.1 yardımıyla∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤ sup

x∈[a,a+λ]

[∫ x

a

(1− g(ν))dν

] ∫ a+λ

a

|f ′(x)|dx

+ sup
x∈[a+λ,b]

[∫ b

x

g(t)dt

] ∫ b

a+λ

|f ′(x)|dx

yazılır. |f ′|’nin [a, b] aralığında P−fonksiyonu olduğundan (2.1.5) eşitsizliği kullanılarak∫ a+λ

a

|f ′(x)|dx ≤ λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|)

ve ∫ b

a+λ

|f ′(x)|dx ≤ (b− a− λ) (|f ′(a+ λ)|+ |f ′(b)|)

yazılır. Dolaysıyla buradan da∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣
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≤ λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|)
[∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν

]

+(b− a− λ) (|f ′(a+ λ|) + |f ′(b)|)
[∫ b

a+λ

g(ν)dν

]

≤ max

{∫ a+λ

a

(1− g(ν))dν,

∫ b

a+λ

g(ν)dν

}[
λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|)

+(b− a− λ) (|f ′(a+ λ)|+ |f ′(b)|)
]

=

(∫ b

a+λ

g(ν)dν

)[
λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|) + (b− a− λ) (|f ′(a+ λ) + |f ′(b)|)

]
elde edilir. ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤ g(ν) ≤ 1 olduğundan

0 ≤
∫ b

a+λ

g(ν)dν ≤ b− a− λ

yazılır. Böylece∣∣∣∣∫ a+λ

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣

≤
(∫ b

a+λ

g(ν)dν

)[
λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|) + (b− a− λ) (|f ′(a+ λ)|+ |f ′(b)|)

]

≤ (b− a− λ)
[
λ (|f ′(a)|+ |f ′(a+ λ)|) + (b− a− λ) (|f ′(a+ λ)|+ |f ′(b)|)

]
eşitsizliği elde edilir ve (3.2.3) eşitizliğinin ispatı tamamlanır. Benzer şekilde

Lemma 2.3.1’den∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[a,b−λ]

[∫ x

a

g(ν)dν

] ∫ b−λ

a

|f ′(x)|dx
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+ sup
x∈[b−λ,b]

[∫ b

x

(1− g(ν))dν

] ∫ b

b−λ

|f ′(x)|dx

yazılır. |f ′|’nin [a, b] aralığında P−fonksiyonu olduğundan (2.1.5) eşitsizliği kullanılarak∫ b−λ

a

|f ′(x)|dx ≤ (b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|)

ve ∫ b

b−λ

|f ′(x)|dx ≤ λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)

olur. Dolayısıyla∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣

≤ (b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|)
[∫ b−λ

a

g(ν)dν

]

+λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)
[∫ b

b−λ

(1− g(ν))dν

]

≤ max

{∫ b−λ

a

g(ν)dν,

∫ b

b−λ

(1− g(ν))dν

}[
(b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|)

+λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)
]

=

(∫ b

b−λ

(1− g(ν))dν

)

×
[
(b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|) + λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)

]
yazılır. ∀ν ∈ [a, b] için 0 ≤ g(ν) ≤ 1 olduğundan

0 ≤
∫ b

b−λ

(1− g(ν))dν ≤ λ
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olacağından∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx−
∫ b

b−λ

f(x)dx

∣∣∣∣

≤
(∫ b−λ

a

g(ν)dν

)[
(b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|) + λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)

]

≤ λ
[
(b− a− λ) (|f ′(b− λ)|+ |f ′(a)|) + λ (|f ′(b)|+ |f ′(b− λ)|)

]
eşitsizliği elde edilir ve (3.2.4) eşitsizliğinin ispatı tamamlanır.
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4. TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu tezde Steffensen eşitsizliğinin tarihsel süreci ile ilgili bilgiler verilerek diferensiyel-

lenebilen fonksiyonlar ve s−konveks fonksiyonlar için literatürde yer alan Steffensen tipli

eşitsizlikler sunulduktan sonra η-konveks fonksiyon ve P−fonksiyon sınıfları için yeni

Steffensen tipli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Elde edilen bu yeni sonuçlar makale

formatında hazırlanarak ”Integral Inequalities of Steffensen Type for Some Different

Classes of Functions” başlıklı ”Eastern Anatolian Journal of Science” isimli uluslararası

hakemli dergide yayınlanmıştır. Konuyla ilgilenen araştırmacılar tarafından bu konveks

fonksiyonlar yerine farklı konveks fonksiyon sınıfları kullanılarak yeni Steffensen tipli

eşitsizlikler elde edebilirler.
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