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OZET

BAZI OZEL EGRILERDEN ELDE EDILEN ADJOINT EGRILERIi VE
OZELLIKLERI

EDA OZTURK
ORDU UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZI, 84 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT)

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde konunun tarihi,
kullanim alanlari ve bunlarla ilgili yapilan ¢caligmalardan bahsedilmistir. Genel bilgiler
bolimiinde konuyla ilgili tanimlar, teoremler ve ispatlar yer almaktadir. Materyal ve
yontemler kisminda tezin dnemli noktalarina yani kullanilan egrilere, modifiye cati,
adjoint egri ile ilgili tanim, teorem ve ispatlar verildi.

Tez ¢alismamizin asil fikri bulgular kisminda yer almaktadir. Burada Involiit-
Evoliit, Bertrand egri ¢ifti ve Mannheim egri ¢ifti nce modifiye edildi. Daha sonra bu
egrilerden elde edilen adjoint egriler bulundu. Son olarak da elde edilen adjoint egriler
modifiye edilerek esas egri ile baglantilar1 hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Modifiye ortogonal ¢ati, adjoint egri, involiit-Evoliit egri ¢ifti,
Bertrand egri ¢ifti, Mannheim egri ¢ifti



ABSTRACT

ADJOINT CURVES OBTAINED FROM SOME SPECIAL CURVES AND
THEIR CHARACTERIZATIONS

EDA OZTURK
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS
MASTER THESIS, 84 PAGES

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SULEYMAN SENYURT)

This study consists of four parts. In the introduction section, the history of the
subject, its areas of use and studies on them are mentioned. The general information
section includes definitions, theorems and proofs on the subject. In the material and
methods section, the important points of the thesis, namely the curves used, definitions,
theorems and frames regarding the modified frame and adjoint curve were given.

The main idea of our thesis is in the findings section. Here, Involute-Evolute,
Bertrand curve pair and Mannheim curve pair were first modified. Then, adjoint curves
obtained from these curves were found. Finally, the obtained adjoint curves were
modified and their connections with the main curve were calculated.

Keywords: Modified orthogonal frame, adjoint curve, Involute-Evolute curve,
Bertrand curve, Mannheim curve
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1. GIRIS
Geometrinin tarihi M.O. 300°lii y1llara kadar dayanir. Baslarda sadece giinliik

ihtiyaglar karsilanmak igin kullanilsa da, giiniimiizde kullandigimiz kavramlar Oklid

tarafindan aksiyomlara dayali sistem haline getirildi.

Oklid, geometrik aksiyomlari olustururken uzaklik kavramini ele almis ve basit
bir sekilde mutlak deger ile tanimlanan uzaklik kavramini norm haline getirmistir.
Daha sonra bu kavrami metrik ile birlestirip reel sayilarda {i¢ boyutlu metrik uzay

kavramini bulmustur. Bu uzay kavramina da Oklid uzay denir.

Diferensiyel geometri, geometrik problemleri ¢dzmek i¢in diferensiyel,
integral hesaplama ve lineer cebir kullanilan matematik alt dalidir. Son yillarda odag:
bircok gelisme gostermistir. ilgi odagi olmasinin sebebi ise kullanim alanlarmin ¢ok
genis olmasina dayanir. Fizik, miihendislik, uzay bilimleri, ekonometri gibi bir ¢ok

bilim dalinda kullanilmaktadir.

Diferensiyel geometride 6nemli yere sahip alanlardan biri de egriler teorisidir.
Farkli boyutlar ve uzaylarda calisma imkan1 sagladig1 i¢in bilim insanlari tarafindan
merak uyandirdigi i¢in hala gelisim gostermektedir. Egriler ilk olarak 14. yy da Nicole
Oresme tarafindan basitge ortaya atilimistir. Newton, Leibniz, ve Euler gibi 6nemli
bilim insanlar1 tarafindan gelistirilip kullandigimiz ve gelisme sagladigimiz alt yapilari
olusturulmustur. 1847 yilinda Frenet doktora tezinde uzaydaki herhangi bir egri igin
her noktasinda tanimli bir ortogonal ¢at1 tanimlamis daha sonra Serret de bu catiya
katkida bulunarak Frenet-Serret formiilleri ortaya cikmustir. Ug boyutlu Oklid
uzayinda egriler {izerine birgok c¢alismalar yapilmistir. Iki egrinin karsilikl
noktalarinda Frenet vektorleri arasindaki bagitilardan yararlanilarak yeni egri ciftleri
elde edilmistir. Bu egri ¢iftlerinden bazilar1 Involiit- Evoliit egrisi, Bertrand egrisi,

Mannheim egrisidir.

Involiit egrisi 1658 yilinda ilk kez C. Huygens tarafindan tanimlanmistir. Bu
egri optik Olclimlerin dogru sonuglarina ulasilirken bulunmustur. Evoliit egrisi en
dogru saat dilimi olusturulmak amaciyla boylam hesaplamalarinda kullanilmistir.
Bertrand egri ¢ifti 1850 yilinda J. Bertrand tarafindan asli normalleri egri boyunca

lineer bagimli bir egri olarak tanimlanistir. Mannheim egri ¢ifti ilk olarak A.

1



Mannheim tarafindan 1878 bir egrinin asli normali diger egrinin binormli ile lineer
bagimli olarak tanimlanmistir. Bu egri iizerinde yakin tarihlerde ¢aligmalar yapan Liu

ve Wang Mannheim, bu egrilerinin egrilik ve burulmasi ile sonuglar elde etmislerdir

(Lui ve Wang, 2007).

Siirekli gelisme halinde olan geometri alaninda 3-boyutlu Oklid uzaymnda
Frenet-Serret ¢atisinin olusturulmakta zorlanildigi belirsizlik durumlari ortaya
cikmistir. Bu belirsizligi ortadan kaldirabilmek i¢in Takao Sasai tarafindan 1984
yilinda modifiye ortogonal cati tanimlanmistir (Sasai,1984). M.K. Karacan ve B.
Biik¢ii modifiye gati ile ilgili bir cok ¢alisma yapmustir (Karacan ve Biik¢ii,2016). S.M
Giir ve M. Bektas ise birim hizli olmayan bir egrinin modifiye catis1 ile ilgili caligmalar
yapmustir (Glir ve Bektas, 2022). Azak A. 2021 yi1limda modifiye ¢at1 tanimin1 involiit-
evoliit egri ¢iftine uygulamistir (Azak, 2021). Benzer sekilde Mannheim egrileri ile
ilgili ¢alismalar yapilmistir (Lone ve ark., 2018).

Oklid uzayinda egrinin Frenet-Serret voktorlerinden yararlanilarak yeni ve 6zel
bir egri kavrami olan Adjoint egriler ortaya ¢ikmistir. Bir egrinin bi normal vektiiriiniin
integrali alinarak elde edilen bu egri bir ¢cok ¢alismada kullanilmistir. Arikan ve Kaya
Nurkan (2020) adjoint egriyi modifiye ederek farkli bir ¢alisma yapmislardir (Arikan
ve Kaya Nurkan, 2020).

Bu tez ¢alismasinda da Involiit-Evoliit egrisi, Mannheim egrisi, Bertrand egrisi
modifiye ¢atilar1 bulunmustur. Daha sonra bu egrilerin adjoint egrileri elde edilmistir.
Son olarak da adjoint egrisi ile elde edilen yeni egriler modifiye edilerek esas egri ile

baglantilar1 bulunmustur.



2. GENEL BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1 A bostan farkli bir ciimle ve V de K cismi iizerinde bir vektor uzay1

olsun. Asagidaki 6nermeleri saglayan bir f : Ax A —V fonksiyonu varsa AyaV ile

birlestirilmis bir afin uzay denir:
VP,M,N € A icin, f(P,M)+f(M,N):f(P,N),
VPe AVYweV igin f(P,M)=a)

olacak sekilde bir tek M e A noktas1 vardir (Hacisalihoglu,1983).

Tammm 2.1.2 V  vektor uzayi olsun.
():VxV 5 R

seklinde tanimli fonksiyon asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim

fonksiyonu denir:
VXY,2€eV icin
a) Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by,z) =a(x,z) + by, 2),
(X,ay+bz) =a(x,y)+b(x,z),

b) Simetri Aksiyomu;
(X y)=(y,2),

c) Pozitif Tanimlilik (kararlilik) Aksiyomu;

(x,x)>0, (x,x) =0 x=0 .



Tamim 2.1.3 R?, A afin uzayi ile birlesen reel vektdr uzayr olsun. ¥ X,Y € R® icin

3
()RXRP R, (XYY =D XY, = XY, + %Y, + XY,
i=1
seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima da standart i¢

carpim veya Oklid i¢ ¢arpim denir. Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu R® vektor

uzay1 ile birlesen afin uzayma 3-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E®ile gosterilir

(Hacisalihoglu,1998).

Tamm 2.1.4 X = (X, %.%),  Y=(Y.,¥,,¥;) € R® olsun.
3
d:E°xE* >R, d(X,Y)= [ X

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu, d (X Y ) reel sayisina da X

ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu,1983).

Tanm2.1.5 o:1 cR—E* a(s)=(a(s) a,(s),a,(s))diferensiyellenebilir
fonksiyona E°®de bir egri denir. Burada I araligina & egrisinin parametre aralig1 ve
s € | degiskenine de « egrisinin parametresi denir. HOC ’(S)H =1 ise egriye birim hizl
egri ve S € | parametresine de egrinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu,1983).

Tanmm 2.1.6 o = (S) egrisinin o (S) noktasindaki Frenet vektorleri

a) sel yayparametresi ise

t(s)=a'(s),

—Ha”(s), 2.1)



b) sel keyfi parametre ise

1 e

n(s)=b(s)xt(s), (2.2)

1

[ (s)<a(s)]

Burada 'x'sembolii IR® deki vektorel carpimdir.

b(s) (a(5)xa"(s))

Tamim 2.1.7 ¢, diferansiyellenebilir bir egri egrilik ve torsiyonu sirasiyla x ve 7 ile

gosterilsin.

a) « birim hizliise x ve 7 egrilikleri

kil >R, x(s)=[t'(s)].

7:1 >R, 7(s)=—(b'(s),n(s)) =(n'(s),b(s)) (2.3)
b) @ keyfi parametre ile verilmis ise & Ve 7 egrilikleri

a’(s)xa”(s)”’
o' ()]

denklemleri ile verilir (Hacisalihoglu,1983).

o(5)= det(a'(s),a"(s),a”(s)) 2.4

<(s)= o' (s)a(s)[

Tamm 2.1.8 o egrisinin Frenet tiirev vektorleri

a) « birim hizli ( yay parametreli) ise
t'(s)=x(s)n(s),

n'(s)=-x(s)t(s)+z(s)b(s), (2.5)



b) « keyfi parametreli ise
t'(s)=vi(s)n(s),
n'(s)=v(-x(s)t(s)+z(s)b(s)), (2.6)

b'(s)=-vr(s)n(s)
bagmtisi vardir. Buarada v = ||o'| (Hacisalihoglu,1983; O’neill,2006).

Tanim 2.1.9 « egrisinin Frenet vektorlerinin bir eksen etrafinda yaptigi ani donme

hareketinin yon ve dogrultusunu veren vektore Darboux vektorii denir

(Hacisalihoglu,1998).

Sekil 2.1 Darboux vektorii

Bu tanima gore Darboux vektorii W ile gosterilirse ,

t' =W xt,

n'=W xn,

b’=W xb
esitligi yazilabilir.

@ birim hizli egrisinin {t,n,b} catisina Darboux vektorii

W =rt+xb

denklemi ile verilir (Ozdemir,2020).



Gergekten W vektdrii W = xt + yn+zb seklinde yazilirsa Tanim 2.1.9 dan

t' =W xt
=(xt+yn+zb)xt
=—-yb+zn,

b’ =W xb
= (xt+xb)xb
=-Xn

yazilir. Buradan y=0,Z=x, x=7 bulunur. Bu degerler W vektériinde yerine

yazilirsa W =zt + xb elde edilir.

W ile b vektorleri arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse Sekil 2. 1” den

singp = CosS g =

T K
NISET S ’ it +72

yazilir. Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse bu vektor

C :;t+§b,
W W
T

C

K

= t+ b,
Jet+12 K2+ 2

C =singt +cospb

seklinde bulunur (Fenchel,1951; Hacisalihoglu, 1983).



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Modifiye Ortogonal Cati

Bir fonksiyonun her noktada tiirevlenebilir olmayabilir. Dolayisiyla bu
noktalar tizerinde belirsizlik olustugundan Frenet catist kurulurken tanimsizlik
durumlar1 olusabilir. Tiirevlenebilir olmayan noktalarda Frenet ¢atis1 elde etmek icin
modifiye edilmesine ihtiya¢ duyulur. Modifiye ortogonal gati1 ilk kez 1984 yilinda

Takao Sasai tarafindan yayimlanan bir makalede tanimlanmistir (Sasai,1984).
Tammm 3.1.1 «a egrisinin a(S) noktasindaki Frenet catisi {t,n,b} olsun.

a) T=t, N=xn B=«xb (3.1)
seklinde tanimli {T, N, B} ortogonal catisina x ’ya gore modifiye ortogonal cati,

b) z = 0olmak lizere
T=t, N=zn, B=1b (3.2)
seklinde tanimlt {T,N,B} ortogonal catisina da z ’ya gére modifiye ortogonal cati
denir (Sasai,1984).

Teorem 3.1.1 a egrisinin k¥ ve 7’ ya gdre modifiye ortogonal g¢atilarinin tiirev

vektorleri arasinda sirasiyla

T'(s) . 0 & 0]T(s)
N'(s) =— -x° k' kr|N(s)|
| B(s) | 0 -xr «'|| B(s)
T'(s) . 0 k 0][T(s)
N'(s) = -xt* 7' t? || N(s)
_B'(S)_ 0 -* 7 B(S)

bagintilar: vardir (Sasai, 1984).



Ispat: (3.1) ifadesinin tiirevi aliir ve (2.5) bagmtisindaki Frenet vektorleri tiirevleri

kullanilirsa

T =t

T =wvkn
=vN,

N' = (xn)
=k n+xn

=xn+ Kk (—xt+17b)

U

=N ST +vrB,
K

B' = (K'b)’
=x'b+xb’

=x'b—vkrn

!

- X B_vN
K

olur. (3.2) deki ifadelerin tiirevi alinir ve (2.5) bagintisindaki Frenet vektorleri tiirevleri
kullanilirsa

T =t
=vKNn

_vkN



= T'n+r(—/(t+rb)

!

:T—N —vkrl +vrB,
T

B’ :(rb)'
=7'b+7b’

=7b-vrrn

=—B-vzN

bulunur.
3.2 Adjoint Egri
Tamm 3.2.1 a egrisinin binormal vektorii b ve adjoint egrisi f ile gosterilirsin.
adjoint egrisi

B(s) :jb(s)ds (3.3)
seklinde tanimlanir (Arikan ve Kaya Nurkan, 2019; Do Carmo, 1976).

Teorem3.2.1 a egrisi ile [ adjoint egrisinin yay parametreleri aymdir (Arikan ve

Kaya Nurkan, 2019).

Ispat: (3.3) ifadesinden tiirev alinir ve sonra norm hesaplanirsa

d_ﬂ:bj‘d_ﬂ das
ds ds ds

=1

-Jpl=|

bulunur. Buradan ||d 8| = |ds| olur.
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Teorem 3.2.2 « birim hizl egrisinin Frenet vektorleri {t, n,b} ve [ adjoint egrisinin
Frenet vektorleri {tﬂ,nﬁ,bﬂ} olsun. Bu egrilerin Frenet vektorleri ve egrilikleri
arasinda

tﬂzb, n, =-n, bﬂ=t, Ky =T, Ty=K (3.4)

bagntilar1 vardir (Arikan ve Kaya Nurkan, 2019)

Ispat: p(s)= I b(s)ds ifadesinin tiirevleri aliur ve (2.5) Frenet vektorlerinin tiirev

formiilleri yerine yazilirsa
p'=Dh,

B’ =b'=—m,

p" = (—Z'n)’ =xrt—7'n—1°b,

18=1 (3.5)
p'x p"=rtt,
I =,

det(5', 5", ") = 'k

bulunur. Bu ifadeler Frenet formullerinde yerine yazilirsa adjoint egrisinin Frenet

vektorleri, egrilik ve torsiyonu

ﬁl ﬂ!xﬂ”
t,="—=b,b,="—"—=t,n,=b,xt, =—n,
B ”ﬂ” B |ﬂlxﬂﬂ B BB
e

|8 |88

seklinde bulunur.
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3.3 involiit Egrileri

Tamm 3.3.1 Ayni aralikta tanimli iki egri @ ve ¢, olsun. « egrisinin teget vektorii
o, egrisinin o (S) noktasindan gegiyor ve bu noktadaki tegetine dik ise ¢, egrisine
o egrisinin involiitii denir. & egrisinin teget vektorii t , o, egrisinin teget vektorii t;

ile gosterilirse involiit egrisi tanimdan <t1 (S),t(s)> =0 olur (Sabuncuoglu, 2016).

Teorem 3.3.1 a egrisinin involiitii ¢, egrisi olsun. ¢; involiit egrisinin denklemi
a (s)=a(s)+A(s)t(s), A(s)=k-s, keR (3.6)
bagntisiyla verilir (Sabuncuoglu, 2016).

Ispat: (3.6) ifadesinin tiirevi almirsa

o =a'+A't+ Axn
=(1+A)t+Axn

olur. Involiit egri tanimindan

(/1) =0=> ((2+2)t+2xn,t) =0

= 1+4'=0
= A=k-s5, keR

bulunur.
Teorem 3.3.2 ¢, egrisi & egrisinin involiitii ve Frenet catilar1 sirasiyla {tl,nl,bl} :

{t, n, b} olsun. Bu ¢atilar arasinda

K

T T
t=n n=- t+ b, b= t+
ot s V2 +12 i +7

bagintilari vardir (Sabuncuoglu, 2016).

b (37)

Ispat: (3.6) ifadesinin tiirevleri aliir ve Frenet formiilleri i¢in gerekli hesaplamalar

yapilirsa

al' =a' —t+ At' = Axn,
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/”Llcn)’
(A'K+ﬂ,lc')n—ﬂ,1<n'
(/1'/( + /11(') n— /1K(—Kt + z'b)
At +(A'k + Ax")n - Axzb,

' (s)

m

o, (S) = (21(2 - 3/11(7(’)t + (—/”Llcg — 2K+ Ak"T? ) n +(—2KZ’ + 2T+ /1Kr')b,
o xa =(Axn)x ((Z,’K+ A" )n— Akt + /1Krb) =’ K’tt+ A%k,
A2ttt + 12D,
<a1' X al",alm> = (27(2 ~ 3/1K7c’)t + (—(k -X)&° =2k + A" Akt ) n),
+(—2x7 +2AK"T+ AkT")b
= 2’k° (kt' k')

!/
a, || = Ak,

= K44 + A4
= 12PNk + 12

bulunur. Bu bagintilar Frenet formiillerinde yerine yazilirsa, involiit egrisinin Frenet

’ "
o, xoy

(3.8)

vektorleri
o AK
tl = —1 =—N ,
!
A | Ax]
t=n,,
b, = a xa At + A%xh

- A2k + 12
~ A*k* (rt+kb) _ rt+xb

- /121(2\/1(2 +7? - \/KZ + 72

! n
o Xaoy

elde edilir. Normal vektor hesaplamalari kullanilirsa

n, =l xt, = t+xb = —Kt+2'b.
VK2 +72 Vi + 172
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Teorem 3.3.3 ¢, egrisi & egrisinin involiit egrisi ve ¢ egrisinin egrilikleri sirasiyla

k,,7, olsun . Bu egrilikler arasinda

o (KZ +72)(S) o (k7' —x'7)(s)
Co(k=s)k(s) T (k=s)x(x? +7%)(s)

C A=k-s (3.9)

bagntisi vardir (Sabuncuoglu, 2016).

Ispat: Frenet formiillerinde (3.8) bagmtilar1 yerine yazilirsa « involiit egrisinin

egrilikleri
wxal| pefFTE
Tl el
oy
(K2 +12)
K=— -
' ‘(k—s)/c‘ ’
<0{1' X al”,alm> /13’(_3 (K'T’—KJT)
n= 2 2
o xa (/12K2 V¥ + 1 )
(7' —&'T)
n=
/11(‘(](‘ +7 )

seklinde bulunur.

3.4 Evoliit Egrileri

Tanmm 3.4.1 Ayni aralikta tanimli iki egri @ ve @, olsun. ¢, egrisinin teget vektorii
o egrisinin & (S) noktasindan gegiyor ve bu noktadaki tegetine dik ise o, egrisine
egrisinin evoliitii denir. @ egrisinin teget vektorii t , egrisinin teget vektori t, ile

gosterilirse bu tanimdan

(t.(s).t(s))=0
ifadesi bulunur (Sabuncuoglu, 2016).
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Teorem 3.4.1 «, egrisi @ egrisinin evoliitii olsun. Evoliit egrisinin denklemi
a,(s)=a(s)+p(s)n(s)-p(s)tan(g(s)+c)b(s) (3.10)
bagintisiyla verilir. Burada gp(s) +c ifadesi a(s) noktasindaki normal diizlemde
birinci kenart &, (S)—a($), ikinci kenart n(s) olan ve ¢(s)= jr(u)du seklinde
0
taniml1 bir agidir (Sabuncuoglu, 2016).
Ispat: «, egrisinine, (S) noktasindaki teget dogrusu, t, (S) vektoriiniin  gerdigi

dogru ve bu dogru « (S) noktasindan gectiginden «, (S) -a (S) vektorii de t(S)

vektoriine diktir. Yani
@, (s)=a(s)=A(s)n(s)+u(s)b(s)

bicimindedir. (3.10) ifadesinin tiirevi alinir ve evoliit egri tanimi kullanilirsa

(e (5)) =(1-A()x(S))t(s)+ (2'(5)~a(s)#())n(s) + (2(5)=(s) + (5))b(s).

1-A(s)x(s)=0

olur. Buradan

ve
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bulunur. Teorem 3.4.1 den

o(5)= ()0
P,
o K_;;(t)j it
(5]
sl
o(s)=-[-2

0
=—(arctank +c¢) = —arctank —c

p(s)

= ¢(s)+c =arctan (—%(s))

S~—

= —% =tan(p(s)+c)
)

=—p(s)tan(p(s)+c)

N—

!

= u(s

Buna gore

a,(s)=a(s)+p(s)n(s)- p(s)tan(e(s)+c)b(s)
bulunur.
Teorem 3.4.2 o, egrisi o egrisinin evoliitii ve Frenet catilari sirasiyla {tz,nz,bz} :

{t, n, b} olsun. Bu catilar arasinda
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t, =cos(¢+c)n—sin(g+c)b
n, = -t (3.11)

b, =sin(¢+c)n+cos(¢+c)b

bagntis1 vardir (Sabuncuoglu, 2016).

Ispat: (3.10) denkleminin tiirevi ve normu alinip teget vektdr tamminda yerine

yazilirsa
' t
P Zé(jii;c)(cos(gﬁc)n—sin(¢+c)b),
| P +ptan(p+c)
a =
? cos(p+c)
t, =22
QZ'
- P z(';t(jﬁi;c)(cos(gﬂc)n—sin((p+c)b)
=

p'+ptan(p+c)
cos(p+c)

t, =cos(¢+c)n—sin(p+c)b

olur. Frenet vektori tanimindan

tz’ = K,y
= az’ KoM,
=—kcos(p+cC)t
—zccos((p+c)t:p+ptan(¢+c)zc2n2 (3.12)

cos(¢+c)
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olur. n, ve t vektorleri birim vektdér oldugundan n,=-t veya n,=t elde edilir.
n, =—t oldugu kabul edilirse
b, =t,xn,

= (cos(p+c)n—sin(p+c)b)x(-t)

=sin(@+c)n+cos(p+c)b
bulunur.
Teorem 3.4.3 ¢, egrisi a egrisinin evoliitli egrisi ve ¢, egrisinin egrilikleri «,,7,
olsun. Bu egrilikler arasinda

x° cos® (¢ +c¢) _ —«x’sin(p+c)cos’ (p+c)

2 = - y Ty = - (3.13)
Krsin(g+c)—x'cos(p+c) xrsin(g+c)—x'cos(p+c)

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu, 2016).
Ispat: (3.12) denklemi diizenlenlenirse

Kk°cos’ (p+c)
krsin(@+c)—«'cos(p+c)

K, =

olur.

’
a, (|7,

b, = |

a, |7,n, =—xsin(p+c)t

oldugundan

_ —&’sin(p+c)cos’ (p+c)

" Kkrsin(p+c)-x'cos(p+c)
bulunur.
3.5 Bertrand Egrileri

Tanmm 3.5.1 o ve ¢, ayn1 aralikta tanimli iki egri olsun. Bu egrilerin asli normalleri
lineer bagimli ise & egrisine Bertrand egrisi, a, egrisine & egrisinin Bertrand partner

egrisi ve (a,a;) ikilisine de Bertrand egri ¢ifti denir.
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Bu tanima gore Bertrand egrileri arasinda
a;(s)=a(s)+A(s)n(s) (3.14)

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu, 2016).

Sekil 3.1 Bertrand egri ¢ifti

Teorem 3.5.1 Bertrand egri ciftlerinin teget vektorleri arasindaki agi sabittir
(Sabuncuoglu, 2016).

Ispat: <t3,t>' =0 ise Bertrand egri ¢iftleri arasindaki a1 sabittir. Gergekten

(t,,t) =<t3',t>+<t3,t’> = vic, (g, t) + & (t;,n)
olur. n Lt oldugundan <n3,t> =0 dir. Bu egrilerin normalleri paralel ve n, Lt,
oldugundan (t;,n) =0 dir. Buradan <t3,t>, =0olur.

Teorem 3.5.2 (a’as) Bertrand egri ¢ifti ve Frenet vektorleri sirastyla{t,n,b},

{t;,n;,b;} olsun. (t;,t) = cos@ olmak iizere bu catilar arasinda
t, =cosft—sindb, n,=n, b, =sin&t+cosdb (3.15)

bagintilari vardir (Sabuncuoglu, 2016).

Ispat: <t3,t>, =0 oldugundan @ ag1s1 sabittir. Bertrand egri tanimindan n, =n olur. t

ve t, arasindaki ag1 sabit ve 6 oldugundan b ve b, arasindaki a¢1 da @ olur.
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Sekil 3.2 Bertrand egri ¢ifti arasindaki ag1

Sekil 3.2 den Bertrand egri ¢iftlerinin teget ve binormal vektorleri arasindaki baginti

bulunur.

Teorem 3.5.3 (Ot, a3) Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu egrilerin egrilikleri arasinda

_ Ak —sin® @ _sin®6

_Axosinc o _sin 6 (ot 3.16
S ) B 0 (&Y (3:10)

bagmtis1 vardir (Ozdemir,2020).
Ispat: (3.14) denkleminin tiirevi almnir ve norm hesaplanirsa

a, =a'+A'n+A(-xt+7b)=(1-Ax)t+ A'n+ Arh,
= J(@- k) +(2) + A%

!
a,

olur. Frenet formiil hesaplamalarindan

’
t =
3T ’

a3

_ 1-Ax th A - At b

JA-acY +(AV + 2265 JA-ac) + (XY + 4% J(1-ax) () + 2%

teget vektorii bulunur. Bertrand egri tanimindan asli normaller lineer bagiml

oldugundan
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(t;ny) =0

1- Ak A At
= t+ n+ b,n)=0,
Ja=af + (Y 2% J(1-axf + (X #2361 Ax) +(A) + 2%
pX _
(1K) +(2) + 2%

=

=A=¢, ceR sahit

olur. Bu durumda d (&, a; ) = A =¢ oldugu griiliir. Buradan

!

a;, =t, =(1-Ak)t+ Arb bulunur. Bertrand egrisinin teget vektorii
t, =cosdt —sinob ile t, =(1-Ax)t+ Arb denklemlerinden
cosé = (1 - /11() ve sin @ = —A7 bulunur. Diger taraftan (3.14) denklemi diizenlenerek
a = a, — An, seklinde yazilibilir. Bu denklemin tiirevi alinirsa

o =a, - (ﬂn3)' :

t=(1+Ax; )t — Argh,
olur. Bertrand egrisinin teget vektorii t = cos@t, +sindb, seklinde yazilabilir.
t= (14 Ak, )t — 7,0, ve t = (1+ Ak, )ty — Azyb, ifadeleri diizenlenerek
cosf = (1+ Ak;) ve sin@=-Arbulunur. cosd=(1-4x) ve cosé =(1+1x,)
ifadeleri taraf tarafa garpilisa COS’ 0 = (1— /1K)(1+ /1K3) olur. Bu ifade diizenlenirse
Bertrand egrisinin egriligi

. - Ak —sin® @
(- ax)

olur.
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Benzer sekilde sin@=-Ar ve sin@d=-Ar, ifadeleri taraf tarafa carpilirsa

sin® @ = A’rr,olur. Bu ifade diizenlenirse Bertrand egrisinin burulmast

_sin’@
fa = At

seklinde bulur.
Teorem 3.5.4 (a,a3) Bertrand egri ¢ifti olsun. ¢ egrisinin egrilikleri ve burulma
fonksiyonlar1 Kve 7 olmak iizere ¢, egrisinin Bertrand egrisi olmasi igin gerek ve

yeter kosul z,4 € R\{0} i¢in Ax — uz =1 olmasidir (Ozdemir,2020).

cosd Ax-1
sind Ak

Ispat: cosé =(1-Ax) ve sin@=—Ar ifadeleri oranlanirsa cotd =
olur. Acot@ =n olarak alinirsa 77 = Ax —1buradan da Ax—nz =1 bulunur. Diger

taraftan bir y egrisi i¢in

% —t+ A(xt+7b) = (1— Ax)t + Azh = £ (—nt - Ab)

olur. y, egrisinin teget vektorii

v, -nt+b

b= - P+ A2

¥s
bulunur. Teget vektoriin S ye gore tiirevi alinirsa

dt, —nt'+Ab’  —(px+zd)n

ds \/772 +A° \/772 +A°

olur. Teget vektoriin S ye gore tlirevi alinirsa

dt, dt, ds
T = K
dt ds dt

oldugundan n, ==£n bulunur. Bu durumda  egrisi bir Bertrand egrisi olur.
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3.6 Mannheim Egrileri

Tanmm 3.6.1 « , «, iki egri, o egrisinin normali ile & egrisinin binormali lineer

bagimli ise a egrisine Mannheim egrisi, egrisine ise Mannheim partner egrisi denir

(Wang ve Liu, 2007).

b4

Sekil 3.3 Mannheim egri ¢ifti

Teorem 3.6.1 (a,a4)Mannhaeim egri ¢ifti olsun. Bu durumda, o egrisi ile ¢,

Mannheim egri ¢iftleri arasinda
a, =a(s)+A(s)n(s) (3.17)
bagintis1 vardir ve A4 sabittir (Wang ve Liu,2007).

Ispat: (3.17) denkleminin tiirevi almip esitligin her iki tarafi N ile i¢ garpilirsa

(a4)’ =a+Ab+An'
=a+Ab+A(-«kt+1b)

<(a4)’ ,n>:<a+/1'b+/1(—zct+rb),n> pY
esitligi elde edilir. N ile b, aym dogrultuda oldugundan A'=0 olur. Yani 4
fonksiyonu sabittir.

Teorem 3.6.2 (@, @,) Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu egrilerin {t,n,b}, {t,,n,.b,}

Frenet catilar1 arasinda
t=cosét, +sinén,, n=-b,, b=-sinét, +coséon,,

veya (3.18)
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t, =cosét —sindb, n, =sindt+cosdb, b, =n,

bagintis1 vardir (Orbay ve Kasap, 2009).

Ispat: Mannheim egrisi tammdan N ile b, lineer bagimlidir. t ile t, arasindaki agt

6 ile gosterilirse t ve b vektorleri
t=cosét, +sindn,, b=-sinét, +coson,

seklinde yazilir. n=txb ifadesinden n vektori

(cosét, +sin@n, )x(—sinot, +coson,)

(cos® 6 +sin” 0)(n, xt,)
(n, xt,)

= b,

n

bulunur. Bu ifadelerde {t,,n,,b,} yalmz birakilirsa

t, =cosét —sindb, n, =sindt+cosdb, b, =n
olur.

Teorem 3.6.3 (a,aA) Mannheim egri ¢iftinin egrilikleri sirastyla {K,r} ve {K‘4,T4}

olsun. Bu egrilikler arasinda
. ds ds
k=-r,85iN0—, 7r=r7,0050—
ds ds

veya (3.19)

4 —ﬁ, 7, =KSin0£—TCOSHE
ds4 dS4 dS4

bagntilart vardir (Orbay ve Kasap, 2009).

Ispat: Mannheim egri tamimindan N ile b, lineer bagimli oldugundan <n,b4> =0 dir.

Bu ifadenin tiirevi alinir, Frenet formiilleri kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa
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<ﬂ,b4>+<t,%> -0,
ds, ds,

Kj_s<n,b4>_f4 (t.n,)=0

Sy

olur. n=-h, ve <t, n4> =sin @ oldugundan x egriligi

K =—,Sin 0%

seklinde bulunur. Benzer sekilde (b,n,) =cosé oldugundan 7 egriligi
T =1,CO0S Hdi
d

S

bulunur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde involiit egrisi, evoliit egrisi, Mannheim egri ¢ifti, Bertrand egri
ciftleri modifiye edilerek Frenet ¢atilar1 ve esas egri ile arasindaki baglantilar bulundu.
Daha sonra involiit egrisi, evoliit egrisi, Mannheim egri ¢ifti, Bertrand egrilerinin
adjoint egrisi, adjoint egrisinin Frenet elemanlar1 ve esas egri ile arasindaki bagintilar
hesaplandi. Son olarak involiit egrisi, evoliit egrisi, Mannheim egri ¢ifti, Bertrand
egrilerinin modifiye catilarindan elde edilen adjoint egrileri ve elde edilen adjoint
egrilerin Frenet elemanlar ile esas egrinin Frenet elemanlar1 arasindaki baglantilar

bulundu.
4.1 Involiit Egrisinin Modifiye Ortogonal Catiya Gore Adjoint Egrisi

Teorem 4.1.1 @ egrisinin involiit egrisi ¢, olsun. involiit egrisinin

a) K ya gore modifiye gatisi ve tiirev vektorleri

T =t, Ny=xn, B=xb, (4.1)
T.(s) . 0 VK, 0 || T.(s)
N/ (s) |= - —vic & v || N (S)
B/(s) "0 -vkrn & || B(S)

b) 7 ya gore modifiye ¢atis1 ve tiirev vektorleri

T=t. Ny=gzn, B=rgb, (4.2)
T, 0 vk, O T,
N, | = —|- Kl 1, vel || N,
1
B, 0 —vif 1 B,

seklinde verilir. Burada v = ||o;,

Ispat:(4.1) deki ifadelerin tiirevleri alinir ve (2.5) bagmtisindaki Frenet vektorlerinin
tirev formiilleri kullanilirsa involiit egrisinin & ’ya gdre modifiye catisinin tlirev

vektorleri
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=N +xN
!
=i, N +K (—Klt1 + lel)

!
K
_ 1 2
=—N, —vx, T, +v,B,,
Kl

Blr = (Klbl ),
= K1'b1 + K1b1'

’
=K, b —vi Ty

K,
=—B, -vN;
K

olur. (4.2) deki ifadelerin tiirevi alinir ve (2.5) bagintisindaki Frenet vektorlerinin tiirev

formiilleri kullanilirsa involiit egrisinin 7z ’ya gore modifiye ¢atisinin tiirev vektorleri

27



=z/'n +7,n
!
=7, N +7 (—Klt1 + T1b1)

!
T
_
= N, —vi,7, T, +vr B,
1

81' = (lel )’
= Tllbl + lel'

!
=7, b —von

bulunur.
Teorem 4.1.2 ¢, « involiitii olsun. ¢ involiit egrisinin « esas egrisi ile arasindaki
bagntilar

a) x ya gore modifiye catisi

T=n N, =—%t+—ta29b, B, =—ta29t+%b

b) 7 ya gore modifiye ¢atisi
T,=n N, =i(—cos¢9t+sin9b), B, =i(sin¢9t+cos¢9b)
AK Ax

seklinde verilir.

Ispat: (3.7) ve (3.9) ifadelerindeki involiit egrisinin Frenet elemanlarinin esas egri ile

arasindaki baglantilar (4.1) ve (4.2) ifadelerinde yerine yazilirsa ¢; involiit egrisinin

modifiye ¢atisinin « esas egrisi arasindaki bagintilar elde edilir.

28



Teorem 4.1.3 f, egrisi, ; involiit egrisinin adjoint egrisi olsun. /3, egrisinin Frenet
vektorleri ile ¢ involiit egrisinin Frenet vektorleri arasinda
tl/il :bl' n, =-n, bl,Bl =1

bagintis1 vardir.

Ispat: £ (S) = J. b (S)dS ifadesinin birinci, ikinci ve tigiincii tiirevleri aliir, norm

hesaplanir ve Frenet formiillerinde yerine yazilirsa f, adjoint egrisinin Frenet

elemanlan

,Bl(s):_[bl(s)ds,

" _
B =-von,

(4.3)

"

_ —((vz'l )' n, —virt +vir’b,

B

ix (S) x B (S) =h, x (—vrlnl) =vrt,

B (s (s)| =l = ve,

B
t1 =v - b1!
bl
ﬂl’ x ﬂlﬂ
by =77 =1,
" ﬂl’ X 181"

N, :bw1 Xt =-n

seklinde bulunur.
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Teorem 4.1.4 f, adjoint egrisinin egrilik ve burulmasi
K =V0, Ty =VK
bagintilariyla verilir.

Ispat: (4.3) ifadeleri Frenet formiillerinde yerine yazilirsa /3, adjoint egrisinin

egrilikleri
ﬂll Xﬁlll
K, 5 = ﬁ = Vi,
B
det(ﬂll % ﬂlﬂ’ﬁlm)
Ty = > = VK,

' "
B x b

seklinde bulunur.

Teorem 4.1.5 3, adjoint egrisinin Frenet elemanlar1 ile & egrisinin Frenet elemanlari

arasinda
t,, =sinét+coséb, b, =n, n, =cosot-sinob,
o =Y _vsecd
S |

bagintilar vardir.

Ispat:(3.7) ve (3.9) involiit egrisinin Frenet vektorlerinin esas egri cinsinden ifadeleri
(3.4) adjoint egrisinin Frenet vektorleri arasindaki bagintilarda yerine yazilirsa S,

adjoint egrisinin Frenet elemanlarimin & egrisinin Frenet elemanlar1 arasindaki

bagintilar elde edilir.
Teorem 4.1.6 « egrisinin involiitli ¢, , involiit egrisinin modifiye ortogonal ¢atisinin
adjoint egrisi y; ve bu egrinin Frenet elemanlari {tyl N brl K, T, } ile gosterilsin. y,

adjoint egrisinin
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a) x ya gore modifiye ortogonal gatilari ve egrilikleri arasindaki bagintilar

1 VT 142
T ==—B, N =——N,, B =—"T,
n K 1 7N 2 1 7 K 1
1 K 1
VT,
T TV

b) 7 ya gbre modifiye ortogonal ¢atilar1 ve egrilikleri arasindaki bagintilar

1

VK. VK.
T ==B, N =-—LN,, B, =—2T,
n 1 4 2 1 n 1
21 2 7
VK,
Ky =V no
2]

seklinde verilir.

Ispat: y,(s)= I B, (s)ds ifadesinin tiirevi alinirsa d_7;1 =B, olur.

e I dy,
y, egrisinin yay parametresi S olsun. —-

4 B, ifadesinin Sye gore tiirevi alirsa
S

%3—5 = B, olur. Bu durumda i¢ ¢arpim yapilirsa
S ds

dy, ds dy, d§
= A2 _(B,B
<d§ ds’ ds ds (B..8)

dy, ds dy, dS\

= <t71’t71>((;_§j2 = (1)’

ds
= —=K 4.4
o=k (4.4
dy, ds . . . o r_ i
olur. e B, ifadesinde (4.4) yerine yazilirsa 7, k; = B, veya 7, =—B,
S ds

1

31



bulunur. y, egrisinin teget vektorii t ile gosterilirse t, Frenet, adjoint egri ve

modifiye ortogonal ¢at1 taniminlarindan

yll:t}’l :T71
1

T =—B

n K.l 1

olur. y, egrisinin Sye gore tiirevi alnir ve norm hesaplanirsa

!

VT,

2 !
&y _ (&) g 118 g oy |-o

= N’
@) (q) | s Ko

d27/1

(d5)’

bulunur. Egrilik tammindan x, egriligi

Ky

vy

K, =
n
Kl

seklinde olur. Adjoint egri tammundan n_=-n ve modifiye ortogonal ¢ati
tanimindan N, = x;n, ifadeleri diizenlenerek N ,, =k, n, denkleminde yerine yazilirsa

y, egrisinin modifiye ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin normal vektori

NI

n (K'l )2 1

olur. Adjoint egri tanimindan b, =t ve modifiye ortogonal ¢at1 tanimindan B =xb
ifadeleri diizenlenir ve B, =x, b, denkleminde yerine yazilirsa y; egrisinin modifiye

ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin binormal vektori

by1 :ty1 xn, =b x-n =t =T,

=K
n nn’
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VT.
B =-1T,
7
Ky

olur. Egrilik tanimindan

an, p\_dn.ds_df 1,
ds '™/ ds ds ds|\ &

TJ’l =

bulunur. Benzer sekilde adjoint egrinin 7; e gére modifiye cat1 elemanlart bulunur.

7(s)= I B,(s)ds ifadesinin tiirevi alimirsa % =B, olur. yegrisinin yay
d7, = B, ifadesinin S ye gore tiirevi alirsa %3—8 = B, olur. Bu
S ds

parametresi S olsun.
durumda i¢ carpim yapilirsa

dy, ds dy, ds
2 a2V -(B,B
<d§ ds’ ds ds (B.By)

dy, ds dy, ds\
<d§ ds’ ds ds RETLY

= (t, ,tn)(‘;—ijz =(z,)

ds
= —= 4.5
ds 2} (4.5)
dj/l ds . . . r r_
olur. Fre B, ifadesinde (4.5) yerine yazilirsa y, 7, = B, veya 7, =— B,
s ds 7,
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bulunur. y, egrisinin teget vektorii t ile gosterilirse t, Frenet, adjoint egri ve

modifiye ortogonal ¢at1 taniminlarindan

y]f:bl:t}/lz-r}/l
1

T =—B

n Tl 1

olur. y, egrisinin S ye gore tiirevi alinir ve norm hesaplanirsa
dnds _dflg
ds ds dslz, )’

ddyds (z)

- Bl+l (%) B, —vz,N, |,
ds ds ds (7,) | 7

(ds
dzy
@y
dzy
@ =|-vN,|=v

bulunur. Egrilik tanimindan x, egriligi

K';,l =V

dnyl

dn
seklinde olur. Egrilik tammindan 7, :< ,by1> ifadesindeki 5 L hesaplanirsa

ds d 1 VK,
_—(—nl)——ggnl =——(-vkt, +vrlb1)—r— vh, (4.6)

1 1
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dn
olur. 7, :< r _ 3 > ifadesinde (4.6) yerine yazilirsa y, egrisinin modifiye ortogonal
1 s 1

catisindan elde edilen adjoint egrinin burulmasi

dn
T}/l < d—;/1 >

seklinde bulunur. Adjoint egri tammindan n_=-n ve modifiye ortogonal ¢ati

tanmimindan N, =7;n, ifadeleri diizenlenlenerek N, =z n denkleminde yerine
1 nn

yazilirsa
VK,
N =-——LN
n 2 1
2]

elde edilir. Adjoint egri tanimindan b, =t, ve modifiye ortogonal ¢ati tanimindan

B, =7,b, ifadeleri diizenlenirse B, =7, b, denkleminde yerine yazilirsa

VK.
_ 1
n T

B

21
olur.

Sonu¢ 4.1.1 y, egrisiile & esas egrisinin Frenet elamanlari arasinda

a) K ya gore modifiye ortogonal cat1 ve egrilikleri
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Tyl =sin 6t + cosdb,

N, = —v0 (0032 Ot +sin 9cos«9b),
! K
—0'A
Vg = 2 n
' xsectd
veO'
K, = ,
o ksecd
T =V

b) 7 ya gore modifiye ortogonal cat1 ve egrilikleri

2 2
T, :K,—Jrr,(sinewcosé’b),
' OKT —-KT

v(x? 42t |
N, = ————(cos @t —sin 6b),
b (lcr’—/c'f)

3
v(zc2 +72)A
B;ﬁ = ’ ’ n,
kt'—k'r

7

)A

V(KZ +72
i kTt —K'T
seklinde verilir.

Ispat: (4.1) ve (4.2) involiit egrisinin modifiye catis1 daha sonra (3.7) ve (3.9)
idafelerindeki involiit egrisinin Frenet elemanlarinin esas egri cinsinden ifadeleri

Teorem 4.1.6 da yerine yazilirsa y, egrisinin Frenet elemanlarinin & esas egrisi ile

arasindaki bagmtilar elde edilir.

36



4.2 Evoliit Egrisinin Modifiye Ortogonal Catiya Gore Adjoint Egrisi

Teorem 4.2.1 & egrisinin evoliit egrisi ¢, olsun. Evoliit egrisinin

a) x ya gore modifiye ¢at1 ve tiirev vektorleri

T,=t, N,=xn, B,=xb, (4.7)
T, 0 VK, 0 Irr,
! 1 !/
N, |=—|-v «, vi,7, || N,
! KZ !
B, 0 -k, kK, B,

b) 7 ya gére modifiye cati ve tiirev vektorleri

T,=t, N,=7n,, B,=1b (4.8)
T, 0 vk, 0O T,
N, |=—=|-v,z2 1, viZ||N,
&
B, 0 vz 7, |LB

seklinde verilir. Burada v :‘az' .

Ispat: (4.7) deki ifadelerin tiirevleri aliir ve (2.5) bagintisindaki Frenet vektorlerinin

tirev formiilleri kullanilirsa evoliit egrisinin x’ya gore modifiye catisinin tiirev

vektorleri
T, =t,
= Vic,N,
=vN,,
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’ !

N, Z(Kznz)
! !
= k,'n, + KN,

=K, N, + i, (—1c,t, + 7,0, )

!
K
_ 2 2
=—N, -vi;T, +vr,B,,
K,

!

le = (biz)
=&, b, +xb)

_ ’b
=K, 0, —VK,7,N,

!

K

_ 2

=—=B, -vr,N,
K,

olur. (4.8) deki ifadelerin tiirevi alinir ve (2.5) bagintisindaki Frenet vektorlerinin tiirev

formiilleri kullanilirsa evoliit egrisinin 7 ’ya gore modifiye catisinin tiirev vektorleri
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!

!
N, = (Tznz)
1 1
=7, n2 +T2n2

= TZ' n, +7, (—K2t2 + szz)

!
T
_ "2
—T—N2 -vK,7,1, +v7,B,,
2

_ ’b
=7, 0, —vr,7,N,

!

T

_ 2
=—B, -vr,N,

T2

seklinde bulunur.

Teorem 4.2.2 «a,, o egrisinin evoliitii olsun. o, evoliit egrisinin o esas egrisi ile

arasindaki bagmtilar
a) x ya gore modifiye catisi
T, =cos(p+c)n—sin(p+c)b

x°cos’ (¢ +c)

N. = —
? krsin(p+c¢)-&'cos(p+c)

8 _ x°cos’ (¢ +c)

) ' b
2 msin(go+c)—z<'cos(¢+C)(Sln((p+c)n+cos(¢+c) )
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b) 7 ya gore modifiye ¢atisi

T, =cos(p+c)n—sin(p+c)b

_ &’sin(p+c)cos® (p+c)
2 krsin(p+c¢)—x'cos(p+c)

5 _ —K*sin(¢p +c)cos® (¢ +¢)

= _ .
’ Krsin(qwrc)—x'cos((p+c)(s'n(€0+0)n+cos((p+c) )

seklinde verilir.

Ispat: (3.11) ve (3.13) deki evoliit egrisinin Frenet elemanlarinin esas egri ile

arasindaki bagintilar (4.7) ve (4.8) ifadelerinde yerine yazilirsa a, evoliit egrinin

modifiye ¢atisinin & esas egrisi arasindaki bagintilar elde edilir.
Teorem 4.2.3 f3, egrisi, @, evoliit egrisinin adjoint egrisi olsun. /3, egrisinin Frenet

vektorleri ile @, involiit egrisinin Frenet vektorleri arasinda

t b,, n n,, b

2, =t,

28 25 = T

bagintist vardir.
Ispat: p,(s)= jbz (s)ds ifadesinin birinci, ikinci ve tigiincii tiirevleri alir, norm

hesaplanir ve Frenet formiillerinde yerine yazilirsa

182, (S) = bz'
B, (s)=-vz,n,,
B, (s)= —((VZ‘Z) n, —Vv’z, Kt +v2r22b2), (49)

B, (s)x B, (s)=b,x(—vz,n,) =vr,t,,
‘ﬁz, (s)x5,’ (S)H = |72t || = vz,

olur. Frenet vektorleri hesaplanirsa /3, adjoint egrisinin Frenet elemanlari
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b
by, = L = =b,,
o] B
bzﬁ2 — ﬂZl xﬂ2” = T2t2 =t2'
B x B, b2
n2ﬁ2 = bzﬁz xtzﬂz =N,

seklinde bulunur.

Teorem 4.2.4 « egrisinin evoliit egrisi olan ¢, egrisinin adjoint egrisi /3, nin egrilik

ve burulmasi
Koy, =VT1 Top =VK,
bagintilariyla verilir.

Ispat: (4.9) ifadeleri Frenet formiillerinde yerine yazilirsa /3, adjoint egrisinin

egrilikleri
ﬁz’ Xﬁz”
26, = AERREE
,
det(ﬂz’ Xﬁz”,ﬁzm)
= > = VK,

Tap, = ‘

! ”n
By x B,

seklinde bulunur.

Teorem 4.2.5 f, adjoint egrisinin Frenet elemanlari ile & egrisinin Frenet elemanlart

arasinda

t,s, =sin(p+c)n+cos(p+c)b, n,, =t, b,, =cos(p+c)n—sin(p+c)b,

_ —vk’sin(p+c)cos’ (p+c) vic® cos® (¢ +c¢)

- xrsin(p+c)-x'cos(p+c)’ Fop, = xzsin(p+c)—x’cos(p+c)

Kap,

bagintilar1 vardir.
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Ispat:(3.11) ve (3.13) evoliit egrisinin Frenet vektorlerinin esas egri cinsinden

ifadeleri (3.4) adjoint egrisinin Frenet vektorleri arasindaki bagintilarda yerine
yazilirsa [, adjoint egrisinin Frenet elemanlarinin « egrisinin Frenet elemanlari

arasindaki bagintilar elde edilir.
Teorem 4.2.6 o egrisinin evoliitli ¢, , evoliit egrisinin modifiye ortogonal ¢atisinin

adjoint egrisi y, ve bu egrinin Frenet elemanlari {t

S ,by2 K, T, } ile gosterilsin.

7, adjoint egrisinin

a) x gore modifiye ortogonal catilari ve egrilikleri arasindaki bagmntilar

1 VT VT
T =—B,, N =——2N, B =—2T,
72 K 2 72 2 2 72 K 2
2 K5 2
VT,
K, =— o, =V
K,

b) 7 ya gore modifiye ortogonal gatilar1 ve egrilikleri arasindaki bagintilar

1 VK. VK.
T =—B,, N =——2N,, B =—2T,,
72 T 2 7 2 2 72 r 2
2 7, 2
VK,
K}’z =V, z-}’z -
7]

seklinde verilir.

Ispat: y,(s) = I B, (s)ds ifadesinin tiirevi alimirsa dd—}/; =B, olur.

7, yay parametresi S olsun. ddﬁsz ifadesinin S ye gore tirevi alinirsa
S
%Z—S = B, olur. Bu durumda i¢ ¢arpim yapilirsa
S ds
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dy, ds dy, ds
2= Z22\_(B,,B
<d§ ds’' ds ds (B..B:)

dy, ds dy, ds
@& 8 8\ih b
:><d§ & g5 g Vi)

= (t,.t, )[3%)2 = (x5, )’

ds
=>—=k,
ds

a7, ds
ds ds

olur.

, 1
=B, ifadesinde (4.10) yerine yazilirsa y,x, =B, veya y; =—B,
K.

bulunur. y, egrisinin teget vektori t, ile gosterilirse t, Frenet, adjoint egri ve

modifiye ortogonal ¢at1 tanimindan
r2=b=t, =T,
T = el B,

72
K

olur. y, egrisinin S ye gore tlirevi alinir ve norm hesaplanirsa

d*y, (%, ), 1] (%)

142
—2 7B, +— B, —v5,N, |=——%N,
@ (o) | .
d?y, VT, VT,

2

K K,

()]
bulunur. Egrilik tammindan x, egriligi

_vr

72
K,

seklinde olur. Adjoint egri tammindan n,_=-n, ve modifiye ortogonal cati

tanimindan N, =x,n, ifadeleri diizenlenir ve N, _=x, n,_denkleminde yerine

yazilirsa y, egrisinin modifiye ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin normal

vektori
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VT
N = 2N
72 (K‘z )2

olur. Adjoint egri tammindan b, =t, ve modifiye ortogonal cati tanimindan

B, = k,b, ifadeleri diizenlenir ve B

, =k, b, denkleminde yerine yazilisa y, egrisinin

modifiye ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin binormal vektorii

%
B, =—=T,
72
K

olur. Egrilik tanimindan

dn dn, ds
poo Dy N D08 _dp 1
& ds 7 ds ds ds| x,

j(nn )’ K2 = (KZ)’ N, _i(Nz)’

(%, )2 K2

bulunur. Benzer sekilde adjoint egrinin 7, ye gore modifiye cati elemanlar: bulunur.

J B, (s)ds ifadesinin tiirevi alirsa ddﬁ: B, olur.y, yay parametresi S
S
dy, dy, ds .
olsun. = B, ifadesinin § ye gore tiirevi alinirsa e B, olur. Bu durumda i¢
S S as
carpim yapilirsa
dy, ds dy, ds dy, ds
Q&5 (7 05 dpp O5) g )
ds ds ds ds ds ds

dy, ds dy, ds
97,88 9% 08\ i b b
:>< 05 s’ ds ds) (b

=(t, ’t72>(2|§j2 =(z,)’
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= ‘;—z =1, (4.11)

S ' 1
%E =B, ifadesinde (4.11) yerine yazilirsa y,7, =B, veya 7, =—B,
ds ds T,

olur.

bulunur. y, egrisinin teget vektori t, ile gosterilirse t, Frenet, adjoint egri ve
modifiye ortogonal catis1 tanimlarindan

=ri=b =t =T,
1
:>T7 =—B8,
2 Tz

olur. y, egrisinin S ye gore tiirevi alinir ve norm hesaplanirsa

dy,ds d(1
22 - | =B, |,
ds ds ds{rz,

!

ddpds_ (m),  1[(z)
2

ds ds ds  (z,) .| T,

B, —vz,N, |,
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dy,ds d(1
T 4. - - _Bz y
ds ds ds{z,

d dy, d§_ (TZ)'B N 1 (72)
2

——t—=- — B, —vz,N, |,
ds ds ds (7,) o,| 7, ° 22
d?y
—27, =(—vr,N,),
(5)
d2
—7/22 =-vN,,
(5)
d?y
7| = Ne[= v,
(5)
bulunur. Egrilik tanimindan «, egriligi
K, =V
. . dn, oo dn
seklinde olur. Egrilik tanimindan 7, = d§2 b, ) ifadesindeki r 2 hesaplanirsa
dn d ds d 1 VK.
2= —(-n,)=———n, =——(~v,t, +vr,b,)=—2—vh 4.12
& s ) Tms" ;,_( oo +veshy) r, (4.12)

dn
olur. 7, =< d§y2 ,by2> ifadesinde (4.12) yerine yazilirsa y, egrisinin modifiye

ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin burulmasi
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seklinde bulunur. Adjoint egri tanimindan n,_ =-n, ve modifiye ortogonal ¢ati

tanimindan N, =7,n, ifadeleri diizenlenerek N, =z, n denkleminde yerine

yazilirsa
VK.
N ——2N
72 2 2
2

elde edilir. Adjoint egri tammindan b, =t, ve modifiye ortogonal ¢ati tanimindan

B, =17,b, ifadeleri diizenlenerek N, =7, n,_denkleminde yerine yazilirsa

VK.
B, =—2T,
72
7

olur.
Sonuc¢ 4.2.1 y, egrisiile « esas egrisinin Frenet elemanlar arasindaki baginti
a) K ya gore modifiye ortogonal catt ve egrilikleri

T, =sin(¢+c)n+cos(¢+c)b,

7

N, =-vtan(p+c)t,

B, =v(sin(p+c)n—sin(p+c)tan(p+c)b)

K, =vian(p+c)
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b) 7 ya gore modifiye ortogonal ¢at1 ve egrilikleri

T, =sin(¢+c)n+cos(p+c)b

7.

N =-vtan(p+c)t

72

B, =—vtan(p+c)(cos(p+c)n—sin(p+c)b)

72

7, =-vian(p+c)

ile verilir.

Ispat: (4.8) ve (4.8) deki evoliit egrisinin modifiye gatis1 daha sonra (3.11) ve (3.13)
ifadelerindeki evoliit egrisinin Frenet elemanlarinin esas egri cinsinden ifadeleri

Teorem 4.2.6 da yerine yazilirsa y, egrisinin Frenet elemanlariin « esas egrisi ile

arasindaki bagintilar elde edilir.

4.3 Bertrand Egrisinin Modifiye Ortogonal Catiya Gore Adjoint Egrisi
Teorem 4.3.1 «egrisinin Bertrand partner egrisi ogolsun. o, Bertrand partner
egrisinin

a) Kya gore modifiye ¢at1 ve tiirev vektorleri

T,=t, N;,=xn, B,=xb (4.13)
T, 0 VI, 0 T,
N, |= L vk K, vk, || N,
! K3 !
B, 0 vy, K B,
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b) 7 ya gore modifiye cat1 ve tiirev vekorleri

T,=t, N;=zn, B,=1b (4.14)
T, 0 vk, 0 T,
N, =—|- w,te T, vl || N,
! 3 !
B, 0 vl 1, B,

seklinde verilir. Burada v = o,

Ispat: (4.13) deki ifadelerin tiirevleri alimir ve (2.5) bagmtisindaki Frenet
vektorlerinin tiirev formiilleri kullanilirsa Bertrand egrisinin & ’ya gore modifiye

catisinin tiirev vektorleri

T, =t,
= vic,N,
=vN,,

Nsl = (Kans )'
=&, N, + N,

=K, N, + K, (—K3t; +73b;)

!

K

_ K3 2

=—N, —vi;T, +vr,B;,
K,
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_ 'b

=K, 0, —vK,T,N,
K,

_ 3

=2 B, —vr,N,
K

olur. (4.14) deki ifadelerin tiirevi alinir ve (2.5) bagintisindaki Frenet vektorlerinin

tirev formiilleri kullanilirsa Bertrand egrisinin 7 ’ya gore modifiye c¢atisinin tiirev

vektorleri
! !
Ts = ts
= VKN,
_ visN,
7, ’
12 !
N; = (73 ns)
! 1
=1, n3 +7, n3

=7, N, + 7, (—icty +75b;)

/
T
_ 3
= N, —vi,7,T, + v, B;,
3
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!’

Bs, = (sts)
=7, b, + b,

_ 'b
=730, — VT35,

!

T

_ 1
=—B; —vr;N,

T3

seklinde bulunur.
Teorem 4.3.2 a,, o egrisinin Bertrand partner egrisi olsun. ¢, egrisinin o Bertrand
egrisi arasindaki bagintilar

a) x ya gore modifiye ¢atisi

XKk —sin’ @ _ Xx—sin® @

T, =cosft—singh, N, =257, g _
3 = COSEL =S 3 x(l—xrc)n P x(1-xx)

(sin 8t +cos ob)

b) 7 ya gore modifiye ¢atisi

sin® @ B sin® @
il 272

T, =cosét—sindb, N, =
Xt Xt

(sin Ot +cos6b)

seklinde verilir.

Ispat: (3.15) ve (3.16) ifadesinde Bertrand egri ciftlerinin Frenet elemanlari arasindaki

bagimtilar (4.13) ve (4.14) ifadelerinde yerine yazilirsa o, Bertrand partner egrisinin
modifiye catisinin « egrisi ile arasindaki bagintilar elde edilir.
Teorem 4.3.3 f, egrisi, o, Bertrand partner egrisinin adjoint egrisi olsun. /3, egrisinin

Frenet vektorleri ile o, egrisinin Frenet vektorleri arasinda

1:3/33 = bs’ Nyp =Ny, b3ﬂ3 =1

bagintis1 vardir.
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Ispat: f,(s)= Ib3 (s)ds ifadesinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri alir, norm

hesaplanir ve Frenet formiillerinde yerine yazilirsa S, adjoint egrisinin Frenet

elemanlan

B (S) = _[bs (S)dS,
ﬂ3, = bsi

14 _
By =-vi;n,,

(4.15)

!

2 2_2
N, —v T it +vor, by |,

B = _((VTS)

ﬂs, (5) X ,Bsﬂ (S) =D, x (_stns) =V7,t;,

B ()% 5, (5)| =t = vr,

B
t3ﬁ3 = ; bs'
B
!/ 14
b _ IBS xﬂS _t
355 - ’ ” B
By x By
Moy =byp Xty =—Ny

seklinde bulunur.

Teorem 4.3.4 f, adjoint egrsinin egrilik ve burulmasi
Koy =VIg Ty = VK,

bagintisilariyla verilir.

52



Ispat: (4.15) denklemindeki ifadeler Frenet formiillerinde yerine yazilirsa £, adjoint

egrisinin egrilikleri

ﬂsr X 183”

!3 3
Py

3p5

det( B

Tap, = ' 5 = VK,
By % B

seklinde bulunur.

Teorem 4.3.5 £, adjoint egrisinin Frenet elemanlari ile & egrisinin Frenet elemanlari
arasinda

ty, =sindt+cosdb, n,, =n, by, =cosot—sinob,

3fs

_vsin?@ v(XK—Sin2 9)

Mon T R T o)

bagintilar1 vardir.

Ispat: (3.15) ve (3.16) Bertrand egri ¢iflerinin Frenet elemanlari arasindaki bagmtilar

(3.4) adjoint egrisinin Frenet elemanlari arasindaki bagimtilarda yerine yazilirsa /f,

adjoint egrisinin Frenet elemanlar1 ile « egrisinin Frenet elemanlar1 arasindaki

bagintilar elde edilir.

Teorem 4.3.6 o Bertrand egrisinin partner egrisi «,, Bertrand partner egrisinin

modifiye ortogonal ¢atiya gore adjoint egrisi y,ve bu egrinin Frenet elemanlari

{ty3 n.b .k, .7 73} ile gosterilsin. y, adjoint egrisinin
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a) x ya gore modifiye ortogonal gatilari ve egrilikleri arasindaki bagintilar

1 v %9
T =—B,, N = 3 N,, B, = ML § ,
73 K 3 73 3 73 K 3
3 Ks 3
VT
3 _
73 K, T73 =V

b) 7 ya gore modifiye ortogonal catilar1 ve egrilikleri arasindaki bagmntilar

1 VK. VK.
T73 :ZB3’ N}’s :_ZZSNQ” B}’s :T_:T
VK,
K}’z =V 773 - T_
3
seklinde verilir.
d73
Ispat: y, (s IB s)ds ifadesinin tiirevi alinirsa =B, olur.
7, yay parametresi S olsun. a7 = B, ifadesinin § ye gore tiirevi alinirsa ddy 3—8 =B,
S ds
olur. Bu durumda i¢ garpim yapilirsa
dy, ds dy, d
= B2V -(B,B
<ds ds’ ds ds = (B.B,)
d d
(8B A OSY_h kp)
ds ds’ ds ds
ds )’ 2
= <t73 ’t73 >(Ej = (K3)
ds
= = = 4.16
ds K3 ( )
dy, ds o : o 1
olur. e B, (s) ifadesinde (4.16) yerine yazilirsa y;k; =B, veya 73 = - B,
§ ds

3
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bulunur. y,egrisinin teget vektorii t, ile gosterilirse Frenet, adjoint egri ve modifiye

ortogonal ¢at1 tanimlarindan

2 =b =1, =T,
1

T =—B

73 Ks 3

olur. y, egrisinin S ye gore tiirevi alinir ve sonra norm hesaplanirsa

2 =3

&y, __(%) g+ L[ g N o Yy,
(d§)2 (](‘3) K3 3 373 3

d273

(d5)

bulunur. Egrilik tanimindan «, egriligi

B RN (]

3

K3 K3

VT,
K73 = :
K3

seklinde olur. Adjoint egri tamimindan n, =-n, ve modifiye ortogonal cati
tanimindan B, =x;;n, ifadeleri diizenlenerek N, =x, n, denkleminde yerine

yazilirsa y, egrisinin modifiye ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin normal

vektori
v

N =——=2_
73 (K'S )2

olur. Adjoint egri tanimindan b, =t,ve modifiye ortogonal ¢ati tanimdan B, = b,

3

ifadeleri B, =x, b, denkleminde yerine yazilirsa y, egrisinin modifiye ortogonal

catisindan elde edilen adjoint egrinin binormal vektorii

VT
B, =—2T,
73
K3

olur. Egrilik tanimindan
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bulunur. Benzer sekilde adjoint egrinin 7, e gore modifiye cat1 elemanlar1 bulunur.

75(s)= J. B, (s)ds ifadesinin tiirevi aliirsa % = B, olur. y, yay parametresi S olsun.
S
—= =B, ifadesinin § ye gore tiirevi alinirsa —— = B, olur. Bu durumda i¢ ¢arpim
ds ds ds
yapilirsa
9. &8 97 B\ _ (g, 8,)
dsS ds ds ds
dy, ds dy, ds
> (—=—,——)=(7;b,,z;b
<d§ G ds ds ) = s Ee)
ds ) 2
= <t73 ’t73 >(£j = (T3)
ds
= —= 4.17
ds & (4.17)
S ’ ! 1
olur. %3—3: B, ifadesinde (4.17) yerine yazilirsa y, 7, = B; veya 7, :z'_B3
S ds ,

bulunur. y, egrisinin teget vektorii t, ile gosterilirse t, Frenet, adjoint egri ve

modifiye ortogonal ¢ati tanimlarindan
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= y=b =t =T

73 73
1

= T}/3 = Z B3
olur. y, egrisinin § tiirevi alinir ve norm hesaplanirsa

dy,ds df1
———=—|—B; |,
ds ds ds\ 7,

i_%d—gz——(rs) Bs+l (2-3) B, —vr;N, |,
ds ds ds (75) Ty 75

d2
d2
7/3 — —VN3,

d273

(ds)’

bulunur. Egrilik tamimindan x, egriligi

=[N =v

K}’s =V

73

n dn
seklinde olur. Egrilik tanimindan 7, = <d—_73,by > ifadesindeki = hesaplanirsa
’ s - S

dn
o, _d ——Ein ——i(—l//c3t3+v13b3):VT—K3—vb3 (4.18)

& & T met T 3

dn
olur. 7, =< d§73 ,by3> ifadesinde (4.18) yerine yazilirsa y, egrisinin modifiye

ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin burulmasi
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seklinde bulunur. Adjoint egri tamimindan n,_=-n, ve modifiye ortogonal ¢ati

tanimindan N; = 7,1, ifadeleri diizenlenerek N, =7, n _denkleminde yerine yazilirsa
VK

N, = —g N,

elde edilir. Adjoint egri tanimindan b, =t, ve modifiye ortogonal ¢ati tanimindan

B, = r;b, ifadeleri diizenlenerek B, =7,b, denkleminde yerine yazilirsa

VK.
B, =—2T,
73
73

olur.
Sonu¢ 4.3.1 y, egriile a egrisi ile arasindaki bagint1

a) « ya gore modifiye ortogonal ¢ati ve egrilikleri
Ty3 =sin ot +coséb,
=2
Ny _ vsin _6?2 n
2 r(}uc—sm 49)

B - —vsin® @
» Ar(Ax—sin®0)

(cosét—sin6éb),

. —vsin’ @
& /”Lzr(/lzc—sinze)

173 =V
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b) 7 ya goére modifiye ortogonal ¢at1 ve egrilikleri

T, =(sin Ot +cos6b)

7.

Xk —sin® @ sin’ @

N =—
& (1-xx) X7
Xk —sin®@ xr :
=V (=) Sinzé’(coset—smeb)
K =V

Vx;c—sinze X7
T = -
7 (1-xx) sin*@

seklinde verilir.

Ispat: (4.13) ve (4.14) Bertrand egrisinin modifiye catis1 daha sonra (3.15) ve (3.16)

idafelerindeki Bertrand egri ciflerinin Frenet elemanlarinin arasindaki bagintilar

Teorem 4.3.6 da yerine yazilirsa y, egrisinin Frenet elemanlarimin & esas egrisi ile

arasindaki bagmtilar elde edilir.

4.4 Manheim Egrisinin Modifiye Ortogonal Catiya Gore Adjoint Egrisi

Teorem 4.4.1 o egrisinin Mannheim partner egrisi ¢, olsun. ¢, Mannheim partner

egrisinin
a) « ya gore modifiye catist ve tirev vektorleri
T,=t, N,=xn, B,=xb, (4.19)
T, . 0 VK, 0 T,
N, |=—=|-w) « vz, ||N,
’ K4 !
B, 0 -wr, K B,
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b) 7 ya gore modifiye ¢atis1 ve tiirev vektorleri

T=t, N,=¢n, B,=1b, (4.20)
T, 0 vk, O T,
N, |=—|-vk,z. 7, wviZ|IN,
7y
B, 0 vt 7, B,

bagintilariyla verilir. Burada v = ‘ a,

Ispat: (4.19) deki ifadelerin tiirevleri alinir ve (2.5) bagintisindaki Frenet vektorlerinin

tirev formiilleri kullanilirsa Mannheim egrisinin x ’ya gore modifiye catisnin tiirev

vektorleri
T, =t
= vi,N,
=vN,,
N4’ = (K4 n, )I
=x, N, +x,n,

=K, Ny + 15, (—Kt, +7,0,)

!

K

_ Ky 2

=—N, -vx, T, +v7,B,,
Ky
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!

B, = (K4b4)
=x, b, +x,b,

_ 'b
=k,0, —vk,7,N,

s B, —vz,N,,
Ky
olur. (4.20) deki ifadelerin tiirevleri alinir ve Frenet vektorlerinin tiirev formiilleri
kullanilirsa (2.5) bagintisindaki Frenet vektorlerinin tlirev formiilleri kullanilirsa

Mannheim egrisinin x ’ya gore modifiye ¢atisnin tiirev vektorleri

T4 :t4
= vi,n,
v N,
T, ’
12 !
N, :(T4n4)
! ’
=7,Nn,+7,Nn,

= 14'n4 +717, (—K‘4t4 + T4b4)

!’
T
_ "4
= T—N4 -vix,7,1, +v,B,,
4
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] !

B, = (T4b4)

’ ’
=7,b, +7,b,

’
=7,b, —vr,7,n,
r !
=-+B,-vg,N,
[
seklinde bulunur.

Teorem 4.4.2 ¢,, «egrisinin Mannhei

Mannheim egrisi arasindaki bagintilar
a) x ya gore modifiye ¢atisi

T, =cosét —sin b

N, = —d—e(sin Gt +cos6b)
ds,

B, = —d—en
ds,

b) 7 ya gore modifiye ¢atisi

T, =cosét —sin6b

o
s

seklinde verilir.

ds,

d
ds,

sin Hrcd—s— cos Qrd—s
ds,

sin QKE —C0sOr —
ds,

m partner egrisi olsun. ¢, egrisinin «

j(sin 6t +cos 6b)

S]n
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Ispat: (3.18) ve (3.19) Mannheim egri g¢iftlerinin Frenet elemanlar1 arasindaki

bagintilar (4.19) ve (4.20) ifadelerinde yerine yazilirsa «;, Mannheim partner egrisinin

modifiye catisinin « esas egrisi arasindaki bagintilar elde edilir.

Teorem 4.4.3 f, egrisi, ¢, Mannheim partner egrisinin adjoint egrisi olsun. /3,
egrisinin Frenet vektorleri ile ¢, Mannheim partner egrisinin Frenet vektorleri

arasinda
ty, =0, N, =-n, b, =t
bagintis1 vardir.
Ispat: p,(s)= ij (s)ds ifadesinin birinci, ikinci ve tigiincii tirevleri alir, norm

hesaplanir ve Frenet formiillerinde yerine yazilirsa /3, adjoint egrisinin Frenet

elemanlan

£.(5)=[b.(s)0s,

1
ﬂA = b41
,34" =-vr,n,,
!
B = —((vr4) n, —v°r,Kt, +v21'42b4),

By (S) x By (S) =D, x (_V74n4) =Vr, L,
(4.21)
B ()AL (5)] =[] =ve,
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!

-

454 = ' = b4’
4
! 14
b — ﬂ4 X ﬁ4 — t
4P4 ' ” 47
By x B,
Nyg, =Dy, ¥, =,

seklinde bulunur.

Teorem 4.4.4 [, adjoint egrisinin egrilik ve burulmasi
Kup =VTys  Tap = VK,
bagintilariyla verilir.

Ispat: (4.21) ifadeleri Frenet formiillerinde yerine yazilirsa /3, adjoint egrisinin

egrilikleri
! 4
|s. 5,
Ko =" @ Ve
s,
! " "
det( 5, x5, 1"
T4ﬂ4 = ' ; > =VK,
‘,th x B,

seklinde bulunur.

Teorem 4.4.5 f, adjoint egrisinin Frenet elemanlari ile & egrisinin Frenet elemanlar:

arasinda

t,, =n, b = —sin 6t —cos &b,

yp, =COSOt—sinOb, n,

N P

. ds ds dé
Ky =V|SINOk——C0SOr— |, 7,, =—V—
‘ ds, ds, ‘ ds,

bagintilar1 vardir.

Ispat: (3.18) ve (3.19) Mannheim egri ¢iflerinin Frenet elemanlar1 arasindaki

bagintilar (3.4) adjoint egrisinin Frenet vektorleri arasindaki bagmtilarda yerine

64



yazilirsa S, adjoint egrisinin Frenet elemanlar: ile ¢ egrisinin Frenet elemanlari

arasindaki bagintilar elde edilir.

Teorem 4.4.6 a Mannheim egrisinin partner egrisi ¢,, Mannheim partner egrisinin

modifiye ortogonal ¢atiya gore adjoint egrisi y, ve bu egrinin Frenet elemanlari
{ty3 M, ’sz’Kn’Tys} ile gosterilsin. y, adjoint egrisinin

a) x ya gore modifiye ortogonal gatilari ve egrilikleri arasindaki bagmntilar

1 VT VT
T =—B,, N =——%N,, B =—/4T,,
Va K 4 Va 2 4 Va 4
4 K, Ky
vz,
Kn - K, ! T74 =V,

b) 7 ya gore modifiye ortogonal gatilar1 ve egrilikleri arasindaki bagintilar

1 VK VK
T =—B,, N =——2N,, B =—2T,,
V4 r 4 Va4 2 4 Va4 4
4 7, Ty
VK,
K =V, T, =—
Va 74
Ty

seklinde verilir.

Ispat: y,(s)= J. B, (s)ds ifadesinin tiirevi alinirsa 47 _ B, olur.
S
7, yay parametresi S olsun. Bu durumda ddﬁ = B, ifadesinin S ye gore tiirevi alinirsa
S
dy, ds :
d—ji“(;—s = B, olur. Bu durumda i¢ ¢arpim yapilirsa
S as
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dy, ds dy, d5
—a > TN (B,,B
<d§ ds’' ds ds (B..B.)

dy, ds dy, ds

T ™ 7N _ kb, kb

j<o|§ ds ' ds ds> (ribas iy )
ds )

:><t},4,t},4>[gj =(K4)2

=Sk, (4.22)

d}/4 d§ . . . I} _ r_ 1
e B, (s) ifadesinde (4.22) yerine yazilsa y,x, =B, veya 7, =—B,
S ds K,

olur.

bulunur. y, egrisinin teget vektori t, ile gosterilirse t, Frenet, adjoint egri ve
modifiye ortogonal ¢at1 tanimindan
va=b,=t, =T,

T -1,

Vs
K,

olur. y, egrisinin S ye gore tiirevi almir ve norm hesaplanirsa

VT,

2 !
(%) B4+i () B, -vz,N, |=-

N
() (m) " | g

Oy ||| vee

(o))

v,
===

K, K,

bulunur. Egrilik tammindan x, egriligi

_ VT4
74

K4
seklinde olur. Adjoint efri tammindan n,_=-n, ve modifiye ortogonal cati
tanimindan N, =x,n, ifadeleri diizenlenir ve N, _=x,n, denkleminde yerine

yazilirsa y, egrisinin modifiye ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin normal

vektora
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N =-——Y N,

74 2

(%)
olur. Adjoint egri tammindan b, =t, ve modifiye ortogonal cati tanimindan
B, = x,b, ifadeleri diizenlenirve B, =x, b, denkleminde yerine yazilirsa y, egrisinin

modifiye ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin binormal vektorii

VT,
B, =T,
Va
KA

olur. Egrilik tanimindan
dn dn, ds
r = _74'b :__“d_szi _iN4 ’
& s " ds ds ds| «,

(nn )’ Ky = (=) N —i(N4)',

(4 )2 LK

r, =(VT,+v—"B,T, ),
4 (%)

Z'},4 =V

olur. Benzer sekilde adjoint egrinin 7, ya gore modifiye cat1 elemanlar1 bulunur.

7.(s)= _[ B, (s)ds ifadesinin tiirevi aliirsa %:84 olur.y, yay parametresi §

dy dy, ds

olsun. —=* = B, ifadesinin S ye gore tiirevi alinirsa —* — = B, olur. Bu durumda i¢
ds ds ds
carpim yapilirsa
dy, ds dy, ds
—— 2 —1)=(B,,B
<d§ ds’' ds ds (BerBr)

ds ds’ ds ds

=t ’t74>(?1_§j2 =(z,)

:<%d_s %d_S>:<,4b4,T4b4>
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5__ (4.23)

ds
_ , 1
olur. %3—5 =B, ifadesinde (4.23) yerine yazilirsa y, 7, =B, veya 7, =—B,
S ds T,

bulunur. y, egrisinin teget vektori t, ile gosterilirse t, Frenet, adjoint egri ve
modifiye ortogonal ¢ati1 tanimlarindan

7/‘{ :b4 :tn :Tn

:>Ty :iB4
4 ,Z.4

olur. y, egrisinin S ye gore tiirevi alinir ve norm hesaplanirsa

dy,ds d[1
—— -=-| =B
ds ds ds\ 7z,

ddpds_ (n)
ds ds ds  (7,) | T

(ds)*

d27/

(d§)42 e

d27

o ERCE
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dn dn
seklinde olur. Egrilik tanimindan z, :< d;“ b, > ifadesindeki d—f“ hesaplanirsa
4 4 §

dn, d ds d 1 VK.
d_§7=£(_n4)=_££n4 Z—Z(—VK4t4 +VT4b4):T_44_V 4 (424)

dn
olur. 7, :< d_” ,by> ifadesinde (4.24) yerine yazilirsa y, egrisinin modifiye
4 S 4

ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egrinin burulmasi

seklinde bulunur. Adjoint egri tanimindan n, =-n, ve modifiye ortogonal ¢ati
tanimindan N, =7,n, ifadeleri diizenlenerek N, =z, n denkleminde yerine

yazilirsa

VK
N, =L
V4 2 4
7

elde edilir. Adjoint egri tammindan b, =t, ve modifiye ortogonal cati tanimindan

B, =7,b, ifadeleri diizenlenerek N ., =7,.n, denkleminde yerine yazilirsa

B =2t

7a
T4

olur.
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Sonuc¢ 4.4.1: y, egrisinin « esas egri ile arasindaki baginti

a) K ya gore modifiye ortogonal ¢at1 ve egrilikleri
T =n

V4

Nn :(sin ¢9zc£—coserE Y

ds,

(sin 6t +coséb)

B = sinc9z<£—cosﬁrE LcosHt—sing
74 ds, ds, J)( d@
ds,

K, =(sin exﬁ—coserﬁj Y
‘ ds, ds, )( do
[ds4

N——

T, =V

b) 7 ya gore modifiye ortogonal ¢at1 ve egrilikleri

Th =n
N, :vg—e 1 (sin 6t +cos6b)
s s
*1'sin 49/c£—coserE
ds, ds,
B, :3—6 v (cos 6t —sin 6b)
s ds
* | sin QKE—COSQTE
ds, ds,
K74 =V
do —v
T ds, ds ds
“|sinOx— —cosOr —
ds, ds,

seklinde verilir.
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Ispat: (4.16) ve (4.17) Mannheim egrisinin modifiye catis1 daha sonra (3.18) ve (3.19)
idafelerindeki Mannheim egri ¢iflerinin Frenet elemanlarinin arasindaki bagintilar

Teorem 4.4.6 da yerine yazilirsa y, egrisinin Frenet elemanlarinin o esas egrisi ile

arasindaki bagintilar elde edilir.

2
s . . S o .. .
Ornek 1.1 g(s) = (s Sins +C€0SS,SCOSS —sin S?J egrisi verilsin.

Sekil 4.1 « egrisi

Bu egrinin tiirevleri ve normlar1 alinirsa

a' =(scoss,—ssins,s), «a"=(coss—ssins,sins+scoss,1),
a" =(-2sins—scoss,2coss —ssins,0),
le| =2, a'xa"= (—32 coss,—s’sins, sz),

| :\/ESZ, det(a/’an’am):SS

olur. Frenet vektorleri ve egrilikleri

(o SCOSS SSins S r]:(ssins —SCO0S S OJ b:(—coss —-sins L]
| e N2 U ) U e e

1 1
K=—m, T=—
2[s| 2s

alx al!

seklinde bulunur. & egrisinin adjoint egrisi ile J gosterilirse bu egri
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_(—sins COS S ij
NN NG
olur. B adjoint egrisinin tiirevleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
, [—coss —sins 1 , [sins —coss » [COSS sins
ﬂ :( ’ l_jl ﬁ :(_y—yoji ﬂ :(—l_loj!
J2 N2 2 J2 2 N2 A2
coss sins 1 1 1

ﬂ Xﬂ :(Ti_v_jv ”ﬂ Xﬂ :ﬁ’ det(ﬂ!ﬂ ’ﬁ ):m

bulunur. f adjoint egrisinin Frenet elemanlart

—coss —sins 1 \/Ecoss \/Esins \/E . COSS
ﬁ= ’ 'y — | bﬂ: ) T | n/}= —SInS,—,O Il
V202 2 2 2 2
1 1
Kﬁ_ﬁ’ Tﬁ ZE
olur.

Sekil 4.2 f adjoint egrisi
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@ egrisin K ya gore modifiye ortogonal ¢atist {T,_,N,,B_} ile gosterilirse

T, =(scoss,ssins,s),
N, =(ssins,—scoss,0),
B, =(-s’coss,~s’sins,s?)

olur. k¥ ya gore modifiye ortogonal ¢atisindan elde edilen adjoint egri S, ile

gosterilirse

B. = J.(—s2 coss,—s?sin s,sz)ds

—-s° s® s?
=| —sins,—Co0s S, —
( 3 3 3}

seklindedir. S_egrisinin tiirevleri alinir ve gerekli islemler yapilirsa

’

ﬂl{‘
ﬂl{
ﬂl(

t —(_COSS —sins ij n, =(-sins,coss,0), b —[—COSS sins LJ
/BK \/E H \/E ,\/E H /BK 1 H H /BK ﬁ 1 \/E ’\/E 1

= (—32 coss,—s?sins, sz),
= (—25 cosS + s%sins,—2ssins — s% cOS S, 25),
- (—2coss +4ssins+s2coss,s2sins —4scoss — 2sins, 2),

ﬂ;{, Xﬂl{” = \/5847

m
!

=2s’, B/xpB =(s’coss,s’sins,s?), ‘

K

olur.
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Sekil 4.3 [ egrisinin modifiye catiya gére adjoint egrisi

Ornek 1.2 a =(C085,8InS,1)  egrisi verilsin.

Sekil 4.4 o egrisi

Bu egrinin tiirevleri ve normlar1 alinirsa

"

a' =(-sins,c0ss,0), a"=(-coss,—sins,0), «"=(sins,—coss,0),

||oc'||:1, |a'><a” =1, det(a',a",a")=0
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olur. Frenet vektorleri ve egrilikleri

t =(-sins,coss,0), n=(coss,sins,0), b=(0,01),

k=1 =0
dir. a egrisinin involiitii ¢ ile gosterilirse
a, =(coss—(c—s)sins,sins +(c—s)coss,1)

olur.

Sekil 4.5 a egrisinin involiit egrisi
o, 1nvoliit egrisinin tirevleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

a =((s-c)coss,(s—c)sins,0),a," =(coss —(s—c)sins,sins +(s—c)coss,0),

a" = (—Zsin s—(s—c)coss,2coss—(s—c)sin s,O),

||al||=\/§|s—c|,a1' xa' =(O,0,(S—C)2), o xa =(S—C)2.
Frenet vektorleri ve egrilikleri
COSS sins Sins  CcOSS
=|—,—,0, n=|—,-——,0], =(0,0,1),
(o) n=[TF o) b0
K:; 7, =0
bo22)s—¢

olur. ¢, involiit egrisinin egriligine gore modifiye ortogonal ¢atisi
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s—c|sins |s—c|coss
2

T, =(Js—c|coss,|s—c|sins,0), N, :{
olur. k; e gore modifiye ortogonal gatisinin adjoint egrisi £ ile gosterilirse

A= [(0.0.(s—c)")ds

3

S 2
=|C,C,——Ss°C+Cs

3

elde edilir.

Sekil 4.6 ¢ involiit egrisinin x; e gére modifiyesi
o egrisinin evoliit egrisi ¢, ile gosterilirse
a, =(coss+(s—c)coss,sins +(s—c)sins,0)

olur.
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D

Sekil 4.7 a egrisinin evoliit egrisi

o, egrisinin tiirevleri alinir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

a, =(-sins+coss—(s—c)sins,coss+sins+(s—c)coss,0),
a," =(-coss—2sins —(s—c)coss,—sins+2coss — (s —c¢)sins,0),

a," =(sins—3coss +(s—c)sins,—coss —3sins — (s —c)coss,0),

=\/(s—c)2 +2(s—c)+2,

a, xa, = (0,0,((S —c) +1)2),

!
a,

:((s—c)+1)2,

’ n
a, Xa,

det(az' a, az"') =0

bulunur. Yukaridaki ifadeler Frenet vektorleri ve egrilikleri bagintilarinda yerine

yazilirsa

—sins+coss—(s—c)sins coss+sins+(s—c)coss

2_{ \/(s—c)2+2(s—c)+2 ' \/(s—c)2+2(s—c)+2 ’ ]

_(coss+sins+(sc)coss sins—coss+(s—c)sins 0}
2 = ’

\/(s—c)2+2(s—c)+2 | \/(s—c)2+2(s—c)+2 ’
b, =(0,0,1),
. - ((s—c)+1)2 . =0

((s—c)2 +2(s—c)+2)% |
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olur. x, e gdre modifiye ortogonal ¢atisi

= (—sins+coss—(s—c)sins,coss +sins+(s—c)coss,0),

TZ
N, =((s—¢)+1)° (coss +sins+(s—c)coss,sins —coss + (s —c)sins,0),
BZ

(0.0((s—¢c)+1)’)

dir. x,e gbre modifiye ortogonal catisinin adjoint egrisi y ile gosterilirse
y= I(0,0,((s —c)+1)2)ds
5 3
s—c 2(s—c
(C,C,( ) + ( ) +S—C]

5 3

elde edilir.

Sekil 4.8 5 egrisinden elde edilen adjoint egri
Ornek 1.3 « =(C0SS,5In S, S) helis egrisi verilsin.

Bu egrinin birinci, ikinci ve {i¢iincii tiirevleri alinirsa
a'=(-sins,coss,1), a"=(—coss,—sins,0), a™=(sins,—coss,0)

a'xa"=(sins,—coss,l), |a'xa"|=+2, det(a',a",a™) =1

olur. Frenet formiilleri kullanilirsa
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t:(—mns’coss’izj’b:(smzs’—coss, 1 ),n:(coss,sins,o)

N
S

bulunur. «a egrisinin evoliit egrisi

2 S . . 2 S 2 S
a, =| 3C0ss——=tan §+C sin s,3sin s+ —tan E+C C0SS,S——tan §+C

V2 V2 V2

olur. ¢ (S) = > +C olmak lizere, egrinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri alinirsa

a =2tan¢ (s)n +(\/§—1—tan2 g(s))b

a

’ :\/(4—2\/§)tan2g“(s)+3—2\/§+tan4§(8)

a' =—tan¢ (s)t +[—1+ V2 +2tan* ¢ (s)n—tan® ((s)b}

o xa = (—«/Etan“ £ (s)+2tan’ g“(s)+(\/§—1)tan2 g(s)+(\/§— 2)tan £(s) —3)t
+((1—J§)tan £ (s)+tan’ g(s))n +2tan? £ (s)b

2tan® ¢ (s)—-4tan’ ((s)—(l— 2\/§)tan6 ¢(s)+2v21tan" ¢ (s)

o xa|= |-8tan* £ (s)+(8-12v2 Jtan’ ¢ (s)+(19-1442 tan’ ¢ (s)
+(12-6v2)tan¢ (s)+9
(101, 2 :
a _£—E—§tan ;(s)+7—1—tan g(s)]t

+£—gtan §(s)+\/§+%tan2 g(s)+gtan3 ;(s)jn
+£—g+1—%tan2 g(s)—gtan4 g(s)]b
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32 2

det(al',al",al’"):——tan £(s)+2tan® ¢ (s)+ [3——Jtan ¢ (s)

(o7 c(s)s (gs_q o (s)+ (i} ¢ (s)+ (9£J

2 2

bulunur. Frenet formiilleri kullanilirsa

t =

.

(O,\/itan ¢(s),N2 -1-tan? {(s))

\/(4—2\/§)tan2 £(s)+3-2v2+tan* £ (s)

J2tan® £ (s)+V2tan® ¢ (s)+ (W2~ tan® £ (s) + (V2 —2)tan £ (s) -3
(1—+/2) tan ¢ (s)+tan’ g“(s),«/itan2 ¢(s)

2tan®® £ (s) - 4tan® ¢ (5) - (L- 2v2 ) tan’ ¢ (s) + 22 tan" £ 5) :

~8tan° ¢ (s)+(8-12V2tan’ £ (s) + (19 -142 )tan* ¢ (s)
+(12-6v2)tan* ¢ (5)+9

—tan® £ (s)+ (4-242)tan* £ (s) + (3-2v2) tan £ (s),
J2tan® ¢ (s)—/2tan® £ (s)—tan* £ (s) + (4 - 242 tan* £ ()
+(6—2v/2)tan? ¢ (s)+(4-3v2)tan £ (s) +3

2tan® ¢ (s)—2tan* £ (s)+ (v2 —2) tan* £ (s)

+(2v2 —2)tan? ¢ (s) + 342 tan £ (s)

2tan’ £ (s) - 4tan™ £ (s) + (7 6\/_)tan1°{(s)+(10\/§—16)tan9§(s)
+(6-1072}tan® ¢ (s) +(4v2 +12)tan’ ¢ (5)+ (62 - 222 )tan® £ ()
+(84-76+2)tan” ¢ (5) + (117 ~11042 ) tan* ¢ (5) + (96 - 282 Jtan® ¢ ()
+(35-54V2}tan’ £ (s) + (12— 6v2 ) tan ¢ (s) + (27 -18V2)
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2t £ (5)- 4t £ (5)-(1- 22 ¢ (5)+ 22t £ 5|

-8tan* ¢ (s)+ (81242 tan’ ¢ (s) +(19-14V2 ) tan’ ¢ (s)
+(12-62)tan¢ (s)+9
((4— 2\/§)tan2 £(s)+3-2J2 +tan* ¢ (s)

K=

)%

3J_ 72

——tan® ¢ (s)++2 J2tan® S(s)+ (B—Z}an‘* £ (s) +(2J§— 2)tan3 £ (s)

{19_132@}%24«(3) (22 -2fnc(o+( 3-57 ]

2 2

B 2tan® {(s)—4tan’ g’(s)—(l—ZJ_)tan £ (s)+24/2tan® ¢ (s)—8tan* £ (s)
+(8-1242)tan* ¢ (s) + (19 -1442)tan” £ (s) + (12 - 63/2 ) tan £ (s) +9

olur.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada Involiit, Evoliit, Bertrand ve Mannheim egrileri 6nce modifiye
edilerek Frenet vektorleri ve egrilikleri hesaplandi. Daha sonra modifiye edilmis olan
bu 6zel egrilerden adjoint egriler elde edildi. Bu egrilerden elde edilen Modifiye ¢ati
ve adjoint egrilerinin esas egri ile arasindaki iliskiler belirlendi. Tezin son kisminda da
yapilan bu islemler ¢ember ve kardiyoit egrisi {lizerinden hesapland1 ve sekilleri

Geogebra programinda gizilerek bu ¢alismaya eklendi.

Yapilan bu ¢aligma baska egriler kullanilarak ya da fakli uzaylarda calisilarak

nasil sonug verecegi bulunabilir.
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