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OZET

PARCALI LINEER MODELLER ALTINDA PARAMETRE TAHMINLERI
VE TAHMIN EDICILER ARASINDAKI BAZI ILISKILER

HARUN SAKA
ORDU UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZI, 114 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN)

Bu tez c¢alismasi alti boliim halinde diizenlenmistir. Birinci bdliimde
calismanin amacidan bahsedilerek kisa bir giris verilmistir. ikinci béliimde
calismamizda gerekli olacak temel tanimlar, teoremler ve genel bilgiler ifade
edilmistir. Ugiincii bdliimde genel lineer model ve onun kisitlamali modeli altinda
parametrelerin alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi (OLSE) ve en iyi lineer yansiz
tahmin edicisi (BLUE) gbzoniine alinmistir. Ayrica genel model altindaki tahmin
ediciler ile kisitlamali lineer model altindaki tahmin edicilerin esit olmasi igin bazi
gerek ve yeter sartlar arastirilmistir. Dortiincii boliimde pargali lineer modeller altinda
parametrelerin alisilmis en kiiciik kareler tahmin edicisi (OLSE) ve en iyi lineer yansiz
tahmin edicisi (BLUE) gozoniine alinmistir. Ayrica esitlik veya esitsizlik kisitlamali
pargali lineer modeller altindaki tahmin edicilerin esit olmasi igin baz1 gerek ve yeter
sartlar arastirilmistir. Besinci boliimde ise sonug¢ ve Oneriler verilmistir. Altinci
béliimde ise tezde yararlanilan kaynaklar listelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Matris, Rank, Genellestirilmis invers, Lineer Model, Kisitlamali
Model, Pargali Lineer Model, Kovaryans Matrisi, Alisilmis En
Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi, En lyi Lineer Yansiz Tahmin
Edici.



ABSTRACT

PARAMETER ESTIMATIONS UNDER PARTITIONED LINEAR MODELS
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PHD THESIS, 114 PAGES
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This thesis is organized in six parts. In the first chapter, an introduction is given
by mentioning the purpose of the study. In the second chapter, the basic definitions,
theorems and general information that will be required in our study are expressed. In
the third chapter, the ordinary least squares estimator (OLSE) and the best linear
unbiased estimator (BLUE) of parameters under a general linear model and its equality
constrained model are considered. Also, some necessary and sufficient conditions are
investigated for equalities of estimators under a general linear model and its
constrained model. In the fourth chapter, the ordinary least squares estimator (OLSE)
and the best linear unbiased estimator (BLUE) of parameters under partitioned linear
model are considered. Furthermore, some necessary and sufficient conditions are
investigated for equalities of estimators under equality or inequality constrained
partitioned linear models. In the fifth chapter, conclusions and recommendations are
given. In the sixth chapter, the sources used in the thesis are listed.

Keywords: Matrix, Rank, Generalized Inverse, Linear Model, Constrained Model,
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Estimator, Best Linear Unbiased Estimator.



TESEKKUR

Tez konusunun belirlenmesinde ve tim calismalarim boyunca her zaman dstin
bilgi ve deneyimleriyle bana yol gésteren danisman hocam Sayin Prof. Dr. Selahattin
MADEN’ e en i¢ten duygularla tesekkir eder, saygilarimi sunarim.

Bu zorlu slirecte daima destegini hissettigim degerli esim Serap SAKA’ya, hem
bu zorlu ve uzun surecte hem de hayatim boyunca yanimda olan ve ideallerimi
gerceklestirmemde destek veren degerli aileme tesekkir ederim.

Ayrica Lisans ve Lisansustu egitimim sirasinda kendilerinden ders aldigim ve
engin tecriibelerinden yararlandigim Ordu Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi

Matematik Bélimundeki tum degerli hocalarima tesekkdir ederim.



ICINDEKILER

Sayfa
TEZ BILDIRIMI. ..ot |
OZET ... I
ABSTRACT e b s 1
TESEKKUR .......oooviviiiiieieeeeeteee et enes st an sttt s s n et v
ICINDEKILER .......oooooioieeeeeeeeeeeeeeeee ettt \Y/
SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI.......c.ccocooiiinininnceccene, VI
Lo GHRIS an ottt 1
2. GENEL BILGILER...........cocooiiiiiiiiiniesiecee st 3
2.1. Matrislerle Ilgili Bazi Temel Kavramlar.............ccccoeeveveeueiereeecceceeesseeeeee e 3
2.2. Matrislerin Genellestirilmis INVerSIeri.......cocoovevveeevereeceeeeeeeeee e 8
3. MATERYAL VE YONTEM ..ueveuniniiniiiiiiieieineinsie st 11
3.1. Lineer Modelin KUrUTUMU .......coviiiiiiie e 11
3.2. Basit Lineer Modellerde Parametre Tahmini.........ccocovvvvvirennnenineseneceeieen, 14
3.3. Genel Lineer Modellerde Parametre Tahmini........ccccoovvviiiieneniiineniceeee, 18
3.4. Genel Lineer Model ve Kisitlamali Model Altinda Tahminlerin Esitligi........... 25
3.5. Pargal1 Lineer Modellerde OLSE ve BLUE Tahminleri .........ccoocvviviiiienieninnnne 41
4. BULGULAR VE TARTISMA .....ovierierreinranessascsassssssssassssasssssssssssssssssasessssssnss 63
4.1. Parcali ve Dontistliriilmiis Singiiler Lineer Modellerde Tahminlerin Denkligi ... 63
4.2. Esitlik Kisitlamali Pargali Lineer Modellerde Parametre Tahminleri ................ 75
4.3. Esitsizlik Kisitlamali Parcali Lineer Modellerde Parametre Tahminleri .............. 85
5. SONUC ve ONERILER............c.cocooiiiiiiiieeeeeeeeee e, 100
6. KAYNAKLAR ...ttt et te e sre e aeearee s 101
[0/ 01,7 1 15T 106



SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

mZz 0

K;ln — Kan
I

AT
Ek(A)
|A|
A—l
r(4)
AJ_
N(4)
R(A)
A

At

OLSE(B) = B
BLUE(B) = B

llull
boy(u)
min{a, b}
N(a,V)
f'@)

o’V
cov(X)
cov(X,Y)
E(X)
var(X)

: Kompleks Sayilar Kiimesi

: Dogal Sayilar Kiimesi

: Reel Sayilar Kiimesi

: K Cismi Uzerinde Tanmimli m x n Boyutlu Tiim Matrislerin Kiimesi
. nxn Boyutlu Birim Matris

: A Matrsinin Tranzpozu

: A Matrisinin Ek Matrisi

: A Matrisinin Determinanti

: A Matrisinin Inversi

: A Matrisinin Ranki

: A Matrisinin Ortogonal Biitiinleyeni

. A Matrisinin Sifir Uzay1

: A Matrisinin Ranj (Siitun) Uzay1

. A Matrisinin Genellestirilmis Inversi (I¢ Inversi)

: A Matrisinin Moore-Penrose Inversi

: B Parametresinin Alisilmis En Kii¢iik Kareler Tahmin Edicisi
: B Parametresinin En lIyi Lineer Yansiz Tahmin Edici
- u Vektoriiniin Oklid Normu

> u Vektoriiniin Boyutu

> a ve b Sayilarinin Minimumu

. a ortalamali V Varyansli Normal Dagilim

. f(z) Fonksiyonunun Tiirevi

: Kovaryans Matrisi

: X Rasgele Degiskeninin Kovaryansi

: X ve Y Rasgele Degiskenleri Arasindaki Kovaryans

: X Rasgele Degiskeninin Beklenen Degeri

: X Rasgele Degiskeninin Varyansi

Vi



1. GIRIS

Bugiin matris teorisi ve matris inversleri {izerine insa edilen lineer modeler ve
bunun ¢esitli uygulamalari basta teorik matematik ve istatistik olmak tizere, sosyoloji,
kimya, fizik, yazilim miihendisligi ve elektrik miihendisligi gibi pek ¢ok teknik alanda
oldukga onemli bir yere sahiptir. Matris teorisi uzun yillardir bilinmekte ve oldukca
yaygin sekilde kullanilmaktadir. Matris kavrami ilk olarak 1850 yilinda ingiliz
matematik¢i Sylvester tarafindan kullanmis ve daha sonra 1853 yilinda yine bir ingiliz
matematikgisi olan Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin
bazi 6zelliklerinden yararlanmasina ragmen heniiz matris ismini kullanmamistir. 1858
yilinda ise bir diger ingiliz matematik¢i Cayley ise kendi zamaninda olduk¢a meshur
olan ‘Memorie on the Theory of Matrices’ isimli eserinde matris cebirinin temel
esaslarini ortaya koymustur. Ilerleyen yillarda Cayley’ in ¢aligmalarindan yararlanarak
Fransiz Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili ¢esitli yeni kavramlar ve
teoremler tizerinde 6nemli ¢alismalarda bulunmuslardir.

Bir singiiler matrisin inversi kavrami ise ilk kez 1920 yilinda Moore(1920)
tarafindan ortaya atilmistir. Ancak ta ki 1950 li yillarin ortalarina kadar bu konuda
herhangi bir sistematik calismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, dnceki yillarda
yapilan ¢alismalardan tamamen bagimsiz olarak, Penrose(1955, 1956) daha farkli bir
yoldan Moore tarafindan verilen invers kavramini yeniden tanimlamistir. Penrose ile
hemen hemen ayni zamanlarda yasayan bilim adamlarindan Rao(1965) tarafindan
tanimlanan ve gelistirilen Pseuda invers ise Moore ve Penrose tarafindan verilen
kisitlamalarin tamamini saglamamaktadir. Rao, daha sonraki ¢alismalarinda lineer
denklemlerle ilgili problemlerinin ¢oziimiinde yeterli olan ve Moore ve Penrose
tarafindan verilen tanimlardan daha da zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir
invers, bir genellestirilmis invers (g-invers) olarak adlandirilmis ve bunun g¢esitli
uygulamalari Rao(1965)’ nun c¢alismalarinda deyatli bir sekilde yer almistir.
Genellestirilmis inverslerle ilgili onemli gelismeler ve bunlarin uygulamalar1 1971
yilinda yine Rao tarafindan hazirlanan Generalized Inverse of Matrices and Its
Applications isimli kitapta verilmistir.

Matris denildiginde ilk akla gelen kavramlardan birisi de rank kavramidir. Bir
matrisin slitunlarinin ya da satirlarinin dogrusal bagimsizligini belirlemek i¢in en basit

yontem, verilen matrisin elementer matris islemler yardimiyla satir veya siitun eselon



formlara indirgenmesidir. Herhangi bir matris ifadesi verildiginde, bu ifade ile ilgili
cesitli rank esitlikleri kurulabilir ve bu esitliklerinden yararlanarak verilen ifadenin
bazi temel 6zellikleri ortaya konulabilir. Son zamanlarda yapilan ¢alismalarda blok
matrisler ve elementer blok matris islemleri kullanilarak pek ¢ok onemli rank

esitlikleri verilmis ve bu esitliklerden dnemli sonug tiiretilmistir.

Regresyon, bir bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi
belirlemektir. Regresyon analizi, bagimsiz degiskenlerin bazilar1 degistiginde bagiml
degiskenin nasil degistigini anlamaya yardimci olmaktadir. Bu yontem degiskenler
arasindaki neden sonug iliskisini tahmin etmek ve belirlemek i¢in kullanilir. Regresyon
teknikleri cogunlukla bagimsiz degiskenlerin sayismma ve bagimsiz ve bagimlh

degiskenler arasindaki iliskinin tiiriine gore farklilik gésterebilir ve tahmin yapmak igin

kullanilan gesitli regresyon teknikleri mevcuttur.

Lineer korelasyon ve basit lineer regresyon, iki degisken arasindaki dogrusal
iligkiyi inceleyen istatistiksel yontemlerdir. Burada su farkliligi vurgulamak faydali
olacaktir: Korelasyon, iki degiskenin ne kadar iligkili oldugunu gosterirken, dogrusal
regresyon, iki degisken arasindaki iliskiye dayanarak birinin degerini digerinden
tahmin etmeyi saglayan bir denklem (veya model) olusturmay1 igermektedir. Dogrusal
regresyon, bir dizi noktaya en uygun diiz ¢izgiyi veya hiper diizlemi bulmak i¢in
kullanilmaktadir. Bir diger ifadeyle dogrusal regresyon, en uygun diiz ¢izgi (regresyon
cizgisi olarak da bilinir) kullanarak bagimli degisken ile bir veya daha fazla bagimsiz

degisken arasinda bir iligki kurmaktir.

Lineer (Dogrusal) regresyon istatistiksel veri analizinde sik¢a kullanilan bir
yontemdir. Lineer regresyon, dogrusal ve siirekli degiskenler i¢in kullanilan bir
yontemdir. Degiskenler arasinda dogrusal iliski goézlendiginde gelecege dair
tahminde bulunmak, degiskenlerin birbirleri lizerinde nasil etkide bulundugunu

incelemek ve ¢ikarim yapmak i¢in dogrusal regresyon modeli kullanilir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Matrislerle flgili Baza Temel Kavramlar
Bu kisimda daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi onemli tanimlar ve

teoremler verilecektir.
Tammm 2.1 K keyfi bir cisim olmak {izere K cismi iizerinde n bilinmeyenli m tane

lineer denklemden olusan bir lineer denklem sistemi
>lax;=b,1<i<m
j=1
bigiminde tanimlanir. Burada, X, 1< j=n ler bilinmeyenler, aj;, 1<i<m ler bilinen

katsayilar ve b; ler ise bilinen reel sayilardir. Bu denklem sistemi daha agik olarak
ai11X1 + apx; + ag3x3+... tagx, = by
Qs Xy + Ay + Xz .+ = 'b'nJ
seklinde yazilir (Hacisalihoglu,1977).
Tanim 2.2
(i) Bir K cismi verilmis olsun. m,n € Nve 1<i<m,1< j<ni¢in biitiin (i, j) siral
ikililerinin kiimesi A = N X N ile gosterilmek iizere
ftA->K,@{,) - i) =a;
fonksiyonu tamimlansmn. Bu takdirde a;; € K olacak sekilde segilen m.n tane
elemandan olusan bir tabloya K cismi iizerinde tanimli mx n tipinde bir matris

denir. Eger K = R, alinirsa bu takdirde matrise bir reel matris, K = C, alinirsa bu

takdirde matrise bir kompleks matris ad1 verilir. Bu durumda

Ay Ay - By
A_ a'21 a'22 aZn
a‘m1 a‘m2 . amn

matrisi kisaca A = [al- j]mxn seklinde gosterilir. Burada a; elemani A matrisinin
i —yinci satir j —yinci stitununa karsilik gelen elemanidir. K cismi tizerinde segilen

biitiin A = [ai j]mxn matrislerin kiimesi K™ veya K" ile gosterilir.

3



(i) A= [aif]mxn ve B = [bij]mxnmatrisleri ayn1 boyutlu iki matris olsun. Eger her
bir (i, j) i¢in a; =b; ise A ve B matrislerine esittir denir ve A = B ile gosterilir.

(iii) Eger A = [aij]mxnmatrisinin her bir a; eleman sifir ise, bu takdirde A matrisine
bir sifir matris denir ve A = 0 ile gosterilir.

(iv) A = [al- j]mxnve B = [bi j]mxnaym boyutlu matrisler olmak {izere A + B toplam1

Am1 +bmi A2 F bz . AQn + bn

seklinde tanimlanir.

(V) K cismi lizerinde k € K bir skaler say1 olmak tizere kA € K;* matrisi

ka,; ka;, .. kaq,
KA = ka,; ka,, .. kay,
kan,, kan, .. kan,

seklinde tanimlanir.

(vi) A= [aif]mvae B = [bij]pxn olmak lizere A ve B matrislerinin ¢arpimi

(a11b11+ +a1pbp1) (a11b1n+ e alpbpn)

A B = (a21b11+. .. +a2pbp1) (a21b1n+. ..t azpbpn)
(am1b11+. . +ampbp1) (am1b1n+. LT ampbpn)
bi¢iminde tanimlanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Burada agikca goriilecegi gibi iki matrisin toplamindan s6z edebilmek i¢in matrislerin
ayn1 boyutlu matrisler olmalar1 yeterlidir. Ancak iki matrisin ¢arpiminin tanimli
olabilmesi i¢in birinci matrisin siitun sayisi ile ikinci matrisin satir sayisi birbirine esit

olmalidir. Bu sartlar altinda ¢arpim matrisi A. B yada AB ile gosterilir.

Tanim 2.3

(i) BirA= [aij]mxn matrisinde eger m=n ise yani satir sayisi siitun sayisina

esitse bu durumda A matrisine bir kare matris denir. Bu durumda A matrisindeki

aq1,0Qy2,...,0a,, clemanlarina da bu matrisin kdsegen (esas kdsegen) elemanlari denir.



(if) Kosegen elemanlari 1 ve diger tiim elemanlari 0 olan bir kare matrise bir birim

matris denir ve birim matris 1, seklinde gosterilir.
(i) A = [ai j]mxnmatrisinde ayn1 numarali satir ve siitunlarin yer degistirilmesi ile

elde edilen AT = [aﬁ] matrisine Amatrisinin transpozu denir. Uygun tipten

nxm
matrisler i¢in (A + B)T = AT + BT ve (AB)T = BT AT esitlikleri saglanur.
(iv) A bir kare matris olmak iizere eger A" = A ise, bu durumda A matrisine bir

simetrik matris adi verilir.

Tanim 2.4 x4, X5, ..., X, € R™1 vektorleri verilsin. Bu durumda eger Y-, a;x; = 0
olacak sekilde tiimii birden sifir olmayan ay, a,, ..., a,, skaler sayilar1 bulunabilirse bu
takdirde xi,x,, ..., x,, vektorlerine linecer bagimlidir, aksi halde lineer bagimsizdir

denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.5 A matrisi mxn boyutlu ve a4, a,, ..., a, siitunlarina sahip olan bir matris
olsun. xT = (x1,x,,..., x,) vektdrii i¢in Ax = x,a; + x,a, + - + x,a, ifadesi A
matrisinin siitunlarinin bir lineer kombinasyonunu gdsterir. Bu durumda A matrisinin
stitunlarmin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen biitiin vektorlerin

olusturdugu kiimeye A matrisinin siitun uzayi veya ranj uzayi denir ve R(A) ile

gosterilir. R(A), A matrisinin siitunlar tarafindan gerilir ve
R(A) = {y € R™*1:y = Ax,x € R™*1}
ile ifade edilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Tamm 2.6 A matrisinin aq, a,, ..., a, satirlan tarafindan iiretilen R™*! uzaymin alt

uzaymna A matrisinin satir uzay1 denir. A matrisinin satir uzayr R(AT) seklinde

gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.7 Herhangi bir matrisin siitun uzayinin boyutuna matrisin siitun ranki ve satir
uzayinin boyutuna da matrisin satir ranki denir. Bir matrisin satir indirgenmis eselon
formundaki sifirdan farkli satirlarin sayisina ise 0 matrisin ranki denir ve bir A

matrisinin ranki r(A) ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1 A matrisi mxn boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde A matrisinin satir

ranki ile siitun ranki birbirine esittir (Hacisalihoglu H.H., 1977).



Teorem 2.2 Uygun boyutlu A, B ve C matrisleri i¢in asagidaki ifadeler gergeklenir

(Hacisalihoglu H.H., 1977):
(i) R(A:B) =R(4) + R(B),
(i) R(AB) S R(4),
(iii) R(AAT) = R(A),
(iv) R(C) S R(A) & C matrisi AB bigimindedir.
(V) boy(R(4)) = r(4),
(i) T(A) = (A7) = r(ATA) = r(4AT).

Tamm 2.8 P? =P esitligini saglayan bir P matrisine bir idempotent matris denir
(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.9 A matrisinin sifir uzay1
N(A4) = {x € R Ax = 0} € R™!
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.10 V; ve V, R™* {izerinde iki vektor i{izay1 olmak {izere eger her u € V; ve
her v € V, i¢in uTv = 0 ise V; ve V, vektdr uzaylari birbirine diktir denir ve V; L V,
ile gosterilir. Birbirine dik olan iki vektdr uzaynin toplamina bu iki vektodr uzayinin
direct toplam1 ad1 verilir ve V; @ V, ile gosterilir. Eger V; @ V, = R ise V; ve V,
vektdr uzaylaria birbirinin dik tiimleyeni denir ve bu durum V, = Vit (veyaV; = V3")

ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.11 V uzay1r R™? iizerinde bir vektdr uzayr olsun. Her v € V igin Pv = v
ve Pv € V ise P matrisine V iizerinde bir izdiisiim matrisi ad1 verilir. Ote yandan
P matrisi V iizerinde ve I — P matrisi de V* iizerinde bir izdiisiim matrisi ise P

matrisine V {izerinde bir dik izdiisiim matrisi ad1 verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.12 A = (a;;) matrisi nxn boyutlu bir kare matris olmak iizere A matrisinin
determinanti |A| ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

(i) n=1igin |[A]| = a4,

(i) n=2i¢in [A| = aj1a;; — a120a,4,



(iii) n>2 i¢in
Al = a11|A11] = a1zl Asz] + -+ (1) ag,lA] = 2?:1(—1)1““11' | A1l

dir, burada A4;, (1, i) — yinci minérdiir.

Teorem 2.3 A matrisi kdsegen elemanlart aqq,...,a,, olan nxn boyutlu matris
olmak {izere, A matrisi iist iggensel veya alt tiggensel ya da kosegen bir matris ise bu

durumda |A| = a;1a43. .. ay, olacaktir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Sonug 2.1
1
A~

(ii) | birim matris olmak tizere |I| = 1 dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

(i) Amatrisi tersinir bir matris olmak tizere |A| = dir.

(i) A ve B ayni mertebeden kare matrisler olmak tizere |AB|=|A||B| esitligi

gerceklenir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.13 y = (y;) € R™? vektdrii ve simetrik 4 = (a;;) € R™™ matrisi igin,
Q) =yTAy = YL, X7, viy;a;; ifadesine, y; elemanlarinin bir kuadratik formu
ve Amatrisine de bu kuadratik formun matrisi denir. Bu durumda y” Ay kuadratik
formu, simetrik bir A matrisi tarafindan karakterize edilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Bdyle bir matris i¢in asagidakiler soylenebilir.

(i) Eger Vy =0 icinyTAy > 0 ise A pozitif tammlidr.

(i) Eger Vy =0 icin yTAy < 0 ise A negatif tanimhidir.

(iii) Eger Vy icin yTAy > 0 ise A nonnegatif tanimlidur.

Sonug¢ 2.2 Eger Q(y) = yT Ay bir kuadratik form, y bir m x 1 tipinde vektdr ve A
matrisi m X m tipinde herhangi bir simetrik matris ise, Q'(y) = :—yQ(y) = 2Ay dir.

Teorem 2.4 Bir A matrisinin nonnegatif tanimli ve r rankli bir matris olabilmesi
i¢in gerek ve yeter sart A = RRT olacak sekilde rrankli bir R matrisinin mevcut
olmasidir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Eger AB =1 ise, B matrisine A matrisinin sag inversi denir ve bu invers B®
ile gosterilir. A matrisine ise B matrisinin sol inversi denir ve bu invers A™" ile
gosterilir. A matrisinin sag inversi ancak A matrisi tam satir rankli oldugunda ve

benzer sekilde B matrisinin sol inversi B matrisi tam siitun rankli oldugunda mevcut



olacaktir. Buna gore sag invers veya sol invers tek olmayabilir. A € R™*™ {iggensel
matris olmak tizere, rank sartlar1 gosterir ki, m > n oldugunda sag invers ve m<n
oldugunda da sol invers mevcut olmayabilir. Bu nedenle her iki inversin de mevcut
olmasi igin gerek ve yeter sart A matrisinin bir kare matris ve tam rankli olmasidir.
Bu durumda matrisin sag inversi ile sol inversi birbirine esit olup bu matrise,
nonsingiiler A matrisinin inversi adi verilir ve A™ ile gosterilir. O halde bir A
matrisinin inversinin mevcut ve tek olmasi igin gerek ve yeter kosul A matrisinin
nonsingiiler olmasidir. Bu durumda AA™! = A7*A4 = I dir. Eger A ve B matrislerinin

her ikisi de nonsingiiler ve aym boyutlu ise (AB)™! = B~1A71 olacaktr.

2.2 Matrislerin Genellestirilmis Inversleri

Bu kisimda ¢alismamiz boyunca sik sik isimlerini zikredecegimiz matrisler i¢in

bazi genellestirilmis inversler ve bu inverslerin gesitli 6zellikleri verilecektir.

Tammm 2.13 C}}, kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli m X n tipindeki tiim
matrislerin kiimesini gostersin. Bir A € C};' matrisi igin asagidaki dort sartt (Moore—
Penrose sartlari) saglayan bir X matrisine A matrisinin bir Moore—Penrose inversi

denir ve AT sembollerinden birisi ile gosterilir.

(i) AXA = 4,
(i) XAX = X,

(i) (AX)* = AX,

(iv) (X4)* = XA. (2.1)

Eger X matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu X matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan X matrisine A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartim1 saglayan X matrisine ise A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve AD2) le gosterilir.

Bu taninma gore eger A matrisi nonsingiiler bir matris ise bu takdirde A~1
matrisinin Moore—Penrose invers sartlarini saglayacag: agiktir, yani A~1 = AT dir.
Bununla birlikte, eger A matris bir singliler matris veya kare olmayan bir matris ise,
bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir AT matrisinin mevcut olup

olmadig1 sorusu akla gelebilir. Bu sorunun cevabi her A matrisi igin bir AT matrisinin
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mevcut ve tek oldugu seklinde olacaktir. Asagida bu durum gosterilecektir. Ayrica bu
sekilde tanimlanan Moore—Penrose inversin bazi Onemli Ozellikleri verilecektir.
Oncelikle belirtelim ki eger A matrisi m X n tipinde bir sifir matris ise, bu takdirde AT

matrisi n X m tipinde sifir matris olacagi agiktir.

Teorem 2.5 Her A matrisi igin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir ve yalniz bir tek

AT matrisi vardir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.6 (i) m x n boyutlu A matrisinin tiim elemanlar1 1 ise, AT = ﬁA* dir.

(ii) a, n x 1 tipinde bir siitun vektorii ise, bu durumda a’ = (a*a) a* dir.

(iii) a, 1 xn tipinde bir satir vektorii ise, bu durumda a’, a' = a*(aa*)™?

seklindedir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.7 A herhangi bir matris olmak iizere

COLEICUN (2.2)
esitligi gecerlidir (Pringle ve Rayner., 1971).

Sonug¢ 2.3 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, bir A matrisi i¢in, (AT)T = A dir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.8 Herhangi bir A matrisi icin 7(A) = r(AT) esitligi gerceklenir, yani bir

matrsn ranki ile Moore-Penrose inversinin ranki esittir (Pringle ve Rayner., 1971).

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin ranki r ise, bu takdirde AT, AAT,

ATA, AATA ve ATAAT matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu goriiliir.

Sonug 2.4 Eger A matrisi simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde AT = A

dir (Pringle ve Rayner., 1971).

Sonu¢ 2.5 Eger A = Kos{a,q,azy, ... ,ann} 1Se, bu takdirde A matrisinin Moore—
Penrose inversi AT, i—yinci satir ve i—yinci siitunda yer alan kdsegen elemam a;; # 0

iken aj;* ve a; = 0 iken 0 olan bir kdsegen matristir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.9

(i) A, m x n matrisi tam satir rankl ise, AT = A*(4A") ™! ve AAT = I, dir

(ii) A, m X n matrisi tam siitun rankl1 ise, AT = (4*A)"'A4* ve ATA = I,, olur (Pringle
ve Rayner., 1971).



Teorem 2.10 B # 0 ve C # 0 olmak lizere B ve C matrisleri sirastylam X rver X n

tipinde olmak tizere v(B) = r(C) = r olsun. Bu takdirde,

(BOYt = ctBT (2.3)
esitligi saglanir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.11 A /B ve C uygun boyutlu matrisler olmak tizere asagidaki ifadeler

dogrudur (Pringle ve Rayner., 1971):

i) Uht=4
(i) AATve ATA idempotenttir.

(i) r(4) =r(AY) =r 44" =r(474),

(iv) ATAAT = AT = ATAAT ve AT(AD)TAT = AT = AT (AN)T AT,

(VY A=02AB=0,AT=0BTAT=0veATB=0 ATB=0
(i) r(A)=r(A"A) =7r(4A7) <r(4"),

Teorem 2.12 Herhangi bir A matrisi i¢in P, = AA™ matrisi R(A) tizerinde bir izdiisiim
matrisidir. Ayrica A(ATA)~ AT matrisi R(A) iizerinde bir dik izdiisiim matrisidir
(Pringle ve Rayner., 1971).

Tanin 2.14 A € R™™ matrisi ve g € R™*! voktorii verilmis olsun. Bu durumda
Ax = g olacak sekilde bir x € R™*! vektorii varsa Ax = g denklem sistemi tutarlidir

denir (Pringle ve Rayner., 1971).

Teorem 2.13 A € R™ " matrisi ve g € R™*! voktorii verilmis olsun. Bu durumda
Ax = g denklem sisteminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter sart AA g =g
olmasidir. Bu durumda Ax = g denklem sisteminin genel ¢oziimii h € R™*! keyfi

bir vektor olmak lizere
x=A"g+{U—-A"A)h (2.4)

seklindedir (Pringle ve Rayner., 1971).
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3 MATERYAL ve YONTEM
3.1 Lineer Modelin Kurulumu

Y n X1 tipinde bir gézlemler vektori (rasgele vektor), X nxXp (n < p)

tipinde bir bilinen katsay1 matrisi, g p X 1 tipinde bir bilinmeyen parametre vektorii
ve E(g)=0, Cov(e) = X olmak iizere ¢ ise n x 1 tipinde rasgele degiskenlerin

gbzlenebilir olmayan bir vektori olsun. Bu durumda bu degiskenler arasinda

Y=Xpf+¢ (3.1)
bi¢iminde varsayilan bir bagintiya bir lineer model veya lineer regresyon modeli denir.
Bu model, ¢ rasgele hata vektoriiniin dagilimina ve ¥ kovaryans matrisine ya da X
matrisinin yapisina ve rankina bagli olarak bazi 6zel durumlara sahiptir. ¢ rasgele hata
vektoriiniin dagilimi hakkinda ise {i¢ durum gbz oniine alinabilir. Bunlar ¢ rasgele
vektoriiniin € ~ N(0,02I) dagilimina sahip olmasi durumu, & un bilinmeyen bir

dagilima sahip olup E (5) =0 ve Cov (8) =o’l seklinde olmasi durumu ya daV nin

bilinen pozitif definit bir matris olmak iizere Cov(e) = 62V seklinde olmasi

durumudur. Birinci durumda her bir & rasgele degiskeni 0 ortalamali, o* bilinmeyen

varyansli normal dagilima sahip olup ¢;,i=1,23,...,N, ler kendi aralarinda

bagimsizdir. Ikinci durumda, her bir ¢ nin beklenen degeri sifir ise, & ler iliskisiz ve

g ler ortak o bilinmeyen varyansina sahiptirler. Birinci ve iiglincii durumdaki

varsayimlar altinda modele bir Gauss-Markov modeli denir. Ikinci durumdaki modele
ise en kiiciik kareler modeli ad1 verilir. Ayrica eger hata terimi bir normal dagilima

sahip ise bu durumda modellere hipotez modelleri de denilmektedir.

(31) lineer modelinde X g vektoriine modelin deterministik kismi, Y ve &
vektorlerine ise modelin stokastik kismi ad1 verilir. Y vektorii bagimli degisken, tepki
degiskeni veya agiklanan degisken adi verilen bir rastgele degisken ile ilgili gozlemler
vektoriidiir. X matrisine modelin tasarim matrisi, agiklayic1 degiskenlerin matrisi,
bagimli degiskenlerin gozlem matrisi gibi isimler de verilmektedir, & vektoriine ise
hata vektorii denilmektedir. Dogal yasamda olaylarin lineer modeller yardimiyla ifade

edilmesi asamasinda Y, X, § ve ¢ degiskenleri degisik bi¢imlere yorumlanmaktadir.

11



Ornegin bazi modellerde Y iiretim miktar1 iken, bazilarinda boy uzunlugu, bazilarinda

agirlik ve bazilarinda ise bir ekonomik degisken olarak alinir.

Belli bir cins meyvedeki meyve suyu miktarin1 bu meyvenin agirligina bagh
olarak incelemek istedigimiz varsayalim. Gergekte bir meyvedeki meyve suyu miktari
sadece meyvenin agirhigma bagl degildir. Ama agirlik ile meyvedeki meyve suyu
miktart arasinda bir fonksiyonel bagintinin varligini kabul ederek, gézlemlerin bunu
dogrulayip dogrulamadigini, gézlemlerden ¢ikarilan bir bagintinin bulunmasini ve
bunlarin neticesinde de agirliga bagli olarak meyvedeki meyve suyu miktarini tahmin
etmek isteyebiliriz. Bu 6rnekte agiklayici degisken olan meyvenin agirligi ve agiklanan
degisken olan meyve suyu miktar1 birer rasgele degisken olacaktir. Bu durumda eger
agirligr X ile ve meyve suyu miktarii da Y ile gosterirsek X ve Y degiskenlerinin
bir ortak dagilimi1 s6z konusu olacaktir. Burada E(Y|X = x) = g(x) ifadesine Y
degikeninin X degiskeni lizerindeki bir regresyon denklemi adi verildigini ve X ve

Y degiskenlerinin ortak dagiliminin normal olmasi durumunda regresyon denkleminin
EY|X =x) =g(x) =po + Pf1x
seklinde ifade edilebilecegini hatirlatalim. (X,Y) iki boyutlu rasgele degiskeninin
ortak dagilimindan N birimlik 6rneklem, (X;,Y;) ,i = 1,2,..., N, olmak iizere
Y, =Bo+piXi+e, i=12,...,N, &~ (0,02

veya matris formatinda

Yl 1 X1 81
£
v="2  x=|t K2l e=|® Veﬁ=ﬁ°]
: : : ’ Pl
Yy Nx1 1 Xn NX2 3V PVt

matris gosterimleri altinda
Y =Xf+e,
modeline bir basit lineer regresyon modeli ad1 verilir. Ote yandan X ve Y rasgele

degiskenleri arasinda bir ortak dagilim diisiiniilmeden sadece Y bagimli degiskeni ile

ilgili gézlemlere dayali olarak,
Yi = ,80 +181Xi +€i, i = 1,2,...,N,
bi¢iminde bir ifade s6z konusu oldugunda ise modele basit lineer model denir.
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Bir lineer modelde eger agiklayict degisken sayis1 birden fazla ise bu durumda
modele bir ¢oklu lineer model denir. Ote yandan bir lineer modelde eger bagimh
degisken sayis1 birden ¢ok ise bu durumda da modele ¢ok degiskenli model adi
verilmektedir. Sicaklik ile basincin sertlik tizerindeki etkisinin bir fonksiyon bi¢giminde
bir bagint1 ile ifade edilip edilemeyecegi, bu bagintinin bi¢iminin ne olacag1 veya
sicaklik ile basing degiskenlerinin sertligi ne derecede etkileyip etkilemedigi gibi
sorunlar ilk olarak metaliirji biliminin sorunlar1 gibi goéziikmektedir. Metaliirji
biliminin kanunlarina gore sicaklik ile basincin sertlik {izerindeki etkisi tam olarak
belirlenmis olabilir veya verilen baginti bigimsel olarak belirlenmis ancak ig¢inde
bilinmeyen katsayilar mevcut ya da aralarinda bir bagmti var ama ne oldugu
belirlenmemis olabilir. Byle bir durumda ilk durum igin istatistik¢inin yapacagi fazla
bir sey yoktur. Belki de sadece belirlenmis olan modelin gegerliliginin sinanmasinda
yardimet olabilir. ikinci ve {igiincii durumlar igin ise istatistik¢iye ¢ok onemli gérevler
diismektedir. Amag belirlendikten sonra, drnegin bu amag¢ hangi sicaklik ve basing
altinda malzemenin sertligi maksimum seviyeye ulasmaktadir seklinde olabilir,
gozlemlerin almacagi en uygun deney tasariminin segilmesi ve daha sonra istatistiksel

sonug ¢ikariminin yapilmasi istatistik biliminin en 6ncelikli ve 6nemli sorunudur.

Bir diger drnek olarak belirli bir zirai {irliniin verimini incelemek istedigimizi
varsayalim. Siiphesiz verim, toprak ve hava ile ilgili birgok tabiat 6zelliginin yaninda
sulama, giibreleme, topragi isleme gibi bazi dig etkenlere de bagli olacaktir. Bu
nedenle modelleme sirasinda ¢ok karmasik olan gerg¢ek hayattaki iliskilerden bazilarini

ihmal ederek, verim miktart (V) i¢in, yagis miktar1 (X;), sicaklik ortalamasi (X;),

glibre miktar1 (X3) ve birim metrekareye ekilen bitki sayis1 (X,) degiskenlerine bagl,
Y =Bo+XiB1 + X282 + X3z + Xufs + €

bi¢iminde bir modelin gegerli olacag: varsayilmaktadir. Bu durumda gerek model
gecerliliginin stnanmasi1 ve gerekse gecerli bir modelde acgiklayici degiskenlerin
etkilerinin, yani parametrelerin tahmin edilmesi amaciyla yapilacak arastirmada veri
toplama islemi uygulamada pek de kolay olmayacaktir. Bu durumda modeldeki yagis
miktar1 ve sicaklik ortalamasi ile ilgili agiklayici degiskenler birer rasgele degisken
olmasina ragmen giibre miktari ile ilgili agiklayic1 degisken bir deterministik degisken

olarak goriilebilir.
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3.2 Basit Lineer Modellerde Parametre Tahmini

Bir deneyin n kez tekrarindaa asagidaki verinin elde edildigini varsayalim.

Gozlem y X1 Xy o Xp
Numarasi tepkimesi aciklayict degiskenleri
1 Y, X111 X120 Xyp
2 Y, X21 X2 ot Xyp
n Y, Xn1  Xn2 T Xpp

Bu durumda eger modelin
Y =PBo+BiX1+ P Xo+ o+ BpXp+ €

oldugunu kabul eder ve gozlemlerin n- lilerinin ayn1 modele isleyecegi de varsayilirsa

bu durumda bunlar arasinda

Y1 =PBo+ Bix11 + Bax12 + -+ Bpx1p + &

V2 = Bo + B1xz1 + Paxay + -+ ,BpXZp + &

Yn = Bo + B1Xn1 + PaXpy + -+ ﬁpxnp + &,

seklinde bir bagintinin saglanacag: sdylenebilir. Bu takdirde bu n tane denklemden

olusan sistem matris formunda

1 X117 X2 - Xip][Bo &

1 x21 Xoz v Xop||Bi

1 Xn1 Xnz v XnplLBp En
olarak ya da genel olarak

y=XB+e¢

bigiminde ifade edilir. Burada y = (yy,y2, ...,yn)? inceleme degiskeni iizerinde n

sayida gozlemden olusan n X 1 tipinde bir vektor olup

X11 X12 "t Xip

X21 X2 v Xgp
X=1". . . .

Xn1 Xn2 " Xnp
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p sayida agiklayici degiskenin her birisi tizerinde n sayida gézlemin n X p boyutlu bir

matrisidir. § = (,81,/32, ...,Bp)T regresyon katsayilarinin p X 1 boyutlu bir vektorii
olup € = (g4, &,, ..., &,)7T ise rasgele hata bilesenlerinin veya hata terimlerinin nx1
tipinde bir vektorii olacaktir. Eger modelde bir regresyon sabiti mevcut ise, bu
durumda X matrisinin birinci siitunu (1,1, ...,1)T seklinde alinir. Istatistiksel sonuclar
ortaya ¢ikarmak i¢in y = Xf8 + ¢ lineer modelinde bazi ilave varsayimlara da ihtiyag
duyulur. Bu varsayimlar regresyon Kkatsayilar1 i¢in tahmin edicinin istatistiksel
ozelliklerinin verilmesinde kullanilir ve asagidaki sekilde siralanabilir:

(i) E(e)=0.

(i) E(ee?) = 0?1,

(ii) r(X) =p

(iv) X stokastik (rasgele) olmayan bir matristir.

(V) &~ N(0,02L,).

Lineer modellerde regresyon katsayi vektoriiniin tahminini belirlemek igin

kullanilan en genel yontem, segilen uygun bir L fonksiyonu igin,

=1 L&) = Xizq L()’i — X1 — Xipfp — 0 — xipﬁp)

toplamin1 minimum yapmaktir. Lineer modellerde genel olarak parametrelerin tahmini
icin L(x) = x? ile verilen en kiiciik kareler yontemi gdz Oniine alinmaktadir. Bu

amagcla g vektorlerinin kiimesini B ile gosterelim. Eger 6zel bir ek bilgi verilmez ise,
B kiimesi k —boyutlu reel 6klid uzayinda olacaktir. Amacimiz &; hatalarinin kareleri

toplamini, yani, y ve X in verilen degerleri i¢in, B kiimesinde
NOEDWMIEEPEN (RS UCED () (32)
fonksiyonunu minimum yapacak olan bir b™ = (by, by, ..., b,) vektdrii bulmaktir. Bu

durumda S(B) fonksiyonu reel degerli, konveks ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olup

bir minimumu daima mevcut olacaktir. Bunun igin
SB)=yTy+BTX"XB - 2B"X"y

yazilir ve S(B) fonksiyonunun g ya gore 1. ve 2. tiirevleri alinirsa Sonug 2.2 den
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0SB) _ 5yTyp _ o9yT ’s(B) _ HyT
B = oxxp-2xTy, TP =2xTx

yazilabilir. Dolayisiyla normal denklemimiz

L =0 = XX =Xy

selinde olacaktir. Burada r(X) = p oldugu kabul edildiginden X7X matrisi pozitif

taniml1 olacaktir Ki bu durumda da normal denklemimizin yegane ¢6ziimii
B=X"X)"XTy (3.3)

olur. Bu ise B nin alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi (OLSE) olarak adlandirilir.
Ote yandan X matrisinin tam siitun rankli olmadig1 durumda, (X7 X)~ matrisi X7X

matrisinin bir genellestirilmis inversi ve h keyfi bir vektoér olmak tizere
B=0G"X)XTy+[I1-X"X)"Xx"X]h (3.4)

seklinde olacaktir. Ote yandan X matrisinin tam siitun rankli oldugu kabulu altinda

bilinen bir V pozitif definit matrisi i¢in E(£)=0 ve D(&)=0"V olarak dikkate

alindiginda elde edilen normal denklemlere karsilik olarak XTV-1xp = XTv -1y

normal denkleminin yegane ¢6ziimii
f=XTV1x)"1XxTy 1y (3.5)
olacaktir. Bu da f nin genellestirilmis en kiigiik kareler edicisi olarak adlandirilir.

Teorem 3.1

(i) 9 = XB vektorii y vektoriiniin bir tanmin edicisi olsun. Bu takdirde § vektorii
XTXB = XTy matris denkleminin tiim § ¢oziimleri icin ayn1 degere sahiptir.

(i) S(B); XTXB = X"y nin herhangi bir ¢6ziimii icin minimum olur (Rao, 1973).
Ispat. (i) b paramatresi
b=X"X)"XTy+[I —(XTX)"XTX]h
deki herhangi bir eleman olsun. Bu takdirde X(XTX)~XTX = X oldugundan,
Xb=XXTX)"XTy + X[ — (XTX)"XTX]h = X(XTX)"XTy
olur ki bu ifade h ya bagh degildir. Bu ise, § vektoriinin X7Xb = XTy normal

denkleminin her bir b ¢6ziimii igin ayn1 degere sahip olacagi anlamina gelir.
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(ii) Herhangi S vektorii igin
SBE=ly-Xb+Xb-PI"[ly—Xb+X(b—p)]

= -=Xb)'(y—Xb)+ (b —B)X"X(b—-p)+2(b-p)"X"(y— Xb)
=@ —-XD)"'(y—Xb)+ B -BXX(D-p)
> (y—Xb)"(y — Xb) = S(b)
=yTy — 2y"Xb + b"XTXb
=y"y —b"X"Xb
=y'y-39"y

oldugu elde edilir.

Eger y = X + & modeli igin, § tahmini 8 parametresinin herhangi bir tahmin

edicisi ise, bu takdirde uydurulan degerler § = XB olarak tanimlanir. Bu durumda g

asagidaki 6zelliklere sahip olacaktir:
(i) B nin tahmin hatasi asagidaki sekildedir.
B-p=&0"X"y-p=0U"X)"xTe.
(ii) Yansizlik: X in rasgele olmadig: kabul edildiginden ve E (&) =0 oldugundan
E(B—B)=X"X)"'X"E(e) =0
oldugu agiktir. Bu ise bize alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisinin ayn1 zamanda
S nin bir yansiz tahmin edicisi oldugunu gosterir.

(i) # tahmin edicisinin kovaryans matrisi Var(f) = 62(XTX)! seklindedir.

Teorem 3.2 (Gauss—Markov Teoremi) g parametresinin alisilmis en kiiciik kareler

tahmin edicisi ayn1 zamanda £ ig¢in en iyi lineer yansiz tahmin edicidir (Rao, 1973).

Ispat. £ parametresinin OLSE tahmin edicisi y vektoriiniin bir lineer fonksiyonu olan
b=XTX)"XTy

seklinde olsun. Ayrica a vektériiniin elemanlari keyfi sabitler olmak iizere, u” 8 lineer

parametrik fonksiyonunun bir b* = a”y keyfi lineer tahmin edicisini gdz oniine

alalim. Bu takdirde
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E(b*) =E(a’y) =a’Xp
yazilabilir ve bu nedenle
E(b)=ad"XB=u"B=a"X=u"
oldugunda, b™ ayn1 zamanda u” 8 parametresi i¢in de bir yansiz tahmin edici olacaktr.

Biz ¢alismalarimizda sadece lincer ve yansiz olan tahmin edicileri ele almak

istedigimizden kendimizi a’X = uT i¢in olan tahmin edicilere sinirlayabiliriz. Ayrica

Var(a™y) = a"Var(y)a = o%a’a
ve
Var(u™h) = u"Var(b)u = ¢?a’X(XTX) 1XTa

oldugu kolayca gosterilebilir. Bu durumda eger
Var(a™y) = Var(u™h) = o?[aTa — aTX(XTX)"1XTq]
=02a"[l —X(XTX)"1XT]a
=o0%a’(l — H)a
esitligi dikkate alimirsa (1 —H ) matrisi pozitif yari definit bir matris olacagindan
Var(aTy) —Var(u™h) = 0

yazilabilir. Bu takdirde, eger b™ herhangi bir lineer yansiz tahmin edici ise, bu
durumda varyansinin b nin varyansindan daha kiigiik olmamasi gerektigini ortaya
koyar. Sonug olarak “en iyi b ” sifat1 b nin lineer yansiz tahmin ediciler arasinda etkin

oldugu belirtmek tizere, b en iyi lineer yansiz tahmin edicidir.

3.3 Genel Lineer Modellerde Parametre Tahmini

Genel lineer modellerde tahmin edicilerin karakterize edilmesinde matris rank
metotlarinin kullanilmasi oldukg¢a 6nem arzetmektedir. Bununla ilgili olarak tekrar
y = XB+e, E(y) = XB, cov(y) = oV, (3.6)

genel lineer modeli verilmis olsun, burada X € R™ P keyfi rankli bir bilinenler matrisi,
y € R™1 gizlenebilir bir rasgele vektor, f € RP*! bilinmeyen parametre vektorii,
V € R™™ bilinen keyfi rankli non-negatif definit matris ve a2 bilinmeyen bir pozitif

parametredir. Bu durumda (3.6) modeli genel olarak
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M = {y,XB,c%V} (3.7)

bi¢iminde gosterilir. Burada (3.6) lineer modelinin tutarli oldugu, baska bir deyisle bir

¢Oziime sahip oldugu varsayilacaktir. Bunun i¢in 1 olasilikla
y € R[X, V] (3.8)

olmas: gerekmektedir. Ote yandan eger V kovaryans matrisi singiiler bir matris ise
(3.6) modeline bir singiiler lineer model veya bir singiiler Gauss-Markov modeli ad:
verilir. Bu durumda f ve X parametrelerinin (3.7) de verilen genel lineer model

altinda OLSE ve BLUE tahmin edicileri sirasiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

(i) B parametresinin (3.7) genel lineer modeli altindaki OLSE tahmin edicisi
B = OLSEx () = argmin(y XB)T (y — XB) (3.9)

olacaktir. Bu durumda X parametresinin (3.7) genel linner modeli altindaki OLSE

tahmin edicisi

OLSEA(XB) = XB = X.OLSE»(B)

olacaktir.

(i) XpB parametresinin (3.7) genel lineer modeli altindaki BLUE tahmin edicisi,
BLUE(Xp) ile gosterilir, bir Gy lineer tahmin edicisi olarak tanimlanir 6yle ki eger
E(Gy) =B ve X nin (3.7) modeli altindaki diger herhangi bir yansiz lineer tahmin
edicisi Ly ise bu takdirde Cov(Ly)- Cov(Gy) farki nonnegatif definit olacaktir.

P,, @4 ve F, matrisleri sirastyla
P,=AAT,Qu=1-Py,=1—-AATve F;=1—-P,r=1—-A"TA

ortogonal izdiistimlerini gosterelim. Bu gosterimler altinda (3.9) bagintist ile ilgili

normal denklem X7 X = XTy bigiminde olup bu denklemin ¢dziimii asagidaki lemma

da verilen iyi bilinen sonugtur.

Lemma 3.1 (3.7) lineer modeli altinda § ve X parametrelerinin OLSE tahmin

edicileri v € RP*! keyfi bir vektdr olmak iizere
OLSE)(B) = (XTX)TXTy +(I = XTX)v =X Ty + Fyv (3.10)
OLSE»(XB) = XOLSE»(B) = XXTy = Py y (3.11)
seklinde yazilabilir (Rao, 1973).
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Lemma 3.2 Bir Gy tahmin edicisinin (3.7) de verilen model altinda X parametresinin

bir BLUE tahmin edicisi olabilmesi igin gerek ve yeter sart G matrisinin
G[X,VEx] =[X,0] (3.12)
lineer matris denklemini saglamasidir (Marsaglia ve Styan, 1974).

Bu denklem tutarli bir denklemdir, baska bir ifadeyle, R([X,0]) € R([X,VEx])

icermesi veya buna denk olarak,
[X,01[X, VEX]T[X,VEx] = [X,0]

esitligi gergeklenir. Bu durumda (3.12) denkleminin Py, ile gosterilen genel ¢oziimii,

U € R™" keyfi olmak lizere
Pyyy =[X,0][X, VEx]T+UEx v5y), (3.13)
formunda yazilabilir ve dolayisiyla X parametresinin BLUE tahmin edicisi
BLUE(XB) = XB = Pxyyy (3.14)

seklinde yazilabilir. Tleride {Pyy, } Ve {BLUE;(XB)} sembolleri ile sirastyla tim Py

¢cozlimlerinin ve BLUE,,(XB) tahmin edicilerinin aileleri gosterilecektir.

Lineer modellerle ilgili yapilan c¢alismalarda (3.7) modelindeki X tasarim
matrisinin tam siitun rankli bir matris ve V kovaryans matrisinin ise pozitif definit bir
matris oldugu durum oldukga sik rastlanilan bir durumdur. Boyle bir durumda, (3.7)
lineer modeli altinda, § ve Xp parametrelerinin OLSE ve BLUE tahmin edicileri

sirasiyla asagidaki standart formlarda tek tiirlii olarak yazilabilir:
OLSEy(B) =B = (X"X)7'X'y,
OLSEs(XB) = XB = X(X"X)"' X"y,
BLUExM(B) =B = (X"V'X)"' X"V 1y,
BLUE;(XB) = XB = X(XTV-1X)"1XTy 1y, (3.15)

Bu durumda (3.6) lineer modeli altinda S ve XpB parametreleri igin verilen bu tahmin

edicilerin her birisi ayn1 zamanda birer yansiz tahmin edici olacaktir.

Simdi Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler igeren (3.11) ve (3.14) de
verilen OLSE;(XfB) ve BLUE (Xp) tahmin edicilerini tekrar gozoniine alalim. Bu
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durumda Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler iceren degisik matris ifadelerini
sadelestirmek icin bir dizi rank formiillerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Pargali matrisler

icin asagidaki rank formiilleri Marsaglia & Styan (1974) tarafindan verilmistir.

Lemma 3.3 AcR™", BeR™*, CeR"™" ve D € R** matrisleri verilmis olsun. Bu

takdirde asagidaki ifadeler yazilabilir:

(i) r[A,B] =r(A) + r(E,B) =r(B) + r(EgA),

(i) r (‘g) = 7(4) + r(CF,) = r(C) + r(AF) ,

(iii) 7 (‘C1 lg) = 7(B) + r(C) + r(EAF,) ,
. /AB 0  E,B
@) r(; p)=r@+r (CFA D —ACATB> !

A B

. D) =1(4) + (D — CA'B),

(v) R(B) € R(A) ve R(CT) € R(AT) = r (
(vi) 1[4, B] = r(4) & E.B = 0 & R(B) € R(4),

(vii) 7 (‘g) —7(4) & CFy = 0 & R(CT) € R(AT),

(viii) 7 (‘2 g) = 1r(4) @ R(B) S R(A), R(CT) S R(AT) veD = CA'B,

Diger taraftan
r(B— AATB) > r(B) + r(4A™B) = r(B) — r(A"B)
oldugu kolayca gosterilebilir. Bu nedenle
r[A,B] = 7(A) +r(B) —r(ATB)
esitsizligi yazilabilir. Ustelik
R(B) € R(A) ©® AATB = B © r[4,B] = r(4),
R(A) =R(A),

ve
R(B;) = R(B,) = r[A;,B1] = r[A3, B;]

ifadeleri de verilebilir (Marsaglia ve Styan, 1974).
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Lemma 3.4 (3.6) ile verilen modelin tutarli oldugunu varsayalim ve L;y + c¢; ve
L,y + c, lineer tahmin edicileri K8 parametresi i¢in yansiz lineer tahmin ediciler, yani
E(L;y + ¢;) = E(L,y + ¢;) = KB olsun. Bu takdirde L,y + ¢; = L,y + ¢, tahmin
edicilerinin 1 olasilikla esit olabilmesi igin gerek ve yeter sart L,V = L,V esitliginin

saglanmasidir (Tian, 2010).

Lemma 3.5 A € R™™ matrisi verilmis olsun ve Z;,Z,,Z; € R™™ matrisleri A

matrisinin dis inversleri, yani Z;AZ; = Z;, i = 1,2,3 olsun. Ayrica
R(Z) € R(Zy) ve R(Z]) € R(ZT)
icermelerinin saglandig1 varsayilsin. Bu takdirde
r(Z,—2Z,—73) =r(Zy) —r(Z,) —r(Z3) + r(Z,AZ3) + r(Z3AZ,) (3.16)
rank esitligi saglanir (Rao, 1973).

Ispat. Elementer blok matris islemleri altinda bir matrisin rankinin degismedigini daha

once ifade emistik. Bu nedenle elementer blok matris islemleri uygulanirsa

~Z, 0 0 Z ~Z, 0 0 0
0 Z, 0 ZJ|_ |0 2z, 0 0
"lo o0 zg zs|""|lo o z 0
Z, Z, Zs 0 0 0 0 Z,—Z,—Z4

=r(Zy—Zy,—Z3)+r(Z) +1r(Zy) +r(Z3) (3.17)

esitliginin yazilabilecegi kolaylikla gosterilebilir. Diger taraftan Lemma 3.4 de verilen

sartlar altinda elementer matris blok matris islemleri ile

_Zl O 0 Z1 -O ZlAZZ ZIAZ3 Zl
0 Zz, 0 Z] |0 Zy 0 Zy
"o o0 zz z[T"|lo o Zs s
Zy Z, Zz O | Z4 0 0 0

0 0 0 Z4

_ |0 0 —-Z,AZ; O

“Tlo -z,Az, 0 0

| Z1 0 0 0

= ZT(Z]_) + T‘(ZzAZ3) + T(Z3AZ2) (318)

rank esitlikleri yazilabilir. Bu durumda (3.17) ve (3.18) rank esitlikleri birlestirilerek

istenilen sonug elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

22



Lemma 3.6 4 € R™" B € R™*k ve ¢ € RY™ matrisleri verilsin. Bu durumda

zrel;lea’lf)x(lr(A — BZC) = min {r[A, B],r (’2,)}, (3.19)
Zgikrllr(A —BZC) =r[AB]+r (é) —r (‘2, lg) (3.20)

esitlikleri gergeklenir. Bu durumun 6zel bir sonucu olarak BZC = A denkleminin

tutarli olmabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
r[A,B] =r(B) ver (g) =1r(C) (3.21)
esitliginin saglanmasidir (Rao, 1973).

Simdi (3.6) lineer modeli altinda K € R¥*P olmak iizere K seklindeki bir

lineer parametrik fonksiyonun tahmini problemini g6z oniine alalim.

Tanim 3.1 Eger E(Ly + ¢) = Kf yani LX + ¢ = Kp olacak sekilde bir L matrisi ve
bir ¢ vektorii bulunabilirse K parametre vektorii (3.6) lineer modeli altinda tahmin
edilebilirdir denir ve bu durumda da Ly + c lineer tahmin edicisine K parametre

vektoriiniin bir yansiz lineer tahmin edicisi ad1 verilir.

Benzer sekilde eger E(Ly) = KB yani LXB = Kp olacak sekilde bir L matrisi
bulunabilirse Kf parametre vektorii (3.6) modeli altinda homojen olarak tahmin
edilebilirdir denir ve bu durumda Ly lineer tahmin edicisine K8 parametre vektoriiniin

bir homojen olarak yansiz lineer tahmin edicisi denir (Tian ve Ark., 2008).

Verilen bir KB parametre vektoriiniin tahmin edilebilirligi ile ilgili olarak iki
problem hemen akla gelebilir. Birincisi K (homojen olarak) parametre vektoriiniin
tahmin edilebilir olmasi ¢in gerek ve yeter sartlarin belirlenmesidir. Ikincisi ise eger
KB (homojen olarak) parametre vektorii tahmin edilebilir ise E(Ly + ¢) = Kf (veya
E(Ly) = KPB) olacak sekildeki L matrisinin ve ¢ vektoriiniin genel ifadelerinin elde
edilmesidir. Eger § parametre vektorii serbest degisken olarak alinirsa LXS = Kf
esitligi LX = K ve ¢ = 0 olmasina denk olacaktir. Bu ise Kff parametre vektoriiniin
tahmin edilebilir olabilmesi igin gerek ve yeter sartin R(KT) € R(XT) oldugu

anlamna gelir. Bu durumda L matrisinin genel ifadesi U keyfi bir matris olmak iizere

L=KXT+U{-xx"

ile verilir.
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Teorem 3.2 (3.6) ile verilen lineer modelin tutarli oldugunu, yani y € R(X:V)
oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir:
(1) Ly + c lineer tahmin edicisi Kf i¢in bir yansiz lineer tahmin edicidir.

(i) L,K ve c matrisleri igin

(klix o D=rew

rank esitligi gergeklenir.
(iii) L, K ve ¢ matrisleri igin
R(LX — K:0]T) € R([X:V]") ve [LX —K:0][X:V]Ty =c
durumlar1 saglanir.
(iv) L,K ve ¢ matrisleri igin
L[X:0](1 — [X:V]T[X:V]) = [K:0]( — [X:V]T[X:V])
ve
[LX — K:0][X:V]Ty =¢
esitlikleri saglanir (Isotalo ve Puntanen, 2009).

Daha 6nce de ifade edildigi gibi bir Gy lineer istatistiginin K tahmin edilebilir
parametre fonksiyonunun bir en iyi lineer yansiz tahmin ediciSi olmasi igin gerek ve
yeter sart cov(Gy) kovaryans matrisinin bir minimum olmasidir. Bu durumda Gy nin
KB tahmin edilebilir parametre fonksiyonunun bir en iyi lineer yansiz tahmin edici
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul G matrisinin

G(X:VXY) = (K:0) (3.22)

matris denklemini saglamasidir (bakiniz, Rao, 1973, s5.282). Ayrica Kf parametre
vektoriiniin BLUE tahmin edicisi igin acik gosterimler kolayca elde edilebilir. Ornegin
U matrisi R(W) = R(X:V) olacak sekilde keyfi bir matris olmak {izere eger W =
V + XUXT almrsa, bu takdirde K parametre vektoriiniin BLUE tahmin edicisi

BLUE,(KB) = KB = K(X"W~X)"X"TW~y (3.23)
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde Kff parametre vektoriiniin OLSE tahmin edicisi

OLSE;(KB) = KB = KB = K(X"X)" X'y (3.24)
seklinde yazilabilir, burada f vektorii X" X = X"y normal denklemini saglayan keyfi

bir vektordiir. Kf parametre vektorii tahmin edilebilir ve KB tahmini (XTX)~ nin
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seciminden bagimsiz oldugundan OLSE, (KB) nm ifadesi K = KXty olarak da
yazilabilir. Ayrica K tahmini V kovaryans matrisinden bagimsiz oldugundan BLUE
ye bir alternatif olarak pek ¢ok sekilde ifade edilebilir. Bu nedenle BLUE;(Kf) nin
OLSE;(KpB) ye esit olabilmesi i¢in V kovaryans matrisinin yapisini gdzoniine almak
daha ilging olacaktir. Xf beklenen deger vektoriiniin BLUE;(Xf) ve OLSE» (X[)
tahmin edicilerinin esitligi ile ilgili literatiirde oldukca 6nemli ¢alismalar yapilmistir

(bkz. Puntanen ve Styan, 1989).

3.4 Genel Lineer Model ve Kisitlamali Model Altinda Tahminlerin Esitligi

Bu kisimda genel lineer modeller ve kisitlamali model altinda parametre
fonksiyonlarmin tahminlerinin denklik durumlar1 incelenecektir. Bunun igin, X €
R™*P keyfi rankl bir bilinenler matrisi, y € R™*! gdzlenebilir bir rasgele vektor, f €
RP*! bilinmeyen parametre vektorii, V € R™ ™ hilinen keyfi rankl1 nonnegatif definit

bir matris ve a2 keyfi bilinmeyen bir pozitif parametre olmak iizere
y = XB+e, E(y) = XB, cov(y) = a?V, (3.25)

genel lineer modelinin verildigini varsayalim. Ote yandan bilinmeyen S parameter
vektorii iizerinde A € R™®+D pilinenler matrisi ve b € R™*?! bilinenler vektorii
olmak tizere tutarli bir

AB=b (3.26)
lineer matris formunda ekstra bilginin verildigini de varsayalim. Bu tip kisitlamalar
genellikle parametre vektorii hakkindaki lineer hipotez testlerinin incelenmesinde
karsimiza ¢ikabilir. (3.26) kisitlamasi ile birlikte (3.6) modeline bir kisitlamali lineer

model veya esitlik kisitlamali lineer model adi verilir ve bu model
M, ={y,XB | AB = b,c?V} (3.27)

kapali form biciminde gosterilir. Kisitlamali lineer modeler 6zellikle istatistikte
oldukea sik kullanilmaktadir. Bununla beraber (3.27) modeli altinda f parametre
vektoriinlin tahmin edilmesi (3.6) modeli altinda [ parametre vektoriiniin tahmin
edilmesinden ¢ok daha karmasik olacaktir. Lineer modellerin incelenmesinde (3.27)
modeli genellikle ¢esitli doniisiimler yardimiyla daha agik bir kisitlamali lineer modele
dontistiiriilir. Bu husustaki en popular doniisiimler Lagrange carpanlari ve (3.26) deki

denkleme bir ¢6zlim olacak sekilde yeniden parametrelestirme yapmaktir.

25



r(X) = p ve r(A) = m olmasi 6zel durumunda (3.27) de verilen model altinda

B parametre vektoriiniin alisilmig en kiiglik kareler tahmin edicisi (OLSE)
OLSEy (B) = (XTX)™'X"y
+(XTX)HAXTX) AT Y (AXTX) X Ty — b) (3.28)
seklinde verilir (bkz. Amemiya, 1985).

Bu kistmda K € R*¥*P olmak iizere verilen bir tahmin edilebilir K3 parametre
fonksiyonunun (3.6) ve (3.27) ile verilen lineer modeller altindaki tahmin edicileri
arasindaki iliskiler incelenecektir. Ozellikle bu tahmin edicilerin birbirine denk
olabilmesi igin baz1 belirleyici sartlar ele alinacaktir. Eger model matrisi tam rankli
degil ise, B ve K[ parametre vektorlerinin OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin ifade

edilmesinde genellestirilmis inversler isin i¢ine girecektir.

K € R*¥*P olmak iizere verilen bir K8 parametre fonksiyonunun (3.6) ve (3.27)
de verilen genel lineer modeller altinda tahmin edilebilir olabilmesi igin daha 6nce de
ifade edildigi gibi E(Ly + ¢) = Kp olacak sekilde L ve c¢ matrisleri bulunmalidir. Bu
durumda (3.6) ile verilen genel lineer model altinda KB parametre fonksiyonunun
tahmin edilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart R(KT) € R(XT) olmasidir. Benzer
sekilde (3.27) ile verilen genel lineer model altinda Kf parametre fonksiyonunun
tahmin edilebilir olabilmesi igin gerek ve yeter kosul R(KT) € R(XT: AT) olmasidur.
Buradan kolayca goriilebilir ki eger K parametre fonksiyonu (3.6) modeli altinda
tahmin edilebilir ise (3.27) lineer modeli altinda da tahmin edilebilir olacaktir. Kf8
parametre fonksiyonunun (3.6) ve (3.27) ile verilen lineer modeller altindaki OLSE ve
BLUE tahmin edicileri farkli kriterlere gore tanimlandigindan bunlarin ayni olmalari
gerekmez. Bu nedenledir ki K fonksiyonunun OLSE ve BLUE tahmin edicilerini

karsilastirmak ve esit olmalari i¢in gerek ve yeter sartlar vermek oldukg¢a 6nemlidir.
(3.26) de verilen tutarli matris denkleminin genel ¢oziimii u keyfi vektorii igin

seklinde olacaktir. Burada Fy =1 — P,r = — ATA dir. Bu durumda eger § nin bu
degeri (3.6) ifadesinde yerine yazlirsa, bu takdirde z = y — XATb olmak iizere yeniden

parametrelestirilmis
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z=Xu+e¢ (3.30)

lineer modeli elde edilir. Bu nedenle (3.27) modeli altindaki tahmin ediciler (3.30)
ifadesinden tiiretilebilir. K parametre fonksiyonunun (3.6) ve (3.27) ifadelerinde

verilen genel lineer modeller altinda OLSE tahminleri asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.7 (i) M lineer modeli (3.6) ifadesindeki gibi verilsin ve KB parametre
fonksiyonunun bu model altinda tahmin edilebilir oldugunu varsayalim. Bu takdirde

M modeli altinda K8 parametre fonksiyonunun OLSE tahmin edicisi
OLSE\(KB) = KXy (3.31)
seklinde tek tiirlii olarak yazilabilir.

(if) M, modeli (3.27) ifadesindeki gibi verilmis olsun ve K3 parametre fonksiyonu bu
model altinda tahmin edilebilir olsun. Bu takdirde M, modeli altinda Kf parametre

fonksiyonunun OLSE tahmin edicisi K, = KF, ve X, = XF, olmak lizere
OLSE» (KB) = (KAT — K, X XAN)b + K, X1y (3.32)
seklinde tek tiirlii olarak yazilabilir (Tian, 2010).

Ispat. (i) sikkinim ispat1 daha 6nceden verilmisti. Ayrica AX = B matris denkleminin
tutarli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart biliyoruz ki AATB = B olmasidir. Bu
durumda C keyfi bir matris olmak iizere denklemin genel ¢oziimii X = ATB + F,C
parametrik formunda yazilabilir. Ozel olarak AX = 0 denkleminin nonnegatif taniml1
genel ¢oziimii ise X = F,CCTF, olarak verilebilir. Bu durumda (3.30) ifadesindeki u
parametre vektoriiniin OLSE tahmin edicisi v keyfi bir vektor olmak iizere @i = X z +

Fx ,v olarak yazilabilir. Bu ifade (3.32) de yerine yazilirsa iddia edildigi gibi
OLSEy, (8) = Atb + FuX]z + FyFy u
= (AT = F,XJXAM)b + F,X]y + FyFy u
oldugu elde edilir. Bu ise lemmanin ispatin1 tamamlar.

Lemma 3.8 M modeli (3.6) daki gibi verilsin ve KB fonksiyonu (3.6) lineer modeli
altinda tahmin edilebilir olsun. Bu durumda M modeli altinda K fonksiyonunun
BLUE tahmin edicisi
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BLUE» (KB) = Px.xvy (3.33)
seklinde yazilabilir, burada Py.y.,,
G(X:VEy) = (K:0) (3.34)

matris denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu takdirde (3.34) denkleminin genel ¢6ziimii U

matrisi keyfi olmak {izere

Pgxv = K:0)(X:VEQ)' + UE(xv, (3.35)
parametrik formunda yazilabilir ve ayrica

r(X:VEy) =r(X:V) ve R(X:VEy) = R(X:V)

olup Py.x.yV carpimi Py.x.yV = (K:0)(X:VEy)TV seklinde tek tiirlii yazilabilir. Bu
durumda (3.33) ifadesine ilaveten BLUE(KB) tahmininin bir gosterimi olarak U
keyfi simetrik bir matris, 7(T) = r(X:V) ve T =V + XUXT olmak iizere

BLUE)(KB) = K(XTTTX)TXTTty (3.36)
ifadesi yazilabilir (Tian, 2010).

Lemma 3.9 M, kisitlamali modeli (3.27) deki gibi verilmek tizere KB fonksiyonu bu
model altinda tahmin edilebilir olsun. Bu durumda M, kisitlamali lineer modeli

altinda KB parametre fonksiyonunun BLUE tahmin edicisi K, = KF, , X4, = XF, ve

P = Kaz 0)(Xa: VEx,) + UBy iy,
olmak tizere
BLUEy (KB) = (I — Px,.x,.v)XATD + Py . ,vy (3.37)
seklinde yazilabilir bu durumda
r(Xa:VEyx,) = r(Xa:V) ve R(X4:VEx,) = R(Xa: V)
olup Pg,.x,.vV carpimi
P ox sV = (Ka: 0)(X4: VE; 'V

seklinde tek tiirlii yazilir (Tian, 2010).
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Ispat. Lemma 3.8 dan kolayca goriilebilir ki (3.30) modeli altinda K,u nun BLUE
tahmin edicisi BLUE ) (Kyu) = Pk ,.x,.vZ seklinde yazilabilir. Eger bu ifade (3.29)
esitliginde yerine yazilirsa, bu durumda (3.37) de istenildigi gibi
BLUE» (KB) = KATb+ BLUE;, (Kau)
= KATb + PKA:XA:V(y - XATb)
oldugu goriiliir ve boylece de ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.7, Lemma 3.8 ve Lemma 3.9 da OLSE ve BLUE tahmin edicileri igin
verilen ifadelerden kolayca gosterilebilir ki OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin
esitliginin karakterize edilmesi i¢in matrisler ve genellestirilmis inverslerini igeren
matris denklemlerinin esitliginin karakterize edilmesi gerekmektedir. Bunula ilgili
olarak daha once verilen rank esitlikleri uygulanarak Kf parametre fonksiyonunun
(3.6) ve (3.27) de verilen genel lineer modeller altindaki OLSE ve BLUE tahminleri

ile ilgili asagidaki alt1 esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar verilebilir.
i. OLSE;;(KB) = BLUE\(Kp),
ii. OLSE)(KB) = OLSE; (KPB) ,
iii. OLSEy(KPB) = BLUE) (KPB),
IV. OLSEj; (KB) = BLUE)\(KB),
V. OLSE) (KB) = BLUE) (KPB),
Vi. BLUE;;(KB) = BLUE;.(KP).

Teorem 3.3 M modeli (3.6) ifadesindeki gibi verilsin ve Kf fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olmak tizere OLSE);(Kf) ve BLUE;(KB) tahmin edicileri
sirasiyla (3.31) ve (3.33) ifadelerinde verildikleri sekilde olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler birbirine denk olacaktir:

(i) OLSE);(KB) = BLUE»(KpB) esitligi 1 olasilikla gergeklenir.
(ii) K, X ve V matrisleri igin KXTVE, = 0 matris denklemi gerceklenir.
(i) R(KXTV)T] € R(X) dir.
. XTVE XTXT 4
(iv) ER[ X] c ER[ ] dir.
0 K
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XV XTX o or
wrlxm o [=r[%) * ] =2re0dr
0 K

KT XTX 07
(V|)§R[ 0 ] QiR[VX X] dir.
(Vii) Ex(VX:0)F(yryr) = 0 dir.

(viii) XU; + U,(XTX: KT) = (VX: 0) matris denklemi U; ve U, i¢in ¢dziilebilir.

(iX) V matrisi bir € matrisi i¢cin V. = (I — HTH)CCT(I — HTH) olarak yazlir,
burada H = KXT — (K:0)(X:VEx)T dir (Tian, 2010).

Ispat. OLSE,,(KB) ve BLUE, (KpB) tahmin edicileri (3.6) ifadesinde verilen model

altinda K8 parametre fonksiyonu i¢in yansiz tahmin edicilerdir. Bu nedenle 1 olasilikla

OLSEy(KpB) = BLUE(KP) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

KXTV = (K:0)(X:VE)TV

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda
r(KXTV — (K:0)(X:VEy)'V)

=r(KXTX)TXTV — (K:0)(X: VEy)TV)

_ T toyr
=r _(K! (K:0)) (X()X (X: I(;EX)> (XVV)l
XTX 0 X'v

=r| 0 —(X:VEy) V |—-r(X)—r(X:VEy)
| K (K:0) 0

XX —-xx 0 X'V
=r| 0 -X -VEy V [-7(X)—-rX:V)
K 0 0 0
[XTX 0 XTVEy 0
=r{o -x 0 y|—rX)—rX:V)
e 0 0 0

[vT T
XTX X VEX]_r(X)
| K 0

_[vVX 0 X1
_T.XTX KT O] 2r(X)

=r(Ex(VX: O)F(XTX:KT)
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elde edilir. Bu durumda esitligin her iki tarafi sifira esitlenirse (iv)-(vii) siklarinin
saglandigi goriiliir. (viii) ve (ix) siklarinin denkligi ise agikga goriilebilir. Ayrica (3.31)
esitligini (3.34) de yerine yazarak KXTX = K nin KXTVE, = 0 matris denklemini
sagladig1 dikkate almirsa (iii) de istenildigi gibi R[(KXTV)T] € R(X) oldugu elde
edilmis olur. Ote yandan KXTV = (K: 0)(X: VEy) 'V denkleminin ¢éziimii (i) sikkinin

¢oziimiin elde edildigini gosterir. Boylece de ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4 M modeli (3.6) ifadesindeki gibi verilsin ve Kf fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olmak tizere OLSE» (KB) ve OLSE; (Kf) tahmin edicileri
sirasiyla (3.31) ve (3.32) ifadelerinde verildikleri sekilde olsunlar.

(i)  Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

a. OLSE (KPB) = OLSEy (Kp) esitligi 1 olasilikla saglanr.

X'x XTXF, X'v

b. r|F,XTX 0 0 | =7r(XFy) + r(X) dir.
K 0 0
X'X XTXF
c. N= (FAXTX 0 A) olmak {izere

R [X(T)V] c R(N), R [’BT] c R(N) ve (K: 0)N* [X(T)V] —0

durumlar1 saglanir.
d. V matrisi keyfi bir C matrisi i¢in V = F,CC TF] olarak pargalanabilir, burada
J =KXt — K,x] dir.
(ii) V matrisi pzitif definit oldugunda OLSE,(KfB) = OLSEj. (KB) olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul R(KT) € R(XTXF,) olmasidir (Tian, 2010).

Ispat. M lineer modeli (3.6) daki gibi verilmis olsun. Bu takdirde OLSE,.(KpB) ve

OLSEy (Kp) tahmin edicileri KB parametre fonksiyonunun yansiz tahmin edilcileri

oldugundan 1 olasilikla OLSE(KB) = OLSE,; (KP) esitliginin saglanmasi igin

gerek ve yeter sart KXTV = K AXIV esitliginin saglanmasidir. Bu durumda
r(KXtV — K, X1V)
=r(KXTX)'XTV — KFE,(FAXTXF)T(XE)TV)
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=rl(K:KE4)(X:)X 0 )*( xTv )l

FuXTXF,) \(XE)TV

[XTx 0 Xy
=71 0 (XFA)TXFA (XFA)TV —T‘(X)—T(XFA)

| K KF, 0

XTx 0 X7y
=71 _(XFA)TX _(XFA)TXFA 0 _T(X) —T(XFA)
K KF, 0
X'X  X"XF, X'V
=T |F,XTX 0 0 |—r(X)—r(XE)
K 0 0

elde edilir. Bu esitligin sag tarafi sifira esitlenirse a. ve b. siklariin denkligi goriiliir.
b. ve c. siklarinin denkligi ise kolay bir sekilde goriilebilir. Ote yandan KXTV =
KAX/IV denkleminin ¢6ziimii d. sikkinin ¢ézliimiiniin elde edildigini gosterir. Ayrica

(ii) deki sonug ise (i) sikkindan direct olarak goriilebilir. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 3.5 M modeli (3.6) ifadesinde verildigi gibi olsun ve KB fonksiyonu bu
model altinda tahmin edilebilir olmak {izere OLSE(KpB) ve BLUE,¢ (Kp) tahmin

edicileri sirastyla (3.31) ve (3.37) ifadelerinde verildikleri sekilde olsunlar. Bu
takdirde asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir (Tian, 2010):

() OLSE»(KB) = BLUE (KB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

VX 0 X N
yr[o o 4 =r[A]+r(X) dir.
XTX KT 0

(i) Fx. 07 (V(i( 8) Exrx.xr)y =0 esitligi saglanir.

(iv) m Uy + Uy (XTX:KT) = [Vé( g] denklemi U, ve U, icin ¢oziilebilirdir.

Ispat. M lineer modeli (3.6) ifadesinde verildigi gibi olsun. Bu takdirde OLSE.(Kf)
ve BLUEj. (KB) tahmin edicilerinin her ikisi de K8 parametre fonksiyonu i¢in yansiz

tahmin ediciler olacaktir. Bunun sonucu olarak

OLSE»(KB) = BLUE (KB)
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esitliginin 1 olasilikla saglanmasi igin gerek ve yeter sart KXTV = Py XV

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda

r(KXV — P x vV )

= r(K(XTX)TXTV — (KEy: 0)(XEy: VExe,)' V)

XTX 0 Toxty
_rl(K.KFA.O)< 0 —(XFA:VEXFA)> ( y )
XTX 0 XTv
=r| 0 —(XFu:VExr,) V [=7(X)—r(XF4:VExr,)
K KF, 0
XTX —XTXF, 0 X'V
=r| 0 —XF, —VExp, V [—7X)—1XF4:V)
K 0 0 0
XTX 0 X"VExs, O
=r 0 _XFA 0 V —T(X)—T(XFAV)
L K 0 0 0
ry T T
_[XTx X VEXFA]_T(X)
| K 0
_[X"x KT 0] _ B
=r Vx 0 XE r(XF,) — r(X)
VX 0 X
=rl0 o0 4 —r(ﬁ)—r(X)
xTx KT ol

elde edilir. Eger bu esitligin sag taraf sifira esitlenirse bu durumda (i) ve (ii) siklarinin

denkliginin saglandigi1 goriiliir. Diger taraftan (ii) ile (iii) ve (ii) ile (iv) siklariin

denkligi de daha 6nce verilen lemmalardan kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.6 M modeli (3.6) daki gibi verilsin ve Kf fonksiyonu bu model altinda
tahmin edilebilir olmak iizere OLSEj; (KB) ve BLUE;(Kp) tahmin edicileri

sirastyla (3.32) ve (3.33) ifadelerinde
ifadeler birbirine denktir (Tian, 2010):

(i) OLSEj (KB) = BLUE»(KB)

verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki

esitligi 1 olasilikla gerceklenir.
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XX 0 X'vo AT
X X 0V 0

i)rlk o o o ol=r [fﬂ +rX:V) +rX) + r(A4) dir.
0 A 0 0 O
lo o x7 o ol

Ispat. M modeli (3.6) ifadesinde verildigi gibi olsun. Bu takdirde OLSEy; (KB) ve
BLUE;(KB) tahmin edicilerinin her biri Kf fonksiyonu i¢in yansiz tahmin edicidir.
Bunun sonucunda OLSEy; (KB) = BLUE:(KpB) esitliginin 1 olasilikla saglanmasi

icin gerek ve yeter sart KAX,IV = Py.x.yV esitliginin saglanmasidir. Bu durumda
r(KaXa'V = Prxy V)

= r(KFy(FaXTXE)T(F)TV — (K: 0)(X: VEX)TV)

i t
(XFy)"XF, 0 ) ((XF )TV>
= KF,: (K: A
4 _( ai ( O))( 0 —(X:VEy) v
[(XF)TXF, 0 (XE)TV]
=7 0 —(X:VEy) V | =r(XF) —r(X:VEy)
KF, (K:0) 0
(XE)TXFE, 0 0 (XE)™V]
=r XF, -X -VEy 1% —r(XEy) —r(X:V)
0 K 0 0
0 (XFO™X (XF)TVExy 0
=71 |XF, -X 0 vl —r(XEy) —r(X:V)
0 K 0 0
0 X™x X™v o VT
X X 0 V 0 ¥
=710 K 0 0 0 —T(A)—r(X:V)—r(X)—r(A)
A 0 0 0 0
0 0 XT 0 0

elde edilir. Bu durumda eger bu esitligin sag taraf sifira esitlenirse bu takdirde (i) ve

(i1) siklarmin birbirine denk olacag: goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.7 M modeli (3.6) daki gibi verilsin ve Kf fonksiyonu bu model altinda
tahmin edilebilir olmak iizere BLUE) (Kf) ve BLUE,; (KB) tahmin edicileri
sirastyla (3.33) ve (3.37) ifadelerinde verildikleri sekilde olsunlar. Bu takdirde
asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir (Tian, 2010):
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(1) BLUE (KB) = BLUEy (KB) esitligi 1 olasilikla gergeklenir.

v o0 X
) r|0 0 4 |=r[*]+reey) .
xT KT 0 A4
0 v ox
(i) R| 0 QERL? Al dir.
KT T 0

Ispat. M modeli (3.6) deki gibi verilsin. Bu takdirde BLUE,. (KB) ve BLUE (KB)

tahmin edicilerinin her ikisi de K fonksiyonu i¢in yansiz tahmin ediciler olacaktir.
Bu nedenle BLUE (KB) = BLUE(Kp) esitliginin bir olasilikla saglanabilmesi

i¢in gerek ve yeter sart Py.x.yV = Pg,.x,.vV esitliginin saglanmasidir. Bu durumda

r(PI(:X:VV - PKA:XA:VV)

=r(((K:0)(X: VEx)TV — (KFy: 0)(XFy: VExr,)TV)

- X:VE 0 T
=r ((K:O):(KFA:O)) <( 0 ¥ —(XFA!VEXFA)> (5)

[((X: VEy) 0 V
=r 0 —(XFa:VExg,) V|—7(XF4:VExp,) —r(X:VEx)
| (K:0) (KF4:0) 0

[ X VE, —XF4 0 v
=r|0 0 —XF4 _VEXFAV —1r(XF: V) —r(X:V)
K 0 0 0 O

X VEy O VExp, 0]
0 0 —XFA 0 % _T(XFAV)—T(XV)
K 0 0 0 04

=T

Y VEXFA] V)

LK

xT KT 0

K XFA] — r(XE,) — r(X:V)
[0 XT KT

=rlx v o
4 0

—r(ﬁ) —r(X:V)
0
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oldugu goriiliir. Bu esitligin sag tarafi sifira esitlenirse bu durumda (i) ve (ii) siklarinin

denkliginin saglandigi goriilebilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.8 M modeli (3.6) daki gibi verilsin ve KB parametre fonksiyonu bu model
altinda tahmin edilebilir olmak iizere OLSEj¢ (Kf) ve BLUE; (Kp) tahmin edicileri

sirasiyla (3.32) ve (3.37) ifadelerinde verildikleri sekilde olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler birbirine denk olacaktir (Tian, 2010):

() OLSEy; (KB) = BLUEy (KB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

[ VXE, 0 XF, _

XX 0 KT XT

VX X 0 0 X .

i) r = 2r + r(4) dir.

Giyr| 0 ] +r@
L0 A 0 O

(iv) XF,U; + U,(FAXTXF,: F,KT) = (VXF,:0) matris denklemi U, ve U, icin

coziilebilir.

Ispat. M modeli (3.6) ifadesinde verildigi gibi olsun. Bu durumda OLSEy (KP) ve
BLUE;., (KfF) tahmin edicilerinin her ikisi de Kf fonksiyonu i¢in bir yansiz tahmin
edici olacaktir. Bunun bir sonucu olarak OLSEy (KfB) = BLUEj, (Kp) esitliginin bir

olasilikla saglanabilmesi igin gerek ve yeter kosul KAXXV = (K,:0)(X4: Ex A)TV

esitliginin gergeklesmesidir. Dolayisiyla
r(K X1V — (Kp: 0)(Xa: Ex ) V)

= r[(KFy(FaXTXEDT(XEDTV — (KFy: 0)(XFy: VExp,)V]

i T
FAXTXFA 0 (XF )TV
= KF,:KF,:0 ( > ( A )
r _( aKE:0) —(XFy: VExg,) v
(F,XTXF, 0 F . XTV
=r 0 —(XF4:VExg,) V| =r(XFy:VExg,) — 7(XF,)
KFA (KFAO) O

VXF, XF,

0
~ " |FXTXF, 0 FAKT] — 2r(XEy)
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VX X 0 0
XTX 0 KT AT| . X\ _
A0 0 0 ZT(A) r(4)
0 A 0 0

=T

elde edilir. Eger bu esitligin sag tarafi sifira esitlenirse bu durumda (i), (ii) ve (iii)
siklarinin denkliginin saglandig1 gosterilmis olur. Ote yandan (ii) ve (iv) siklarmmn

denkligi ise kolaylikla gosterilebilir ve bdylece ispat tamamlanmais olur.

Lemma 3.7, Lemma 3.8 ve Lemma 3.9 kullanilarak (3.6) ve (3.27) ile verilen

modeller altinda X/ vektoriiniin OLSE ve BLUE tahmin edicileri sirasiyla

OLSEy(XB) = Pyy, (3.38)
OLSEy, (XB) = Exp,XA™b + Pxp,, (3.39)
BLUE,(XB) = Py.yy, (3.40)
BLUEy (XB) = (I — Pyp,v)XATD + Pyp, vy, (3.41)

olarak yazilabilir, burada U; ve U, matrisleri keyfi matrisler olmak {izere Py., Ve
Py ,.v 1zdiigiimleri
Pyy = (X:0)(X:VEx)T + UVE(x)
.r.
PXFA:V = (XFy: 0)(XFA: VEXFA) + UZVE(XFA:V)
seklinde olacaktir.

Simdi OLSE ve BLUE tahmin edicileri igin (3.38)-(3.41) de verilen ifadelerin

denkligi i¢in Teorem 3.3 — Teorem 3.8 e paralel olarak asagidaki sonuglar verilebilir:

Sonug 3.1 OLSE3 (XpB) ve OLSEy; (XB) tahmin edicileri sirastyla (3.38) ve (3.39)
ifadelerinde verildigi gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir (Tian, 2010):

() OLSEj (XB) = OLSEy (XPB) esitligi 1 olasilikla saglanir.
o [XTV XTX\ 4
(||)§R[ 0 ]QER( 4 )dlr.
(i) RXTV] € R(XTXF,) dir.
(iv) Exryp, X7V = 0 dir.
V kovaryans matrisi G = Eyry, ve Huygun mertebeden keyfi bir matris olmak tizere

V = F;HHTF; formunda ifade edilebilir.
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Sonug 3.2 OLSE(XB) ve BLUE);(XB) tahmin edicileri sirastyla (3.38) ve (3.40) de
verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir (Tian, 2010):

(i) OLSE;;(XB) = BLUE;(XpB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

(i) R[VX] < R(X) dir.

(iii) PyV = V Py dir.

(iv) V kovaryans matrisi U; ve U, uygun mertebeden matrisler olmak iizere
V = XU,UTXT + E,U,UTE, formunda ifade edilebilir.

Bir genel lineer model altinda OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin denk olup
olmadig1 olduk¢a 6nemlidir. Bu nedenle 6zellikle tahmin edicilerin denklgi iizerine
pek ¢ok 6nemli bilimsel ¢alisma mevcuttur. Istatistiksel literatiirde bu formda verilen

bir kovaryans matrisine Rao Kovaryans yapis1 ad1 verilir.

Sonug 3.3 OLSEj (XB) ve BLUE) (Xf) tahmin edicileri sirastyla (3.38) ve (3.41)
ifadelerinde verildigi gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir (Tian, 2010):

(1) OLSEn(XB) = BLUEy, (XPB) esitligi 1 olasilikla saglanir.
(i) R [V(ﬂ c in(’Af) dir.
(i) R[VX] € R(XF,) dir.
(iv) Exg,VX = 0dir.
Sonug¢ 3.4 OLSEj; (XB) ve BLUE(Xf) tahmin edicileri sirastyla (3.39) ve (3.40)
ifadelerinde verildigi gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktirler (Tian, 2010):
(i) OLSEy (XB) = BLUEy,(XB) esitligi 1 olasilikla saglanr.

VX X

(ii)r(X V)=r(X)+r(X:V)—r(X) ve T(A 0

o p ) = r(X) + r(4) dir.
(iii) r(Exr,V) = 7(ExV) ve ExVXF, = 0 dir.

Sonug¢ 3.5 OLSE;; (Xf) ve BLUE,; (Xp) tahmin edicileri sirasiyla (3.39) ve (3.41)
ifadelerinde verildigi gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktirler (Tian, 2010):

() OLSEj; (XB) = BLUE), (Xp) esitligi 1 olasilikla gergeklenir.
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(i) R[VXF,] € R(XF,) dir.

vx X X .
(|||)r<1(4)1 g) = r(A) + r(X:A) — r(X) dir.

(iv) VXF, = XF,V dir.
(v) V kovaryans matrisi U; ve U, uygun mertebeden matrisler olmak iizere
V = XF,U,UTF,XT + Eyp, U UL Eyp,
formunda ifade edilebilir.

Sonug¢ 3.6 BLUE(Xf) ve BLUE); (Xf) tahmin edicileri sirastyla (3.40) ve (3.41)
ifadelerinde verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir (Tian, 2010):

(1) BLUE)(XB) = BLUE¢ (XB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

(i) 7 (ﬁ ‘6) —r ()Af) +r(X:A) — r(X) dir.

(iii) 7(Exr,V) = r(ExV) dir.

Sonu¢ 3.8 OLSEx(XPB), OLSEy;.(XB), BLUEN (XB) ve BLUE,; (XB) tahmin
edicileri sirastyla (3.38)-(3.41) de verildigi gibi olsun. Ayrica R(AT)NR(XT) = {0}

oldugunu varsayalim. Bu takdirde
(i) OLSEj(XB) = OLSEy (Xp) esitligi saglanr.
(ii) BLUE) (XB) = BLUE), (XPB) esitligi saglanir (Tian, 2010).

Sonu¢ 3.9 OLSE)(XB), OLSEj; (XB), BLUE»(XB) ve BLUE); (XB) tahmin
edicileri sirasiyla (3.38)-(3.41) esitliklerinde verildikleri sekilde olsunlar. Ayrica
R(X) € R(V) oldugunu varsayalim. Bu takdirde

() OLSEj(XB) = OLSEy (Xp) esitligi 1 olasilikla sgergeklenir.
& BLUE(XB) = BLUE, (XPB) esitligi 1 olasilikla gergeklenir.
< RADHNRKXT) = {0} dir.

(ii) OLSEy (XB) = BLUEj, (XPB) esitligi 1 olasilikla serceklenir.

& RADHNRKXT) = {0} ve R(VX) € R(X) dir (Tian, 2010).
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Sonuc 3.10 Eger OLSEj(XB), OLSEj; (XB), BLUE»(XB) ve BLUE,. (X[3) tahmin
edicileri sirastyla (3.38)-( 3.41) esitliklerinde verildikleri sekilde olmak tizere r(X) =
p ise, bu takdirde asagidaki ifadeler 1 olasilikla gergeklenir (Tian, 20210):

(i) OLSEx(XB) = OLSE; (XB) = AX'V =0,
(i) OLSE»(XB) = BLUEy; (XB) © X'V =0 ve R(VX) € R(X),
(iii) BLUEA(XB) = BLUE; (XB) & R((4:0)") € R((X:V)T) .

Simdi r(X) = p ve K = I, oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.6) ve (3.27)

ifadelerinde verilen lineer modeller altinda 8 parametre vektoriiniin OLSE ve BLUE

tahmin edicileri sirasiyla

OLSE(B) = X1y, (3.42)
OLSEy; (B) = (A" — Fy(XF,)TXATb + Fy(XFy)y, (3.43)
BLUE»¢(B) = Pp.xvY (3.44)
BLUE»; (B) = (I, — Pry.xp v )XATD + P oxp vy, (3.45)

dir, burada U; ve U, matrisleri keyfi olmak tizere Pp,.x.v V€ Pp,.xr ..y izdligtimleri

PIp:X:V = (Ip: O)(X5 VEX)Jr + UiVE(x.y)

.r.
PFA:XFA:V = (Fy: 0)(XFA: VEXFA) + U1VE(XFA:V)

formunda olacaktir. Eger r(X) =p ve r(V) = n oldugu varsayilirsa bu durumda

asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.11 Eger OLSEx(B), OLSEx(B), BLUE)(B) ve BLUE, (B) tahmin
edicileri sirasiyla (3.42)-(3.45seklinde ise asagidaki ifadeler saglanir (Tian, 2010):

(i) OLSEx(B) = BLUE»(B) & R(VX) € R(X),

(ii) OLSE»(B) = OLSEx,. (B) & R(XT)NR(AT) = {0},
(iii) OLSExc(B) = BLUEy. (B) & R(VXFE,) € R(XF,) ,
(iv) OLSEy;, (B) = BLUE» () & R(VXE,) € R(XF,) ,

(V) BLUE.(B) = BLUEx(B) & A =0,
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(Vi)OLSE»;. (B) = BLUE, (B) < R(VXF,) € R(XF).
3.5 Parcal Lineer Modellerde OLSE ve BLUE Tahminleri

Bu kissmda M = {y,XB,0?V} = {y,X,81 + X,B,,02V} pagal tam lineer
modeli ve bu modelden tiiretilen M; = {y, X; 5, ,0%V} ve M, = {y,X,5,,0%V} alt
modelleri ele alinarak, tam model altinda OLSE tahmin edicisinin alt modeller
altindaki OLSE tahmin edicilerin toplamina esit; tam model altinda BLUE tahmin
edicisinin alt modeller altindaki BLUE tahmin edicilerin toplamina esit ve tam model
altinda BLUE tahmin edicisinin alt modeller altindaki OLSE tahmin edicilerin
toplamina esit olmalar i¢in bazi gerek ve yeter sartlar verilecektir. Temel sonuclarin
ispatlar1 genel lineer model altinda degisik tahmin edicilerin karakterize edilmesi

stirecinde matris rank metotlarinin nasil kullanildigini da agiklamaktadir.
y=X.B1+ X8, + €, E(¢) =0, Cov(e) = a?V, (3.46)

pargali lineer modelinin verildigini varsayalim, burada X; € R™? ve X, € R™1
bilinenlerin keyfi rankl1 iki matrisi, y € R™*! gézlemlenebilir bir rasgele vektdr, f; €
RP*! ve B, € R?*1, bilinmeyenlerin iki parametre vektorii, V € R™ " bilinen keyfi
rankl1 non-negatif definit bir matris ve o bilinmeyen bir pozitif parametredir. Eger V
matrisi singiiler bir matris ise bu durumda (3.46) modeline singiiler lineer model de

denir. Bu durumda (3.46) modeli genellikle X = [X;, X,] ve B =[ B1, B-] olmak {izere
M = {y,XB,0°V} = {y, X1 + X2,,0%V} (3.47)

seklinde gosterilir. M tam modeli ile ilgili olarak iki alt model de
My ={y,X:,,0°V} ve M, ={y,X;f8,,0°V} (3.48)

ile gosterilsin. Bu kisimdaki esas amacimiz (3.47) ve (3.48) ile verilen modeller altinda
OLSE ve BLUE tahmin edicileri arasindaki iliskileri ortaya koymak olacaktir. Ozel
olarak, M modeli altinda X parameresinin OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin
M; ve M, modelleri altinda sirasiyla X, 5; ve X, [, parametrelerinin OLSE ve BLUE
tahmin edicilerinin toplamina esit olmasi i¢in bazi gerek ve yeter sartlar tiiretilecektir.
Bu konudaki bazi énemli aragtirmalar Bhimasankaram & Saharay(1997), Chu ve
Ark.(2004), Grob & Puntanen(2000), Nurhonen & Puntanen(1992), Werner &
Yapar(1995,1996), Zhang ve Ark.(2004) tarafindan yapilmustir.
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B ve XpB parametrelerinin (3.47) ile verilen genel lineer model altindaki OLSE
ve BLUE tahmin edicileri agsagidaki gibi verilebilir: § parametresinin (3.2) de verilen
tam lineer model altindaki OLSE tahmin edicisi

p = argmin(y —XB)"(y — XB) (3.49)

dir. Bu durumda X nin (3.2) deki genel linner model altindaki OLSE tahmin edicisi
OLSEy(XB)= X.OLSEy(B) dir. Ote yandan BLUE,(Xp) ile gosterilen X nin (3.47)
altindaki BLUE tahmin edicisi, bir Gy lineer tahmin edicisi olarak tanimlanir 6yle ki
Eger E(Gy) =B ve X[ parametresinin (3.47) altindaki diger herhangi bir yansiz lineer
tahmin edicisi Ly ise bu durumda Cov(Ly)-Cov(Gy) farki non-negatif definit
olacaktir. Bu durumda (3.4) bagintist ile ilgili normal denklem X7 X8 = XTy seklinde

olup bu denklemin ¢6ziimii asagidaki iyi bilinen sonugta verilmistir.

Lemma 3.10 (3.47) modeli altinda § ve X parametrelerinin OLSE tahmin edicileri

v € RP+D*1 tipinde keyfi bir vektor olmak iizere asagidaki gibi verilebilir:
OLSEr(B) = = XTX)TXTy + (I - XTX)v = Xty + Fyv (3.50)
OLSEA(XB) = XB = XOLSE,+(B) = XXty = Pyy, (3.51)
burada P, = AAY,F, =1 — ATA,E, = I — AAT ortogonal izdiisiimlerdir (Tian, 2007).

Ote yandan (3.47) lineer modeli altinda X parametresinin BLUE tahmin edicisi
asagidaki lemma da verilmistir (bakiniz, Rao, 1973, s.282).

Lemma 3.11 Bir Gy tahmin edicisinin (3.47) modeli altinda X8 parametresinin bir

BLUE tahmin edicisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart G matrisinin
G[X,VEx] = [X,0] (3.52)
lineer matris denklemini saglamasidir (Tian, 2007).

Bu denklem tutarli bir denklemdir, yani, R([X,0]7) < R([X,VEx]"), veya

buna denk olarak,
[X,0][ X, VEx]T[X,VEx] = [X,0]

esitligi gergeklenir. Bu durumda (3.52) denkelminin Py, ile gosterilen genel ¢oziimi,

U € R™"™ keyfi nir matris olmak tizere
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Py = [X, 01 X, VEx]" + UEix vE,), (3.53)
olup X nm BLUE tahmin edicisi
BLUEx(XB) = XB = Pxyyy (3.54)

seklinde yazilabilir. Ayrica {Px,y} ve {BLUE) (X[)} ile swrasiyla tiim Py, Ve
BLUE (XpB) lerin ailesini gosterilecektir. Lineer modeller ile ilgili ¢alismalarda
(3.47) modelindeki X tasarim matrisinin tam siitun rankli bir matris ve V kovaryans
matrisinin de pozitif definit bir matris oldugu durum en sik rastlanilan durumdur. Bu
durumda, (3.47) ile verilen model altinda, 8 ve X parametrelerinin OLSE ve BLUE

tahmin edicileri asagidaki standart formlarda tek tiirlii olarak yazilabilir:
OLSE»(B) = (XTX)"'X'y, OLSEp(XB) = X(XTX)"1XTy, (3.55)
BLUE(B) = (XTV1X)XTV~1ly, BLUE,(XB) = XV 1X)XTV~1y. (3.56)
Bu durumda (3.47) modeli altinda S ve XB parametreleri igin verilen bu tahmin
edicilerin dordii de yansiz tahmin edicilerdir. Ayrica eger X = [X;,X,] matrisindeki

X, ve X, alt matrisleri ortogonal ise, baska bir deyisle X7 X, = 0 ise bu takdirde,
(3.55) ifadesindeki (X"X)71XT ve X(XTX)7'XT matrisleri sirasiyla

(XTX)_1X’ _ I:(XIX1)_1X:’1T:|
(X XZ) 1‘)(2
XXTX)™IXT = X, (XTx)*XT + X, (XTXx,)~1xT (3.57)

olarak yazilabilir. Bunun olarak (3.55) da verilen OLSE;(8) ve OLSE;;(X[) tahmin

edicileri de sirasiyla

oisen®) =[] = loses ) asn
ve
OLSE)c(XB) = X, (XTX)"'XTy + X, (XT X,) "1 XTIy
= OLSEy;, (X181) + OLSEy, (X,f57) (3.59)

olarak yazilabilir. Ote yandan eger X = [X;, X,] matrisindeki X; ve X, alt matrisleri
V~1 — orthogonal, yani XTV-1X, =0 ise, (3.56) deki (XTV-1X)"1XxTy-1 ve
X(XTv~1x)~1 XTV 1 matrisleri sirasiyla

43



C[x{vTix)Txfvt

XTv-ix)"1 xTy-1 =
( ) XZV1X) "X vt

(3.60)

ve
XXTv= 1)t xTy-1 =X, (XTv-1x)"xITv- + X, XITv-1x,)"1xIv-1 (3.61)

bi¢iminde yazilabilir. Bununla paralel olarak (3.56) ifadesindeki BLUE;(B) ve
BLUE;(Xp) tahmin edicileri sirasiyla

O s A sl
ve
BLUE)(XB) = X, (XTV-1X,)"1XTV -1y + X, (XTV-1X,)"1xT 'y
= BLUEj, (X151) + BLUE, (X2,) (3.63)

olarak ayristirilabilir.

Bu durumda (3.62) ve (3.63) ifadelerinin sag taraflarindaki gosterimler
XTV=1x)"1xTv-1y ve X;(XTV-1x;)"1xTvV~1y tahmin edicilerinin (3.48) modeli
altinda B; ve X;B;, i = 1,2 parametrelerinin BLUE tahmin edicilerinin sembolik
gosterimi anlamindadir, ancak bu tahmin ediciler (3.46) modeli altinda §; ve X;5; ,i =

1,2 parametreleri i¢in BLUE tahmin ediciler degildir.

Kolayca gosterilebilir ki (3.58), (3.59), (3.62) ve (3.63) ifadelerinde verilen
ayrisgimlar ortogonallik varsayimi altinda OLSE(B), OLSE»:(Xf), BLUE(B) ve
BLUE;;(Xf) tahmin edicilerinin hesaplanmasina doniistiiriilebilir. Ayrica bunlar
tahmin edicilerin ¢esitli istatistiksel 6zelliklerinin tiiretilmesinde de kullanilabilir.
(3.58), (3.59), (3.62) ve (3.63) de verilen OLSEy, (B), OLSEy,(XiB;), BLUE,(B;) ve
BLUE,(X;B;) tahmin edicileri X{X, =0veya X{V~'X, = 0, i = 1,2 varsayimlari
altinda f; ve X;B; parametreleri i¢in yansiz tahmin edicilerdir. OLSE ve BLUE
tahmin edicilerinin bu ayrisimina motive olarak, (3.47) ifadesinde verilen M genel
lineer modelinde de OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin muhtemel ifadelerini g6z
Oniine almak oldukgea ilging olacaktir. Bu durumda (3.47) modelinin bir dogru model
oldugu varsaymmi altinda [X, V][X, V]T[X,V] = [X,V] esitligi dikkate alinarak

E(XVI[X,V]Ty —y) = [X,VI[X,V]TXB - XB =0
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Cov([X, V][ X, V]Ty —y) = a?2([X, VI[ X, V] = DV(X, V][ X,V]T =DT =0

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu iki esitlik [X,V][X,V]Ty =y esitliginin bir

olasilikla gerc¢eklendigini veya buna esdeger olarak,
Py e R[X,V]} =1 (3.64)
oldugunu gosterir. Eger (3.64) esitligi saglanirsa bu takdirde (3.47) de verilen M lineer

modelinin tutarli oldugu Rao(1971,1973) tarafindan ifade edilmistir.

(3.47) ifadesindenn kolayca goriiliir ki (3.47) de verilen modelin tutarlilig
(3.47) nin dogru oldugunu gostermez. Gergekten, eger r[X,V] = n ise bu durumda

(3.47) ifadesinin tutarli oldugu ag¢iktir ancak dogru olup olmadigi séylenemez.

Tanmim 3.2 (3.47) de verilen M lineer modelinin tutarli oldugunu varsayalim ve L,y
ve L,y de M modeli altinda iki lineer tahmin edici olsun. Bu durumda eger (L, —
Ly)[X,V] = 0 esitligi saglanirsa L,y ve L,y tahmin edicileri 1 olasilikla esittir, yani
her y € R[X, V] vektori igin (L, — L,)y = 0 esitligi saglanir (Tian, 2007).

Tanim 3.2° den kolaylikla gosterilebilir ki (L; — Ly)[X,V] =0 esitligi
r[X,V] =n olmadik¢a L, = L, denkligini gerektirmez. Bu nedenle L,y = L,y
esitliginin 1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart (L, — L,)[X,V] matris
ifadesinin durumlarina gore degerlendirilir. Bu durum X tasarim matrisinde igerilen L4
ve L, matrislerinin, V kovaryans matrisinin ve bunlarin genellestirilmis inverslerinin

0zel durumlarina gore degisebilir.

(3.51) esitligine gore, (3.48) ifadesinde verilen M; ve M, kiigiik modelleri

altinda X, 5; ve X, [, parametrerinin OLSE tahmin edicileri
OLSEMl(Xlﬁl) = PX1y ve OLSEMZ (Xzﬁz) = PXZy (365)

olarak yazilabilir. Asagidaki lemma bize (3.65) de verilen iki tahmin edicinin bazi

istatistiksel 6zelliklerini vermektedir.

Lemma 3.12 OLSEj, (X1B:1) ve OLSEy, (X,B,) tahmin edicileri (3.65) ifadesinde

verildikleri sekilde olsunlar. Bu takdirde,

(@)  OLSEj;, (X1B1), OLSEy, (X2 8,) ve toplamlarinin beklenen degerleri
E[OLSEM1 (X180)] = X1B1 + Py, X,
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E[OLSEy,(X2P2)] = Px,X181+X2p; (3.67)

E[OLSEx,(X181) + OLSEj, (X28,)] = XB + [Px, X1, Py, X18 (3.68)
ile verilir.
(b)  OLSEj;,(X;B;) tahmin edicilerinin kovaryans matrisi

Cov[OLSEy, (X;B;)] = 0*Px,VPx,, i=1,2 (3.69)
OLSEj;, (X1B1) ve OLSEy, (X, ;) arasindaki kovaryans matrisi

Cov{OLSEx, (X1B1), OLSE;,(X2B2)} = 02Px V Py, (3.70)
dir(Tian, 2007).

(3.67) ve (3.68) ifadelerindeki beklenen degerler (3.66) ifadesindeki tahmin
ediciler ve toplamlarinin (3.47) ve (3.48) altinda X;B,, X,B, parametreleri ve

bunlarin toplami olan X parametresi i¢in yansizhigi gerektirmedigini gosterir.

(3.59) esitligi XTX, = 0ver(X) =p kisitlamalar1 altinda (3.47) deki genel
lineer modelde X parametresinin OLSE tahmin edicisinin bir ayrisimini vermektedir.
Ote yandan (3.47) deki genel lineer modelde Xp parametresinin OLSE tahmin
edicisinin diger ayrigimlarini tiiretebilmek ig¢in (3.51) ve (3.65) ifadelerindeki

Py, Px,ve Py, ortogonal izdiisiimleri ile ilgili asagidaki iki sonuca ihtiyag¢ vardir:
PX =PX1 + PX2 @X{XZ = 0, (371)
PX =PX1 + PX2 _PX1PX2 @lepxz =PX2PX1 (372)

Teorem 3.9 OLSE(XB), OLSEj, (X151) Ve OLSEj, (X, f,) tahmin edicileri (3.51)
ve (3.65) verildikleri sekilde olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denk olacktir:
(i) 1 olasiikla OLSE»(XB) = OLSEj;, (X1581) + OLSEy, (X2f52) esitligi
saglanir.
(i) Py = Py, + Py,.
(iii) XTx, = 0.
Bu durumda, OLSEj, (X181) Ve OLSEj,(X2B,) tahmin edicilerinin her ikisi de
(3.47) modeli altinda X; B, ve X,f, i¢in yansiz tahmin edicilerdir (Tian, 2007).
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Ispat. (3.51) ve (3.65) ifadelerinden kolayca gosterilebilir ki (i) daki esittligin 1

olasilikla saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her y € R[X, V] vektorii igin
OLSEp (XB) — OLSExg, (X11) + Ex, OLSEsg, (X22)
=(Px — Py, — Px, + Px,Px,)y =0
olmasidir. Tanim 3.2 e gore bu ise
(Px — Px, _sz)[X,V] =0
ifadesine denktir. Bu ifadeyi agarak ve PyPy, = Py, i = 1,2 esitligini kullanarak
[_PXZXL —Px, X>, (Px — Px, — PXZ)V] =0

esitligi elde edilir. Buradaki ilk iki esitlik X7 X, = 0 oldugunu gésterir. Bu nedenle bu
esitlik (iii) ye denktir. Bu esitlik ve (3.72) esitligi dikkate alinirsa (i), (ii) ve (iii)

siklarinin birbirine denk oldugu elde edilmis olur.

Teorem 3.10 OLSEj;(XB), OLSEj;, (X181) and OLSEy, (X,B,) tahmin edicileri
(3.51) ve (3.65) ifadelerinde verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler
birbirine denk olacaktir (Tian, 2007):

(a) 1 olasilikla OLSE(XB) = OLSEx, (X181) + Ex, OLSEx, (X3;) dir.

(b) PX=PX1+ PXZ_PX1PX2'
(¢) Py, Px, = Pyx,Px,.

Ispat: (3.72) den (b) ve (c) nin denkligi kolayca goriilebilir. (3.51) ve (3.65) den (a)
daki esitligin 1 olasilikla saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart her y € R[X, V] i¢cin

OLSEp (XB) — OLSEyp, (X181) — Ex, OLSEj, (X2/)
=(PX_PX1 — Py, +PX1PX2)y= 0
olmasidir. Tanim 3.2 e gore bu ise
(Px — Px, — Px, + Px, Py,)[X, V]
= [—Px,X1 + Px,Px,X1,0,(Px — Py, — Py, + Py Py, )V] = 0
esitligine, yani

PXZPX1:PX1PX2PX1 ve (PX_PXl_PX2+PX1PX2)V:0 (373)
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ifadelerine denktir. Py Py, Py, simetrik oldugundan, buradaki ilk esitlik (c) sikkina

denktir. Boyle bir durumda (3.47) ye gore ikinci esitlik de otomatik olarak saglanir.
Ozel olarak eger V = I alinirsa bu takdirde asagidaki dnemli sonug verilebilir.

Sonuc 3.12 Farz edelim ki (3.47) de V = I olsun ve OLSE¢(XB), OLSEy¢, (X11) Ve
OLSEj, (X2 f5,) tahmin edicileri (3.6) ve (3.65) ifadelerinde verildikleri gibi olsunlar.
Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir (Tian, 2007):

(i) OLSE,;(XB) = OLSEM1(X1ﬁ1) + OLSEj, (X252) ,

(i) Px = Px, + Px,,

(iii) XTx, = 0,

(iv) E[OLSEx,(XiBD)] = (XiB)  i=1.2,

(V) E[OLSEj, (X1B1)+ OLSEx, (X2B2] = E[OLSEmac (X)),

(Vi) Cov{OLSEy;, (X1B1) , OLSEx, (X2B2)} = 0,

(vii) Cov[OLSE» (XB)] = Cov[OLSEy;, (X1581)] + Cov[OLSEy, (X22)].

Lemma 3.11 den kolayca goriilebilir ki (3.48) de verilen kiigiik modeller altinda
X1P1 ve X, 5, nin BLUE tahmin edicileri sirastyla
BLUEy, (X161) = Px. vy Ve BLUEj, (X2B;) = Px, vy, (3.74)

bi¢imindedir, burada

Pyav = [X;,0][X;, VEx,]T + UiBlx,ey) » 1=1.2... (3.75)
dir. (3.47) nin bir dogru model oldugu varsayimi altinda (3.74) da verilen tahmin
ediciler gergekte (3.48) deki modeller altinda X, 5; ve X,fB, parametrelerinin BLUE
tahmin edicileri degillerdir, yani onlar (3.48) altinda ne X, ; ve X,[, i¢in yansizdirlar
ne de minimum kovaryans matrislerine sahiptirler. Bununla beraber, (3.63) ifadesinde
gosterildigi gibi onlarin toplami ayni sartlar altinda (3.47) modelinde X parametresi
i¢in bir BLUE tahmin edici olacaktir.

Bu kisimda (3.62) ve (3.63) deki ayrisimlari (3.54) ve (3.74) da verilen BLUE
tahmin edicilere genisletecegiz. Bunun igin ilk olarak (3.54) ve (3.74) da verilen
tahmin edicilerin bazi1 6nemli 6zelliklerini verecegiz ve daha sonra

(I) BLUE» (XB) = BLUE,(X11) + BLUEy, (X3 3,) esitligi saglanacak
sekilde BLUEy, (X1$1) Ve BLUEj,(X;f,) tahmin edicilerinin mevcut olacagi

48



(I1) Her BLUE, (X181)ve BLUEj., (X, f,)tahmin edicisi i¢in
BLUE;(XB) = BLUEMl(Xl,Bl) + BLUE, (X282)

esitliginin gergeklesecegi gerek ve yeter sartlar ortaya koyacagiz. Son olarak (3.62) ve
(3.63) ifadelerinin saglanabilmesi i¢in bir dizi denklik verecegiz. (3.53) ve (3.54) daki

Pyv Ve BLUE;;(Xf) nin bazi basit 6zellikleri asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.13 Py, Ve BLUE; (Xf) ifadeleri (3.53) ve (3.54) ifadelerindeki gibi

verilmis olsunlar. Bu takdirde,
@) PyivX = X, PxyvVEx = 0,ve PxyV ¢arpimi

PyV = [X,0][X, VE,]V (3.76)
olarak tek tiirlii yazilabilir.
(b) Py tektir ancak ve ancak r[X,V] = n dir.
(©) BLUE;(XB)tahmin edicisi 1 olasilikla yektir eger M tutarli ise.
(d)  E[BLUE,(XB)] = XB ve

Cov[BLUE)(XB)] = [X,0][X,V Ex]" V([X, 0][X,V E,]")",

r(Cov[BLUE;;(XB)] =r(X) + r(V) —r[X, V] = dim [R(X)NR(V)] dir.
Ayrica, BLUE,(Xp) tahmin edicisi i¢in alternatif formlar da yazlabilir. Ornegin,

BLUE)(XB) = Pxy — PxVEx(ExVEx ) Exy ,
BLUEy(XB) =y — VEx(ExVEx ) Exy
BLUE,,(XpB) = X[XT(V + XTXT)_X]_XT(V + XTXT)_y,

dir, burada T matrisi R(V + XTXT) = R[V, X] olacak sekilde bir simetrik matristir
(bkz. Albert (1973) ve Rao (1973)).

(3.53) ve (3.65) ifadelerinde verilen Py, , Py Ve Py,;y izdiisiim matrisleri

icin asagidaki 6nemli sonuglara ihtiya¢ duyulacaktir. Bu sonuglar ise 3.1, 3.5 ve 3.9

numarali lemmalardan kolayca tiiretilebilir:
R(X;, 01T € R(X, VXD, i =12, (3.77)

EXiEX == Ex,i = 1,2, (378)
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R[X,VEy] = R[X, V], R[X;, VEx,] = R[X, V], i = 1,2, (3.79)

e

r [XzT 0| = VB Xl 100 = VB, X0+ ) (3.80)

r [;T )(()1] > [X V] 41Xy + 7 (X,) = ) = 1 [X, V], (3.81)
2

r [XVZT )gl] > 1[X, V] + X5, V] = 1(V ) = 1 [X, V]. (3.82)

Asagidaki Lemma bize (3.74) da verilen iki tahmin edicinin 6zelliklerini vermektedir.

Lemma 3.14 BLUEy, (X,51) ve BLUEy,(X,f,) tahmin edicileri (3.74) ifadesinde

verildikleri sekilde olsunlar. Bu takdirde,
(@) [X;, 0] ve [X;, VEy,] matrisleri igin

[X., 0 11X, VEx, 1T[X;, VEx,] = [X;, 0], i=1,2, (3.83)
ve (3.74) da verilen iki Py, Ve Py,;, matrisi igin

PyavXi = X; Ve PyyyV = [ X;,0][X, VEy, 1TV, i=1,2 (3.84)
esitlikleri saglanir.
(b) Py, matrisi tektir ancak ve ancak r[X;, V] = n,i=1,2... dir.
(©) BLUEy (X;B;) 1 olasilikla tektir ancak ve ancak R[X;, V] = R[X, V], i=1,2.

(d)  BLUEy,X181) ve BLUEy,(X,pB,) tahin edicileri ve bunlarin toplammnin

beklenen degerleri asagidaki sekildedir.
E[BLUE;, (X1B1)] = X181 + Px, v X2B2 , (3.85)
E[BLUE,(X2B2)] = Px,wX161 + X282, (3.86)
E[BLUE;, (X15,)| + E[BLUE;, (X252)] = XB + [Px,ivX1 + Px,1vX21B. (3.87)

(e) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) Px,vX2 = 0 olacak sekilde bir Py, matrisi mevcuttur.

(ii) Py,vX; = 0 olacak sekilde bir Py ,,, matrisi mevcuttur.
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(i) r[;zT )(()1] — r[X, V] dir.

Bu durumda, BLUEy, (X181), BLUEsg, (XoB2) Ve BLUExe, (X1 B,) + BLUEx, (X2B2)
tahmin edicileri (3.47) de verilen X;8; , X,B, ve Xf igin sirasiyla yansiz olacak
sekilde BLUE, (X1B1) ve BLUE),(X,,) mevcuttur.

(f) BLUE,(X;B;) nin kovaryans matrisi
1_
Cov[BLUE, (XiB)] = o [X;, 01[X;, Ex, )TV ([X;, 0 1[X;, Ex,] )" (3.88)
seklindedir, burada r(Cov[BLUEMi(Xi,Bi)]) =rX,) +r(V) —r[X;,V],i=12.. dir.
(9) BLUEy;,(X181) Ve BLUE,(X2f,) arasindaki kovaryans matrisi

Cov[BLUEy, (X181), BLUE), (X2f,)]

.I_
= 0?[X;, 0][X;, Ex,] + V([X2, 01[X2, Ex,] )" (3.89)
seklindedir, burada

T(BLUE g, (X181), BLUE, (X2f52))
=7 [;T )(()1] +7(V) + r[X. V] — r[Xy, V] (3.90)
2

dir.
(h)  Herhangiiki BLUE ¢, (X18:1) Ve BLUE), (X, f5,) tahmin edicisi iligkisiz olmas1
icin gerek ve yeter sart

V X;
r|or =r[V,X;] + [V, X;] —r(V), (3.91)
xI 0
veya, buna denk olarak r(Ex, VEx, ) = r(Ex,V) + r(VEx,) — r(V) olmasidur.

(1) Eger

VX

rXZT 0 =r[X,V] (3.92)

ise bu takdirde BLUE ¢, (X11) Ve BLUE,(X,f,) tahmin edicileri mevcut olup hem
iligkisizdirler hem de (3.47) altinda X;8; ve X, [, i¢in yansizdirlar (Tian, 2007).
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Ispat. (a) da verilen Py v Ve Py, hakkindaki sonuglar Lemma 3.13 (a) dan
kolaylikla gosterilebilir. (b) sikkindaki sonuglar ise E [Xi’VEXi] =0, i = 1,2, katsayilar
matrisinden tiiretilebilir. Bu nedenle (3.74) un bir sonucu olarak BLUE ), (X;8;) tahmin
edicisinin 1 olasilikla tek tiirlii olmasi, yani her y € R[X, V] vektorii i¢in Py yy nin
tek olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart E[Xi.VExi][X' V]=0, 1 = 1.2, esitliginin
saglanmasidir. Bu ise (3.54) ifadesine gore
rlX, V] =r[X,V],i=1.2

olmast demektir. Ayrica R[X;, V] € R[X,V], i = 1,2 oldugundan bu esitlik (c) de
istenildigi gibi R[X;, V] = R[X, V], i = 1,2 esitligine denktir. (a) varsayimi altinda

E[BLUEy, (X151)] = Pryiv [X1, X218 = X181 + P,y XaPa,
E[BLUEMZ (Xzﬁz)] = Px,iv[X1, X218 = Px,iv X181 + X22,
yazilabilir. Bu ise (3.85), (3.86) ve (3.87) nin saglandigim gosterir. Ote yandan

PX1||VX2 = [X110][X1:VEX1]TX2 + UlE[Xi,VEXi]XZ
ve
Py,ivX1 = [X3,0]1[X2, VEy, 17X, + UzE(x,vEy,1 X1
oldugundan (3.87) esitligi kullanarak elementer satir islemleri yardimiyla,

min T(lellvxz)
Pxq v

= rglinr([Xl, 0][Xy, VEx,] + X, + UlE[Xi,VEXi]XZ)

[ [X1,0] [X1, VEX;] + X,
=T Ex,vex X2 B T(E[Xi'VEXi]XZ )
[ [X1,0] [X1,VEx.] + X, 0
=r ! —7r[X{,VEy. X
XZ [X1'VEX1-] [ 1 X 2]
O - [Xl' O ] ]
=r —r|X,V
X, [Xy,VEg] | TIEV]

=71(Xy) +r[Xs, Ex,] —r[X, V]
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_ [ |4 Xl] ¥ v
=Tlxp o] 7TV
oldugu goriiliir. Ote yandan simetriklik 6zelliginden

. VX
min r(PXZIIVxl] =

T —r[X,V
Px v X% 0 [ ]]

yazilabilir. Benzer sekilde (e) sikkinda verilen ti¢ ifadenin denkligi bu esitliklerden
goriilebilir. (f) sikkindaki sonuglar ise Lemma 3.13(d) den kolaylikla elde edilir.
Ayrica (3.86) ve (3.87) esitliklerinden (3.89) de istenildigi gibi

Cov{BLUEj,(X15,) , BLUE), (X252)}
= 0?Py vV
= 0[X;,0][X, VEXi] + V([Xz, 0][Xz, VEx, 11T
oldugu goriiliir. Ote yandan R([X;, VEy,]") ve R(V) € R[X;,VEy], i = 1,2 oldugunu
belirtelim. Bu durumda (3.89) ve (3.76) dikkate alinirsa elementer islemlerle
r([X4,0] [X1' VEXi] + V([X3, O][X21VEX2]+)T

VX, VEy, 0
=r| XI 0 0 XI|—7[Xy,VEx,]|—7[X2VEy,]
[Ex,Vv 0 0 0

2

[V 0 0 0
=r|0 0 0 X3 | =X, V] = 7[X5, V]
0 0—Ex,VEy, O

=1(Ex,VEx)+r(X) + 1(Xp) + 1 (V) -1 [X1, V] — 7[X5, V]
VX,
=r[X2T O] +r1 (V) —r[Xy, V] —r[X3,V]

elde dilir ki bu da (3.90) in saglandigini gosterir. (h) daki tartisma (g) nin bir direkt
sonucudur. Boylece eger (3.92) ifadesi saglanirsa, bu takdirde BLUE,, (X15;) ve
BLUEj¢,(X,f,) tahminleri mevcut olup sirasiyla X;8; ve X,f, i¢in yansiz tahmin
olacaklardir. Ote yandan eger (3.92) saglanirsa, (3.91) da saglanir ve dolayisiyla (i) de
istenildigi gibi BLUEj¢, (X1;)ve BLUE,(X,[,) tahmin edicileri iliskisiz olurlar.
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Teorem 3.11 BLUE(XpB), BLUEj, (X151) Ve BLUE, (X,f,) ifadeleri (3.54) ve
(3.84) de verildikleri sekilde olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denk

olacaktir:

(@) BLUE, (X181) ve BLUE),(X,,) tahmin edicileri mevcuttur dyle ki
BLUE»(XB) = BLUEj;,(X181) + BLUE,(X2f5;) (3.93)

esitligi 1 olasilikla greeklenir.

(b) Pxyv = Px,v + Px, v olacak sekilde Pyyy , Px, v Ve P,y matrisleri mevcuttur.
VX, .

© r [XT 0] = r[X, V] Ve r(X) = r(X,) + r(X,) dir.
2

Bu durumda, BLUE, (X11) Ve BLUEj,(X,f,) tahmin edicileri
E[BLUE,(X;B)] = X;B;, i=1,2 (3.94)
Cov{BLUE), (X18,), BLUE, (X8;)} = 0, (3.95)
Cov[BLUE» (XB)] = Cov[BLUE, (X151)] + Cov[BLUE,(X25,)] (3.96)

esitliklerini saglar (Tian, 2007).

Ispat. Tlk olarak (b) ve (c) siklarmin denkligini gosterelim. Bu durumda Lemma 3.11

den kolayca gosterilebilir ki (b) deki esitligin saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart

(Px,wv + Py, w)[X,VEx] = [X,0]

olacak gekilde Py, Ve Py,;y matrislerinin mevcut olmasidir. Buradan Py ve Py v

degerlerini bu esitlikte yerlerine yazarsak
G = [X,0] — [Xy, 0][ X1, VEx ]+ [X1, VEx, [-[X2, 0][X2, VEX,]+[X, VEX]
olmak tizere

E[Xl,VExl] [X,VEx]

U, U
LU, U2l Eix,vex,) [X,VEx]

=G

matris denklemi elde edilir. Lemma 3.11 ye gore boyle U, ve U, matrislerinin mevcut

olabilmesi igin gerek ve yeter sart
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G
. E[XerEXi] [X,VEx]

Ex,vey,)[X, VEx]

E[XLVEXL-] [X,VEx]
Eix,vey,] [X,VEx]

rank esitliginin saglanmasidir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak

G
- E[X1 'VEXH-] [X,VEx]

Eix, vex,)[X, VEx]

G 0 0
=r|[X,VEx] [X1,VEx,] 0 —r[Xy, VEx,| — 7[X,, VEy,]
[X,VEyx] 0 [X,,VEx,]
[ [X, O] [Xl' 0] [XZ' 0]
=r|[X,VEx] [X1,VEx,] 0 —r[X,, V] —7r[X,,V]
[ X, VEy] 0 [X,,VEx,]
X 0 0 o0 0 0
=r(0 0 0 Ex, —X2 0 |—r[X,,V]-7[X,,V]
_O 0 _Xl 0 O VEX2

=1r(X) +r[VEx,, X;] +r[VEy,, X1]- r[X1,V] —71[X;,V]
— 2 [)ZT )gl] +r(X) = r[X, V] = 7[X, V] = (X)) = 7(X,]

ve

IE[X1 vix,] X VEX]I
T
Eix, vey,) [X,VEx]

[[X' VEx] Ex, vey,] 0
=7

—r[X{,VEx.]-r[X,,VE
[X,VEx] O E[XZ,VEXZ]l X Xl] X XZ]

[XVX1 V 0 0
T

XV o o0 X ] =T V1 =i, V)

=2r[X, V] —r[X,,V] —r[X;,V]

esitlikleri elde edilebilir. Bu iki rank esitligi yukaridaki yerlerine yazildiginda

2r [;ZT )(()1] = 2r[X, V] + r(Xy) + r(X,) — r(X),
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oldugu goriiliir. Bu esitlik alternatif bigcimde

(VX1

rlxr o —r[X,V] ) + (r [)ZT )(()1] —7r[X, V] — (X)) — r(X,) + r(X)) =0

olarak da yazilabilir. Bu durumda bu esitligin sol tarafindaki iki terimin non—negatif
olacagi kolayca gorsterilebilir. Bunun sonucunda (c) deki rank esitligi elde edilmis
olur. Diger yandan (3.54) ve (3.74) ifadelerinden kolayca goriilebilir ki (3.93)

esitliginin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her y € R[X, V] vektorii i¢in
BLUE ¢ (XB)—BLUEj, (X151) — BLUE, (X282) = (Pxyv — Px, ;v — Px,iv)y = 0
olmasidir. Bu ise Tanim 3.2 e gore
(Pxyv — Px,iv — P, [X, V] = (Pxyv — Pxiv — Pr,in)[X1.X2,V] =0 (3.97)
olmasi anlamina gelir ki buradan
PxywXq1 = Py, vX1 = X1 Ve PyywX; =Py, v = X;.
esitlikleri yazilabilir. Bu nedenle (3.97) esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
Py, ivX1=0, Px,yvX2 = 0ve PxyyV — Px,wV — P, vV =0 (3.98)

olacak sekilde Pyyy, Py, Ve Px,,y matrislerinin mevcut olmasidir. Bu durumda ilk

iki esitlik (c) sikkindaki ilk rank esitligine denk olacaktir. Benzer sekilde

(Pxyv — Pxv — P,in)V

= [X,0][X, VEX]TV — [X1, 0] [Xl'VExl]JrV —[Xz’o][Xz,VEXZ]JrV

[X,VEx] 0 0 1%
= [[X, 0], [X; ,0], [X2, O]] 0 —[X1, VEx] 0 + |V
O O _[Xz, VEXZ ] V
esitligi yazilabilir. Simdi
[X,VEx] 0 0
t=r| O —[X1, VEy] 0 =7r[X, V] +7[Xy, V] +7[Xz, V]
0 0 —[X3,VEy,]

alalim. Bu durumda gerekli hesaplamalar yapilarak

r(PxyV — Px,iwvV — Px,ivV)
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=7 0 [X,,VEx] O Vo o|-t
0 0 [X,,VEx,] V
=r|0 0 X, VE 0 0 V|-t
0 0 0 0 X, VEy, 14

=71[VEyx,, X1] + r[VEX{, X;] +r(V) + r(X) — t
VX,
=2r [XzT 0]+r(V)+r(X)—r(X1)—r(X2)—t

oldugu goriilebilir. Bunun sonucu olarak (3.97) daki {igiincii esitligin saglanmasi igin

gerek ve yeter sartin
Vv Xy
2r [XT o] = P [X, V] + X0, V] + M[X, V] + (X)) + 1 (X,) —r (V) — 1 (X)
2

oldugu goriiliir. Bu esitlik (¢) deki ilk rank esitligiyle birlestirilirse

X, V] +r[X, V] +r[X,, V] —r(V) +r(X) +r( X)) —r(X)) =0
elde edilir. Bu ise

rX,V] +r[X, V] +r[X,, V] =rV) ve r(X) =r(X;) +r(X,)

olmasina denktir. Bu ifadeler (C) sikkindaki birinci esitlikle birlestirilirse (a) ve ()

siklarinin birbirine denk oldugu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi V' matrisinin pozitif definit oldugunu varsayalim. Bu takdirde asagidaki

O6nemli sonug elde edilebilir.

Sonuc 3.12 Farz edelim ki V' matrisi pozitif definit olsun. Bu takdirde (3.54) ve (3.74)
ile verilen BLUEj(Xp), BLUE, (X151) Ve BLUE, (X, ;) tahmin edicileri tek tiirlii
olup asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir (Tian, 2007):

(@) BLUEN(XS) = BLUEy, (X1B1) + BLUE),(X2,)

(b)  Pxwv = Pxv * Pxyivs

© XIV-1x,=0,

(d) E[BLUE),(XiB)]=XiBi, 1=12,

(e) CoV[BLUE(XB) ] = CoV[BLUEys, (X181)] + COV[BLUE},(X282)]
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Eger (3.47) de V pozitif definit ve r(X) = p alinirsa, bu takdirde (3.47) modeli altinda

B ve XB parametrelerinin BLUE tahmin edicileri igin asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc¢3.14 (3.47) modelinde V nin pozitif definit bir matris ve r(X) = p oldugunu

varsayilsin. Bu takdirde 7= [I, , 0] ve T, = [0, I,,,] olmak iizere

(a) M altinda B ve XS nin yegane BLUE tahmin edicisi (3.56) deki gibidir, burada
CoV[BLUE»;(B)] = 02(XTV-1X)"1, CoV[BLUE;(XB)]= 02X (XTV~1X)~1XT

dir.
(b) M modeli altinda B, ve B, parametrelerinin yegane BLUE tahmin edicisi
BLUE(B) = T;(X"V ~1x)~1xTv 1y, i=1,2, (3.99)
bi¢ciminde olup burada
BLUE» (B1)
BLUE 2[ )
B BLUE, (8,)

E[BLUEy(B)] = Bi, =12,
Cov[BLUE(B)] = o?T,(XTVIX)~TT, =12,
CoV{BLUE(B,),BLUE;(8)}=0T,(XTV-1X)~1T],

F(COV{BLUExe (B, BLUE (B,)}) = r(XTV1X,)
seklindedir.
(c) M altinda X;p; ve X, nin BLUE tahmin edicisi
BLUE(X;B)=X;T;( X"V 1X)"1xT v-1y, i=1,2 (3.100)
bi¢ciminde olup burada
BLUE(X1B1)*BLUE (X2 B2)=BLUE (XB),
E[BLUEM (XiB)]=XiBi, 1=1,2,
COV[BLUE(X;8)]=02(X;T)(XT V-1X)"L(X,T)T, =12,
Cov{BLUE(X11), BLUEM(X2f2)} = 02 (X1 Ty )(XT 71 X) 7 (X, T2)T,
r(Cov{BLUE;(X151), BLUE(X282)}) = r(XTV~1X,),
dir (Tian, 2007).

Sonu¢3.15 BLUEy(8), BLUE, (XB), BLUE»:(X,) Ve BLUE(X;B;), i=1,2, tahmin
edicileri yukarida verildikleri sekilde olsunlar. BLUE),, (B;) ve BLUE,(X;B;)
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BLUE(B;) = (X[ V71X) 71X v~ly, =12,
BLUE»,(X:B8;) = X;(X] V71 X)7'X] V71y,i=1,2,
verilsin. Bu durumda asagida verilen ifadeler birbirine denk olacaktir (Tian, 2007):

_ [BLUE, (B) . ~ _
(@) BLUE(B) = BLUEy: (8,)|" yani, BLUE(B;) = BLUEy,(8), 1=1,2,

(b) BLUEp(XB) = BLUEj, (X181) + BLUE, (X252) -
(c) BLUEx(Xiff) = BLUE, (X8 1 1,2..

(d) E[BLUEx;,(B)]=B:,i=1.2...

(€) E [BLUEy,(XiB)]=Xif; »i=1,2...

(f) Cov{BLUE(By), BLUE»(B,) }=0,

(@) Cov{BLUEj (X,B;), BLUEy (X58,)} = 0,

(h) Cov{BLUEy,(B,), BLUEx, (B2)} =0,

(i) Cov{BLUEy, (X18:), BLUEy, (X,,) = 0,

(i) Cov[BLUE(XB)] = Cov[BLUE;, (X181)] + Cov[BLUE), (X25,)],
(K) Pxy = Peiv + Pryiv

() xTv-ix,=0.

Ispat. Bu durumda oncelikle belirtelim ki (b), (e), (i), (i), (k) ve (1) siklarinim birbirine
denk oldugu kolaylikla gosterilebilir. Diger taraftan

BLUE;;(XB) = XBLUE»(B),
BLUEj (XiB) = X;BLUE(B:), BLUEj,(XiB;) = X;BLUEj,(By), 1=1.2,

lBLUEMl (B
BLUEy, (B2)

l = BLUEMl(Xlﬁﬂ + BLUEMZ (X282)

Cov{BLUE(X1$1), BLUEx(X2B2)}= X1COV{BLUEx(B1), BLUE (B2)}X3,

Cov{BLUExq, (X181), BLUE),(X232)} = X1 COW{BLUEx, (B1), BLUEx, (B2)}X7,
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esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler dikkate alinirsa (a) da verilen esitligin her iki tarafi

X katsay1 matrisi ile soldan ¢arpilarak

BLUE, (B1)

BLUE»(XB) = XBLUE;;(B) = X [BLUEM (B,)

= BLUE, (X181)+ BLUE ), (X23;) (3.101)

elde edilir ve bu da (b) sikkidir. Ayrica Xt = (XTX )1 X7 oldugunu belirtelim. Bu
durumda (b) deki esitligin her iki tarafi XT ile soldan carpilirsa (a) elde edilir. Ote
yandan (a) ve (c) nin denk oldugu ise direkt olarak goriilebilir. Benzer sekilde (d) ve
(e) nin denkligi yukaridaki esitliklerden elde edilir. (f), (9), (h), ve (i) siklarinin
denkligi (3.82), (3.90) ve yukaridaki esitliklerden yararlanilarak kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.12 BLUE (Xp), OLSEy, (X161) and OLSEj., (X2B,) tahmin edicileri

yukarida verildikleri gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir:

(@)BLUE» (XB) = OLSEj, (X151) + OLSEj,(X22) esitligi 1 olasilikla saglanir.
(b)  Pyyy = Px,+ Py, olacak sekilde bir Py, mevcuttur.

(©)XTX, =0ve R(VX) € R(X).

Bu durumda OLSEj, (X151) Ve OLSEy., (X, f5,) tahmin edicileri (3.47) modeli altinda

X1P;1 ve X, 5, parametre vektorleri i¢in yansiz tahminler olacaklardir (Tian, 2007).

Ispat. Bu durumda (3.51) ve (3.54) ifadelerinden kolayca gorsterilebilir ki (a) sikkinin
saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart her y € R[X, V] vektori igin

BLUE»(XB) — OLSEJVQ(X131) — OLSE)y, (X282) = PXIIZ — Py, — sz)y =0
olmasidir. Bu ise Tanim 3.2 e gore
(Pxyv — Px, — Px,)[X, V] = [=Px, X1, —Px, X2, PxyyV — Px,V — Px,V] = 0
esitliginin yani
Py, X, = 0,Py X, = 0, PyyyV — Py V — Py V =0 (3.102)

esitliklerinin saglanmasina denktir. Buradaki ilk iki esitlik XX, = 0 esitligine denk

olacagindan, Py, + Py, = Py yazilabilir ve dolayisiyla tligtincii esitlik

(Pxiv — Py)V = [X,0][X,VEx]TV = PyV =0
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esitligine denk olacaktir. Boylece gerekli diizenleme yapilirsa
r(PayV — P V) = r([X,0][X, VEx]TV — PyV)

—[X,VEx] 0 V
r 0 XTX XTV|—-r[X,VEx] —r (X)
[X,0] X 0

0 -VE, X V

=rlo 0 XTx XTv|-r[x,V]-r(X)
X 0 0 0
0 0 X Vv

=rlo X"VE, 0 0|-r[Xx,V]-rX)
X 0 0 0

= r(ExVX)

=r[X,VX] —r(X)
yazilabilir. Bu gosterimler ise R(VX) S R(X) ifadesine denktir. Boylece (c) sikki elde
edilir. Buradan (b) deki igerme bagintisinin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin
(Px, + Pyx,)[X,VEx] = [X,0],
bagska bir deyisle,
Py, X, =0, Px X, =0, (R, + Px,)VEx =0
oldugu goriiliir. Buradaki ilk esitlik X7 X, = 0 esitligine denk olacaktir. Bu durumda,

Py, + Px, = Px olup buradaki iiglincii esitlik PyVEy = 0 esitligine yani, PxyV Py =
V Py esitligine denk olur ki bu da R(V'X) < R(X) igermesine denktir.

Teorem 3.13 BLUE(XB), OLSEj, (X181) Ve OLSEj, (X2f,) tahmin edicileri daha
once verildikleri gibi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir:
(@) BLUE»(XB) = OLSEy, (X1B1) + Ex,OLSEj, (X2 52) bir olasilikla saglanir.
(b)  Pxyy = Px, + Py, — Px, Px, olacak sekilde bir Py, mevcuttur.

(¢) Px, Px, = Px,Px, ve R(VX) < R(X) dir (Tian, 2007).

Ispat. Bu durumda (3.51) ve (3.54) esitliklerinden kolayca gorsterilebilir ki (a)
sikkinin saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart her y € R[X, V] vektori i¢in

BLUE» (XB) — OLSEy, (X1B1) — Ex, OLSEy, (X282)
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= (PX”V - PX1 - PXZ + PX1X2)y == 0 (3103)

esitliginin saglanmasidir. Bu durum ise Tanim 3.1 e gore

(Pyv — Px,—Px, + Px, X3)[X, V]

= [_PX2X1 + PX1X2X1, 0, quvv - PX1V - PXZV + PX1X2V] = 0,

esitliginin, yani,

PX2X1 = PX1X2X1 ve P){HVV - PX1V_PX2V + PX1X2V = 0
esitliklerinin saglanmasma denk olacaktir. Ote yandan (3.47) deki birinci esitlik
Py X, = Px,X; esitligine denktir. Bu durumda, Py + Py, — Py X, = Py dir.
Dolayistyla yukaridaki ikinci esitlik (Pyyy — Px)V = 0 esitligine denktir ki bu da
RVX) € R(X) icermes bagintisina denk olacaktir. Boylece (¢) sikki saglanmis olur.
Benzer sekilde (a) ve (b) siklarinin denkligi de gosterilebilir.

Eger (3.47) modelinde V matrisi pozitif definit bir matris ve r(X) = p alinirsa

bu takdirde yukarida verilen son iki teoremden asagidaki sonuglar tiiretilebilir:

Sonu¢3.16 BLUE)(B), OLSE, (B1) ve OLSEj,(B,) tahmin edicileri (3.56) ve (3.58)

ifadelerinde verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde

OLSEj, (ﬁl)l

BLUE(B) = [ OLSErg (B (3.104)

esitliginin saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart X7 X, = 0 esitligi ve R(VX) € R(X)
icerme bagintisinin saglanmasidir (Tian, 2007).

Sonug¢ 3.17 BLUE»(B), OLSEy;, (B1) ve OLSE,(f,) tahmin edicileri (3.56) ve
(3.58) ifadelerinde verildikleri sekilde olsunlar. Bu takdirde

OLSEy, (B1) — XTX)7' XX, OLSEj, (B2)

BLUE(B) = OLSEj, (B2)

(3.105)

esitliginin saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart Py Py, = Py Py esitliginin ve

RVX) € R(X) igerme bagintisinin saglanmasidir (Tian, 2007).
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1 Parc¢al ve Doniistiiriilmiis Singiiler Lineer Modellerde Tahminlerin Denkligi
Bu kisimda daha 6nce verilen
y=XB1+X,B,+¢, E(e) =0, Cov(e) =a?V,

parcal1 lineer modeli tekrar g6z 6niine alinacaktir, burada X; € R™*P ve X, € R™*4
bilinenlerin keyfi rankl1 iki matrisi, y € R™*! gézlemlenebilir bir rasgele vektor, f; €
RP*1 ve B, € R?*1 bilinmeyenlerin iki parametre vektorii, V € R™™ bilinen keyfi
rankl1 singiiler bir matris ve o2 ise bilinmeyen pozitif bir parametredir. Bu durumda
(4.1) modeline bir pargali singiiler lineer model ad1 verilir. Bu modeli daha 6nce ifade
edildigi gibi X = [X;,X,] ve B = [B4, f2]" olmak iizere

M = {y,Xﬁ,O'ZV} = {ylxlﬁl +X2ﬁ210-2V}
seklinde gosterelim. Bu kisimda o6zellikle kisitlayici rank varsayimlart altinda, Xp3,

X,P;1 ve X,[5, parametrelerinin OLSE ve BLUE tahmin edicileri ile ilgili sonuglari

karsilastirmali olarak verilecektir.
Teorem 4.1 Herhangi bir A matrisi igin A(ATA)°AT = AA™ dir, burada (AT A)¢,
ATA(ATA)CATA = AT A olan AT A matrisinin bir c-inversidir (Graybill, 1976).

Eger A matrisi tam siitun rankl ise AT = (ATA)71AT ve eger A matrisi tam
satir rankl1 ise AT = AT (AAT)~1 olacagini tekrar belirtelim. Ote yandan eger X tasarim
matrisi tam siitun rankli ise X7X,XTX, ve XIX, matrisleri nonsingiiler olacaktir.

Dolayistyla X7 X matrisinin determinant:
IXTX| = |XT X1 [1X3 X, — X7 X (X] X)) 7' XT X,
ya da
IXTX| = |X7 X, || XT Xy — X{ X5 (X7 X2) 7' X7 X4
dir. Boylece (X"X)~" inversi D = XJ X, — X2 X, (XTX)"'XT X, = XJ[I — X, X]]X,
olmak tizere

X{X)™H+ X{X) T XT XD TIXT X (XTX) ™ —(X{ X)) 7' TX, D!

4.1
—D~1XTX, (xTx,)™? D1 (1)
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ya da buna alternatif olarak E = X7 X; — X7 X, (XIX,)"1xIXx, = XTI — X, X51X,

olmak tlizere

E~! —E71XTX,(XTX,)™1

_ _ _ - c _ 4.2)
—(X7X) XX ETY (X3 X2)TH+ (X2 X)X X ETIXT X (X3 Xp) 7

bigiminde yazilabilir. Ote yandan I — X; X ve I — X,X] matrisleri idempotent matris
oldugundan matris 6zelliklerinden,

My =[I - X X{] = Q:Qf ve M, = [I - X,X]] = Q.05 (4.3)
olacak sekilde Q; ve Q, matrisleri vardir, burada Q, ve Q, matrisleri tam siitun rankli
matrislerdir. Ayrica Q7 Q, = I_p Ve 0¥, = I,_q oldugu kolayca goriiliir.

Eger X tasarim matrisi tam siitun rankli ise, bu durumda (X TX)@ =12
inversi W = XTI — X, (X3 X,)OXT|X, = XT[I — X,X3]X, = X] M,X; olmak iizere

l w® ~WOXTX, (X5 X,)®

. . . . ; , 4.4
_(XTX)OXTX WD (XTx,)D + <x;xz><l>x;x1w<l>x{xz<x;x2><l>l 44

ya da alternatif olarak Z = XJ [I — X, (X] X)) XT|X, = XI[I — X, XT]X, = X] M, X,

olmak tizere

KTX)O + KT X)OXTX,ZOXT X (XTX)9% —(XTX)PX] X2 0 45

20X X, (X]X) O 20 (45)

bigiminde yazilabilir. Eger v(XTX) = r(XTX;) + (X1 X;) ise bu durumda (XTX)T
Moore-Penrose inversi W ve Z matrisleri yukaridaki gibi olmak tizere

l wt —WTXT X, (X7 X2)® l
—(XTX)OXTX WY (XTX)T + (X7 X2)OXT Xy WTXT X5 (X7 X))

ya da alternatif olarak

KTX)T+ (T X)OXTXZTX X (XTX ) —(XTX)OX] X, ZT (4.6)
—ZtxTx, (XTx)® Al '

bi¢iminde verilebilir.

Simdi dontistiiriilmiis singiiler lineer modelleri elde etmek igin (4.1) modelini

soldan M, ile ¢arparak

My = M1 X, + & (4.7)
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modelini olusturabiliriz, burada &;, E(g;) = 0 ve Cov(g;) = M,V M, olan rastgele

vektordiir. Kisaca (4.7) ifadesini
M, = {Myy, M, X,B,,0*M;VM,} (4.8)
olarak ifade edebiliriz. Benzer sekilde

My = M X151 + & (4.9)
modeli olusturulabilir, burada &,, E(g,) = 0 ve Cov(e,) = 02M,V M, olan rastgele
vektordiir. Ayrica (4.9) ifadesini

B = {Mpy, MyX1 31,0 M,V M5} (4.10)

olarak yazabiliriz. Bunlara ilaveten
C = {Myy, MyX, By, 0%V}
D = {y, M X,B1,0°V}
N = {y,MX,B,,0%V},

E= {y,MzXlﬁl,O-ZV} y (411)
modellerini tanimlayalim. Ayrica Asagidaki iki Lemma M ve NV modelleri altinda

M, X, [3, nin BLUE tahmin edicilerinin karekterizasyonunu vermektedir.

Lemma 4.1 Z =1 — Py, x, ve V. = M;VM,; matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler birbirine denk olacaktir:

(i) Fy ifadesi M = {y,X;B; + X,B,,62V} modeli alunda M,X,f, i¢cin BLUE

tahmin edicidir.
(it) F matrisi F(X;: X,) = (0: M1 X,) ve FVM;Z = 0 esitliklerini saglar.
(iii) F = NM, dir, burada N matrisi NM;X, = M;X, ve NV,Z = 0 esitliklerini saglar.
(iv) Bir Pigin F = [I = V,Z(ZV,Z)TZ]M; + P[I — ZV,Z(ZV.Z)T|ZM, dir.

Ispat. Bir Fy tahmin edicisinin M deki model altinda M,X,[3, parametresnin bir

BLUE tahmin edici olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
(X1 X))t R(Kp: X)) = V(K12 X))

esitligini saglayan keyfi bir matris olmak tizere F(Xi:X,)= (0:M;X,) ve
FV(X;: X,)* = 0 esitliklerinin saglanmasidir. Fakat
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M,Z = M1(I - PM1X2) =M, — PMle =1- P(X1:X2)
oldugundan (i) ve (ii) nin denk oldugu goriiliir. (iii) nin (ii) ye denk oldugu ise agiktir.
Tersine olarak eger (ii) saglanirsa FX; = 0 esitligi keyfi bir N i¢in F = NM; oldugunu
gosterir ve (iii) saglanir. Ote yandan
NM1X2 = M1X2 ve N]/*Z = 0
denklemlerinin N ye gore ¢oziimii keyfi bir A igin
N=[-V.ZZV.Z2)'Z1 + All — ZV.Z(ZV.Z)T)Z

seklinde olacagindan (iii) ve (iv) arasindaki denkligin saglandig1 goriiliir ve bdylece

de lemmanin ispat1 tamamlanmis olur.

Lemma4.2 Z = I — Py, x, alinsin. Bu durumda asagidaki ifadeler denk olacaktir:

(i) Fy ifadesi M = {y, X;B; + X,B,,06?V} modeli altinda M,X,B, icin BLUE

tahmin edicidir.
(it) F matrisi FM, X, = M, X, ve FVZ = 0 esitliklerini saglar.
(iii) Bir B i¢in F =[I —VZ(ZVZ)'Z] + B[l — ZvZ(ZVZ)*]Z dir.

Ispat.Z =1 — Py, x, hin V' (X TM,) iizerinde bir dik izdiisiim oldugu dikkate alinirsa
(1) ve (i1) nin denk olacag1 a¢ik¢a goriilmektedir. (ii) ve (iii) arasindaki denklik ise bir

onceki lemmadan kolaylikla elde edilir.

Teorem 4.2 M ve V" modelleri sirasiyla (4.2) ve (4.11) de verildikleri gibi olsun. Bu
takdirde M; X, [, nin V' doniistliriilmiis modeli altindaki her BLUE tahmin edicisinin
ayni zamanda M modeli altinda da M; X, 8, nin bir BLUE tahmin edicisi olmasi i¢in

gerek ve yeter sart R(X;) S %[V([ — Py, Xz)] olmasidir.

Ispat. F matrisi Lemma 4.2 de verildigi gibi olmak iizere farz edelim ki Fy ifadesi
M; X, [3, parametresinin V' modeli altinda bir BLUE tahmin edicisi olsun. Bu durumda
Lemma 4.2 (ii) den FV = FV Py, x, yazilabilir. Ayrica Py, x, = Py, x,M; oldugundan
FV = FV M, elde edilir. Bu nedenle Lemma 4.1(ii) ye gore Fy ifadesinin M;X,[,
parametresinin M modeli altinda bir BLUE tahmin edicisi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart FX; = 0 ve FX, = M; X, olmasidir. Ote yandan FX; = 0 olmas1 igin gerek ve
yeter sart FM; = F olmasidir. Dolayisiyla FX; = 0 olmas1 FX, = FM;X, = M1 X,
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olmasimi gerektirir. Bu ise M;X, [, nin M, modeli altinda bir BLUE tahmin edicisi
olan Fy ifadesinin M modeli altinda da bir BLUE tahmin edicisi olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin FX; = 0 olmas1 oldugunu gosterir. Geriye R(X;) S ER[V(I — PM1X2)]
bagintisinin V' modeli altindaki herhangi bir Fy BLUE tahmin edicisi i¢in FX; = 0
esitligine denk oldugunu gostermek kalmistir. Lemma 4.2(iii) formundaki herhangi bir
F icin FX,; = 0 saglansin. Bu takdirde [I — VZ(ZVZ)TZ]X; = 0 esitligi R(X,) S
SR[V(I — PM1X2)] bagintisinin saglandigini gosterir. Tersine olarak eger R(X;) S
RIV(I - Py, Xz)] bagitis1 saglanirsa bu takdirde  R(ZX,) € R(ZVZ), yani
[ZVZ(ZVZjLZ]ZX1 = ZX,; olacaktir. Dolayisiyla Lemma 4.2(iii) ye gére N' modeli
altindaki herhangi bir Fy BLUE tahmin edicisi i¢in [I —VZ(ZVZ)TZ]X, = FX,
yazilabilir. Ancak R(X;) € R[V(I — Py,x,)] dan herhangi bir A matrisi i¢in X, =
VZA yazilir. Diger taraftan VZ(ZVZ)TZVZ = VZ olup FX; = 0 oldugu goriiliir.

Sonug¢ 4.1 M modeli singiiler ise, bu takdirde M; X, 3, nin ' doniistiiriilmiis modeli
altindaki BLUE tahmin edicisinin M modeli altinda da BLUE tahmin edicisi olmasi
icin gerek ve yeter sart bir V= genellestirilmis inversi icin X2 M,V ~X; = 0 olmasidur.
Ispat. XTM, V=X, in V™ genellestirilmis inversinin segcimine gore degismez kalmasi
R(X1) S RIV) ve R(MX3) € R(V) (4.12)
icermelerinin saglanmasina denktir. X; # 0 ve X2 M; # 0 oldugunu varsayalim.
(4.12) ifadesi R(X1: Xz) € R(V) olmast demektir ki bu da M modelinin singiiler
oldugu anlamina gelir. Eger X M, V=X, = 0ise Z = I — Py, x, olmak lizere herhangi
bir A i¢in V™ X; = ZA yazilabilir. Singiilerlikten VV~X; = X; dolayisiyla X; = VZA
olacaktir. Boylece Teorem 4.2 ye gére M, X, [, nin V' modeli altindaki herhangi bir
BLUE tahmin edicisi M’ modeli altinda da bir BLUE tahmin edicisi olacaktir. Tersine
olarak, eger Teorem 4.2 deki R(X;) S ER[V(I - PMle)] icermesi saglanirsa yani
R(X;) € RIV) ise ve M modeli singiiler yani R(X;:X,) € R(V) ise bu takdirde
herhangi bir A matrisi icin XM, V=X, = XIM,V"VZA = XIM,ZA = 0 yazlabilir.
Sonu¢ 4.2 M modeli verilmis olsun. Bu takdirde M;X,(, nin ' doniistiirilmiis

modeli altindaki herhangi bir BLUE tahmin edicisi ayn1 zamnda M modeli altinda da

bir BLUE tahmin edicisidir eger R(VX;) € R(X;) icermesi saglanirsa.
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Ispat. Bu durumda r(X;) = r(VX,) esitligi saglanacagindan dolay1 R(VX;) € R(X,)
icermesi R(VX,) = R(X;) esitligine denktir. Bu nedenle R(X;) =R(VZX,) S
R(VZ) yazilabilir. Bu ise Teorem 4.2 deki R(X;) € R[V(I — Py,x,)] i¢ermesinin
R(VX,) € R(X;) kosulu altinda saglandigini gosterir.

Lemma4.1(i1) ve Lemma 4.2(ii) den R(VX;) S R(X,) igerme bagintisi altinda
M;X,0, nin M modeli altindaki herhangi bir BLUE tahmin edicisinin ' modeli
altinda da bir BLUE tahmin edicisi olacagi goriiliir. Bagka bir deyisle eger R(VX;) S
R(X,) ise bu takdirde M,X,pB, parametersinin M ve N lineer modelleri altindaki
BLUE tahmin edicileri ¢akisacaktir. Burada R(VX;) € R(X;) igerme bagintisinin bir
{v,E(y) = X,B1,Cov(y) = 62V} modeli altinda X,; parametresinin OLSE ve
BLUE tahmin edicilerinin esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart oldugunu belirtelim. Bu

durumda bazi kisitlamalar altinda Sonug 4.2 tekrar verilebilir.

Sonug 4.3 M, X, 3, nin OLSE tahmin edicisi olarak Py, v,y ifadesini goz 6niine alalim.
Eger Py, x,y tahmin edicisi ' doniistiiriilmiis modeli altinda bir BLUE tahmin edicisi

ise ayn1 zamanda M modeli altinda da bir BLUE tahmin edicisi olacaktir.

Ispat. Budurumda Z = I — Py x, olmak iizere R(X;) S R(VZ) igermesi yazilabilir.
Ote yandan eger Py, x,y tahmin edicisi ' modeli altinda M, X,, nin BLUE tahmin
edicisiise VZ = ZV olacaktir. Bunedenle R(X;) S R(ZV) yazilabilir ki bu da Teorem

4.2 ye gore R(X;) S SR[V(I — Py, Xz)] icermesinin saglandigini gosterir.

Simdi Fy ifadesi V' doniistiiriilmiis modeli altinda M, X, 8, nin BLUE tahmin
edicisi olmak tizere M;X,[, nin FM;y formundaki tahmin edicileri géz Oniine
almacaktir. FM;y bir tahmin edicinin genellestirilmis versiyonu olarak da
distintilebilir. FM,y formundaki bir tahmin edicinin M pargalanmis modeli altinda da
kullanilip kullanilamayacagi sorusu akla gelebilir. Acikca belirtelim ki FM, (X;: X,) =
(0: M, X,) olacagindan FM;y tahmin edicisi M;X,[, i¢in yansizdir. Bu durumda

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3 M ve V' modelleri sirasiyla (4.2) ve (4.6) da verildikleri gibi olsun. Fy
ifadesi V' doniistiiriilmiis modeli altinda M, X, 3, nin bir BLUE tahmin edicisi olsun.

Bu takdirde FM;y formundaki herhangi bir tahmin edicinin M pargalanmis modeli
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altinda M, X,[3, nin bir BLUE tahmin edicisi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart Z = [ —

Pu,x, Ve Py = X1 X] olmak iizere
R(P,VM,Z) € R(VZ) (4.13)
olmasidir.

Ispat. Bu durumda FM;(X;:X,) = (0: M;X;) Ozelligini saglayan herhangi bir F
matrisi i¢gin Lemma 4.1(ii) den FM,y ifadesinin M par¢alanmis modeli altinda
M;X,[, nin BLUE tahmin edicisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin FM;VM,Z =0
oldugu gorilir. Simdi bu esitligin Lemma 4.2(iii) formundaki her F matrisi i¢in
saglandigini varsayalim. Bu takdirde B = 0 segilerek [I — VZ(ZVZ)TZ|M,VM,Z = 0
esitligi elde edilir. Diger taraftan M; =1 — P; ve M;Z = ZFM; oldugundan [I —
VZ(ZVZ)TZ](VZM;—P,VM,Z) = 0 yazilabilir. VZ(ZVZ)1ZVZ = VZ oldugundan

[I —VZ(ZVZ)TZ]P,VMZ =0 (4.14)

yazilabilir. N'(I — VZ(ZVZ)1Z) = R(VZ) oldugundan (4.14) esitligi (4.13) e denktir.
Tersine olarak (4.13) saglansin. Yukarida ifade edildigi gibi (4.13) ve (4.14) denk olup
buda [l —VZ(ZVZ)TZ]M,VM,Z = 0 esitligine denktir. Bu ise

[Z —2ZVZ(ZVZ)'ZIM,VM,Z = 0

oldugunu gosterir. Bu son esitlikten Lemma 4.2(iii) formundaki F matrisi i¢in FM;y
nin M pargalanmis modeli altinda M;X, [, nin bir BLUE tahmin edicisi oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.4 M modeli singiiler olsun ve Fy ifadesi V' donistiiriilmiis modeli altinda
M; X, 3, nin bir BLUE tahmin edicisi olsun. Bu durumda FM,y formundaki herhangi
bir tahmin edicinin M de verilen par¢alanmis lineer model altinda M, X, S, nin bir
BLUE tahmin edicisi olabilmesi igin gerek ve yeter sart V'~ matrisi IV matrisinin
herhangi bir genellestirilmis inversi ve Z = I — Py x, olmak lizere

XTM,V-P,VM,Z = 0 (4.15)
olmasidir.

Ispat. Sonug 4.1 den XI M,V ~X, ifadesinin V~ genellestirilmis inversinin secimine

gore degismez kalmasi
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R(X,) S RV) ve R(M,X,) € R(V)

icermelerinin saglanmasina denktir. Bu nedenle (4.10) in sol tarafi V™~ nin segiminden
bagimsizdir. Teorem 4.3 e gore (4.15) ifadesinin R(X;) € R[V(I — Py,x,)] Ye denk
oldugu gosterilirse iddia tamamlanmis olur. Eger R(X;) S ‘R[V(I — Py, Xz)] icermesi
saglanirsa (4.15) esitliginin gergeklenecegi agiktir. Tersine olarak (4.15) saglanmis
olsun. Bu herhangi bir A matrisi i¢in V-P;VMZ = ZA yazilabilir. VV~P; = P;
oldugundan bu esitlik I ile soldan ¢arpilirsa R(X;) S ER[V(I — Py, Xz)] icermesi elde

edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.4 M, modeli altinda M, X, 3, parametresinin herhangi bir BLUE tahmin

edicisi ayn1 zamanda M’ modeli altinda da bir BLUE tahmin edicisidir.

Ispat. Herhangi bir tahmin edicinin M, X, 3, parametresi igin bir BLUE tahmin edicisi
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart I — Py, x, olmak lizere NM;X, = M;X, ve
NM,VM;Z = 0 esitliklerini saglayan bir N matrisi i¢cin N M,y formunda yazilmasidir.
Bu takdirde Lemma 4.1 (iii)) te gére NM,;y ifadesi M modeli altinda da

M, X, B, parametesinin bir BLUE tahmin edicisi olacaktir.

Teorem 4.4 un tersi de dogrudur, yani M de verilen model altinda M; X, [,
parametresinin BLUE tahmin edicisi M, modeli altinda da BLUE tahmin edicisidir.

Bagka bir deyisle M ve M. modelleri altinda BLUE tahmin ediciler ¢akismaktadir.

Simdi yukarida tanimlanan M, B,C,D ve €& modellerini dikkate alarak bu
modeller altinda M,X,; parametresinin BLUE tahmin edicileri arasindaki iligkiler
incelenecektir. Bunula ilgili olarak 6nce M modeli altinda M, X;; in BLUE tahmin
edicisi ile B,C,D ve €& modelleri altinda M,X;[; parametresinin BLUE tahmin
edicileri arasindaki fark verilerek M, X, 8; parametresinin bu modeller altindaki BLUE

tahmin edicilerinin esit olabilmesi i¢in bazi gerek ve yeter sartlar ortaya konulacaktir.

Teorem 4.5 M,B,C, D ve £ modelleri verilmis olsun. Py, Pg, P; Ve Pg sirasiyla
P(X|V), P(M,X,|M,VM,), P(M,X,|V) ve P(X,|V) den keyfi fakat sabit izdiisimleri

gostersin. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:
(1) MyPyy = BLUE(M2X1p1),

(2) PeMyy = BLUER(M2X1f31),
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(3) PcM;y = BLUE:(M3X131),
(4) Pcy = BLUEp(M,X14),
(5) MyPgy = BLUE¢(M,X,f51).

Ispat. P, = P(X|V) ve My = I — XX olsun. Bu durumda P(X|V) nin tanimidan
Pu(X:VMy) = (X:0)

oldugu goriiliir. Boylece M,Pyy nin gosterimi dikkate alinirsa bunun M modeli

altinda M,X;B; in bir BLUE tahmin edicisi oldugu goriiliir. Benzer sekilde acik

gosterimler goz Oniine alinarak (2), (3), (4) ve (5) siklar1 da gosterilebilir.

Teorem 4.6 M ve B modelleri yukaridaki sekilde verilmis olsun. Bu durumda

BLUEM(M2X1[>)1) = BLUEg (M2X1/31)

olacaktir.

Ispat. Bu durumda esitligi gostermek igin P(M,X;|M,VM,) den keyfi fakat sabit Py
izdiisiimii i¢in PgM,(X: VMy) = (M,X;:0) oldugunu géstermek yeterlidir. Gergekten
P(M,X,|M,V M,) nin tanim1 dikkate alinirsa

PyM,X = (PgM,X,:0) = (MyX,: 0)
ve

PgM,V My = PgM,V M,My

olacagi agiktir. Bu durumda R(M,X;) € R(X) oldugundan My = My, x My esitligi
yazilabilir. Bunun sonucu olarak PgM,VMy =0 esitligi elde edilir ve bdylece

teoremin ispati tamamlanmis olur.

Hatirlatma 4.1 §; parametresiyle ilgilenildiginde R (X,) iizerine bir izdiisiim olan
M, ile M modeli soldan ¢arpilarak 3, parametresi yok edilebilir. Ayrica Teorem 4.6
e gore M’ modeli B modeline denk olacagindan 3, tahmin edilebilir olmasi durumunda
BLUE(M,X[) ve BLUE5(M,Xp) nin esit oldugu elde edilir. Ote yandan X;, X, ve
V matrisleri tam rankli ve R(X;: X,) € R(V) oldugunda 5, parametresinin M modeli

altindaki tahmin edicisi karsilik gelen B modelindeki tahmin ediciye esit olacaktir.

Teorem 4.7 M, B, C, D ve £ modelleri verilmis olsun. Ayrica Pg, P Ve Pg sirasiyla
P(M,X,|M,VM,), P(M,X,|V) ve P(X{|V) den keyfi fakat sabit izdiisimleri

gostersin. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:
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(1) BLUEj(M3X,f1)—BLUE(M,X11) = Pg(I — Pc)M,y,
(2) BLUEj;(MyX,f1)—BLUEp (M, X1 B1) = PyMo (I — Py,
(3) BLUEy (M X181)—~BLUE:(M2X1,) = PsMy(I — Pp)y,
(4) BLUEp(M3X11)—BLUE(M2X181) = PcPx,y.

Ispat. P; ve P izdiisiimlerinin tammindan PzP, = P, oldugu kolayca goriilebilir.
Bu durumda Teorem 4.5 ve Teorem 4.6 yardimiyla (1) in dogrulu gosterilebilir. Benzer

sekilde (2), (3) ve (4) iin saglandig1 da gosterilebilir.

Teorem 4.8 M, B, C, D ve £ modelleri verilmis olsun. Ayrica P; ve Pg sirasiyla,
P(M,X,|V) ve P(X,|V) den keyfi fakat sabit izdiisiimleri gostersin. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir:

(1) BLUE(M3X11) = BLUEp (M, X1 81), (4.16)
(2) BLUEc(M3X,,) = BLUEp(M3X131), (4.17)
(3) PcX; =0, (4.18)
(4) T, = V + k?M,X,XT M, olmak iizere X]M,T,'X, = 0 dir. (4.19)

spat. P; ve P smrasiyla P(M,X,|M,VM,) ve P(M,X,|V) den keyfi fakat sabit
izdiisimler olsun. Teorem 4.7 den BLUE;(M,X,3;) = BLUEp(M,X13;) esitliginin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart her t € R™ vektorii i¢in PsMy,(I — Po)(V: X)t =0
olmasidir. Bu esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart PgM,(I — P;)(V:X) =0
dir. P(M,X|M,VM,) ve P(M,X;|V) in tanimlari, R(V:X) = R(VMy: M, X;: X,) ve
R(My) € R((M,X,)*) durumlar dikkate alinirsa PgM,(I — P;)(V: X)t = 0 esitligi
PgM,(I — Po)(VMy: M,X;: X,) = 0 esitligine denk olacaktir. Buradan

PgM, (I — Pc)My X, = 0,

PCVMX = PCVMszlMX = 0,

PBM2VMX = PBMZVMZMszlMX =0
esitlikleri yazilabilir. Ayrica

PBMZPC:PBPC_PBPXZPC:PBPC:PC
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oldugu gosterilebilir. Boylece (4.16) ve (4.19) arasindaki denklik gosterilmis olur.
Benzer sekilde her y € R(V: X) icin (4.18) esitliginin saglanabilmesi igin gerek ve
yeter sart Pc Py, (V: X) = 0 esitliginin saglanmasidir. Diger taraftan R(X;) € R(V:X)
ve dolayistyla Py, = Py,P(y.x) oldugu dikkate alimrsa PPy, (V:X) =0 esitligi
PcPy, = 0 esitligine yani PcX, = 0 esitligine denk olacaktir. Béylece (4.17), (4.18)
ve (4.19) iin denkligi gdsterilmis olur. Ozel olarak
P = MpXy(XT M, T Mo X )T XT M, T € P(M, X, [V)

secilebilir. Bu durumda P X, = 0 esitligi

M, X1 (XT M, T Mo X )T XT M, T X, = 0
olur. Bu son esitlik X7 M, T, ile soldan carpilirsa X7 M, T,/ X, = 0 elde edilir. Bu ise
P:X, = 0 oldugunu gosterir ve boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
Sonuc¢ 4.5 Eger BLUE;(M,X,,) = BLUEr(M,X,[3;) ise bu takdirde

BLUEy (M2X11) = BLUE:(M2X11) = BLUEp(M,X151) (4.20)
esitligi saglanir.

Teorem 4.9 M ve C modelleri verilmis olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) BLUE)(M2X11) = BLUE(M,X, 1), (4.21)
(3) XT M,T, Py, VMy = 0 dir. (4.23)

Ispat. Teorem 4.7 (1) den (4.11) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin

baska bir deyisle, Pg(I — P.)M,(VMy: M,X;: X,) = 0 esitliginin saglanmasi oldugu
goriiliir. Buradan da Pg (I — Pc)M,(M,X,: X,) = 0 ve PgM,VMy = 0 oldugu goriliir.

Bu durumda (4.19) ifadesinin saglanabilmesi icin gerekli ve yeterli sart

olmasidir. Ozel olarak daha énce verildigi gibi Pp = M, X, (XT M, T M, X )T XT M,T,f
secilirse (4.17) XT M, T, ile soldan garpilarak X7 M,T,'V My = 0 elde edilir, yani (4.23)
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saglanir. Ote yandan (4.23) esitliginin (4.22) esitligini sagladig1 kolayca goriilebilir ve

bunun sonucu olarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.10 M ve £ modelleri verilmis olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) BLUEp (MX1p1) = BLUE(M,X,B1), (4.26)
(2) MyPgX, = 0 dir. (4.27)

Ispat. Py ve P; swasiyla P(M,X,|M,VM,) ve P(X;|V) den keyfi fakat sabit
izdiistimler olsun. Teorem 4.7 den her y € R(V: X) i¢in (4.26) esitliginin saglanmasi

icin gerek ve yeter sartin

baska bir deyisle,
PBMz(I - PE)(VMX:M1X2:X1) =0 (429)

esitliginin saglanmasi oldugu gériiliir. Ote yandan
PEVMX = 0, (1 - PE)Xl = 0 ve m(Mx) c ERMl)

oldugundan (4.29) iin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart goriiliir. Bu durumda (4.24)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

PgM,(I — Pg)X; =0,
yani
PgM,PgX; =0 (4.30)

olmasidir. Ote taraftan P(M,X;|M,VM,) ve P(X;|V) nin tanimlar1 dikkate alinirsa
PgM, Py = M, Pg

esitigi elde edilir. Bu nedenle (4.30) esitligi M,PzX, = 0 esitligine denk olur ki bu

da teoremin ispatini tamamlar.

Yukaridaki son teoremde 6zel olarak eger V = I alinirsa bu takdirde Py bir

pozitif izdlisiim olacagindan (4.21) esitligi
PgP, X, = P X2P E

esitligine denk olacaktir. Bu durumda asagidaki sonug verilebilir.
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Sonuc 4.6 Eger X,f8, parametresinin {y, X;8,,0°V} ve {y,X,B,,0%1} modelleri
altindaki BLUE tahmin edicileri esit ise bu takdirde M, X, 8; parametresinin M, C ve
D modelleri altindaki BLUE tahmin edicileri ¢cakisacaktir.

Ispat. Bu durumda XT MZTITX , = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in X, 3,
parametresinin {y, X,B,,52V} ve {y,X,B,,06%1} modelleri altindaki BLUE tahmin
edicileri esit oldugundan M,V = M,V M, esitligi yazilabilir ki bu da

M,T; = M,TiM, = T\ M,
olmast demektir. Buradan 9t(T; X,) € Jt(X,) elde edilir. Bu ise
XTM,T[X, =0
oldugunu gosterir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
4.2. Esitlik Kisitlamah Parcah Lineer Modellerde Parametre Tahminleri
Bu kisimda daha 6nce verilen
y=XB1+ X8, +¢, E(e) =0, Cov(e) = a2V,

pargali lineer modeli tekrar goz 6niine alinacaktir, burada X; € R™P ve X, € R™1
keyfi rankl1 bilinenlerin matrisi, y € R™*! gozlemlenebilir bir rasgele vektor, B, €
RP*! ve B, € R?*1, bilinmeyenlerin parametrer vektorii, V € R™ ™ bilinen keyfi
rankl1 bir matris ve o ise bilinmeyen bir pozitif parametredir. Bu modeli daha 6nce

ifade edildigi gibi X = [X;, X;] ve B = [B1, B2]T olmak iizere
M ={y,XB,0?V}={y,X1p1 + X2B,,0%V} (4.31)

seklinde gosterelim. Ayrica bilinmeyen 8 parametre vektorii iizerinde R € R™*®+a)
bilinenler matrisi ve r € R™*1 bilinenler vektorii olmak iizere tutarli RS = r lineer
matris formunda kisitlamasi verilmis olsun. Bu kisitlama ile birlikte (4.31) modeline

kisitlamali lineer model veya esitlik kisitlamali bir lineer model ad1 verilir ve bu model
M, ={y,XB|RB =1,0°V} (4.32)

kapali formunda gosterilir. Bu durumda daha once belirtildigi gibi V' matrisi

nonsingiiler olmak iizere eger X = [X;, X,] matrisi tam siitun rankli ise

BLUE ,,(XB) = X(XTV-1X)"1xTy 1y, (4.33)
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eger X = [X;,X,] matrisi eksik rankli ise
BLUE »,(XB) = X(XTV1X)~XTV 1y, (4.34)
olacaktir.
Eger V matrisi singiiler bir matris ve X = [X;, X,] matrisi tam siitun rankl1 ise
BLUE 3, (XB) = X(XTV-X)"1XTV"y (4.35)
olmasi icin gerek ve yeter sart R(X) S R(V) olmasidir.
Sayet X = [X;, X,] matrisi eksik rankl1 ve VV matrisi singiiler ise bu durumda
BLUE ,,(XB) = X(XTV~X)"XTV"y (4.36)

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R(X) N R(V) = @ olmasidir. Buradan (4.1) ve (4.2)

ifadelerinin yeni versiyonlar1 kullanilarak (4.35) esitliginden
BLUE 5, (XB) = X,(XTV1X)"XTv~1ly (4.37)
+[I = X (XTV X)) "XV X, (X5 My Xp) ™ X3 Myy
veya
BLUE 5 (XB) = X, (X3Vv~1X,)"XIv-1y (4.38)
+H[I = X, (X3 VX)XV X1 (XT Ma X))~ X Myy
yazilabilir, burada
My =Vl - X, (XTV-1X)"XTv™1],
M, = VI — X,(XFV=1X,)"XIV 1] (4.39)
dir. Diger taraftan
=X, (XTVX)XTvt=1-X,(xXTv-1x)txTy—1 (4.40)
oldugu gosterilebilir. Ote yandan
My =1 - X.X[] = Q:Q] ve My = [I - X,X]] = 0,07

olsun, burada Q; ve Q, matrisleri tam siitun rankli matrisler olup QT Q, =1 ve

QY Q, = I matrisleri uygun mertebeden birim matrislerdir. Bu durumda

X, (XTv=1x)~XTv=1 = X, X[ [I = VM, (M, VM)~ M,] (4.41)

76



esitligi yazilir. Eger (4.7) ve (4.9) modelleri sirastyla Q7 ve Q7 ile soldan carpilirsa
Q1Y = Q1 Xzf2 + &1,
Q7Y = Q3 X1B1 + &
modelleri olusturulabilir, bu modelleri sirasiyla
W, = {Q1y, Q1 X22,07Q1VQ4},
W, = {Q7, Q3 X1B1,0%Q;V Q2} (4.42)
ile gosterelim. Buradan QT = Q;r esitligi ve M; matrisinin singiilerligi dikkate alinirsa
M;(M{VM)™M; = (M{VM)T = Q(QTVQ)'Qf
ve dolayisiyla
M,VMy (M VMy)™ M, = Q1Q1T = M (4.43)
yazilabilir. Bu durumda (4.44) ifadesi (4.42) de yerine yazilirsa
X (XTVIX) XV =1-VQ.(QIVQ)™'Qf (4.44)
ve buradan da
I— Xl(X1TV_1X1)_X1TV_1 = V(MlVMﬂJr = VQl(QIVQl)_lQI = VM1
esitligi yazilabilir. Bu gosterimler altinda
BLUE 3¢ (XB) = X, (X{ V' X)"X{V ™y + VM X5(X3 M, X;) X5 Myy
veya buna paralel olarak
BLUE 3 (XB) = X, (X3 V™'X3)" X7V~ y + VM, X1 (X{ My X1) ™ X{ Mpy

yazilabilir. Ote yandan R(M,VM;) = R(M,V) = R(M,) oldugundan R(M,X,) S
R(M,VM,) ve R(M,X,) € R(M,VM,) olacagindan M, ve B modelleri altinda

BLUE 3, (M1X,8;) = My X,[X3 My (M,V M)~ My X,]~ X5 My (MyVM,)™Myy
= My X, [XT (M VM) X, XE (M vMy)Ty

= M1X2[X2TM1X2]_X2TM1Y (4.45)

ve

BLUE (MyX1B1) = Mo X1 [XT Mo X,]™XT M,y (4.46)
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yazilabilir. Bu nedenle M modeli altinda X parametresinin BLUE tahmin edicisi

BLUE ¢ (XB) = X,(XTVv=1x)"XTv-1ly + VM1X2 BLUEWl(,BZ)
veya

BLUE 3 (XB) = Xo(XIV™1X,)"XIV 'y + VM, X, BLUE v, (B)
olarak yazilabilir, burada BLUE vy, () Ve BLUE v, (;) sirastyla

(V= X28)" Q1 (Q{V Q)™ (v — X28,)

ve
V= X:18)7Q2(Q2VQ) ' Q7 (v — X1B1)
kuadratik formlarint minimim yapan £, ve f; degerleridir. Simdi

M = {y' M1X2ﬁ2'o—2V} Ve *7\6 = {y' M2X1ﬁlro—2V}’ (447)

lineer modellerini olusturalim. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.11 Yukarida ifade edilen gosterimin 15181 altinda

(1) My X,BLUE 3 (B;) = M1 X,BLUE 3, () esitligi gegerlidir.
(ii) Eger {y,X,B;,02V} modeli altinda X,f; parametresinin OLSE ve BLUE
tahmin edicileri esit ise M1 X, BLUE 3¢ (B;) = M1 X,BLUE y, (3;) dir.

Ispat. (i) Bu durumda h = [h;: h;]T uygum mertebeden keyfi bir vektdr olmak iizere

BLUE ,;(B) = XTV1X)"XTV~ly + [ — (XTV-1X)"XTV-1X]h
yazilabilir. Buradan (4.1) in yeni versiyonu kullanilarak

BLUE 3¢ (B2) = (X3 M1 X3)™ X7 Myy + [I — (X{ MoX,) ™ (X{ MpX1)]h, (4.48)

elde edilir. Bu nedenle

M, X,BLUE 3 (B) = My X5 (X3 M1 X;)™X] Myy
olacaktir. Ote yandan M, X, f3, nin M, modeli altindaki BLUE tahmin edicisi

BLUE (M1 X22) = My X, (X] M1 X5)™X] Myy
olacagindan

M X,BLUE 5;(B,) = BLUEMC(MlXZ,BZ) (4.49)

olup (i) sikkinin saglandigi goriiliir.
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(i) V; = {y, M1 X,B,,6%V} modeli dikkate alinirsa

M1 X,BLUEy, (B2) = M1 X, (XM V™M X)) XT MV M,y
yazilabilir. Eger {y, X; 1,02V} modeli altinda X;3; parametresinin OLSE ve BLUE
tahmin edicileri esit ise X;(XTV™1X,)"XTV~1 = X, (XTx)~XT = X, XT olacaktur.
Bunun durumda M; = VI — X, (XTV71X) X[V =V i1 = X X[ = vim,
yazilabilir. Ote yandan M; ve M, matrisleri simetrik oldugundan V=M, = M,V !
ve dolayisiyla M; = M;V~*M; = M,V olacaktir. Buradan

M1X23LUEN1(ﬁ2) = M1X2(X2TM1X2)_X2TM1)’ = M X, BLUE (B2)
elde edilir ki buda (ii) sikkinin ispatini tamamlar. Ayrica (4.50) dan
M X,BLUE »(B5) = MleBLUEMC(BZ) = M;X, BLUE , (B;) = M1 X, BLUE)y, (B;)
olup bu esitliklerin her bir terimi Q7 ile soldan ¢arpilarak
Q1 X2 BLUE 3¢(B,) = Q1 X,BLUE 3 (8,) = Q{ X, BLUE v, (8;) = Q{ X;BLUEy; (3;)
esitlikleri yazilabilir.

Simdi X = [X;, X,] matrisi tam siitun rankli bir matris ve V matrisi ise

nonsingiiler bir matris olmak tizere (4.32) ifadesinde verilen
M, = {y,XB = X181 + X2, | RB = 1,07V}

esitlik kisitlamali lineer modelini goz 6niine alalim. R = [Ry, R,] matrisi S ile uyumlu
olacak sekilde pargalanmig tam siitun rankli bilinenler matrisi olsun. Burada Rf = r
matris denklemi tutarli olacagindan RRTr = r olacaktir. Bu durumda M, modeli

altinda 8 parametresinin BLUE tahmin edicisi
BLUE 3., (B) = BLUE () (4.50)

—(XTV1X)"'RT[R(XTV~1X)"1RT]"}(R. BLUE () — 1)

veya daha acik sekilde
-1
ﬁl) (&) XIv7'X:, X{V7'X,\ (RI
BLUE ( = BLUE — 4.51
M \B, MAB, xIv-1x, xIv-1x, RY (4.51)
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-1
-1
xXTv-1x, xTv-ix, RT
. [[Rl:RZ] <XZTV'1X1 XTVv-1x, RT (Ry.BLUE 5 (B1) + Ry. BLUE 3¢ (B2) — 1)

olarak yazilabilir. Eger (XTV~1X)~1 matrisi (4.5) de verilen parcalanisa paralel bir
seklinde pargalanirsa bu durumda T = X2 V-1x, — xITv-1x, (xXTv-1x) " xTv-1x,

yani T = X} M, X, olmak iizere

(4.52)

xTv-1x, XTv=ix,7-1\ "'
xIv-1x,  xIv-ix,

(XTV_lX)_l — (
C(XTVTIX) T+ XTV X, T IXT X, (XTV X))~ —(XTV1X)IXTV-1x,7- 1\
- —T-xTv-1x,(XTv-1x,)1 T-1

olacaktir. Ote yandan eger (4.52) esitliginde R; = 0 matrisi almirsa bu durumda R,f8, =7

kisitlamasi altindaki en iyi lineer yansiz tahmin edicisi elde edilebilir. Bunun igin
Mg = {J’:X.B = X161 + X2, | RyB, =T, UZV}
modelini olusturalim. Bu durumda (4.52) den
BLUE . (B;) = BLUE 3 (B;) — T'R7 (R,T"'R3) ™ (R,. BLUE 3 (B,) — 1) (4.53)
yazilabilir, burada M; = V=1 — V=1X, (XTV=1X,)"*XTV =1 olmak iizere
T = X7 M, X, Ve BLUE 5:(B;) = (X] M, X;) ' X] Myy
dir. Ayrica R, 5, = r matris denklemi tutarlidir, yani RZR;r r = r esitligi saglanir.
Ote yandan alternatif bir gdsterim olarak X3 parametresinin
M, ={y,XB = X181 + X2, | RB = 1,07V}
modeli altindaki BLUE tahmin edicisi
BLUE: (XB) = X(V-12X Q) 'V=1/2(y — XR'r) + XR'r
= X(QrXTVXQR)TQrXTV"(y — XRTr) + XR'r
=XCTX"V=1(y — XRTr) + XR'r (4.54)

seklinde de yazilabilir, burada R = [R;: R,] bilinen sabit keyfi rankli pargali matris
olup RRTr =7,Qr =1 —RTR ve C = QxX"V~1XQp dir. Ayrica,
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Ct=(CTO)TCT = (CTC)~Qr(XTV™1XQR)
= (CTC)CTQ,
= CTQR

oldugu gosterilebilir. Ote yandan C matrisi simetrik oldugundan, Ct = QzC" olur ki

buradan €T matrisi
Ct = QrCTQR
seklinde tekrar yazilabilir. Bu gosterimler altinda
BLUEy, (XB) = [I — XCTX"V ' XRTr + XCTXTV 1y
= [I - XQr(QrX"V™'XQr)TQrX"V ]XRTr
+XQr(QrXTVIXQR)TQrXTV 1y (4.55)
ya da
BLUEy (XB) = V(M*VM*)TXRTr + [I —V(M*'VM")1]y (4.56)

yazilabilir ki burada M* = I — XQr(XQr)" =1 — X(QrX"XQz)TXT dir. Dolayisiyla
BLUEj (XB) ifadesi soldan M, ile carpilirsa

BLUE, (M1 X,B,) = My[I — XCT X"V XRTr + My XCTXTV™ry  (457)

ya da
BLUE, (M1 X,B,) = MyV(M*VM*)TXRYr + Myy — MyV(M*VM*)ty  (4.58)
ifadeleri elde edilir. Boylece eger M, modelinde R; = 0, sifir matris olarak segilirse
BLUEj;,(M;X,B;) = BLUE;, (MyX2f3,). (4.59)

esitligi yazilabilir. Bunun sonucu olarak (4.55) esitliginden BLUE ¢, (M1 X,f3,) Ve
BLUEj, (M1 X,[3,) sirastyla My ve M, modelleri altinda (M;X,, nin en iyi yansiz

tahmin edicileri olmak tlizere

BLUE;(M1X3f;) = BLUEj, (M1 X2f5,)

. + .
=M, [1 — X0, (QRZXZTMlszRZ) QR2X2TM1] XzR;T
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. + .
+M,; X, Qp, (QR2X3M1X2QR2) QR2X3M1Y (4.60)
esitligi elde edilir.
Simdi asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 4.12 M, = {Myy, M1 X,B, | RB = r,02M;V M,} modeli verilmis olsun. Bu
takdirde BLUE (M1 X,,) = BLUE . (M1X,[3,) esitligi gergeklenir.

Ispat. Bu durumda M,z modeli altinda M, X, 3, parametresinin BLUE tahmin edicisi
(4.60) de verildigi gibi

BLUEj¢ ,(M:X,8,) = M X,RIr
+My X, Qr, (Qr, X3 M1X,Qr,) Qn, XI My (v — XoR]T)
= My 1 — X, (Qr, X] M, X,Qr,) ' XT M1, | X,R]
+M; X, (QR2X3M1X2QR2)TX5M1Y
= M, [1 = X,Qr, (Qr, XI M1X,Q,) Qr, XT M, | X,RIr

. t .
+M,X,Qr, (Qr, X5 My X,Qr,) Qr, X2 Myy (4.61)

yazilabilir. Buradan (4.60) ve (4.61) ifadeleri birlestirilirse istenilen sonug elde edilir

ve boylece ispat tamamlanir.

(4.43) ifadesinde verilen Wy = {QTy, Q1 X,B, | R,8, = r,62QTVQ,} modeli
dikkate alinirsa BLUE, . (M1X,[,) = BLUEy, ,(M,X;f;) oldugunda

BLUEMcE(M1X2,82) = BLUEle(M1X2.32) = BLUEME(M1X2ﬁ2)

ya da buna denk olarak
BLUE;,;(Q1 X28,) = BLUEy, .(Q1 X2;) = BLUE,(Q1X2f2)

esitligi yazilabilir. Diger taraftan benzer diistinceyle Mg+ = {Y, X | R, =T, a?V}

modeli dikkate alinarak

BLUEMBE(M2X151) = BLUEle(M2X151) = BLUEME* (MX1B1) (4.62)
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ya da buna paralel olarak
BLUE,;(Q3 X181) = BLUEy, ;(Q;X181) = BLUE),.(Q; X151) (4.63)

oldugu da gosterilebilir.

Teorem 4.13 {y, X;f;,0%V} modeli altinda X,f; parametresinin OLSE ve BLUE

tahmin edicileri esit ise, bu takdirde
BLUEM(M1X232) = BLUENlE(M1X232)

dir, burada

Nig = {y, M1X;5, | Rp, =T, a?V}
modeli (4.48) de verilen V; modelinin R;B; = r kisitlamasi altindaki uyarlamasidir.

Ispat. Bu durumda Gerig ve Gallant (1975) tarafindan verilen yontem N; ; modeline
uygulayarak M, X, BLUE 5 () ifadesi

- T _
My X BLUE 3y, (B2) = M |1 = X,Qr, (Qr, XI M1 Q™ My X,Qr,)' Qg XT M1 072 M, | X,RIr

- t -
+M1X,Qp, (Qr, X3 M1 Q™" M1X2Qr,) Qr, X3 M1 Q™ "Myy (4.64)

seklinde yazlabilir. Ote yandan {y, X; 51,02V} modeli altinda X, 3; parametresinin
OLSE ve BLUE tahmin edicileri esitX; (X7 V™1X)" X7V~ = X, (XT X)) XT = X, XT
olacaktir. Bunun durumda M; = V=I — X;(XTV~1X,)"XTV~1] = V"M, esitligi
saglanir. Ayrica M; ve M, matrisleri simetrik oldugundan V~'M; = M;V~! olup
buradan M, = M;V~'M; = M;V~! olacagi aciktir. Bu da M, X,BLUE 5 . (B2)
ifadesinin My X, BLUE () ye esit oldugunu yani
BLUE y(M1X,B,) = BLUE y,,(M1X,,)

oldugunu gosterir. Boylece teorem ispatlanmis olur. Sonug olarak (4.62), (4.63) ve
(4.64) esitlikleri birlestirilirse

BLUEMBE(M2X131) = BLUEle(M2X1ﬁ1) = BLUEME* (MxX161) = BLUENlE(M1X252)
ya da buna paralel olarak

BLUEMBE(Qszlﬁl) = BLUEle(QzTXlﬁﬂ = BLUE]V[E* (QgX1ﬁ1) = BLUENig(Qszlﬁl)
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ifadeleri elde edilmis olur.

Hatirlatma 4.2 (4.32) de verilen M, modelinde £ parametresinin en iyi lineer yansiz
tahmin edicisini asagidaki gibi elde edilir. 8 i¢in RS = r tutarli denklem sisteminin

¢ozimi h, uygun boyutlu keyfi vektor olmak tizere
ﬁ S RTT + QRh’

olacaktir, burada Qr = I — RTR dir. Bu durumda verilen kisitlama altinda modeli

yeniden diizenleyerek
y —XRTr = XQgrh + ¢ (4.65)

seklinde yazabiliriz. Buradan (4.65) de verilen lineer model altinda h parametresinin

en iyi lineer yansiz tahmin edicisi
h* = (QrXTQ7'XQR)TQRX" 27 (y — XR'r) + (I — CTO)t (4.66)
olarak yazilabilir, burada
C =QrX"V7'XQg

olup t uygun boyutlu keyfi vektordiir. Dolayisiyla § = RTr + Qph esitliginde h

yerine h* yazilarak 8 parametre vektoriiniin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi
B* =R'r + QrCTQRX"N"Y(y —XRTr) + (I — CTO)t
=Rir+Cc'XTQ'(y—XRTr)+ (I — CTC)t (4.67)
olacaktir. Ayrica XQgh, (4.65) deki model altinda tahmin edilebilir oldugunda
XQr(QrX"Q 7' XTQR)TQRXT27XQr = XQp (4.68)
ya da buna denk olarak
XQrCTC = XQp (4.69)
esitligi yazilir. Bu takdirde M, modeli altinda X8 nin BLUE tahmin edicisi
BLUE) (XB) = XB* = XR'r + XCTX"07*(y — XR™r)
=[I - XCTXTQ |XRTr + XCTXTN 1y (4.70)

olarak elde edilmis olur.
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4.3 Esitsizlik Kisitlamah Parcal Lineer Modellerde Parametre Tahminleri
Bu kisimda daha dnce verilen
y=XB1+X,8,+¢, E(c) =0, Cov(e) = a2V, 4.71)

pargali lineer modeli tekrar géz Oniine alalim, burada X; € R™? ve X, € R™1
bilinenlerin keyfi rankl1 iki matrisi, y € R™*! gézlemlenebilir bir rasgele vektor, §; €
RP*1 ve B, € R9*1, bilinmeyenlerin iki parametre vektorii, V € R™ " bilinenlerin
keyfi rankli bir matrisi ve ¢? ise bilinmeyen bir pozitif parametredir. Ayrica
bilinmeyen B parametre vektorii iizerinde R € R™*®*9 tipinde bir bilinenler matrisi

ve rise m X 1 tipinde bir bilinen vektor olmak iizere
RB =7 (4.72)

seklinde bir lineer esitsizlik kisitlamasi verilmis olsun, burada k boyutlu t ve s

vektorleri igin t = s gosterimi i = 1,2, ...,k i¢in t; = s; anlamindadir. Bu durumda
M = {y,Xﬁ,O'ZV} = {ylxlﬁl +X2ﬁ210-2V} (473)
modeline paralel olarak esitsizlik kisitlamali genel pargali lineer model ad1 verilen bir
M, ={y,XB|RB = 1,52V} (4.74)
modeli tanimlanmis olsun. Bu durumda daha 6nce de ifade edildigi gibi
OLSEN (X:f;) = X X1y, i =1,2, (4.75)
BLUE;(X;B8;) = Pg.vy, 1 =12, (4.76)
olacaktir, burada U;,i = 1,2, keyfi olmak iizere
Pg.v = X 0 (X, VEQT + UiExvEy
dir.
Bu kistmda X tasarim matrisi ve V kovaryans matrisinin durumuna gore
tahmin problemi ele alinacaktir. Bunun igin ilk olarak X tasarim matrisinin tam siitun
rankli ve V = I olmasi durumunu ele alalim. Bu durumda daha 6nce de ifade edildigi

gibi M modeli altinda 8 parametresinin alisilmig en kiiciik kareler tahmin edicisi
(OLSE)

B = OLSEx(B) = (XTX)"*XTy
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seklinde olacaktir. M modelinde Rp = r kisitlamasi altindaki en kiiciik kareler
tahmin edicisini bulmak i¢in Rb > r veya buna denk olarak, uygun boyutlu bir v >
0 vektoriiigin Rb —v =71, Yye gore

minZ = ~(y — Xb)" (y— Xb) (4.77)

ifadesini minimum yapan bir b* vektorii bulmak ya da bu optimizasyon probleminin

duali olarak uygun boyutlu bir 2 > 0 vektérii icin RTA+ XTy = (XTXb) ye gore
maxQ = ¢’ 2+ ~(y"y — bTX"Xb) (4.78)

ifadesini maksimum yapan bir A* vektorii bulmak yeterli olacaktir. Bu problem ise
W =RX"X)™'RT, q=RB — 1, B = (X"X) X"y olmak iizere

v=Wi+q veya [:W][}]=gq (4.79)

denkleminin vTA =0, v >0 ve 1 > 0 kisitlamalar1 altinda ¢6ziilmesi problemine
denk olacaktir. Bu problemin ¢dziime sahip olmasi i¢in X7 X matrisinin pozitif definit
olmasi yeterlidir. * ve v* vektorleri bu temel problemin nonnegatif tamamlayict
¢Oziimii olsun. Bu durumda A* vektorii RTA+ XTy = (XTXb) esitliginde yerine
yazilirsa (4.78) optimizasyon probleminin ¢oziimii olarak b* esitsizlik kisitlamali en

kiigilik kareler tahmin edici (ICLS) vektorii

b* = (XTX)"1xTy + (XTX)"1XRT2* (4.80)
olarak elde edilmis olur. Eger R matrisi nonsingiiler bir matris ise Rb—v =r
esitliginden b* = R™1(v* + r) yazilabilir.

Ote yandan eger ICLS tahmin edicilerin higbiri sinirli degil ise yani Rb* > r
ise bu durumda ¢6ziimdeki A* dual vektdriiniin tiim bilesenleri sifir olacagindan A* =

0 alinarak (4.80) esitliginden
b'=BF+X"X)RT.0=5=X"X)"'XTy

olup ICLS tahmin edicisi OLSE tahmin edicisine doniisecektir. Eger ICLS tahmin
edici vektorlerinin tiimii siirh ise yani Rb* = r ise bu durumda ¢6ziimdeki A* dual
vektoriinlin tiim bilesenleri pozitif olacagindan b* ICLS tahmin edicisi esitlik
kisitlamali en kiigiik kareler tahmin edicisine doniisecektir. Bu durumda (4.79) esitligi

ve A* > 0 (kibu v* = 0 oldugunu saglar) sartindan
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0=RXTX)"'RTA* + (RE — 1)
esitligi ve bu durumda da A* vektorii

A= —(RXTX)"'RT) V(R — 1)
olacagindan

b* =+ XTX)T'RT(R(XTX)"'R)~Y(r — RB) (4.80)
olarak elde edilmis olur.

Simdi b* ICLS tahmin edicisinin varyans-kovaryans matrisi verilebilir. Bu

durumda y veya ¢ verildiginde
q=Rp—r=RX"X)"XTy —r
=RB—-1)+RXTX)1XT¢
0 c
yazilabilir. Bu durumda [30] temel degiskenleri vektori, [I;: W] optimal taban, [lic]

temel olmayan degiskenler vektorii ve [I,: W] taban olmamak tizere probem

[11: W] [l/{g] + [1: W5] [I/{i] =q

.. . 0 M M
olup bunun i¢in optimal ¢oziim [1/)10] = Ml] ,q>0 ve [Ml] = [l : =W;]™?
2 2

olacaktir. Dolayisiyla A° vektorii £ = (XTX)~1XTy olmak iizere
2% = M,q = My(RB —1)
elde edilir. A° degeri (4.80) esitliginde yerine yazilirsa
b=+ "0 Ry R, () (4.81)
elde edilir, burada (R; R,) matrisi R matrisinin RTA* = (R; R,) (A% ) olacak sekilde
siitun parcalanmig halidir. Buradan
b* =B+ (XTX)"1 R,A°
=+ X"X)'RIM,R) — (XTX)'RIM,r (4.82)

yazilabilir. Dolayisiyla (R,:M,) veya optimal taban verildiginde b* ICLS tahmin

edicisinin varyans-kovaryans matrisi
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M =1+ XTX)"'R"M,R
olmak tizere
Cov(b*) = MCov(B)M™ = a?M(XTX)"*MT (4.83)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan eger model kisitlamasiz ise b* ifadesi f ya
doniiseceginden b* mn varyans kovaryans matrisi 8 min varyans kovaryans matrisine
doniisecektir. Sayet model esitlik kisitlamali ise bu durumda b* 1n varyans kovaryans
matrisi S* esitlik kisitlamali en kiiglik kareler tahmin edicisinin varyans kovaryans
matrisine doniisecektir. Ger¢ekten bu durumda A =1°>0 ve v =v°=0olup bu

da (4.79) esitligine gore
M, = —(R(XTX)"1RT)™1
ve (4.81) esitligine gére R, = R olmasi demektir. Bu nedenle
M=1-X"X)"'RT(R(XTX)~'RT)"'R
olacagindan Q = (XTX)'RT(R(XTX)RT)"IR(XTX)™! olmak iizere
Cov(b*) = a?M(XTX)IMT
= o2(XTX)"1[I — RT(R(XTX)"*RT)"1R(XTX)™!]
= Cov(B) — 02Q
= Cov(f™)

oldugu goriiliir, burada [~ esitlik kisitlamasi altindaki alisilmis en kiiciik kareler

tahmin edicisidir, yani 8* = OLSEj,.(B) dir. Bu nedenle
Cov(b*) = M[Cov(B*) + o2Q]MT (4.84)
olacaktir. Ote yandan herhangi bir u” 8 lineer fonksiyonu igin
E[u™ ] =u"™MpB —uT(XTX)"RIM,r
ve
Cov(u™h*) = uTCov(b*)u

=uTMCov(BMTu + c2u"MQMTu (4.85)
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yazilabilir. Burada Q matris tam rankli matrislerin ¢arpimi oldugundan u"MQMTu
pozitif semi definit, yani u"MQMTu > 0 olacaktir. Gercekten u’MQMTu = 0

esitliginin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter sart R(XTX) 1u = 0 olmasidir. Buradan

Ry

R;

R, (XTX) u

RXTX) 1y = (XTX) lu = =0

R,(XTX) tu

yani, R;(XTX)"u =0 ve R,(XTX) 'u = 0 olacaktir. Béylece, R(XTX) " u=0
kosulu M matrisini I birim matrisine déniistiiriir. Benzer sekilde u” Qu = 0 esitliginin
olmast i¢in gerek ve yeter sartin R(XTX)™*u = 0 oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu
durumda u” § parametresi i¢in alisilmis en kiiciik kareler, esitlik kisitlamali en kiigiik
kareler ve esitsizlik kisitlamali en kiigiik kareler tahmin edicileri ¢akisacaktir. Ote

yandan MM* = M* oldugundan,
uTMCov(BIM™u = a2u"MM*(X"X) " *M* "M u
= a2u"M*(XTX)"*M*Tu
=uTCov(B*)u (4.86)

yazilabilir. Dolayistyla u vektoriiniin (X7 X) ™! metrigine goére R matrisinin satirlarina
dik olmasi icin gerek ve yeter sart Cov(u’B*) < Cov(uTh*) olmasidir. Ayrica
R(XTX)"'u =0 olmak iizere eger u vektdrii R matrisinin satirlariyla lineer
bagimliysa (yani bir d vektorii i¢in u” = dTR seklinde ise) bu takdirde Rb* =r + v
esitligi dikkate almarak Cov(u’ 8*) = Cov(dT Ab*) = 0 ve buradan da Cov(u’g*) =
Cov(u™b*) = 0 esitliginin saglandig1 goriiliir.

Simdi basit parcali lineer modellerde MSE(ICLS) ile gosterilen esitsizlik
kisitlamali en kii¢iik kareler tahmin edicisine iliskin Ortalama Kare Hatasi ilgili olarak
bir sinir belirlenebilir. Bunun igin X; € R™P? ve X, € R™*4 hilinenlerin keyfi ranklh
iki matrisi, y € R™*! gozlemlenebilir bir rasgele vektor, p; € RP*! ve f, €

R*1, bilinmeyenlerin iki parametre vektorii ve o2 ise bilinmeyen bir pozitif

parametre olmak iizere
M, ={y,XB|RB =r1,0%I} (4.87)

modelini g6z Oniine alalim. Bu durumda agagidaki teorem verilebilir.

89



Teorem 4.14 E[MSE(ICLS)] = o 2 dir.
Ispat: Bu durumda ICLS tabanl1 ortalama kare hatas1

(r-x6") (y—xb")

MSE(ICLS) = — o

_ T _ _
(y-xMB+x(xTx) 1RZTMzc) (y-xmMB+x(xTx) 'RT Myc)
n-(p+q)+h

ZTZ

i (4.88)

ile verilir, burada

z=y—XMB + X(X"X)"'RIM,c

=[1 - XMX"X)"'XT]y + X(X"X) "' RT M,c
ve
h = iz[X(XTX)"*RIM,R(XTX)~1XT]

dir. Buradan z nin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla
E(z) = [I - XM(XTX)"1XT|XB + X(X"X)"*RI M,c

ve
Var(z) = E{[Ly + X(XTX)"'RIM,c — LXB — X(X"X)"RI M,c]

ALy + X(X"X)T'RMyc — LXB — X(X"X) T R] M,c]"}
= E[L(y —XB)(y — XB)"L"]
= LE[(y - XB)(y — Xp)"ILT
= o2LL" (4.89)
olarak yazilabilir, burada
L=1-XMX"X)"*x"
LT =1 = X(X"X)7"MTXT — XxMX"X)7 X" + XMXTX)"*MTXT
= [ =XX"X)7'X] + X(XTX) "' RIM,RX (X" X)"'RT M7 R, (X" X) X"

dir, ¢linkii
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XMXTX)"IMTXT = X[I + (X"X)"'RIM,R](X"X) 1[I + RTM,R,(X"X)~1]X"
= X[(XTX)" + (XTX)'RIM,R(X"X)™ [l + RTMIR,(XTX)~1]1xT
=XXTX) " MTXT + XM(XTX) X7 — x(XTX)"1xT

+X(XTX)"'RIM,R(XYX)"*R"TMIR,(XTX)1XT (4.90)
dir. Buradan (4.90) esitliginde
XMXTX)™ X7 — x(XTx)~1xT
= X[+ X"X)"'RIM,RI(X"X) 1 xT — x(X"X)"1xT
= X(X"X)"'RIM,R(X"X)~1XT (4.91)

oldugundan XM(XTX)~1xT — X(XTX)~1X" yerine X(XTX)~"'RIM,R(X"X)~1XT
g y 2

yazilabilir. Ikinci dereceden bir formun beklenen degerinin tanimini kullanarak

25 T T
E[MSE(CLS)] = L E@] [E@]
n—(p+q)+h

B {aziz[l—X(XTX)_lX]+02izX(XTX)_leMZR(XTX)_lRTMgRZ(XTX)_lXT+[E(z)]TE(z)}

n—(p+q)+h

_ {02 (-p-0)+aHE@DE(2))
n—(p+q)+h

[E@)]"[E(2)]

— 2
=0t n—(p+q)+h

(4.92)

ifadesi elde ederiz ve bdylece ispat tamamlanir.
Ozel olarak eger R,(XTX)™*R] = [M,R(XTX)"*RTMI]~ ise bu takdirde
T=XXT"X)"'RTMIR,(XTX)"*RIM,R(XTX)~1XT

matrisi simetrik ve idempotent bir matrise doniisiir ve bu durumda h = r(T) olur.

Eger, model esitlik kisitlamal1 ise b* =  olacaktir ve bundan dolay1

Cov(b*) = Cov(B) = a?(XTX) ™[I — RT(R(XTX)1RT)R(XTX) 7]
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elde edilir. Bu durumda T matrisi X(X"X)*RT(R(XTX)'RT)R(XTX)"1XT ve
iz(T) = h olur. Dolayisiyla

E[MSE(ICLS)] = E[MSE(RLS)]

_ E[(y-xB)" (v-xB)]
 n—(p+q)+h

-1
RB-MT|R(XTX)'RT| " (RB-T)
— 24 DTROTH)RT] @Rpor (4.93)
n—(p+q)+h

Bu nedenle, (4.92) deki ikinci terim (4.93) deki ikinci terimle ayni olup negatif
olamayacagindan E[MSE (ICLS)] = E[MSE(RLS)] = a2 oldugu goriiliir.

Sonug¢ 4.7 E[MSE(ICLS)] = ¢ esitliginin dogru olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

E(z) = 0 olmasidir. Bu durumda

[I—XMXTX)"IXTIXB + X(XTX)"*RIM,r =0
olacaktir ki bu ise

XXTX)™RIM,r = X(XTX)*RIM,Rp
olmasi yani,

RYM,RB = RIM,(v + ¢) = RIMyv + RIM,r = RIM,r

olmasi anlamina gelir ve buradan da RIM,v = 0 elde edilir. Ote yandan RI matrisi
tam siitun rankli oldugundan M,v = 0 olmak zorundadir. Ayrica M, matrisi tam
siitun rankli oldugundan v = 0 oldugu gériiliir. Dolayistyla MSE(ICLS) ifadesinin o2
bilinmeyen parametresi i¢in bir yansiz tahmin edici olabilmesi igin gerek ve yeter sart

RS = r olmasidir. Boylece asagidaki prensipler verilebilir:

I. Popiilasyonda v = 0 olmadiginda, yani model esitsizlik kisitlamali oldugunda,

ICLS tahmincisi b* yanli tahmin olup,
Bias(b*) = X(XTX)"'RIM,(RB — 1) (4.94)

ile yanhdir.
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ii. Var(b*) —Var(B) ifadesi pozitif semi-definittir yani herhangi bir t vektérii
icin, tT f tahmin edicisinin varyansi t”b* tahmin edicisinin varyansindan kiigiik

veya esittir. Ozellikle, her i icin Var(B;) < Var(b}) dir.

iii. Eger R(XTX)~1t = 0ise bu takdirde t” g ifadesinin RLS, OLS ve ICLS tahmin

edicileri birbirine esit olacaktir.

iv. Egerv=0veA>0yani R =r ise bu takdirde n — (p + q) + h serbestlik
dereceli ICLS tahmincisi iliskin MSE veyan — (p + q) + h serbestlik dereceli
RLS tahmincisine iliskin MSE ortalama Kare Hatalar1 o2 igin yansiz olacaktir.

Aksi takdirde pozitif olarak yanli olacaktir.

Son olarak X tasarim matrisinin stitun rankli bir matris ve V matrisinin ise

pozitif definit bir matris olmas1 durumunu goéz oniine alalim.
y=XB1+X,8,+¢, E(c) =0, Cov(e) = a2V, (4.95)

parcali lineer modeli tekrar verilmis olsun, burada X; € R™P ve X, € R™4
bilinenlerin keyfi rankl1 iki matrisi, y € R™*! gzlemlenebilir bir rasgele vektor, f; €
RP*1 ve B, € R?*! bilinmeyenlerin iki parametre vektorii, V € R™" bilinenlerin
pozitif definit bir matrisi ve o2 ise bilinmeyen bir pozitif parametredir. Ayrica
bilinmeyen 8 parametre vektorii iizerinde R € R™®+@) pilinenler matrisive rm x 1
tipinde bir bilinen vektor olmak iizere Rf = r seklinde bir lineer esitsizlik kisitlamasi

verilmis olsun. Burada (4.74) deki modeli
Ms = {y, X1, + X2, RB = 1,07V} (4.96)

ile yeniden gosterebiliriz. Bu durumda B parametresinin (4.96) modeli altindaki en
kiiciik kareler tahmin edicisine esitsizlik kisitlamali genellestirilmis en kiiclik kareler
tahmin edicisi ad1 verilir ve (M) ile gosterilir. Bu kisimda esitlik kisitlamasi
durumunda verilen tahmin edicilere paralel olarak esitsizlik kisitlamali durumlar

dikkate alinacaktir. Bu amacla
M; = {y, X161 + X2B2| RyB, = r,a%V} (4.97)

modelini tanimlayalim. Bu durumda M; modelinde [, parametresinin esitsizlik
kisitlamal1 genellestirilmis en kiiciik kareler tahmin edicisini elde etmek i¢in M

modeli D = (XTV~1X)~1XTV 1 matrisi ile soldan ¢arpilirsa
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(M) =BLUEy(B) =B+ ¢ (4.98)

elde edilir, burada & hata vektorii sifir ortalamas: ve o2DVDT kovaryans matrisine
sahip olacaktir. Eger (4.98) denklemi R ile soldan carpilir ve r ¢ikarilirsa, € hata

vektorii sifir ortalamasi ve a2RDVDT RT kovaryans matrisine sahip olmak iizere,
RE(M)—r=RB—1+¢ (4.99)
ifadesi elde edilir. Bu durumda
fi=RB(M)—rve u=RB—r (4.100)

denklemlerini tanimlayalim. Bu takdirde RS = r olmak lizere M modeli altinda
parametresinin £ (M) esitsizlik kisitlamali genellestirilmis en kiigiik kareler tahmin

edicisinin elde edilmesi problemi

min(2 — 10" (RDVD'RT) (2 — ) (4.101)
kuadrik programlama problemine doniistiiriiliir, burada

i = [RGXTV-1X)1RT] 2R (M) — 7)

i = [RGXTVIX)RT]E(RB ~ 1)

dir. Farz edelim ki f vektort (4.101) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu
takdirde (4.100) esitlikleri kullanilarak

RB*(Ms) =jd+r (4.102)
ifadesi ve buradan da
B*(Ms) = RT(@+r)+ (I —RTR)A (4.103)

elde edilir, burada h, uygun boyutlu keyfi bir vektérdiir. Eger h vektorii §(M) olarak
secilirse, bu takdirde S*(Ms) tahmin edicisi RS = r olmak ilizere M altinda £
parametresinin minimum varyansl yansiz tahmin edicisidir. Ote yandan M; modeli

altinda £ (M;) tahmin edicisi
B (M) =R*(fi+1)+ U —RREO)
seklinde verilebilir, burada

R* = (XTV-1X)'RT[R(XTV~1X)"*RT]"?
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dir. Bu duruma eger R = (0, R,) alinirsa
R* — —(XTV X)XV X, T R (R,TRE) ™!
T-1RI(R,T~'R])™1 ’

R'R = [o —(XIVTIX) XV TG T T RE (R T RS rll

0 T-RI(R,T71RI)™ 1
olacagindan
B3 (M) = TR (R,T 'R ™ (@ + 1) + (I = T~"R7 (R,T'R})™H)B(M)

veya

B3 (M) = R(A + 1) + Zg, B2 (M) (4.104)
yazilabilir, burada

R; =T 'RY(R, T *RI) 1 ve Zg, = U - T-1RI(R,T71RI)™)
olacaktir.

Simdi, R,f, = r olmak ilizere M modeli altinda (8, parametresinin S5 (M)
tahmin edicisi elde edilebilir. Bu durumda (4.99) denkleminde R; = 0 alinirsa n hata

vektorii sifir ortalamasi ve R, (X2 M, X,)~*R] kovaryans matrisine sahip olmak iizere
RyB(M) =71 =RyB,—71+7 (4.105)
denklemi elde edilir. Ote yandan
fi=RB(L)—7 Ve Ry, —7 =y (4.106)
denklemlerini tanimlayalim. Dolayisiyla
flo =y +1 (4.107)
modeli olusturulabilir. Bu nedenle, 85 (M) tahmin edicisinin elde edilmesi problemi,

Eiz%(ﬁz — uz)" (R (X3 M1 X2) ™" RY )™M ( — 12) (4.108)

kuadratik programlama problemine doniistiiriiliir. (4.107) denkleminin bir ¢6ziimii i,
olsun. Bu takdirde (4.104) esitliklerinden

B3 (Ms) = RI(fi; + 1) + (I — RIR,) B, (M) (4.109)

denklemi elde edilir.

95



Simdi R, 8, = r olmak iizere M, = {M;y, M, X,,,6*>M,;V M,} modeli altinda
B, parametresinin esitsizlik kisitlamali genellestirilmis en kiiglik kareler tahmin edicisi

B3 (M) ile gosterilsin. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.15 R,f, = r olmak lizere M modeli altinda [, parametresinin tahmin
edicisi 85 (M) olsun. Bu durumda B;(M,) = B,(M;) esitligi saglanir.

Ispat. Gergekten,
My = VI = X, (XTV1x,) XTIV 1)

=V VM (M VM)~ M,]

= M (M, VM) M,

= (M VM)t
oldugu dikkate alinarak, M modeli

Dy = [X] (M VM) X,] 7' X7 (M QM) = (XT M, X,) ' X7 M,
ile soldan carpilarak
B(M) = B, + & (4.110)
ifadesi yazilabilir, burada & hata vektori sifir ortalamasi ve
Cov(&€) = DM, VM, Df = [XF (M, VM,)*X,]7* = (XIM X))t

kovaryans matrisine sahiptir. Buradan (4.110) denklemi soldan R, ile garpilip r

cikarilir ve R,f,(M) —r = £ ve R,f, = u, denklemleri dikkate almirsa,
T=u,+6 (4.111)
modeli elde edilir ki burada & hata vektorii sifir ortalamasi ve
R,Dy;M,;VM,DTR} = R,D;M;DIR]
= Ry (XJ M1 X,) ™' XJ M, MM, X, (X] M, X,) 7' RY
=R, (X2,M1X2)_1Rg

kovaryans matrisine sahiptir. Diger taraftan §,(M,) = f,(M) oldugundan [, = £
olacaktir. Ayrica E(n) = E(6) =0 ve Cov(n) = Cov(8) = R,(XFX,) 1RI elde

edilir. Bunun sonucu olarak, (4.107) modeli (4.111) modeline denk olacaktir. Boylece,
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B> (M) tahmininin elde edilmesi problemi (4.108) minimumlastirma problemine
doniistiiriiliir. Dolayisiyla fi, (4.108) i¢in bir ¢6ziim oldugundan, ayrica (4.111) igin

de bir ¢6ziim olacaktir. Buradan
B2 (M) = B2 (M)
oldugu goriiliir ki bu da teoremin ispatini tamamlar.

Benzer sekilde R,B, =71 olmak iizere W; = {QTy, QT X,5,,02Q7VQ,}
modeli altinda 8, parametresinin esitsizlik kisitlamali genellestirilmis en kiigiik kareler

tahmin edicisi 8, (W;) olsun. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.16 R,f, = r olmak lizere M modeli altinda [, parametresinin tahmin
edicisi 85 (M) olsun. Bu durumda B;(W,) = B5(M;) esitligi saglanir.

Ispat. Bu durumda W, modeli
D; = R,[X5 Q1(Q1VQ) ™' Q1 X,17' X7 Q1 (@1 VQ) ™!
ile soldan carpip r ¢ikarilarak
R,B,(W,)) —r =RyB, — 17+ & (4.112)
ifadesi yazilabilir, burada £ hata vektorii sifir ortalamasi ve
Cov(¥) = R,[X7 Q1(QTVQ)'Q{ X2] 'R7

kovaryans matrisine sahiptir. Bu nedenle S5 (W);) tahmin edicisinin elde edilmesi

problemi
min(a = 10" (4 = 1) (4.113)

kuadrik programlama problemine doniistiiriiliir, burada
1 ~
fi = [Rz[X7 Q1 (QTVQ1) ™' QT X217 "R 1 2 (R 3,(Wy) — 1)

1
1= [R,[X7Q:(QTVQ) " QI X,] ' R7] 2(R B, — 1)
dir. Diger taraftan 8, (W,) = B,(M) oldugundan fi, = fi, olacaktir. Ayrica E(n) =
E(&) = 0ve Cov(n) = Cov(¥) = R,[XTQ,(QTVQ,) QT X,]~RY elde edilir. Bunun
sonucu olarak, (4.107) modeli (4.112) modeline denk olacaktir. Boylece, S5 (M)

tahmini edicisinin elde edilmesi problemi (4.113) minimumlastirma problemine
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doniistiiriiliir. Bu durumda i, (4.108) igin bir ¢oziim oldugundan, ayrica (4.113) igin
de bir ¢6ziim olacaktir. Buradan R, ;5 (W;) = u + r elde edilir. Dolayisiyla

Bz (W) = R5(u + 1) + Zg, B2 (M) (4.114)
yazilabilir, burada
R; =T 'Ry (R;T™'R})*veZp, = (I —T 'R;(R,T"'R})™)
olacaktir. Boylece B5;(W;) = B5(M;) oldugu gosterilmis olur ki bu da teoremin
ispatini tamamlar.

Son olarak R,f, > r olmak iizere N; = {y, M;X,,,5%V} modeli altinda f3,
parametresinin esitsizlik kisitlamali genellestirilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi

B (]\fll) ile gosterilmis olsun. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.17 Eger, {Y,X;5,,Q} alunda OLSE(S;) = BLUE(B,) ise bu takdirde
B2 (M) = Bz (V) dir.

ispat. Daha 6nceki kisimda Teorem 4.17 nin varsayimi altinda §,(M) = B, (V;) ve
M; = M;V~1M; oldugu ifade edilmisti, burada

B (V1) = (XTM,VIM, X,) " 1XT MV M,y (4.115)

dir. Ote yandan verilen varsayimlara altimda M; = M;V~'M,; oldugunu 6g6z oniine

alinirsa 3, (V;) tahmin edicisi
~ . -1 .
f2(N7) = (X2TM1X2) X2TM13’
seklinde yazilabilir. Simdi V; modeli soldan D, ile soldan ¢arpilirsa

Ez(]\ﬁ) =B+ 6

elde edilir. Burada &, hata vektorii sifir ortalamasma ve D;VDI sifir ve kovaryans

matrisine sahiptir. Bu durumda (4.108) denkleminden

Rzgz(]\ﬁ) —T=RyB—1r+m

yazilabilir, burada 1, hata vektorii sifir ortalamasina ve R,D;VDIRI kovaryans

matrisine sahip olacaktir. Ote yandan M7 = M;M; = M, esitliginden

M,VM; = M;V~*M;M,VM;M,V~*M,
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= (M VM,)T (M VM) (M, VM)
= (M VMy)T
= M,V™M,
=M,
oldugu goriiliir. Dolayisiyla
Cov(ny) = Ry (XIM,X,) ™ (XIM,VM,X,)(XI M, X,) " RY
= Ry(XIM,X,) 'R}
oldugu aciktir. Bu durumda eger
fiz = Ry (Ny) —7 Ve pu3 = Ry, —7
denklemleri dikkate alinirsa, bu taktirde 8,(NV;) = B, + &; modeli denk olarak
fliz = p3 + M1 (4.116)

seklinde de yazilabilir. Bunun sonucu olarak, 8,(M) = B,(Ny), fi, = fis, Hy = Uz,
E(8) = E(n,) ve Cov(n,) = Cov(5) oldugundan (4.111) modeli (4.116) modeline
denk olacaktir. Dolayisiyla, B5(NV;) tahmin edicisini bulma problemi (4.108)

problemine doniisiir. Buradan S5 (M) = B5(N;) oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada pargalanmig lineer modeller ve bu modellerden elde edilen bazi
alt lineer modeller ele alinarak bu modeller altinda bilimeyen parametre vektorleri igin
cesitli tahmin ediciler belirlenmis ve verilen bu modeler altinda 8 ve X parametre
vektorlerinin alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicileri (OLSE), en iyi lineer yansiz
tahmin edicileri (BLUE), esitlik kisitlamali en kiigiik kareler tahmin edicileri (ECLS)
ve esitsizlik kistlamali en kiigiik kareler tahmin edicileri (ICLS) incelenerek bu tahmin
edicilerin birbirine esit olmasi i¢in baz1 gerek ve yeter sartlar ortaya konulmustur.
Ayrica genel ve kisitlamali lineer modeller altinda tahmin edicilerin belirlenmesinde
model matrisinin tam rankli olup olmama durumlari, kovaryans matrisinin singiiler
olup olmama durumlar1 ve parametreler iizerine konulan kisitlamalardaki katsayi
matrisinin 6zel durumlarina gére tahmin edicilerin karsilastirilmasi problemi tizerinde

durulmustur. Yapilan bu ¢alismalara ilaveten

i. Verilen herhangi bir model altinda 8 ve X vektorleri i¢in agirlikli en kiigiik
kareler tahmin edicileri (WLSE) verilerek, bu tahmin ediciler ile alisilmis en
kiiciik kareler tahmin edicileri (OLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin ediciler

(BLUE) arasindaki iliskiler incelenebilir.

ii. Tam lineer modeller altinda  ve XB vektorleri igin agirlikli en kiiciik kareler
tahmin edicileri (WLSE) verilerek, bu tahmin edicilerle alt lineer modeler
altindaki agirlikli en kiiciik kareler tahmin ediciler (WLSE) arasindaki iliskiler

incelenebilir.

iii. K matrisi uygun mertebeden herhangi bir keyfi matris olmak iizere Kf
parametre vektorii i¢in pargali lineer modeller altinda esitlik kisitlamali en kiigiik
kareler tahmin edicileri (ECLS) ve esitsizlik kisitlamali en kiigiik kareler tahmin
edicileri (ICLS) belirlenerek bu tahmin ediciler ile alt lineer modellerdeki tahmin

ediciler arasindaki iliskiler incelenebilir.
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