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OZET

TERS UCGENSEL MATRISLERIN DRAZIN INVERSI iCIN BLOK
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YUKSEK LiSANS TEZI, 84 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN)

Bu tez ¢alismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde tez ¢alismasinin
amacindan bahsedilerek kisa bir giris verilmistir. Ikinci béliimde calismada gerekli
olacak temel tanimlar, teoremler ve bazi genel bilgiler ifade edilmistir. Ayrica bir
matris i¢in Moore-Penrose invers tanimi Ve bu inversin bazi 6zellikleri siralanmustir.
Ucgiincii boliimde matrisler i¢in Drazin invers tanimi verilerek bu inversin gesitli
Ozellikleri ortaya konulmustur. Ayrica blok par¢alanmig matrislerin Drazin inversleri
ile ilgili bazi hesaplanma yontemleri ve bu inverslerin gesitli uygulamalarindan
bahsedilerek ters tiggensel matrislerin Drazin inversleri igin ¢esitli gosterimler
verilmistir. Dordiincti boliimde sonug ve Oneriler verilmistir. Besinci bolimde ise
tezde yararlanilan kaynaklar listelenmistir.

Anantara Kelimeler: Matris, Kare Matris, Rank, Blok Parcalanmis Matris, Ters
Uggensel Matris, Bir Matrisin Inversi, Genellestirilmis Invers,
Moore-Penrose Invers, Drazin invers.



ABSTRACT

BLOCK PARTITIONED REPRESENTATIONS FOR THE DRAZIN INVERSE
OF ANTI-TRIANGULAR MATRICES AND ITS APPLICATIONS

MUKERREM BARUT

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
MASTER THESIS, 84 PAGES

(SUPERVISOR: PROF. DR. SELAHATTIN MADEN)

This thesis is organized in five parts. In the first chapter, a short introduction is given
by mentioning the purpose of the thesis study. In the second chapter, the basic
definitions, theorems and some general informations that will be required in our study
are expressed. Also, the definition and some properties of Moore-Penrose inverse for
a matrix and are listed. In the third chapter, it is given the definition of the Drazin
inverse of a matrix and considered some properties of this inverse. Furthermore, some
computational methods and several applications of the Drazin inverses of matrices are
and block partitioned representations for the Drazin inverse of anti-triangular matrices
are given in this chapter. In the fourth chapter, conclusions and recommendations are
given. In the fifth chapter, the references used in the thesis are listed.

Keywords: Matrix, Square Matrix, Rank, Block Partitoned Matrix, Inverse of a
Matrix, Anti-Triangular Matrix, Generalized Inverse, Moore-Penrose
Inverse, Drazin Invers.
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1. GIRIS

Bugiin matris teorisi ve onun énemli bir kismini olusturan lineer denklem
sistemleri, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik egitimi, bilgisayar miihendisligi, kodlama
teorisi ve elektrik miithendisligi gibi pek ¢ok teknik alanda gerekli matematiksel temel
bilginin ayrilmaz bir pargasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19. yiizyil ortalarindan
itibaren kullanilmaya baslanmustir. Ingiliz matematikci Sylvester, ilk kez 1850 yilinda
matris kavramini kullanmustir. 1853 yilinda ise bir diger ingiliz bilgini Hamilton
‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin bazi &zelliklerinden
faydalanmis fakat matris ismini heniiz kullanmamstir. Yine bir Ingiliz matematikgisi
olan Cavley, 1858 yilinda zamaninda ¢ok meshur olan ‘Memorie on the Theory of
Matrices’ isimli eserinde matris cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur. ilerleyen
zamanlarda Fransiz Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve

teoremler iizerinde ¢alismiglardir.

Bir matrisin bilinen anlamda inversinin olmasi i¢in matrisin kare ve non-
singiiler olmasi gereklidir. Ancak kare olmayan veya kare oldugu halde singiiler olan
matrislerin de mevcut oldugu ve bu tipten matrislerle uygulamada ¢ok sik karsilagildigi
da bir gergektir. Dolayisiyla bu tip matrislerin inverslerine de ihtiya¢ duyulmaktadir.
Singiiler matrisin inversi kavrami ilk kez 1920 yilinda Moore tarafindan ortaya atilmis
olmasina ragmen ta ki 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir sistematik ¢alisma
yapilamamuigstir. 1955 yilinda, 6nceki ¢alismalardan tamamen habersiz olarak, Penrose
(1955) biraz farkli bir yoldan da olsa Moore tarafindan singiiler matrisler igin verilen
invers kavramini yeniden tanimlamistir. Penrose ile ayn1 donemlerde yasayan Rao ise,
bir singiiler matrisin Pseudo inversi olarak adlandirdigi, en kiigiik kareler teorisinde,
singliler matrisli normal denklemlerin ¢ézlimiinde ve tahmin edicilerin varyanslariin
hesaplanmasinda sik¢a kullanilan yeni bir invers kavrami ortaya atmistir. Ancak Rao
tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan
kisitlamalarin tiimiinii saglamamaktadir. Bu nedenledir ki bu invers, Moore—Penrose
inversten biraz farklidir. Rao, daha sonra lineer denklemlerle ilgili problemlerinin
¢ozlimiinde yeterli olan ve Moore ve Penrose’ un vermis oldugu tanimdan daha da
zayif bir tamim ortaya koymustur. Genellestirilmis invers olarak adlandirilan bu

inversin ¢esitli uygulamalar1 Rao’ nun ¢alismalarinda yer almistir.



Genellestirilmis inversler tizerinde 1955 li yillardan itibaren ¢alisan baslica
bilim adamlar1 arasinda Greville, Bjerhammer, Ben-Israel ve Charnes, Chipman,
Chipman ve Rao, Scroggs ve Odell sayilabilir. Bott ve Duffin, bir kare matrisin kisith
inversini tanimlamislardir ki bu invers bilinen g—inversten farklidir ve bazi
uygulamalarda oldukca fazla kullanilir. Chernoff, ¢aligsmalarinda singiiler nonnegatif
tanimli bir matrisin g—inversini ele almistir ki bu invers, bir g—invers olmamasina
ragmen bazi tahmin problemlerinin incelenmesinde yararlidir. Rao tarafindan verilen
daha zayif tanimi saglayan g—invers tek tiirlii olmamakla birlikte matris cebirinde
ilging bir ¢caligma olarak kabul edilir. 1967 yilinda bir yayininda Rao, degisik amaglarla
kullanilmak tizere g—inverslerin bir siniflandirmasini vermistir. Bu ¢aligsmalar daha
sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir siniflandirmasin1 ortaya atan Mitra ve
Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir. Genellestirilmis inverslerin
diger cesitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan
yapilan bir dizi ¢alismada ele alinmistir. Genellestirilmis inverslerle ilgili sistematik
gelismeler ve onlarin ¢esitli uygulamalart Generalized Inverse of Matrices and Its

Applications (Wiley, 1971) adl kitapta verilmistir.

Bu tez ¢alisgmasinda oncelikle kare olmayan ya da kare oldugu halde normal
olarak bildigimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler igin gelistirilen ve
ozellikle lineer denklem sistemlerinin genel durumda ¢6ziimiiniin mevcut olup-
olmadiginin arastirilmasinda ve mevcut olmasi durumunda ¢oziimiin belirlenmesinde
kullanilan ve bilinen anlamdaki invers 6zelliklerini de saglayan Moore-penrose invers
ad1 verilen bir genellestirilmis invers kavram ele alinmistir. Bu amacla 6ncelikle
Moore-Penrose invers tanimi verilerek bu inversin ¢esitli 6zellikleri verilmistir. Daha
sonra bilinen anlamda inversi mevcut olmayan kare matrisler Drazin invers ad1 verilen
yeni bir invers tanimi verilerek bu inversin gesitli ozellikleri verilmis ve bu tipten
inversleri hesaplamada kullanilan bazi yeni yontemler gelistirilmistir. Ayrica blok
parcalanmis parcalanmis matrislerin Drazin inversleri i¢in ¢esitli gdsterimler verilerek

ozellikle ters liggensel matrislerin Drazin inversleri detayli bir sekilde ele alinmistir.

Drazin inversler singiiler diferansiyel veya fark denklemlerinde, Markov
zincirlerinde, cryptografyada, tekrarlamali metotlarda ve niimerik analizde ¢ok ¢esitli

uygulamalara sahiptir.



2. GENEL BILGILER
2.1 Matrislerle Tlgili Baz1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1 i) K bir cisim, m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak iizere biitiin (i, j) sirali
ikililerinin kiimesini S = N x N gésterelim. Bir f: S — K fonksiyonu

(l,]) _>f(l']) = aij
bi¢iminde tanimlansm. Bu durumda a;; € K olmak iizere keyfi segilen m.n tane

elemanin olusturdugu say1 tablosuna K cismi iizerinde tanimli m X n tipinde bir matris

denir ve
all a12 en aln
A — a21 a22 . aZn
Am1 Amz - QAmn

veya kisaca A = [aij] . seklinde gosterilir. Her bir (i,j), 1<i<m, 1<j<n

mx

ikilisine karsilik gelen a;; elemanima A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.

ii) m x n tipindeki A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri igin, eger her (i,j), 1 <i <

m vel <j<n icin a;; = b;; ise A ve B matrisleri esittir denir,

iif) m x n tipindeki bir A = [a;;] matrisi i¢in eger her (i,j), 1<i<m, 1<j<n

i¢in a;; = 0 ise A matrisine bir sifir matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.2 i) m X n tipindeki A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri verildiginde, bu iki

matrisin toplanu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup

A+ B = a; + b21 ay, + +b12 v Qop + bZn
Am1 +bm1 Az +bma o A+ b

seklinde tanimlanir.

i) ¢ € K bir skaler olmak iizere cA € K7' matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matris olup
caq{1 C€aqy e CQqp
cA=|CGn Gz - Ch2n
Cam1 Camo Camn

seklinde tanimlanir.



i) A = [a;;] € KI* ve B = [b;;] € K, tipindeki A ve B matrislerinin ¢arpimi1 € =

[c;;] € Ki* tipinde bir matris olup

[aij]. [bl]] = [Cij] = [Zzzl aikbkj], 1<i<m, 1 S] <n

veya daha agik olarak
(a11b11 + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =
(am1b11 + -+ ampbpl) (amlbln + -+ ampbpn)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Bu durumda iki matrisin ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci matrisin siitun
sayist ile ikinci matrisin satir sayisinin esit olmasi gerekmektedir. Uygun A ve B

matrislerinin ¢arpimi AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.3 i) Eger bir A = [a;;] _ matrisinde m = n ise, yani A matrisinin satir

mx

say1s1 siitun sayisina esit ise, bu takdirde A matrisine bir kare matris denir. Bu durumda
ai1, 032, -, Any elemanlarina ise A matrisinin kosegen elemanlari (ya da esas kosegen

elemanlar ad1 verilir.

i) Bird = [a- ] kare matrisinin kosegen elemanlar1 disindaki diger tiim elemanlari
Ylnxn

sifir ise bu A ya bir kosegen matris denir ve A = Kos{a;1, azz, ... , any} ile gosterilir.
iii) Bir kdsegen matriste a1, a,y, ..., Ann = K, K € K ise, matrise skaler matris denir.

iv) Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlari 0 olan bir kare matrise birim matris denir
ve n — yinci mertebeden bir birim matris I, ile gosterilir. Herhangi bir A € K7 matrisi

icin, I,,A = Al, = A esitligi saglanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.4 Bir A = [al- j] matrisinden ayni numarali satir ve siitunlarin kendi

mxn

aralarinda yer degistirmesiyle elde edilen matrisi A matrisinin transpozu denir ve AT =
[a; j]nxm ile gosterilir. Buna gore uygun mertebeden A ve B matrisleri igin
(A+B)T=AT+ BT ve (AB)T = BTAT oldugu kolayca goriiliir. Eger A bir reel

kare matris olmak tizere AT = A ise, bu takdirde A matrisine bir simetrik matris denir.



Tammm 251i0) A= [aij]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemaninin |Mij| ile gosterilen

mindrii, A matrisinden i—yinci satir ve j—yinci siitunun atilmasi ile olusan alt kare

matrisin determinantidir.
i) A= [aij]nxn matrisinin keyfi bir a;; elemaninmn minérii |M;;| olsun. Bu durumda
a;; elemanmnin A;; ile gosterilen kofaktorii (veya isaretli mindrii),
Ay = (=)™ | My
olarak tanimlanir.

i) A = [a- ] matrisinin determinanti herhangi bir satir (veya siitun) elemanlarinin
YUlnxn

kendi kofaktorleriyle carpilip tiim elde edilen carpanlarin toplanmasiyla hesaplanir.
Bagka bir deyisle herhangi i ve j (i,j = 1,2,3, ...,n) i¢in

det(4) = Yioy - Aix = Xper (D ay, My | *)
veya
det(A) = Xioq axj- Axj = =1 (=D ay ;| My,| **)

olarak tanimlanir. Bu durumda her bir i i¢in, (*) agilimina A matrisinin determinantinin
i—yinci satira gore acgilimi ve her bir j igin, (**) acilimina ise A matrisinin

determinantinin j—yinci siituna gore a¢ilimi ad verilir.

V) A = [aij]nxn matrisi igin eger |A| = 0 ise, A matrisine bir singiiler matris ve |A| # 0

ise, A matrisine bir nonsingiiler(veya regiiler) matris denir(Branson R., 1999).
Tanim 2.6 A = [aij]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olmak iizere

[4;]" = [A;;] matrisine A matrisinin ek matrisi denir ve

A11 A12 Aln r A11 A21 Anl
Ek(A) = (421 Az 0 Aon| = Ao Az e A
Anl Anz Ann Aln A2n Ann

ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Tammm 2.7 Herhangi bir A = [aij]nxn matrisi verildiginde, eger A.B = B.A =1,
olacak sekilde bir B = [b;;] . kare matrisi mevcut ise, B matrisine A matrisinin

nx

inversi (tersi) denir ve A™! = B ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).



Teorem 2.1 Bir A = [ai j]nxn matrisi ile ek matrisinin ¢arpimi bir skaler matris olup,

A.Ek(A) = Ek(4).A = |A]|l,
ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Teorem 2.2 Bir A = [a;;|___ nonsingiiler matrisinin inversi,

nxn
A7t = 1 EK(A
o EK(4)

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
Teorem 2.31) BirA = [aij]nxn nonsingiiler matrisi icin A~ inversi tektir.
ii) A nonsingiiler bir matris ise A~ inversi de nonsingiiler olup (A™1)~1 = A dur.
iii) A ve B ¢arpima uygun nonsingiiler matrisler ise AB ¢arpimi da nonsingiiler olup
(AB)™! = B~tA 1 dir.
iv) A nonsingiiler ise AT de nonsingiiler olup (A7)~! = (471)T dir (Branson R., 1999).
Tamm 2.8 i) Bir A = [aij]nxn kare matrisi i¢in eger A2 = A ise, bu takdirde A

matrisine bir idempotent matris denir.

if) C kompleks sayilar cismi lizerinde tanimli bir A matrisinin elemanlarinin yerlerine

bunlarin eglenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi)
denir ve A ile gosterilir.

iii) C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli bir A matrisi i¢in eger (Z )T = A ise,
bu takdirde A matrisine bir hermityen matris denir ve A* = (4 )T ile gosterilir.

IV) Bir A matrisi igin eger AA™ = A*A esitligi saglaniyorsa, bu takdirde A matrisine

bir normal matris denir.

V)A = [aij]nxn nonsingiiler bir matris olmak iizere, A~ = A* (veya buna denk olarak

AA™ = A*A = 1) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

vi) A = [a;;] _ bir kare matris olmak iizere, eger A~! = AT ise, bu takdirde A
Jnxn

matrisine bir ortogonal matris denir (Branson R., 1999).

Teorem 2.4 A ve B uygun mertebeden matrisler olmak tizere asagidaki esitlikleri
saglanir(Branson R., 1999).



) (@) =N,

i) (A")* = A.

i) (A+B)" =A"+B".

iv) (AB)* = B*A”".
Tamm 2.9 i) x4, x5, ..., X, vektorler kiimesi verilmis olsun. Eger > ; a;x; = 0 esitligi
ancak a,, a,, ..., a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu takdirde
X1, Xy, ..., Xn vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda, yani, a4, a,, ..., a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tzere eger ). ; a;x; = 0 esitligi

saglaniyorsa bu takdirde x4, x5, ..., x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

1) A matrisi m x n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A1, Asz, .. A,y ile ve satir vektorlerini de Aj,, Ay, ... , Aps ile gosterelim. Bu
takdirde A;,, i =1,2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer
bagimsiz vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki ve A,;, j =
1, 2, ...,n vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektor kiimesinin

eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.5 i) Bir matrisin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi o

matrisin satir rankini degistirmez

i) Elemanter islemler herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.

iii) Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki siitun rankina esittir (Branson R., 1999).

Tamim 2.10 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).
Teorem 2.6 A bir matris olmak tizere 7(A) = (A7) dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.11 n X n tipindeki bir A matrisi i¢in eger r(A) = n saglantyorsa A matrisine
nonsingiiler matris denir. Aksi durumda yani, r(4) < n ise A matrisine singiiler matris
denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.12 i) A € K' matrisi m X n tipinde bir matris olsun. Bu takdirde NV (4) =
{x: Ax = 0} kiimesine A marisinin null (sifir) uzayi denir.
i) A€ K, mxmn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde R(A4) = {y:Ax = y}

kiimesine A matrisinin ranj (stitun) uzayi denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).



Teorem 2.7 Carpima uygun A ve B matrisleri i¢in AB carpiminin ranki A ve B

matrislerinin ranklarin1 gegemez. Baska bir deyisle,
r(AB) < min {r(4), r(B)}
dir (Branson R., 1999).
2.2 Matrislerin Moore-Penrose Inversleri ve Ozellikleri

Bu kisimda ¢alismamiz boyunca sik sik isimlerini zikredecegimiz matrisler i¢in

bazi genellestirilmis inversler ve ¢esitli 6zellikleri verilecektir.

Tammm 2.13 C}}, kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli m X n tipindeki tiim
matrislerin kiimesini gostersin. Bir A € C};' matrisi i¢in asagidaki dort sartt (Moore—
Penrose sartlari) saglayan bir X matrisine A matrisinin bir Moore—Penrose inversi

denir ve A* veya AT sembollerinden birisi ile gosterilir.

(i) AXA = A,

(i) XAX = X,

(i) (AX)* = AX,

(iv) (XA)" = XA. (2.8)

Bu durumda eger X matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu X matrisine, A matrisinin
bir genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A® ile gosterilir. Sadece (ii) sartin1
saglayan X matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir. Hem (i)
hem de (ii) sartin1 saglayan X matrisine ise, A matrisinin bir yansimali genellestirilmis

inversi denir ve A%?) ile gosterilir.

Bu tanima gore eger A nonsingiiler bir matris ise A~ matrisinin Moore—Penrose
inversin sartlarim saglayacag aciktir, yani A=t = AT dir. Bununla birlikte, eger A
matris bir singiiler matris veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—
Penrose sartlarini saglayan bir AT matrisinin mevcut olup olmadigi sorusu akla
gelebilir. Bu sorunun cevabi her A matrisi igin bir AT matrisinin mevcut ve tek oldugu
seklindedir. Asagida bu durum gosterilecektir. Ayrica bu sekilde tanimlanan Moore—
Penrose inversin bazi énemli dzellikleri verilecektir. Oncelikle belirtelim ki eger A

m X n tipinde bir sifir matris ise, AT de n x m tipinde sifir matris olacag agiktir.



Teorem 2.8 Her A matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarini saglayan bir ve yalniz bir tek

AT matrisi vardir (Pringle and Rayner., 1971).

Ispat: Eger A = 0 ise AT = 0 olacagindan A # 0 almabilir. A matrisi r rankli bir

matris olsun. Bu durumda A matrisi
A = BC (2.9)

olarak pargalanabilir, burada B matrisi m X r tipinde r rankli bir matris ve C matrisi
de r X n tipinde r rankli bir matris olup, B*B ve CC* matrisleri nonsingiiler

matrislerdir. Bu durumda eger AT matrisi
At =c*(cc’)Y(B*B)"'B* (2.10)
olarak alinirsa, A* matrisi istenen Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten
(i) AATA = (BC)C*(cCc*)"Y(B*B)"'B*(BC)
= B(CC*)(CC*)"Y(B*B) Y (B*B)C = BC = A,
(i) ATAAT =c*(cc*)~*(B*B)~'B*(BC)C*(CC*)~*(B*B)~'B*
=c*(ccHY(B*B)Y(B*B)(cCcH(CCH) Y (B*B) 'B*
— C*(CC*)_I(B*B)_lB* = At
(iii) (44T)* = [(BC)C*(cc*)~Y(B*B)"'B*]* = B(B*B)~*(cCc*)~1(CC")B*
= B(B*B)"'B* = B(cc*)(CC*)"*(B*B)~'B*
= (BC)C*(CC*)"Y(B*B)™'B* = AAT,
(iv) (ATA)" = [c*(CC*)~*(B*B)'B*(BO)]*
= C*(B*B)(B*B)~1(CC")~IC
=c*(cc)™c =cr(cc)"Y(B*B)"Y(B*B)C
= C*(CC)™Y(B*B)™'B*(BC) = ATA
oldugu goriiliir. Moore—Penrose inversin tek oldugunu gostermek icin A matrisinin

Moore—Penrose sartlarin1 saglayan herhangi iki AJ{ ve A;r Moore—Penrose inversinin

mevcut oldugunu varsayalim. Bu durumda,

Al = ATAA] = AT(AA])" = Al(A]) A" = Al(aD) (44]a)



= Af(a]y ar(ad) 4" = Al(AAl) (aal)" = Afaalaal = Alaa]

= AJA(4}A4]) = (4]A)"(4}4) 4] = A"(a]) 44Dy A]

= (AAJA) (A))"A] = A"(A))"A} = (AJA)°A] = AJAA} = A]
olur, yani AT matrisi tektir.
Teorem 2.9 i) m x n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlar1 1 ise, AT = ﬁA* dir.
i) @, n x 1 tipinde bir siitun vektorii ise, bu durumda at = (a*a) 'a* seklindedir.

iii) a, 1 x n tipinde bir satir vektérii ise, bu durumda a', at = a*(aa*) ™! seklindedir

(Pringle and Rayner., 1971).

Ornek 2.1 A = [1 i ﬂ matrisi verilmis olsun. Budurumdam = 2, n = 3 olup

1 1
1 1
1 1

seklindedir olacagindan

A =

AT:LA*ZL

mn 2.3

1 1 1/6 1/6
1 1] = [1/6 1/6]
1 1 1/6 1/6

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1/6 1/6
iaar=[F 11 .[1/6 1/6]:: 1/2 172
[1 1 1 16 1/6 [1/2 1/2
/2 1/2111 01 17 1 1 11_
AATA"[1/2 1/2]'L, 1 1 "[1 1 1]"A’
1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
(i) AtA = |1/6 1/6]. i } } ==[1/3 1/3 1/3]
1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/31 [1/6 1/6 1/6 1/6
AtAAT =11/3 1/3 1/3”1/6 1/6 =[1/6 1/6| = Af,
1/3 1/3 1/31 11/6 1/6 1/6 1/6
. . [1/2 1721 _[1/2 1/2] _
(i) (447) "[1/2 1/2 "[1/2 1/2]"AAT’

av)(ATA)*==[1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3|=A%A

1/3 1/3 1/3]* [1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3 - 1/3 1/3 1/3
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oldugu goriiliir.

Ornek 2.2 a = [_21] olsun. Bu durumda

at = (a*'a) 'a* = ([—1 2]. [_21])_1.[—1 2]

=[s5]7"[-1 2]=[1/5].[-1 2]=[-1/5 2/5]

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

()aa® = [ }].1-1/5 2/5]= _12/;35 ;2//55

aava =

1/5 —2/5] (=11 _ [-1] _
—2/5 4/5 '[2]_[2]_a’
(i) ata = [=1/5 2/5].[%] - 1]

ataa® =[1].[-1/5 2/5]=[-1/5 2/5] =af,

. _[1/5 =2/51" _[1/5 =—2/5]_
(i) (aa®)" =|_2)5  4/5| =|-2/5 as5 |=

(iv) (aTa)* = [1]* = [1] = aTa

aa’,

oldugu goriiliir.

Ornek23a =[1 2 1] alimrsa bu durumda

at = a*(aa*)™! =

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten
1/6

1/3 ] = [1]

-1/6

aatfa=[1].[1 2 -1]=[1 2 -1] =a,

1/6 1/6 1/3 —-1/6

(ii)aTa=[1/3].[1 2 —1]=[1/3 2/3 —1/3]
-1/6 -1/6 —-1/3 1/6
1/6 1/3 —-1/61[1/6 1/6

aTaaT=[1/3 2/3 —1/3” 1/3]:[1/3]=a+
-1/6 -1/3 1/6 1 1-1/6 -1/6

(iii) (aa™)* = [1]" = [1] = aaT,

(Yaat=[1 2 -1].

11

3o - AL {2

1/6
1/3
-1/6

|



(iv) (aa)*=|1/3 2/3 -1/3 1/3  2/3 -1/3|=a'a

1/6 1/3 —1/6]* [1/6 1/3 -1/6
-1/6 -1/3 1/6 _—1/6 -1/3  1/6

oldugu goriiliir.
Teorem 2.10 A herhangi bir matris olmak iizere
(AnT = Aty (2.11)
esitligi gecerlidir (Pringle and Rayner., 1971).
Ispat: (2.9) bagmtisindaki gibi A = BC alinsin. Bu durumda A* = C*B* oldugundan,

At =c*(ccHY(B*B)"'B*

ve
(AH* = B(B*B)~1(Ccc*)~tC
elde edilir ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten,
(i) A*(A)TA* = C*B*B(B*B)"(CC*)™*CC*B* = C*B* = A",
(ii) (A" *TA* (4"t = B(B*B)~1(cCc*)~*cCc*B*B(B*B)(CCc")1C
= B(B*B)~1(cC*)~C = (AN,

(iii) [A*(A)T]" = [(C*B*)B(B*B)~'(CCHTIC]" = [c(ccH)TICT

= C*(CC*)™1C = ¢*(B*B)(B*B)~1(CC*)~1C = A* (AN,
(iv) [(4)TA*]" = [B(B*B)"*(CC*)™*C(C*B")]" = [B(B*B)'B*]"

= B(B*B)~'B* = B(B*B)~1(CC*)~*(CC*)B* = (A*)TA*
olur. Béylece, (A*)T = B(B*B)~1(CC*)~1C elde edilir. Buradan da

COLEICUN

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

Sonug¢ 2.1 Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani, bir A matrisi i¢in, (AT)" = A dirr (Pringle and Rayner., 1971).

Teorem 2.11 Herhangi bir A matrisi icin 7(A) = r(AT) esitligi gereklenir (Pringle
and Rayner., 1971).
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Ispat: Teorem 2.7 AATA = A veATAAT = AT esitliklerine uygulanirsa sirastyla

r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(4H} < r@h)

ve
r(A") = r(A1AA") < min{r(4), r(4")} < r(4)
esitsizlikleri elde edilir. Bu iki esitsizlikten istenilen sonug saglanir.

Bu teoremin sonucu olarak eger A matrisinin ranki r ise, bu takdirde AT, AAT,

ATA, AATA ve ATAAT matrislerinin her birinin rankinin da r oldugu goriiliir.

Sonuc 2.2 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde AT = A dir
(Pringle and Rayner., 1971).

Sonu¢ 2.3 Eger B = Kos{b;1,b3, ... ,bpn} ise, bu takdirde B matrisinin Moore—
Penrose inversi BT, i—yinci satir ve i—yinci siitunda yer alan kdsegen eleman1 b;; # 0

iken b;* ve b;; = 0 iken 0 olan bir késegen matristir (Pringle and Rayner., 1971).

2 0 0 o0
Ornek2.4D = 8 é OO 8 seklinde verilen D matrisinin Moore-Penrose inversi
0 0 0 -2
1/2 0 0 0
i—]lo 1 0 o0
DP=1o 0o o0 o
0 0 0 -—1/2
matrisidir. Bu durumda
2 0 0 0 1/2 0 0 0 1 0 0 O
ppt=|0 1 0 o0f]0 1 0 of_Jo 10 0
0O 0 0 O 0 0 0 0 0O 0 0 O
0O 0 0 -2 0 0 0 -1/2 0O 0 0 1
ve
1 0 0 0112 O O 0 2 0 0 0
+tn_{0 1 0 0[]0 1 O oj]_10 1 O 01l _
DDID=15 0 0 olfo 0o o ofT|lo o o of=P
0 0 0 14110 0 0 -2 0O 0 0 -2

oldugu goriiliir. Diger {i¢ sartin saglandig1 da benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 2.12 i) A, m X n matrisi tam satir rankl1 ise, AT = A*(AA4*) ™ ve AAT = I,

13



i) A, m X n matrisi tam siitun rankl1 ise, AT = (4*4)~*A4* ve ATA = I, olur (Pringle
and Rayner., 1971).

Ispat: Her iki durumda AT matrisinin Moore—Penrose sartlarini sagladigini gostermek

yeterlidir. Bu durumda,
i) AATA = AA*(AA*) 1A = (AA*)(AA) 1A = A,
ATAAT = A*(AA")"TAA*(AA*) T
= A*(AA") TV (AA)(AA") 1 = A"(AA") 1 = At
(AAT)" = (AA"(AA) ™) = ((AADNAAY ) =T1" =1
= (AA")(AA")™1 = AA*(AA*)™t = AAT,
(ATA)* = (A" (AA")"1A)* = A*(AA*) 1A = AtA
olacaktir.
i) AATA = A(A*A)714"A = A(A*A)~1(4*A) = A,
ATAAT = (A"A) T4 A4 A) AT
= (A"A)71(AA)(A"A) 1A = (A"A)71A" = AT,
(AAT)" = (A(A"A)7TA")" = A(A"A)1A* = AAT,
(A1) = (@A) = (@) @A) =1 =1
= (A*A)7H(A*A) = (A"A)TA'A = ATA
dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Ornek 2.5 2x3 tipindeki bir 4 = [i _11 3] matrisi alindiginda r(4) = 2 oldugu

aciktir. Yani A tam satir rankl1 bir matristir. O halde Teorem 2.11a’ dan dolay1

2 1 2 IN?
A*:A*(AA*)—1=[—1 1‘<[i ‘11 3].[—1 1])
2 2

2 2
I e
=[-1 1.[56
2 2

14



-1 5/29 6/29

2 1
_ [ 1]_[9/29 5/29
2 2

—4/29 —1/29

23/29 16/29
B [28/29 22/29]

olur.

) 2 1

Ornek 2.6 3x2 tipinde bir A= |—-2 0| matrisi verilmis olsun. Bu durumda
1 1

r(A) = 2 oldugu aciktir. Yani, A tam siitun rankli bir matristir. O halde
Teorem 2.11b’ en dolay1

2 2 2 N\ 2 -2
at=@nra =[] 7 1]'[_12 2]) Lo

ot A I P
_ y ~
:_1}3 ;/g“i 02 ﬂ

[7/3 =2 4/3
8/9 -2/3 5/9

oldugu goriiliir.
Teorem 2.13 B # 0 ve C # 0 olmak lizere B ve C matrisleri sirastylam X rver X n

tipinde olmak tizere r(B) = r(C) = r olsun. Bu takdirde,

(BO)t = ctBt (2.12)
esitligi saglanir (Pringle and Rayner., 1971).

Ispat: B matrisi siitun rankli bir matris ve C matrisi ise satir rankli bir matris

oldugundan Teorem 2.12 ye gore
ct=c*(cc*)™' ve BT = (BB*)"'B* olacaktir ve buradan da
ctBT =c*(cc*)"*(BB")"'B*

elde edilir. Bu ise zaten (BC)T matrisidir. Bylece ispat tamamlanmuis olur.
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Tamm 2.14 CEL ., , CP €97, CT™ ve CEP kiimeleri ile sirasiyla kismi izometrilerin,
izdiistimlerin  (idempotent matrislerin), ortogonal izdiistimlerin, (Hermityen
idempotent matrislerin), tripotent matrislerin ve EP (ranj-Hermityen) matrislerin

kiimelerini gosterelim, yani

Chl,={AeC ALl A=A} ={AeCl: AT = A"}, (2.13)
Ch={AeCA?= A} (2.14)
COP ={AeCA2=A=A}={A€C:A*=A=AT}, (2.15)
CI™ = {A € CM: A3 = A}, (2.16)
CEP = {A € C: AAT = ATA} = {4 € C: R(A) = R(4AM)}, (2.17)

olsun.

Ranki r olan her A € C; matrisi U € Cj: uniter matris olmak iizere,

_ o (EK ZL\ .
a=u(y o) (2.18)
biciminde gosterilebilir, burada X = kos{oql, ....... o¢l..} kosegen matrisi A

matrisinin singiiler degerlerinden olusan bir kdsegen matris, 6; > 6, > -+ > 0 > 0

ve ry + 1, + -+ 1, =1 olmakiizere K € C,, ve L € C,,_, matrisleri
KK*+LL =1, (2.19)

esitligini saglar. Burada énemli olan sudur; eger A matrisi nonsingtiler bir matris ise,
yani r = n ise (2.18) deki pargali matrisin alt satir1 ve sag siitunu yok olurve V = UK "
olmak tlizere A = UXV ™ olacaktir. Bu durumda (2.18) esitliginden
t— (K270 0)
At =U (L*E_1 o) U (2.20)

sonucu ¢ikmaktadir.
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3. TERS UCGENSEL MATRIiSLERIN DRAZIN INVERSLERI
3.1 Bir Matrisin Drazin inversi ve Blok Matrislerde Drazin invers

Ci' m X n tipindeki kompleks matrislerinin kiimesi olsun. A*, SR(A4) ve r(A)
sembolleri bir A € CI* matrisinin sirasiyla, eslenik devrigini, ranj uzayini (siitun

uzay1) ve rankini gostersin. Ayrica, I, N-yinci mertebeden birim matrisi géstersin.

Bir 6nceki kisimda verilen bir matris genellestirilmis inverslerinden 6zellikle
Moore-Penrose inversinden bahsedilmisti. Bilinen anlamda tersi mevcut olmayan kare
matrisler igin bir diger bir 6nemli genellestirilmis invers de Drazin inverstir. Bu
inversin mevcut olmasi i¢in matrisin bir kare matris olmasi1 gereklidir. Matrislerin
drazin inversleri Ozellikle ikinci mertebeden singiiler diferansiyel denklemlerin
uygulamalarinda, Markov zincirlerinde, kimyasal graf teorisinde ve benzeri alanlarda

olduke¢a yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Tamm 3.1 Bir A € C}} kare matrisinin Drazin inversi asagidaki ii¢ denklemi saglayan

ve tek tiirlii mevcut olan bir A? € C* matrisidir:
APAAD = AP, AAP = AP A, AK*14D = Ak 3.1)

burada k, r(A**1) = r(A¥) esitligini saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir. k sayisina
A matrisinin indeksi denir ve k = ind(A) ile gosterilir. Agikca goriiliir ki ind(4) = 0
olmasi igin gerek ve yeter sart A matrisinin nonsingiiler olmasidir. Ozel olarak k =
ind(A) = 1 oldugunda AP ye A € C?* matrisinin grup inversi denir ve A* ile gosterilir.

A" =] — AAP gosterimi verilmis olsun.

Drazin inversler iizerine yapilan ¢aligmalarin biiyiik bir kismi 6zellikle A ve D

kare matrisleri olmak tlizere

et D o2

bi¢iminde 2 X 2 tipindeki blok par¢alanmis matrislerin Drazin inversleriyle ilgilidir.
Bu galigmalarda M blok par¢alanmig matrisinin Drazin inversinin A ve E alt
kare matrislerinin Drazin inversleri cinsinden ifadeleri ele alinmistir. Ote yandan bu

caligmalarda en sik rastlanilan durum ise B = Qveya C = 0 durumlarina karsilik

gelen blok ticgensel matrislerin ele alinmasidir. Ayrica A4, B, C ve E alt matrislerinin
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baz1 6zel durumlarina gore MP Drazin inversi igin gesitli gdsterimler ¢alismanin

sonundaki kaynaklarda bulunabilir.

Bizim buradaki amacimiz E = 0 6zel durumuna karsilik gelen A € CI}, B € C},

ve C € C! olmak tizere

v-(t 9

D

list ters iiggensel blok matrisinin N? = (A ile gosterilen Drazin inversini ele

c o

almaktir. Ote yandan

0 B\’ (0 IN/E C\°/0 1
(C E) - (1 o) (B 0) (1 0) (3.4)
yazilabileceginden alt ters liggensel blok matrislerin Drazin inversleri iist ters liggensel

blok matrislerin Drazin inverslerinden elde edilebilir. Bununla ilgili olarak 6ncelikle

asagidaki lemmalar1 verebiliriz.

Lemma 3.1 (Cline Formiilii) A € C™ ve B € C?, olmak iizere (BA)? = B(AB)?°A
dir (Cline, 1965).

Lemma3.2 P,Q € C}, r = ind(P), s = ind(Q) olsun.
(i) Eger PQP = 0 ve PQ? = 0 ise bu takdirde

(P + Q)D — QTL’ f;& i(PD)i+1 + Z‘{z_ol(QD)H-lpi pT
+QTL’ fz—(i)l Qi(PD)i+2 Q + Zg‘z—g(QD)i+3Pi+1 PTL‘Q
—QPPPQ — Q?PPPPQ (3.5a)

olacaktir.
(ii) Eger QPQ = 0 ve P2Q = 0 ise bu takdirde

(P+Q)° = Q" iz Q'(PP)*! + Xz (QP) 1P P
+P 27{:—01(QD)i+2Pi PT + PQT[ f;gQHl(PD)HB P
—PQPPP — pQQPp2P (3.5b)

olacaktir (Yang ve Liu, 2011).
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Eger Lemma 3.2 de Q matrisi bir nilpotent matris olarak alinirsa bu takdirde

QP = 0 ve Q™ = I olacaktir. Bu durumda asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.3 Eger P,Q € C}! olmak tizere Q matrisi nilpotent, t = ind(Q), PQP =
0 ve PQ? = 0 ise bu takdirde

(P+ Q)P =21 Q'(PPY* + LiZ1 Q'(PP)72Q (3.6)

olacaktir (Yang ve Liu, 2011).

Lemma3.4Eger A € C); olmak tizere T matrisi T = (‘2‘ 8) formunda ise bu takdirde
AP 0
D _—_
= (C(AD)Z 0) 3.7)

olacaktir (Meyer ve Rose, 1977).

Lemma 3.5 Eger S matrisi S = (g g) formunda ise bu takdirde
0 (BC)DB)
D =
S (C(BC)D 0 (3:8)

formundadir. Ayrica eger ind(BC) = r ise bu takdirde ind(M) < 2r + 1 olacaktir
(Cantral ve Ark., 2009).

Lemma 3.6 Eger A € Cy;, B € Cy;, ve E € C} olmak iizere Y ve Z matrisleri sirasiyla

Y = (g‘ Ig) veZ = (g 2) formunda verilmis olsun. Bu takdirde r = ind(A),s =

ind(E) ve
X = Zfz—(i)lA(i+2)D BEL'ETL' + A" Z:‘z—ol AiBE(i+2)D _ ADBED

olmak tlzere

Yb = (AOD ];(D) ve ZP= (b;) ;D) (3.9

olacaktir (Meyer ve Rose, 1977).

A B
C E
r = ind(A), t = ind(E) olsun. Eger BC = 0, BEC = 0 ve BE? = 0 ise bu takdirde

ind(M)<r+t+2ve

Lemma 3.7 A ve E kare matrisler olmak tizere M matrisi M = ( ) formunda ve
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Xk — E2D Zfz—il E(i+k)D CAiAn + ET Zilf;ll EiCA(i+k)D A2D
_ 3k FUDD AU+ D

olmak tzere

uP = (AD A3P(AB + BE) )

3.10
Xo EP 4+ E3PCB + X,(AB + BE) (3.10)

olacaktir (Dopoza ve Ark., 2010).

3.2 Ters Uggensel Matrislerin Drazin Inversleri

Bu kisimda oOzellikle N = (12 g) ve N = ([I\ g) formunda verilen ters

tiggensel matrisler igin bazi Drazin invers formiilleri gelistirilecektir. N matrisinin
Drazin inversi hakkinda tezin sonunda verilen kaynaklara bakilabilir. A¢ = AAP ve
A™ =] — A°® olmak lizere A°BC = 0 ve BCA™ = 0 varsayimlari altinda N matrisinin
Drazin inversi ile ilgili baz1 gosterimler Deng ve Wei (2009) tarafindan verilmistir.
Ayrica Deng (2010) BCA™ = 0 ve CAP B matrisinni tersinir veya sifir olmas sartlart
altinda N matrisinin Drazin inversi i¢in bazi formiiller gelistirmistir. Dopoza ve Ark.
(2010) ise APBCA =0, BCA™B =0 ve BCA™A = 0 sartlar1 alttnda N matrisinin

Drazin inversi i¢in bazi ifadeler elde etmislerdir.

Simdi A° idempotent olmak tizere 6zel bir ters tiggensel blok matrisin Drazin
inversi géz oniine alinacaktir. Bunun igin tekrar A¢ = AAP ve A™ = | — A® oldugunu

hatirlayalim. Bu durumda asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.8 A ve B ayni boyuttan kare matrisler olmak tizere eger A°BA® = 0 esitligi
saglaniyorsa bu takdirde
(AA‘" B)D _ (AD +BA3?  A?PB + BA4DB)
Ae 0 - AZD A3DB

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

. 2 . AA¢ B e .
Ispat. Oncelikle (Ae O) matrisini
AA® 0
AA¢ BY _ ., _ (I 1 0
(A‘" 0)_PQ_(0 0 1)(1‘?6 g) (3.11)
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seklinde parcalayalim. Bu durumda

@ = AA°, B = (AAS,0) y = (;’) ves = (: ’(3)) (3.12)

a .
olmak iizere QP = (]/ g) alalim. Bu takdirde 0 < i < 3i¢in §*' # 0 fakatj > 4 i¢in

57 =0 ve 6%y = 0 oldugu gosterilebilir. Ote yandan 6° = 0 ve 6™ = I oldugunu
gostermek i¢in Lemma 3.5 kullanilabilir. Ayrica 8% =0 ve S8y = 0 oldugunu

belirtelim. Bu takdirde Lemma 3.7 uygulanirsa

al = AP,  a3P(aB + By) =(4P, A?PB),

Xo=(BA)).  xoep+py) = (B4, BAP)

olmak tuzere

b (@ a®(aB+By)
(@P) ‘(Xo Xz(aB+BY))

yazilabilir. Buradan basit bir hesaplamayla

AZD AZD A3DB
(QP)?" = <BA4D BA*P BASDB>
A3D A3D A4DB
oldugu goriilebilir. Bu durumda Cline formiilii uygulanarak istenilen sonug elde edilir

ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Hatirlatma 3.1 A ve B ayn1 boyuttan kare matrisler olmak iizere eger A°BA® = 0

esitligi saglantyorsa, bu takdirde

AAe B iD B AP 4 BAG+2)D  A(+DDB 4 BA(i+3)DB)
(Ae 0) - ( AG+1)D Al+2)Dp ) (3.13)
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
. , ~_ (A B .
Teorem 3.1 A ve B ayni1 boyuttan kare matrisler olmak tizere N = ( | 0) matrisi

verilmis olsun. Bu durumda eger A°BA® =0, BA™B =0 ve BA™A =0 ise, bu
takdirde ind(A) =k ve

P =YL AIBAGTID 4 AP (3.14)

olmak tizere NP matrisi
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NP _( Y(I + A?PB) szDB>
~ \YAP(I + A?PB) A B

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Ispat. Bu durumda 6ncelikle N matrisini

- DG Drre

olarak parcalayalim. Bu takdirde pozitif bir i tam sayisi i¢in Q' = (A’?_l‘;lzn 8)
matrisini g6z Oniine alalim ve ind (Q) yu belirleyelim. k = ind (A) olsun. Bu takdirde
k nin A¥A™ = 0 olacak sekildeki en kiigiik pozitif tam say1 olacag goriiliir. Boylece
Q matrisi nilpotent olup k < ind(Q) < k+ 1 olacaktir. . s = ind(Q) olsun. Bu
durumda QPQ = 0 ve . PQ? = 0 olacag gosterilebilir. Boylece Lemma 3.3 den

NP = (P +Q)” = X, Q'PUVP + 57, Q'PU+2P @
— PD + PZDQ + 2.19;61 Qi+1p(i+2)D + Zf;& Qi+1P(i+3)D Q

oldugu goriilebilir. Bu durumda s —1<k<s ve her i >k i¢cin A'A" =0

oldugundan NP matrisi
ND — pD + PZDQ + Zl_(—ol Qi+1P(i+2)D + Zk—ol Qi+1P(i+3)D Q
1= =
bi¢iminde verilebilir. Buradan Lemma 3.8 ve Hatirlatma 3.1 birlestirilerek istenilen

sonucun saglandig1 goriiliir ve boylece ispat tamamlanmais olur.

Ayrica bazi sartlar alinda N matrisi ile ilgili a1k bir ifade verebilmek i¢in N
ve N matrisleri arasinda bir iliski verilebilir. Bu yolla literatiirde verilen bazi sonuglart

genellestirmek miimkiin olacaktir.
Teorem 3.2 A ve BC matrisleri ayn1 boyuttan kare matrisler olmak {izere olmak tizere

N = (? g) matrisi verilmis olsun. Bu durumda eger

A°BCA® =0, BCA™"BC =0veBCA™A =0
esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(A) = k olmak tizere

> WAPQ[(I + A2PBC)A + APBC]  pAPQ(I + A®PBC)B
= 2D 2D D 2D 2D (3.16)
CYAZPQ[(I + A2PBC)A + APBC]  CpA?PQ(I + AP BC)B
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olacaktir, burada
Y = Z{':ol ALBCAG+3)D 4 gD (3.17)
ve
Q=1+APBCY* L ABCAU+D + BC ¥k AIBCAGHDD (3.18)
dir (Zhang ve Ark., 2022).

Ispat. N matrisini

v=ro=(, 9 9 =

A BC
I 0
(QP)P matrisi ¥ (3.17) de verildigi gibi olmak iizere
L[ WU +APPBC)  pAPBC
@pP)" = ( D 2D 2D )
WAP(I + A2PBC) AZPBC

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda 1? = AP olup Q matrisi (3.18) de verildigi gibi

seklinde pargalayalim. Bu takdirde QP =( ) olacaktir. Teorem 3.1 e gore

olmak tuzere

YAPQ(I + A*PBC) ¢ADQADBC>

2D _
@)™ = (wAZDQ(I + A?PBC) APQAPBC

oldugu goriilebilir. Bunun sonucu olarak da istenilen sonug¢ elde edilir ve teoremin
ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.2 nin 6zel durumlar alarak asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug¢ 3.1 A ve BC matrisleri ayn1 boyuttan kare matrisler olmak iizere olmak {izere
N = (? IS’) matrisi verilmis olsun. Bu durumda eger APBCA =0, BCA™B = 0 ve
BCA™A = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(A) = k ve y matrisi (3.17) de

verildigi gibi olmak {izere

ND = YAP (4 + APBC) YAPB
~ \cya* @+ 4PBC) cyA*BC

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Ispat. BCA™B = 0 yani BCB = BCA®B oldugundan APBCB = 0 oldugu goriiliir.

Ayrica APQ = AP olacaktir. Bdylece istenilen sonug elde edilmis olur.
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Sonuc¢ 3.2 A ve BC matrisleri ayn1 boyuttan kare matrisler olmak iizere olmak tizere

N = (g g) matrisi verilmis olsun. Bu durumda eger A°BC =0, BCA™ =0 ve

BCA™A = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(A) = k olmak {izere

D D D
cal + )Aa® 4P + 0)A*PB
olacaktir, burada
A=Yl AIBCAGFSID (3.21)

dir (Zhang ve Ark., 2022).
Sonug¢ 3.3 A ve BC matrisleri ayn1 boyuttan kare matrisler olmak tizere olmak iizere

N = (é g) matrisi verilmis olsun. Bu durumda eger BCB =0 ve BCA=0

esitlikleri saglantyorsa, bu takdirde

D 2D 2D
ND_(A(I+A BC) A B) (3.22)

—\cA® U+ A*BC) cAPPB
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
Sonug¢ 3.4 A ve BC matrisleri ayn1 boyuttan kare matrisler olmak iizere olmak tizere
N = (A B) matrisi verilmis olsun. Bu durumda eger BC = 0 esitligi saglaniyorsa,

c 0
bu takdirde

D 2D
cA?® cAPB (3.23)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Simdi N = (A B) matrisinin Drazin inversi i¢in yukarida verilen

c 0

gosterimlerin bir uygulamasi olarak (3.2) de verilen M = (A

matrisini gdz onine
C E) &

alalim. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.3 4, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak {izere
M= (A B) ve N = (A B) matrisleri verilmis olsun. Eger

C E c 0
A®BCA® =0, BCA™BC =0, BCATA=0,BEC =0ve BE? =0
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esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) =71, ind(E)=s ve NP2,y ve O
matrisleri sirastyla (3.16), (3.17) ve (3.18) de verildikleri gibi olmak {izere

wo= (b O)se(0 O wan (! ¢ADQ(I+A2DBC)BE>
0 E™/“=0\0 E 0 CyA?PQ(I + A?’BC)BE

e (0 L) (4 B)

y (1 — (AY+BCYAPYAPQ[(I + APBC)A + APBC] —(AY+BCYAP)APQ(I + AZDBC)B)
—CyYAPQ[(I + A?PBC)A + APBC] I — CpAPQ(I + A2PBC)B

Ly (0 0 ) (A B)”l 0 —(Ap+BCyYAP)APQ(I + A*PBC)BE
=0\o EW3PJ\C 0 0 [I — CYAPQ(I + A*PBC)B]E

0 0 3.24

- (0 EPCypA2PQ(I + A2PBC)BE + E2PCyAPQ(I + AZDBC)BE) (3:24)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Ispat. Budurumda N = (‘2 1(3)) veQ = (8 g) olmak iizere M matrisi M = N + Q

yazilabilir. Bu durumda da

@=( Bwe=( 2

olacagindan Teorem 3.2 ye gore NP (3.16) daki gibi verilebilir ve

N = (1 — (AY+BCYAPYAPQ[(I + A*PBC)A + APBC]  —(Ayp+BCyYAP)APQ(I + AZDBC)B>
B —CyYAPQ[(I + A?2PBC)A + APBC] I — CYAPQ(I + A?PBC)B

olacaktir. Ote yandan NQN = 0ve NQ? = 0 oldugundan Lemma 3.2 ye gére istenilen
sonug elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.5 A4, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak iizere

_(A B _(A B Qo T < enr — T _
M= (C E) ve N = (C O) matrisleri verilmis olsun. Eger A°BC = 0, BCA™ =

0, BEC = 0 ve BE? = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) =, ind(E) =

s ve NP ve A matrisleri sirastyla (3.20) ve (3.21) de verildikleri gibi olmak iizere

p_ (I 0Y)ys-1(0 OY (i+1)D(1 A?PB + AAPBE )
M _(0 E”) l=°(o E)N 0 I+ C(AP + A)A?PBE

e (0 L) (4 B)
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o <1 — AC(AP + N)—BC(A?P + AAP)  —(Ayp+BCpAPYAPQ(I + AZDBC)B>
—c(A® + 1) 1-c(A” +0)A"B

Lyr-2 (0 0 ) (A B)"“ 0 —[I+AA+ BC(AP + A)AP1APB
=0\g EW3PJ\Cc 0 0 [l — C(AP + A)APBIE
0 0 3.25
B (0 EP[C(AP 4+ A)AP + EPC(AP + A)]ADBE) (3.29)
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Sonug¢ 3.6 A, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak {izere
_(A B _(A B c Jor verilm: Sor ACR( — T _
M= (C E) ve N = (C O) matrisleri verilmis olsun. Eger A°BC = 0, BCA™ =0
ve BE = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N)=r , ind(E)=s ve

NP ve A matrisleri sirastyla (3.20) ve (3.21) de verildikleri gibi olmak iizere

o= (0 Sy (@ 9w ez (0L On) (4 B

y <1 — A(A® + A)—BC(AP + A)AP  —[I + AA + BC(AP + A)AP]APB

—c(A” + 1) 1-c(A” +0)A"B ) (3.26)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
Sonu¢ 3.7 A, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak iizere

_ (A B _ (A B C . . _ _
M = (C E) ve N = (C 0) matrisleri verilmis olsun. Eger BCA =0, BCB =0,

BEC = 0 ve BE? = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) =7, ind(E) = s

ve NP ve A matrisleri sirasiyla (3.20) ve (3.21) de verildikleri gibi olmak {izere

MP = (1 0 ) fz—& (0 O)iN(i+1)D (1 A’PBE )

0 ET 0 E 0 I+ CA3°BE
r—1(0 0 \(A B i( A"—A*PBC ~A"B )
+Xiso (O E(i+1)D) (C 0) —CAP(1+ A?PBC) 1—CA?PB

r—2(0 0 YA B\'*! (0 ~APBE )
+Zi=0 (O E(i+3)D) (C 0) 0 (I — CAZD)E

0 0
B (0 EP(CAP+EP C)AZDBE> (3.27)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
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Sonuc 3.8 4, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak iizere

M = (g g) ve N = (é lg) matrisleri verilmis olsun. Eger BC =0 ve BE =0

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) = r ve ind(E) = s olmak tizere
p_ (I 0Y\ws1/0 O0\[ 42  42PB\"!
M= = (0 E”) £=0 (0 E) (CAZD CA3DB)

i 0(0 EU?l)D)(Z‘l gy(—éill’ 1—_21:51)3)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
Teorem 3.4 A, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak iizere

Mz(g g) ve Nz(zl, g) matrisleri verilmis olsun. Eger A°BCA®¢ =0,

BCA™BC =0, BCA™A =0, ECA=0 ve ECB =0 esitlikleri saglaniyorsa, bu
takdirde ind(N) =r, ind(E) = s ve NP, ve Q matrisleri sirastyla (3.16), (3.17)
ve (3.18) de verildikleri gibi olmak iizere

D = (1 — (AY+BCYAPYAPQ[(I + A2PBC)A + APBC] —(AY+BCYAP)APQ(I + AZDBC)B)
- —CYAPQ[(I + A*PBC)A + APBC] I — CypAPQ(I + A2PBC)B

0 \(A By
X Xis 0(0 ge) (¢ o)

s=1 pr(i+1)D 0 0 I s=2 pr(i+3)D . 0 0

+ iz N (0 E) (0 E”)+Z N (E(‘“)E”C 0)
D 2D D

_< ¢AZDQ(1+A2DBC)BEDC 0)_( OD 0) (3.28)
cpA?Pa(l + A*®BC)BEPC 0 EEPC 0

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Ispat. N ve Q matrisleri teorem 3.3. deki gibi olmak iizere QNQ = 0 ve QN? =0
oldugundan Teorem 3.2 ve Lemma 3.2 uygulanirsa istenilen sonug elde edilir ve

bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4 uygulanarak bazi varsayimlar altinda Mpar¢alanmis matrisinin

Drazin invers formiilleri ile ilgili olarak asagidaki verilebilir.
Sonuc 3.9 4, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak iizere

_ (A B _ (A B L o . _ _
M= (C E) ve N = (C 0) matrisleri verilmis olsun. Eger BCA = 0, BCB = 0,
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ECA = 0 ve ECB = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) =r,ind(E) = s

ve NP matrisi (3.22) de verildigi gibi olmak iizere

P = ( A™ — A?PBC —APBC )
~ \—CAP[(I + A*®BC) - CA*’B

A B 0 0
X Xz I(C O) (E(i+2)DC E(i+1)D>

s—1 pj(i+1)D 0 0 | s=2 pj(i4+3)D 0 0
+ iz N (0 E) (0 E")+Z N (E<i+1>E”c 0)
_ (—-A*PBEPC 0)_ aof 0 0
(CA3DBEDC 0 N (EEDC o) (3:29)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
Sonu¢ 3.10 A, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak

lizere M = (é g) ve N = (’2, g) matrisleri verilmis olsun. Eger A°BC = 0,

BCA™ = 0, ECA = 0 ve ECB = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) =1,
ind(E) =s ve NP ve A matrisleri sirastyla (3.20) ve (3.21) de verildikleri gibi

olmak tizere

uP = A™ — AA — BC(AP + A)AP  —(1 — AA + BC(4P + A)AP)APB
—CAP(1 + Q) I—-C(APB + A)APB

1({A B 0 0
X Yizo (C O) (E(i+2)DC E(i+1)D)

ZS 1N(1+1)D (8 g) (8 ET[) Zs ZN(1+3)D (E(i+8E1TC 8)

B (—(1 + AA + BC(4P + A)AP)APBEPC 0) _ 2D ( 0 0)

C(A°B+AAPBYEPC 0 EE°C 0© (3:30)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
Sonu¢ 3.11 A, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni1 boyuttan olmak

uzere M = (g g) ve N = (é g) matrisleri verilmis olsun. Eger A°BC = 0,

BCA™ = 0 ve EC = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) =r, ind(E) = s

ve NP ve A matrisleri sirasiyla (3.20) ve (3.21) de verildikleri gibi olmak {izere

MP = A™ — AA — BC(AP + A)AP —(1 — AA+ BC(AP + A)AP)APB
h —CAP(1 + ) I—C(AP + A)APB
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X Yo (é g)l (g E(i91)D>
+xzanaor (0 g)i (0 ) (3.31)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Sonuc¢ 3.12 A, E ve BC matrisleri kare matrisler ve A ve BC ayni boyuttan olmak
, _(A B _ (A B e 5 . _
tizere M = (C E) veN = (C 0) matrisleri verilmis olsun. Eger BC = 0 ve EC =
0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(N) = r , ind(E) = s olmak tizere

11.' D ~ i 0 0
= (‘éAD I-¢ (A[;4 +BA)ADB) %10 (Ig 1(3)) (0 E(i+1)D>

s=1 nyGrnp (0 0Y (0 0
tizo N (0 E) (0 E”)
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
Simdi yukarida verilen sonuglarin uygulandigi bazi 6rnekleri géz 6niine alalim.
[k olarak Teorem 3.2 nin sartlarinin saglandig: asagidaki matrisleri alalim ve MP

Drazin inversini hesaplayalim.

Ornek 3.1 4 x 4 tipinde A, B ve C matrisleri

0
_{0 _
A—1 ve C =

0

OO O
S OO O

0
0 _
o) B=
0

O NO O

0
0
0
2

S onNn O
S OO O
S oOow o
S Wo O
w oo o
S OO O

olarak verilsin. Bu durumda A% = 0 olacag agiktir. Ote yandan

0000
T _ ({0000
BCA™ = BC = 6000 =0
0600
ve
0000
TR — [ 0000
BCA™B = BCB = 0000 0
12000

oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica A°BCA® =0, BCA™BC =0 ve BCA"TA =0

esitliklerinin saglandig1 gortilebilir. Boylece Teorem 3.2 uygulanirsa
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o]

00000000
00002000
10000200

»_lo1000020]| _

N"=1t00000000]| =0

30000000
\03000000
00300000

oldugu goriiliir.

Ornek 3.2 Simdi de Teorem 3.3 ii uygulamak i¢in Ornek 3.1 de verilen 4,B ve C

matrislerini géz 6niine alalim ve E matrisi de

B OO O
(=l N R ]
o oo o

0
0
4
0

o

olarak verilsin. Bu durumda BC # 0 oldugu agiktur.

Ayrica BE? =0 ve BEC = 0 esitliklerinin saglanacag goriilebilir. Bu

durumda Teorem 3.3 e gore

00000000\

00002000

10000200
p_|l01000020]| _
M™=l00000000]| =9

30000000

03004000

00300400

oldugu elde edilir.

Ornek 3.3 Simdi de Teorem 3.3 i uygulamak icin tekrar Ornek 3.1 de verilen 4 x 4
tipindeki A, B ve C matrislerini gbz 6niine alalim. Ancak bu sefer E matrisini biraz

degistirelim ve

0000
{0000
E=l0000
1111

olarak verilsin. Bu takdirde E = E? = E¥ ve BE = 0 esitliklerinin saglandig1 kolayca

gosterilebilir. Dolayisiyla Teorem 3.3 e gére MP Drazin inversinin
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)

MP =

Socowoorod
cCwoorRr oo o
wWooc oo oo o
cococoocococoo
oo ocooN O
oo oo NO O
mocooNOO O
moo oo oo o

coocococoo
Woo oo o0 O
Woo oo o0 O
cocooo oo
oo oo oo o
oo oo oo o
h oo oo c0 O
R oo oo o

N
o~

oldugu elde edilir. Ote yandan M? = M* ve ind(M*) = 4 olup

1 0 00 0 0 0 0

/0 1 00 0 0 0 0\

| 0o 0 1 0 0 0 0 ol
Mi—| 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

00 0 0 0 0 1 0
—24-3 -3 0 -7 -7 -1 0

oldugu goriilebilir.

3.3 Ters Uggensel Matrislerin Drazin Inversi icin Baz1 Karakterizasyonlar

Bu kisimda A € C3, B € C}}, ve C € C}}! olmak lizere asagidaki sekilde verilen
M st ters liggensel blok matrisinin Drazin inversi i¢in bazi karakterizasyonlar

verilecektir:

N = (21 g) (3.32)

Bununa ilgili olarak éncelikle N? inversinin AP ve (BC)P inversleri cinsinden bazi
ifadeleri verilecektir. Daha sonra A matrisinin drazin inversi cinsinden MP? icin acik
ifadeler verilecek ve son olarak alisilmis invers i¢in bilinen bazi formiiller Drazin
inverslere genisletilecektir. Asagidaki teoremi vererek baslayabiliriz.

Teorem 3.5 N matrisi (3.32) formunda verilmis olsun. Bu takdirde eger ABCA™ = 0

ve AAP BC = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind (4) = r, ind(BC) = s ve EJ

r .
de 5 sayisuun tam kismi1 olmak tizere

_ (YA YB (BC)PDABC 0
NP = (cw chDB> * ( 0 C(BC)PD(A — BCAD)B> (3.33)

olacaktir, burada
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P = (AP)? + ¥3_,(BC)/ (BC)™T(AP)*2 + (1 - T) — (BC)"PABCA”

[ = ¥rzh AmBC(AP)™2,

l J ((BC)D)k+1A2kA7r (3.34)
dir (Zhang ve Ark., 2022).

Ispat. Budurumda M matrisini

V=@ D= (e D% Y

olarak yazalim. Q% = 0 olacag1 goriiliir. Ote yandan ABCA™ = 0 oldugundan P2Q = 0

olacaktir. Bu nedenledir ki
(P+ Q)" = 25" ((PQ) (PQ)™ + Q(PQ) (PQ)"PP) (PP
+ZiZo (((PQPYH'P + Q((PQ)P)*HH) PPFPT (3.35)
= X1+ X2)P + 00X, + X3)
yazilabilir, burada v; = ind(PQ), v, = ind(P?) olmak iizere
Xy = 0L (PQY (PQYT (PP Xy = BiZ (PQPY¥H PPPT (3.36)
dir. Ispatin devamu i¢in AAPBC = 0 esitliginden direkt olarak tiiretilen APBC = 0,

AP(BC)P =0, A™BC = BC ve A™(BC)P = (BC)P esitlikleri kullanilacaktir. Agikga

BCA™ 0
0 0

gore (BCA™)P = BC((A™BC)*)PA™ = BC((BC)*)PA™ = (BC)P A™ esitligi ve bunun

sonucunda da

goriiliir ki PQ carpimi PQ = ( ) olarak yazilabilir. Buradan Cline formiiliine

((PQ)P)r = (((BC): oA 8), k=1 (3.37)

elde edilir. Ayrica (BCA™)™ = I — BC(BC)P A™ yazilabileceginden

(PQ)™ = (I — BC(OBC)DAn (I))
(PQ)(PQ)™ = ((Bc)j(gc)”" 8) j>1 (3.38)
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oldugu goriiliir. Simdi PP yi elde edebiliriz. Oncelikle P nin ters iiggensel oldugunu
belirtelim. Bu durumda € = CAAP olmak iizere BCA™ =0 ve AAPBC =0
oldugundan P nin I (3.34) de verildigi gibi olmak tizere

b _ ((1 +DA> I+ r)(AD)ZB>
C(AP)? C(AP)3B

seklinde olacag goriiliir. Ote yandan tiimevarimla

. Dyj Dyj+1
(PP)) = (1+F)(A ) (I+1“)(A_) B i1 (3.39)
C(AD)]+1 C(AD)1+ZB
oldugu gosterilebilir. Ayrica gerekli hesaplamalar yapilarak
pT (A" -T -+ F)ADB)
~\—cAP I-C(4P)?B
k- k-
p2kpr — (AZ 1(A641r_1-A) A2 2(A%”—FA)B>’k > 1 (3.40)

oldugu gosterilebilir. (3.38) ve (3.39) ifadeleri (3.36) da X, i¢in verilen ifadede yerine

yazilirsa
ind(BC) = s ve A = ¥;23(BC)/ (BC)™T (A)¥
olmak iizere

_((+M)(AP)2 (I +A)(AP)3B
X1_< C(AP)3 C(AP)*B ) (3.41)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (3.37), (3.40) ve TA = BCAP + AT esitligi dikkate

aliirsa (3.36) da verilen X, degeri I', ® yukarida verildigi gibi olmak iizere

X, = (cb([ -1 - (OBC)DGJBCAD (BOP®(A — (BC + ngCAD)AD - <bFAD)B> (3.42)

oldugu elde edilir. Buradan ®A” = 0 oldugundan (3.41) ve (3.42) den vy (3.34) de

verildigi gibi olmak tlizere

Y (Y — (BC)P®BC)APB + (BC)DCDAB>

C(AP)? C(AP)*B (349

X1+X2:<

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.43) esitligi (3.35) de yerine yazilip (4P)? + A™p =

esitligi kullanilirsa istenilen sonug elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.
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Sonu¢ 3.13 N matrisi (3.32) formunda verilmis olsun.
(i) Eger ABC =0 esitligi saglaniyorsa, bu takdirde ind(A) =r, ind(BC) = s,
lz] ! ((BOY? ) g2k e P = ¥I6(BCY (BC)™T(AP)#*% olmak iizere

NP = (léj:z CI;JPZZB>

olacaktir.

(i) BCA™ matrisi nilpotent bir matris olsun ve ABCA™ = 0 ve AAPBC = 0 esitlikleri

lJ D\K+L ok m
saglansin. Bu takdirde ind(4) = r, ind(BC) =s,® = 3,2 ((BC)") A" A" ve
P = (AP)? + XIZ5(BC)/T(AP)H*2 olmak iizere

_ (YA YB
NP = (Cl,l) Cz,l)ADB) (3.44)

olacaktir.
(iii) Eger BCA™ = 0 ve AAPBC = 0 ise, bu takdirde ind(A) = r, ind(BC) = s, ® =
u ~,((BO) ) g2 am e Y = (I + I')(AP)? olmak iizere NP (3.44) de verildigi
gibidir (Zhang ve Ark., 2022).

Teorem 3.6 N matrisi (3.32) formunda verilmis olsun. Bu takdirde eger A"BCA = 0
ve BCAAP = 0 esitlikleri saglamiyorsa, bu takdirde ind(4) =r, ind(BC)=s
olmak iizere
ND = <AIZ; {/)li ) N (BCACTD(BC)D 0 )
Cy CAPYB 0 C(A — APBC)®(BC)PB
olacaktir, burada

= (A%)2 + X5_,(AP)H*2T(BC)Y/ (BC)™ + (1 - T)® — 4” BCAB(BC)®
= ¥nsoaP)™*2BcAn,
H AZkAn'((BC) )k+1

dir (Zhang ve Ark., 2022).

Teorem 3.7 N matrisi (3.32) deki gibi verilmis olsun. Eger BCAA™ = 0, BCA™B =0
ve APBCA = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind(4) = r olmak iizere
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ND=<¢A<1+<AD)2)BC w) (3.45)
cyd + (AD*BC cypAPB '

olacaktir, burada
P = (AP)? + XL AMBC (AP (3.46)
dir (Zhang ve Ark., 2022).

Ispat. Budurumda N matrisini

_(A By_( A B 0 0y ._
V=0 o)=(cawr o)*(ar o)=P+0
olarak yazahm. Q% = 0 olacag goriiliir. Ote yandan BCA"A =0 ve BCA™B =0
oldugundan PQP = 0 olacaktir. Bu nedenledir ki
N® = PP+ Q(PP)* + (PP)*Q + Q(P")*Q (3.47)

yazilabilir. Simdi PP yi elde edebiliriz. Oncelikle P nin ters iiggensel oldugunu
belirtelim. Bu durumda € = CAAP olmak iizere BCA®™ =0 ve AAPBC =0

oldugundan P matrisinin
P = (AP)2 + YL AMBC(AP)* veind(A) =1
olmak iizere

PP = <C£:b4ﬁ)2 C(;lplf;B)

seklinde olacag goriiliir. Ote yandan tiimevarimla

pyj _ (WAPYTE p(APY B |
(P )]_<C(AD)1'+1 C(AD)j+2B>’ =1

oldugu gosterilebilir. Ayrica gerekli hesaplamalar yapilarak

0 0 YAPBC 0
™ =(camy campars) 7= cmyspe o)

D _ 0 0
Q(P )3Q_(CA7T1/J(AD)ZBC 0)

oldugu goriiliir. Bu ifadeler (3.47) de yerlerine istenilen sonug elde edilir ve boylece

ispat tamamlanur.
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Sonu¢ 3.14 N matrisi (3.32) formunda verilmis olsun.
(i) Eger CAA™ = 0,CA™B = 0 ve APBCA = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde
Y (3.46) tamimlandig1 gibi olmak iizere
ND = ( pA( + (A% BC) B )
e’ a+@’Bey ca®)’s
olacaktir.

(i) CAA™ =0, CA™B = 0 ve APBC = 0 bu bu takdirde 1 (3.46) tanimlandig1 gibi

olmak tizere
WA VB
ND :< D 2 D 3 )
C(A”) Cc(A") B
olacaktir.
(i) CA™ = 0 ve AAPB = 0 bu takdirde ind(A) = r olmak iizere
+3
o[+ Shha"BC(4%) o
= 2
C(A") 0
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Teorem 3.8 N matrisi (3.32) formunda verilmis olsun. Bu takdirde eger AA"BC = 0,
CA™BC = 0 ve ABCAP = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde

ind(A) =rve = (4°)% + YL (4AP)"*2BCA™
olmak tizere

NP — <(1 +BC(ADYHYAD 1+ Bc(AD)2)$B>
CyY CAPYB
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).

Teorem 3.9 N matrisi (3.32) formunda verilmis olsun. Bu takdirde

p_[ O (BC)"B >=< 0 B(CB)"B )
N <C(BC)D —C(BO) A(BC)’B (€BYC —(CB)’cAB(CB)” (3.48)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(BCO)YTA(BC)PB =0, C(BC)PA(BO)™=0 (3.49)

(A(BC)” (BC)™B

C(BC)™ 0 ) nin bir nilpotent matris olmasidir (Zhang ve Ark., 2022).
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0 (BC)’B

D D D )matrisi verilmis olsun. Bu durumda
C(BC)” —c(BC)’A(BC)’B

Ispat. X = <

Nx (BC(BC)D (BC)”A(BC)DB>
0 c(BO)’B
ve
. < BC(BC)® 0 )
c(BO)®ABO)™ ¢(BC)"B
oldugu goriilir. Bu takdirde NX = XN olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.49)
esitliklerinin saglanmasidir. Buradan basit bir hesaplamayla XNX = X oldugu goriiliir.

Ote yandan (3.49) daki sartlar altinda

A(BO)™ (BC)”B) (350)

_ N2Y =
N—N°x (C(BC)" 0

oldugu gosterilebilir. Bunedenle N — N2X in bir nilpotent matris olmasi i¢in gerek ve
yeter sart (3.50) nin sag tarafindaki matrisin nilpotent olmasidir. Dolayisiyla X = N
oldugu goriiliir.

Simdi X i¢in verilen ifadeden ve (BC)PB = B(CB)? ve C(BC)? = (CB)Pc
esitliklerini de dikkate alarak (3.48) ifadesinde verilen MP nin (CB)P cinsinden ifadesi

tiiretilebilir. Bu ise ispati tamamlar.

Sonu¢ 3.15 N matrisi (3.32) formunda verilmis olsun. Bu takdirde eger (BC)"™A = 0
ve A(BC)™ = 0 esitlikleri saglaniyorsa MP Drazin inversi (3.48) deki forma sahiptir
(Zhang ve Ark., 2022).

Sonug¢ 3.16 A, B matrisleri kare matrisler olsun. Bu takdirde eger ABA™ =0 ve

AAPB = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde ind (A) = r, ind(B) = s olmak iizere

(A B)D_(IIJA+BDCDAB OB )
I 0/ -1 CBP®AB

olacaktir, burada
P = (AP)? + X5, (—=1)/*'B/B™T(A?)?/*2 + ®(1+T) — B’®ABA”

= ;;%)AnB(AD)TH_Z,

o = ZEJzO(_l)k+1(BD)k+1A2kATt
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dir (Zhang ve Ark., 2022).
Sonuc 3.17 A% = A olmak iizere N matrisi (3.32) de verildigi gibi olsun. Bu takdirde
eger BCA™B = 0 ve ABCA = 0 esitlikleri saglaniyorsa, bu

»_ [ (A+BC)* (A+BC)B
~\C(A+BC)?> C(A+BC)B

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022).
3.4 Ters Uggensel Matrisin Drazin Inversi icin Bazi Sonuglar

Bu kisimda A € C%}, B € C}}, ve C € C}it olmak iizere asagidaki sekilde verilen

M ters tiggensel blok matrisinin Drazin inversi i¢in bazi yeni gdsterimler verilecektir.

A B
N=(C O)E(cgm (3.51)

Bunun i¢in o6ncelikle B matrisinin singiiler deger ayristmini tekrar verelim. Bu

durumda r = r(B) ve A€ Cy. olmak iizere

uBv: = (5 7)

0 o (3.52)

olacak sekilde U € C} ve V € CJ} iiniter matrislerinin mevcut oldugu bilinmektedir.

B® =] — BBT ve BZ = I — BTB gbsterimleri verilsin. A;, C; € C olmak iizere

* Al AZ * Cl CZ)
UAU _(A3 A4), VAU _<Cg C (3.53)

oldugunu varsayalim. Bu takdirde
N = ®Nd*, MP = d(N)P P~ (3.54)

yazilabilir, burada

A, A A, O

_ (¢ 0 ¢ o0
N=|2 o 4 o (3.55)

C: 0 C, O

olup

I 0 0 O

_U* 0N[O0O O I 0

CD_(()V")OIOO

0O 0 0 I
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matrisi bir initer matristir. Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.10 N matrisi (3.51) formunda verilsin. Eger r(BCB) = r(B) ve B =1 —
BB olmak iizere B*AB = 0 ise bu takdirde

ND = ( F E )
Bt + BZCEBY + BZCF? —B%CEBYAE — BTAE

+ (B(Z)C 8) Y (LI?:T —BEAE) + (BZICF BZC(Z'? + DY+ (BgC 8) ye

dir, burada E = (BTBCBBN)T , F = (B4)?, | = ind(B®A) ve

v =%z (

0 E )i+2 BBTA(BQA)i(BQA)”BQ 0
Bt —BTAE BTBC(B®A)!(BLA)™BY 0

. ( ECF O)
BTAF — BYAECF 0
seklindedir (Bu ve Ark., 2013).

Ispat. BYAB = 0 ve r(BCB) = r(B) oldugundan (3.52) ve (3.53) ifadeleri dikkate

alimrsa A3 = 0 ve C; matrisinin tersinir oldugu gbriiliir. Ote yandan (3.55) e gore M

A, A A
AO = (Cl O Cz> ve BO == (C3 O C4)
0 0 A,

olmak tizere

A, A A, 0

_ e 0 ¢ oo\ 4 o0 (0 o>__~ _

N=14, 0 4, 0 =(¢ o)t B, 0) =ATE
C; 0 C, 0

olarak parcalanabilir. Bu durumda Lemma 3.4 uygulanirsa
“o _ (Ao 0\’ AIND 4 B((A\D)2
WP =(5 o) =@ +BCA, (356)
o O
oldugu goriiliir. Simdi A, matrisini

_ A A _ A, _
Ny = (cl 0)’ Nz = (Cz) ve Ny = Ay

olmak tlizere
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A, A A,
N, N
AO=(C1 0 C2>=:<01 NZ)

0 0 A, 4

seklinde pargalayalim. Bu durumda C; tersinir oldugundan N; de tersinir olacaktir. Bu

durumda Lemma 3.5 uygulanirsa | = ind(N,) ve
X = QILS(NT D2 N, NEINF — NTIN, NP

olmak tzere

=M XY
% Lo NP

oldugu goriilebilir. Buradan da
N X 0
o (A, 00 [
0 0 0
elde edilir. Bu durumda (3.54) ve (3.56) esitliklerinden
NP = ®(N)Pd* = & (A)Pd* + ®(B)((A)P)?d* (3.57)

yazilabilir. Ote yandan ®(A)P ®* ifadesini

_ NTEX 0 .
o(@Pe =0 o NP 0]|® =N, +X+N, (3.58)
0 0 O

olarak yeniden yazalim, burada

~ PPN N, NG S
X =3l25(Ny) " Ny(N,) N, — Ny NN, (3.59)
. N 0O O . 0 N, 0 _ 0 0 0
N=® o o o0 ¢*,N2=CD<0 0 0>CD*,N4=<D 0 N, 0],
0 0 0 0 00 0 0 0
o 0 0 o0 0 0 o0
N4=CD(O (N,)P o)qa*, N4:CD<0 (N)™ 0)(1)*
0 0 0 0 0 0

seklindedir. Bu takdirde basit hesaplamalarla kolaylikla gosterilebilir ki E =
(BTBCBB™)t, F = (B®A)P olmak iizere

— (0 E = _(BBYAB® 0\ ~ _(B%4 0
Ny = (BT —B*AE)’ Nz = (BTBCBQ o)’ N _( 0 0)
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G G

seklindedir. Ote yandan B®AB = 0 oldugundan (B®A)P = (BLAB®)P olacaktir.
Elde edilen bu ifadeler (3.58) deki yerlerine yazilirsa

F E

W = (g1 _pisg

)+Y
oldugu goriiliir, burada [ = ind(B®A) ve

v = 1_1(0 E )i+2 BBTA(B®A){(B®A)"B® 0
— ~=0\Bt —BYAE BYBC(B2A)' (B®A)"B* 0

B (BTAF ECBFTAECF 3)

dir. Benzer sekilde

®(B)Pd* = (BQC 8) (3.61)
ve
cb(é)((A)D)an* = O(B)P*P(A)Pd*d(A)P P (3.62)

yazilabileceginden (3.60) ve (3.61) ifadeleri (3.62) de yerlerine yazilirsa

O(B)(4)")?e" = (Bg(] 8) Y(;* —BEAE) + (BZICF BZC% + )Y

0 0 2 0 0
¥ (BZC 0) e (BZCEBT + BZCF? —BZCEBTAE) (3.63)

oldugu goriiliir. Boylece (3.60) ve (3.63) ifadeleri (3.57) deki yerlerine yazilarak

ND = ( F E )
Bt + BZCEBY + BZCF? —B%CEBYAE — BTAE

+ (B(Z)C 8) Y (gf —BE;AE)

I 0 0 0\ 2
* (BZCF B%CE + 1) v+ (BZC 0) Y
oldugu elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

A

B C e
c 0) matrisi i¢in Teorem 3.10 dan

C = B* olmas1 6zel durumunda N = (

asagidaki sonug elde edilebilir.
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A

Sonug 3.18 N = (/) g) matrisi verilsin. Eger B2AB = 0 ise bu takdirde

. i+2 ,
N =it O (BT (BB*A(B“A)‘(BQA)”BQ 0)
Bt —BtA(BHT 0 0

(B2A)° (Bt
+<B’r +BTA(BQA)D —BTA(B*)T> (3.64)

olacaktir, burada [ = ind(B®A) dir (Bu ve Ark., 2013).

Sonug 3.18 den asagidaki sonug kolaylikla elde edilebilir.

A

Sonu¢ 3.19 N = (B

% ) matrisi verilsin. Eger (B*)®A = 0 ise bu takdirde

p_( O Bt ) ( I 0)
N" = ((B*)* —(B)YABT)\(BOTA(B)® 1 (3.65)
olacaktir (Bu ve Ark., 2013).
Teorem 3.9 da verilen gosterimi agiklamak icin bir 6rnek verilebilir.

Ornek 3.4 N matrisi

103 1 -1
0 20 0 0

A B
N=(z o)=|-103 1 -1
05 0 25 0 0
05 0 05 0 0

olsun. Burada
-1 0 3 1 -1
A= 0 2 0}),B=1l0 0
-1 0 3 1 -1

c=(gs o c2)

ve

seklindedir. Bu durumda gerekli hesaplamalar yapilirsa

-05 0 05
0 0 0
Y=1 -05 0

025 0 -0.25

0 0
0 0
0.5 0 0
0 O
-025 0 025 0 O

oldugu gosterilebilir. Buradan da Teorem 3.9 kullanilarak
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—0.5 0 05 05 -05

NP =] —05 0 0.5 05 —-0.5
1.5 0 0 -1.5 1.5
0.5 0 0 -—-05 0.5
elde edilir.

Bu kismin devaminda N = (g g) ve N = (‘;1 lg) bigiminde verilen ters

licgensel matrisler i¢cin bazi Drazin inversleri i¢in bazi yeni sartlar altinda bazi
formiiller gelistirilecektir. NP Drazin inversin gosterimlerini ortaya koymak icin ilk
olarak A3B = 0, BAB = 0 ve BA?B = 0 sartlar1 alinda N matrisinin Drazin inversi

elde edilecektir. Bununla ilgili olarak asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.11 A ve B aymi boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

4 B) matrisi verilsin. Eger

ind(B) = solsunve N = (1 0

AB=0,BAB =0 ve BA’B=0

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde

2pD D
ND_<E1 A’B +BB) (3.66)

- \E; ABP
olacaktir, burada
E, = ABT Zfz—élBiA(Zi+2)D + A2B™ Z.isz—(i)lBiA(Zi+3)D + BT Zf;(}BiA(ZH-l)D
2 lEJ i+1)D p2i—1 Irl i+1)D p2i lzJ iD A2i—1
+A2 Y2 BUHID A2t g g3z BUAID A2 g 4 Fi2 BID 4271 g
—A%2BPAD — 24P
E; = BT Zf;&BiA(ZH_Z)D + AB™ Zf;&BiA(2i+3)D + A2BT Zf;&BiA(2i+4)D
+2££=JOB(i+1)DA2l’ AT +AZ££=JOB(i+1)DA2i—1 AT +A2 Z?:IOB(H-Z)DAZL. AT

—ABDAD _AZBDAZD _ ZAZD
dir (Zhang ve Ark., 20223).

Ispat. Ispat igin 6ncelikle N2 matrisini
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zz(Azjl-B ABB)z(,;llz 8)+(lg ABB):=P+Q

=2

seklinde parcalayalim. Bu durumda Lemma 3.6 ya gore

P D o= )

oldugu goriiliir. Bu takdirde

re D o=

yazilabilir. Ote yandan n > 1 igin

=l Q) ve on= (5 AT

ve

(2n)D nD nD
np _ [ A 0 np _ (B AB
P = (A(Zn—l)D 0) ve Q™ = ( 0 Bnp )

oldugu tlimevarimla gosterilebilir.

Ayrica ind(A) =r ve ind(B) = s oldugundan r ve s sayilart sirasiyla
A"A™ = 0 ve B’B™ = 0 olacak sekildeki en kiiglik pozitif tam sayilardir. Bu nedenle

herhangi bir negatif olmayan r tamsayisi igin
r r T
r—z<zf-1sr-1r-1<2f<rver<zff+1<r+1

esitsizlikleri gerceklenir.

Ote yandan i > 1 olmak iizere

ipT A2i 0) AT 0 _( AZiATt 0)
P*P" = (AZi—l 0 (_AD 1) - AZi—lATt 0

ve

B! ABi)(B” —ABe)z(B"B” ABiB”)

inm —
e (0 Bt /\0 BT 0 BB™

olacaktir. Dolayisiyla ind(P) = EJ ve ind(Q) = s oldugu goriilir. Bu durumda

Lemma 3.2 nin P2Q = 0 ve QPQ = 0 varsayimlari saglandigindan (3.5b) deki gibi

asagidaki terimler hesaplanabilir:
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Q"X Q' PP

B BT Zf;(}BiA(Zi+2)D + AZ?‘;IIBiA(Zi+3)D — AB® Zf;&BiA(2i+3)D 0
- BT ZS—& BiA(2i+3)D 0 !
i=

Z!g:JO Q(i+1)DPiP7r

ZiiOB(l+1)DA21AT[ + A Zizle(l+1)DA21—1A7r — ABP AP ABD

BT 2?:]1 B(i+1)DA2iATE 0
)2 ZEJO Q(i+2)DPiPrL'

_ A2 ZFJO B(i+2)DA2iATL' 0

A ZEJO B(i+2)DA2iAn + A2 2@1 B(i+2)DA2i—1A7t — A2B2D gD p2R2D

PQﬂ: f;g Qi+1p(i+3)D

A2BT™ 25—12 Bi+1A(2i+6)D 0
— =
- <AB7T Z?z—gBi+1A(2i+6)D + A2BT Zf;gBi+1A(2i+7)D 0) !
2pD p2D
¢ ABPA?P + A2BP A3 0
ve
2 D p4D
p DP2D=< A°BB”A 0).
Q¢ ABBP A*P + A2BBP AP 0

Bu durumda elde edilen bu ifadeler (3.5b) esitligindeki yerlerine yazilirsa

2D p_ (& 3)
N = (P+ Q)" = (}/ s
elde edilir, burada
a = BT Zf;&BiA(ZH-Z)D + AZ?;%BiA(ZH-S)D

—AB® Zf;& BiA(2i+3)D + A2B™ Zf;g Bi+1A(2i+6)D

+A Z?:JO B(i+1)DA2i—1ATL' + A2 Z?:L B(i+2)DA2iA7T + ZEJl B(i+1)DA2iATL'

i=

—A*BP AP — A2BBP AP — ABP AP,
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B = ABP,

y = BT Zf;(}BiA(ZH-g)D + ABT Zf;lzBi+1A(2i+6)D + AZBTI: Zf;g Bi+1A(2i+7)D

H i+1)D f2i—1 H i+2)D A2i 2 H i+2)D A2i—1
+ 32, BUrDp2im1gT 4 g3z BUADD g2iAT 4 g2 372 BIH2)D f2i-1gm
_ABDAZD _AZBDA3D _ABBDA4-D _AZBBDASD _AZBZDAD _ BDAD
8§ = BP + A%B?P
olacaktir. Buradan N? = NN?2P matrisi hesaplanirsa
— E, E
ND — ( 1 3)
E; E,
elde edilir, burada E;, E,, E; ve E, matrisleri

El = AB™ ngllBiA(ZH_Z)D + A2 Zfz—llBiA(Zi+3)D — A2RBe Zf;(}BiA(ZH_B)D
+BT™ Zf;(} Bi+1A(2i+3)D + A2 2?:]1 B(i+1)DA2i—1ATL' + Z!gzll BiDAZi—lATt

F] i+1)D p2i 2pD gD D
+A Y2 BUHDD Q2T — A2BPAP 4 BeAP
E, = A’B” + BB",

E3 — BT 21;3 BiA(2i+2)D +A Z?z—llBiA(Zi+3)D — AB® Z?;éBiA(ZH-S)D
+AZBTT Zf;(ﬁ)l Bi+1A(2i+3)D +A Z?zll B(i+1)DA2i—1ATL' + A2 Z!gzjl B(i+2)DA2iA7T

+ ZEJ B(i+1)DA2iATL' — A2BDP A2D _ A2BRBD A4D _ pABDAD
i=1 '
E, = ABP

seklindedir. Bu durumda karsilik gelen toplamlarin alt ve {ist sinirlar1 uygun bir sekilde

diizenlenerek istenilen sonug elde edilir ve bdylece de ispat tamamlanir.

Direkt olarak gerekli hesaplamalar yapilarak Teorem 3.11 den agagidaki sonug
kolaylikla elde edilir.

Sonu¢ 3.20 A ve B aymi boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

A

ind(BC) =solsunve N = (I

g) matrisi verilsin. Eger A2B =0 ve BAB =0

ise, bu takdirde
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. (E, BBP
ND=< ' ) 67
E; ABP (3.67)

olacaktir, burada
E, = ABT Zf;(}BiA(ZH_Z)D + BT Zf;gBiA(ZH_l)D
H i+1)D 72i H iD 2i—1 D
+A Y2 BUTDPAZ AT 4 32 BID A1 AT — 4
E3 = BT Zf;&BiA(ZH-Z)D + AB™ Zf;gBiA(2i+3)D

FJ i+1)D p2i FJ i+1)D p2i—1 D 4D 2D
+ 3.2, BUrIPA AT 4 A3 2 BUHDD Q21 AT — ABP 4P — 4
dir (Zhang ve Ark., 20223).

N matrisinin Drazin inversinden yararlanarak N matrsinin Drazin inversi i¢in

yeni bir ifade asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 3.12 A ve BC ayni boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

A B) matrisi verilsin. Bu durumda eger

ind(BC) =solsunve N = (C 0

A3BC = 0,BCABC =0 ve BCA*BC =0

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde

F, F.
D _ 1 3
N ‘<F3 F4> (3.68)

olacaktir, burada
Fy = ABOY" ZiZ5(BO APHDP + A% (BO™ £iZ5(BC)Y' APHP

_l_(BC)n: f;é(BC)iA(ZHl)D + A2 ZEIO(BC)(HZ)DAZHl AT

+A ZEJO(BC)(HDDAZi AT + ZlEJO(BC)(Hl)DAZHl AT _AZ(BC)DAD _ ZAD,

i:
F, = A(Bc)n Zf;&(BC)iA(ZiH)D + (BC)” Zf;&(BC)iA(ZHZ)DB
+A2(BC)7T Zf;&(Bc)lA(2l+4)D +AZ£E=JO(Bc)(i+1)DA2i—1 A"B
5 H 4+ 2\D 42 [IJ DD r2i
+AT YL o(BC)(l+ A ATB + 22 o(BC)(Hl) At A™B
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—24%PB — A%2(BC)PA?PB — A(BC)P APB,

F3 = CABO)™ LiZg(BCO) ARHIP + €A F3Z3(BC) (BC)TAHHP
+C(BC)7I Zf;&(BC)iA(ZHZ)D +C leiIO(BC)(Hl)DAZiATt

+CA Z?:JO(BC)(HZ)DAzHl AT + CA? ZEJO(BC)(HZ)DAZiAT[
—CA(BC)PAP — CA*(BC)PA?P — 2¢A?P,

Fy = CA(BC)" $35(BC)' AP B + CA Y325 (BC) (BC)"AZ+9)PB
+C(BC)™ ls;&(BC)iA(Zi+3)DB +C ZEL(BC)(Hl)DAZi_l A™B

+CA ZEIO(BC)(”Z)DA” A"B + CA® ZEIO(BC)(”Z)DAZi‘l A™B
—2CA3PB — C(BC)PAPB — CA(BC)PA%PB
—CA2(BC)?PAPB — CA%(BC)* A3PB
dir (Zhang ve Ark., 20223).
Ispat. P ve Q matrisleri
v=( O §)=ro

ile tanimlanmis olsun. Bu durumda

or=(4 %)

olacagindan Teorem 3.11 uygulanirsa
A u
D _
(QP) - (U f)
elde edilir, burada ind(A) =r, ind(BC) = s olup

A= ABC)™ 3H(BC) ARHDD 4 A2(BC)™ ¥5-H(BC)IARI+3)D

_l_(BC)n f;é(BC)iA(ZHl)D +A2 leE:IO(BC)(HZ)DAZi—l AT

+A ZIEJO(Bc)(i+1)DA2i AT + ZlEJO(Bc)(i+1)DA2i—1 AT — AZ(BC)DAD _ ZAD,

i= i=
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u = A*(BC)P + BC(BC)?,

v=(BO)™ Zf;g(BC)iA(ZHZ)D +AZ(BC)”Zf;g(BC)iA(ZiH)D
+A(BC)™ ls;é(BC)iA(ZiH)D +leE=IO(BC)(i+1)DA2iAn

+A ZEJO(BC)(Hl)DAZi—l AT + A2 ZEJO(BC)(HZ)DAZi AT
—A(BC)PAP — A2(BC)P AP — 242D,
¢ =ABOP
seklindedir. Bu durumda Cline formiiliine gore

A2A+ WA + Au + pé A’B + uvB )

3.69
CuAA + CévA + Cou + CE% CuvAB + CéuB (3:69)

NP = P(oP)?Q = (
yazilabilir. Buradan direkt hesaplamalar yapilirsa
§ =0,
pus =0
12 = A(BC)”Z?;&(BC)"A(ZH'”D + A2 Zf;&(BC)iA(ZiH)D
—A2(BC)® $5ZX(BC)IARHDD 4 42 3571+ (BT ARIHHD g

+A ZEIO(BC)(”l)DAZi‘l A" — A(BC)P AP — A*(BC)PAPP — (BC)A?P,
= A2 Zizzo(BC)(HZ)DAZlAn + Zizzo(BC)(Hl)DAZlAn 1

Au = A(BC)P,

vd = A(BO)™ XiZ3(BC)I AP + A2 331 (BC) (BC)TARHSP

+(Bc)7'[ Zf;&(Bc)lA(Zl+3)D + Z?zJO(BC)(H-l)DAZi_l AT
2 lIJ i+2)D p2i—1 3D D 4D
+A% Y2 (BC)WH2Pg2i=1 gm — 2430 — (BC)PA

—A(BC)PA?P —A%2(BC)?P AP — A%(BC)P 43P,

v = (BC)P + A%(BC)?P,
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SZU — AzlliJO(BC)(H_Z)DAZi AT

oldugu goriiliir. Elde edilen bu ifadeler (3.69) esitliginde yerlerine yazilirsa istenilen
sonug elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.21 A ve BC aym boyuttan kare matrisler olmak lizere ind(A) =r ve

4 B) matrisi verilsin. Eger A2BC = 0 ve BCABC = 0

ind(BC) = solsunve N = (C 0

ise, bu takdirde

F, F.
ND=<F; Fz) (3.70)
olacaktir, burada

F1 — A(BC)” Zf;&(BC)iA(ZHZ)D + (BC)” Zf;&(BC)iA(ZHl)D

+A Z 2=0(BC)(1+2)DA21+1 AT

i
+A ZEIO(BC)(HDDAZi AT + ZEJO(BC)(HDDAZHl AT _AD’
F, = A(BC)™ £iZ5(BC)' ACH*3PB + (BC)™ ¥iZ5(BC) A2 B
+A ZEJI(BC)(Hl)DAZi_l ATB + ZEJO(BC)(HDDAZL' ATRB
—A(BC)PA*PB — A*PB,
Fy= C(BC)” Zf;&(BC)iA(Z”Z)D + CZEJO(BC)(i‘LDDAZiA”
ve
Fy=C(BO)™ X3 (BC) AR H3IP B 4 ¢ zEl(BC)UH)DAZi-l A™B — C(BC)PAPB
dir (Zhang ve Ark., 2022a).

Sonu¢ 3.22 A ve BC aymi boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

A B) matrisi verilsin. Eger A2B = 0 ve CAB = 0 s,

ind(BC) = solsunve N = (C 0

bu takdirde
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=@ )

olacaktir, burada

Fy = A(BO™ LiZg(BO) AP + (BO)™ EiZ5(BC) ABHDP
+A ZiiO(BC)(Hl)DAZl AT + ZiiO(BC)(Hl)DAZHl AT —AD,
F3 — C(Bc)n' Zf;&(BC)iA(ZH-Z)D + CZF:JO(BC)(H-DDAZL' AT

dir (Zhang ve Ark., 2022a).

Sonu¢ 3.23 A ve BC aym boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

A B

ind(BC) =solsunve N = (C 0

) matrisi verilsin.
(i) Eger ABC = 0 ise, bu takdirde

XA XB
NP = (CX C[XAP + (BC)P (XA — AD)]B>

olacaktir,
(ii) Eger AB = 0 ise, bu takdirde

ND = ()C{; (BCO)DB>

olacaktir, burada

X = (Bc)n' ngé(BC)lA(ZH-Z)D + ZFJO(BC)(i+1)DA2i AT

dir (Zhang ve Ark., 20223).

Simdi bazi yeni sartlar altinda ters ticgensel blok matrislerin Drazin inversleri

A B
C E

Drazin inversleri i¢in ¢esitli gdsterimler elde edilecektir.

icin yukarida verilen formiilleri uygulayarak M = ( ) tipinde verilen matrislerin

Teorem 3.13 A ve BC ayni boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =
(A B

c 0), ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger

BEC =0, BE> =0, A*BC =0, BCABC =0, BCA*BC =0
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A B
C E

F,,n = 1,2,3,4 ler (3.68) tanimlandiklar1 gibi olmak tizere

MD=((I) Eon) f;é(g g)iN(”)D

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde M = ( ) matrisinin Drazin inversi N° ve

4 r_l(o 0 )Ni ((BC)" — F,A—A*(BC)® —F,B )
=0\ EG+DD —F3A — CA(BC)P I —F;B

'y D Yl Y

.00 i+1(0 F,BE )
+ Li=o (0 E<i+3>D)N 0 (I-FB)E

0 0
B (0 EDF4E+E2DCF2E) (3.71)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022a).

Ispat.Q = (8 g) veN = (zl, g) olmak lizere M = N + Q yazilabilir. Bu durumda

Teorem 3.12 kullanilarak N? nin (3.68) de verildigi gibi oldugu ve dolayistyla N™ nin

N = (1 —~FA-FC -FB )
“\-FRA-FC I-FB

seklinde oldugu goriilebilir. Bunun sonucu olarak
F,C = A*(BC)? + (BC)PBC ve F,C = CA(BC)P
esitlikleri dikkate alinirsa

N = <1 — F1A— A*(BO)? — (BC)PBC  —FyB )
B —F3A — CA(BC)P I —F3B
yazilabilir. Ote yandan NQN = 0 ve NQ? = 0 oldugundan ispatin geri kalan kismi

Lemma 3.2(i) nin bir sonucu olacaktir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonuc¢ 3.24 A ve BC ayni boyuttan olmak iizere A,E ve BC kare matrisler, N =
(21 g)» ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger BEC =0, BE* =0, A*BC =0
A B
C E

1,2,3,4 ler Sonug 3.21 de tanimlandiklari gibi olmak {izere

ve CABC = 0 ise, bu takdirde M = ( ) matrisinin Drazin inversi N’ ve E,,n =
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O

. T _ —_
N L‘&(O 0 )Nl ((BC) F,A FlB>

0 EgU+DD —F;A I —F;B
+() D)z Q) wer () ) (3.72)

) v 0 o) (8 oo
=0\ EG+3D 0 (I-F;B)E 0 EPF,E+E?°CF,E
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022a).

Sonu¢ 3.25 A ve BC ayni boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =
(A B

p 0), ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger BC = 0, BE? = 0 ve BEC = 0

A B
C E

wo= (0 O)s(S 9 (M AvE)T
+2i- 0(0 E(191)D>Ni(_é29 I__?ZEDB)
i i+1

t(o gz 9 (G o) (9

0 1 (0 —APBE
+ 21 =0 (O E(l+3)D> N** (0 (I — CAZDB)E)

ise, bu takdirde M = ( ) matrisinin Drazin inversi

0 0
- (0 EDCA3DBE+E2DCA2DBE) 3.73)
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022a).

Sonu¢ 3.26 A ve BC ayni boyuttan olmak ilizere A,E ve BC kare matrisler, N =
(‘2 g); lnd(N) =rVve lnd(E) = s olsun. Eger CAB = 0’ AZB — 0’ BE2 — 0 ve
A B
C E

matrisleri Sonug 3.22 de verildikleri gibi olmak iizere

me = (L ) s O)iN““)D

BEC =0 ise, bu takdirde M =( ) matrisinin Drazin inversi F;,F; ve NP

0 E™ 0 E
0 ((BO™—-FA —FB
+2iZo (0 E(l+1)D) N* ( —F,A I — F3B)
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+(o g0ZE(g g)i"’“”“’ (o 2) (3.74)

3} o (TR svadernn)
i=0\g EU+3)D 0 (I-FB)E) \0 E? C(BC)’BE

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022a).

Sonuc 3.27 A ve BC ayni1 boyuttan olmak iizere A, E ve BC kare matrisler olsun. Eger

A B

ABC =0, BE = 0ve BC = 0ise, bu takdirde M = (C E) matrisinin Drazin inversi

X matrisi
X = (BO™ ¥325(BC)IARH2D ¢ leiJO(BC)(”l)DAZi A" (3.75)
seklinde olmak tizere

o — (XA XB )

CX C[XAP + (BC)P (XA — AP)|B (3.76)

formundadir (Zhang ve Ark., 2022a).

Sonug¢ 3.28 A ve BC ayni1 boyuttan olmak {izere A, E ve BC kare matrisler olsun. Eger

A=0veE =0ise, butakdirde M = (‘21 g) matrisinin Drazin inversi
0 (BC)PB
MP = ( ) 3.77
C(BC)D 0 ( )

formundadir (Zhang ve Ark., 2022a).

Asagidaki formiil Teorem 3.13 {in bir degisik versiyonudur ve ispat1 da benzer

sekilde yapilabilir.

Teorem 3.14 A ve BC ayn1 boyuttan olmak iizere A, E ve BC kare matrisler, N =
(A B

c 0), ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger

ECA =0, ECB=0, A3BC =0, BCABC = 0ve BCA’BC =0

A B .. ]
matrisinin Drazin inversi NP v
; E) atris a ers e

F,,n = 1,2,3,4 ler (3.68) tanimlandiklar1 gibi olmak iizere

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde M = (

o = gizaneroe (O Oy (1 0y pypayasn (0 0)
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+ ((BC)” — FA—A*(BC)®  —F,B >2T—1Ni (- 0 0 )
—F3;A — CA(BC)P I — F;B) “=° p+2)pc  pG+1)D

F,EPC 0) aof( 0 0
(F4EDC 0 N (EEDC 0) (3.78)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022a).

Ispat. Bu durumda Q ve N matrisleri Teorem 3.13 iin ispatinda verildikleri gibi
olmak lizere QNQ = 0 ve QN? = 0 esitlikleri saglanir. Dolayisiyla Teorem 3.13 iin
ispatinda oldugu gibi Teorem 3.12 ve Lemma 3.2 nin (i) sikki kullanilarak istenilen

sonucun saglandigi gosterilebilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.29 A ve BC ayni boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =
(A B

c 0), ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger ECA =0, ECB =0, A’BC =0

ve CABC = 0 ise, butakdirde M = (A B) matrisinin Drazin inversi N? ve E,,n =

C E
1,2,3,4 ler Sonug 3.21 de tanimlandiklar1 gibi olmak tizere

o = pmpneon (O Oyl 0y sezyon (0 O)

= 0 E/\0 ET EYE™C 0
(BCO)™ —F,A —F,B \<yp_1.i{ O 0
+ < —F3A ] — F3B> 2?:0 N! (E(i+2)DC E(i+1)D)
F,EPC 0) w( 0 0
<F4EDC o) =V (zgoe o) (3.79)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022a).

Simdi yukarida elde edilen sonuglarin agiklandigi bir 6rnek verilebilir. Bu

ornekte A, B, C ve E matrisleri Teorem 3.12 nin varsayimlarim1 saglamak iizere N =

A B _ (A B S . . ) i
(C 0) ve M = (C E) matrislerinin Drazin inversleri elde edilecektir.

Ornek 3.5 0 ¢ {a,b,c,d,e, f, g,u,v,t} olmak iizere A, B, C ve E matrisleri

a oo O

0
0
O )
0

o oQ O
oS T"OoO O
S o O
OO O
Q oo o
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ve FE =

ol oo
4 OO0 O
[eNeYole
Q oo o
QL OO O
_ o0 O

0
0
0
d

oog o

olarak verilmis olsun. Bu durumda gerekli hesaplamalar yapilirsa

0O 0 0 O 0O 0 0 O
10 0 0 O (0 0 0 O
BC = fu 000¢0,AB— be 0 OOiO
0 gv 0 0 0 ¢ 00
0O O 0 O
[0 0 o0 0
ABC—OOOO;tO
cfu 0 0 0

oldugu gosterilebilir. Buradan da A2BC = 0,CABC =0 ve BE =0 esitliklerinin
saglandig1 ve dolayisiyla Teorem 3.12 (veya Sonug 3.21) kullanilarak

o]

NP =

oS oOoOg OO OoOQ O
OT OO OTO O
S+ OO OO0 OO O
O OCO OO OO O
O OO OO O O
el oNoNoNely o N
oo o oo o
S OO O OO0 O

Il

o

elde edilir. Diger taraftan E = E? = E* olacag1 kolaylikla gosterilebilir. Bu durumda
Teorem 3.13 (veya Sonug 3.24) uygulanarak

x=du+va)+tbha+ fu),y=d+ (dv + tb)e,
ve

z=dv+th ve w=d+tf

olmak tlzere

]

MP =

Sogf coocooQ ©
ot ococoT oo
000N 00 O
o000 oo O
QL oocoococoan ©
QL oocoocowo o
Qoo oo o
RO oo o0 O
|
R o000 oco o
N OO OO0 O
=N el oNoNoloNoe!
©SCcCocoocoocoo
N Coocococoo
S coococoococ o
===l E==R=
_o OO0 o0 O

elde edilir.
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3.5 Ters Ucgensel Matrisin Drazin Inversi icin Acik Formiiller

Bu kisimda ters tiggensel blok matrisler ve ve bazi varsayimlar altinda elde
edilen Drazin inversleri i¢in elde edilecek yeni ve kesin ifadeler arasindaki indeks
iliskileri ele alinacaktir. Bununla ilgili olarak daha 6nce de verildigi gibi A° = AAP ve

A" = [ — A® gosterimlerini hatirlayalim. Bu durumda

F=( B m=(" B n=( Bem=(4 B) oo

matrislerini g6z 6niine alalim. Bu takdirde N ve N matrislerinin Drazin inversleri

0 I

I A) olmak lizere

arasinda basit bir hesaplamayla R = (

NP = (RNR™Y)P = RNPR™! (3.81)
seklinde bir iligkinin var oldugu gosterilebilir.
Simdi asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.15 A ve B aymi boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve
ind(B) = solsunve N = (1;1 g) matrisi verilsin. Eger
AB? =0, A’BA =0,ABA%? =0 ve (AB)> =0 (3.82)

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde

— E E
D _ 1 2
N ‘<E3 54)

olacaktir, burada
E, = —BPAPB + Y=} BTRiARi+3Dp 4 ysol BTRiAi+1D
+ZEJO—13(i+2)DA2i+1 A"B + ZEIOB(HDDAZL' A"B
E, = le;é BnBiA(2i+2)DB + ZEJOB(Hl)DAZi A"B,
E; = B3P ABA — BPA?PB — BP + Zfz_(} BT Rt A2i+2)D + Zfz_(:)l BTRiAi+4)D p
_|_ZEJOB(i+1)DA2i AT + ZEJOB(HZ)DAZL'A:TB ’
i=

E4 — _BDADB + ZS_(:)L BﬂBiA(2i+3)DB + Z’lgzloB(l"l‘Z)DAZi-l'l ATL’B ,
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dir (Zhang ve Ark., 2022Db).

Ispat. Ispat igin 6ncelikle N? matrisini

N2 = (AZI B ABB) _ (,jlz ASB) N (Lg ;14“%) =P +(Q (3.83)

seklinde parcalayalim. Bu durumda direkt olarak
(A°B)P =0, (A"B)" =B™" 'A"B,n>1
oldugu ve buradan da
(A™B)P = A™B[(A"B)P]* = A"B[(A"B)*]°
= A"B[B(A™B)]P = A™B?[(A"B)B]*’A™B
= A"B*(B*)PA™B = B’ A™B
esitlikleri yazilabilir. Ote yandan Lemma 3.2 (ii) den

P Y- L)

oldugu goriiliir. Bu takdirde

= D e =(T I:E;ZiEB)

yazilabilir. Ote yandan her n > 2 i¢in

P = (Aéjfl 8)

ve hern > 1 i¢in

n n Bn—lAB ) nD _ ( A(Zn)D 0) nD _ (BnD B(n+1)DAB )
Q" = (0 Bn—1amR/)’ - AG@n-1D ve Q - 0 B(n+1D ymp

oldugu tlimevarimla gosterilebilir.

ind(A) = r ve ind(B) = s olsun. Bu durumda i > 2 olmak tizere P'P™ ve

i > 1 olmak iizere Q'Q™ ifadeleri dikkate alinirsa

ipT A2i 0) AT 0 _( AZiATt 0)
PP" = (AZi—l 0 (_AD 1) - A2i-1g4m o

ve
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0ig™ = (Bi B'"1AB ) (B” —~BPAB ) _ (BiB” B'"'B"AB )
B"'A™B/\0 I—BPA™B 0 B"'B"A™B

olacaktir. Dolayisiyla ind(P) = EJ +1 ve ind(Q) =s+1 oldugu gorilir. Bu

durumda Lemma 3.2 nin P2Q = 0 ve QPQ = 0 varsayimlar1 saglandigindan (3.5b)
deki gibi asagidaki terimler hesaplanabilir:

QTL’ .‘_5:1 QiP(i+1)D — B™ Z§=O B%A(Zl:-l_Z)D 0
i=0 BT Zf:OBlA(Zl-l_S)D 0 !

FJ (i+1)D g2i 3D 2D
sl guepipr _ (EiZoBOTIPANAT + BABA 5204

2[5] B(i+1)DA2i—1An' — BbygpD BP
i=1

l J Q(H_Z)DPH_an_Q £ JO B(+3)D g2i+2 ym B ZEI_lB(i+3)DA2i+3AT[B

l Jo B(l+3)DA21+1ATL'B Zl J B(i+3)DA2i+21ATtB
l

Q7 Y5, QipU+DD = (B” YS_ BiA@i+®D g prys  pBifQi+3)D p )
=

BT Zf:o BiA(2i+5)D B BT Zfzo Bi+1A(2i+4)DB

pppn _ (BPA?PB  BPAPB
Q p Q - (BDA3DB BDAZDB>
ve
D D B?PA°B B?PA°AB
@®)Pp (BZDADB BZDAeB)

Bu durumda elde edilen bu ifadeler (3.5b) esitligindeki yerlerine yazilirsa

D _ pD_ (% ﬁ)
=07 = (y 5
elde edilir, burada ind(A) = r ve ind(B) = s olmak tlizere
a = B3P ABA — BPA*B — B?P A°B + ¥i_, B"B'A?1*2)D
+ 2?20 BTEBiA(Zi+4)DB + Z?:IO B(i+1)DA2iAn + Z?:J()_l B(i+3)DA2i+2ATL'B ,
B = B?*AB — BPAPB — B? A°AB

+ Zf:o Bﬂ:BiA(Zi+3)DB + ZF:J()_l B(i+3)DA2i+3ATtB ’
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y = —BDAD — BDA3DR _ B2D pDPR + Zf=0 BTL'BiA(Zi+5)DB

+ Zf:o BnBiA(2i+3)D + lei]o—lB(i+3)DA2i+1AnB + ZEJI—l B(i+1)DA2i—1A7T ’

S5 = BD _ BDAZDB _ BZDAEB + Z.S:O Bn'BiA(Zi+4)DB

I-1 . )
+ Z£2=J0 B(l+3)DA21+2An'B

Ey Ej

E, E4> elde edilir,

olacaktir. Buradan N? = NN?P matrisi hesaplamrsa N? = (
burada E;, E,, E; ve E, matrisleri ind(A) = r,ind(B) = s olmak lizere

El — Bn'AD + BTL'A3DB _ BDADB + Z_i?:o BTL'Bi+1A(2i+5)D B

o -1 . . LA .
+ le=0 BTL’BLA(21+3)D + lezjo B(l+2)DAZl+1ATL' B + ZlilelDAZL—lATL"

r
2

EZ — BT A2D + BP A™RB + 2$=0 BTL'Bi+1A(2i+4-)D B + lejo_lB(i+2)DA2i+2ATt B,

i

E; = B3P ABA — BPA*"B — B?P A°B + ¥5_, B"B'A(?+2)P
+ Zf:o BTL'BL'A(ZL'+4-)DB + Z?:Jo B(i+1)DA2iA71: + Z!gzlo_l B(i+3)DA2i+2AnB,

oo -1 . .
E4_ = B2D AT AB — BPAPRB + Z?:O BTL‘BLA(21+3)D B + Z!Zzlo B(L+3)DAZL+3ATL' B

seklindedir. Bu durumda r ve s sayilar sirasiyla A"A™ = 0 ve B°B™ = 0 olacak
sekildeki en kiiciik pozitif tam sayilardir. Bu nedenle herhangi bir negatif olmayan r

tamsayis1 i¢in
r—2<z2ff|-1<r-tr-1<2ff<rver<zf+1<r+1

esitsizlikleri gergeklenir. Dolayisiyla karsilik gelen toplamlarin alt ve st sinirlar
uygun bir sekilde diizenlenerek istenilen sonug¢ elde edilir ve bdylece de ispat

tamamlanir.

Simdi belirli sartlar altinda N matrisinin Drazin inversiniin acik bir ifadesini

elde etmek i¢in N ve N arasinda bir iliski kurulacaktir.
Teorem 3.16 A ve BC aymi boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

A B) matrisi verilsin. Bu durumda eger

ind(BC) = solsunve N = (C 0
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A(BC)? =0,A?BCA =0, ABCA®> =0 ve (ABC)>=0

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde

F, F.
D _ 1 3
N ‘(F3 F4)

olacaktir, burada

Fy = 323 (BC)™(BC)'APHVP 4 3= 3(BC)™(BC) ARHP BC

(3.84)

l J (BC)(1+1)DA21+1 AT + Zl I (BC)(1+2)DA21+1 ATBC — (BC)DADBC,

= XI5 (BOT(BOY APHPP + ¥iZ3(BO)™(BC)'APPBCB
l J (BC')(1+1)DA21ATL'B 2[ J (BC)(i+2)DA2iAn'BCB
+(BC)PA?PBCB — (BC)PB,

= C X0 (BO)"(BCY' AP + € 3323 (BO)™(BC) ABH9P BC

+C ZF:IO(BC)(H_DDAZL' A"C ZFZIO(BC)(i+2)DA2i ATBC

—C(BC)PA*PBC — C(BC)P,

Fy = CYiZ5(BO™(BC)'APHP B 4 C 3323 (BO™(BC) APH+SPBCB

-1 . . z . .
+C Z!szo (Bc)(l+1)DA21+1 A"B + CzlliIO(BC')(l+3)DAZl+1 A"BCB

—C(BC)PAPB — C(BC)PA3PBCB — C(BC)*PAPBCB
dir (Zhang ve Ark., 2022D).

Ispat. P ve Q matrisleri

V= 0 8-

ile tanimlanmis olsun. Bu durumda

=1 5
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olacagindan Teorem 3.15 uygulanirsa
A ou
D _
(QP) - (U 5)
elde edilir, burada ind(A) =r, ind(BC) = s olup

A= XiZo(BOT(BCY'ACHDP + FiZ3(BOY™(BC) ABHHPBC
l J (BC)(L+2)DA21+1 A"BC + Zl I (BC)(1+1)DA21+1 AT — (BC)DADBC

— Zf;é(BC)n(BC)lA(ZH—Z)D + leiJO(Bc)(i+1)DA2i A"BC,

v =25 (BO)(BCY'ACHHP 4+ ¥i23(BC)™(BC) APHPBC

l J (BC)(HI)DAZLAn + Zl J (BC)(HZ)DAZiAnBC
+(BC)3PABCA — (BC)PAPBC — (BC)P,

f Z (BC) (BC)LA(21+3)DBC + leiJO(BC)(H—Z)DAZH_l ATL’BC _ (BC)DADBC

seklindedir. Bu durumda Cline formiiliine gére NP

AN2A+ wA + Au + pé A’B + uvB )

= P(QP)?? =(
(@P)™Q CvlA + C&vA + Cou + CE% CvAB + C&uB

(3.86)

seklinde yazilabilir. Buradan direkt hesaplamalar yapilirsa
§? =0,
pus =0
= XiZo(BOT(BO) ARHPP + ¥z 3 (BOY™(BC)' AR BC,
w = l ] Z(BOWHDDA2LATRC 4 ZH (BC)UH+1D g2i g
+(BC)3PABCA — (BC)P A2PBC — (BC)®,
— Z.l?;é(Bc)n'(Bc)iA(Zi+3)D BC,

— Zf:—g(Bc)TE(Bc)lA(Zl+3)D + Zf;&(BC)T[(BC)lA(ZH-S)DBC

l J (Bc)(l+2)DA21+1 AT + Zl J (Bc)(l+3)DA21+1 A"BC
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—(BC)PAP — (BO)PAPBC — (BC)?PAPBC,
p= ZEJO(BC)(”Z)DAZ"A"BC + Y325 (BCO)™(BC)'A®HPBC — (BC)PAPBC,
pué = ZEJO(BC)(”Z)DAZ"“A"BC — (BO)PAPBC
oldugu gortliir. Elde edilen bu ifadeler (3.86) esitliginde yerlerine yazilirsa istenilen
sonug elde edilir ve boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonu¢ 3.30 A ve BC aymi boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

ind(BC) =solsunve N = (‘2 g) matrisi verilsin. Eger ABC = 0 ise, bu takdirde

, (XA XB
NT = (CX C[XAP + (BC)P (XA — AD)]B)

olacaktir, burada

X = Y35 (BO™(BC) AZHD 4 zlliIO(BC)G“)DAZi A" (3.87)

dir (Zhang ve Ark., 2022b).

Ispat. Teorem 3.16 ve

L I-1 . .
XA = Zf;g(BC)T[(BC)lA(ZH-l)D 4+ lezlo (Bc)(l+1)DA21+1 AT ,

XA = Zf;g(BC)n(BC)lA(ZH-Z)D B + ZFJO(Bc)(i+1)DA2i Aﬂ:B’

CX = C¥iZ(BO™(BC)'ARHDP ¢ ¢ ZEJO(BC)("“)DA”A”
ve

C[XAP + (BC)P (XA — AP)]B

TI_y , _ o
= CZLLZZJO (BO)(WH2ID 4241 g7 4 ¥¢-3(BC)™(BC)'A®*3P B — C(BC) APB
esitlikleri dikkate alinirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.31 A ve BC aymi boyuttan kare matrisler olmak tizere ind(A) =r ve

A B) matrisi verilsin. Eger AB = 0 ise, bu takdirde

ind(BC) =solsunve N = (C 0
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ND = ()C(:; (BCO)DB)

olacaktir, burada
X = (Bc)n' Zf;g(Bc)iA(2i+2)D + ZF:JO(Bc)(i+1)DA2i AT
dir (Zhang ve Ark., 2022a).

Ornek 3.6 0 ¢ {a, b, c} olmak iizere 4, B ve C matrisleri

0 a0 O 0 b0 O 0 c0 O
_(a 0a O _(0 0b O (0 0 c O
A4=\0 00 a) B={0 00 5/ {0 00 ¢
0 00 O 0 00 O 0 00 O
olarak verilmis olsun. Bu durumda gerekli hesaplamalar yapilirsa
0 0 ab O 0 0 0 abc
[0 0 0 ab _(0 0 0 O
AB = 0 0 0 0 # 0 ve ABC = 0 0 0 0 # 0
0 O 0 O 0 0 O 0

oldugu gosterilebilir. Buradan da ABCA = 0 ve ABCB = 0 esitliklerinin saglandigi

ve dolayisiyla Teorem 3.16 kullanilarak

o

NP =

O OO OO OO O
SO0 N O OO Q
OO OO OoOQ O
OO O OO Qoo
O OO OO OO O
oo oc oo oo™
O OO OO OT O
S OO OO TO O

I

o

elde edilir.
Simdi belirli kisitlamalar altinda ters {iggensel blok matrislerin Drazin

inversleri igin yukarida verilen formiilleri uygulayarak N = (g g ) ve M = (‘g g )

blok parcalanmis matrislerinin Drazin inversleri arasindaki iliskileri ifade eden ¢esitli

gosterimler elde edilecektir.
Teorem 3.17 A ve BC ayni1 boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =

(AB

c 0), ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger

A(BC)? =0, A2BCA =0, ABCA? =0, (ABC)? =0, BEC =0ve AE?=0,
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‘2 g) matrisinin Drazin inversi N° (3.84)

deve X (3.87) de tanimlandiklar1 gibi olmak iizere

w(y S D )

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde M = (

0 ET 0 E 0 I—-FE
Lyt (0 0 ) i( I —XA? — (BC)?PABCA — XBC —F,B )
=0 EG+DD —CX — C[XAP + (BC)P (XA — AP)]BC I —F;B

s r_z(() 0 )Ni+1(0 F,BE )_(o 0 )
i=0\g EU+3D 0 (I-F;B)E 0 EP(F,+EPF,;B)E
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).

Ispat.Q = (8 g) veN = (zl, g) olmak lizere M = N + Q yazilabilir. Bu durumda

NQN = 0 ve NQ? = 0 olacaktir. Teorem 3.16 kullanilarak N? nin (3.84) de verildigi
gibi oldugu ve dolayisiyla N™ nin

N = (1 —~FA-FC —FB )
“\ -FRA-FC I-FB

seklinde oldugu goriilebilir. Bunun sonucu olarak
F;A = XA? + (BC)?PABCA,
F,C = XBC,
F3A = CXA,
F,C = C[XAP + (BC)P (XA — AP)]BC
esitlikleri dikkate alinirsa

- [ —XA? — (BC)?PABCA — XBC —F,B
N = D D D
—CX — C[XAP + (BCO)P(XA — AP)|BC 1—-F3B
e p_(0 O ~_(0 0 9 . .
yazilabilir. Ote yandan Q% = ( 0 ED) ve Q" = ( 0 E") oldugundan ispatin geri
kalan kism1 Lemma 3.2(i) nin bir sonucu olacaktir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Sonu¢ 3.32 A ve BC ayni boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =

(AB

p 0), ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger BEC = 0, BE2 = 0 ve ABC = 0
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ise, bu takdirde M = (A B) matrisinin Drazin inversi N? (3.84) deve X (3.87)de

C E

tanimlandiklar1 gibi olmak tizere

p_(l 0Y)gs—1(0 0Y (i+)D(1 XBE )
M ‘(0 E”) i=0(o E)N 0 I+ C[XAP + (BC)P(XA — AP)]BE

33y garon) V(B 00

0 i+1<0 —XABE)
+Zl°(o paran) N (o (I - CXB)E

0 0
h (0 EP[c(XAP + (BC)P (XA — AP))] + EP CXBE)
olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).
Sonu¢ 3.33 A ve BC ayni boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =

(é g), ind(N) =r ve ind(E) =s olsun. Eger ABC =0 ve BE =0 ise, bu
takdirde M = (‘2 g) matrisinin Drazin inversi NP matrisi (3.84) de ve X matrisi

(3.87) de tanimlandiklar1 gibi olmak {izere

w =y )Ty ) v

+XiZo (0 E(191)D) N' ((BCI;;AXAZ 1__X51X33)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).

Sonu¢ 3.34 A ve BC ayni boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =

(12 g); lnd(N) =71 Ve lnd(E) =S Olsun_ Eger AB — O ve BE — O |Se, bu
takdirde M = (‘é g) matrisinin Drazin inversi NP matrisi (3.84) de ve X matrisi

(3.87) de tanimlandiklar1 gibi olmak {izere

w =y )Ty ) v

0 ; ((BO)™ — XA? 0 )
2= (0 E(‘“)D)N ( —CXA I1-C(BC)’B

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).
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Teorem 3.18 A ve BC ayni boyuttan olmak tizere A, E ve BC kare matrisler, N =
(g g), ind(N) = r ve ind(E) = s olsun. Eger
A(BC)? =0, A>BCA =0, ABCA* =0, (ABC)* =0, ECA=0ve ECB =0,

A B
C E

(3.84) de ve X matrisi (3.87) de tanimlandiklar1 gibi olmak iizere

MP = ¥iZg NG+OP (0 O)i (1 0 )

esitlikleri saglaniyorsa, bu takdirde M = ( ) matrisinin Drazin inversi N matrisi

0 E/\0 E”
—CX — C[XAP + (BC)P (XA — AP)|BC [ —F3B) <=0 " \g#2bc p(+1D

D
s—2 G+ (O 0 _(FZE ¢ 0)_ p( 0 0
TN (E”lE”C 0) F,EPC 0 N (Eec 0)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).

: _(0 O _(A B ; _ o

Ispat.Q = ( 0 E) veN = ( c 0) olmak iizere M = N + Q yazilabilir. Bu durumda
Teorem 3.17 kullanilarak QNQ = 0 ve QN? = 0 oldugu gosterilebilir. Ote yandan

p_(0 O ~_(0 O < . .
Q° = (0 ED) ve Q" = (0 E”) oldugundan ispatin geri kalan kismi1 Lemma

3.2(i1) nin bir sonucu olacaktir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 3.35 A ve BC ayni1 boyuttan olmak {izere A, E ve BC kare matrisler olsun. Eger

A B

ABC =0, ECB =0 ve ECA =0 ise, bu takdirde M = <C E

) matrisinin Drazin

inversi X matrisi
X = (Bc)n' Zf;&(BC)iA(ZH-Z)D + ZIEIO(Bc)(i+1)DA2i AT

i=

seklinde olmak iizere

MP = y5Z3 NP (0 O)i (1 0 )+ Zizgnen ( 0 0)

0 E/ \0 ET™ EHETC 0
BC)™ — XA?2  —XAB \yr-1 yi 0 0
* (( 2CXA I— CXB) Zi:ol N (E(i+2)DC E(i+1)D)
—( XBE"C 0)_N2D( 0 O)
C[XAP + (BC)P (XA — AP)]BEPC 0 ESC 0
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olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).

Sonug¢ 3.36 A ve BC ayni1 boyuttan olmak {izere A, E ve BC kare matrisler olsun. Eger

A B

ABC =0, ECB =0 ve ECA = 0 ise, bu takdirde M = (C E) matrisinin Drazin

inversi X matrisi
X = (Bc)n' Zf;&(BC)iA(ZH-Z)D + leiIO(Bc)(i+l)DA2iATt
seklinde olmak tizere
b _ys—1yG+np (0 0\ (I 0
M =20 N (0 E) (0 E")

I —XA? — (BC)PBC  —XAB \vr-1 i (0 0
+( —CXA I—CXB)Z"=°N (0 E(i“)D)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).

Sonug¢ 3.37 A ve BC ayni1 boyuttan olmak {izere A, E ve BC kare matrisler olsun. Eger

A B

AB = 0ve EC = 0 ise, bu takdirde M = (C E

) matrisinin Drazin inversi X matrisi

X =(BO)™ Zf;&(BC)lA(ZH-Z)D + leE:IO(Bc)(i+1)DA2iATL'

seklinde olmak iizere

o =gianaroe (9 0y (1 0)

(BOY™ — XA? 0 ) r—1 pi (0 0
+( —CXA I —CXB Zi=o N (0 E<i+1)D)

olacaktir (Zhang ve Ark., 2022b).

Ornek 3.7 0 ¢ {a, b, c} olmak iizere 4, B ve C matrisleri Ornek 3.6 da verildikleri

gibi olsunlar ve

S OO
S OO
S OO
S Qo r

olarak verilmis olsun. Bu durumda E = E? = E* oldugu ve Ornek 3.6 dan NP =0

oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla Teorem 3.17 kullanilarak
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x=c+ca+ca’*+chc,y=1+ch+ cab,

ve

z=c+cave w=1+cb

olmak tzere

\l |||/
cooaSo

o OO0

OO O —H O
SO OO

cooxkoo

0 0 0 00 O

SO OoONOO

oo o LOoo

0 0 00 0 O0OTPDO

(=N ool Nl
(ll'\

Il
Soo—oo
oo o oo
Qoocoow-woo

coo—w oo

OB oo OO0

SO O LOOo

0 00 00 O 0O

o
o
S SO OO0 Lo
S
=]

SO OO OO

o
K

elde edilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda ilk olarak bir Giris verilerek Genel Bilgiler basligi altinda
matrisler ile ilgili onemli tanim ve teoremler verilmistir. Kare olmayan ya da kare
oldugu halde normal olarak bildigimiz anlamda inversi mevcut olmayan matrisler i¢gin
gelistirilen ve Ozellikle lineer denklem sistemlerinin ¢dziimiiniin olup-olmadiginin
arastirilmasinda ve ¢6ziim mevcut olmast durumunda ¢oziimiin belirlenmesinde
kullanilan ve bilinen anlamdaki invers 6zelliklerini de saglayan genellestirilmis ad1
verilen bir invers kavram ele alinmistir. Bu amagla Oncelikle bir matrisin Moore-
Penrose inversi tanimi verilerek bu inversin ¢esitli 6zellikleri detayl bir sekilde ortaya
konulmustur. Daha sonra keyfi mertebeden bir matris i¢in Drazin invers tanimi

verilerek bu inversin bazi temel 6zellikleri ortaya konulmustur.

Tezin temel kisminda keyfi mertebeden bir ters liggensel blok pargalanmig
matrisin Drazin inversinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica bu inversleri
hesaplamada kullanilan bazi yeni yontemler verilerek ters tiggensel matrislerin Drazin
inversleri i¢in bazi yeni gosterimler verilmistir. Ayrica 2x2 tipinde blok parcalanmis
matrislerin Drazin inverslerinin ters iicgensel blok parcalanmis matrislerin Drazin

inversleri cinsinden ifadeleri elde edilmistir.

Tezde yapilan ¢aligsmalar dikkate alinarak keyfi mertebeden bir matris gesitli alt
matrisler seklinde pargalanarak verilen matrisin Drazin inversinin bu alt matrislerin
Drazin inversleri yardimiyla nasil ifade edilebilecegi aragtirilabilir. Ayrica tipki diger
genellestirilmis inverslerde oldugu gibi Drazin inversleri hesaplamada kullanilmak
lizere gesitli algoritmalar ve bilgisayar programlar gelistirilebilir. Ozellikle matrislerin
inverslerinin kullanildigi ¢esitli mithendislik uygulamalarinda Drazin inverslerin de
kullanilip-kullanilamayacagi ve eger kullanilabiliyorsa diger inverslere gore daha

uygulanabilir olup olmadig: arastirilabilir.
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