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OZET

YUKSEK BOYUTLU UZAYLARDA DARBOUX VEKTORLERININ
URETTIGI ES UZAKLIKLI REGLE YUZEYLER UZERINE

CEYDA CEVAHIR YILDIZ
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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DOKTORA TEZI, 90 SAYFA

(TEZ DANISMANI: DR. OGRETIiM UYESi SULEYMAN SENYURT)
(IKINCI TEZ DANISMANI: PROF. DR. EMIN KASAP)

Bu calisma dort bolim halinde diizenlenmistir. Giris bolumunde tezin
icerigine yol gostermis olan kaynaklardan bahsedilmistir. Calismanin amaci ve ele
alinma nedeni verilmistir.

Genel bilgiler bélimiinde bulgular béliminde kullanilacak tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Bulgular boliimii calismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliim iki
kisma ayrilmistir. Ik kisimda, 3-boyutlu Oklid uzayinda tamimli paralel Darboux
equidistant regle yiizeylerin sekil operatorlerinin degismezleri ve dayanak egrilerinin
kiiresel gostergeleri ile ilgili karakteristik sonuglar elde edilmistir. Ikinci kisimda ise
5-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan paralel Darboux equidistant regle yiizeylerin
ortalama egrilikleri, Ricci egrilikleri, kesit egrilikleri ve skaler egrilikleri
hesaplanmistir. Egrilikler arasinda bagintilar elde edilmistir. Mapple uygulamalari
bolumiinde tezde verilen drneklerin Maple proglamla dilinde komutlar1 verilmistir.

Son olarak sonug¢ ve oneriler kisminda bulunan sonuglar kisaca ifade edilmis
ve bir sonraki ¢aligmalara Onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Oklid Uzayi, Darboux Vektor, Es Uzaklikli Regle Yiizey.



ABSTRACT

ON EQUIDISTANT PARALLEL RULED SURFACES PRODUCED BY
DARBOUX VECTORS IN HIGH DIMENSIOL SPACES

CEYDA CEVAHIR YILDIZ

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
PHD THESIS, 90 PAGES

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SULEYMAN SENYURT)
(SECOND SUPERVISOR: PROF. DR. EMIN KASAP)

This study is organized in four parts. In the introduction, the sources that have
guided the content of the thesis are mentioned. The purpose of the study and the
reason for its handling are given.

In the general information section, the definitions and theorems to be used in
the findings section are given.

Findings section constitutes the original part of our study. This section is
divided into two parts. In the first part, characteristic results are obtained for the
invariants of the shape operators of parallel Darboux equidistant ruled surfaces
defined in 3-dimensional Euclidean space and the spherical representations of the
fulcrum curves. In the second part, mean curvatures, Ricci curvatures, section
curvatures and scalar curvatures of parallel Darboux equidistant ruled surfaces
defined in 5-dimensional Euclidean space are calculated. Relationships were
obtained between the curvatures. In the section of Mapple applications, the
commands of the examples given in the thesis are given in Maple programming
language.

The third and fourth chapters constitute the original part of our work. In the
third chapter, characteristic results are obtained regarding the invariants of shape
operators of parallel Darboux equidistant ruled surfaces defined in the $3-
$dimensional Euclidean space and the spherical indicators of the base curves. By
giving an example, the shape was drawn with the Maple program.

Finally, the results in the conclusion and recommendations section are briefly
expressed and suggestions are made for the next studies.

Keywords: Euclidean Space, Darboux Vector, Equidistant Ruled Surface.
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1. GIRIS

Diferensiyel Geometride ytizeyler teorisi konusu genis bir yer tutmaktadir. Bu konuyla
ilgili yerli yabanci yazilmig bir ¢cok kitap ve calisma mevcuttur. Yiizeyler teorisinde oldugu
gibi regle yiizeylerle ilgili yerli ve yabanci bir ¢ok ¢aligma bulmak miimkiindiir. Diferen-

siyel Geometri Dersleri(Hacisalihoglu, 1983) kitab1 bizlere éncii olmusgtur.

1986 yilinda yapilan ” Parallel p— Aquidistante Regelflachen” isimli ¢aligma da Valen-
tis, Oklid uzaymda alman iki regle yiizeyin striksiyon egrileri boyunca iiretici vektér olarak
dayanak egrilerinin Frenet vektorlerinden teget vektorleri birbirine paralel olarak alip ve
uygun noktalarda polar diizlemler arasindaki uzaklik sabit kabul edilerek yeni bir yiizey
tirtint ifade etmistir. Bu ylizeylere eg uzaklikli regle yiizeyler demistir. Bu uzaklik
bu uzaklik p olarak gosterilmis oldugundan p—equidistant regle yilizey olarak literatiire

girmigitir. (Valentis, 1986).

Sonraki yillarda Some characteristic properties of the parallel p—equidistant ruled sur-
faces in the Euclidean space E? isimli calismada regle yiizeylerin dayanak egrilerinin
kapali olmasi halinde p—equidistant regle yiizeylerin integral invaryantlari arasinda ki
baglantilar hesaplanmig ve ylizeylerin sekil operatoriiniin bazi karakteristik 6zellikleri ver-

ilmistir (Masal ve Kuruoglu, 1999).

Some characteristic properties of the spherical indicatrices of leading curves of paral-
lel p—equidistant ruled surfaces isimli caligmada ise yiizeylerin kiiresel gosterge egrilerinin

baz1 karekteristik 6zellikleri incelenmistir (Masal ve Kuruoglu, 2000).

Valentis’in ¢aligmasindan yola ¢ikarak Some characteristic Properties Of Parallel
z— Fquidistant Ruled Surfaces isimli ¢aligmada iki regle yiizeyin striksiyon egrileri boyunca
iiretici vektor olarak dayanak egrilerinin Frenet vektorlerinden iki regle yiizeyin strik-
siyon egrileri boyunca dayanak egrilerinin asli normal vektorleri birbirine paralel ve uy-
gun noktalarda merkezi diizlemler arasimndaki uzaklik sabit kabul edilerek (bu uzaklik z
olarak gosterildi) z—equidistant regle yiizeyler tanimlamig, bu yiizeyin bazi karakteristik
ozellikleri ve integral invaryantlar1 arasindaki bagintilar elde edilmistir (Senyurt ve As,

2013).

Equidistante regle yizeylerin bazi yeni ozellikler:i isimli yliksek lisans tezinde ise iiretici
vektor olarak binormal ve Darboux vektorler paralel alinarak elde edilen equidistant re-
gle ylizeyler tanimlanmigtir. Uygun noktalardaki diizlemler arasindaki uzaklik sirasiyla g

ve d ile gosterildiginden g—equidistant regle yiizeyler ve d—equidistatn regle yiizeyler



olarak isimlendirilmigtir. Daha sonra bu ylizeylerin baz1 karakteristik ozellikleri ver-
ilmistir. Ytlzeylerinkapali olmalar1 halinde integral invaryantlari arasindaki bagintilar
hesaplanmigtir. Weingarten doniigiimiintin matrisleri, Gauss (Total) veortalama egrilikleri

arasindaki bagimtilar bulunmustur (Ozduran, 2019).

2013 yilinda Generalized parallel p;-equidistant ruled surfaces isimli makalede Par-
alel p; equidistant regle yiizeyler n—boyutlu Oklid uzaymda genellestirilmistir. Olusan
eg uzaklikli regle yiizeylerin baz1 egrilikleri hesaplanmig ve bu egrilikler arasinda iligkiler

kurulmugtur (Masal ve Kuruoglu, 2013).

Null Parallel p-Equidistant B-Scrolls adli makalede ise Valentis’in ¢aligmast Minkowski
uzayma aktarilmigtir (Azak ve ark., 2014).

On a Generalization of the Darbouxr Vector in Euclidean Space E™, isimli makalede,
E? de iyi bilinen Darboux vektorii E™ de egrilikler cinsinden genellestirilmistir (Esin,

1938).

Characterization of Curve in E*"*' with 1-type Darbouz Vector adli makale de E*"+!
Oklid uzayinda ki egrilerin Darboux anlik rotasyon vektor alam {izerinde Laplacian op-
eratorii kullanilarak bazi karakterizasyonlar: verilmistir. Ayrica bizim hizli egrilerin 1-tip

Darboux vektoriine sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar verilmistir (Kocayigit ve

ark., 2013).

Bu caligma da ise 3—boyutlu Oklid uzaymda tanimh paralel Darboux equidistant regle
yiizeylerin sekil operatorlerinin degismezleri ve dayanak egrilerinin kiiresel gostergeleri ile
ilgili karakteristik sonuclar incelenmigtir. Bir ¢rnek verilerek Maple programi yardimiyla
sekil cizilmistir. Son olarak 5—boyutlu Oklid uzaymda tammlanan paralel Darboux
equidistant regle yiizeylerin ortalama egrilikleri, Ricci egrilikleri, kesit egrilikleri, skaler

egrilikleri ve bu egriliklerin arasindaki bagintilar bulunmugtur.



2. GENEL BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 A bos olmayan bir ctimle V| § cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun.
P Q€ Aigin
JiAXASV, f(P.Q)= PO

seklinde taniml fonksiyon

(A1) + VP.Q e Aicn f(P,Q)+ f(Q,R) =f(P,R)
(A2) : PeAveVae V igin f(P,Q) =«

aksiyomlarim sagliyorsa A ya V ile birlegtirilmig afin uzay denir (Hacisaglihoglu, 1983).

Tanim 2.1.2 V bir vektor uzayi ve A da V ile birlesen bir afin uzay olsun.

Py, P, Py, ...P, € Anoktalari¢in { PPy, ..., Py P, } climlesi V' nin bir bazi ise { Py, P, ..., Py}
nokta (n + 1) lisine A afin uzaymin bir afin ¢atis1 denir. Burada Py noktasma ¢atiin
baglangic noktas1 ve P;, 1 < ¢ < n, noktalarina da ¢atinin birim noktalar1 denir. Eger

boyV = n ise A ya n-boyutlu bir afin uzay denir (Hacisaglihoglu, 1983).

Tanim 2.1.3 A bir reel afin uzay ve A ile birlegsen vektor uzayr V' olsun. V' iizerinde

tanmmlanan
(,) : VxV =R
(z,y) = (z,y)

reel degerli fonksiyonu agagidaki aksiyomlar1 saglarsa fonksiyona i¢ ¢arpim fonksiyonu
denir: Vz,y, 2z € Vigin
i) Bilineerlik Aksiyomu;
(ax + by, z) = alx,z)+ by, 2),
(w,ay+b2) = alz,y)+blz,2),
ii) Simetri Aksiyomu;
(z,y) = (y,2),

iii) Pozitif Tamimhlik Aksiyomu;

(,y) > 0,(x,x) =00 = f (Hacisalihoglu, 1983).



Tanim 2.1.4 V., n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 ve A da V ile birlegen bir afin uzay
ise A ya n-boyutlu bir Oklid uzay1 denir (Hacisaglihoglu, 1983).

Tanmim 2.1.5 R” standart reel afin uzay olsun. VX, Y € R" X = (x1, 2o, ..., T,),
Y = (yla Y2, 7yn) IQIH
(,) : R"xR"—=R
(X,Y) = (X,V) = 3 2w
i=1
fonksiyonu bir i¢ garpim fonksiyonudur. Bu ¢arpima R™ de standart i¢ carpim veya Oklid

i¢c carpim denir. Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu R™ vektor uzay: ile birlegen afin

uzayma n-boyutlu standart Oklid uzay: denir, E™ ile gosterilir (Hacisaglihoglu, 1983).
Tanim 2.1.6 E" Oklid uzaynda
d : E"xE" =R

(X,Y) = d(X,Y) =

seklinde tamimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu denir ve d(X,Y") reel sayisina da

X,Y € E™ noktalar arasinda ki uzaklik denilir (Hacisaglihoglu, 1983).

Tanim 2.1.7 v : I — E", r(t) = (r1(t), r2(t),...,mn(t)) diferensiyellenebilir fonksiyonuna
E"™ de bir egri, ||r'(t)]| = 1 ise egrinin parametresine yay parametresi denir (Hacisaglihoglu,

1983).

Tanim 2.1.8 M C E™ egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

Y ={d,a",...,a"}, r < n, sistemi lineer bagimsiz ve Vo*, k > r, icin o* € Sp{y} olmak
tizere, ¥’den elde edilen {Vj, V5, ..., V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret Frenet
r-ayakli alam ve m € M igin {Vi(m), Vo(m),...,V.(m)} ye m € M noktasindaki Serret
Frenet r ayaklisi, her bir V;, 1 < i < r, vektortine de Serret Frenet vektori adi verilir

(Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.1.9 M C E™ egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya kargilik
gelen «(s) noktasindaki Frenet r-ayaklus: {Vi(s), ..., V;(s)} olsun. Buna gore,

ki« IT-R, 1<i<r (2.1.1)
s = ki(s) = (V/(s), Vi1 (s))



seklinde tammh k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksitonu ve s € I igin, k;(s)

reel sayisina da «(s) noktasinda M’nin i—yinci egriligi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.1 M C E" egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin. s € I yay parame-
tresi olmak tizere, a(s) noktasinda i—yinci egrilik k;(s) ve Frenet r—ayaklusi

{Vi(s), ..., Vi(s)} ise,

1% 0 k 0 - 0 Vi
vy ki 0 ky - 0 Vs
Vil=o| 0 =k 0 - 0 | | V], (2.1.2)
: : : : o ke :
& o 0 - =k 0 |78

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.2 E®, 5-boyutlu bir Oklid uzay1 ve I C R acik alt ciimlesidir. E® de
diferensiyellenebilir iki egri r ve r*
r: I —=E ver :I—E°
t—r(t) tr — (")
olsun. Bu egrilerin Frenet vektorleri {V;(t), Va(t), Va(t), Va(t), Vs(t)} ve

{VEE(E), Vor (%), Vi (8%), Vi (), Vi (%) }, egrilikleri k; ve kf , 1 < i < 5 olsun. Frenet ¢atilar

arasimda

V(1) 0 k 0 0 0] [Vi(t)
V(1) k0 ke 0 0] |
Vi =10 —k 0 k O.|WO (2.1.3)
Vi(t) 0 0 —ks 0 kgl |Va(t)
VZ(t) 0 0 0 ki O] |V5(t)

bagintist vardir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.1.10 M C E" egrisi (I, «) koordinat komsgulugu ile verilsin. Vs € I'ya karsilik

k
gelen «(s) € M noktasinda, M'nin 1. ve 2. egrilikleri k;(s) ve ko(s) ise, Hi(s) = kJIES;
20 S

seklinde tanmimli H; fonksiyonuna, M’nin 1. harmonik egriligi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.3 M C E" egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin.

M bir egilim ¢izgisidir < Vs € I; Hy(s) = sabittir (Hacisalihoglu, 1983)

Tanim 2.1.11 E? de bir « egrisi yay parametresi ile verilsin. Egrinin bir a(s) nok-
tasindaki Frenet 3-ayaklisi da {V;, V5, V3} olsun. « egrisi ¢izilirken, Vi, V3, V3 vektorlerinin
ug noktalarinin birim kiire yiizeyi lizerinde meydana getirdigi egrilere, sirasiyla « egrisinin

tegetler, asli normaller ve binormaller gostergesi denir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 2.1.12 7 : [ — E? egrisinin r(t) noktasindaki {V;(t), Va(t), V3(¢)} Frenet catisinin
her ¢t anminda, bir eksen etrafinda dondigii gozlemlenmistir. Bu eksene egrinin r(¢) nok-
tasinda ki Darboux (ani dénme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren

vektore de Darboux vektorii adi verilir. Bu vektor W (t) ile gosterilirse,

W) = Valt) AV3(2),
= (Vi) + R(EVA() (2.1.4)

seklinde bulunur. W(t) Darboux vektoriiniin boyu
W ()| = /Kr2(t) + T2(t) (2.1.5)

dir. Darboux yoniinde ki birim vektor C(t) ile gosterilirse

_ 7(t) K(t)
C(t) = HQ(tHTQ(t)Vl(tH nQ(t)+r2(t)V3<t> (2.1.6)

seklinde bulunur. V3(t) ile W (t) arasimndaki aciya 6 ile gosterilsin (Sekil 2.1).

™V,

|t

%
a s

Sekil 2.1: Darboux Vektori

Sekil 2.1 den
K(t) k(L)

@0 WOl T R ew
sing = D _ () (2.1.7)

ugol RA(t) + 72(t)

yazilabilir. Bu ifadeler (2.1.6) de yerine yazilirsa C(¢) birim Darboux vektorii
C(t) = sin Vi (t) + cosdVs(t) (2.1.8)

seklinde bulunur (Fenchel, 1951).



Tamim 2.1.13 r: I — E? differensiyellenebilir bir egri olsun.
I”ll + I =R
t = (Il (#) = I~ @)

seklinde tanimh ||7/|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu, ||7/(¢)|| reel sayisina r egrisinin

7(t) noktasinda ki skaler hiz1 denir. r(t) € E® i¢in

r(t) = (r(8), r5(t), 5(t))

vektoriine de egrinin hiz vektorii denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.14 E" n—boyutlu Oklid uzay1 ve U da E" de bir acik alt ciimle olsun. E"
de VP € M i¢in Vf|, # 0 olmak tizere, E™'nin bosg olmayan bir,

M=XeUCE"|f:U—=R,f(X)=¢,VX €Uc€eR
alt climlesine E™ de (n — 1)- boyutlu bir ylizey veya (n — 1)-yiizey denir. Bu yiizey n > 3

i¢in hiperytizey olarak adlandirihr (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.15 M bir C* manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarimin uzayr y (M) ve

reel degerli C* fonksiyonlarin halkast C*° (M, R) olmak tizere x(M) tizerinde,
() x (M) x x(M) — C=(M, R)

seklinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu taniml ise, M’ye bir Riemann manifoldu ve (,) fonksi-

yonuna M iizerinde Riemann metrigi veya metrik tensér adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.16 M bir C'* manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarimin ciimlesi x (M)

ve reel degerli C* fonksiyonlarin halkast C*°(M, R) olmak iizere,
() s x(M) x x(M) = C=(M, R)

fonksiyonu, X,Y,Z € x(M) ve a,b,c € R igin
1- Bilineer Aksiyomu,

(aX +0Y,Z) = a(X,Z)+b(Y,Z),

(X,aY +b07) = a(X,Y) +b(X,Z),
2- Simetrik Aksiyomu,

(X,)Y) = (Y, X),

3VX € x(M); (X,Y)=0=Y =0

aksiyomlarim saghyorsa M’ye yar1 Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu, 1983).



Tanim 2.1.17 M bir C*° manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarmin uzayr x(M)
olmak fizere,

D(X,Y) = DyY, VX,Y € x(M)

ile tamimlh bir D fonksiyonu, VXY, Z € x(M) ve Vf,g € C*°(M, R) igin,

1. Dfx+gyZ = fDXZ + gDyZ

2. Dx(fY) = fDxY + (Xf)Y

ozelliklerini sagliyorsa, D ye M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve Dx’e de X’e

gore kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.18 M bir yari-Riemann manifoldu ve D, M {izerinde bir afin konneksiyon

olsun. Eger,

1. D, C* smifindan,

2. M’nin bir A bolgesi iizerinde C* olan VXY, Z € x(M) i¢in
XY, Z) = (DxY, Z)|, + (Y, DxZ)|,, VP € A,
DxY — DyX = [X,Y]

ise D konneksiyonuna, M tizerinde birRiemann konneksiyonu ve Dx’e de X'e gore
Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.19 E™ nin bir hiperytizeyi M ve M’nin birim normal vektor alani N olsun.

E™de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, VX € x(M) i¢in,
S(X)=DxN (2.1.9)

ile tammmh S : x(M) — x(M) doniigtimiine M tizerinde sekil operatorii veya Weingarten

doniigimii denir. Sekil operatorii lineer bir déniigiimdiir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.20 E" de bir hiperytlizey M olsun. 1 < ¢ < n olmak iizere,
1= x(M) x x(M) = C*(M, R), I"(X,Y) =(5"(X),Y) (2.1.10)

seklinde tanimh /9 fonksiyonuna M hiperytiizeyi tizerinde g—yuncu temel form adi verilir

(Hacisalihoglu, 1983).



Tanim 2.1.21 E™ de bir hiperylizey M ve M nin sekil operatorii S olsun. M’nin P nok-
tasima karsilik gelen S(P)'nin karakteristik degerleri M nin bu noktada ki asli egrilikleri,
asli egriliklere kargilik gelen ve karakteristik vektor denen vektorlerin belirttigi dogrultulara

da M’nin bu P noktasindaki asli egrilik dogrultular: denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.22 E" de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil

operatoriine karsilik gelen matris S(P) olmak iizere,
K : M — R,K(P) = detS(P) (2.1.11)

ile tanimlanan fonksiyona, M’'nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de, M nin

P noktasindaki Gauss egriligi (total egrilik) denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.4 E" de bir hiperyiizey M olsun. M’nin bir P noktasindaki asli egrilikleri
ki(P),...,kn—1(P) ise, K(P) Gauss egriligi

K(P) =[] k:(P) = ku(P). ... knr(P) (2.1.12)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.23 E™ de bir hiperylizey M olsun. M’'nin bir P noktasindaki sekil ope-

ratoriine kargilik gelen matris S(P) olmak iizere,
H:M — R, H(P)=1zS(P) (2.1.13)

ile tamimlanan fonksiyona, M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de M nin

P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.5 E" de bir hiperyiizey M olsun. M’nin bir P noktasindaki asli egrilikleri
ki(P),...,kn_1(P) ise, H(P) ortalama egriligi

H(P) =Y k(P) (2.1.14)
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.24 E" de bir hiperyiizey M ve M tizerinde bir egri o olsun. a’nin teget vektor
alan1 7" ve M'nin sekil operatorii S olsun. Eger T' vektor alan1 « egrisi boyunca S'nin
karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa « egrisine M iizerinde bir egrilik ¢izgisidir denir

(Hacisalihoglu, 1983).



Tanim 2.1.25 E" de bir hiperyiizey M ve P € M noktasindaki gekil operatorii .S olsun.
Eger X,,Y, € Ty(P) igin,
(S(X,),Y,) = 0 (2.1.15)

ise bu iki tanjant vektore esleniktirler denir. Bir X, # 0 tanjant vektorii igin,
(S(Xp),X,) =0 (2.1.16)

ise X, dogrultusuna, M nin P noktasindaki bir asimptotik dogrultusu ve X, yi VP € «
noktasinda teget vektori kabul eden « egrisine M tizerinde bir asimptotik ¢izgidir denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.6 E37in bir hiperyiizeyi M olsun. M iizerinde temel formlar, sirasiyla; I,

IT, IIT ve Gauss egrilik fonksiyonu K, ortalama egrilik fonksiyonu H olmak iizere,
IIT-HIT+KI=0 (2.1.17)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

2.2 Manifold ve Altmanifoldlarin Egrilikleri

Tanim 2.2.1 E™ Oklid uzaymin standart Riemann konneksiyonu D ve M manifoldunun
Riemann konneksiyonunu da D ile gosterilsin. M tizerinde her X ve Y vektor alanlar:
i¢in,

DxY = DyxY + V(X,Y) (2.2.1)
esitligini saglayan vektor degerli V' tensor alanina M manifoldunun ikinci temel formu,
bu esitlige de Gauss denklemi denir (Thas, 1978). Burada DxY ve V(X,Y), sirasiyla,
DxY’nin teget ve normal bilesenleridir. M ’nin normal vektor alani ¢ olsun. O zaman

Dx(, teget ve normal bilesenleri cinsinden ifadesi;
Dx¢ = —Ac(X) + Dx¢ (2.2.2)

seklinde olur. Bu esitlige Weingarten esitligi denir. Burada A, M iizerinde her noktada
Ty (P) — Ty (P)ye self-adjoint lineer bir déniigiim ve D+ ise M nin normal bandih
tizerindeki metrik konneksiyondur. Bundan sonra A, notasyonunu, hem lineer doniistimler

ve hem de lineer dontigtimlerin matris gosterimi i¢in kullanacagiz. X ve Y, M manifoldu
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tizerindeki vektor alanlari, ¢ da normal vektor alani olsun. £™'nin standart metrik tensori

de (,) olmak iizere, (2.2.1) ve (2.2.2) esitliklerinden;

(DxY,¢) = (A(X),Y)
elde edilir. Bu iki egitlikten,

<V(X’ Y)7C> = <AC<X)’Y>

bulunur. X+ (M)’in ortonormal baz vektér alant {1, ..., Gu_pm } olsun. VI(XY),

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(1 < j < n—m), fonksiyonlar1 M’ den R’ ye diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak

uzere;
VX,Y) =) VIXY)G
j=1
yazilir.(2.1.15) ve (2.1.17) esitliklerinden ,
VX,Y) =) (DxY.G)G
7=1
veya
VX,Y) = ) (A, (X),Y)G

1

J
elde edilir.

Tanim 2.2.2 P € M ve Xp,Yp € T)(P) olsun.
V(Xp,Yp)=0
ise Xp ve Yp vektorlerine eslenik vektor,

V(Xp, Xp) =0

ise Xp’ ye P noktasinda bir asimptotik vektor denir (Sabuncuoglu,1982).

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)

Tanim 2.2.3 M, m—boyutlu bir Riemann manifoldu ve V' de M 'nin ikinci temel formu

olsun.

V(X,Y)=0, VX,Y € x(M),

oluyorsa, M’ye E™de total geodeziktir denir (Chen,1973).

11
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Tanmim 2.2.4 ¢ € x*(M) birim normal vektor alani ise,
G(P,()=detA;, Pe M (2.2.12)

degerine M’nin P noktasinda, ¢ dogrultusundaki Lipschitz-Killing egriligi denir (Thas,
1978). Gauss egriligi G(P) olmak {izere, E™ deki biitiin yiizeyler igin,

n—m

G(P) =Y G(PG). (2.2.13)

Jj=1

G(P) =0ise P € M igin M yiizeyi aglabilirdir denir (Kobayash1 ve Nomizu, 1963).

Buradan, her noktada ve her normal dogrultuda Lipschitz-Killing egriligi sifir ise yiizey

acilabilirdir.

Tanmim 2.2.5 {1, ..., Cuom}, X-(M) in ortonormal vektor alan sistemi olmak iizere,

H= 2 bOyng (2.2.14)

seklinde tanmimli H vektoriine M nin ortalama egrilik vektor alani ve ||H|| fonksiyonuna
da ortalama egrilik fonksiyonu, P € M noktasinda H(P)’ye ortalama egrilik vektorii,
|H(P)|’ye de M’nin P noktaindaki ortalama egriligi denir (Kobayashi ve Nomizu, 1963).
VP € M i¢in H =0 ise M ye minimaldir denir (Kobayash1 ve Nomizu, 1963).

Tamm 2.2.6 E", n—boyutlu bir Oklid uzay1 ve y(E™) de E" iizerindeki vektér alan-

larinin uzay1 olsun. XY, Z € x(E™) olmak iizere;

R = x(E") x x(E") x x(E") = x(E")
R(X,Y,Z) = R(X.Y)Z
= Dx(DyZ)— Dy(DxZ) — Dixy|Z (2.2.15)
seklinde tanmimlanan R fonksiyonu y(E") iizerinde 3. mertebeden bir kovaryant tensor
alamidir. Bu kovaryant tensor alanina E™'nin egrilik tensor alani ve R(Xp, Yp)Zp tensoriine

de E™nin P noktasidaki egrilik tensorii veya E™'nin P’deki egriligi denir (Hacisalihoglu,

1983).

Teorem 2.2.1 E", n—boyutlu Oklid uzaymm her noktadaki egriligi sifirdir (Hacisalihoglu,
1983).
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Tanim 2.2.7 M, m—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.

R(X1, X, X3, X2) = (X1, R(X3, X2)Xs), VX1, Xo, X3, Xy € Thr(P)(2.2.16)

seklinde taniml 4. mertebeden kovaryant tensor alanina Riemann egrilik tensor alani,

P € M noktasindaki degerine de Riemann egriligi denir ve bu egrilik
K(P)=(X,R(X,Y)Y), VXY € x(M), (2.2.17)
bi¢iminde gosterilir. Ayrica V' ikinci temel form olmak tizere, bu tensor alani
(X, R(X,Y)Y)=(V(X,X),V(Y,Y)) — (V(X,Y),V(X,Y)) (2.2.18)
seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.8 M, m—boyutlu bir Riemann manifoldu ve R de Riemann egrilik tensori
olsun. {ey, ..., ey} sistemi Ty (P) nin bir ortonormal bazi olmak {izere;

S(X,Y) = i(R(ei,X)Y, ei), VX, Y € x(M) (2.2.19)

i=1
seklinde tanmimli S tensor alanina Ricci egrilik tensor egrilik alani ve P € M noktasindaki

degerine de Ricci egriligi denir (Chen,1973).

Tanmim 2.2.9 M, m—boyutlu bir Riemann manifoldu ve P € M igin, T);(P) nin ortonor-

mal baz1 {ey, ..., e, } olsun. S, M’nin Ricci egrilik tensor alani olmak iizere,

ro = Y S(ei ) (2.2.20)
=1

seklinde taniml 7y degerine M’nin skalar egriligi denir (Chen,1973). Burada (2.2.19)

ifadesi goz Oniine alinirsa, skalar egrilik
rae =) ) (R(ej,ei)eire;) (2.2.21)
i=1 j=1

seklinde elde edilir.

Tanim 2.2.10 {(y, ..., Cu_m} sistemi, x-(M) in ortonormal baz vektor alani olsun.

n—m

Ky =Y (AcAy, — Ag Ac,) (2.2.22)

ij=1

seklinde tammlanan Ky fonksiyonuna M nin skalar normal egriligi denir (Thas, 1978).
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2.3 ﬂ'g Boyutlu Oklid Uzayinda Regle Yizeyler

Tamim 2.3.1 Bir M C E? yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda E? iin tamamen M de
kalan bir dogrusu varsa, M’ye bir regle ylizey ve VP € M noktasindan gecen, M de kalan

bu dogruya da regle yiizeyin dogrultmani denir.

Dogrultmanlar1 kesen ve yiizey iizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir r : [ — E3
egrisine de regle ylizeyi dayanak egrisi adi verilir. M bir regle yiizey ve r de M’nin
dayanak egrisi olsun. 7(t) noktasindan gegen bir X dogrultman: tizerinde degisken bir
nokta [(t,v) regle yiizeyi,

B(t,v) =r(t) +vX(t)

seklinde yazilabilir. Buna gore bir ¢ regle yiizeyi

o: I xR — E3
(t,v) — @(t,v)=r(t)+vX(t) (2.3.1)

dontigimii ile belirtilmig olur (Hacisalihoglu, 1983).

Sekil 2.2: Regle Yiizey

Tanim 2.3.2 Regle yiizeyin komgu iki anadogrusu tizerindeki en kisa uzakligin bu iki
komsu ana dogru arasmdaki agiya oranna, regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.3 Bir regle yiizeyin anadogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3.1 Bir ¢(s,v) regle ylizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 1983).

14



Tanim 2.3.4
o:IxR — E?

(t,v) — pt,v)=r(t)+vX(t)

regle ylizeyi Vt € [ icin,
o(t + 2m,v) = @(t,v)

olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapalidir denir.

Kapali regle yiizeyin dayanak egrileri ve anadogrularinin kiiresel gostergeleri kapali egrilerdir.

Bir diger ifade ile bir periyod sonra her anadogu kendisi tizerine gelir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.5 Bir ¢(t, v) regle yiizeyinin anadogrularimin herbirini dik olarak kesen egriye,

regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.6 Bir (¢, v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin
dogrultmanlar tizerindeki ayagina bogaz (merkez veye striksiyon) noktasi adi verilir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.7 Bir (¢, v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi
olugtururken bogaz noktalarinin geometrik yerine, regle yiizeyin bogaz (striksiyon) ¢izgisi

(egrisi) denir.

Bir ¢(t, v) regle yiizeyinin merkez noktasinin yer vektorii, dogrultman vektorii ve merkez

noktasimin dayanak egrisine uzakhig: cinsinden,
v(s,u) =7r(s) +uX(s) (2.3.2)

olarak ifade edilebilir. Burada s yay parametresidir (Hacisalihoglu, 1983).

2.4 E" de Genellestirilmis Regle Yiizeyler

E™, n—boyutlu Oklid uzay1 ve r de E™ de diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin
r(t) noktasindaki ortonormal vektor alan sistemi {e;(t),...,ex(t)} ile gosterilsin. E™ nin
r(t) noktasindaki tanjant uzayi Tgn(r(t)) olmak tizere, {e;(t), ..., ex(t)} ciimlesi Trn(r(t))
uzaymin k—boyutlu bir Ei(t) alt vektor uzaymni gerer. S = ¢(G) olmak tizere, Fy(t)
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tarafindan taranan bu nokta ciimleleri, bir I x R¥ = G C E™ bolgesi iizerinde bulunan

E™ uzaymn (k 4+ 1)—boyutlu altmanifoldudur. Bu manifold i¢in bir parametrizasyon,
o: I xR — E"
k
(tvula"'auk) - QO(t,U,l,...,Uk) = T(t) +Zuzel(t) (241)
i=1
ve
k
rank(@e, Puys o pu) = rank{r(t) + Y wei(t)}
i=1
= k+1

ise S manifolduna (k + 1)—boyutlu genellestirilmis regle yiizey, r egrisine genellegtirilmis
regle ylizeyin dayanak egrisi ve Fy(t) altuzayma da r(t) noktasinda
genellegtirilmig regle yiizeyin dogrultman uzay: veya dogrultmani denir (Frank ve Giering,

1976).
A(t) = Sp{er, . ex,e1 s v er b, boyA(t) =k +m, 0<m <k, (2.4.2)

seklinde tamimlh A(t) altvektor uzayina, genellestirilmis S regle yiizeyinin Ey(t)’ye gore

asimptotik demeti ve
T(t) = S,{r',e1,..,ex,er . en b, k+m <boyT(t) <k+m+1, (2.4.3)

seklinde tamimh 7'(t) altvektor uzayma da, genellestirilmis S regle yiizeyinin tegetsel
demeti denir (Frank ve Giering, 1976). Genellestirilmis bir S regle yiizeyinin dogrultman
uzaylariin herbirini dik olarak kesen egriye genellestirilmis regle yiizeyin ortogonal yoriin-

gesi denir (Ergiit, 1983).

2.5 Genellestirilmis Darboux Vektoru

Tanim 2.5.1 n > 3 ve n tek say1 olsun. ¢ = 1,2,...,n i¢in Darboux vektorii

W =a,Vi +a Vo + a3V +...a,V,

( 11 k;j) ( 11 k;j> i tek
a; = §=1,35,...5i—2 =it Lit 3, it (n—1—i) (2.5.1)

0 1 cift.
seklindedir. Burada k;, (X) yoriingesinin j. egriligidir (Esin, 1988).
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— —
Teorem 2.5.1 W Darboux vektorii, diferansiyel hiz vektorii dV’ye ortogonaldir, yani

<317, W/> — 0, (Esin, 1988). (2.5.2)

2.6 Es Uzaklikli Regle Yiizeyler

Tanim 2.6.1 r : [ — E3 ve r* : I — E3 diferensiyellenebilir egrilerin r(t) ve r*(t)
noktalardaki teget vektorleri sirasiyla V4 ve Vi* olsun. Dogrultmanlar teget vektorleri

olan iki regle ylizeyin parametrik denklemleri
ov, (t,v) =r(t) +vVi,  @ys(t,v) =r*(t) + o4 (2.6.1)

olsun. Eger;

i) striksiyon egrileri boyunca teget vektorleri ile paralel

ii) uygun noktalarda polar diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu uzaklik p ile gosterilsin)
bu iki regle yiizey ciftine teget vektorlerinin tiretmis oldugu(equidistant) eg uzaklikh regle

yiizeyler veya p—equidistant regle yiizeyler ad1 verilir (Valeontis,1986).

Tamim 2.6.2 E? de r ve r* egrilerine ait V5 ve V5™ asli normal vektorlerinin iirettigi regle

yiizeylerin parametrik denklemi sirasiyla
vy (t,v) = r(t) +vVa(t), e (tv) =r(t)" + 01" (1), (2.6.2)

olsun. Eger;

i) striksiyon egrileri boyunca asli normal vektorleri paralel

ii) uygun noktalarda merkezi diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu uzaklk z ile
gosterilsin)

bu iki ylizeye z—equidistant regle ylizey adi verilir. Dayanak egrisi olarak v ve v* ¢izgileri

alinirsa regle ytizeylerin parametrik denklemleri

prp(t,0) = (1) +vVa(t), pu(tv) = (1) +oV2" (1), (2.6.3)
seklinde olur (Senyurt ve As, 2013).
Teorem 2.6.1 z—equidistant regle yiizeylerin uygun noktalardaki merkezi diizlemler,

asimptotik diizlemler ve polar diizlemler arasindaki uzakliklar sirasiyla z , ¢ ve p ile

gosterilirse ¢y, «(t,v) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin denklemi,

k2 kiko

. kill+p ———) —kld+—"—

V= +pVi+qVs+ 1( b k12+k22> 2(‘1 ki? + ko Vs
k12 + ko
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seklinde bulunur. Burada merkezi diizlemleri arasindaki uzaklik

2 Faks )
k(14p — =) k(g -2
1< P k12+k22) 2(q ki? + ko2

k% 4 ko2

z =

seklinde verilir (Senyurt ve As, 2013).

Teorem 2.6.2 z—equidistant regle ytlizeylerin dayanak egrilerinin teget vektorlerin arasin-

daki ag1 ¢ ile gosterilirse Frenet cgatilari, tabii egrilikleri ve tabii torsiyonlar1 arasinda

Vit = cosgVi+singVs, Vo' =Vo, V3" = —singlVi + cos Vs

ki* = (kycos¢ — kysin gb)ﬁ, k" = (k1 sin ¢ + ko cos qb)ﬁ
dt* dt*
bagntilar vardir (Senyurt ve As, 2013).

Tanim 2.6.3 r ve r* egrilerine ait V3 ve V3" binormal vektorlerinin tirettigi regle yiizeylerin

parametrik denklemleri sirasiyla
pv (t,0) = r(t) +0Vs(t), e (t,v) = ()" + V5™ (D), (2.6.4)

olsun. Eger;

i) striksiyon egrileri boyunca binormal vektorleri paralel

ii) uygun noktalarda asimptotik diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu uzaklik q ile
gosterilsin)

bu yiizeylere g—equidistant (es uzakhkl) regle yiizeyler adi verilir. (Ozduran, 2019)

Dayanak egrisi olarak v ve v* cizgileri alinirsa regle yiizeylerin parametrik denklemleri

vy (tv) = (1) +uVa(t), wue(t,v) = (1) +oVE" (1), (2.6.5)
seklinde olur (Ozduran, 2019).
Teorem 2.6.3 g—equidistant regle ylizeylerin uygun noktalardaki merkezi diizlemler,

asimptotik diizlemler ve polar diizlemler arasindaki uzakliklar sirasiyla z , ¢ ve p ile

gosterilirse ¢y,+(t, v) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin denklemi,

' 4 pk
7*=v+pV1+zV2+< Zzp ! )V3
2

ve merkezi duzlemleri arasindaki uzaklik
2+ kip
- k2
bagmtist ile verilir (Ozduran, 2019).
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Teorem 2.6.4 g—equidistant regle yiizeylerin dayanak egrilerinin teget vektorlerin arasin-

daki ac1 ¢ ile gosterilirse Frenet ¢atilar1 ve egrilikleri arasinda

Vit = cos¢Vy —singla, Vo =singVi +cosoVa, V3" =V;

N dt . dt
kl = (kl — 1)%, ]{72 = kg COS¢dt*

bagmtilar: vardir (Ozduran, 2019).

Tanim 2.6.4 r ve r* egrilerinin Frenet catilarina ait C' ve C* birim Darboux vektorlerinin

irettigi regle ytizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla
pclt,v) =r(t) +vC(t), we-(t,v) =1r"(t) +vC*(t)

olsun. Eger;
i) striksiyon egrisi boyunca birim Darboux vektorlerinin paralel
ii) uygun noktolarda merkezi diizlemler arasindaki uzaklik sabit ise (bu uzaklik d olsun)

bu iki yiizeye d—equidistant(es uzaklikli) regle yiizeyler ad1 verilir (Ozduran, 2019).

Teorem 2.6.5 d-equidistant regle yiizeylerin C' ile V3 vektorii arasindaki ag1 € ve C* ile

V3" vektorii arasindaki ag1 6* olsun. Bu catilar arasinda

i cosa 0 sina i
Vo | = 0o 1 0 Va (2.6.6)
V5™ sinaa 0 cosa Vs
bagintisi vardir. Burada
a=60"—10 (2.6.7)

dir (Ozduran, 2019).

Ispat. (2.1.8) ifadesinden Darboux vektorleri C' = sin V; 4 cos 0V ve
C* =sin0*V1* 4 cos 0* V3™ seklinde yazilabilir.
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Sekil 2.3: Birim Darboux Vektorleri

C' ve C* vektorleri paralel oldugundan Sp{Vi, V3} ve Sp{Vi, V5" } merkezi diizlemleri

paraleldir. Buradan V5 = V5™ olur. Sekil 2.3’den V3 ve V3™ arasindaki ag1 o olsun.

A I J._

A

A & \c_c

Sekil 2.4: C' ve C* Birim Darboux Vektorleri

Sekil 2.4 ’den tegetler arasindaki ag1 da o dir. Vi* vektorii Vi* = ki Vi 4+ 11 Vo + mq V3
seklinde yazilir. Burada k; = cosa, l; = 0 ve m; = sina seklinde bulunur. Benzer

yontem kullanilarak V3* vektori V3* = —sinaV) + cos aVi olur. Béylece (2.6.6) bagintist
elde edilir.

20



Teorem 2.6.6 d—equidistant regle yiizeylerin dayanak egrilerinin tabi egrileri ve tabi

torsiyonu sirasiyla x, 7 ve k*, 7" olsun. Bu egrilikler arasinda

k"= (kcosa — Tsina) T 7 = (ksina + 7 cos a)d_tt* (2.6.8)

bagmtis1 vardir (Ozduran, 2019).

Teorem 2.6.7 d—equidistant regle ytizeylerin v ve v striksiyon ¢izgisi sirasiyla

*

2(8) = r(t) — cos 0 @), A (t) = (1) — cos 6" 2

= —C(t") (2.6.9)

seklinde verilir (Ozduran, 2019).

Dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olarak alinirsa d—equidistant regle yiizeylerin parametrik

ifadeleri
wc(t,v) =~(t) +vC(t), @c=(t,v) =*(t) + vC*(t) (2.6.10)

seklinde olur. d—equidistant regle yiizeylerin merkezi,polar ve asimptotik diizlemleri

arasindaki uzakliklar sirasiyla |z|, |¢| ve |p| olsun.

Sekil 2.5: Regle Yiizeylerin Striksiyon Cizgisi

Sekil (2.5) dan v* striksiyon ¢izgisinin denklemi v* = v 4+ aVj + bV5 + ¢V3 olur. Burada

— — —
a= Vi), b= (" Vo), c= (17", Vs),
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’W vektortiiniin V; vektorii lizerine izdigiimi uzunlugu olan a, uygun noktalarda polar
diizlemler arasindaki |p| uzakhigina; Vs vektori {izerine izdiigimii uzunlugu olan b, uy-
gun noktalarda merkezi diizlemler arasindaki |z| uzakhgina; V3 vektorii iizerine izdiigiimii
uzunlugu olan ¢, uygun noktalarda asimptotik diizlemler arasindaki |¢| uzakligina esittir.

—
Buradan yv* vektorii

4
VW =pVi+2Va+4qVs (2.6.11)
veya
v =75+pVi + 2V +qVs (Ozduran, 2019). (2.6.12)

Teorem 2.6.8 d—equidistant regle yiizeylerinin striksiyon ¢izgileri arasinda

dt dt*
Vo= v+ <p —bsind — ((a — b)dt* +((1+p' = k12)cosf + (—¢' — koz)sinf) 7 ) sin9>V1
+ZV2
dt* , , _dr
+(g—bcosd — ((a—b) g +((14+p —k1z)cos@ + (—q — koz)sin0) §7 )cosf | Vs
5 dt at
bagmtisi vardir. Burada a = —cosf—, b = — cos 0" (Ozduran, 2019).

o’ do*
Teorem 2.6.9 d—equidistant regle ytlizeylerin uygun noktalarinda merkezi diizlemler
arasindaki d uzakhgi

(ki(L 4 p) (k1 + k%) — k1®) — ko (¢ (ki® + k2®) + kiks)
(k1® + k?)?

seklinde verilir (Ozduran, 2019).
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3. BULGULAR

3.1 E? de Paralel Darboux Equidistant Regle Yiizeyler

Bu boliimde E? de paralel Darboux equidistant regle yiizeylerin sekil operatorlerine

karsilik gelen matrisler hesaplanarak bu regle yiizeylerin sekil operatorlerinin cebirsel

degismezleri arasindaki iligkiler, dayanak egrilerinin kiiresel gostergelerinin yay uzunluk-

lar1, kiiresel gosterge egrilerinin egrilikleri, egrilik yaricaplari, arasindaki bagintilar he-

saplanacaktir.

Teorem 3.1.1 S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeylerin sekil operatorlerine kargilik

gelen matrisler arasinda,

5= () (1+5)s

bagintis1 vardir.

ispat. S ve §* paralel Darboux equidistant regle yiizeyleri,
Sp(tv) =7(t) +v.0(),
Sttt ) = () + v.C*(t7)
parametrik ifadeleri verilsin. (2.1.8) ifadesinden C'(t) esitliginin tiirevi alinirsa
C'(t) = 6 cosOVi+ ksinfVy — 6 sin Vs — 7 cos V4
= 0 cosOV) + (ksinf — 7cos0)Vy — 0" sin OV
= @ cosOV; + <I{

T K
-7 Vo — 0 sin OV-
VK2 + 72 \/I<L2+T2> 2 °
= @ cosOV, — 0 sinfV;

olur. Striksiyon egrisi ifadesinde C' ve C* ifadesi yerine yazilirsa
(r'(t), C'(t))
r(t) — .C(t)
1@

B (V1,0 cos V) — 0 sin 6V5)
- T(t) (9/)2

v(t)

(sin OV + cos 6V3)

cosfsin 0 cos? 6
= r(t) - g Vim Vs

cos

= r(t) = —-C(1)

olur. Bu ifade (3.1.2) de yerine yazilirsa, ¢(t,v) regle yiizeyi

cos

o(t,v) = r(t)— C(t) +vC(t)

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)



seklinde bulunur. ¢(t,v) ylizeyinin t ve v ye gore tiirevi alinirsa

0. sin@ + 6". cos 6 cosfy _,
eltr) = Vit ( o7 Jew+ (v-2)
0'.sin 0 + 0" cos 0 sin 0 9 ,
= (1 GE — cos” 6 + v cosH)Vl
! o Z 2
(9.sm€co?;;9 .cos” 0 +cosesin9—v9'81n9>V3,

pu(t,v) = C(t)
= sin6V; + cos8V;

olur. Bu vektorlerin i¢ carpimi

9/ .3 9 9// 2 9 9
(pr, pp) = sinf + s +(0,)21n sy sin 0 cos? O + v’ sin 6 cos O
0’ sin 0 cos? 0 + 0" cos® 6
(0)?
0 sin® 0 + 0" sin>Ocosh @' sinfcos?h + 0" cos® 0

)2 " )2

+ cos? O sin b — v8 sin b cos O

= sinf +
# 0.

O halde ¢; ve ¢, vektorlerine Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi uygulanirsa

X =, =C(t) =sinfV; + cos OV, (3.1.4)
<S0taX>
Y = - X
X
/a2 " :
_ ] @' sin“ 0 + 0 Cosesme—00820+v0’0050—sin26
(0")?
_9’ sin* @ + 0" sin® 0 cos @ + 0 cos? Hsin® O + 0" cos® O sin O v
(0")? :
!/ 3 1A 2
(9 sm@co?;/)—;— 07 cos”0 + cosfsinf — v8 sinf — sin O cos
_0’ sin® @ cos O + 0" sin’ O cos? 0 + @’ cos® Asin 6 + 0" cos* § v
(0)? ’
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0 sin® @ + 0" cosfsinh — 0 sin* 6 — 6" sin® 0 cos

B —6' cos? §sin?  — 6" cos® O sin O ol cosd |V
= QGE v8' cos f
0’ sin @ cos @ + 0" cos @ — @' sin® 6 cos 6
—0"sin? 0 cos? § — ' cos® Osinh — 6" cos* 0 .
+ @) — v sinf | V3
¢ sin? 0(1 — sin? @ — cos? 0)
+6" cos @ sin f(1 — sin? § — cos? ) ,
= o) +v8 cosf |V}
0 sin 6 cos (1 — sin? @ — cos? )
46" cos? 0(1 — sin? § — cos? 0) .
— 0@ sinf | V3
(6')?
Y =08 cos OV — 08 sin 0V (3.1.5)

bulunur. {X,Y} sistemi bir ortogonal sistemdir. Bu sistem (&) uzayimn bir bazidir. S

ylzeyinin normal vektor alan1 NV ile gosterilirse,

N = XAY
= (sinfV; + cos OV3) A (v’ cos OV — vl sin OV3)
= 8 sin? 0V, + v cos? OV,
= vf(sin® 6 + cos? 0) Vs
= 00'V,

olur. Yiizeyin birim normali Ny ile gosterilirse

N

Ny= — =V, (3.1.6)
V]
bulunur. & regle yiizeyi iizerinde sekil operatorii
S:x(S) — x(S)
lineer dontigimii Ay, A9, p11, 1o € R igin,
S(X) = MX +NY,
seklinde tanimlanir. Burada (2.1.9), (3.1.4) ve (3.1.5) bagmtilar1 kullanihirsa
S(X) = DxNy
= ‘DSOUNO
~dNy
dv
= 0, (3.1.8)



S(Y) = DyNy
= Dy, No
= Dy, Ny — D, Ny
dNy dNy

dt dv
= K47V (3.1.9)

olur. (3.1.8) ve (3.1.9) bagmtilar1 yardimiyla Ay, Ao, p1, o skalarlar,

A= <S<X),X>:<O,X>:O,
A = (S(X),Y)=(0,Y) =0,

mo= (S(Y), X)
= (=rVi + 7V3,8in 0V + cos 0V3)

= —ksinf + 7Tcosd
T

K
+ 7
VK2 + 72 VK2 + 72

= —K

= 0,

pe = (S(Y),Y)
= (—kV) + 7V3,00 cos OV — vb' sin 6V73)
= —kvb cos® — Tvb’ sin b
— ) —— L
K

K200 + 200’
K2+ 72
—v8' (k2 + 72)

VK24 12

= —vf VK% + 72

seklinde bulunur. S lineer dontigiimiiniin sekil operatoriine kargilik gelen matris S ile

gosterilirse,

s o
M1 2

0 0
_ {O i _FHTQ] (3.1.10)

olur. Buradan & nin asli egrilikleri icin

kl = O, k’Q = —’1)0/.\/ K2 + T2 (3111)



seklinde bulunur. Benzer gekilde 8* regle yiizeyinin S* gekil operatorii hesaplanir.
C*(t) = sin0*V{" 4 cos 0"V
vektortiniin tiirevi alinirsa,
CY(t*) = 0" cosOVy + k*sind*Vy — 6 sin OV — 1" cos 0"V
= 0" cos OV + (k*sin 0" — 7% cos 0°)Vy — 0% sin 0*Vy

= 0" cosO* V] + (k Vy — 6% sin oV

*

S A S

\/W K*2 L 7*2
’ o

= 0" cosO"V" — 0" sinf"Vy

olur. Bu ifade striksiyon denkleminde yerine yazilirsa

(' (),C (1))

V(E) = (@) - TZUDIE C(¢)
* 0*' 9* *_9*’ in O*V*
= r(t") — (A7, 07 cos Vl, o V3>.(sin9*V* + cos 0*V5)
Gk 1 3
. cos@*sin@*_  cos?0*
= r(t") - g+ Vi = g 3
9*
_ r(t*)—C(;S*, C* ()

olur. Bu ifade (3.1.3) bagintisinda yerine yazilirsa ¢*(t*, v) regle yiizeyi

S = )= e e
= (") + (C(;i,e +0*)C*(t)

bulunur. ¢*(t,v) yiizeyinin t* ve v ye gore tiirevleri alinirsa

s . 0*'.sin6* + 6*" . cos 6* N cos@*\ ./
Gt = Vi ( Tt Jorm+ (v == ) )
x! 2 % %! * 3 *
_ (1+9 .sin” @ —1—9/ .cos 0" sinf —cos20+v9’cos0*)V1*
(6+)?
6*'.sin 0" cos 0* + 0*" . cos? 0* :
( o CO?G*,; S 7 1 cos6*sing* — v9* sin 0*)1/3* (3.1.12)

ve

po(t0) = C*(1)
= sin@*V" + cos 0"V (3.1.13)
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©*(t,v) yiizeyinde alman ¢; (t*,v) ve ¢! (t*,v) vektorlerinin ig ¢arpimi

‘9*' 23 9* 6)*” : 2 9* 9* ,
(pp, 05y = sinf* + i +(0*/)§1n O sind* cos? 0" + v0" sin 0" cos 0
0* sin 6* cos? 0* + 0% cos® §*
(6+)2
0% sind 0% + 0" sin® 0* cos *  0* sin 0* cos® O + 0% cosd O*
/ —"_ /
(0%)? (%)

. / .
+ cos? 6% sin 0* — vh* sin 6 cos B

= sinf* +
# 0

olur. O halde {¢}, ¢’} sistemine Gram Schmidt ortogonallegtirme yontemi uygulanirsa

X" =, =C"(t) =sin0"V]" + cos 0"V, (3.1.14)

/ .
— cos? 6% + v8* cosf* — sin’ 6*

(6+)2
0% sin* 6* + 0% sin® 0% cos 0 + 0% cos? 0% sin? 6% + 0% cos® 6* sin 0* > v
1

v o_ (1 n 0% sin? 6* + 0*" cos 6" sin 0

(0+)?

. / . .
4+ cos 0" sin 0" — v0* sin 0* — sin 6* cos 6*

(6+')2
0" sin® 0* cos 0* + 0*" sin? 0% cos? 0" + 0% cos® O* sin 0 + 0% cos* 9*) v
3

(9*l sin 0% cos 0% + 0% cos? §*

(6+)2
. " .
0’ sin? 0* + 6* cos 0* sin O*
o, "o,
—6* sin® 6* — 6% sin® #* cos 6*
’ . ” .
( —0* cos? 0% sin? 6* — 0* cos® 0* sin O*

(6+')2
0*' sin 0* cos 0* + 0% cos O
—0* sin® 0" cos O* — 6*" sin? O* cos? O

+ 00" cos 9*) Vi

—0*' cos? 0% sin 0* — 0" cos* ¥ ;o
+ ; — 00" sinf* | V5
(6+)?
0% sin? 0% (1 — sin? 6* — cos? 6%)
+0*" cos 0% sin 6* (1 — sin® 6* — cos? %) . o
= 07 +v0* cos 0" |V}

0’ sin 6 cos 0* (1 — sin? §* — cos? 0*)
+60*" cos? 0*(1 — sin® 0% — cos? 0%)
+ 7
(6+)?

— 0" sin 8*) Vs

Y* = 00" cos 0* V" — vf* sin 0* V' (3.1.15)
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olur. o halde {X*,Y*} ortogonal sistemi, x*(S*) uzaymn bir bazidir. S* nin normal

vektor alant N* olsun. Bu durumda

N* X" ANY”

UQ*/‘/;

(sin 0" Vy" + cos 0" V5" ) A (v0* cos 0*V; — v8* sin V)
v0* sin® 0*Vy" + v cos® 0V

v0* (sin® " + cos® 0%V

oolur. Yiizeyin birim normali N ile gosterilirse,

*

N = — =
A

N*
Vy (3.1.16)

bulunur. §* regle yiizeyinin S* gekil operatori

S X (ST) — X(S")

lineer dontisiimi a, b, ¢,d € R i¢in,

S*(X*)
S*(V*)

aX*+bY",

cX*4+dY* (3.1.17)

seklindedir. Burada (3.1.12), (3.1.13) ve (3.1.17) bagintilarindan S*(X*) ve S*(Y™*)

S*(X*)

S*(Y™)

Dx-N;

D% Ng

dN§
dv

0,

(3.1.18)

Dy-N;

Dy, N&

Ptx —Pou
Dy, No — Dy Ny
dN;  dN;
dt* dv

(3.1.19)
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seklinde bulunur. (3.1.18) ve (3.1.19) bagintilarindan a, b, ¢, d skalarlar,

a = (S"(X"),X")=(0,X") =0,
(

X
X)) Y
c = (S"(Y"),X) = (—r"V]"+ 7V, sin 0" V" + cos 0 V)

*> = <07Y*> =0,

= —K"sinf* + 7" cosf*

*

T K

* *

—K + 7
= 0,

d = (5°(Y"),Y")
= (—KVi + TV 00" cos 0V — 0" sin 6°Vy)

/ o
= —g"v0* cosf* — 7O sinO*

* *

K T
——— T*UQI—Q
‘/K,* +7'* ‘//{2—{—7'*

! !
K200 + 200"
. /KJ*Q + ,7_*2
—Ue*/</€*2 +T*2>
VK2 4+ 712
!
= —0" K2+ 7+

’
= —rg"vo*

olarak hesaplanir. S* lineer doniigimiiniin sekil operatoriine karsilik gelen matrisi S* ile

« _ |a b
s [
0 0
- [0 o —/ﬁ*2+7*2} (3.1.20)

olur. Buradan &* nin k* ve k3 asli egrilikleri

gosterilirse,

ki =0, kij=—v0" K2+ 7% (3.1.21)

seklinde bulunur. &3 esitliginde (2.6.7) ve (2.6.8) bagintilar1 yerine yazilirsa

ket = 0w 2

dt
= —v(d + 9')(%)2\/ K2 + T2

olur. Bu ifade (3.1.20) bagintisinda yerine yazilirsa

0 0
S*: ’ ’ dt 2
0 —v(a —|—0)(dt*) VK2 + 72
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seklinde olur. Buradan S ve S* gekil operatorii matrisleri arasinda,

0 0 0 0
5 = (ﬁ.«f[@ (e () (5) [o o (Y

- () (+3)s

bagintist bulunur.

dt* dt*
s s

Teorem 3.1.2 S ve §* paralel d-equidistant regle yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri

sirasiyla, K ve K*; H ve H* ile gosterilirse bu egrilikler arasinda,

K* = K=0,
dtNe g dtN?
i = H(oo) = (o) vV + 72 (3.1.22)

bagintis1 vardir.

Ispat. (2.2.13), (3.1.10) ve (3.1.20) bagntilarmdan,

K =detS =0,
K*=detS*=0
olur. Bu durumda
K=K'=0. (3.1.23)

Benzer olarak, (2.2.14), (3.1.10) ve (3.1.20) bagintilarindan,
H =125 = -0 VK2 + 72, (3.1.24)
H* = —00* /K2 4 7+2

olur. Burada (2.6.7) ve (2.6.8) esitlikleri yerine yazilirsa

wo= (o +0)(5) e

dr*
= <c§ltt”‘>2<H — va'VK? —|—T2)2
_ H(jé)Q = (iﬁ)%dm (3.1.25)

seklinde olur.

Bu neticeler dogrultusunda agagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 3.1.1 :

i) S ve §* paralel d-equidistant regle yiizeyleri agilabilirdir.

ii) a ags1 sabit ise S regle yiizeyi minimal ise $* regle yiizeyide de minimaldir.

Teorem 3.1.3 x(S) deki bir Z vektor alanimin x(S*) uzayinda olmasi igin Z = aX +bY,
—
ZF=a* X*+b'Y* ve yy* = pVp + 2V5 + ¢V olmak iizere katsayilar arasinda

a* = a—psinf — qcosd,
z = 0,
b of* = bod — pcosl + gsind

bagintisi vardir.

Ispat.  x(S) deki bir Z vektér alammnm y(S*) uzaymda olmas: icin hangi sartlarda
saglanmasi gerektigini aragtiralim: x(S) = Sp{X,Y} ve x(S§*) = Sp{X*,Y*} olduk-

larindan

X = sinfVj + cos Vs,
Y = 08 cosV; —v8 sin V5,
X" = sin0"V|" 4+ cos 0"V,
Y* = 0B cosOVy — v sin 0V

yazilabilir. sin §* ve cos#* yerine (2.6.7) ve (2.6.8) bagntilarindan degerleri yazilirsa

*

T

//{*2 + 7.*2
dt

(ksina + 7cosa)(5%)

\//f2+72(j71)
KSin o + 7T cos «

VKZ+ 72

K ) T
———sina + ———
VKZ+ 12 VK2 + 72

= cosfsina + sinf cos o

sinf* =

cos a,

= sin(6 + a), (3.1.26)
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*

K

(kcosa — Tsina)(
VT
Kcosa — Tsina

VKZ+ 12

cosf* =

dt
)

K T )
= ————cosa— ———sinaq,
VK2 + 72 VK2 + 72
= cosfcosa —sinfsin«
= cos(f+ «) (3.1.27)

olur. X* ve Y* vektorleri de (2.6.6), (2.6.7),(3.1.26) ve (3.1.27) bagmtilarindan

X* = sin0"V]" + cos 0" V5"
= (cosfsina + sinf cos a)(cos aV; + sin a'Vs)
+(cosf cosa — sinfsin a)(— sin aVj + cos a'Vs)
= (cosfsinacosa — cosf cos asin a + sin  cos® a + sin O sin® ) V;
+  (cosBsin® o + sin 6 cos asin v + cos 6 cos® a — sin @ sin acos a) Vs

= sinfV] 4 cos V3

X, (3.1.28)

Y* = v (cos0*Vi* — sin 6*V5*)

dt
= %U(O/ +6") <(Cos 0 cos  — sin 0 sin a)(cos aV; + sin aV3)
— (cosBsina + sin b cos a)(— sin a'Vj + cos 041/3))
dt
= %v(o/ +6") <(cos 6 cos® o — sin ' sin av cos a + cos B sin? v + sin @ cos a sin a) V4
+ (cosf cos asina — sin fsin® v — cos @ sin o cos v — sin 6 cos? oz)V;;)
= %U(O/ + 6")(cos OV} — sin 0V3)
dt . a ,
= @09 (cos OV} —sinOV3) + %Uoz (cos V] — sin OV3)
dt dt
= o Y + %UO/(COS 0V, — sin6V3)
dt
- = (Y +va/ (cos OV, — sin 91/3)) (3.1.29)

seklinde bulunur. Z € x(S) vektori igin,

Z = aX +bY
= a(sinOV; + cos OV3) + b(vh' cos OV, — vl sin OV3)
= (asinf + bvd cosO)Vi + (acosf — bvb' sin )V (3.1.30)
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olur. Benzer gekilde Z* € x(S*) vektorii igin {X™*,Y*} bazina gére Z* vektori (3.1.28)
ve (3.1.29) bagmtilarindan,

7* = X +LbVY*, o' b ER,

= a*(sin@V) + cos6V3) + b*(%)(Y + v/ (cos V] — sin 013))
= a*(sinfV; + cos6V3) + b*(jti Ju(0" + ') (cos OV; — sin 6V3) (3.1.31)
dt dt
= (a*sinf+v*v(0 + a’)% cos0)V1 + (a* cos§ — b v(0 + o/)% sin 0) V3
seklinde bulunur.
v, v\ )
V, "
z e v =V,
v,
-
Sekil 3.1: Z ve Z* Vektorii
Sekil 3.1’den Z* vektorii
7' =7 —y* (3.1.32)

—
yazilir. Burada (3.1.30), (3.1.31) bagmtilar1 ve vy* = pV; + 2V, + ¢V3 esitligi yerine

yazilirsa,

Zr = Z—(@V1+2Va+4qVis)

dt
dt * o3 * / /
(a*sinf + b v(6' + O/)_dt* cosf)V; (a7 sinf + o (0" + o )dt*dios N
- * 1% / ! .
T (a*cosb — bo(® + o) sin0) Vs a7 cosf = bu(@' + o) sin ) Vs
dt —pVi — Vo — V3
* o * / / dt
(a* sin 0 + b*v(0 +O‘)%COSQ)V1 ~ (asin@+bvcost —p)Vi — zVs
dt - —bP'usind —
—|—((I* cosf — b*’U(QI + a/)dt* sin 9)% —l—(a cosf — bA'vsin b p)‘/g
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olur. Gerekli iglemler yapilirsa,

dt
a*sinf + b v(0 + a')—cos =

T asin @ + bvd cos 6 — p,

z = 0,

a*cos — b u(0 + a’)ﬂ sinf =

o acos — bvd sinf — q

ifadelerinden a* ve b*vf katsayilar

*

a* = a—psinf — qcosb,

b 0" = bod — pcosh + gsind

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.4 S ve S* paralel d-equidistant regle yiizeyler olsun. § ve §* regle yiizeylerin

temel formlar arasinda,

/
%)QHU + )T, 1<q<3

= ( 9,

(3.1.33)

bagintis1 vardir.

Ispat. (2.1.10) bagmtisindan VZ,T € x(S) icin S regle yiizeyinin I., I1. ve I11. temel
formlari;
(zZ,1T) = (Z,T),
I1(Z,T) = (S(Z),T),
I1(Z,T) = (S*2),T). (3.1.34)

Benzer sekilde, §* regle yiizeyinin temel formlari, sirasiyla, I*, I1*, ve I11* ile gosterilirse

(3.1.1) bagmtisindan,

(Z.T) =

(Z,T)

= 1(Z,T),

II*(Z,T) =
dt

— (G4

dt
a (dt*

111575 T) =
dt

((57(2),T)

O{/

0
a/

)(5(2),T)

V(14 )II(Z,T),

0/

(5"%(2),T)

/

= (Z)'(1+ 5% D). T)

dt
B (dt*
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bulunur. (3.1.34) ve (3.1.35) bagintilarindan (3.1.33) seklinde genel bir baginti elde edilir.

Teorem 3.1.5 § ve §* paralel d-equidistant regle ylizeyler olsun. S’deki asli egrilik

dogrultular1 S*’da da asli egrilik dogrultular: olmasi igin gerek ve yeter sart « agisi sabittir.

Ispat. &’deki asli egrilik dogrultusu X olsun. Bu durumda

S(X) = kX
yazihr. (3.1.1) bagmtisimdan
S0 = (I 0)sn)
= (I Dex

olur. a agis1 sabit oldugundan

dt
dt*

$*(X) = (5-)°kX

bulunur. Bu ise X’in §* 1n da asli egrilik dogrultusu oldugunu gosterir. Tersine, S*'1n

asli egrilik dogrultusu Y olsun. Bu durumdan

S*(Y)=2\Y
yazilir. (3.1.1) bagmtisindan
dt*\ 2,0 + o
(Y _ *
) = (E2 (s
dt* 2,0+ o/

= (T

olur. a agis1 sabit oldugundan
dt*

dt

bulunur. Bu ise Y nin § de de asli egrilik dogrultusu oldugunu gosterir.

S'(Y) = (Z-)*AY

Teorem 3.1.6 S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeyler olsun.

i) « agist sabit ise § 'nin umbilik noktalar1 §* ' da umbilik noktalaridir.

ii) S 'nin flat(diizlemsel) noktalar1 S* ' da flat noktalaridir.
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ispat.

i) P noktasi § 'nin bir umbilik noktasi, sekil operatorii S olsun. Bu durumda

X e R; S = A yazilir. (3.1.1) bagmtisindan,

S0 = (s s

dt
(G

dt .o
——

= )\2 ]2, )\2 cR

)’(1+ %))\12

olur. Bu durumda P noktast S*'in da umbilik noktasidir.

ii) P, S nin flat noktasi olsun. Bu durumda,

S=0
olur. (3.1.1) bagmntisindan
dt \ 2 %
(X) = 14 —)S(X
S0 = (e D))
=0

bulunur. Bu halde P noktast &* 'in da flat noktasidir.

Teorem 3.1.7 S ve §* paralel d-equidistant regle yiizeyler olsun.

i) a # sbt olursa S'nin eglenik tanjant vektorleri S* 'in da eglenik tanjant vektorleridir.

ii)S nin asimptotik dogrultular1 §* 'in da asimptotik dogrultularidir.

ispat.

i) Xp,Yp € Ts € (P) eslenik tanjant vektorleri i¢in (S(Xp),Yp) = 0 olur. (3.1.1),
(3.1.28) ve (3.1.29)

bagintilarindan,

dt” 2 O/ * *
(G )8 (X",
dat* dt*

<S(XP)a YP> =
(E)(—vo/(cos 0Vy —sin6V3))Yp* — ( = )(Yp*)>

at* 5, o
B (dt) (o/—l—Q’

(57 (e, (12))
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olur ve
o #0= <s*(X;;),Y;;> ~0
bulunur. Yani, a’nin sabit olmamasi durumunda Xp ve Yp §* 'in eglenik tanjant vektorleridir.
ii) Xp , S'nin asimptotik dogrultusu ise,
<S(Xp), Xp> ~0

yazilir. Burada (3.1.1) ve (3.1.28) baguntilar1 yerine yazilirsa,

(B P05 (e, X)) =0,

ve

(5"(Xp), Xp) =0

bulunur. Bu ise Xp 'nin S*'in da asimptotik dogrultusu olmasi demektir.

Sonug 3.1.2: S’nin asimptotik ¢izgileri S* 'in da asimptotik ¢izgileridir.

Teorem 3.1.8 S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeylerin sekil operatorlerine karsilik

gelen matrislerin karakteristik polinomlar:1 Ps(A) ve Ps«(\) ise bu polinomlar arasinda

Ps-(\) = (%)2133@) + N (1— (%)2) + va' \WK2 + 72 (3.1.36)

bagintis1 vardir.

ispat. S ve §* regle yiizeylerine karsilik gelen sekil operatorlerinin matrisleri, sirasiyla,

S ve S* olsun. Karakteristik polinomlari,
PS()\) == )\2 - (kfl + k’g))\ + (lflk’g)

ve
Pse(A) = N2 — (K + kA + (K7 k).
seklinde yazilir. Burada, H = k) + ky , H* = ki + kj, K = k1.ko =0 ve K* = ki.k} =
degerleri yerlerine yazilirsa
Ps(\) = —HX+ X\,
Ps-(\) = —H*X\+ )\ (3.1.37)
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olur. (3.1.22) bagintis1 bu ifade de yerine yazilirsa

Ps:(A) = A — (H(Cii)z)\— (Zi)2va’\/n2+72>)\,

= N (S HA e W),

dt
= N+ (%)2(—H)\ + A% = A+ va/ WK? 4 72)

= (21)2 <(P5()\)) — A+ v AWK + 72> + A2

dt dt
= (dt*)ng()\) + A2 <1 — (%)2> + va' AV K2 + 72

bulunur.

Teorem 3.1.9 S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeylerinin sekil operatorlerine karsilik

gelen matrislerin karakteristik polinomlar: arasinda

dt o
0

Ps.(S*) = (%)4(1 + )(Ps(S) + Sva/ VK2 + 72) (3.1.38)

/

dt
bagintist vardir ve (%)4(1 + %)SUO/\/ k2 +72) =0 dur.
Ispat. (3.1.37) bagmtisi ve Cayley Hamilton teoreminden,
Ps(S)=S5*—-SH =0

Ps.(S*) = S** — S*H* =0 (3.1.39)

dir. Burada (3.1.1) ve (3.1.22) bagntilar1 yerine yazilirsa

39



o= (B @ oge Aty o odt o
Por(8%) = () (14 508" = (G0 + GISCE) (H — val Vi +77)
oAty d e dt o Oy —
= ()14 S = () (L4 G)SUH — valViZ £ 7%)
dt .. o /
= ()" (14 5)(S* = S(H —va V2 +72))
dt . o /
= ()" (14 5)(S* = SH = Svd Vi +7)
dt . o /
- (dt*) (1+@)(PS(S)+SUQ\/W)
dt 4 o dt A o /
= () 1+ Z)Ps(8) + () (1 + o) + Swa' V2 + 72

esitligi elde edilir. Burada Ps(.S) = 0 oldugundan

dt o

*\ 4 _
Pe(8) = (M1 1 0 py(s) = 0
ve
dt ., o ,
(dt*) (1+ y)Sva VEZ+ 712 =0.

Teorem 3.1.10 S ve §* paralel d—equidistant regle ylizeylerinin temel formlar1 ve orta-

lama egrilikleri arasinda

dt / dt /
11T = H'IT = ()" (1 + %)(III — HID) + () (1 + %)m/\/rﬂ Tr2=0

dt !
bagintisi vardir. Burada (dt* Y41+ %)vo/\/ k2 4 72 =0 dir.

Ispat. S ve §* paralel d—equidistant regle ytizeylerin I., I'1., I11. temel formlari,

ortalama ve Gauss egrilikleri arasinda

III —HII+KI = 0,
I — H'II* + K*T* = 0 (3.1.40)
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bagintilar: vardir. Burada (3.1. 35) ve (3.1.22) esitlikleri yerine yazilirsa

dt dt o dt o
111" — H*II" = 1 117 — 1 H — va' VK2 2 1 17
(4 ST = (114 ) (v VT ) (214 %)

o dt oy, o dt dt o 5
= (%) (1—1-@)]][ (dt M1+ 0’>HH+(dt Y41+ 0/) VR4 T

o dt o dt o e
= (dt*) (1+ 9,)(III—HII)+(dt*) (1+ 0,)va\/m + 7

=0
/

dt
olur. Buradan (—) (1+ /)vo/\/ k2 + 72 = 0 oldugu goriiliir.

dt* 0

Teorem 3.1.11 S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeylerinin tiirev operatorleri arasinda

(VDY + (o)DM —(S(X), Y )Va - (95) (14

Oé/

—><S(X),Y+M>Vz

Dy.Y" = 0
(3.1.41)

bagintist vardir. Burada M = va/(cos 0V) — sin 6V3) dir.

Ispat. S ve S* paralel d—equidistant regle ylizeylerin birim normalleri sirasiyla Ny = V5
ve Ni = Vy. dir. E® 'm Riemann konneksiyonu D, S ve S* daki tiirev operatérleri de,

sirasiyla, D ve D* ile gosterilirse, yiizeylerin Gauss denklemleri,
DxY = DxY + (S(X),Y)Vs, (3.1.42)
D3 Y* = Dx-Y* + (S*(X*), Y*)Vy (3.1.43)
seklinde yazilir. Burada (2.6.6), (3.1.1), (3.1.28), (3.1.29) ve M = va/(cos V) — sin 6V3)

bagintilar1 dikkate alinirsa

dt

dt*

dt o dt , .
dt*) (1+ @)(S(X), (dt*)(y + va'(cos V] — sin 0V3))) Vs,

Di.Y* = Dx((+=)Y + vd/(cos V) — sin 6V3))

+(

dt dt o dt
SO M)+ (00 + S, (SO + M)V,

= Dx((

= Dy (D + (g4 Dy Y+ v

Burada (3.1.42) bagitisi yerine yazilirsa

/

Di.Y" = DxY + DxM = (S(X),Y )Vs + (iﬁ)g(l + %) (S(X),Y + M)V,

elde edilir.
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Teorem 3.1.12 S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeyler olsun. « egrisi S de asimp-

totik ve geodezik ise S* da geodezik olmas icin gerek ve yeter sart DT = 0 olmasidir.

ispat. a egrisinin tegeti T olsun. «, § de asimptotik ve geodezik ise,
(S(T),T) =0

ve
DrT = 0.

(3.1.41) bagmntisindan D}T ifadesi

DiT = Dy — {S(T). T)Va + ()71 + 0 ((S(T), T>v2) + DT =0

seklinde bulunur. DT = 0 olursa D;T = 0 olur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.13 S ve §* paralel d—equidistant regle ytizeylerin dayanak egrilerinin kiiresel

gostergelerinin yay uzunluklar: arasinda

Sy = cosaSy, — sinaSy,
Sy; = Sy
SV:;= = sinaSy, + cosaSy,

bagintis1 vardir. Burada o agisi sabittir.

Ispat. (V1) egrisinin yay uzunlugu Sy, ile gosterilirse,

t d‘/l
S = —||dt
W = [
t
- / vyt
0
t

= / Kdt,
0

(V3) egrisinin yay uzunlugu Sy, ile gosterilirse,

t d‘/g
S = [ 15
V2 o dt

t
- / BAL
0

t
= / VK2 + T2dt,
0
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V3 egrisinin yay uzunlugu, Sy, ile gosterilirse,

dVs
Suy = / 125 a

= [ javitar
0
t

= /Tdt,
0

eklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1983). Benzer sekilde,

S
(V1) egrisinin yay uzunlugu Sy ile gosterilir ve o agisi sabit alinirsa,

dV
Syp = !

1
dV1 dt*
= ||dt
/ oy
dt*
- / Vi
0
t
= //@*dt*,
0
t
= /(FLCOSCY—TSiHOé)dt
Ot t
= /mcosadt—/TSinadt
0 0
t t
= cosa/ mdt—sinoz/ Tdt
0 0

= cosady, — sinaSy,

||dt

(V2") egrisinin yay uzunlugu Sy; ile gosterilirse,

dv2

||dt
B /HalV2 dt*
N dt* dt
s dt*
= / IV
:/ K*2 4 T2 dt*
0
t 2/ dt \2 2/ dt \2
= / (KCOSO(—TSiIlOé) ( ) +</<asinoz+7'cosa) ( )dt*
0 dt* dt*
= /\/EQCOSQOé—2/£TCOSCYSiHCY—|—T2SiHQCY—|-H2Sin2a+2/€TSiHOzCOSOz+T2COSQOédt

t
= / VK2 + T2dt
0
Sy,
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oldugu gortlir.

o (V3") egrisinin yay uzunlugu Sy ile gosterilir ve a acisi sabit olarak alinirsa,

dv3

Sy = |t

B / HdV3 dt*
N dt* dt
L dt*

= % ||dt
[
= / T dt*
0
= /t(msina—i- Cosa)dt*
A ’ dt
t t
= //iSiIlCYdt-F/ T cos adt
0 0
t t
= sina/ ﬁdt+cosa/ Tdt
0 0

= sinaSy, + cosaSy,

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.14 E3 de, S ve 8* paralel d—equidistant regle yiizeyleri verilsin. V; ve V;*
tiretici vektorlerinin kiiresel gosterge egrilikleri ve egrilik yaricaplari sirasiyla sy, , ryx ve

pv,, pvy+ olarak gosterilsin. kiiresel gosterge egrilikleri ve egrilik yaricaplar: arasinda

KKy, dt

K/ * = ,
Wi K* dt*
L py k" dt
P ko dt

bagintis1 vardir.

ispat.

S regle ylizeyinin r = r(t) dayanak egrisinin tiirevleri alimirsa

dr
=2
1 dt?
Vi = KV,
V! = —k*Vi+ K Vo + KTV

(V1) egrisinin egriligi ky, ile gosterilsin.

_ ViAWV V2

o= -
o viP Ao
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Darboux vektori, W = 7V; + kV5 oldugundan, (V}) tiretici vektoriiniin kiiresel gosterge

egrisinin egriligi,
_ Wi

K

I<LV1
ve egrilik yaricap fonksiyonu da, py, ile gosterilirse

K 1

p = ———---
W Ry

bulunur (Zenciroglu, 1988).

S* regle ylizeyinin r* = r*(t) dayanak egrisinin tiirevleri alinirsa

dr*
o= o
! dt*
V*l* — K*V'Q*,
Vvl*” — _,{*2‘/1*_’_/{*"/2*_’_/{*7_*%*

ve |V AV || = k*2V/ k*2 + 72 bulunur. Egrilik fonksiyonu ry,~ ile gosterilsin,

v AV
V|2

K,*Z’ / ko2 + T*2

F;/Vl * prmng

bulunur. Burada (2.6.8) ifadesi yerine yazilirsa,

k2 cos? oo — 2kT cos asin o + T2 sin® «
+k2sin? a + 267 sin a cos o + 72 cos? a

v = dt
(/iCOSCY — Tsina)—

dt*
VKZ+ 12

KCOS( — T SIn «

/QV1
T .
COS(¥y — —SsIn«
K

KKy, dt
K* dt*
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olur. Egrilik yaricap: da py,+ ile gosterilirse
1

/ivl*

pvl* -

KCcosSa — T Sin«

VK24 12

pv, K* dt*
ko dt

bulunur.

Teorem 3.1.15 E3 de, S ve S* paralel d—equidistant regle yiizeyleri verilsin. V5 ve
V5" merkezi normal vektorlerinin kiiresel gosterge egrilikleri ve egrilik yaricaplar: sirasiyla
Kvy, Kvy Ve Py, Py oOlarak gosterilsin. kiiresel gosterge egrilikleri ve egrilik yarigaplar
arasinda

Kyys = Ky,

vy = Pwa

baguntis1 vardir.

ispat.

(V2) merkezi normal vektoriiniin kiiresel gosterge egrisinin birinci ve ikinci tiirevi alinir

Vi = —rVi+ TV,
Vy = —kVi— (K +7)Va+T7'Vs
olur. Buradan
ViAVy = =7(82+ T)Vi 4 (=K'T + K1) Vo + K(K2 + 72) V3,
IVIAVY| = VWIS + (=T + 67)2, |[W]| = V&2 + 72,
Va* = [wW]?

bulunur. Egrilik fonksiyonu ky, ve egrilik yaricap1 py, ile gosterilirse,
VAVl

KVQI—

IVz1)°

VIWIE + (=r'7 + K7')?
Wi ’
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_ WP
Pvy =
\/||VV||6 + (—K'T + KT')?

bulunur (Zenciroglu, 1988).

(V2") merkezi normal vektoriiniin kiiresel gosterge egrisinin birinci ve ikinci tiirevleri

alinirsa
*! XY % *Y 7 %
VW = —r"ViT+177V5T,

"

‘/2* _ _H*,‘/l* . (H*2+T*2)‘/2* +T*/‘/é*

olur. Buradan
Vo |P = (% + 7*%)3,
W) = Vw2 772

bulunur. Egrilik fonksiyonu ky,« ile gosterilir

I LN Ol
VBt T T
: va" |
W& Crre e
W[
y . dt
olur. Burada (2.6.8) bagintisi yerine yazilir ve e sbt. olarak alinirsa,
dt* , /
PV + (e + 72|
S dt* 5 3
B3I
P
dt* dt* . .
I 1 (B 4y
- dt* .
PP
bulunur. Burada W*, k* ve 7* ifadeleri
IR/
= \/,‘{/2 + 7-2 ﬁ
—— dt*
dt
= W —
g
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dt
K" = (kcosa — Tsina)— =

dt*
! / . / . / dt 2
k" = (k' cosa — ksinaa’ — Tsina — T cos ax )<dt*>
) t
7 = (ksina + T cosa) — =
dt*
! / - / / 3 / dt 2
7 = (K'sina + kcosaa’ + 7' cosa — T sin ax )(dt*)
* __x *’*_dtSI 2 1 / 2 7
—K T+ TR _(dt*) (K'T 4+ k°a 4+ kT + 7))
dt
seklindedir. Bu degerler (3.1.44) de yerine yazilip —— = sbt ve o/ = sbt olarak alnirsa

dt

_ \/HWH6 + (—=K'T + 7'K)?

WP
olur. Buradan
Rvpx = Ky
ve
pVQ* = Py
bulunur.

Teorem 3.1.16 E? de, S ve S* paralel d—equidistant regle yiizeyleri verilsin. V3 ve
V3* merkezi teget vektorlerinin kiiresel gosterge egrilikleri ve egrilik yaricaplari sirasiyla

Kvy, Kvy Ve Py, pyy olarak gosterilsin. kiiresel gosterge egrilikleri ve egrilik yarigaplar

arasinda
Ky, T dt
K * =
Vs ™ dt*’
pvyT* dt
Py = T dt

bagintis1 vardir.

ispat.

(V3) Merkezi teget vektoriiniin kiiresel gosterge egrisinin birinci ve ikinei tiirevi alinirsa

‘/3/ = _T‘/Za
| A o VA S A VA
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olur. Buradan

VIANVY = 7V + kT Vs,

IVEAVSI = Vi2 4727 = 72| W]

bulunur. Egrilik fonksiyonu sy, ve egrilik yaricap: py, ile gosterilse,
VAV

Ky, = —rmae
" IVs]®

T2V K2 + 12

T3

VK2 + 712

T

ve W Darboux vektorii ile V3 vektorii arasindaki aci 6 ile gosterilirse,
T
Py, = ——sinf

W

bulunur (Zenciroglu, 1988).

(V3*) gosterge egrisinin sirasiyla birinci ve ikinci tiirevleri alimirsa

Vit o= TV
V*" o * *V* */V* *QV*
3 = KT V1 —T Vo —T V3
olur. Buradan

x! %! *3 * * %2 *
Vs® AVEY = 7V + RTINS,
Vs AV = 72w

3 3 = T )

Wl = Vet
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bulunur. (V3*) egriisinin egrilik fonksiyonu ky,+= ve egrilik yaricapr fonksiyonu py, ile

gosterilirse,
Vs AV
/
[Vs™ [
W

7-*3

W=l

7—*

dir. Burada (2.6.8) ve (3.1.44) bagmtilar1 ve 7% = (x sin a+7 cos a)(ji) \|W

egitliklerinden

dt
w
W)

(ksina + 7 cos @)

dt*
Wi

KSIn o + T cos «

KJV3

K .
—SIin o + cos «
-

Ky, T dt
T+ dt*

ve

1

Ryg*

pV3 * =

Ksina + T cos «

Wl
. pv3*’7'>|< dt*
N T dt

olarak bulunur.

Ornek 3.1 S ve S* yiizeylerininin dayanak egrileri sirasiyla
3 3
r(t) = (g sin(v/3t), V2, g cos(\/gt))

ve

r(t) = (% sin(vV/3t), ~— \/— 2\/—_005(\/_15))

20

o= W)

dt*



olsun. r ve r* egrilerinin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirasiyla

Vi(t) = (cos(V/3t),0,—sin(v/3t)),

Wa(t) = (= <ft) — cos(V/3t)),
Va(t) = (0,1,0),

k(t) = /3,

kao(t) = 0,

Vi*(t) = (cos(v/3t),0,—sin(v/3t)),

Vo*(t) = (—sin(v/3t),0, — cos(V/3t)),
Vs'(t) = (0,1,0),

b = 2

k' (t) = 0

seklinde bulunur. Buradan C ve C* vektorleri C' = (0,+/3,0) ve C* = (0, \/75, 0) olur. Bu

vektorlerin olugturdugu regle yiizeyler sirasiyla
wo(t,v) = (£ sin(v/3t), V2, £COS(\/§t)) +v(0,V/3,0),
(B3 (30, X2 2% cos(/31) +0(0, 22

wo+(t,v) = 2—(: v(0, 7,0)
seklinde yazilir. ¢ (t,v) ve po-(t, v) regle yiizeyinin y(t) ve y*(t) striksiyon ¢izgileri
dt
t) = — cos
At = r(t) —cost O
= (L— sin(v/3t), V2, \/—cos(\/_t)> — COS — <0 V3, 0>

= (Lain(vn, V- VEcost L, 3 cos(var),

* _ * . *ﬁ *
v (t) = r*(t) —cosb dQ*C (t),

— (im (V/3t), — VG 2\/_COS(\/_t)> —cos@*dde < ,\2570>7

— (£SI (V/3t), \/6—\/750080 j% 2\/_003(\/_15))

seklinde bulunur. yv* = v* — v oldugundan
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= <\/__ sm(\/_t) \/_ — V2 - \g_ dt \/50036@ \é—cos(\/_t)>

olur. Burada

ky

cos) = —— =1,
Vi + ky?
k: *
COS 6)* = % =
kl* +k2*

olur. ~, v* ve yv* esitlikleri

y(t) = <£s1n(\/_t) \/_—\/_d \/_co (\/_t)>

a0 3
0 = (v, X0 - Y 2D ),
V() = <£51 (V3t), Y0 ‘F V- \gdcg*+ 352 \g (\/_t)>

seklinde bulunur. Bu durumda polar diizlemler arasindaki uzaklik p ve asimptotik diizlemler

arasindaki uzaklik ¢ ile gosterilirse,
3
p = g sin(v/3t),
3
q = g cos(V/3t)

olur. Merkezi diizlemler arasindaki d uzakhgi Teorem 2.6.5 den,

k? kiko
Fps (14p — 5 — k| ¢
1*(“’ k%+k§> 2<Q+k§+kg>
d_

ki + k3

_ V3(1 + cos(v/3t) — 1) — 0
3
= \/?gcos(ﬁt)

olur. Merkezi diizlemler sirasiyla H = Sp{Vi, V3} ve H* = Sp{Vi*, V5*} ile gosterilirse bu
diizlemlerin denklemleri

X € H i¢cin
(X.C) = 0
<(x—£sm(ft)y \/_+\/_—z—£c (ﬁ)),(o,ﬁ,o>> = 0

yV'3 — \/_+3—:O
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dt
H..yV3— \/6+3@ =0
X* e H* icin,

<(x*—2—‘3/§sm<\/§t),y*—?+§d9*,z*—%cos(ﬂ))( ,?,0)> — 0,

dt
YV3—2V243— = 0
6
.. dt
H* .y 2\/§—2x/§+3d7—

seklinde bulunur.

t = 0 icin v ve v* striksiyon noktalar1 ve d uzakhgi

10) = (0.2 V3R V3

o’ 3
d
0 = 05 - B,
V3
¢ =75

olur. Agiktir ki striksiyon noktasinda Darboux vektorler birbirine paraleldir. Merkezi

diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar diizlem denklemini saglar. Yani

dt
A(o,ﬁ—\@@,m € H,

V6 V3 dt

B, 5 =540 € I

olur. A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik Vs oldugundan

3 3 2 do*

Vi St

@ 2v6 343 dt 6L§+6\/§§
3 6 6 do* 6 6 do’

23 = 26— 3V 6V 4 6VB
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olur. Buradan

> 26 2E_dt d
3 3 3 dg  do*
bulunur. Bu ifadeden
dt 1 v2
dd 3 37
dt 2v/6
-~ 3
olarak alimirsa A ve B noktalari
A(0,V2 — V3 + @,0),
3 3
V6

seklinde olur. Bu noktalar Striksiyon ifadesinde yerine yazilirsa,

30 = 0va- Y241 Y

7(0) = (

V6 2V/3
0,? + \/§,T)

olur.

t =0 vewv € (—4,4) degerleri i¢in dayanak egrisi ve regle yiizey Sekil 3.2 ve merkezi

diizlemlerin uygun noktalarda ki d uzaklhigi Sekil 3.3 deki gibidir.

r(t)

— 1°(1)

@c+(t,v)

@(t,v)

Sekil 3.2: d-Equidistant Regle Yiizeyler
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Sekil 3.3: t =0 1Qin Uygun Noktalardaki d Uzaklig:

t = 7183 icin v ve v* striksiyon noktalar1 ve d uzaklig
™3 V3 dt 1
W(Gs) = (5 v2-Viga)
*(Wg) _ (ﬁ V6 VG di 1)
T\as) T\ T 2 )
1
d =3

olur. Aciktir ki striksiyon noktasinda Darboux vektorler birbirine paraleldir. Merkezi

diizlemlere ait iki nokta A ve B olsun. Bu noktalar

A(o,f—ﬁ%,o) € H,

B(o,ﬁ—ﬁdt,
3 2 dor

0) € H

1
olur. A ve B noktalar1 arasindaki uzaklik — olacak sekilde

1 V6 V3 dt dt
2 ?_Tde*_\@Jr\/g@’
1 V6 V3 dt dt
2 ?_Tde*_\/ﬁ+\/§@’

olur. Bu ifade diizenlenirse




seklinde bulunur.

olarak alinirsa, A ve B noktalar:

olur. Striksiyon noktalar striksiyon noktasinda yerine yazilirsa

(Wg) _ (ﬁ V6 o)
s/ = e 302)
3 3 Vb6 1
V*(i) _ (Li VB L)

18 33 2

olur.
3

t="Y" e € (—4,4) degerleri i¢gin merkezi diizlemlerin uygun noktalarda ki d uzakhg:

18
Sekil 3.4 deki gibidir.

Sekil 3.4: t = Wl—\gg Icin Uygun Noktalardaki d Uzaklig
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3.2 E° de Paralel Darboux Equidistant Regle Yiizeyler

Bu kisimda E° de paralel Darboux equidistant regle yiizeyler tanimlanacak ve bu
regle yiizeylerin ortalama egriligi, Ricci egriligi, kesit egriligi, skalar egriligi hesaplanacaktir.

Son olarak bu egrilikler arasindaki iligkiler incelenecektir.

Teorem 3.2.1 7 : [ — E° egrisinin r(¢) noktasindaki Frenet ¢atisi
{Vi(t), Va(t), V5(t), Va(t), Vs(t)}, egrilikleri {kq, ko, k3, k4} olsun. r(t) noktasindaki
Darboux vektori

W = k2k4‘/1 -+ k1k4‘/3 + kll{?g% (321)

denklemiyle verilir.

Ispat. E5 de Darboux vektoriinii
W =aVi +bVo + cVs+dVy + eVy
seklinde alalim. (2.5.2) bagintisindan
(VI,W)=0 = (kiVa,aVi +bVa+cVaz+dVy+eVs) =0

= blﬁ:O

= b=0,

<V72,, W> =0 = (—k‘ﬂ/l +k‘2V3,aV1 +CV§,+CZV;1+6‘/5> =0

= —aky + cky = 0,

(Vi, W) =0 = (—koVo+ k3Vi,aVi + eV +dVy +eVs) =0
= dk3 =0
= d=0,

(VIiW)Yy=0 = (—ksVs+kqV5,aVi +cVz+eVs) =0
= —Ck’g + €k’4 =0,
(VE, W) =0 = (—k4Vy,aVh + Va3 +dVy+ eVi) = 0.

Buradan a = koky, ¢ = kiks ve e = kiks bulunur. Bu katsayilar Darboux vektoriinde

yerine yazilirsa

W = kokyVi + k1 k4 Vs + K1 k3 Vs

elde edilir.
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Tanim 3.2.1 E° Oklid uzaymm S yiizeyinde alman r egrisinin r(t) noktasindaki Frenet
vektorleri {Vi(t), Va(t)V5(t), Va(t), Vs(t)} olsun. r(t) noktasindaki tanjant uzayin Tgs (r(t)),
{Va(t), V5(t), Vs(t)} alt vektor uzaymi da Es(t) ile gosterelim. Bu uzay Tws(r(t)) uzayinim
bir 3-boyutlu altvektér uzayimm gerer. FEj3(t) tarafindan taranan bu nokta ctimleleri,
Tps(r(t)) uzaymm bir E® uzaymin bir 4-boyutlu alt yiizeyidir. Bu ylizey icin bir

parametrizasyon;
X:IxR — E°
(t, Uy, U2, U3) — X(t, U1, Ug, U3) = T(t) —+ U1k2k4‘/1(t*> + U2k1k4%(t*) + ngll{g%(t*)
olup
TGnk{Xt,Xl,XQ,Xg} =4. (322)
Bu yiizey S ile gosterilsin. Dayanak egrisi r, dogrultman uzay1 E3(t) olan S yiizeyine

hiper regle ytizey denir.

Tanim 3.2.2 E° de S ve §* iki hiper regle yiizey ve S yiizeyinin dayanak egrisi r, r(t)
noktasindaki Frenet catist {Vi(t), Va(t)Va(t), Va(t), Vs(t)}, S* yilizeyinin dayanak egrisi r*,
r*(t*) noktasindaki Frenet catist {Vi*, Vo™ V3" V* V5*} olsun. Bu c¢atilarin tanmimladig

Darboux vektorleri W ve W* ile gosterilsin. Eger;

1. Darboux vektorleri paralel (W = W*),

2. uygun noktalarda Sp{Vy, V5, V5} ve Sp{Vj*, V5", V*} oskiilator diizlemleri arasindaki

uzaklik sabit ise

S ve §* regle yiizeylerine paralel Darboux equidistant hiper regle yiizeyler denir.

Teorem 3.2.2 E° de S ve S8*, paralel Darboux equidistant hiper regle yiizeyler ve
oskiilator duzlemleri arasindaki uzaklik d;, 1 <7 < 5, ile gosterilsin. Yiizeylerini dayanak
egrileri arasinda

r* = T+d1‘/1 +d2‘/2 —|—d3‘/3+d4‘/4+d5‘/5 (323)

bagintis1 vardir.

Ispat. S ve S* paralel Darboux equidistant hiper regle yiizeylerinin r(t) ve r*(¢*)

noktalar1 verilsin.
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Sekil 3.5: rr* Vektori

Sekil 3.5’den rr* vektorii igin;

rr* = ar Vi + asVa + asVs + asVy + CL5‘/5, a; € R

yazilir. V; vektoriiniin r7* iizerine izdiigimi d; ise izdiigim bagintisindan

—

{rr*, Vi) —
1=

——TT
[l

olur. a; = (rr*,V}) oldugundan d; = a; olur. Burada d; € R sayis1 Sp{Vs, V3, Vy, V5}
ile Sp{Vy, V5", Vi, Vi} oskillator diizlemleri arasindaki uzakhktir.

vektortiniin rr* tizerine izdigiimii dy ise

Benzer sekilde, V5

g = V)
[[rr=]]
oy —

(rr*,V4) oldugundan ds = ay olur. Burada dy € R sayisi Sp{Vi, Vs, Vy, Vs} ile
Sp{Vi*, Vi£, Vi, Vet oskiilator diizlemleri arasindaki uzakliktir. V3 vektoriintin rr* iizerine
izdiigimii d3 ise

—  (rr*, V3) —
—*7"7“ .

[[rr]]

(rr*,V3) oldugundan d3 = a3 olur. Burada d3 € R sayist Sp{Vi, Vs, Vi, V5} ile
Sp{Vi5, V55, Vi, Vi) oskiilator diizlemleri arasindaki uzakliktir. Vj vektoriiniin rr* iizerine
izdiigimi dy ise

QU

3:
as =

—

=8

(rr*, Va) —
4 =

—_— 7T
(|77
Sp{Vy*, V5

ag = (rr*, V) oldugundan dy = a4 olur. Burada dy € R sayis1 Sp{Vi, Vs, V3, Vs} ile
29

5, Ve } oskiilator diizlemleri arasindaki uzakliktir. Vi vektoriintin rr* tizerine
izdiigimii ds ise

—  (rr*, V) —
dy = L5

[[rr=]

29



as = (rr*,Vs) oldugundan ds = as olur. Burada ds € R sayis1 Sp{Vi, Vs, V3, V,} ile
Sp{V*, Vi, ViF, Vi, } oskiilator diizlemleri arasindaki uzakhiktir. a,., 1 <r <5, degerleri
yerine yazilirsa

=1+ Vi + doVa + dsVs + daVi + ds Vs
elde edilir.

Teorem 3.2.3 S ve §* paralel Darboux equidistant hiper regle ytizeyleri olsun.
Sp{Vi, V3, Vs } ve Sp{V}*, V5, V- } oskiilator diizlemleri arasindaki uygun noktalardaki uzak-

lik d ile gosterilirse, bu uzaklik
d = k2k4d1 + ]{?1]{?4d3 + k’lk'3d5 (324)

bagintisiyla verilir.

ispat. S ve §* paralel Darboux equidistant hiper regle yiizeylerine ait W ve W*
Darboux vaktorler her ¢ aninda paralel oldugundan W = W* alinabilir. W vekétiirtintin

rr* vektoriine izdiigimiine d dersek, bu uzaklik
d= (W,rr*)
dir. (3.2.1) bagmtisindan

d = (koksVi + k1kaVs + k1ksVs, rr*)

= k2k4<‘/1, 7”7’*> —+ k1k4<‘/3, TT*> + k1k3<V5, T‘T’*>

= k2k4d1 + k’lk4d3 + k1k3d5

seklinde elde edilir.

A Vi

Sekil 3.6: {V1, V3, Vs }ile {1, V3", V5*} Vektorlerinin Germig Oldugu Oskiilator Kiirelerin
Uygun Noktalar1 Arasindaki d Uzakligi

Bundan sonraki ¢caligmalarimiz boyunca paralel Darboux equidistant hiper regle yiizeyler

yerine paralel d-equidistant regle yiizeyler denilecektir.

60



Teorem 3.2.4 S ve S*, paralel d—equidistant regle yiizeyler olsun. S*'in r*(t*) nok-
tasidaki {V1*, V5", V3™ V", V5*} Frenet catisi ile S nin r(t) noktasindaki {V1, V4, V3, Vi, Vs }

Frenet catis1 arasinda

% cosfi; 0 cosbis 0 cosfys Vi
%% 0 1 0 0 0 Va
Vil = [cosblz; O cosBiy O cosfss| . Vs (3.2.5)
Vi 0 0 0 1 0 Vi
Ve cosfs; 0 cosbss 0 cosbqq Vs

bagintis1 vardir.

ispat. V¥ ile V; vektorleri arasindaki aginin olgtsiint 6;; ile gosterelim. Buna gore

1, 1 =7 ise;

<Vz‘avj>:<vivvj>:5ij:{()7 i# ] ise.

ve

(Vi

)

", V) = cosb;;

olacaktir. cos®;; dogrultman kosiniisleri oldugundan
Vi* = cos01 Vi + cos 15V + cos 013Vs + cos 014V, + cos 015V5
Vo' = cosby Vi + cos bV + cos 093Va + cos 0oy Vi + cos b5 V5
V3* = cosbs V) + cos B35V + cos 033V + cos O34 Vi + cos O35 V5
Vit = cosByu Vi + cosOyVa + cos0,3Vs + cos 044V, + cos 045V
Vs* = cosls V1 + cosbs5Vs + cos 053V + cos 054V + cos 055 V5

yazilabilir. Bu ifade matris formunda yazilirsa

% cosbfi; cosfiy cosbi3 cosbiy cosbis Vi
%% coSfy cosblay cosbys cosblyy cosbas Vs
V3* | = | cosfs; cosblsy cosfss coslsy cosbss | .| Vs
V,* cos by, coslyy cosby3 cosbyy cosbys Vi
Vs* cosbs; coslsy cosbs3 cosbsy cosbss Vs
veya
V*=AV

seklinde yazilabilir. A matrisi ortogonal bir matris oldugundan

Vi = cosOpVi™ 4 cos012Vo" + cos 013V5™ + cos 014V, + cos O15V5"
Vo = cosOy V1™ 4 cos by Vo™ + cos O93Va™ + cos 04 Vi™ + cos o5 V5™
Vi = o803 V1™ + cosO3V™ + cos O33V3™ + cos O34 Vi™ + cos O35V5"
Vi = cosOyuVi* + cos Vo™ + cos 043 Vs™ + cos 0uaVi™ + cos O45V5"
Vs = cos0s5 V1™ + cosOs0Vo™ + cos O53Vs™ + cos 054 Vi™ + cos O55V5"
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yazilabilir. Wy //W; oldugundan V, = V5" ve V; = V* olmay1 gerektirir.
LV W) = Z(V5, Vs) = Z(VE, V) = 011 oldugundan A matrisi

cosfi; 0 cosbis 0 cosfis
0 1 0 0 0
cosfls; 0 cosfy; 0 cosOss
0 0 0 1 0
cosfs; 0 cosblss 0 cosbyiq
olur, Sekil 4.3, Sekil 4.4 ve Seklil 4.5.
w=w:

Sekil 3.8: V5" ile Vi, V1™ ile V3 ve V3™ ile Vi Vektorleri Arasindaki Acilar
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w=w*

v, =V

Vs

Sekil 3.9: V1™ ile Vi, V3™ ile V; ve V5™ ile V3 Vektorleri Arasindaki Acilar

Teorem 3.2.5 E° de S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeylerin dayanak egrilerinin

egrilikleri arasinda

ki* cosfy; —cosbis 0 0 k1
kQI _ ﬁ 0 COS 011 0 — COS 953 . kQ (326)
ks dt* 0 0 cos 611 cos O35 ks
ky* 0 0 —cosbls3  cosby ky
bagintis1 vardir.
ispat. Vs, Vo*, V3™ ve V4™ 'in tiirevi alinirsa
«! dt / . / .
Ve = el 01, sin011V1 + cos 011k Vo — 0,5 sin 013V + cos 015(—kaVa + k3Vi)
—0/15 sin 015V5 + cos 015k;4V4) ,
/ dt
Vo' = d*(—kflvl—i‘kz‘/:%),
t
!’ dt ! !
VE),* — e ( — 931 sin 94‘/1 -+ cos 931/?1‘/2 — 911 sin (911‘/}, -+ cos 911( — kg‘/g + k3V4)
—9;5 sin 035V + cos 9351641/4) ,
/ dt
Vit = %( — k3V3 + k’4V5)
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olur. (3.2.5) bagmtis1 da kullanilarak, k] egriligi

ko= (VW)

= <( — (9/11 sin 011 V1 + (k1 cos 011 — ko cos 013)Va — 9;3 sin 013Vs

, dt
+ (k3 cos 013 + kg cosby5)Vy — 0,5 sin 915‘/5) pret V2>

dt
= e (k;l cos 611 — ko cos 913)

olur. Benzer sekilde ko*, k3™ ve ky* egrilikleri

k' = (V¥ V5

dt
= <( — ki Vi + l{?g‘/g)%, cos 031V} + cos 011 V3 + cos 05‘/5>

dt
= - ( — ky cos 031 + ks cos 911),

kst = (V3 Vi)

= <( - 9:;1 sin 931‘/1 + (kl COS 631 — k'2 COS 611)‘/2 — 911 sin 911‘/3

/ dt
+(ks cos 011 + ky cos O35)Vy — b5 sin 935‘/5) pret V4>

dt
= - (k;3 cos 611 + k4 cos 935) 5

ke = (Vi V)

dt
— <( — ksVs + k4‘/5)%, cos 05,V + cos O53V3 + cos 911V5>

dt
= o ( — k3 cos 053 + ky cos 911)

seklinde bulunur.
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Teorem 3.2.6 E° de S ve S8* paralel d—equidistant regle yiizeylerin tegetsel demetleri

ve asimptotik demetleri birbirlerine esittir ve boylar1 aynidir.

ispat. E® de S ve 8* paralel d—equidistant regle yiizeylerin asimptotik demetleri,
sirastyla, A(t) ve A*(t*) ile gosterilirse,

A(t) = Sp{Va. Vi, V3, Vi, Vg, Vs }
dir. Burada (2.1.3) bagmtis1 kullanilirsa
A(t) = Sp{Va, Vs, Vs, k1 Vo, —ko Vo + k3Vi, ka Vi }

oldugundan

A(t) = Sp{Wi, Va, V3, Vi, Vs } (3.2.7)
bulunur. Buna gore asimptotik demetin boyutu,
boyA(t) =5 (3.2.8)

olur. Buise A(¢)'nin E3(t) dogrultman uzayimi kapsadigin gosterir. Benzer gekilde, A*(¢*)
asimptotik demeti,

A7) = Sp{Vi" Va", V5T L VL V5T
dir. (2.1.3) bagmtist kullanilirsa
AN(E7) = Sp{Vi", V5", V5™, ki "Vo™, — k" Va© 4 ks Vi Ry TV}

oldugundan

A7) = Sp{Vi*, V", V", Vi, V&™) (3.2.9)

olur ve

boyA*(t*) =5 (3.2.10)

olur. Bu ise A*(t*)'mm F3(t*) dogrultman uzaym kapsadigim gosterir. S ve S* regle

yiizeylerin tegetsel demetleri de, sirasiyla, T'(t) ve T*(t*) ile gosterilirse;
T(t) = Sp{r', Vi, Va, V5, Vi', V3, Vo ),

T(t*) = Sp{r* , Vi*, Va*, Vs, i, Vs V)

dir. Burada (2.1.3) bagmtisi kullanilirsa

T(t) = Sp{‘/la ‘/17 ‘/73)7 ‘/})7 kl‘/Qa _kQ‘/Z + k3‘/;l7 k4‘/;l}7
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T*(t*) _ Sp{‘/]_*, ‘/1*7 ‘/3*, ‘/:r)*’ kl*‘/Q*, _kz*‘/Q* + k?,*w*, k4*‘/4*}
seklinde bulunur. Buradan T'(¢) ve T*(t*)
T(t) = Sp{Vi, Va, V3, ViVs} (3.2.11)

(") = Sp{Vi", Vo", V3", V", V5" } (3.2.12)

olur. Tegetsel demetlerin boyutu,
boyT'(t) = boyT*(t*) =5 (3.2.13)
bulunur.

Teorem 3.2.7 E° de S regle yiizeyi icin sekil operatorleri arasinda,

dt ko cos 6
Ag = AV; = %AVQ(COS 911 - Zk—lli‘s)
ve
d dt 0 kycosflss —kscosfss
Ag; = Av4* = %14‘/4 COS 911 + % 0 0 0

0 0 0

bagintis1 vardir.

ispat. S ve 8%, E° de paralel d—equidistant regle yiizeyler olsun. Bu yiizeyler icin

S: X(t,ul,uz,u;»,) = T(t) + Ul‘/l + u2‘/3 + Ug%

S* X u N ugt ugt) = () w4 ustVET (3.2.14)
yazilabilir. Yiizeylerin kismi tiirevleri alinirsa,
Xy = VitukiVa — ugki Vo + ugksVy — kqusVi,
Xu1 = ‘/17 Xug = Vz’n XU3 = ‘/:’)7 (3215)
Xi" = T+ u kVe = uo ke TV 4 up ks TV — usthy TV
ul u

Xi. o= W Xo =V X = V5 (3.2.16)
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olur. {Vi, Vs, V5} climlesi Tps(P) igin bir bazdir ve {&, &} vektor alan sistemi VP € S

noktasinda T3 (P)’1n ortonormal baz olur. O zaman,

{‘/la VES? ‘/57 517 62}

ciimlesi S'nin her P noktasinda Tgs(P)’nin bir bazi olur. Buradan,

G =V, L=V)
olur. Benzer sekilde {&}, &} ciimlesi T4 (P*)’in ortonormal bazi oldugundan
{vit, V5%, V5", VeR, Vi)
ciimlesi de VP* € §* noktasinda Tgs(P*) 1n bir baz olur. Burada,
=W L=V
olur. Tis(P) = Ts(P) & Ts™(P) oldugundan,
Dv,&; = an?Vi+ ais’ Vs + ars? Vs + b1¢,

ﬁvsfj = az/Vi +azs’ Vs + azs’ Vs + blquq
Dy& = as’Vi+ ass? Vs + ass’ Vs + b1 /¢, (3.2.17)

yazilabilir. Weingarten esitliginden,
Dxé=—A¢(X) + Dxt¢, VX € x(S)ve VE€X(S)*

dir. Burada A¢ matrisi agik yazilirsa
ar?  ayy  agy’
0,31j a33j (135j 1< ] < 27 (3218)

as1’  asg’  ass’ 3%3

olur. (3.2.17) bagmtisindan her bir bilesen j = 1,2 igin,

allj = <DV1€j7‘/1>7 a13j = <DV1§j7‘/i’>>7 a15j = <DVI£J"V::’>7
aglj = <DV3§j)‘/I>7 CL33j = <DV3§j7 ‘/3>; a35j = <DV3§j7 ‘/5>’ (3219>
Clslj = <DV5£j7 ‘/1>7 a53j = <DV5§j7 VE’>>? a55j = <DV5£]'7 VZE))
Simdi A¢, matrislerini hesaplayalim.
i) j=1 i¢in
an' a131 a151

_ _ 1 1 1
= sz = — | G31~ dasz d4ss
1 1 1

as1-  G53° Q55
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yazilir (3.2.19) bagmtisindan,

alll == <DV1€17‘/1> = <DV1‘/27‘/1> = <k1‘/1a‘/1> == kl)

a131 = <DV1€17‘/3> = <DV1‘/27‘/;3> = <k1‘/17‘/:9)> =0

a151 = <DV1‘/27‘/5> = <k1%7%> = 0

CL311 == <DV3‘/27‘/1> :07

CL331 = <DV3‘/27‘/3>:07

CL351 - <DV3‘/27‘/5> - 07

CL511 - <DV5‘/27‘/1> :07

a531 = (DVSVQ7V},>:0,

ass' = (Dy, Vo, Vs) =0

bulunur. Buradan Ay, matrisi

Ag = Ay, = —
olur.
i) j=2 igin
a112
Agy = Ay, = — | as”®
CL512
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2
a13
2
33
2
53

o O O

2
Q15
2
35
2
Q55

(3.2.20)



yazilir. (3.2.19) bagintisindan,

aul = <Dv1§2,V1> = <DV1V21,V1> = <—k3V3 + k4V5,V1> =0,

a3t = <Dv1§2,V3> = <Dv1V21,V3> = (—k3Vs 4+ k4V5, V3) = —k;

a5t = <DV1V47V5> = (—k3V3 + kaV5,V5) = ky

a311 = <DV3V4,V1>:07

a331 = <DV3V4,V3>:0>

a351 = <DV3V4,V5>:0>

0511 = <DV5V4,V1>:0>

0531 = <DV5V4,V3>:0>

ass' = (DwVi,Vs) =0

bulunur. Buradan, Ay, matrisi

0 —ks ky
Ay, =Ay,=—|0 0 0 (3.2.21)
0 0 0

olur.

Benzer sekilde, {5, &} vektor alan sistemi VP* € 8* noktasinda, T (P*)'in ortonor-

mal baz1 olmak tizere,
Vi Ve, Ve &L &)

ciimlesi, VP* € §* nin her P noktasinda Tgs(P*)'nin bir bazidir. Bu durumda
§=V5 &=V
Tis (P*) = Ts(P*) & T (P*)
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oldugundan,
Dy:&5 = eV + e’ Vi + a5’ Vi + Gl1qu;k
D& = e/ Vi+esd Vi + s Vi + do /€ (3.2.22)
ﬁj\kfg‘ = !V o VS 4 oV + dlqu;

yazilir. Weingarten egitliginden,

Dx& = —Ae(X) + Dx¢", VX € x(S")ve V& € xH(SY)

dir. Burada Ag~ matrisi agik yazilirsa

cr’? as? oy’
Cglj ngj 035] 1 S ] S 2 (3223)
cs1? szl css |44

olur. (3.2.22) bagmtisindan her bir bilegen

Cllj = <DV1*SC;7 V1*>, Cl3j = <D;k/1€]*7 ‘/})*)7 Cl5j = <DT/1§J*’ V5*>’
el = (Dy&LVE) ewd = (D€L Va), esd = (D& Ve, (3.2.24)
C5lj = <D;k/5§;7 V1*>7 C53j = <D;k/5£;’ V3*>’ C55j - <D€}5§J*’ V::)*>

dir. Simdi Ag«, matrislerini hesaplayalim.

J
i) j=1 i¢in

1 1 1

€11 G137 Ci5

_oAx 1 1 1

Ag; = Av2 = — | €317 (33" C35

1 1 1

Cs51° C53°  Csp

matrisin bilegenlere (3.2.19) dan,

en' = (DR&L V) = (D, Vi Ve) = (V7L Vi) = i,
et = (D& Ve = (DR V3L Ve) = (KiVE V) = 0

as = (DyV5 V) = (kW Ve) =0
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cat = <Dr/3v2*7vl*>:0>

csst = (DyVy, Vi) =0,

et = (DyVy, Vi) =0,

st = (Dy V5, V) =0,

cst = (DR Vs, Vi) =0,

css' = (DRVSL V) =0

bulunur. Buradan Ay; matrisi,

ki 00
Ag=Ay=—|0 00 (3.2.25)
000

olur. (3.2.6) bagmtisindan &} mn esiti burada yerine yazilirsa
dt k‘Q COS 913
Agr = Ayr = —A 0 — ——
g = Ay = oo Aw(cos b " )

bulunur.

ii) j=2 igin
e’ s’ e’
Ag; = AVJ = — 0312 0332 C352
51”537 Css”
yazilir. (3.2.19) bagintisindan,

en' = (D&, V) = (DY Vi VY = (—k5V + KVEL ) =0,
st = (DR VE) = (DY Vi Vi) = (—k5Vy +KVE V) = k3

a5 = (D, Vi V) = (=k3Vy + KV, Vs) = K
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et = (DR Vi V) =0,
csst = (Dy Vi, V) =0,
et = (Dy Vi, Vi) =0,
et = (DR Vy, Vi) =0,
csst = (D Vi, V) =0,

css' = (Dy Vi, V5) =0

bulunur. Buradan Ay. matrisi

—k3 ki
0 0 (3.2.26)
0 0

Ag = Ayp = —

o O O

olur. Burada k3 ve kj ifadelerinin yerine (3.2.6) daki karsiliklar1 yazilirsa,

0 kycosblss —kscosfss
0 0 0
0 0 0

dt
Ag; = Av4* = %14‘/4 COS 911 -+

dt*
bulunur.
Ag; matrisinin determinanti detAg;f = detAg; =0,7=12.
Teorem 3.2.8 E° de S ve S8* paralel d-equidistant regle yiizeylerin her noktada ve her
normal dogrultuda Lipschitz- Killing egrilikleri sifir olup, regle yiizeyler acilabilirdir.
Ispat. (2.2.12) ve (2.2.13) den, S nin Lipschitz- Killing egriligi, VP € S;
G(P,§;) = detA;, =0, j=1,2

ve Gauss egriligi
2

G(P)=) G(P¢) =0.

J=1
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G(P) = 0 oldugundan S agilabilirdir. Benzer gekilde S* regle yiizeyinin Lipschitz- Killing
egriligi, VP* € §*;
G(P*,gj) :detAg; :O, j:1,2
ve Gauss egriligi
G(P*)=> G(P*,&)=0.

Buradan §* da acilabilirdir.

Teorem 3.2.9 E° de S ve 8* paralel d—equidistant regle yiizeylerinin ortalama egrilikleri

(e () (20

arasimda

bagintis1 vardir.

Ispat. S'nin H ortalama egriligi, (2.2.14), (3.2.20) ve (3.2.21) bagmtilarmdan,

1 )
H = [z Ag.
boijz:Z &

1

—ky
—_— 2.2
: (3.2.28)

olur. Benzer gekilde S*in H* ortalama egrilik vektor alam (2.2.14), (3.2.25) ve (3.2.26)
den,

2
1 .

H* = [z Ag -

boyS; 0

1 /. .
= boys (IzAgl* + IZA52*>

1

= boyS (IZAVQ* + IZAV4*)

—ky*
= — (3.2.29)
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seklinde bulunur. Buradan, H ile H* ortalama egrilikleri arasinda (3.2.6), (3.2.28) ve
(3.2.29) bagmtilarindan,

K
4

H*

dt
— (dt* ) (COS 911]61 — COS 013]62)

4
- g
JOREIES

bagintis1 bulunur.

Teorem 3.2.10 E° de S ve S* paralel d—equidistant regle yiizeylerin skaler normal

egrilikleri sifirdir.

Ispat. &’nin skalar normal egriligi (2.2.20) ve (2.2.21) bagintilarindan,

2
Ky =Y M(AgAe, — AgAg),

ij=1
yazilir. (3.2.20) ve (3.2.21) bagntilarindan Ky ifadesi
Ky = M(A§1A€1 - A§1A51) + M(A&AEQ - A§2A§1)

+M<A§2A€1 - A&A{z) + M(AEQA& - A€2A§2)

—k; 0 0 0 ky —ky 0 ky —ky —k 0 0
= 0 00 00 0 |—=]00 0 0 00
0 00 00 0 0 0 0 0 00
0 ks —kys | [ =k 00 —k 0 0 0 ky —ky
+10 0 0 0O 00|—] 0 00O 0 0 0
00 0 0 00 0 00 0 0 0
0 —kiks kiky [0 0 0 000 0 —kiks kiky
= |0 0 0 —looo0o|l+l0O0O0O|—=f0 0 0
0 0 0 | [000 000 0 0 0
0 —Fkiks kiky [0 kyks —kiky
= 0 0 0 +10 0 0
0 0 0 | 0 0 0

74



bulunur. Benzer gekilde, $*'in skalar normal egriligi K~ ile gosterilirse

2
Ky =Y M(AgAg

ij=1

(3.2.25) ve (3.2.26) bagmtilarindan

KN*

M<A§1*A51*

— Ag+ Ag) + M (Ag» Agyr

- A&'Afj)v

- Afz*Aﬁl*)

+M(A52*A§1* - A€1*A§2*) + M(ASQ*ASQ* - A{z*AEQ*)

[0
= |0
0
[0
= |0
0

olur.

00
0 0
00
kB*
0
0

co o @ o

— k1" k3"
0
0
0
0

—k4

0 ks* —ki*
0 0 o
0 0
00
00
00
k"1 [0 00
0 [-]000
o | (o000
okl [0 kiks
0 |[+]0 o0
o | [0 o0

0

0
0
0

ks
0
0 0
0
0

ki k"
0
0

Teorem 3.2.11 V; ile V3 ve V; ile V5 vektorleri eslenik vektorler ise V1™ ile V3™ ve V1™ ile

V5* vektorleri de eslenik vektorlerdir.

ispat.

VX,Y € x(S) igin Gauss denklemi,

DyY = DxY + V(X,Y)

dir. € € x1(8) icin (2.2.3) ve (2.2.5) bagimtilarindan,

ve (2.2.8) den

ve

V(X,Y) =

V(%,V}) -

(DxY, &) =

(V(X,Y),6) =

(Ae(X),Y)

(3.2.30)

(3.2.31)

(3.2.32)



(3.2.19) den

V(Vi7 VJ) =

bulunur. Burada,

e |=1 i¢in

1 _ 1 _ 1 _
aii- =k, azr =0, a5 =0,

ai;'t =0, 1<i<3,

e |=2i¢in

1<y <3,

9 _ 2 _ 2 _
a1 =0, a3 = ks, ai5° = ku,

a2=0, 1<i<3,

l<j;<3

2

=1

olur. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa

V(i) =

V(Vi,V3) =

V(Wi Vs) =

2

_Zaijlgb Z7j = 17375

Zan fl = —k V5,

=1

2

=1

Z Q15 fl

- Z 013151 = k3V4,

_k4‘/47

Vi, V) == a;'§g=0i=35j=1.35

=1

elde edilir. Benzer gekilde, VX* Y* € x(S*) icin Gauss denklemi,

Dx-Y*=Dx-Y* +V(X*,Y")

dir. & € x*+(8*) igin (2.2.3) ve (2.2.5) bagmtilarindan,

ve (2.2.8) den,

ve

(Dx-Y* ) =

(VX5 Y7),¢) =

Mw
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i,j=1,3,5

(3.2.33)

(3.2.34)

(3.2.35)

(3.2.36)

(3.2.37)

(3.2.38)

(3.2.39)



(3.2.19) den
2

V(‘/z*a‘/j*) = - Zcijlgl*a Z7j = 1737 5

=1

bulunur. Burada,

e [ =1icin
1_ g 1_ 1_
cii- =ki", 30 =0, c57 =0,

et =0, i=35 j=135

e [ =2icin
2 2 * 2 *
c11® =0, ci3° = —k3", c15° = k4",

ci2=0, i=35 j=135

olur. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa,

2
VWSV == s = =k "W, (3.2.40)
=1
2
V'V = — Z az’ & = k3" Vi, (3.2.41)
=1
2
VW, VsY) = — 2015]&* =~k Vy, (3.2.42)
=1
2
VIV Vi) == g =0, i=35 j=1,35 (3.2.43)
=1

elde edilir. (3.2.5) ve (3.2.6) bagintisindan

Vi) = kT

dt
= Tup (cosO11k1 — cos O13k2) V2 (3.2.44)

VISV = ksTVi”
dt

= I (cos O11kz — cos Os3ka) Vi (3.2.45)
V(Vl*v V5*> = —kJVy"
dt
T (— cos Os3ks + cos bi1ka)Va (3.2.46)
ey At dt
V(‘/l s Vi ) = % COS 611‘/(‘/1, ‘/1> + % COS 613‘/2 (3247)
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dt dt
V(‘/l*, %*) = % COS 911‘/(‘/1, ‘/3) + % COS 953‘/(‘/1, ‘/5) (3248)
Lt dt
V(W' V5" = i €08 053V (V1, V3) + e €08 011V (Vi Vs) (3.2.49)
V(Vi*, V}*) = (V;, V}) =0, 2=3,5, 57=13,5 (3.2.50)

bulunur.

Vi ile V3 ve V; ile Vs vektorleri eslenik vektorler oldugundan (2.2.9),(3.2.48) ve (3.2.49)

bagintilarindan,
V(Vi,V5) = V(Vi, V5) = V(A7 V57) = V(T V57) = 0.

Teorem 3.2.12 E° de S ve §* paralel d—equidistant regle yiizeyler olsun. S yiizeyinin

Riemann egriligi,
K(‘/la ‘/1> = 07 K(‘/la %) = _k327 K(‘/ia ‘/’5) = _k427

K\V;,V;)=0, i=3,5, j=1,3,5

S* regle yiizeyinin Riemann egriligi,
K(‘/l*,‘/l*) — O, K(‘/I*,Vé*) — —k3*2, K(‘/I*,%*) — —k4*2,

K(Vi', V) =0, i=3,5 j=1.35.

Ispat. S yiizeyinin Riemann egriligi, (2.2.16), (2.2.17) ve (2.2.18) bagmtilarimdan

KV, Vi) = (Vi R(V;, V;)V5),
= (V(Vi, V), V(V;, Vi) = (V(Vi, V), V(Vi, V).
olur. (3.2.33), (3.2.34), (3.2.35), (3.2.36) ve (3.2.12) bagintilarindan
KW, Vi) = (V(W, V1), V(Vi, W) = (V(Vi,W1), V (W1, V)
= (—koVa, —k2Va) — (—koVa2, —k2V5)
— k22 o k22
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K<V17V3) = <V(V1,V3),V(V3,V3)> - <V(V1,V3),V(V1,Vg,)>
= (ksVi,0) = (ksVi, ksVi)
— k2 — k2

2
= _k?)?

KW, V5) = (V(W,V5),V(Vs, Vs)) — (V(V1, V5), VI(Vi, V)
= <_k’4V4, O> - <—k‘4V4, —k?4V4>
_ k‘22 . k:22

2
= _k47

K(\V;,V;)=0, i=3,5, j=1,3,5
bulunur. Benzer gekilde S* yiizeyinin Riemann egriligi, (2.2.16) (2.2.17) ve (2.2.18)
bagintilarindan
KV, Vir) = (Vir, R(ViS, ViH)Vi™),
KV, V7)) = (VS V30), VIVEE, VE)) — (VI(IVE V5), VIV, ViT).

olur. (3.2.44), (3.2.45) ve (3.2.46) bagmtilarindan

KW vo) = (VWS W), VIS h) = (VWS V5, VIS, W)
= (=kVo", =k "Vo") — (—k V", —ka Vo)

= 0,

K(Wi*, V5" = (VW5 V5"), V(Va™, V5™)) — (V(Vi", V5%), V(VA™, V™))
= (ks"V4",0) — (k3" Vi, k3™ Vi")

*2
= _k?’ )

KW5Vsh) = (VWS V), V(B V5Y)) — (VIS V™), VIS, V™))
= (—kyVy",0) — (k" Vi, —ka V™)
— —l{?4*2,
K\V;*,V;*)=0, ¢=3,5, j=1,3,5

bulunur.
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Teorem 3.2.13 E° de S ve 8* paralel d—equidistant regle yiizeylerinin Riemann egrilikleri

arasinda:

VR

2
KW V5% = (%) cos? 011 K (V1, Va) + cos? 35 K (V1, Vi) — 2 cos B cos 935k3k4)

dt \?
KW Vs = (—*) <cos207K(V1,VE;)+cos201K(V1,V5)+20080700s91k3k4>

ve
KW W7) = K(Vi, V1) =0,
K(Vi* Vi) =K(V;,V;) =0 i=3,5 j=1,3,5

bagintilar1 vardir.

ispat.
KWW V5) =~k
5, dt o
= —(cosby1ks + cosbOs5ky) (%)
dt
= (—cos® 01k — 2cos Oy cos Os5ksky — cos® 935k42)(dt* >2
dt
= (cos® 11K (Vi, V) + cos® B35 K (Vi, Vs) — 2 cos iy cos Bshohn) ()
KV Vs') = =k
dt
= —(cosOs3ks + cos 911k4)2(dt* )2
dt
= (—cos® Os3ks® + 2 cos 53 cos 01 ksky — cos® 911k42)(dt* )?
dt

= (0082 953K(V1, VB) + cos® 911K(V1> V5) + 2 cos 053 cos 911143/?4)(%)27

K5, W' = K(Vi,W1) =0,
KV, Vi) =K(V;,V;) =0, i=3,5j=1,3,5

elde edilir.
Teorem 3.2.14 E° de S ve S* regle yiizeyinin Ricci egriligi ve skalar egriligi
SV, Vi) = K(Vi, V;) = S(Vi", Vi") = K(V;", Vi") =0, i=1,3,5

bagintilar: vardir.
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Ispat. Snin V; dogrultusundaki Ricei egriligi, (2.2.19) den,
S(Vi, Vi) = > R(V;, Vi, Vi, Vi) = ) Vi, R(V;, ViVa), 5 =1,3,5
yazilir. (2.2.18) bagmtisindan
S(Vi, Vi) = Y {(V(V;, Vi), V(Vi, Vi) = (V(V;, Vi), VIV, Vi) } 5 =1,3,5
olur. Burada (3.2.12) ve (3.2.12) bagmntilar1 dikkate alinirsa
S(Vi,V)) = K(V;,V;)) =0, i=1,3,5 (3.2.51)

bulunur. (2.2.20) baguntisindan S regle yiizeyinin skalar egriligi

rae =Y _ S(Vi,Vi), i=1,35

seklinde yazilir. (3.2.51) den

Tsk:O

bulunur. Benzer sekilde, (2.2.19) ve (2.2.18) bagmtilarindan S*'nin V; dogrultusundaki
Ricci egriligi,

= > (Vi RV VOV, =135
= > {VV V), VIV = (VI V), VIV Vi) =135

olur. (3.2.12) ve (3.2.12) baguntilarindan
S(Vit, Vi) = K(Vi", Vi) =0, i =1,3,5
bulunur. (2.2.20) dan S regle yiizeyinin skalar egriligi
ra’ =Y SVt Vi), i=1,3,5

(3.2) den

Tsk* = O

elde edilir.

Sonug 3.2.1: E° de S ve S paralel d—equidistant regle yiizeylerinin skalar egrilikleri

sifirdir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde elde edilen sonuglar bulgular boliimiide verilmistir. Bulgular boliimi 2 kisma
ayrimigtir. Ik kisimda, 3—boyutlu Oklid uzaymda tamml paralel Darboux equidis-
tant regle yiizeylerin sekil operatorlerinin degismezleri ve dayanak egrilerinin kiiresel
gostergeleri ile ilgili karakteristik sonuclar elde edilerek yorumlanmigtir. Bir ¢rnek ver-
ilerek Maple programi ile sekli ¢izdirilmig ve yiiksek boyutta islem yaparken konunun

anlagilmasina yardimei olmustur.

Ikinci kisimda ise yiiksek boyutlu uzaylarda 4 boyutlu Oklid uzayinda Darboux vekto-
riiniin varhgimdan s6z edilemedigi icin 5—boyutlu Oklid uzayinda paralel Darboux equidis-
tant regle ylizeyler tanimlanmigtir. Bu yiizeylerin ortalama egrilikleri, Ricci egrilikleri,
kesit egrilikleri, skaler egrilikleri ve bu egriliklerin arasindaki bagintilar elde edilmstir. Bu

dogrultu da yitizeyleri hakkinda bilgiler elde edilmigtir.

Bu caligmadan 1sikla 2n + 1 seklinde ki yiiksek boyutta Paralel Darboux equidistant
regle ylizeyler tanimlanabilir. Bu yiizeylerin egrilikleri incelenerek genelleme yapilabilir.
Olugan iki yiizey arasindaki baglantilar bulunarak genellemeler yapilabilir. Yine bu

caligmanin benzeri Lorentz ve Dual uzaylarda calisilabilir.
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5. Maple Uygulamalari

Bu boliimde 3. boéliimde verilen 6rnegin Maple programlama dilinde komutlar1 ver-

ilmistir.
ye: = [sqrt(3)/3 « sin(sqri(3) = t), sqrt(2) + sqrt(3) * v, sqrt(3)/3 * cos(sqrt(3)  t)];
de: = [sqrt(3)/3 % sin(sqrt(3) = t), sqrt(2), sqrt(3)/3 * cos(sqrt(3) * t)];
YC: = [2xsqrt(3)/3 % sin(sqrt(3 ) x 1), sqrt(6)/3 + sqrt(3)/2 x v,
2% sqrt(3) /3 x cos(sqrt(3) = t)];
DC: = [2xsqrt(3)/3  sin(sqrt(3 ) xt), sqrt(6)/3, 2 x sqrt(3)/3 * cos(sqrt(3) = t)];
with(plots):
A: = pl0t3d(yc, t=—-2%xPi.2%Pi,v= —4..4) :
B: = pl0t3d(YC, t=—-2%xPi.2%xPi,v= —4..4) :
Cc: = plot3d(dc, t=—-2x%Pi.2x Pi,v=—4.4, color = yellow, style = line,
thickness = 40) :
E. = pl0t3d(DC’, t=—-2x%xPi.2% Pi,v=—4.4, color = red, style = line,

thickness = 40) :

display(A,B,C,E);

Sekil 5.1: Equidistant Regle Yiizeyler
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with(plottools):
with(plots):
L: = poz’nt([O, sqrt(2) — sqrt(3)/3 + sqrt(6) /3, sqrt(3)/3], color = black,
symbol = cross, symbolsize = 25), pomt([o, sqrt(6)/3 + sqrt(2), 2 = sqrt(3)/3],

color = red, symbolsize = 25, symbol = cross) :

hl: = [—w, sqrt(2) — sqrt(3)/3 + sqrt(6)/3 + sqrt(3) x t, sqrt(3)/3 — v];
h2: = [—w, sqrt(6)/3 + sqri(2) + sqri(3)/2 « t, 2 % sqrt(3)/3 — v];
h10: = plot3d(h1, t=—-2x%Pi.2x Pi,v=—0.3..0.8, color = blue, style = line,

thickness = 40) :
h20: = pl0t3d(h2, t=—-2x%Pi.2x Pi,v=—0.3..14, color = green, style = line,

thickness = 40) :

display (A,B,L,h10,h20);

Sekil 5.2: Uygun A ve B Noktalar:
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