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1. GİRİŞ

Bir çokluğun diğerinden daha büyük ya da daha küçük olduğunu ifade eden eşitsizlikte,

durumu anlatan büyüktür (>) ve küçüktür (<) işaretleri kullanılmıştır ve bu işaretleri ilk

kez 1631 yılında İngiliz matematikçi olan Thomas Harriot “Artis Analyticae Praxis and

Aequations Algebraicas Resolvendas” adlı eserinde yer vermiştir. Matematiğin önemli

alanlarından biri olan eşitsizlikler teorisi 19. yüzyılda hızlı bir gelişme kaydetmiş ve bir

çok alanda kullanılması nedeniyle araştırmacıların bu alanda çalışmasında önemli bir mo-

tivasyon kaynağı olmuştur. Bu bağlamda bir çok önemli eşitsizlik farklı araştırmacılar

tarafından literatüre kazandırılmış olup bunlardan bazıları Hölder, Minkowski, Grüss,

Chebsyhev, Bullen, Hermite-Hadamard, Simpson, Jensen eşitsizlikleri şeklindedir.

Eşitsizlikler; matematiksel analiz, diferansiyel denklemler, olasılık teorisi, optimi-

zasyon problemleri gibi matematiğin ve diğer bilimlerin bir çok alanında kullanılmakta

olup eşitsizlikler teorisi ile iç içe olan kavramlardan birisi de konvekslik kavramıdır. Tanımı

bir eşitsizliğin sağlanması koşuluna bağlı olarak yapılan konveks fonksiyonlar ile ilgili

çalışmalar 18. yüzyılda başlamış olup halen devam etmektedir. Bu teorinin zengin

bir tarihi vardır ve son yıllarda da araştırmacıların ilgi odağı haline gelmiştir. W. Or-

licz, W.W. Breckner, S. Varošanec, İ. İşcan, G.H. Toader, V.G. Miheşan gibi farklı

araştırmacılar tarafından birinci anlamda s-konvekslik, ikinci anlamda s-konvekslik h-

konvekslik, harmonik konvekslik, m-konvekslik, (α,m)-konvekslik gibi bir çok farklı kon-

veks fonksiyon sınıfı tanımlanmış ve bu fonksiyon sınıfları kullanılarak eşitsizliklerin yeni

genelleştirilmeleri, genişlemeleri elde edilmiştir. Konveks fonksiyonlar yardımıyla elde

edilen en önemli eşitsizliklerden birisi Hermite - Hadamard eşitsizliği olup Hermite-

Hadamard-Fejer eşitsizliği ve Bullen eşitsizliği de literatürde önemli bir yere sahiptir.

Konveks fonksiyonlar eşitsizlikler dışında matematiğin bir çok alanında ve mühendislik,

ekonomi, endüstri gibi alanlarda da kullanılmaktadır.

Bu çalışmada da, s-konveks fonksiyonlar, quasi-konveks fonksiyonlar ve P -fonksiyonlar

için Bullen, Simpson, orta nokta ve yamuk tipli eşitsizliklerin yeni versiyonları ve genelleş-

tirmeleri elde edilmiştir.
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2. GENEL BİLGİLER

Bu bölümde, tezin araştırma bulguları bölümünde kullanılacak olan tanımlar, teorem-

ler ve lemmalar sunulmuştur.

2.1 Bazı Fonksiyon Sınıfları

Tanım 2.1.1 Her x, y ∈ I ve ξ ∈ [0, 1] için ~ : I ⊆ R→ R fonksiyonu

~(ξx+ (1− ξ)y) ≤ ξ~(x) + (1− ξ)~(y) (2.1.1)

şartını sağlıyorsa ~’a I üzerinde konveks fonksiyon denir. Burada I, R’ deki açık, yarı-açık

veya kapalı, sonlu veya sonsuz bir aralıktır. Eğer (2.1.1) eşitsizliği x 6= y için sağlanıyorsa

~’a kesin konveks fonksiyon denir. Öte yandan, −~ : I → R konveks ise, ~ : I → R

konkavdır [24].

Literatürde farklı konveks fonksiyon sınıfları yer almakta olup W. Orlicz birinci an-

lamda s-konveks fonksiyon sınıfını aşağıdaki gibi tanımlamıştır.

Tanım 2.1.2 α, β ≥ 0, αs + βs = 1 ve s ∈ (0, 1] olmak üzere her u, v ∈ R+ için

~ : R+ → R fonksiyonu

~ (αu+ βv) ≤ αs~ (u) + βs~ (v)

eşitsizliğini sağlıyorsa ~’a birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonların

sınıfı K1
s ile gösterilir. Eşitsizlik yön değiştirirse ~ fonksiyonu birinci anlamda s-konkav

olarak adlandırılır [22].

İkinci anlamda s-konveks fonksiyon sınıfı da W.W. Breckner tarafından aşağıdaki gibi

tanımlanmıştır.

Tanım 2.1.3 α, β ≥ 0, α+β = 1 ve s ∈ (0, 1] olmak üzere her u, v ∈ R+ için ~ : R+ → R

fonksiyonu

~ (αu+ βv) ≤ αs~ (u) + βs~ (v)

eşitsizliğini sağlıyorsa ~’a ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonların

sınıfı K2
s ile gösterilir. Eşitsizlik yön değiştirirse ~ fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav

olarak adlandırılır [2, 16].
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Tanım 2.1.2 ve Tanım 2.1.3’de s = 1 olarak seçilirse konveks fonksiyon kavramı elde

edilir.

Diğer bir konvekslik sınıfı olan quasi-konvekslik tanımı aşağıdaki gibidir.

Tanım 2.1.4 ~ : I ⊆ R→ R bir fonksiyon olmak üzere her x, y ∈ I ve λ ∈ [0, 1] için

~(ξx+ (1− ξ)y) ≤ max{~(x), ~(y)}

oluyorsa ~’a I üzerinde quasi-konveks fonksiyon denir ve ~ ∈ QC(I) olarak ifade edilir

[18].

P -fonksiyonun tanımı aşağıdaki gibidir.

Tanım 2.1.5 ~ : I ⊆ R→ R negatif olmayan bir fonksiyon ve her x, y ∈ I, ξ ∈ [0, 1] için

~(ξx+ (1− ξ)y) ≤ ~(x) + ~(y)

eşitsizliği sağlanıyorsa ~’a P -fonksiyonu denir veya ~, P (I) sınıfına aittir denir [8].

2.2 Bazı Önemli Eşitsizlikler

2.2.1 Hermite-Hadamard Eşitsizliği ve Hermite-Hadamard Eşitsizliği ile İlgili

Genelleştirmeler

Son zamanlarda çok sayıda araştırmacı kendini farklı yönlerdeki konvekslikle ilgili

eşitsizlikleri ve özelliklerini incelemeye adamıştır. Zaman içinde farklı araştırmacılar

tarafından birçok integral eşitsizliği elde edilmiştir. Literatürde Hermite-Hadamard

eşitsizliği [6], Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği [13], Bullen eşitsizliği [3], Simpson tipli

eşitsizlikler [29] ve Ostrowski tipli eşitsizlikler [28] gibi konveks foksiyonları içeren birçok

eşitsizlik türü vardır. Bu fonksiyon sınıfı için önemli eşitsizliklerden biri olan Hermite-

Hadamard eşitsizliği aşağıdaki gibidir.

Teorem 2.2.1 κ, τ ∈ I ve κ < τ olmak üzere ~ : I ⊆ R→ R konveks fonksiyonu için

~
(
κ+ τ

2

)
≤ 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(x)dx ≤ ~(κ) + ~(τ)

2
(2.2.1)

eşitsizliği geçerlidir [6, 14].
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K2
s sınfındaki fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği Dragomir ve Fitzpatrick

tarafından aşağıdaki gibi elde edilmiştir.

Teorem 2.2.2 ~ : [0,∞) → [0,∞) ikinci anlamda s konveks fonksiyon olmak üzere

s ∈ (0, 1], κ, τ ∈ [0,∞) ve κ < τ olsun. ~ ∈ L[κ, τ ] olmak üzere

2s−1~
(
κ+ τ

2

)
≤ 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(x)dx ≤ ~(κ) + ~(τ)

s+ 1
(2.2.2)

eşitsizliği geçerlidir [9].

Dragomir ve Agarwal, Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafıyla ilgili aşağıdaki

sonuçları vermişlerdir.

Lemma 2.2.1 ~ : I◦ ⊆ R → R diferansiyellenebilen bir dönüşüm (κ, τ) ∈ I◦ ve κ < τ

olsun. Eğer ~′ ∈ L[κ, τ ] ise

~(κ) + ~(τ)

2
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(x)dx =
τ − κ

2

∫ 1

0

(1− 2t)~′(tκ+ (1− t)τ)dt (2.2.3)

eşitliği geçerlidir [7].

Teorem 2.2.3 ~ : I◦ ⊆ R → R,I◦ de diferansiyellenebilen bir dönüşüm, (κ, τ) ∈ I◦ ve

κ < τ olsun. [κ, τ ] aralığında | ~′ | konveks ise∣∣∣∣~(κ) + ~(τ)

2
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(x)dx

∣∣∣∣ ≤ τ − κ
8

(| ~′(κ) | + | ~′(τ) |) (2.2.4)

eşitsizliği geçerlidir [7].

Kırmacı’da Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sol tarafı ile ilgili olarak türevleri konveks

olan fonksiyonlar için şu sonuçları elde etmiştir.

Lemma 2.2.2 ~ : I◦ ⊆ R → R, I◦ de diferansiyellenebilen bir dönüşüm, (κ, τ) ∈ I◦ ve

κ < τ olsun. Bu taktirde

1

τ − κ

∫ τ

κ

~(x)dx− ~
(
κ+ τ

2

)
(2.2.5)

= (τ − κ)

[ ∫ 1/2

0

t~′(tκ+ (1− t)τ)dt+

∫ 1

1/2

(t− 1)~′(tκ+ (1− t)τ)dt

]
elde edilir [21].
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Teorem 2.2.4 ~ : I◦ ⊆ R → R, I◦ de diferansiyellenebilen bir dönüşüm, (κ, τ) ∈ I◦ ve

κ < τ olsun. Bu taktirde | ~′ |, [κ, τ ] aralığında konveks ise∣∣∣∣ 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(x)dx− ~
(
κ+ τ

2

)∣∣∣∣ ≤ τ − κ
8

(|~′(κ)|+ |~′(τ)|) (2.2.6)

eşitsizliği geçerlidir [21].

2.2.2 Bullen Eşitsizliği ve Konveks Fonksiyonlar İçin Genelleştirilmiş Bullen

Tipli Eşitsizlikler

Teorem 2.2.5 ~ : [κ, τ ]→ R konveks bir fonksiyon olmak üzere

2

τ − κ

∫ τ

κ

~(x)dx ≤ ~
(
κ+ τ

2

)
≤ ~(κ) + ~(τ)

2

eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizliğe literatürde Bullen eşitsizliği denir [3, 24].

Son 10 yılda birçok matematikçi ve araştırmacı bu eşitsizlik üzerine çalışmalar yaparak

yeni sonuçlar elde etmişlerdir. Sarıkaya ve arkadaşları [27] lokal kesirli integraller için, Du

ve arkadaşları [11] genelleştirilmiş kesirli integraller için ve Çakmak [4, 5] uyumlu kesirli

integraller ve diferansiyellenebilir h-konveks fonksiyonlar için Bullen tipli eşitsizlikler elde

etmişlerdir.

Sarıkaya konveks fonksiyonlar için Bullen eşitsizliğinin yeni bir genelleştirmesini aşağı-

daki gibi elde etmiştir.

Teorem 2.2.6 ~ : I ⊆ R → R, konveks bir fonksiyon, κ < τ ve κ, τ ∈ I olsun. Bu

taktirde her x ∈ [κ, τ ] için

~
(
κ+ x

2

)
+ ~
(
τ + x

2

)
≤ 1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt (2.2.7)

≤ ~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2

eşitsizliği geçerlidir [26].
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İspat. [κ, τ ] aralığını [κ, x] ve [x, τ ] şeklinde alt aralıklara ayrılsın. ~, [κ, x] ⊂ [κ, τ ]

üzerinde konveks bir fonksiyon olduğundan (2.2.1) eşitsizliği kullanılarak

~
(
κ+ x

2

)
≤ 1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt ≤ ~(κ) + ~(x)

2
(2.2.8)

elde edilir. Benzer şekilde [x, τ ] ⊂ [κ, τ ] için de

~
(
τ + x

2

)
≤ 1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt ≤ ~(τ) + ~(x)

2
(2.2.9)

yazılır. Buradan (2.2.8) ve (2.2.9) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanırsa

~
(
κ+ x

2

)
+ ~
(
τ + x

2

)
≤ 1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt ≤ ~(κ) + ~(τ)

2

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 2.2.1 Teorem 2.2.6 şartları altında x = κ+τ
2

olarak seçilirse aşağıdaki Bullen tipli

eşitsizlik

~
(
κ+ τ

2

)
≤ 1

2

[
~
(

3κ+ τ

4

)
+ ~
(
κ+ 3τ

4

)]
(2.2.10)

≤ 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

≤ 1

2

[
~
(
κ+ τ

2

)
+

~(κ) + ~(τ)

2

]
elde edilir [26].

Uyarı 2.2.1 Teorem 2.2.6’de x = κ veya x = τ alınırsa

lim
x→κ

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt = ~(κ) veya lim
x→τ

1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt = ~(τ)

olduğu kullanılarak (2.2.7) eşitsizliği (2.1.1) eşitsizliğine indirgenir [26].

2.2.3 Simpson Eşitsizliği ve Konveks Fonksiyonlar İçin Genelleştirilmiş Simp-

son Tipli Eşitsizlikler

Aşağıdaki eşitsizilik literatürde Simpson eşitsizliği olarak bilinmektedir.

Teorem 2.2.7 ~ : [κ, τ ] → R (κ, τ) açık aralığında sürekli 4. dereceden türevlenebilir

fonksiyon ve

‖~(4)‖∞ = sup | ~(4)(x) |<∞

6



eşitsizliği geçerli olmak üzere:∣∣∣∣16
[
~(κ)− 4~(

κ+ τ

2

)
+ ~(τ)

]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

∣∣∣∣ ≤ 1

2880

∥∥∥∥~(4)∥∥∥∥
∞

(τ − κ)4

eşitsizliği geçerlidir.

Literatürde bir çok Simpson tipli eşitsizlik vardır. Alomari ve arkadaşları [1] s-

konveks fonksiyonlar için, Hussain ve Qaisar [17] h-konveks fonksiyonlar için, Kavurmacı

ve arkadaşları [20] (α,m) geometrik konveks fonksiyonlar için, Pecaric ve Varosanec [23]

sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için, Sarıkaya ve arkadaşları [25] s-konveks fonksiyonlar

için, Du ve arkadaşları [10] genişletilmiş (s,m)-konveks fonksiyonlar için, Ertuğral ve

Sarıkaya [12] genelleştirilmiş kesirli integraller için, Hezenci ve arkadaşları [15] iki kez

diferansiyellenebilen fonksiyonlar için, İşcan [19] harmonik konveks fonksiyonlar için ve

Ujevic [30] iki katlı integraller için Simpson tipli eşitsizlikleri literatüre kazandırmışlardır.

Lemma 2.2.3 ~ : [κ, τ ] → R, κ < τ ve (κ, τ) aralığında türevlenebilir bir dönüşüm,

~′ ∈ L[κ, τ ] ise x ∈ [κ, τ ] için

1

3

[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]
(2.2.11)

−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]

= (x− κ)

∫ 1
2

0

(
ξ − 1

6

)
[~′(ξx+ (1− ξ)κ)− ~′(ξκ+ (1− ξ)x)]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(
5

6
− ξ
)

[~′(ξx+ (1− ξ)τ)− ~′(ξτ + (1− ξ)x)]dξ

eşitliği geçerlidir [26].

İspat. (2.2.11)’in sağ tarafındaki integrallere kısmi integrasyon uygulanırsa

H1 =

∫ 1
2

0

(
ξ − 1

6

)
[~′(ξx+ (1− ξ)κ)− ~′(ξκ+ (1− ξ)x)]dξ

=
2

3(x− κ)
~
(
κ+ x

2

)
+

1

6(x− κ)
[~(κ) + ~(x)]− 1

(x− κ)2

∫ x

κ

~(t)dt

7



ve

H2 =

∫ 1

1
2

(
5

6
− ξ
)

[~′(ξx+ (1− ξ)τ)− ~′(ξτ + (1− ξ)x]dξ

=
2

3(τ − x)
~
(
τ + x

2

)
+

1

6(x− κ)
[~(κ) + ~(x)]− 1

(τ − x)2

∫ τ

x

~(t)dt

elde edilir. Eğer H1 ile H2 sırayla (x−κ) ve (τ −x) ile çarpılıp toplanırsa (2.2.11) eşitliği

elde edilip ispat tamamlanır.

Uyarı 2.2.2 Eğer Lemma 2.2.3’te x = κ veya x = τ alınırsa (2.2.11) özdeşliği s = 1

için [1]’de Alomari ve arkadaşları tarafından elde edilen Lemma 1’deki (4) özdeşliğine

indirgenir [26].

Sonuç 2.2.2 Lemma 2.2.3’te x = κ+τ
2

seçilirse (2.2.11) özdeşliği

1

6

[
4~
(

3κ+ τ

4

)
+ 4~

(
3τ + κ

4

)
+ ~
(
κ+ τ

2

)
+

~(κ) + ~(τ)

2

]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

=
τ − κ

4

{∫ 1
2

0

(
ξ − 1

6

)[
~′
(
ξ
κ+ τ

2
+ (1− ξ)κ

)
− ~′

(
ξκ+ (1− ξ)κ+ τ

2

)]
dξ

+

∫ 1

1
2

(
5

6
− ξ
)[

~′
(
ξ
κ+ τ

2
+ (1− ξ)τ

)
− ~′

(
ξτ + (1− ξ)κ+ τ

2

)]
dξ

}
özdeşliğine indirgenmiş olur [26].

Sarıkaya Simpson tipli bazı eşitsizliklerin genelleştirmesini aşağıdaki gibi vermiştir.

Teorem 2.2.8 ~ : [κ, b] → R, κ < τ ve (κ, τ)’de türevlenebilir bir dönüşüm olsun. |~′|,

[κ, τ ] aralığında konveks olmak üzere x ∈ [κ, τ ] için∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]
(2.2.12)

−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ 5(τ − κ)|~′(x)|

72
+

5(x− κ)|~′(κ)|+ 5(τ − x)|~′(τ)|
72

eşitsizliği geçerlidir [26].
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İspat. Lemma 2.2.3 ve |~′|’nin konveksliği kullanılarak,∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣[|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣[|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x|]dξ

≤ (x− κ)[|~′(x)|+ |~′(κ)|]
∫ 1

2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣dξ
+(τ − x)[|~′(x)|+ |~′(κ)|]

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣dξ

=
5(τ − κ)

72
|~′(x)|+ 5(x− κ)|~′(κ)|+ 5(τ − x)|~′(τ)|

72

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Uyarı 2.2.3 Teorem 2.2.8’de x = κ veya x = τ alınırsa (2.2.12) eşitsizliği [25]’de Sarıkaya

ve arkadaşları tarafından elde edilen Teorem 2.1’deki (2.2) eşitsizliğine indirgenir [26].

Sonuç 2.2.3 Teorem 2.2.8’de x = κ+τ
2

seçilirse (2.2.12) eşitsizliği∣∣∣∣16
[
4~
(

3κ+ τ

4

)
+ 4~

(
3τ + κ

4

)
+ ~
(
κ+ τ

2

)
+

~(κ) + ~(τ)

2

]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

∣∣∣∣
≤ 5(τ − κ)

144

[∣∣∣∣~′(κ+ τ

2

)∣∣∣∣+
|~′(κ)|+ |~′(τ)|

2

∣∣∣∣]

≤ 5(τ − κ)

72

(
|~′(κ)|+ |~′(τ)|

2

)
eşitsizliğine indirgenir [26].

Teorem 2.2.9 ~ : [κ, τ ]→ R, κ < τ ve (κ, τ)’de türevlenebilir bir dönüşüm olsun. q > 1

ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere |~′|q, x ∈ [κ, τ ] aralığında konveks ise∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]
(2.2.13)
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−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ 1

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×
{

(x− κ)

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

+(τ − x)

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]}

eşitsizliği geçerlidir [26].

İspat. Lemma 2.2.3, Hölder eşitsizliği ve |~′|q’nin konveksliği kullanılarak∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣pdξ) 1
p

×
[(∫ 1

2

0

|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|qdξ
) 1

q

+

(∫ 1
2

0

|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|q
) 1

q
∣∣∣∣

+(τ − x)

(∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣pdξ) 1

p

×
[(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ
)
|qdξ

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

|~′
(
ξτ + (1− ξ)x

)
|qdξ

) 1
q
]

≤ 1

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×
{

(x− κ)

[(∫ 1
2

0

[|~′(x)|q + (1− ξ)|~′(κ)|q]dξ
) 1

q

+

(∫ 1
2

0

[ξ|~′(κ)|q + (1− ξ)|~′(x)|q]dξ
) 1

q
]
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+(τ − x)

[(∫ 1
2

0

[ξ|~′(x)|q + (1− ξ)|~′(τ)|q]dξ
) 1

q

+

(∫ 1
2

0

[ξ|~(τ)|q + (1− ξ)|~′(x)|q]dξ
) 1

q
]}

≤ 1

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×
{

(x− κ)

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′

(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]

+(τ − x)

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]}

yazılır ve ispat tamamlanır.

Uyarı 2.2.4 Eger Teorem 2.2.9’da x = κ veya x = τ seçilirse (2.2.13) eşitsizliği Sarıkaya

ve arkadaşları tarafından elde edilen [25]’deki Teorem 2.3’deki (2.3) eşitsizliğine indirgenir

[26].

Sonuç 2.2.4 Teorem 2.2.9’da x = κ+τ
2

seçilirse∣∣∣∣16
[
4~
(

3κ+ τ

4

)
+ 4~

(
3τ + κ

4

)
+ ~
(
κ+ τ

2

)
+

~(κ) + ~(τ)

2

]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

∣∣∣∣
≤ τ − κ

2(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×
[( |~′(κ+τ

2

)
|q + |~′(κ)|q

3

) 1
q

+

( |~′(κ+τ
2

)
|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q
]

≤ τ − κ
2(1 + p)

1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×
[(

3|~′(κ)|q + |~′(τ)|q

4

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + 3|~′(τ)|q

4

) 1
q
]

eşitsizliği elde edilir [26].
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2.2.4 Konveks Fonksiyonlar İçin Genelleştirilmiş Yamuk Tipli Eşitsizlikler

Lemma 2.2.4 ~ : [κ, τ ] → R, κ < τ , (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilen bir dönüşüm

olsun. ~′ ∈ L[κ, τ ] ve x ∈ [κ, τ ] için

~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]
(2.2.14)

=
(x− κ)

2

∫ 1

0

(1− 2ξ)~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ

+
(τ − x)

2

∫ 1

0

(1− 2ξ)~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ

eşitliği geçerlidir [26].

İspat. (2.2.14) eşitliğinin sağ tarafındaki integrallere kısmi integrasyon uygulanıp, t =

ξκ+ (1− ξ)x değişken değişimi kullanılırsa

F1 =

∫ 1

0

(1− 2ξ)~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ

=
~(x)

x− κ
+

~(κ)

x− κ
− 2

(x− κ)2

∫ x

κ

~(t)dt

yazılır. Benzer şekilde

F2 =

∫ 1

0

(1− 2ξ)~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ

=
~(τ)

τ − x
+

~(x)

τ − x
− 2

(τ − x)2

∫ τ

x

~(t)dt

olarak yazılır.

Eğer F1 ile F2 sırasıyla x−κ
2

ve τ−x
2

ile çarpılıp toplanırsa (2.2.14) elde edilir.

Uyarı 2.2.5 Eger Lemma 2.2.4’de x = κ veya x = τ alınırsa (2.2.14) eşitliği (2.2.3)

eşitliğine indirgenir [26].

Sonuç 2.2.5 Lemma 2.2.4’de x = κ+τ
2

seçilirse

1

2

[
~
(
κ+ τ

2

)
+

~(κ) + ~(τ)

2

]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

12



=
τ − κ

8

∫ 1

0

(1− 2ξ)~′
(
ξκ+ (1− ξ)κ+ τ

2

)
dξ

+
τ − κ

8

∫ 1

0

(1− 2ξ)~′
(
ξ
κ+ τ

2
+ (1− ξ)τ

)
dξ

eşitliği elde edilir [26].

Teorem 2.2.10 ~ : [κ, τ ] → R tanımlı (κ, τ) açık aralığında diferansiyellenebilen bir

dönüşüm ve κ < τ olmak üzere |~′|, [κ, τ ] aralığında konveks ise x ∈ [κ, τ ] için∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣ (2.2.15)

≤ τ − κ
8
|~′(x)|+ (x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|

8

eşitsizliği geçerlidir [26].

İspat. Lemma 2.2.4 ve |~′|’nin konveksliği kullanılarak∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0

|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)|dξ

+
τ − x

2

∫ 1

0

|1− 2ξ|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|dξ

≤ x− κ
2

∫ 1

0

|1− 2ξ|[ξ|~′(κ)|+ (1− ξ)|~′(x)|]dξ

+
τ − x

2

∫ 1

0

|1− 2ξ|[ξ|~′(x)|+ (1− ξ)|~′(τ)|]dξ

=
x− κ

2

∫ 1
2

0

(1− 2ξ)[ξ|~′(κ)|+ (1− ξ)|~′(x)|]dξ

+
x− κ

2

∫ 1

1
2

(2ξ − 1)[ξ|~′(κ)|+ (1− ξ)|~′(x)|]dξ

+
τ − x

2

∫ 1
2

0

(1− 2ξ)[ξ|~′(x)|+ (1− ξ)|~′(τ)|]dξ
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+
τ − x

2

∫ 1

1
2

(2ξ − 1)[ξ|~′(x)|+ (1− ξ)|~′(τ)|]dξ

=
τ − κ

8
|~′(x)|+ (x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~(τ)|

8

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Uyarı 2.2.6 Eger Teorem 2.2.10’da x = κ veya x = τ alınırsa (2.2.15) eşitsizliği (2.2.4)

eşitsizliğine indirgenir [26].

Sonuç 2.2.6 Teorem 2.2.4’te x = κ+τ
2

seçilirse∣∣∣∣12
[
~
(
κ+ τ

2

)
+

~(κ) + ~(τ)

2

]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

∣∣∣∣
≤ τ − κ

16

[∣∣∣∣~′(κ+ τ

2

)∣∣∣∣+
|~′(κ)|+ |~′(τ)|

2

]

≤ τ − κ
8

(
|~′(κ)|+ |~′(τ)|

2

)
eşitsizliği elde edilir [26].

Teorem 2.2.11 ~ : [κ, τ ] → R tanımlı (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilen ve κ < τ

olmak üzere |~′|q [κ, τ ]’de konveks ise q > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 için∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣ (2.2.16)

≤ 1

2(p+ 1)
1
p

[
(x− κ)

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
p
]

+

[
(τ − x)

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]

eşitsizliği geçerlidir [26].

İspat. Lemma 2.2.4, Hölder eşitsizliği ve |~′|q’nin konveksliği kullanılarak

∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0

|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)|dξ
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+
τ − x

2

∫ 1

0

|1− 2ξ|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|dξ

≤ x− κ
2

(∫ 1

0

|1− 2ξ|pdξ
) 1

p
(∫ 1

0

|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|qdξ
) 1

q

+
τ − x

2

(∫ 1

0

|1− 2ξ|pdξ
) 1

p
(∫ 1

0

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|qdξ
) 1

q

≤ x− κ
2(p+ 1)

1
p

(∫ 1

0

[ξ|~′(κ)|q + (1− ξ)|~′(x)q|]dξ
) 1

q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(∫ 1

0

[ξ|~′(x)|q + (1− ξ)|~′(τ)q|]dξ
) 1

q

=
x− κ

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 2.2.7 Teorem 2.2.11’de, x = κ+τ
2

seçilirse∣∣∣∣12
[
~
(
κ+ τ

2

)
+

~(κ) + ~(τ)

2

]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

∣∣∣∣

≤ τ − κ
8(p+ 1)

1
p

[( |~′(κ)|q + |~′
(
κ+τ
2

)q
2

) 1
q

+

[( |~′(τ)|q + |~′
(
κ+τ
2

)q
2

) 1
q
]

≤ τ − κ
8(p+ 1)

1
p

[(
3|~′(κ)|q + |~′(τ)|q

4

) 1
q

+

(
3|~′(τ)|q + |~′(κ)|q

4

) 1
q
]

eşitsizliği elde edilir [26].

Uyarı 2.2.7 Teorem 2.2.11’de x = κ veya x = τ alınırsa (2.2.16) eşitsizliği [7]’de Dragomir

ve Agarwal tarafından elde edilen Teorem 2.3’deki (2.4) eşitsizliğine indirgenir [26].
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2.2.5 Konveks Fonksiyonlar İçin Genelleşitirilmiş Orta Nokta Eşitsizlikleri

Lemma 2.2.5 ~ : [κ, τ ] → R (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve κ < τ olsun.

Eğer ~′ ∈ L[κ, τ ] ise x ∈ [κ, τ ] için

~
(
κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]
(2.2.17)

= (x− κ)

∫ 1
2

0

ξ[~′(ξx+ (1− ξ)κ)− ~′(ξκ+ (1− ξ)x)]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[~′(ξx+ (1− ξ)τ)− ~′(ξτ + (1− ξ)x)]dξ

eşitliği geçerlidir [26].

İspat. (2.2.17)’deki eşitliğin sağ tarafındaki integrallere kısmi integrasyon uygulanırsa

T1 =

∫ 1
2

0

ξ[~′(ξx+ (1− ξ)κ)− ~′(ξκ+ (1− ξ)x)]dξ

=
1

x− κ
~
(
κ+ x

2

)
− 1

(x− κ)2

∫ x

κ

~(t)dt

ve

T2 =

∫ 1

1
2

(1− ξ)[~′(ξx+ (1− ξ)τ)− ~′(ξτ + (1− ξ)x)]dξ

=
1

τ − x
~
(
τ + x

2

)
− 1

(τ − x)2

∫ τ

x

~(t)dt

elde edilir.

T1 ile T2 sırasıyla (x−κ) ve (τ −x) ile çarpılırıp toplanırsa istenilen eşitlik elde edilir.

Uyarı 2.2.8 Lemma 2.2.5’de x = κ veya x = τ alınırsa (2.2.17) özdeşliği (2.2.5) eşitliğine

indirgenir [26].

Sonuç 2.2.8 Lemma 2.2.5’de x = κ+τ
2

seçilirse

1

2

[
~
(

3κ+ τ

4

)
+ ~
(

3τ + κ

4

)]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

16



=
τ − κ

4

{∫ 1
2

0

ξ

[
~′
(
ξ
κ+ τ

2
+ (1− ξ)κ

)
− ~′

(
ξκ+ (1− ξ)κ+ τ

2

]
dξ

+

∫ 1

1
2

(1− ξ)
[
~′
(
ξ
κ+ τ

2
− (1− ξ)τ

)
− ~′

(
ξτ + (1− ξ)κ+ τ

2

]
dξ

}
eşitliği elde edilir [26].

Teorem 2.2.12 ~ : [κ, τ ]→ R (κ, τ) aralığıda türevlenebilir bir fonksiyon ve κ < τ olmak

üzere |~′|, x ∈ [κ, τ ]’de konveks ise∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~
(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣ (2.2.18)

≤ τ − κ
8
|~′(x)|+ (x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|

8

eşitsizliği geçerlidir [26].

İspat. Lemma 2.2.5 ve |~′|’nin konveksliği kullanılarak,∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~
(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0

ξ[|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x)|]dξ

≤ (x− κ)[|~′(x)|+ |~′(κ)|]
∫ 1

2

0

ξdξ + (τ − x)[|~′(x)|+ |~′(κ)|]
∫ 1

1
2

(1− ξ)dξ

=
τ − κ

8
|~′(x)|+ (x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x|~′(τ)|

8

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Uyarı 2.2.9 Teorem 2.2.12’de x = κ veya x = τ alınırsa (2.2.18) eşitsizliği (2.2.6)

eşitsizliğine indirgenir [26].

Sonuç 2.2.9 Teorem 2.2.12’de x = κ+τ
2

seçilirse∣∣∣∣12
[
~
(

3κ+ τ

4

)
+ ~
(

3τ + κ

4

)]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ

~(t)dt

∣∣∣∣
17



≤ τ − κ
16

[∣∣∣∣~′(κ+ τ

2

)∣∣∣∣+
|~′(κ)|+ |~′(τ)|

2

]

≤ τ − κ
8

(
|~′(κ)|+ |~′(τ)|

2

)
eşitsizliği elde edilir [26].

Teorem 2.2.13 ~ : [κ, τ ]→ R fonksiyonu κ < τ ve (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. q > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere |~′|q, [κ, τ ]’da konveks ise x ∈ [κ, τ ]

için ∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~
(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ

~(t)dt+
1

τ − x

∫ τ

x

~(t)dt

]∣∣∣∣ (2.2.19)

≤ 1

(1 + p)
1
p21+ 1

p

{
(x− κ)

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]

+(τ − x)

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]}

eşitsizliği geçerlidir [26].

İspat. Lemma 2.2.5, Hölder eşitsizliği ve |~′|q’nin konveksliği kullanılarak,∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~
(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0
ξpdξ

) 1
p

×
[(∫ 1

2

0
|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|qdξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|qdξ

) 1
q
]

+(τ − x)

(∫ 1

1
2

(1− ξ)pdξ
) 1
p

×
[(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|qdξ
) 1
q

+

(∫ 1

1
2

|~′(ξτ + (1− ξ)x)|qdξ
) 1
q
]

≤ x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

×
[(∫ 1

2

0
[ξ|~′(x)|q + (1− ξ)|~′(κ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
[ξ|~′(κ)|q + (1− ξ)|~′(x)|q]dξ

) 1
q
]

+
(τ − x)

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

18



×
[(∫ 1

2

0
[ξ|~′(x)|q + (1− ξ)|~′(τ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
[ξ|~′(τ)|q + (1− ξ)|~′(x)|q]dξ

) 1
q
]

≤ x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]

+
(τ − x)

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q
]

bulunur ve ispat tamamlanır.

Uyarı 2.2.10 Teorem 2.2.13’de x = κ veya x = τ seçilirse (2.2.19) eşitsizliği [21]’de Kırmacı

tarafından elde edilen Teorem 2.3’deki (2.3) eşitsizliğine indirgenir.

Sonuç 2.2.10 Teorem 2.2.13’de x = κ+τ
2 seçilirse∣∣∣∣12

[
~
(

3κ+ τ

4

)
+ ~
(

3τ + κ

4

)]
− 1

τ − κ

∫ τ

κ
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ τ − κ

(1 + p)
1
p 2

3+ 1
p

×
{[( |~′(κ+τ

2

)
|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

( |~′(κ)|q + |~′
(
κ+τ
2

)
|q

2

) 1
q
]

+

[( |~′(κ+τ
2

)
|q + |~′(b)|q

2

) 1
q

+

( |~′(τ)|q + |~′
(
κ+τ
2

)
|q

2

) 1
q
]}

≤ τ − κ

(1 + p)
1
p 2

2+ 1
p

[(
3|~′(κ)|q + |~′(τ)|q

4

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + 3|~′(τ)|q

4

) 1
q
]

elde edilir [26].
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

3.1 s-Konveks Fonksiyonlar İçin Bullen, Yamuk, Orta Nokta ve

Simpson Tipli Eşitsizlikler

Teorem 3.1.1 ~ : [0,∞) → [0,∞) bir fonksiyon ve ~ ∈ K2
s , s ∈ (0, 1], κ, τ ∈ [0,∞) ve κ < τ

olsun. ~ ∈ L[κ, τ ] olmak üzere x ∈ (κ, τ) için

2s−1
(
~
(
κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

))

≤ 1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

≤ ~(κ) + ~(τ) + 2~(x)

s+ 1
(3.1.1)

esitsizliği geçerlidir.

İspat. ~, [κ, x] ⊂ [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon olduğundan (2.2.2) eşitsizliği

kullanılarak

2s−1~
(
κ+ x

2

)
≤ 1

x− κ

∫ x

κ
~(x)dx ≤ ~(κ) + ~(x)

s+ 1
. (3.1.2)

yazılır. [x, τ ] ⊂ [κ, τ ] içinde benzer şekilde

2s−1~
(
τ + x

2

)
≤ 1

τ − κ

∫ τ

x
~(x)dx ≤ ~(τ) + ~(x)

s+ 1
. (3.1.3)

yazılır. Buradan (3.1.2) ve (3.1.3) taraf tarafa toplanırsa

2s−1
(
~
(
κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

))

≤ 1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

≤ ~(κ) + ~(τ) + 2~(x)

s+ 1

olur. Böylece (3.1.1) eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 3.1.1 Teorem 3.1.1’de s = 1 için (3.1.1) eşitsizliği, (2.2.7)’deki eşitsizliğe indirgenir.

Teorem 3.1.2 κ < τ olmak üzere ~ : [κ, τ ] ⊂ [0,∞) → R tanımlı (κ, τ) aralığında diferan-

siyellenebilen bir dönüşüm olsun. |~′|, [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve x ∈ (κ, τ)
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olmak üzere ∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣ (3.1.4)

≤
(

1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s

2(s+ 1)(s+ 2)

)
(τ − κ)|~′(x)|

+

(
1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s

2(s+ 1)(s+ 2)

)(
(x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|

)
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 2.2.4, mutlak değer özellikleri ve |~′|’nin [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveksliği

kullanılarak∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|+ τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

≤ x− κ
2

∫ 1

0
|1− 2ξ|

[
ξs|~′(κ)|+ (1− ξ)s|~′(x)|

]
dξ

+
τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ|

[
ξs|~′(x)|+ (1− ξ)s|~′(τ)|

]
dξ

=
x− κ

2

∫ 1
2

0
(1− 2ξ)

[
ξs|~′(κ)|+ (1− ξ)s|~′(x)|

]
dξ

+
x− κ

2

∫ 1

1
2

(2ξ − 1)
[
ξs|~′(κ)|+ (1− ξ)s|~′(x)|

]
dξ

+
τ − x

2

∫ 1
2

0
(1− 2ξ)

[
ξs|~′(x)|+ (1− ξ)s|~′(τ)|

]
dξ

+
τ − x

2

∫ 1

1
2

(2ξ − 1)
[
ξs|~′(x)|+ (1− ξ)s|~′(τ)|

]
dξ

=

(
1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s

2(s+ 1)(s+ 2)

)
(τ − κ)|~′(x)|

+

(
1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s

2(s+ 1)(s+ 2)

)(
(x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|

)
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olur ve istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.2 Teorem 3.1.2’de s = 1 olarak alınırsa (3.1.4) eşitsizliği, (2.2.15) eşitsizliğine in-

dirgenmiş olur.

Teorem 3.1.3 κ < τ , ~ : [κ, τ ] ⊂ [0,∞) → R, (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilen bir

dönüşüm olsun. |~′|q, (q > 1), [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve

1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣ (3.1.5)

≤ x− κ

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|q’nin ikinci anlamda s-konveksliği, Lemma 2.2.4 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|+ τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

≤ x− κ
2

(∫ 1

0
|1− 2ξ|pdξ

) 1
p
(∫ 1

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|

) 1
q

+
τ − x

2

(∫ 1

0
|1− 2ξ|pdξ

) 1
p
(∫ 1

0
|~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

) 1
q

≤ x− κ

2(p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
(ξs|~′(κ)|q + (1− ξ)s|~′(x)|q)dξ

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
(ξs|~′(x)|q + (1− ξ)s|~′(τ)|q)dξ

) 1
q

=
x− κ

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

bulunur. Dolayısıyla istenilen eşitsizlik elde edilmiş olur.

Sonuç 3.1.3 Teorem 3.1.3’de s = 1 için (3.1.5) eşitsizliği, (2.2.16)’deki eşitsizliğe indirgenir.
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Teorem 3.1.4 ~ : [κ, τ ] ⊂ [0,∞) → R , (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve

κ < τ olsun. |~′| , [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve x ∈ (κ, τ) olmak üzere∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣ (3.1.6)

≤ 2s+1 − 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
(τ − κ)|~′(x)|

+
2s+1 − 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)

[
(x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|

]
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|’nin ikinci anlamda s-konveksliği, Lemma 2.2.5 ve mutlak değer özellikleri kul-

lanılarak, ∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0
ξ[|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x)|]dξ

≤ (x− κ)

∫ 1
2

0
ξ[ξs|~′(x)|+ (1− ξ)s|~′(κ)|+ ξs|~′(κ)|+ (1− ξ)s|~′(x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[ξs|~′(x)|+ (1− ξ)s|~′(τ)|+ ξs|~′(τ)|+ (1− ξ)s|~′(x)|]dξ

=
2s+1 − 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
(τ − κ)|~′(x)|

+
2s+1 − 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)

[
(x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|

]
yazılır ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.4 Teorem 3.1.4’de s = 1 için (3.1.6) eşitsizliği, (2.2.18)’deki eşitsizliğe indirgenir.

Teorem 3.1.5 κ < τ , ~ : [κ, τ ] ⊂ [0,∞)→ R, (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilir bir dönüşüm

olsun. q > 1 için |~′|q, [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve 1
p + 1

q = 1
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olmak üzere ∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣ (3.1.7)

≤ x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]

+
τ − x

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|q’nin ikinci anlamda s-konveksliği, Lemma 2.2.5 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0
ξpdξ

) 1
p

(∫ 1
2

0
|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|q

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|q

) 1
q


+(τ − x)

(∫ 1

1
2

ξpdξ

) 1
p

(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|q
) 1

q

+

(∫ 1

1
2

|~′(ξτ + (1− ξ)x)|q
) 1

q


≤ x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

×

(∫ 1
2

0
[ξs|~′(x)|q + (1− ξ)s|~′(κ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
[ξs|~′(κ)|q + (1− ξ)s)|~′(x)|q]dξ

) 1
q


+

τ − x

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

×

(∫ 1

1
2

[ξs|~′(x)|q + (1− ξ)s|~′(τ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

[ξs|~′(τ)|q + (1− ξ)s)|~′(x)|q]dξ

) 1
q


=

x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]

+
τ − x

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]
.

yazılır. Bu da ispatı tamamlar.

Sonuç 3.1.5 Teorem 3.1.5’de s = 1 için (3.1.7) eşitsizliği, (2.2.19)’deki eşitsizliğe indirgenir.

Teorem 3.1.6 κ < τ olmak üzere ~ : [κ, τ ] ⊂ [0,∞) → R tanımlı, (κ, τ) aralığında diferan-

siyellenebilir bir dönüsüm olsun. |~′|, [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve x ∈ (κ, τ)

24



olmak üzere ∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]
(3.1.8)

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤

(
2−s−1(1 + 5s+2)

3s+2(s+ 1)(s+ 2)
− 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s− 4

6(s+ 1)(s+ 2)

)
|~′(x)|

+

(
2−s−1(1 + 5s+2)

3s+2(s+ 1)(s+ 2)
− 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s− 4

6(s+ 1)(s+ 2)

)

×[(x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|]

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|’nin s-konveksliği, Lemma 2.2.3 ve mutlak değerin özellikleri kullanılarak∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣ [|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣ [|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x)|]dξ

≤ (x− κ)

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣ [ξs|~′(x)|+ (1− ξ)s|~′(κ)|+ ξs|~′(κ)|+ (1− ξ)s|~′(x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣ [ξs|~′(x)|+ (1− ξ)s|~′(τ)|+ ξs|~′(τ)|+ (1− ξ)s|~′(x)|]dξ

=

(
2−s−1(1 + 5s+2)

3s+2(s+ 1)(s+ 2)
− 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s− 4

6(s+ 1)(s+ 2)

)
|~′(x)|

+

(
2−s−1(1 + 5s+2)

3s+2(s+ 1)(s+ 2)
− 1

2s+1(s+ 1)(s+ 2)
+

s− 4

6(s+ 1)(s+ 2)

)

×[(x− κ)|~′(κ)|+ (τ − x)|~′(τ)|]

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.6 Teorem 3.1.6’da s = 1 için (3.1.8) eşitsizliği, (2.2.12)’deki eşitsizliğe indirgenir.
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Teorem 3.1.7 κ < τ , ~ : [κ, τ ] ⊂ [0,∞) → R , (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilir bir

dönüşüm olsun. q > 1 için |~′|q [κ, τ ]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve
1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]
(3.1.9)

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ x− κ

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]

+
τ − x

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]

dir.

İspat. |~′|q’nin ikinci anlamda s-konveksliği, Lemma 2.2.3 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣p dξ
) 1

p

×

(∫ 1
2

0
|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|q

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|q

) 1
q


+(τ − x)

(∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣p dξ

) 1
p

×

(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|q
) 1

q

+

(∫ 1

1
2

|~′(ξτ + (1− ξ)x)|q
) 1

q


≤ 1

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

(x− κ)

(∫ 1
2

0
[ξs|~′(x)|q + (1− ξ)s|~′(κ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
[ξs|~′(κ)|q + (1− ξ)s|~′(x)|q]dξ

) 1
q


+(τ − x)

(∫ 1

1
2

[ξs|~′(x)|q + (1− ξ)s|~′(τ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

[ξs|~′(τ)|q + (1− ξ)s|~′(x)|q]dξ

) 1
q
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=
x− κ

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]

+
τ − x

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

s+ 1

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

s+ 1

) 1
q

]

yazılır ve ispat biter.

Sonuç 3.1.7 Teorem 3.1.7’de s = 1 için (3.1.9) eşitsizliği, (2.2.13)’deki eşitsizliğe indirgenir.

3.2 Quasi-Konveks Fonksiyonlar için Bullen, Yamuk, Orta Nokta

ve Simpson Tipli Eşitsizlikler

Teorem 3.2.1 ~ : [κ, τ ]→ R tanımlı (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve κ < τ

olsun. |~′|, [κ, τ ]’de quasi-konveks fonksiyon ve x ∈ (κ, τ) olmak üzere∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

4
max{|~′(κ)|, |~′(x)|}+

τ − x
4

max{|~′(x)|, |~′(τ)|}

≤ τ − κ
4

max{|~′(x)|, |~′(κ)|, |~′(τ)|}

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|’nin quasi-konveksliği, Lemma 2.2.4 ve mutlak değerin özellikleri kullanılarak∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|

+
τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

≤ x− κ
2

∫ 1

0
|1− 2ξ|max{|~′(κ)|, |~′(x)|}dξ

+
τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ|max{|~′(x)|, |~′(τ)|}dξ

=
x− κ

4
max{|~′(κ)|, |~′(x)|}

+
τ − x

4
max{|~′(x)|, |~′(τ)|}
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yazılır ve ispat biter.

Teorem 3.2.2 κ < τ , ~ : [κ, τ ] → R tanımlı (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun.

q > 1 için |~′|q, [κ, τ ]’de quasi konveks fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve 1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + f(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2(p+ 1)
1
p

(
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(
max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}

) 1
q

dir.

İspat. |~′|q’nin quasi-konveksliği, Lemma 2.2.4 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|

+
τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

≤ x− κ
2

(∫ 1

0
|1− 2ξ|pdξ

) 1
p
(
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|

) 1
q

+
τ − x

2

(∫ 1

0
|1− 2ξ|pdξ

) 1
p
(
|~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

) 1
q

≤ x− κ

2(p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}dξ

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}dξ

) 1
q

=
x− κ

2(p+ 1)
1
p

(
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(
max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}

) 1
q .

yazılır ve böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.3 ~ : [κ, τ ]→ R (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm, κ < τ olsun. |~′|, [κ, τ ]
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’de quasi-konveks fonksiyon ve x ∈ (κ, τ) olmak üzere∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

8

(
max{|~′(x)|, |~′(κ)|}+ max{|~′(κ)|, |~′(x)|}

)
+
τ − x

8

(
max{|~′(x)|, |~′(τ)|}+ max{|~′(τ)|, |~′(x)|}

)
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|’nin quasi-konveksliği, Lemma 2.2.5 ve mutlak değerin özellikleri kullanılarak∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0
ξ[|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x)|]dξ

≤ (x− κ)

∫ 1
2

0
ξ[max{|~′(x)|, |~′(κ)|}+ max{|~′(κ)|, |~′(x)|}]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[max{|~′(x)|, |~′(τ)|}+ max{|~′(τ)|, |~′(x)|}]dξ

=
x− κ

8

(
max{|~′(x)|, |~′(κ)|}+ max{|~′(κ)|, |~′(x)|}

)
+
τ − x

8

(
max{|~′(x)|, |~′(τ)|}+ max{|~′(τ)|, |~′(x)|}

)
yazılır ve istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 3.2.4 κ < τ , ~ : [κ, τ ]→ R (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilen bir dönüşüm olsun.

q > 1 için |~′|q, [κ, τ ]’de quasi-konveks fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve 1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

4(1 + p)
1
p

[(
max{|~′(x)|q, |~′(κ)|q}

) 1
q +

(
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]

+
τ − x

4(1 + p)
1
p

[(
max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}

) 1
q +

(
max{|~′(τ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]
dir.
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İspat. |~′|q’nin quasi-konveksliği, Lemma 2.2.5 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0
ξpdξ

) 1
p

×

(∫ 1
2

0
|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|q

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|q

) 1
q


+(τ − x)

(∫ 1

1
2

ξpdξ

) 1
p

×

(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|q
) 1

q

+

(∫ 1

1
2

|~′(ξτ + (1− ξ)x)|q
) 1

q


≤ x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

×

(∫ 1
2

0
max{|~′(x)|q, |~′(κ)|q}dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
max{|~′(κ)|, |~′(x)|}dξ

) 1
q


+

τ − x

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

×

(∫ 1

1
2

max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}dξ

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

max{|~′(τ)|q, |~′(x)|q}dξ

) 1
q


=

x− κ

4(1 + p)
1
p

[(
max{|~′(x)|q, |~′(κ)|q}

) 1
q +

(
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]

+
τ − x

4(1 + p)
1
p

[(
max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}

) 1
q +

(
max{|~′(τ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]
yazılır ki böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.5 ~ : [κ, τ ] → R tanımlı (κ, τ) diferansiyellenebiilir bir dönüşüm ve κ < τ olsun.

|~′| , [κ, τ ]’de quasi-konveks fonksiyon ve x ∈ (κ, τ) olmak üzere∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ 5(x− κ)

72

(
max{|~′(x)|, |~′(κ)|}+ max{|~′(κ)|, |~′(x)|}

)
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+
5(τ − x)

72

(
max{|~′(x)|, |~′(τ)|}+ max{|~′(τ)|, |~′(x)|}

)
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 2.2.3, mutlak değer özellikleri ve |~′|’nin quasi-konveks olması kullanılarak∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣ [|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣ [|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x)|]dξ

≤ (x− κ)

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣ [max{|~′(x)|, |~′(κ)|}+ max{|~′(κ)|, |~′(x)|}]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣ [max{|~′(x)|, |~′(τ)|}+ max{|~′(τ)|, |~′(x)|}]dξ

=
5(x− κ)

72

(
max{|~′(x)|, |~′(κ)|}+ max{|~′(κ)|, |~′(x)|}

)
+

5(τ − x)

72

(
max{|~′(x)|, |~′(τ)|}+ max{|~′(τ)|, |~′(x)|}

)
yazılır ve böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.6 κ < τ , ~ : [κ, τ ] → R, (κ, τ) aralığında diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun.

|~′|q (q > 1), [κ, τ ]’de quasi-konveks fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve 1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ x− κ

4(1 + p)
1
p

[
2

3p+1

] 1
p [(

max{|~′(x)|q, |~′(κ)|q}
) 1
q +

(
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]

+
τ − x

4(1 + p)
1
p

[
2

3p+1

] 1
p [(

max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}
) 1
q +

(
max{|~′(τ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]
dir.
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İspat. |~′|q’nin quasi-konveksliği, Lemma 2.2.3 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣p dξ
) 1

p

×

(∫ 1
2

0
|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|q

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|q

) 1
q


+(τ − x)

(∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣p dξ

) 1
p

×

(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|q
) 1

q

+

(∫ 1

1
2

|~′(ξτ + (1− ξ)x)|q
) 1

q


≤ 1

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×

(x− κ)

(∫ 1
2

0
max{|~′(x)|q, |~′(κ)|q}dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}dξ

) 1
q


+ (τ − x)

(∫ 1

1
2

max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}dξ

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

max{|~′(τ)|q, |~′(x)|q}dξ

) 1
q


=

x− κ

4(1 + p)
1
p

[
2

3p+1

] 1
p [(

max{|~′(x)|q, |~′(κ)|q}
) 1
q +

(
max{|~′(κ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]
+

τ − x

4(1 + p)
1
p

[
2

3p+1

] 1
p [(

max{|~′(x)|q, |~′(τ)|q}
) 1
q +

(
max{|~′(τ)|q, |~′(x)|q}

) 1
q

]
.

yazılır ve istenilen sonuç elde edilir.

3.3 P -Fonksiyonu için Bullen, Yamuk, Orta Nokta ve Simpson

Tipli Eşitsizlikler

Teorem 3.3.1 ~ : [κ, τ ]→ R tanımlı (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve κ < τ olsun.

|~′|, [κ, τ ]’de P fonksiyon ve x ∈ (κ, τ) olmak üzere∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
32



≤ (x− κ)[|~′(κ)|+ |~′(x)|]
4

+
(τ − x)[|~′(x)|+ |~′(τ)|]

4

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|’nin P -fonksiyonu olması, Lemma 2.2.4 ve mutlak değerin özellikleri kullanılarak∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|

+
τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

≤ x− κ
2

∫ 1

0
|1− 2ξ|

[
|~′(κ)|+ |~′(x)|

]
dξ

+
τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ|

[
|~′(x)|+ |~′(τ)|

]
dξ

=
(x− κ)[|~′(κ)|+ |~′(x)|]

4

+
(τ − x)[|~′(x)|+ |~′(τ)|]

4
.

yazılır ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.2 κ < τ , ~ : [κ, τ ] → R tanımlı (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun.

q > 1 için |~′|q, [κ, τ ]’de P fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve 1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2(p+ 1)
1
τ

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

) 1
q

dir.

İspat. Lemma 2.2.4, Hölder eşitsizliği ve |~′|q’nin P -konveks olması kullanılarak∣∣∣∣~(x) +
~(κ) + ~(τ)

2
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|
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+
τ − x

2

∫ 1

0
|1− 2ξ||~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

≤ x− κ
2

(∫ 1

0
|1− 2ξ|pdξ

) 1
p
(∫ 1

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)dξ|

) 1
q

+
τ − x

2

(∫ 1

0
|1− 2ξ|pdξ

) 1
p
(∫ 1

0
|~′(ξx+ (1− ξ)τ)dξ|

) 1
q

≤ x− κ

2(p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
(|~′(κ)|q + |~′(x)|q)dξ

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(∫ 1

0
(|~′(x)|q + |~′(τ)|q)dξ

) 1
q

=
x− κ

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

) 1
q

+
τ − x

2(p+ 1)
1
p

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

) 1
q .

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.3 ~ : [κ, τ ]→ R tanımlı (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm ve κ < τ olsun.

|~′|, [κ, τ ]’de P fonksiyon ve x ∈ (κ, τ) olmak üzere∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)[|~′(x)|+ |~′(κ)|]

4
+

(τ − x)[|~′(x)|+ |~′(τ)|]
4

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. |~′|’nin P -fonksiyonu olması, Lemma 2.2.5 ve mutlak değerin özellikleri kullanılarak∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0
ξ[|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x)|]dξ

≤ 2(x− κ)

∫ 1
2

0
ξ[|~′(x)|+ |~′(κ)|]dξ + 2(τ − x)

∫ 1

1
2

(1− ξ)[|~′(x)|+ |~′(τ)|]dξ

=
(x− κ)[|~′(x)|+ |~′(κ)|]

4
+

(τ − x)[|~′(x)|+ |~′(τ)|]
4
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yazılır ve ispat biter.

Teorem 3.3.4 κ < τ , ~ : [κ, τ ] → R tanımlı (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun.

|~′|q (q > 1), [κ, τ ]’de P fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve 1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]

+
τ − x

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]

dir.

İspat. |~′|q’nin P -fonksiyonu olması, Lemma 2.2.5 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣~(κ+ x

2

)
+ ~

(
τ + x

2

)
−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

]∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0
ξpdξ

) 1
p

×

(∫ 1
2

0
|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|q

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|q

) 1
q


+(τ − x)

(∫ 1

1
2

ξpdξ

) 1
p

×

(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|q
) 1

q

+

(∫ 1

1
2

|~′(ξτ + (1− ξ)x)|q
) 1

q


≤ x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

(∫ 1
2

0
[|~′(x)|q + |~′(κ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
[|~′(κ)|q + |~′(x)|q]dξ

) 1
q


+

τ − x

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

(∫ 1

1
2

[|~′(x)|q + |~′(τ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

[|~′(τ)|q + |~′(x)|q]dξ

) 1
q


=

x− κ

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]

+
τ − x

(1 + p)
1
p 2

1+ 1
p

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]

yazılır ki bu da ispatı tamamlar.
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Teorem 3.3.5 ~ : [κ, τ ] → R tanımlı (κ, τ) aralığında diferensiyellenebilen bir dönüşüm ve

κ < τ olsun. |~′|, [κ, τ ]’de P fonksiyon ve x ∈ (κ, τ) olmak üzere∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ 5(x− κ)[|~′(x)|+ |~′(κ)|

36
+

5(τ − x)[|~′(τ)|+ |~′(x)|
36

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 2.2.3, mutlak değer özellikleri ve |~′|’nin [κ, τ ]’de P -konveks olması kullanılarak∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ (x− κ)

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣ [|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|+ |~′(ξκ+ (1− ξ)x)|]dξ

+(τ − x)

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣ [|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|+ |~′(ξτ + (1− ξ)x)|]dξ

≤ 2(x− κ)

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣ [|~′(x)|+ |~′(κ)|]dξ

+2(τ − x)

∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣ [|~′(x)|+ |~′(τ)|]dξ

=
5(x− κ)[|~′(x)|+ |~′(κ)|

36
+

5(τ − x)[|~′(τ)|+ |~′(x)|
36

olur ki ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.6 κ < τ , ~ : [κ, τ ] → R, (κ, τ)’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm olsun. |~′|q

(q > 1), [κ, τ ]’de P fonksiyon ise x ∈ (κ, τ) ve 1
p + 1

q = 1 olmak üzere∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ x− κ

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

36



×

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]

+
τ − x

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]

dir.

İspat. |~′|q’nin P -fonsiyonu olması, Lemma 2.2.3 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣∣13
[
2~
(
κ+ x

2

)
+ 2~

(
τ + x

2

)
+ ~(x) +

~(κ) + ~(τ)

2

]

−
[

1

x− κ

∫ x

κ
~(t)dt+

1

τ − x

∫ τ

x
~(t)dt

] ∣∣∣∣∣
≤ (x− κ)

(∫ 1
2

0

∣∣∣∣ξ − 1

6

∣∣∣∣p dξ
) 1

p

×

(∫ 1
2

0
|~′(ξx+ (1− ξ)κ)|q

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
|~′(ξκ+ (1− ξ)x)|q

) 1
q


+(τ − x)

(∫ 1

1
2

∣∣∣∣56 − ξ
∣∣∣∣p dξ

) 1
p

×

(∫ 1

1
2

|~′(ξx+ (1− ξ)τ)|q
) 1

q

+

(∫ 1

1
2

|~′(ξτ + (1− ξ)x)|q
) 1

q


≤ 1

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×

(x− κ)

(∫ 1
2

0
[|~′(x)|q + |~′(κ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1
2

0
[|~′(κ)|q + |~′(x)|q]dξ

) 1
q


+ (τ − x)

(∫ 1

1
2

[|~′(x)|q + |~′(τ)|q]dξ

) 1
q

+

(∫ 1

1
2

[|~′(τ)|q + |~′(x)|q]dξ

) 1
q


=

x− κ

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×

[(
|~′(x)|q + |~′(κ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(κ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]
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+
τ − x

(1 + p)
1
p

[
1

3p+1
+

1

6p+1

] 1
p

×

[(
|~′(x)|q + |~′(τ)|q

2

) 1
q

+

(
|~′(τ)|q + |~′(x)|q

2

) 1
q

]

yazılır ve ispat biter.
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4. TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu tezin ana bulgularını oluşturan üçüncü bölümde, ilk olarak s-konveks, quasi-konveks

ve P fonksiyonu için genişletilmiş genelleştirilmiş Bullen, Simpson, Orta nokta ve Yamuk tipli

eşitsizlikler elde edilmiştir. Bu sonuçların bazı özel halleri daha önce elde edilen çalışmaları

kapsamaktadır. Bu tezde elde edilen yeni sonuçlar makale formatında hazırlanarak “General-

izations of Different Type Inequalities for s-Convex, Quasi-Convex and P -Function” başlıklı

çalışma altında “Konuralp Journal of Mathematics” adlı dergide yayımlanmıştır. Bu alanda

çalışan araştırmacılar tezde sunulan yöntemlerden, özdeşliklerden ve sonuçlardan yararlanarak

konveksliğin farklı türleri için yeni Hermite-Hadamard, Bullen, Simpson, orta nokta ve yamuk

tipli integral eşitsizlikleri elde edebilirler.
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