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Dort boliimden olusmakta olan bu tezin giris boliimiinde esitsizlik teorisi ve
konvekslik kavrami hakkinda genel bilgi verilmistir. ikinci béliimde bazi konveks
fonksiyon siniflari, baz1 6nemli esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar igin literatiirde
yer alan Hermite-Hadamard, Bullen, Yamuk, Orta nokta ve Simpson tipli esitsizlikler
verilmistir. Ugiincii boliimde s-konveks, quasi-konveks ve P-fonksiyonu icin Bullen,
Yamuk, Orta nokta ve Simpson tipli esitsizliklerin yeni genellestirilmeleri elde
edilmistir. Son bolim olan tartigma ve sonugta ise tezde elde edilen bulgular
Ozetlenerek bazi Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard, Bullen, Yamuk, Orta nokta ve Simpson tipli
esitsizlikler, Konveks fonksiyonlar, s-konveks fonksiyon,
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In the introduction part of this thesis, which consists of four chapters, general
information about inequality theory and the concept of convexity is given. In the
second part, some classes of convex functions, some important inequalities and
Hermite-Hadamard, Bullen, Trapezoid, Midpoint and Simpson type inequalities for
convex functions are given. In the last section, generalizations of the Bullen,
Trapezoid, Midpoint and Simpson type inequalities for the s-convex, quasi-convex
and P-function are obtained. In the last chapter, discussion and conclusion, the findings
obtained in the thesis are summarised and some suggestions are mentioned.
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1. GIRIS

Bir ¢oklugun digerinden daha biiyiik ya da daha kiigiik oldugunu ifade eden esitsizlikte,
durumu anlatan biiytiktiir (>) ve kiigiiktiir (<) igsaretleri kullamlmigtir ve bu igaretleri ilk
kez 1631 yilinda Ingiliz matematikci olan Thomas Harriot “Artis Analyticae Praxis and
Aequations Algebraicas Resolvendas” adli eserinde yer vermistir. Matematigin 6nemli
alanlarindan biri olan egitsizlikler teorisi 19. yiizyilda hizl bir gelisme kaydetmis ve bir
¢ok alanda kullanilmasi nedeniyle arastirmacilarin bu alanda ¢alismasinda énemli bir mo-
tivasyon kaynagi olmustur. Bu baglamda bir ¢ok onemli esitsizlik farkli arastirmacilar
tarafindan literatiire kazandirilmig olup bunlardan bazilar1 Holder, Minkowski, Griiss,

Chebsyhev, Bullen, Hermite-Hadamard, Simpson, Jensen esitsizlikleri seklindedir.

Esitsizlikler; matematiksel analiz, diferansiyel denklemler, olasilik teorisi, optimi-
zasyon problemleri gibi matematigin ve diger bilimlerin bir ¢ok alaninda kullanilmakta
olup esitsizlikler teorisi ile i¢ ice olan kavramlardan birisi de konvekslik kavramidir. Tanimi
bir esitsizligin saglanmasi koguluna bagl olarak yapilan konveks fonksiyonlar ile ilgili
caligmalar 18. yizyilda baglamig olup halen devam etmektedir. Bu teorinin zengin
bir tarihi vardir ve son yillarda da aragtirmacilarin ilgi odagi haline gelmistir. W. Or-
licz, W.W. Breckner, S. VaroSanec, I. Iscan, G.H. Toader, V.G. Mihesan gibi farkli
aragtirmacilar tarafindan birinci anlamda s-konvekslik, ikinci anlamda s-konvekslik h-
konvekslik, harmonik konvekslik, m-konvekslik, (a, m)-konvekslik gibi bir ¢ok farklh kon-
veks fonksiyon sinifi tanimlanmig ve bu fonksiyon siiflar1 kullanilarak esitsizliklerin yeni
genellegtirilmeleri, geniglemeleri elde edilmistir. Konveks fonksiyonlar yardimiyla elde
edilen en onemli egitsizliklerden birisi Hermite - Hadamard esitsizligi olup ~ Hermite-
Hadamard-Fejer esitsizligi ve Bullen esitsizligi de literatiirde 6nemli bir yere sahiptir.
Konveks fonksiyonlar esitsizlikler disinda matematigin bir ¢ok alaninda ve miihendislik,

ekonomi, endiistri gibi alanlarda da kullanilmaktadir.

Bu ¢aligmada da, s-konveks fonksiyonlar, quasi-konveks fonksiyonlar ve P-fonksiyonlar
icin Bullen, Simpson, orta nokta ve yamuk tipli esitsizliklerin yeni versiyonlar:1 ve genelles-

tirmeleri elde edilmigtir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tezin aragtirma bulgular: boliimiinde kullanilacak olan tanimlar, teorem-

ler ve lemmalar sunulmustur.

2.1 Bazi Fonksiyon Smiflar:
Tanim 2.1.1 Her x,y € [ ve { € [0,1] i¢in A : I C R — R fonksiyonu

héx + (1 = &)y) < &h(z) + (1= §)hly) (2.1.1)

sartini sagliyorsa hA’a [ tizerinde konveks fonksiyon denir. Burada I, R’ deki acik, yari-agik
veya kapali, sonlu veya sonsuz bir araliktir. Eger (2.1.1) egitsizligi x # y i¢in saglaniyorsa
W'a kesin konveks fonksiyon denir. Ote yandan, —h : I — R konveks ise, h : [ — R
konkavdir [24].

Literatiirde farkhi konveks fonksiyon simiflar1 yer almakta olup W. Orlicz birinci an-

lamda s-konveks fonksiyon sinifin1 agagidaki gibi tanimlamigtir.

Tanim 2.1.2 o, > 0, o+ * = 1 ve s € (0,1] olmak tizere her u,v € RT igin
h:RT — R fonksiyonu
h(au+ pv) < o’h(u) + 8%k (v)

esitsizligini saghiyorsa A’a birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
simifi K! ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse A fonksiyonu birinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir [22].

Ikinci anlamda s-konveks fonksiyon smifi da W.W. Breckner tarafindan asagidaki gibi

tanimlanmigtir.

Tamim 2.1.3 o, >0, a+f = 1ves € (0,1] olmak iizere her u,v € R i¢gin h: RT - R
fonksiyonu

h(au+ fv) < a’h(u) + B°h(v)

egitsizligini sagliyorsa h’a ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
siifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse /i fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir 2, 16].



Tanim 2.1.2 ve Tanim 2.1.3’de s = 1 olarak secilirse konveks fonksiyon kavrami elde
edilir.
Diger bir konvekslik sinifi olan quasi-konvekslik tanimi agagidaki gibidir.

Tanim 2.1.4 h: I CR — R bir fonksiyon olmak {izere her z,y € I ve A € [0, 1] igin

Rz + (1 — €&)y) < max{h(z), h(y)}

oluyorsa h’a I iizerinde quasi-konveks fonksiyon denir ve h € QC(I) olarak ifade edilir

18].

P-fonksiyonun tanimi agagidaki gibidir.

Tanim 2.1.5 i : I C R — R negatif olmayan bir fonksiyon ve her z,y € I, £ € [0, 1] i¢in

A(éxr + (1= &)y) < h(x) + My)

esitsizligi saglaniyorsa h'a P-fonksiyonu denir veya h, P(I) smifina aittir denir [8].

2.2 Bazi1 Onemli Esitsizlikler

2.2.1 Hermite-Hadamard Esitsizligi ve Hermite-Hadamard Esitsizligi ile ilgili

Genellegtirmeler

Son zamanlarda ¢ok sayida aragtirmaci kendini farkli yonlerdeki konvekslikle ilgili
esitsizlikleri ve oOzelliklerini incelemeye adamigtir. Zaman iginde farkli aragtirmacilar
tarafindan birgok integral esitsizligi elde edilmigtir. Literatiirde Hermite-Hadamard
esitsizligi [6], Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi [13], Bullen esitsizligi [3], Simpson tipli
esitsizlikler [29] ve Ostrowski tipli egitsizlikler [28] gibi konveks foksiyonlar: igeren bir¢ok
egitsizlik tiri vardir. Bu fonksiyon sinifi i¢in 6nemli egitsizliklerden biri olan Hermite-

Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir.

Teorem 2.2.1 k,7 € [ ve k < 7 olmak tizere A : I C R — R konveks fonksiyonu i¢in

n(“?) < ! . / h(z)de < w (2.2.1)

esitsizligi gegerlidir [6, 14].



K? sifindaki fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi Dragomir ve Fitzpatrick

tarafindan agagidaki gibi elde edilmigtir.

Teorem 2.2.2 h : [0,00) — [0,00) ikinci anlamda s konveks fonksiyon olmak iizere

s € (0,1],k,7 € [0,00) ve k < T olsun. h € L[k, 7] olmak iizere

zslh(ﬁ;T)g ! /’:h(x)da: w (2.2.2)

IN

esitsizligi gegerlidir [9)].
Dragomir ve Agarwal, Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafiyla ilgili asagidaki
sonugclar1 vermislerdir.

Lemma 2.2.1 h: I° C R — R diferansiyellenebilen bir doniigiim (k,7) € I° ve Kk < T

olsun. Eger i € Lk, 7] ise

h(x) ; hr) _ - i . / h(z)de = _ 3 " /01(1 R (th+ (1—t)r)dt  (2.2.3)

esitligi gegerlidir [7].

Teorem 2.2.3 h: [° C R — R,I° de diferansiyellenebilen bir doniigiim, (k,7) € I° ve

Kk < T olsun. [k, 7] arahginda | &' | konveks ise

h(k)+h(r) 1 /T () d

T —K

8

< (I 7' (r) [+ H(7)]) (2.2.4)

2 T—K

esitsizligi gegerlidir [7].

Kirmaci’da Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi ile ilgili olarak tiirevleri konveks

olan fonksiyonlar i¢in su sonuglari elde etmistir.

Lemma 2.2.2 h: [° C R — R, I° de diferansiyellenebilen bir doéniigiim, (k,7) € I° ve
k < T olsun. Bu taktirde

! /; h(z)ds — h(“ ;r T) (2.2.5)

T—K

= (T — k) [/01/2 th' (tk + (1 — t)7)dt + /11 (t— 1) (tk+ (1 —t)7)dt

/2

elde edilir [21].



Teorem 2.2.4 h: [° C R — R, I° de diferansiyellenebilen bir doniigiim, (x,7) € I° ve

Kk < 7T olsun. Bu taktirde | &’ |, [k, 7| arahginda konveks ise

T—K 2

1 i —
/ h(z)da — h(“ - T) ' < TR W)+ 1 () (2.2.6)
esitsizligi gecerlidir [21].
2.2.2 Bullen Esitsizligi ve Konveks Fonksiyonlar igin Genellestirilmig Bullen
Tipli Esitsizlikler

Teorem 2.2.5 h : [k, 7] — R konveks bir fonksiyon olmak tizere

2 /;h(x)dx < h('i;LT) < h('{);hm

T —K

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige literatiirde Bullen esitsizligi denir [3, 24].

Son 10 yilda bir¢ok matematikgi ve aragtirmaci bu esitsizlik iizerine ¢aligmalar yaparak
yeni sonuglar elde etmiglerdir. Sarikaya ve arkadaglar1 [27] lokal kesirli integraller i¢in, Du
ve arkadaglar1 [11] genellestirilmig kesirli integraller igin ve Cakmak [4, 5] uyumlu kesirli
integraller ve diferansiyellenebilir h-konveks fonksiyonlar i¢in Bullen tipli esitsizlikler elde

etmiglerdir.

Sarikaya konveks fonksiyonlar i¢in Bullen esitsizliginin yeni bir genellestirmesini agagi-

daki gibi elde etmistir.

Teorem 2.2.6 A : I C R — R, konveks bir fonksiyon, x < 7 ve k,7 € I olsun. Bu

taktirde her x € [k, 7] i¢in

h(“;x)+h(72x) < xiﬁlxh(t)dt+Ti$LTh(t)dt (2.2.7)
B (ORN G

esitsizligi gecerlidir [26].



Ispat. [k, 7] arahgm [k, ] ve [z, 7] seklinde alt araliklara aynlsm. A, [k,2] C [k, 7]
tizerinde konveks bir fonksiyon oldugundan (2.2.1) egitsizligi kullanilarak

h<“+x>< ! /:h(t)dth (2.2.8)

2 T r—K 2

elde edilir. Benzer gekilde [z, 7] C [k, 7] igin de

h<7+x>§ ! /;h(t)dtgw (2.2.9)

2 T—x 2

yazilir. Buradan (2.2.8) ve (2.2.9) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

h(ﬁ;x) +h(7q2ut) < xi/{/’jh(t)dt—i_Tix/xTh(t)dtSw

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 2.2.1 Teorem 2.2.6 sartlar1 altinda x = ”T*T olarak secilirse agagidaki Bullen tipli

h(K;T> < %[h(?"{:T) +h(“237>} (2.2.10)

esitsizlik

< L[ h
< %[h<ﬁ—;—7')+ﬁ(li)—gﬁ(7'):|

elde edilir [26].

Uyar: 2.2.1 Teorem 2.2.6'de x = k veya x = 7 alinirsa

lim
T—>K T — K rT—>T T —

/96 h(t)dt = h(k) veya lim /T h(t)dt = h(T)

oldugu kullamlarak (2.2.7) esitsizligi (2.1.1) esitsizligine indirgenir [26].

2.2.3 Simpson Esitsizligi ve Konveks Fonksiyonlar igin Genellegtirilmis Simp-
son Tipli Esitsizlikler

Asagidaki esitsizilik literatiirde Simpson esitsizligi olarak bilinmektedir.

Teorem 2.2.7 h : [k, 7] = R (k,7) agk arahginda stirekli 4. dereceden tiirevlenebilir
fonksiyon ve

17| oo = sup | A (2) |< o0



esitsizligi gecerli olmak tizere:
1 K+T 1 4
—|h(k) —4h h —
‘6[(“) =3 )+ (7)1 T—m/ﬁ '_QSSOH

esitsizligi gecerlidir.

T—H

Literatiirde bir ¢ok Simpson tipli esitsizlik vardir. Alomari ve arkadaglar [1] s-
konveks fonksiyonlar i¢in, Hussain ve Qaisar [17] h-konveks fonksiyonlar i¢in, Kavurmaci
ve arkadasglar1 [20] (a, m) geometrik konveks fonksiyonlar i¢in, Pecaric ve Varosanec [23]
smirh varyasyonlu fonksiyonlar i¢in, Sarikaya ve arkadaglar [25] s-konveks fonksiyonlar
icin, Du ve arkadaglar1 [10] genisletilmis (s, m)-konveks fonksiyonlar igin, Ertugral ve
Sarikaya [12] genellegtirilmis kesirli integraller igin, Hezenci ve arkadaglar [15] iki kez
diferansiyellenebilen fonksiyonlar icin, Iscan [19] harmonik konveks fonksiyonlar i¢in ve

Ujevic [30] iki kath integraller i¢in Simpson tipli egitsizlikleri literatiire kazandirmiglardir.

Lemma 2.2.3 7 : [k,7] = R, k < 7 ve (k,7) araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim,

I € Lk, 7] ise z € [k, T] igin

%[271 (“;x) +2h (T;x> +h(a:)+w} (2.2.11)

2
~ [xiﬁ/:h(t)dﬂrTix/;h(t)dt}

= ) [ (€= §) e+ -9 = nen+ (1 - ol

#r =) [ (§-¢) e + (- m) —nier+ (-

esitligi gegerlidir [26].

Ispat. (2.2.11)’in sag tarafindaki integrallere kismi integrasyon uygulanirsa

1

= [ (6= 5 )ten+ (1= )~ (e + (1~ ol

_ 2 K+ 1 B N 1 x
- 3(x_,€)h< 2 )+—6(w_,{>[ﬁ( ) + h(z)] —@_K)Z/ﬂ h(t)dt



ve

= [ (3-e) e+ 1 -om - Hier+ (- 1l

2

— s () + e el - s [ o

3(r—x — R) (r1—x

elde edilir. Eger H; ile Hy sirayla (x — k) ve (7 — z) ile ¢arpilip toplamirsa (2.2.11) esitligi

elde edilip ispat tamamlanir.

Uyar: 2.2.2 Eger Lemma 2.2.3'te x = k veya ¢ = 7 almursa (2.2.11) 6zdesligi s = 1
icin [1]’de Alomari ve arkadaglarn tarafindan elde edilen Lemma 1’deki (4) dzdegligine

indirgenir [26].

Sonug 2.2.2 Lemma 2.2.3’te x = “FF secilirse (2.2.11) 6zdegligi

é{zm(?’”’:T) +4h(3TZK) +h<“‘2”) + h(“);hm} - Ti,{/;h(t)dt
o e ) o
+/ (G- |r(5 7+ a-or) -w(erra-9"57) |

ozdegligine indirgenmis olur [26].

Sarikaya Simpson tipli baz1 egitsizliklerin genellegtirmesini agagidaki gibi vermistir.

Teorem 2.2.8 1 : [k,b] = R, k < 7 ve (k,7)de tiirevlenebilir bir doniigiim olsun. ||,

[k, 7] araliginda konveks olmak {izere x € [k, 7] igin

‘é[%(“;x) +2h<7"2“”) +h(x)+w} (2:2.12)

_[xiﬁ/:h(t)dt+Tim/;h(t)dt”

S(7 = w)IF(x)] | 5@ = )R (K)] +5(r — 2)|W(7)]
72 72

<

esitsizligi gecerlidir [26].



Ispat. Lemma 2.2.3 ve |i/|'nin konveksligi kullamlarak,

‘% {2}1(%;%) + zh(T;x) + h(z) + Mlw) +r) ; h(T)}

_Li/i/:h(t)dtqtTix/;h(t)dt”

1

< -n) [ Je- gl + - 9+ ten+ (- ol
Hr =) [ = iten+ - O+ Wer + 1 - ol
< (-l + i [ e gl

(= D)[H @)+ H )] /

5
- —s'ds

5(1 — k)

K |7 (5)| + 5(1 — )| (7)]
72

72

5(x —
()| + 22—
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Uyar: 2.2.3 Teorem 2.2.8’de x = k veya x = 7 alinirsa (2.2.12) esitsizligi [25]'de Sarikaya

ve arkadaglar tarafindan elde edilen Teorem 2.1°deki (2.2) esitsizligine indirgenir [26].

Sonug 2.2.3 Teorem 2.2.8’de & = 3T secilirse (2.2.12) esitsizligi

'%{471(3/1:7) +4h(3rim) +h('€—2”) N h(ﬁ)—;—h(ﬂ} B Tiﬂ_/;h(t)dt’

hl(/ﬁT) ‘ L PR+ [P(7)] ]

IN

144

5(7—5){ 2 :

5(r— ) ([H(s)| + H(7)]
S s

esitsizligine indirgenir [26].

Teorem 2.2.9 h: [k, 7] - R,k < 7 ve (k, 7)de tiirevlenebilir bir déniigiim olsun. ¢ > 1

ve % + % = 1 olmak tizere |I/|9, x € [k, 7] araliginda konveks ise

() o() v 2232)




- {ﬁ /: h(t)dt + i /; h(t)dt} ‘

B p+1
X{(x =" Km/(m)'q —; |hl(m)|q)é + (|hl(”)|q -QF Ih’(x)|q)§
+(r - 2) K'h’@lq . lh’(f)lq)3 . (|n'<7>|q : |ﬁ’(x)|q) ;] }

esitsizligi gecerlidir [26].

Ispat. Lemma 2.2.3, Holder esitsizligi v e |I/|9nin konveksligi kullanilarak

‘%{2ﬁ(ﬁ—ggj>+2h< JQF )+h( G )—;h(r)}
—{ﬁ /:h(t)dtJr%/;h(t)dt”
) \s—lrdgf

IA

(VAN
—~
—_
+ —
i
N~—
S =
| —
(8]
—_
_|_
D
[
|

x{(x — k) [(/juh'(xw +(1- f)|ﬁ,(“)|q]d§)3
+< /Oé[sm/(,@w +(1- £>|h’(x)lq]d§> i}

10



1

+r—a)|( [T+ a- o)

+( / R+ (1 - om'(x)\q]dg) 1 }
(1 +1p)é [3”1“ " 6p1“}

x{(x ) K\h'u)\q : \h'm)yq)é N (m’m)\q : |h'(x>\q> i}

+<T_x>{(|’i’<x>|";|h/<r>|q>i . <|n'<7>|q—g|nf<x>|q);”

IN

yazilir ve ispat tamamlanir.

Uyar: 2.2.4 Eger Teorem 2.2.9’da = = k veya x = 7 segilirse (2.2.13) esitsizligi Sarikaya
ve arkadaslar1 tarafindan elde edilen [25]’deki Teorem 2.3’deki (2.3) esitsizligine indirgenir

126].

Sonug 2.2.4 Teorem 2.2.9da x = %%~ segilirse

'%{471(3/{:7) +4h<3rim) +h('€—2”) N h(ﬁ)—;—h@-)} B Tiﬁ/;h(t)dt’

T—/i|:1 1]i
+

= 2(1+p)% g+l g+l
(s )i+ ey s (557 )1+ G
ey )ery

IA

T—K {1 N 1 r
2(1 +p)% 3p+1 6P+1

) [ (3|h'<n>\qj m’m\q)i . <|h/</~e>\q - 3rh'<7>1q> 3}

esitsizligi elde edilir [26].

11



2.2.4 Konveks Fonksiyonlar igin Genellestirilmis Yamuk Tipli Esitsizlikler

Lemma 2.2.4 h: [k, 7] = R, K < 7, (k,7) araliginda diferansiyellenebilen bir dontigiim

olsun. i’ € L|k, 7] ve x € [k, 7] i¢in

/; h(t)dt] (2.2.14)

_ @/@ (1 =2 (Er+ (1 —&)x)dE

(1 — =)
2

N /0 (1= 26)W(€x + (1 — €)7)de

esitligi gegerlidir [26].

ispat. (2.2.14) esitliginin sag tarafindaki integrallere kismi integrasyon uygulamp, ¢ =
¢k + (1 — &)z degigken degisimi kullanilirsa

Po— /0 (1 — 261 (€r + (1 — E))de

_ () N hk) 2 - /xh(t)dt

r—Kk x—kKk (r—kK

yazilir. Benzer sekilde

B - / (1— 261 (Ex + (1— &)r)de

_ h() N Az) 2 ; /Th(t)dt

T—x T—1 (T—=x

olarak yazilir.

Eger F ile F, sirasiyla %57 ve 5% ile carpihp toplanirsa (2.2.14) elde edilir.

Uyar: 2.2.5 Eger Lemma 2.2.4’de z = k veya x = 7 almirsa (2.2.14) esitligi (2.2.3)
esitligine indirgenir [26].

Sonug 2.2.5 Lemma 2.2.4’de 2 = &7 segilirse

%[h<ﬁ;r)+h(n);h(7>} _Tiﬁ[n(t)dt

12



r—k (! , K+T
= I [a-2on(eera- 95T )ae

o 1
i “/(1—25)71’ T gy )ae
A 2
esitligi elde edilir [26].

Teorem 2.2.10 / : [k, 7] — R tammh (k,7) agk arahiginda diferansiyellenebilen bir

doniigim ve k < 7 olmak iizere ||, [k, 7| arahginda konveks ise = € [k, 7] i¢in

h(m)+h(“)+h(7)—[ ! /:h(t)dtJr ! /;h(t)dtH (2.2.15)

r— K T—X

z — R)|W (k)| + (T — x)|I(7)]
8

T —

8

< " ()] + (

esitsizligi gecerlidir [26].
Ispat. Lemma 2.2.4 ve |F/|'nin konveksligi kullamlarak

h(:c)+h(’f)+h(7) _{ 1 /:h(t)dtnLTix/;h(t)dtH

r— K

2

_ 1
< 5E [ - amen+ - 9alae
_ 1
S5 [ =2+ - mlas
o 1
< 55 [ -2l + (- ol el

T—X
+

/0 11— 2] (€[ ()] + (1 — &)[1(r)Jde

r — K

= = /02(1 — 201N ()] + (1 = )W (x)[]dg

r — K

A

[ (26 = DX (8)] + (1 = N (z)[]dg

T—X

/02(1 — 201 () + (1 = IR (7)[]dg

13



+T‘°"”[ (26 — De|R (x)] + (1 — €)1 (7)[)de
Tk, (z — &)W (k)| + (T — 2)|A(7)]
i |7 (x)] + 3

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Uyar: 2.2.6 Eger Teorem 2.2.10’da x = k veya = 7 almirsa (2.2.15) esitsizligi (2.2.4)

esitsizligine indirgenir [26].

Sonug 2.2.6 Teorem 2.2.4'te x = *ZT secilirse

‘%[h(/{—QI—T)_’_h(“)‘;‘h(T)] _Tiﬁ/’:h(t)dt‘

< T ()| e
< Tk (WL

esitsizligi elde edilir [26].

Teorem 2.2.11 h : [k, 7] — R tanimh (k,7) aralginda diferansiyellenebilen ve k < 7

olmak tizere |W'|? [, T]'de konveks ise ¢ > 1 ve ]lj + é =1 i¢in

‘h(x)+h(“)+h(7)—[ ! /:h(t)dtJr ! /;h(t)dt” (2.2.16)

r — K T —X

m [(‘” B “><|ﬁ/(“)'q ~ \h’<x)|q> é]

+[(T _x)(\h'<f>|q-5\h'<x>|q)i]

esitsizligi gecerlidir [26].

Ispat. Lemma 2.2.4, Holder esitsizligi ve |W/|nin konveksligi kullanilarak

{h(x)+h(“)+h(7) _{ 1 /:h(t)dt—kTix/;h(t)dt”

r — K

T — K

<
- 2

/0 11— 26|\ (En + (1 — €))de

14



T—x
2

1
+ / 1= 26 (€a + (1 — €)r)de
0

< ([ ) ([ wies-oome)
)
: 2@9: ;; ( /Ol[f\h’wq (- g),h,@)qudg);
([ - omea)’
SETer LI e (e IS

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 2.2.7 Teorem 2.2.11de, x = 2T seilirse
1 K+T h(k) + h(T) 1 T
—|h — h(t)dt
‘2 [ < 2 ) + 2 T — /i/ﬁ (®)

i () e () |
el g o) yy

8(p+1)» 2 2

ok '(3|h'<n>|q + \h’(r)ﬁ)i . (3\h’(f)|‘1 + \h’(@!‘l>‘q

S(p+1)v L 4 4

IN

IN

esitsizligi elde edilir [26].

Uyar: 2.2.7 Teorem 2.2.11'de x = k veya x = 7 almursa (2.2.16) esitsizligi [7]’de Dragomir
ve Agarwal tarafindan elde edilen Teorem 2.3’deki (2.4) esitsizligine indirgenir [26].

15



2.2.5 Konveks Fonksiyonlar igin Genellesitirilmis Orta Nokta Esitsizlikleri

Lemma 2.2.5 h: [k, 7] — R (k, 7)’de diferansiyellenebilir bir déniisiim ve x < 7 olsun.

Eger i € L[k, 7] ise z € [k, 7] igin

h(H;l) +h(“2””) _ Liﬁ/:h(t)dthTix/;h(t)dt] (2.2.17)

— (z—n) /0 I (Ex + (1 — E)r) — B (€r + (1 — €)2))dE

Hr—a) [ (0O e+ (- )~ H(er + (1 - ol

esitligi gegerlidir [26].

ispat. (2.2.17)’deki esitligin sag tarafindaki integrallere kismi integrasyon uygulanirsa

T, - / T (€ + (1 €)r) — H(Er + (1— E)m)]de

_ xiﬁh(’iém) - (x_l,@-y /:h(t)dt

ve

T, - / (1= ) (Ex + (1 — &)r) — H(er + (1 — E)x))de

_ Timh(T;x) - (r—lx)2 /;h(t)dt

elde edilir.

Ty ile Ty sirasiyla (z — k) ve (7 — x) ile garpilirip toplanirsa istenilen egitlik elde edilir.

Uyar1 2.2.8 Lemma 2.2.5’de x = k veya x = 7 aliirsa (2.2.17) 6zdesligi (2.2.5) esitligine
indirgenir [26].

Sonug 2.2.8 Lemma 2.2.5’de z = 57 segilirse

%{h<3/~@:¢) M(gjnﬂ B Tiﬁ/;h(t)dt

16



_ T;K{/OZQ“_h’(fK;T—i-(l—f)n) —h’(§m+(1—£)ﬁ27_d§

a9 (e - a-or) (e a- 075 e

2

esitligi elde edilir [26].

Teorem 2.2.12 h: [k, 7] = R (k, 7) araligida tiirevlenebilir bir fonksiyon ve x < 7 olmak

tizere |F|, x € [k, 7|'de konveks ise

’h(“;rx) +h(7;rx) - [mi/{/: h(t)dt + Tix/; h(t)dt” (2.2.18)

(z — R)|[P'(K)| + (T = )| (7)]
8

T —

I @) +

<

esitsizligi gecerlidir [26].
Ispat. Lemma 2.2.5 ve |i/|'nin konveksligi kullamlarak,
] QA B (e ! /xh(t)dt+ ! /Th(t)dt
2 2 T—K J. T—x J,

(z— ) / Tl (Er + (1— )m)| + [ (En + (1 — E)a)|Jde

IN

+(r — ) [ A =OIR (Ex + (1 =7+ [P(E7 + (1 = §))[]dE

2

IN

(& = w)[IW ()] + |1 (5)]] /2 §dS + (7 — ) [|W ()] + | ()] / (1 —¢&)d¢

0 2

(z = R)|[P'(R)| + (7 — 2|l (7)]
8

= TR+

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Uyar: 2.2.9 Teorem 2.2.12’de © = k veya v = 7 almirsa (2.2.18) esitsizligi (2.2.6)

esitsizligine indirgenir [26].

Sonug 2.2.9 Teorem 2.2.12°de x = ”‘T” secilirse
1 3K+ T 3T+ K 1 T
—|h h — h(t)dt
s () ()] = e

17




T—K
<
<

|7 (5)] + Ih’(T)!}
2

h’('i"gv +
< T;H(|h’(“)|;!h'(7)|)

esitsizligi elde edilir [26].

Teorem 2.2.13 h: [k, 7] — R fonksiyonu x < 7 ve (k, 7) araliginda diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 ve % + % = 1 olmak iizere |I'|4, [k, 7]’da konveks ise x € [k, 7]

‘h("“?) +h(T_2HC) _ L{:Ii/ h(t)dt + Tix/ h(t)dt” (2.2.19)
< m {@; ) K|h'<x>|q : WW); . (ww : |hf<x>|q);]

+(1 — ) K!h’(m)]‘l "2' W(T)’q); + (\h/(T)\q _; \h’(a:)\q) 3} }

esitsizligi gecerlidir [26].

icin

Ispat. Lemma 2.2.5, Holder esitsizligi ve |#/|’nin konveksligi kullanilarak,
K+ T+ 1 L 1 T

‘n( ! >+n( ! >_[xﬁ/n o+ —— [ h(t)dt”

1 1

< (x—/ﬁ)</2§pd§>p

0

([ e ra-o |qd5) (/ g+ (1 - opiae)’ ]
0
1 :

s [oa-ora)

2

[(/ W+ (1-€) |qd£> </ H(er+(1—¢ >|qd5”

r — K

1 441
(1+p)r2"*s

" [(/oé[’f‘h'(@’q (1= €>\h’<n>rq]d§>‘l’ (] Wl + (1 - o) e 3]

(1 - =)

+—
(1+p)r2'ts

18



q

X [(/Oé[f\h’(x)!q +(1 —5)\h’(7)yq]d5>; + (/Oé[gwmm (1 —5)\h’(x)\q]df> }

IN

—k [(h’w + |h'<m>|q>3 . (!h’(m)lq + Ih’(m)l") 3]

1 1
(1+p)r2"*s 2 2

(1 J(er)_;z)”i [(lﬁ’(w)lq J2r W(T)‘qy + (WTW 42r Ih’(a:)\q> i]

_l’_

bulunur ve ispat tamamlanir.

Uyar: 2.2.10 Teorem 2.2.13’de z = k veya x = 7 segilirse (2.2.19) esitsizligi [21]’de Kirmaci

tarafindan elde edilen Teorem 2.3’deki (2.3) esitsizligine indirgenir.

Sonug 2.2.10 Teorem 2.2.13’de = = %‘” segilirse

s () ()] e

< i
U C R N O S N
Gk ey

C A RO NGRS [N
s AL G

2 2

A

T (14 p)r2t 4 4

i KWW T \h'mrq)é . (W(H)\q T 3\h'<¢>\q)é]

elde edilir [26].
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 s-Konveks Fonksiyonlar igin Bullen, Yamuk, Orta Nokta ve

Simpson Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.1.1 h : [0,00) — [0,00) bir fonksiyon ve i € K2, s € (0,1], 5,7 € [0,00) ve k < T

olsun. h € L[k, 7] olmak tizere = € (k,T) igin

-

IN

IA

esitsizligi gegerlidir.

T+x)>

2

(3.1.1)

Ispat. A, [k,2] C [k, 7]'de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon oldugundan (2.2.2) esitsizligi

kullanilarak

+x
os=1p (&
(%5

yazilir. [z, 7] C [k, 7] iginde benzer sekilde

_ +x
9s=1p (L

yazilir. Buradan (3.1.2) ve (3.1.3) taraf tarafa toplanirsa

-

/K " htyd +

(k) + h(T) + 2h(x)

<

r— K

olur. Boylece (3.1.1) esitsizligi elde edilir.

x <

x <

2

(k) + h(x)
?. (3.1.2)
h(T) + hA(x)
?- (3.1'3)

T+x>>

/m oy

Sonug 3.1.1 Teorem 3.1.1’de s = 1 igin (3.1.1) esitsizligi, (2.2.7)’deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 3.1.2 x < 7 olmak {izere i : [k,7] C [0,00) — R tammh (k,7) araliginda diferan-

siyellenebilen bir doniigiim olsun. |F/|, [k, 7]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve x € (k, 7)



olmak tizere

W) + h(k) +h(r) [ 1 / ’ h(t)dt + — i " / ' h(t)dt} ’ (3.1.4)

1 s /
= <25+1(s+ 1)(s+2) + 2(s + 1)(s+2)> (r = m)IF (@)

1 s
* (25+1(s T06+2) 24D+

) (@ — W (R)| + (7 — 2)H()])

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 2.2.4, mutlak deger ozellikleri ve |/|'nin [x, 7]’de ikinci anlamda s-konveksligi

kullanilarak

h(z) + h(ﬁ);h(f) B { 1 /: h(t)dt + Tix /; h(t)dt”

r— K

r—r (1 , r—a (! ;
< I8 [ n-aamien+ (- e+ T5E [ 26 o+ (- rae

r— K 1
< I8 [l [ewn+ (- @] de

0

r—x !

S5 [ =26l e @)+ (- o]
= S [Pa—emmi+ -] d

r — K 1

G [, e D [+ (- ] dg

55 [Fa—20 @l + 0 - o) de

r—x !

+gt | B D+ -] dg

1 S /
- (25+1(3 T+ 2+ 1)(s + 2)) (T = K)|7 ()]

1 S / /
+ <2s+1(s TG +2) T+ s + 2)) (@ = m)IF ()] + (7 — @) (7))
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olur ve istenilen sonug elde edilir.

Sonug 3.1.2 Teorem 3.1.2'de s = 1 olarak aliirsa (3.1.4) esitsizligi, (2.2.15) esitsizligine in-

dirgenmis olur.

Teorem 3.1.3 k < 7, h : [k, 7] C [0,00) — R, (k,7) araliginda diferansiyellenebilen bir
dontigiim olsun. |7, (¢ > 1), [k, 7]'de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise z € (k,7) ve

% + % = 1 olmak tizere

/x ’ h(t)dt} ‘ (3.1.5)

-k (NI R@N\T | r—x  (F@)+ W @)\
= 2(p—|—]_)117( s+1 ) +2(p+1)117( s+1 )

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. |W/|%nin ikinci anlamda s-konveksligi, Lemma 2.2.4 ve Holder esitsizligi kullanilarak

‘h(m)+ h(’”;h“) - [ ! / h(t)dt%—Tix/zT h(t)dt”

r—K

S x;H/01|1—2£W(m(l_g)x)dmT;m/ol'l—?ah’(gml—smds
et %'pdg); ([ wiesa —f)w)dﬂ)é

o </°1 . 2&%); (/01 (o + (1~ £)r)d€|>;
< i Ewerso- i)

+2(p:)< [ emp - g)sm,(ﬂ'q)dg);

=k (WNEI+N@N\T  r—2 (W@ + @)\
2(p—|—1)zl)< s+1 > +2<p+1);1,< s+1 >

bulunur. Dolayisiyla istenilen esitsizlik elde edilmis olur.

Sonug 3.1.3 Teorem 3.1.3’de s =1 i¢in (3.1.5) esitsizligi, (2.2.16)’deki esitsizlige indirgenir.
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Teorem 3.1.4 % : [k, 7] C [0,00) — R, (k,7) arahiginda diferansiyellenebilir bir déniigiim ve

k < 7 olsun. |I/|, [k, 7]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve z € (k, 7) olmak ilizere

’h(“?)%(ﬁx) - Liﬁ/:h(t)dﬂrTix/;h(t)dtH (3.1.6)

28+1 -1
25t (s +1)(s +2)

(r =) |H ()]

25+1 -1
+5o (
25t (s +1)(s+2)

x— k)W (k)] + (1 — z)|W (7)]

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. |W/|'nin ikinci anlamda s-konveksligi, Lemma 2.2.5 ve mutlak deger o6zellikleri kul-

lanilarak,
K+ T4+ 1 z 1 T
h( ! >+n( ! >—[$K[;Mmﬁ+TxL;Mﬂﬁ”
s<z—m[fﬂng+u—fmn+W@m+u—sWMM
1
+vxy[<1@WN@H<1oﬂHH@T+uswmwg
S(m—wﬂfﬂﬁwwﬂ+ﬂ—fﬂﬂwﬂ+ﬁww)+ﬂ—£ﬂﬁ@m%

1
+(r — ) ﬁ (1= QIR (@) + (1 = )| ()| + B (r)] + (1 = §)°[ (x)]]d¢

2

25t —1 )
- 2S+1(S+1)(s+2)(7—_ﬁ)|h ()]

23+1 -1
T G (s 1 2)

(@ = W) )|+ (7 = D)W (7)]
yazilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 3.1.4 Teorem 3.1.4’de s =1 i¢in (3.1.6) esitsizligi, (2.2.18)’deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 3.1.5 k < 7, h: [k,7] C [0,00) = R, (k,7) arahiginda diferansiyellenebilir bir déniigiim

olsun. ¢ > 1 i¢in |I/|9, [k, 7]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise x € (k,7) ve % + % =1
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olmak tizere

’h(“?) +h<7‘2””> - Lim/:h(t)dwix/;h(t)dt” (3.1.7)

r—k [(Ih’(w)lq + h’(n)lq>3 . <|h'<n>rq + |h'<x>|q>3]

—+

T [(”W + lh’<T>IQ>3 . <|h'<f>rq + |h/<m>|q>;]

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. |W/|%nin ikinci anlamda s-konveksligi, Lemma 2.2.5 ve Holder esitsizligi kullanilarak

’h('i;rx) +h<H2_x> - [xiﬁ/:h(t)dw Tix/;h(t)dt”
(z — x) (/0 w) {(/O I (€x+ (1 - §>n>|Q> " (/0 H(en+ (1 a>x>|q) 1

(7 — ) ( / fpd€>p {( / \h'<sx+<1—s>r>1q>q+( / n’<&+<1s>x>q>q]

2 2

B =

IN

r — K

< 1 4,1
()2t
’ K/ R @) + (1 — §>S|h'<n>|q1ds> " ( / YR ()7 + (1 — 5>S>|h'<x>mds> ]
0 0
+—
(1+p)r2'™s
. 1 1 1
x ( / [ssm’(xnw(l—f)sh’mmcza) +< / [ssrh'<r>|Q+<1—s>8>rh’<x>|q1ds)
 z—x W(@)]e + [W(R)[\ T (W ()| + [ (2)]7\ 3
o (1+p)%21+% [( s+1 ) +( s+1 ) ]
— W@+ ()11 (R ()] + W (@)
+(1+p)%21+% [( s+1 ) +< s+1 ) ]

yazilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Sonug 3.1.5 Teorem 3.1.5’de s =1 i¢in (3.1.7) esitsizligi, (2.2.19)’deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 3.1.6 x < 7 olmak {izere i : [k, 7] C [0,00) — R tanmml, (k,7) araliginda diferan-

siyellenebilir bir doéniisiim olsun. ||, [k, 7]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ve z € (k, 7)
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olmak tizere

;[%(”;x) +2h(7;m> +h(;c)+h("’");h(7)]

N [ hwar+ —— [ nwar
X :‘i/,; T x/x :|

275711 + 5512) 1 s—4 )
< <3s+2<3+1)(8+2) T2 (s 1 1)(s + 2) + 6(s+1)(s+2)> |7 ()]

27571(1 + 55F2) 1 s —4
* <3S+2(8+ D(s+2) 25t (s+1)(s+2) * 6(s + 1)(s+2)>

x[(z = &)|F (5)| + (7 — @)W (7)]]

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. |W/|'nin s-konveksligi, Lemma 2.2.3 ve mutlak degerin 6zellikleri kullanilarak

;[271(”—2”) +2h(7"2m> +h(;p)+h(“);h(7)}

| [T awar+ —— [ n@ar
X K’/fi T x/m :|

< o) [ e gl a-gnl+ e + 0 - oaae
15
+r—a) [ |2 el + 0= Oml+ WGer + (1 - Oalldg
% 1 / / S|/ S|/
< on) [ le= W@ 0 -+ €Wl + (- e )l

(3.1.8)

1
+(7 - :v)[ g —&|[E°IK (@) + (1 = O°|F ()] + & (7)] + (1 — §)°|W (z)[]d§
- 275711 + 5512) 1 s—4 ,
- <3S+2<s+ D612 26+ 0(e+2) | 66+ 1><s+2>> 7z
275711 + 5512) 1 s—4
<3s+2(s +1)(s+2) 25t (s+1)(s+2) + 6(s+1)(s + 2))

[(2 = &)W (k)] + (7 = 2)|F(7)]]

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.1.6 Teorem 3.1.6’da s = 1 igin (3.1.8) esitsizligi, (2.2.12)’deki esitsizlige indirgenir.
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Teorem 3.1.7 k < 7, h : [k, 7] C [0,00) — R, (k,7) araliginda diferansiyellenebilir bir
doniistim olsun. ¢ > 1 igin |#/|? [k, 7]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise x € (k,7) ve

% + % = 1 olmak tizere

é [2h<”;x> + 20 (T;”U) + h(z) + W] (3.1.9)

B [xi,i/:h(t)dt—l—Tix/;ﬁ(t)dt}
= (13:'; [3p1+1 + 6p1+1}’1’ K\ﬁ’(m)ziylh’(m)lqy ) (\h’(/ﬁ)|§i—|1h’(x)|q>;]

+(1T Jp) [3;1 + GH;’ [(!h’<m>zﬂh'<7>\q>i . <rh'<f>rzi|1n'<x>\q>i]

dir.
ispat. |W/|?nin ikinci anlamda s-konveksligi, Lemma 2.2.3 ve Holder esitsizligi kullanilarak
1 K+ T4 (k) + h(7)
: [Qh( ! >+2h( : >—|—h(:c)+ : ]
1 z 1 T
— L — m/,f h(t)dt + p— /I h(t)dt}
% 1 p %
(e = n) (/0 £ 2 d£>
[(/ |W (x+(1—¢ ) </ W (¢x+ (1€ ))]
1 5 p %
) ( / d§>
1 @
(/ W (a+ (1- &)l ) + ( e+ a-o0 >|q>
|+ @) gsm’ 5)5|h’(/-e)lq]d£>;
(1+p) 3p+1 6p+1
€)° |1 (x)

+ ( [+ d£> ]
Hr—a) {( [ em@ie+ - g 1d§)

2

; ( / (€ ()] + (1 - S)S\h’(x)!q]d§> ] }
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s [ 11 F[(\h'(m)urw(m)w)i+<\h’<n>rq+|h'<x>w>i]

REEY gpr1 * goil s+1 s+1
Lrme [ U [(E@E RO (R H @)

L i3p+1 ' gptl 1 1

(1 +p)p S"I_ S—'I_

yazilir ve ispat biter.

Sonug 3.1.7 Teorem 3.1.7°de s = 1 i¢in (3.1.9) esitsizligi, (2.2.13)’deki esitsizlige indirgenir.

3.2 Quasi-Konveks Fonksiyonlar icin Bullen, Yamuk, Orta Nokta
ve Simpson Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.2.1 h: [k, 7] — R tamimh (k, 7) araliginda diferansiyellenebilir bir doniigim ve K < 7

olsun. |#|, [k, 7]’de quasi-konveks fonksiyon ve = € (k,T) olmak {izere

hz) + TR RO L ! . / B()dt + — / h(t)dt} ’

2 T—x

x€xr —

IN

S ma{ |1 ()], 11 (2)]} + 5 max{ |1 ()], |7 ()]}

T —

< T B max{|W (@), |F'(5)], |H(7)[}

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. |W|'nin quasi-konveksligi, Lemma 2.2.4 ve mutlak degerin 6zellikleri kullanilarak

'h(m) L M)+ 1(r) [ 1 /: h(t)dt + - i . /; h(t)dt} }

r— K

T —K
2

IN

1
/0 11— 26| (e + (1 — E))d]

T —

N

1
v / 1= 26| (€x + (1 - E)r)de]
0

r— K

2

IN

1
/0 11— 26 max{ |1 ()], [} ()| }d¢

T —

M

T 1
/0 11— 26 maxc{ |1 ()], [ (7)|}d

= S max{ W ()], | (2)]}

+% max{|h/($)|, |h/(7)|}
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yazilir ve ispat biter.

Teorem 3.2.2 k < 7, h: [k, 7] = R tammmh (k, 7)’de diferansiyellenebilir bir déniigiim olsun.

g > 1igin |W'|9, [k, 7]’de quasi konveks fonksiyon ise = € (k,T) ve % + % = 1 olmak tlizere

Bz + h(n);rf(T) _ [:Uiﬁ/: h(t)dt%—Tix/xTh(t)dtH

< —E2E (max{|H(s)|7, |H(2)|7})
2(p+1)r
+—2 T (max{|H(2)|7, [H(7)]7})7
2p+1)»

dir.

ispat. |7/ |Pnin quasi-konveksligi, Lemma 2.2.4 ve Holder esitsizligi kullanmlarak

'h(x) 4 ) ;r hr) [x i - /: h(t)dt + % /; h(t)dt} ’

T—K
2

IN

1
/0 11— 26| (n + (1 — E)a)de]

T—X

2

5 (/01 1- 2£|Pd5>; (Ih’(&f - £>w)d£|>;

S (- zapcl&); (1#tea+ 1= €mpaet )"

r — K

2(p+ 1)»

1
+ / 1= 26| (€x + (1 — )r)d]
0

IN

-

IA

([ a7 ()1, m’mnqms)‘l’

(/ ([ (@), |h’<f>|q}d§);

2(p + 1)%

r — K

= TR (max{[H (s)|7, | (2)]7}) 7
2(p+1)»

+— T (ma{F (@), |1 (7)[7))
2(p+1)7

yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3 h: [k, 7] = R (k, 7)’de diferansiyellenebilir bir déniigiim, £ < 7 olsun. |I/|, [k, 7]
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'de quasi-konveks fonksiyon ve = € (k,7) olmak tizere

’h(ﬁ—;x) +n(7"2”> - Liﬂf:h(t)dtJrTix/;h(t)dtH

r — K

<

(max{|R (z)], [ (k)[} + max{|l (k)] [ (2)[})

T—X

(max{|R (z)], [ (7)|} + max{ |l (7)], | (2)[})

esitsizligi gegerlidir.
Ispat. |W/|'nin quasi-konveksligi, Lemma 2.2.5 ve mutlak degerin ozellikleri kullanilarak
1 * 1 T
T (A Y (i / h(t)dt + / h(t)dt
2 2 T—K J, T—x J,

(z— ) /0 " €[ (€ + (1= E)m)| + |H(Er + (1 — ))

IN

1
+(r = 96)/1 1= (Ex+ 1 =) + K (g7 + (1 = §)z)lldg

IN

(z = r) /02 Emax{|F ()], | (k)[} + max{|l (k)] [ (2)[}]dg

1
+(m = w)[ (1 = ) [max{ [0 ()|, [N (7)[} + max{[W/(7)], | (2)[}]d¢

2

X

= — % (masc{ [ (@)], |1 (5)[} + max{ | (x)], [ (2)[})

T —

+ T (max{ | (), W (7))} + max{ [ (7)), [ (2)]})

yazilir ve istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.2.4 k <7, h:[k,7] = R (k,7) araliginda diferansiyellenebilen bir déniigiim olsun.

g > 1igin |W'|9, [k, 7]’de quasi-konveks fonksiyon ise x € (k,T) ve % + % = 1 olmak {iizere

'h(”’;x> +h<7;rx> - [xili/:h(t)dwrTiﬁ/;h(t)dt”

< T (mas{ ()17, B ()| }) * + (masc{[H ()|, ()| 7})
4(1+p)»
T a1 ()9, ()| 7 + (ma{ |1 ()9, |1 ()| 7}) 7
4(1+p)r

dir.
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Ispat. |W/|?nin quasi-konveksligi, Lemma 2.2.5 ve Holder esitsizligi kullanilarak

‘h(””) +h<T;x> - [xiﬁ/:h(t)dt—k;/;h(t)dtﬂ

2

(z— x) (/Oéép%) |
{(/ W (Ex+(1—€) ) (/ W (€ + (1€ >>]

(r - ) </;€pd€>; |
{(/ W(en+(1—¢ ) (/ H(er+(1—¢ >>]

r — K

(1+p)72"
1

D=

IN

IA

1

3 K/ (| ()], h’<n>|q}df>q ' </ (1) ‘h/(x)'}dé)
0 0

T—X

1 4.1
(1+p)r2*>
1

1 7 1
X <ﬁ max{| (x)|?, |h'(7’)|q}d§> + (ﬁ max{|/(7)|?, |h/(l‘)|q}d§>

+ (max{|R(r)|% |1 (z)|"})

_|_

Q=

= [(ma{ @), H (9)]7) 7 + (mas{ 1 ()], 1 (2)]})

41 +p)r

= [ (mac{ | (@)%, 11 (7)17})

41 +p)r

Q|

|

Q=

yazilir ki boylece ispat tamamlanir.

[k, 7] = R tammh (x,7) diferansiyellenebiilir bir déniigiim ve x < 7 olsun

Teorem 3.2.5 I :
||, [k, T]’de quasi-konveks fonksiyon ve = € (k,7) olmak iizere

h(k) 4+ h(T)

[2?’»(“2”) +2h<7_;$) +h(x)+2]

1
3

T

_ [wiﬁ/:h(t)dt Tix x h(t)dt]

5(967; “ (max{|A ()], |1 (r)|} + max{|}(x)|, |W(x)[})

IN
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+5(7’ -z
72

) (max{|R (z)], [ (7)[} + max{|l(7)], | (z)]})

esitsizligi gecgerlidir.

Ispat. Lemma 2.2.3, mutlak deger ézellikleri ve |W/|'nin quasi-konveks olmasi kullanilarak

(25 (52) 2232

_ [m ! . / ()t + i / h(t)dt]

< ) [ e g+ a -0+ e+ (0 - ol
1
v =a) [ |3 - €[ Itso+ (1= oml+ er + 1 - 9l
< o) [ g maxn @l e + maxr (o). 1) g

—i—(T—m)ﬁl

2

5 = €] max(IW @), 1 () + a1 (). ') g

= 2O a1 @), 1))+ s ()], 1))
202 (e 1), B ()1} + mae (), 1 (0)])

yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.6 x < 7, h: [k, 7| = R, (k,7) araliginda diferansiyellenebilir bir déniigiim olsun.

|W|2 (¢ > 1), [k, 7]’ de quasi-konveks fonksiyon ise x € (k,T) ve % + % = 1 olmak {izere

;[th;m) +2h<“2%) —|—h(aj)—}-h(ﬁ);—h(7—):|

- Liﬁ/:ﬁ(t)dt—i—Tix/;h(t)dt}

Sl | [l @ I+ a1 Gl ) )
pP

T—x 2 7 , , 1 , . 1

e ] [t )+ (), )]

dir.
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ispat .

IN

IN

|W/|%nin quasi-konveksligi, Lemma 2.2.3 ve Holder esitsizligi kullanilarak

o (555 o () + ey + MR
e 2
o)
[(/ W +(1—¢) ) (/ H(en+(1—6) >>]
oo ([ i)

x [( [ e+ f)rw); ¥ ( [ e va- smw) ]

1
75

2 2

1 1,1 7
(1+p) 3p+1 6p+1

x {(as k) [( /0 * max{| (z)], |h'<m>|Q}ds> T ( /0 ? max{| (x) %, |h'<:c>|Q}d§> ]

1 . 1 .
+ (T —2) {([ max{lﬁ'(w)lq,W(T)Iq}d€> + ([ maX{Iﬁ’(T)Iq,Iﬁ’(x)lq}d£> ]}

+ (max{ [ ()9, ()| }) 7]

3 =

Q=
Q|-

(max{[A' ()|, [ (k)[1}) * + (max{|1 (x)|7, I (x)|"})

T —K [ 2 ]
1 1
4(1+p)r 3t

s = —

Q=

T—x 2 / /
it [3p+1] [(max{ ()17, 1))

yazilir ve istenilen sonug elde edilir.

3.3

P-Fonksiyonu icin Bullen, Yamuk, Orta Nokta ve Simpson
Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.3.1 h: [k, 7] — R tanmmh (k, 7)’de diferansiyellenebilir bir déniisiim ve k < 7 olsun.

|W|, [, T]’de P fonksiyon ve z € (k,7) olmak lizere

32



(@ = R ()] + @) | (= 2)[F ()] + [F()l]
= 4 4

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. |W/|'nin P-fonksiyonu olmasi, Lemma 2.2.4 ve mutlak degerin 6zellikleri kullanilarak

'h(x)+h(ﬁ)+h(7)—[ ! /:h(t)dtJr ! /;ﬁ(t)dt”

r — K T—X

r — K

IN

1
/0 11— 26| (e + (1 — E)x)d]

T—X

+

1
/0 1= 2¢ || (€x + (1 — E)r)d]

T —K
2

IN

1
/O 11— 2] [ ()| + [ ()] de

T—X

N

1
/0 11— 26| [|1(2)| + (7)) de

(x — &) [N ()] + W ()]
4
I G w)[lﬁ’(z)l + P

yazilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.2 k < 7, h: [k, 7] — R tammh (x,7)’de diferansiyellenebilir bir déniigiim olsun.

q > 1icin |W'|9, [k, 7]’de P fonksiyon ise 2 € (k,7) ve £ + 1 =1 olmak iizere

p q
h(z) + h(x) er h(r) [x i - /x h(t)dt + Tix/T ﬁ(t)dt”
m(\ﬁ(ﬁ)! + |1 (z)]7) @

T—X

Q=

T (|[F(7)|7+ [0 (2)|)
2(p+1)»

dir.
ispat. Lemma 2.2.4, Holder esitsizligi ve |i/|Znin P-konveks olmasi kullanilarak

'h(x) M)+ ) [ ! /x h(t)dt + Tix/ h(t)dt”

r— K

r — K

1
/0 11— 26| (e + (1 — E)x)d]
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T—
2

5 (/01 1- 25|pd5>; (/01 (6 + (1 - oaz)da);
o (/01 1 —2&\%&); (/Olwh’@w <1—£>T)d£\);

() (R + |h’<:e>|q>dg)é

2p+1)»

P ( / W@+ |h'<r>\q>df)‘l’

2(p + 1)%

+

1
/0 11— 2¢ || (€x + (1 - E)r)d]

IN

IN

r— K

- - ()] + W (@))7) 7
2p+1)»

(W) [ (@)]1) 7
2(p+1)»

Q=

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.3 % : [k, 7] — R tamumh (k, 7)’de diferansiyellenebilir bir déniigiim ve £ < 7 olsun.

||, [k, T]’de P fonksiyon ve = € (k,7) olmak iizere

’h(“;x> +h<TJ2rx> - Llﬂ/:h(t)dt—kq_1x/;h(t)dt”

(@ = R)IF @) + KN | (= 2)[F )] + [F()l]
= 4 4

esitsizligi gegerlidir.
ispat. |[W/|'nin P-fonksiyonu olmasi, Lemma 2.2.5 ve mutlak degerin 6zellikleri kullanilarak
K+ T+ 1 r 1 T
h h — h(t)dt h(t)dt
() o () = [ [ e = v

(x— 1) /0 P e[ €+ (1= )| + W (s + (1 — O))Jde

IN

1
+(m - 33)/ (1 =R gz + (1 =) + [W (&7 + (1 = §)z)|]d¢

1
2(z — K) ; ER ()] + |7 (k)1 + 2(7 — w)ﬁ (1 = O ()| + W (7)[]dg

2

ol NI

IA

(@ = )P @)+ [F (I (= 2)[F ()] + [F(D)I]
4 4
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yazilir ve ispat biter.
[k, 7] — R tamumh (k,7)’de diferansiyellenebilir bir déniigiim olsun

Teorem 3.3.4 x <7, h:
[W|7 (¢ > 1), [k, 7)’de P fonksiyon ise = € (k,T) ve % +7= 1 olmak {izere

() () [ [ s 225 [

. fp)_;;% [(Ih’(xﬂq : h'<m>|q>é N <|h’(n)yq : |h,(x)|q>;]
L |y (e ey

<

_.I_

dir.

ispat |1/ |?nin P-fonksiyonu olmasi, Lemma 2.2.5 ve Holder esitsizligi kullanilarak

’h(“fj) +h<T;$) - [xiﬁ/:h(t)dt%—Tix/;h(t)dtH

< (m—m)(/OZ(Spdg)P
g K/o 'h'@““—@ﬁ)q) +< /0 \h’(§n+(1—f)x)!q> ]
1 0
(r - a) ( / 5%5)
{(/ H(o+ (1 =) ) (/ |1 (€ + ( 1)))]

+% {(/ (17 ()] + \h’(r)\q]d§> 4 (/ [|B(7)]7 4 |1 (2)|? ]d§> ]

(1+p)»2
; fp)_;’;ﬁ [(\h'(ﬂs)!q ; |ﬁ'(ﬁ)|q>2 N <\h’(n)|q _; |h/($)|q>;
T [(!h’(m)!q+\ﬁ’(7)\q>é+ (]h’(T)]q_;W(x)‘q)é]

(1 —|—p)%21+5 2

_|_

yazilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.3.5 h : [k,7] — R tamumh (k,7) araliginda diferensiyellenebilen bir dontigiim ve

k < 7 olsun. |I|, [k, 7]’de P fonksiyon ve z € (k,T) olmak iizere

(<5 (52 o 20232

- Li,{/:h(t)dt+Tim/;h(t)dt]

S = R)[IF(@)| + [ (k)] | 5(r = 2)[[F(7)] + | ()]
= 36 36

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 2.2.3, mutlak deger 6zellikleri ve |#/|'nin [, 7]’de P-konveks olmasi kullamlarak

1[2h<”+x> +2h<T;x> +h(x)+fw]

3 2 2

_ i : R(t)dt + % ’ h(t)dt
|:$ :‘ﬁ/,{ T (l?/x :|

1

< (x—m)/;
+(7‘—:1:)ﬁ1

< 2e-n) [ % - 5| @)+ e

+2(r — 2) [

Sz = w)[IF (@) + W (k)] 5(r = 2)[IW()] + [ (x)]
36 36

€= |10 6a-+ (1= O + i en+ 1 - )l

- ¢ (e + (- O+ WGer + (1 - o)lag

- e+ g

olur ki ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.6 x < 7, h: [k, 7] = R, (k,7) de diferansiyellenebilir bir déniigtim olsun. |A|?

(g > 1), [k, 7]’de P fonksiyon ise x € (k,T) ve % + % = 1 olmak {izere

1[2h<ﬁ+x> +2h<T;x> +h($)+h(")+h<7)}

3 2 2

- [xi,{/:h(t)dtﬁtTim/;h(t)dt]

. _ToK {1 N 1 ]117
- (1+p)% 3p+l  gptl
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y [(\h’(x)!q : W(@\q>é X (thq . |h,(x)‘q> ;]

4 T2 [ 1 N 1 F;
(1+p)% 3p+1 6pt+1

y [(\h’(x)!q : |h'(7)|q>i N <\h’(¢)]‘1 : W(g;)|q> é]

dir.

Ispat. |7/ |?nin P-fonsiyonu olmasi, Lemma 2.2.3 ve Holder esitsizligi kullanilarak

% [Qh (”;x) +2h <T;x> + h(z) + h(ﬂ);hm]

- [Cﬁi/@/:h(t)dt—i'Tix/;h(t)dt}

IN
X 0
|
G
o
N|= N
X, S~
—~~

pd§>;
!(/ W(ex+(1— 51 |Q> (/ H(er+ (1 )]

1 1o
(14p)s L3767

< {(w k) [( /0 I ()] + !h’(ﬁ)\q]d£> " ( /0 1R ()] + m’<x>\q1d§> ]
L (r—x) {( JALIEIES |h'<¢>|q1d£>q 4 ( JALGIE |h'<x>|q1d5> ] }

. T—K 1 1 1»
o 3p+1+6p+1

(1+p)7

§ <|h< >|q;|h<n>rq>q+ <|h’(f€)|q;th’(a:)]q>§]
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T—x 1 1 |»
+(1 _l_p)% 3p+1 T 6p+1

) [(Ih’(az)lq + |h'<¢>|q)3 . (W(T)Iq + |h'<x>|q> 3]

2 2

yazilir ve ispat biter.
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4. TARTISMA ve SONU(C

Bu tezin ana bulgularini olusturan tigiincii boltimde, ilk olarak s-konveks, quasi-konveks
ve P fonksiyonu igin genisletilmis genellegtirilmig Bullen, Simpson, Orta nokta ve Yamuk tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Bu sonuclarin bazi 6zel halleri daha o6nce elde edilen calismalar:
kapsamaktadir. Bu tezde elde edilen yeni sonuglar makale formatinda hazirlanarak “General-
izations of Different Type Inequalities for s-Convex, Quasi-Convex and P-Function” baglikli
calisma altinda “Konuralp Journal of Mathematics” adli dergide yayimlanmistir. Bu alanda
caligan aragtirmacilar tezde sunulan yontemlerden, 6zdesliklerden ve sonuglardan yararlanarak
konveksligin farklh tiirleri i¢in yeni Hermite-Hadamard, Bullen, Simpson, orta nokta ve yamuk

tipli integral egitsizlikleri elde edebilirler.
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