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OZET

KESIRLI OPERATORLERIN BAZI YENI VERSIYONLARINI iCEREN
INTEGRAL ESITSIZLIKLER
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ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZI, 90 SAYFA

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. ERHAN SET)

Bu tezin amaci, literatiirde iyi bilinen Minkowski, Griiss, Chebyshev, Hermite-
Hadamard esitsizlikleri i¢in farkl: tipte kesirli integral ve tiirev operatorleri yardimiyla
yeni sonuglar1 sunmak ve literatiirle uyumunu gostermektir.

Dort boliim olarak hazirlanan bu tezin, birinci boliimii olan giris boliimiinde
kesirli analiz ve esitsizlik teorisi ile ilgili, kronolojik siireci de i¢inde barindiran genel
bilgilerin bir derlemesi sunulmustur. Ikinci béliimde, ilk olarak tezde kullanmlan
konveks fonksiyon tanimlar1 ve 6zellikleri, Beta, Gama ve senkronize fonksiyonu gibi
bazi1 6zel fonksiyonlar, Minkowski esitsizligi, Griiss esitsizligi, Chebyshev esitsizligi,
Hermite-Hadamard esitsizligi, Milne esitsizligi ve bazi 6nemli esitsizlikler verilmistir.
Ardindan, kesirli integral ile kesirli tiirev tanimlari, aralarindaki iligkiler ve daha 6nce
elde edilen sonuglara yer verilmistir. Ugiincii bdliim olan bulgular kisminda, ilk olarak
sabit orantili kesirli integral operatorii yardimiyla sirasiyla Minkowski, Griiss ve
Chebyshev esitsizlikleri ile ilgili yeni sonuglar elde edilmistir. Daha sonra, sabit
orantili Caputo-hibrit operatoriinii igeren s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin, baz1 6zel kosullar
altinda, literatiirde var olan sonuglara indirgendigi gozlenmistir. Daha sonra, yeni
uyumlu kesirli integral operatorlerini kullanarak diferansiyellenebilir konveks
fonksiyonlar i¢in Milne tipli yeni 6zdeslik ve esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica elde
edilen bu esitsizliklerde 6zel fonksiyon se¢ilip uygun degerler altinda simiilasyonlar:
elde edilmis ve bu simiilasyonlar yardimiyla esitsizliklerin sol ve sag taraflarinin
karsilastirmasi yapilmistir. Dordiincii boliim olan tartisma ve sonug¢ kisminda, tezde
elde edilen bulgular 6zetlenmis ve sonraki ¢alismalar i¢in bazi 6neriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon, Minkowski
esitsizligi, Griiss esitsizligi, Chebyshev esitsizligi, Hermite-
Hadamard esitsizligi, Kesirli integral operatorleri, Kesirli
tirevler, Sabit orantili (CP) kesirli integral operatorii,
Orantili Caputo-hibrit operatorii, Yeni uyumlu kesirli
integral operatorii.



ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES INVOLVING SOME NEW VERSIONS OF
FRACTONAL OPERATORS
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MATHEMATICS
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(SUPERVISOR: PROF. DR. ERHAN SET)

The aim of this thesis is to present new results for inequalities such as
Minkowski, Griiss, Chebyshev, Hermite-Hadamard inequalities, which are well
known in the literature with the help of different types of fractional integral and
derivative operators, and to show their consistency with the literature.

In the introduction, which is the first part of this thesis that is prepared in four
parts, a compilation of general information about fractional analysis and inequality
theory, including the chronological process, is presented. In the second chapter, the
definitions and properties of convex functions, some special functions such as Beta,
Gamma and synchronized function, Minkowski inequality, Griiss inequality,
Chebyshev inequality, Hermite-Hadamard inequality, Milne inequality and some
important inequalities are given. Then, the definitions of fractional integral and
fractional derivative, the relations between them and the results obtained previously
are given. In the third part, the results section, firstly new results for the Minkowski,
Griiss and Chebyshev inequalities are obtained respectivetly by using the constant
proportional fractional integral operator. Then, Hermite-Hadamard type inequalities
are obtained for s-convex functions involving the constant proportional Caputo-hybrid
operator. Under some special conditions, it is observed that the obtained results reduce
to the results existing in the literature. Then, new identities and inequalities of Milne
type for differentiable convex functions are obtained by using new conformable
fractional integral operators. In addition, the simulations of these inequalities were
obtained under appropriate values by selecting the special function and with the help
of these simulations the left and right sides of the inequalities were compared. In the
fourth chapter, discussion and conclusion, the findings that obtained in the thesis are
summarized and some suggestions for the future studies are given.

Keywords: Convex function, s-convex function, Minkowski inequality, Griiss
inequality, Chebyshev inequality, Hermite-Hadamard inequality,
Fractional integral operators, Fractional derivatives, Constant
proportional (CP) fractional integral operator, Proportional Caputo-
hybrid operator, New conformable fractional integral operator.
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1. GIRIS

Kesirli analizin ortaya cikisinda onemli bir doniim noktas: kabul edilen 1695 yilindaki

mektuplagmada L’Hospital Leibniz’e bir diferansiyel denklemde tiirevin mertebesinin %
olmas1 durumunda ne olacagini sormustur. Leibniz bu soruya cevaben gelecekte onemli
sonuclara kap1 acacak olan bu problemin kesirli analiz olarak bilinen alanin baslangici

olabilecegini 6ngdrmiigtiir [35, 38].

Kesirli analizin onemli bir dezavantaji klasik analizde tiirev kavraminin sahip oldugu
geometrik yoruma sahip olmamas: olarak ifade edilebilir. Klasik tiirevde teget ile kuru-
lan iligki kesirli analizde ortaya konulamadig: i¢in bu alan 1900 li yillara oldukg¢a yavas
ilerleme kaydetmistir. Leibniz’den sonra 1738 yilindaki ¢aligmasinda [35] Euler tamsay1
olmayan mertebeden tiirev hakkinda calisma yapmigtir. 1822 yilinda Fourier tiirevin
taniminda integral takdimi kullanmig olup bu tanimlama keyfi mertebeden tiirevin ilk
tanimi olarak literatiire girmigtir. Kesirli analiz alanindaki geligsim Abel tarafindan 1826
yilinda yapilan ve kesirli analiz i¢in ilk uygulama problemi sayilan tautochrone prob-
lemiyle iligkili bir integral esitliginin ¢6ziimiinii iceren galigma ile devam etmistir [33, 35].
Kesirli analiz alaninin tarihsel gelisimi 1832 yilinda Liouville tarafindan tstel fonksi-
yonun tiirevine dair bir formiil ve yine Liouville tarafindan ortaya konan giintimiizde
tamsay1 olmayan mertebeden integraller i¢in Liouville versiyonu olarak adlandirilan integ-
ral formuyla devam etmistir. Liouville'nin bu alandaki ¢aligmalarinin ardindan en énemli
makale Riemann tarafindan yayimlanmigtir [44]. Riemann’in bu galigmasindan sonra
Griinwald [25] ve Letnikov [32] tarafindan Riemann-Liouville yaklagimindan farkli olarak
bir yakinsak seri agisindan tam olmayan mertebeden tiirevlere dair yeni bir yaklasim
ortaya konmustur. Letnikov tarafindan ortaya konan tanimda mertebenin bazi 6zel
secimleri i¢in Liouville tarafindan verilen tanimin, tamsay1 olmayan mertebe farki ile uy-
gun gartlar altinda ise Riemann tarafindan takdim edilen tiirev versiyonunun elde edildigi
goriilmiigtiir. 1892 yilinda ise Hadamard analitik fonksiyonlarin tam olmayan mertebeden

tiirevinin Taylor serisi yardimiyla ifade edilecegini ortaya koymustur [33].

1900 yilindan itibaren kesirli analizdeki devinim hizlanmig ve uygulamali bilimlerdeki
problemleri formiilize etmek amaciyla farkli tanimlar sunulmaya basglanmigtir. Periyo-
dik fonksiyonlar yardimiyla ifade edilen problemlerde oldukca efektif sonuglar veren bir
tanim Weyl tarafindan verilmistir. Riesz kesirli integraller i¢in ortalama deger teoremi-
nin yanisira Fourier dontigiimii ile iligkili yeni bir tamim ortaya koymustur. Bu veri-

len yeni tanimin uygun kosullar altinda Liouville tarafindan verilen tanimla ortiigtiigii



tespit edilmistir. Daha sonra Erdélyi—Kober tarafindan integral denklemler ve diferan-
siyel denklemler alanlarinda oldukca yararhi uygulamalara kaynaklik edecek olan tam
olmayan integral mertebeli bir tanim sunulmustur [33,35]. 1967 yilinda ise Caputo
[15] Riemann-Liouville’in vermis oldugu tanmimdaki énemli bir eksigi ortadan kaldirmak
suretiyle baslangi¢ kosullarina sahip diferansiyel denklem sistemlerinin ¢éztimlerini analiz

etmek i¢in uygun bir tiirev tanim vermistir [31,42].

Caputo’'nun ifade ettigi yeni tiirev tanimi integral ve tiirev operatorlerinin merte-
belerini Riemann-Liouville’in tam olmayan mertebeli tiirevi ile ters cevirmesi esasina
dayanir. Ashinda temel farklilik, Caputo’nun taniminda ise 6ncelikle tam mertebeli tiirevin
hesaplanmasi ve ardindan tam olmayan mertebeli integralin hesaplanmasidir. Riemann-
Liouville’in taniminda once tam olmayan mertebeli integral hesaplanmakta ve daha sonra

tam mertebeli tiirev hesaplanmaktadir.

Kesirli analiz ile ilgili, Haziran 1974’te B. Ross tarafindan New Haven Universitesi'nde
diizenlenen “First Conference on Fractional Calculus and its Applications” adl ilk kon-
feransta bircok matematik¢inin katilimiyla birlikte 6nemli gelismeler katedilmis ve cesitli
uygulamalar ortaya ¢ikmigtir. Daha sonra S.G. Samko, A.A. Kilbas ve O.I. Marichev,
K.B. Oldham ve J. Spanier, K.S. Miller ve B. Ross gibi bilim insanlar1 kesirli analiz ile
ilgili kitaplar yazmiglardir.

Kokeni klasik analiz kadar eski olan kesirli analiz kapsaminda, son yillarda bircok
matematikcinin ilgi odagi haline gelmig olan cesitli kesirli tiirevler ile tamsay1 mertebeleri
turevlerin ve integral operatorlerin genellestirmeleri olan bircok operator tanitilmigtir.
Kesirli analizin matematiksel analiz, uygulamali matematik, fizik, istatistik, sinyal igleme,
kontrol teorisi, kaos teorisi, modelleme ve matematiksel biyoloji gibi bir¢ok farkli di-
siplinde oldukca etkili uygulamalar: bulunmaktadir. Riemann-Liouville, uyumlu, Weyl,
Liouville, Saigo, Hadamard, Katugampola gibi farklh kesirli integral ve tiirev operatorleri-
nin tanimlanmasi, kesirli analizi giin gectikge giiclendirmistir. Zamanla bu operatoler
arasidaki iligkiler verilmistir ve bu tiirden operatorler tamimlanmaya da devam etmektedir.
Ornegin son zamanlarda Anderson ve Ulness [4] tarafindan sabit orantilh (CP) kesirli
integral operatorii tamitilmigtir. Kesirli analiz igerisinde onemli bir yere sahip olan bu
kesirli integral kavramlar: sayesinde literatiirde Riemann-Liouville integralleri i¢in var olan

sonuclarin birgok yeni genellestirmesi, geniglemesi ve yeni versiyonlari elde edilmistir.

Kesirli analizin ivme kazandirdigi alanlardan biri olan esitsizlik teorisi alanindaki



sonuglar, uygulamalariyla bilimsel literatiire katki saglamaktadir. Sayisal entegrasyon,
istatistik, yaklagim teorisi, kontrol teorisi, bilgi isleme, dinamik denklemler ve karmagik
analiz gibi bir¢cok alanda uygulamasi bulunan esitsizlikler, son yillarda kesirli analiz ile
birlikte ele alinarak matematigin popiiler bir aragtirma konusu haline gelmistir. Literatiir-
de Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejer, Griiss, Chebyshev, Holder, Cauchy-
Schwarz gibi bircok onemli esitsizlikle ilgili hem bircok aragtirmaci yeni sonuclar elde etmig
hem de bu tiir egitsizlikler matematigin ve diger bilimlerin farkh alanlarinda kullanilmigtir.
Her biri kendine 6zgii bir estetik yapiya sahip olan esitsizlik tiirleri, uygulama alanlar ile
birlikte konveks analiz ve kesirli analizde yer alan yeni tanimlar kullanilarak ilerleme kay-
detmektedir. Analitik ve klasik egitsizlikler geometrik yorumlariyla yeni ufuklar agarken

cebirsel sonucglar ve genellemeler teoride 6nemli bir yer tutmaya devam etmektedir.

Klasik integraller ve Riemann Liouville kesirli integralleri yardimiyla literatiirdeki
mevcut esitsizliklerle ilgili sayisiz makale ve tez caligmasi bulunmaktadir. Yapilan ispat-
larla elde edilen esitsizliklerin, son yillarda tanimlanan yeni kesirli integraller ve kesirli
tiirevler yardimiyla daha genel hallerinin bulunabilecegi varsayimi bu tez caligmasinin

temel motivasyonunu olugturmustur.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tezin diger boliimlerinde ihtiyag duyulacak olan bilgilere yer verilecektir.

2.1 Temel Kavramlar

2.1.1 Konveks Fonksiyonlar

Tamim 2.1.1 (Konveks Fonksiyon) Her z,y € I ve t € [0,1] i¢in f: ] CR - R

fonksiyonu

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y) (2.1.1)

sartin1 sagliyorsa f’ye I iizerinde konveks fonksiyon denir. Burada I, R’deki acik, yari-
agik veya kapali, sonlu veya sonsuz bir arahiktir. Eger (2.1.1) esitsizligi « # y igin kesin
ise f’ye kesin konveks fonksiyon denir. Ote yandan, —f : I — R konveks ise, f : [ — R
konkavdir [41].

Tanim 2.1.2 (Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) a,8 > 0, o+ [ =1 ve
s € (0, 1] olmak tizere her u,v € R igin f: R™ — R fonksiyonu

flau+ Bv) < a’f (u) + 5°f (v) (2.1.2)

esitsizligini sagliyorsa f’ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
simifi K! ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir [40].

Tanim 2.1.3 (ikinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) o, >0, a+ =1ve s €

(0, 1] olmak tizere her u,v € R igin f : RT — R fonksiyonu

flau+pv) < a’f(u) + B°f (v)

esitsizligini sagliyorsa f’ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
siifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav

olarak adlandirilir [13,27].

Yukarida verilen her iki s-konveks fonksiyon tanimlarinda s = 1 olarak alinirsa bilinen

konveks fonksiyon tanimi elde edilir.



Teorem 2.1.1 0 < s < 1 olsun. Eger f € K? smifina ait bir fonksiyon ise f, [0, 00)

araliginda negatif degildir [27].

Teorem 2.1.2 f € K? olsun. Yu,v € RT (R* = [0,00)), Vo, 3> 0 ve a+ 8 < 1 olmak

lizere (2.1.2) esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart f (0) = 0 olmasidir [27].

Teorem 2.1.3 (i) 0 < s <1 olsun. Eger f € K? siifina ait bir fonksiyon ve f (0) =0

ise f € K! simifina ait bir fonksiyondur,

(ii) 0 < 57 < 59 < 1 olsun. Eger f € K2 smufina ait bir fonksiyon ve f(0) = 0 ise

f € K2 smfina ait bir fonksiyondur,

(i) 0 < s1 < sy < 1olsun. Eger f € K] simfina ait bir fonksiyon ve f(0) < 0 ise
f € K. smifina ait bir fonksiyondur [27].

2.1.2 Bazi Ozel Fonksiyonlar

Tanim 2.1.4 (Senkronize Fonksiyon) f ve g fonksiyonlar [a, b] kapal arahiginda stirek-

li iki fonksiyon olsun. Her z,y € [a, b] i¢in

{(f(=) = fFW)(g(x) = g(y))} = 0 (2.1.3)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir. Ayrica (2.1.3)
esitsizliginden
f@)g(@) + f(y)a(y) > f(2)g(y) + f(y)g(x)

yazilabilir.
Tanim 2.1.5 n porzitif bir reel say1 olmak tizere
I'(n)= / " e de
0

seklinde ifade edilen I'(n) gosterimine Gama fonksiyonu denir [45]. Gama fonksiyonun

onemli ozelliginden biri n € Z™ olmak tizere
'(n+1)=nl(n) =n!

olmasidir.



Tanim 2.1.6 I', Gama fonksiyonu olmak iizere

1
/ M1 =) tdt a>0
0

I'(a) L(B)
Ia+ pB)

B(a, ) =
(a, b e R+)

fonksiyonu Beta fonksiyonudur [54, Bélim 1.1].

2.1.3 Bazi Onemli Esitsizlikler

Minkowski esitsizligi esitsizlik teorisi icerisinde hem teoride hem de uygulamada 6nemli
bir yer tutar. Verilen bir [ > 1 degeri icin yakinsak integrale sahip fonksiyonlarin etkin bir
gecigini ifade eden Minkowski esitsizligi, Hermann Minkowski tarafindan agagidaki gibi

ifade edilir: . .
O</ fi(z)dz < 00 we 0</ fH(2)dz < 00

olsun. Buradan

(/ R+ fz(Z))’“dZ)} <(/ d f{“(Z)dZ)% v d )i )

esitsizligi elde edilir [36].

1
[

Bu essiz esitsizlik bircok aragtirmacinin dikkatini ¢ekmis ve tlizerinde bircok caligma
yapilmigtir. Literatiirde iizerine bircok c¢aligma bulunan Minkowski integral esitsizligi
ile iligkili bir diger 6nemli galigma Bougoffa tarafindan [12]'de gerceklestirilmistir. Bu
calisma, Minkowski'nin esitsizliginin tersini icermektedir. Dahmani [17]’de, Riemann-
Liouville kesirli integral operatorleri yardimiyla Minkowski esitsizliklerinin kesirli ver-
siyonlarini elde ederek bu tiirden yeni ¢aligmalarin yapilmasina yol gosterici olmustur.
Benzer bir ¢alisma, Set ve arkadaslar1 [47] tarafindan yapilmig ve iki fonksiyonu iceren
cesitli Minkowski tipli esitsizlikler literatiire kazandirilmigtir. Saigo integralleri ve Hada-
mard kesirli integral operatorleri yardimiyla elde edilen bazi ters Minkowski tipli sonuglar,
sirastyla Chinchane ile Pachpatte [16] ve Taf ile Brahim [52] makalelerinde sunulmustur.
Son zamanlarda, Vanterler ve Oliveira [53], ters Minkowski egitsizliklerini ve diger bazi
ilgili egitsizlikleri Katugampola kesirli integrali araciligiyla sunmuglardir. Ayrica Rahman
ve arkadaglar [43], Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in Sulaiman [50] tarafindan elde
edilden ters Minkowski esitsizligi ve diger esitsizliklerin genellestirmelerini elde etmiglerdir.

Ters Minkowski esitsizlikleri ve ilgili sonuglar son yillarda bircok aragtirmaya konu olmus



ve cok yakin zamanda Set ve Ozdemir [49] “Fractional Order Analysis: Theory, Methods
and Applications” isimli kitapta karigik uyumlu integraller yardimiyla yeni genellemeleri

ve yaklagimlar: bir boliim olarak sunmuslardir.

1935 yilinda G. Griiss, iki fonksiyonun ¢arpiminin integrali ile integrallerinin ¢arpimi

arasindaki farkin bir tahminini veren degisik bir integral esitsizligini ispatladi:

Teorem 2.1.4 f,g : [a,0] — R fonskiyonlar: integrallebilen iki fonksiyon olsun. Her
x € |a,b], m, M,n, N € R igin
m < f(z) <M, n<g(z) <N

sartlar1 altinda

1
< Z(M— (N —n)

\ = " fa)g(e)dr — = bf(x)dx) (/ bg(x)dx) \
-

esitsizligi saglanir. Literatiirde bu esitsizlik Griiss esitsizligi olarak bilinir [24].

Griiss tarafindan elde edilen bu egitsizligin klasik integral yardimiyla bircok farkh
versiyonu elde edilmis olup Dahmani ve arkadaslar1 tarafindan kesirli analiz yardimiyla
genellegtirmesi literatiire kazandirilmig olup yeni ¢galigmalara g1k tutmusgtur [19]. Tariboon
ve arkadaslari da [51)’de Riemann-Liouville kesirli integral operatorlerini kullanarak Griiss

tipli esitsizliklere farkli bir bakig agisi kazandirmiglardir.

Chebyshev’nin temel matematiksel kesiflerinden biri agagidaki klasik integral esitsizli-

gidir:

Teorem 2.1.5 f, g ve p fonksiyonlar [a, b] araliginda integrallenebilir, f ve g senkronize

fonksiyonlar ve p fonksiyonu pozitif degerli olsun. Bu taktirde

[ v [z [ e @1

esitsizligi gecerlidir [37].



(2.1.4) esitsizliginde p(x) = 1 olarak alinirsa

[ tontorie> [ o [ sori 215

esitsizligi elde edilir. (2.1.5) esitsizliginin sag tarafi sol tarafa atilirsa, T'(f, g) ile gosterilen

)dz — (ﬁ /abf(x)dx) (ﬁ /abg(x)dx) (2.1.6)

ifadesi elde edilir. Bu egitlige Chebyshev fonksiyoneli denir. Chebyshev, bu fonksiyoneli

T(f

kullanarak kendi esitsizligine agagidaki gibi yeni bir bakig agigi kazandirmgtir [37].

Teorem 2.1.6 [ ve g [a,b] aralig: {izerinde mutlak siirekli fonksiyonlar ve f’ ve ¢’ [a, b]

aralig1 lizerinde siirh fonksiyonlar olsun. Bu taktirde I = [a, b] olmak {izere

(.01 < 1500 (sup 1)) (supla'o)] )

zel

esitsizligi gegerlidir.

1998’de Dragomir asagidaki Chebyshev tipli esitsizligi elde etmistir:

Teorem 2.1.7 f,g : [a,b] — R, (a,b) aralig: iizerinde iki diferansiyellenebilir fonksiyon
ve p : [a,b] — [0, 00) integrallenebilir bir fonksiyon olsun. 7 > 1 ve 1 +1 =1 olmak iizere

f' € L.]a,bl, ¢ € Lg[a,b] ise,

b b

pla)ds [ () f(@)gla)ds / (@) f(a)de | patgtayis
< Sl7l ||g||//|x—y|p (y)dady

esitsizligi gecerlidir [23].

Dahmani ve arkadaglari, Chebyshev esitsizliginin kesirli analizin temel operatorlerin-
den olan Riemann-Liouville kesirli integral operatorii yardimiyla genellegtirmelerini elde

etmislerdir [10, 18, 20].

Simdi konveks fonksiyonlar kullanilarak elde edilen bir bagka énemli esitsizlik hatirlati-
lacaktir. Matematik literatiiriinde (bkz., 6rnegin, [22]), adim Charles Hermite (1822-
1901) ve Jacques Hadamard’dan (1865-1963) alan ve bazen Hadamard esitsizligi olarak
da adlandirilan Hermite-Hadamard esgitsizligi asagidaki gibidir:



Teorem 2.1.8 f: I — R konveks fonksiyon olmak tizere, her a, b € I ve a < b igin,

f<a;b)§bia/abf(x>dxgw (2.1.7)

esitsizligi gecerlidir. Burada f fonksiyonunun konkav olmasi esitsizligi tersine cevirir. Bu
esitsizlik bircok matematikc¢inin ilgisini ¢ekmis ve ozellikle son otuz yilda, bu esitsizligin

¢ok sayida genellemesi, varyanti ve uzantisi sunulmustur (bkz., érnegin, [6,22,46,48]).

Newton-Cotes formiilleri ile ilgili olarak, acik tip Milne formili ve kapali tip Simp-
son formilii, aym gecerlilik kosullarimi paylastiklar: igin birbirlerine paralel olarak kabul
edilirler. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) iizerinde dort kez siirekli diferansiyellenebilir ve

Hf H - sup }f }<ooolsun Bu taktirde,

= (239 ]2

esitsizligi gecerlidir ve bu esitsizlik literatiirde Milne esitsizligi olarak bilinmektedir [11].

Th=a)
<1l

Son zamanlarda, Milne esitsizligi aragtirmacilarin biiytik ilgisini ¢ekmistir. Budak
ve arkadaslar1 [14] konveks fonksiyonlar, sinirl fonksiyonlar, siirh varyasyon ve Lipschitz
kogullarinin 6zelliklerini kullanarak bu esgitsizligin kesirli versiyonlarini sunmuslardir. Mef-
tah ve arkadasalar1 [34] fonksiyonlarin genellegtirilmis konvekslik ozelligini igeren lokal
fraktal integralleri kullanarak Milne formiillerinin kalani i¢in bazi integral esitsizlikleri
elde etmiglerdir. Ali ve arkadaglar: [2] konveks fonksiyonlarla iligkili Milne esitsizligi igin

kesirli hata sinirlar1 tahminlerini aragtirmiglardir.

Teorem 2.1.9 (integraller I¢in Holder Esitsizligi) p > 1 ve ]lj + % = 1 olsun. f ve
g, |a,b] araliginda tamimh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a,b] arahginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

Lblf(x)g(x)ldxﬁ (/ab|f<x>|pdx); (/ab|g<x>|qu);

esitsizligi gecerlidir [37].

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi asagidaki gibi ifade

edilir.



Sonug 2.1.1 (Power-Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. f ve g, [a,b] arahginda tanimh

reel fonksiyonlar, | f| ve |g|?, [a, b] arahginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

lﬂf@ﬂg@ﬂwné(éﬂf@ﬂwoké<Lﬂf@Hwtﬂﬁm?§

esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.1.10 (integraller icin Ucgen Esitsizligi) f, [a,b] arahiginda siirekli reel
de-gerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

Lﬁﬂ@dw

< [l @<y

esitsizligi gecerlidir [37].

1 1

Teorem 2.1.11 (Young Esitsizligi) a > 0, b > 0 ve — + — = 1 olacak sekilde p,q > 1
P 9

olsun. Bu taktirde

1 1
ab < —a? + —b?
p q

esitsizligine Young esitsizligi denir [55].

2.2 Kesirli Integraller ve Kesirli Tiirevler

2.2.1 Riemann-Liouville Kesirli integral ve Tirev Operatorleri

Tanim 2.2.1 f € Ly[a,b] olsun. Bu durumda sirasiyla o.(a > 0) mertebeden sol ve sag

tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri

o () = ﬁ /x(g; O dt x> a, (2.2.1)
ve b
Je f(a) = ﬁ / (t— o) f(t)dt, z < b (2.2.2)

tanimlanir [45]. Burada I'(f) Gama fonksiyonudur ve o = 1 segilirse Riemann-Liouville
kesirli integrali klasik integrale doniigiir. Ayrica o = 0 icin J3+ flx) = Jb f(z) = f(x)
dir.

Bunlara ek olarak, a. mertebeden sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli
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turevleri, a > 0 olmak iizere

o) = () o

e () [ e

ve

00w = (1) G

- e ()

seklinde tanimlanir.

Budak ve arkadaslar1 [14]’de Riemann-Liouville kesirli integral operatorii yardimiyla

agagidaki ozdegligi ve Milne tipli egitsizlikleri elde etmiglerdir.
Lemma 2.2.1 § : [k, k2] — R, (K1, k2) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

§' € Ly [k1, k2| olsun. Bu taktirde

/€1+I€2

3 |75000 =5 () 25 )

20-1p (Oé + 1) o K1 + Ko o K1 + Ko
i s (257 s ()

()
[ (57 me (57) ) -2 (5 = (7))

esitligi gecerlidir ki burada I' Gama fonksiyonudur.

Teorem 2.2.1 Lemma 2.2.1'in sartlarinin gegerli olmak tizere |§'|, [k1, k2] lizerinde kon-

veks fonksiyon olsun. Bu taktirde

'% lzs (k1) — § (Kl _g Kz) +25 (%2)}
el (%) (25| s

< 2o (2205 ol + 1§ (e

esitsizligi gecerlidir ki burada I' Gama fonksiyonudur.

11



Uyar1 2.2.1 Teorem 2.2.1’de o = 1 segilirse, bu taktirde

5[50 -5 (252 s - L [T a0

5('%2 _’ﬁ) / /
S ()] + 18 ()

<

esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.2.2 Lemma 2.2.1 sartlan altinda ¢ > 1 olmak tizere, |§'|? fonksiyonu [k1, K]

uzerinde konveks olsun. Bu taktirde

E {23 (k1) — (m ;r @) +25 (%2)}
el na()] e

_ 1 P 7
< 2 “1</ OW+1)<M)
: 3

1

4
. [<3 5 (<)l + 13 <n2>|q)q (Bl <K2>|q);

4 4

<m0 Y ) G ol )

esitsizligi gegerlidir ki burada % + % =1 ve I' Gama fonksiyonudur.

Sonug 2.2.1 Teorem 2.2.2’de v = 1 secilirse, bu taktirde

3 [ -5 (22 ] - L [T 50

2 Ko — K1

o Rk (PR LN B ) () + 31 ()l
= 12 \3p+1)) 4 4

Ro — K1 4p+2_4 % y ,
< 2o (o) O ol I )

esitsizligi elde edilir.
‘q

Teorem 2.2.3 Lemma 2.2.1 sartlar altinda ¢ > 1 olmak iizere |§'|? fonksiyonu [k, k2]

12



uzerinde konveks olsun. Bu taktirde

I<61+I<62

5 25000 -5 (M) + 25 )

22710 (a4 1) [, K1 + Ko N K1 + Ko
_(@—HJ*{#”5< 2 )+#fg< 2 )H

< 2 (3?0;41))1_%
x [G e ioi)jL(im)) [§ (m)[" + (1_12 MY 1; (a+2)) 1§ (’”ﬂ

' (1_12 T3l 1§ (a+2)) § ()l + G " ioii(im)) 5 (ffz)ﬂ;)

esitsizligi gecerlidir ki burada I' Gama fonksiyonudur.

Q=

Uyar1 2.2.2 Teorem 2.2.3’de o = 1 segilirse, bu taktirde

KJl—I—KJQ

5[50 -5 () o )] - 2 [0

R2 — R1 Ju,

< 5“3;“>(FBWmW;«?wm13+P@@@Pgﬂ@@@ﬁf)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.2.4 Lemma 2.2.1’in kosullar1 gegerli olsun. Eger ¥ € [k1, ko] igin m < F' (V) <
M olacak sekilde m, M € R varsa, bu taktirde

li1—|—li2

5 2500 -5 (M) 425 )

20710 (a+1) [, K1 + Ko N K1 + Ko
_(@—mﬁ*{kﬁg( 2 )**fg( 2 )H

Ro — K1 a+4
< _
= T2 <a+1)<M m)

esitsizligi gegerlidir ki burada I' Gama fonksiyonudur.
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Sonug 2.2.2 Teorem 2.2.4’de o = 1 olarak segilirse,

'% [23 (k1) =T <H1 _;_ @) + 2% (/%2)} T i o /:2 S(ﬁ)dﬁ‘
5 (ky — K1)
24

< (M —m)

esitsizligi elde edilir.
Sonug 2.2.3 Teorem 2.2.4 gartlar1 gegerli olsun. Eger her ¥ € [kq, ko i¢in |§F' (V)] < M
olacak sekilde M € R* varsa, bu taktirde

li1—|—li2

5 20 -5 (5 25 )

20-1T (Oé + 1) o K1+ Ko o K1+ Ko
S e () s (25

< Ko — K [a+4 v
- 6 a+1

esitsizligi gecerlidir.

Uyar1 2.2.3 Sonug 2.2.3’de o = 1 segilirse, Alomari ve Liu tarafindan [3]’de elde edilen

1

Ko —

5 (kg — K1)

. /m S(ﬁ)dﬁ) <S5 M

I<61+I<62

5[50 -5 () + 23 )] -

esitsizlik elde edilir.

Literatiirde Lipschitz sart1 su sekilde bilinmektedir: I C R ve f : I — R bir fonksiyon
olsun. Bu taktirde her x,y € R icin,

[f(x) = f(y)| < Llx -y

esitsizligini saglayan L > 0 sayisi varsa, f’ye Lipschitz sartini saglayan fonksiyon denir.

Teorem 2.2.5 Lemma 2.2.1 gartlar gegerli olsun. Eger §', [k1, k2] lizerinde L > 0 olmak

tizere Lipschitz sartim1 saglayan bir fonksiyon ise

1 K1+ Ko

3 [ -5 (1) 25 (o)

20710 (1) [, K1 + Ko N K1 + Ko
Lt e () s ()

< (/{2—%1)2 a+8 I
24 oa+2

esitsizligi gecerlidir.

14



Sonug 2.2.4 Teorem 2.2.5'te a = 1 olarak secilirse, bu taktirde

‘% [2%(&1) -5 ('ﬁg’”) +2S(m)] S / S(ﬁ)dﬁ‘ < @L

Ro — K1

esitsizligi elde edilir.

2.2.2 Yeni Uyumlu Kesirli integral Operatorii

Yeni kesirli uyumlu integral operatorleri Jarad ve arkadaslar tarafindan [28]’de ele
alinmigtir. Bu yazarlar ayrica bu operatorler ile literatiirdeki diger baz1 kesirli operatorler
arasindaki bazi ozellikleri ve iligkileri vermislerdir. Kesirli uyumlu integral operatorleri

asagidaki gibi tamimlanir:

Tanim 2.2.2 f, [a,b] sonlu araligi iizerinde bir fonksiyon olmak iizere o, 5 € C ve

Re(a), Re(3) > 0 olsun. Sol ve sag tarafli yeni uyumlu kesirli integralleri sirasiyla

R (x—a)* = (t—a) """ f(t)
Jar f( )_F(ﬂ)/a < " ) 0 —dt (2.2.5)

ve

b oy L [P (=0r ==\ f)
w10 =5 [ =

seklinde tanmimlanir [28].

Sonug 2.2.5 i) a = 1olarak alinirsa (2.2.5)’deki yeni uyumlu kesirli integral operatorii,

(2.2.1)’de ifade edilen Riemann-Liouville kesirli integral operatoriine indirgenir.

ii) (2.2.6) i¢gin de benzer bagmntilar kurulabilir. (2.2.6)’da tanmimlanan operatérde o = 1
olarak alimirsa, (2.2.2)de ifade edilen Riemann-Liouville kesirli integral operatoriine

indirgenir.

2.2.3 Uyumlu Tiirev Operatorii

Son zamanlarda, uyumlu tiirevin limit yardimiyla yeni bir tamm [1, 30]'da

Do f(1) = ti L ED =)

e—0 g

15



veya [29]’da limitlerin mevcut olmasi koguluyla

pof() = tim 20 )= FO  paroy = i o s,

e—0 £ t—0t

olarak formiile edilmistir. f, t’ye gore diferansiyellenebilirse, her iki durumda da
Def(t) =t f'(t) (2.2.7)

elde edilir ve burada f'(t) = lin%[ f(t+e¢e)— f(t)]/e dir. Yukaridaki limitler mevcut ve

sonlu ise f fonksiyonu t > 0 noktasinda a-diferansiyellenebilirdir [4].

(2.2.7)’de a — 0 durumunda D°f # f yani 6zdes operatoriin elde edilemeyisi prob-
lemi nedeniyle burada uyumlu sifatinin uygun olup olmayacag: diigtincesinden hareketle

Anderson ve Ulness tarafindan «. mertebeden uyumlu tiirevin yeni bir tanimi verilmistir.

Uyumlu tiirev baglangigta uyumlu kesirli tiirev olarak adlandirilmigtir [1,29,30]. An-
cak, kesirli tiirevler igin kabul edilen bazi ozelliklerden yoksundur [39]. Anderson ve
Ulness tarafindan verilen tanimda uyumlu tiirevin mertebesinin 6zel durumlar i¢in 6zdes

operator ve klasik tiirev operatorii elde edilmektedir.

Uyar: 2.2.4 « € [0, 1] olsun. D® tiirev operatoriiniin uyumlu olmasi igin gerek ve yeter
sart D% m 6zdes operator ve DVin klasik tiirev operatorii olmasidir. Ozel olarak, D*m

uyumlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart f = f(¢) tiirevlenebilir fonksiyonu igin

d
DUf(t) = f(t) ve D'f(t) =—f(t) = ['(t)
olmasidir. Bu tanima gore (2.2.7) ile verilen operatoriin uyumlu olmadigina dikkat edilme-

lidir.

Kontrol teorisinde bir algoritmayla verilen kontrolor g¢ikigina iligkin bir problemin
sonucu [4]'te Anderson ve Ulness tarafindan verilen orantili tiirev operatérii olarak ad-

landirilan yeni bir tiirev operatoriiniin ortaya ¢ikmasina motive kaynagi olmustur.

Tamim 2.2.3 (Uyumlu Tiirevler Simifi) a € [0,1], V& € R ve kg, k1 : [0,1] X R —

[0, 00), asagidaki sartlar saglayan siirekli fonksiyonlar olsun:

CL11>:r(1)1+ ri(a,t) =1, alirg+ koo, t) =0,
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lim ki(a,t) =0, lm ko(a,t) =1, (2.2.8)
a—1- a—1-

ka(a,t) £0, a €[0,1), ro(a,t) £0, a < (0,1].

Bu taktirde
D f(t) = k1(a, ) f(t) + Kol ) f'(¢) (2.2.9)

d
seklinde tamimlanan D® tiirev operatorii, f fonksiyonu t’de tiirevlenebilir ve [’ := T f

olmak tizere uyumlu bir operatordiir.

Ornegin, herhangi bir w € (0,00) i¢in k1 = (1 — a)w® ve kg = aw'™® veya R\ {0}

tizerinde r; = (1 — a)|t|* ve Ko = a|t|'™® almabilir, boylece
Def(t) = (1= a)lt|*f(t) + alt] =" f'(t)
olur. Benzer bir uyumlu tiirevler siifi su sekilde olabilir:
D> f(t) = cos(am/2)|t|* f(t) + sin(axm/2)[t|""*f'(t).

Genel olarak, maalesef o, 8 € [0,1] icin DPD® # D*D? geklindedir. Ayrica, o € (0,1)
icin, (2.2.8)’deki k; tizerindeki sifir olmayan kogulu gevsetilirse ve ¢t > 0 i¢in x1(a,t) =0

ve ko(a,t) = at!™ alimirsa, bu durumda ¢ yerine aTeT yazilirsa
-1 -1\ e l—a
Ko(a, t) = Ko (oz,ale) =« (ozlfaT) =T

elde edilir ve bu da (2.2.7) esitligini verir. Boylece a € (0,1) igin, (2.2.7) tanimi bir

anlamda (2.2.9)un 6zel bir durumudur [4].

Ayrica, [9]'de Baleanu ve arkadasglar kg ve 1 fonksiyonlarinin sadece a’a bagh olarak
t’e gore sabit oldugu 0zel durumlar i¢in “sabit orantili” kesirli tiirev operatoriinii asagidaki
gibi vermiglerdir:

PDaf(t) = w1(a) f(t) + Ko(a) f'(2)-

Tanim 2.2.4 (Kismi Uyumlu Tiirevler) o € [0,1], kg, x1 : [0, 1] xR — [0, 00) fonksi-
yonlar siirekli olsun ve (2.2.8)'i saglasm. f : R? — R fonksiyonu verilsin ve her sabit

s € R igin % (t,s) var olmak tizere DY kismi diferansiyel operatorii

Dy f(t,s) = k(o t) f(t,s) + Ko(a, t)%f(t, s) (2.2.10)
ile tanimlanir [4].
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Tamm 2.2.5 (Uyumlu Ustel Fonksiyon) a € (0,1, s,t € R, s <t ve p: [s,{]] = R
stirekli bir fonskiyon olsun. kg, x; : [0, 1] x R — [0, 00) siirekli olsun ve [s, t] tizerinde p/kq
ve k1/ko Riemann integrallenebilir olmak {izere (2.2.8) sartlar1 saglansin. Bu taktirde

(2.2.9)’daki D*’ya gore iistel fonksiyon

ft p(r)—k1 (e, T)d t k(o T)d

ep(t,s) i=els ren T eg(t,s) = e s Folwn) (2.2.11)

seklinde tammlanir [4]. (2.2.9) ve (2.2.11) kullanarak agagidaki temel sonuglar elde edilir.

Lemma 2.2.2 (Temel Tiirevler) o € [0,1] olmak tizere D* uyumlu tiirev operatorii
(2.2.9)’daki gibi verilsin. p : [s, ] — R fonksiyonu siirekli olsun. kg, 1 : [0, 1] xR — [0, 00)
stirekli olsun ve p/kg ve k1 /Ko Riemann integrallenebilir olmak tizere [s, ¢] tizerinde (2.2.8)’i

saglasin. f ve g fonksiyonlar1 gerektigi gibi diferansiyellenebilir olsun. Bu taktirde

i. Va,b € R i¢in D*[af + bg] = aD*[f] + bD“[g],
ii. Tim ¢ € R sabitleri i¢gin D% = ¢k (c, +),
iii. D*[fg] = fD"[g] + gD°[f] = fgr(e, ),
iv. Do[f/g) = DM 4 L (),

v. a € (0,1] ve s € R sabiti i¢cin (2.2.11)’de verilen e,(¢, s) iistel fonksiyonu asagidaki
kosulu saglar:

Diep(t, s)] = p(t)ey(t, s), (2.2.12)

vi. a € (0,1] ve (2.2.11)’de verilen eq iistel fonksiyonu igin

U ff{0 co(t, 5) ] - (2.2.13)

gecerlidir [4].

Tanim 2.2.6 (Integraller) o € (0,1] ve ty € R olsun. (2.2.11) ve Lemma 2.2.2°deki (v)

& (vi) sartlar altinda, anti-tiirev

/Daf ( ) + C€0(t t()) ceR

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde, f'nin [a, b] iizerindeki integrali

t 1
/f Yeo(t, 8)dus _/ fs)eolt, ) 60 Vds. dys = ds (2.2.14)
ffo

Ko, S)
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olarak tanmimlanir. (2.2.11)’den

_ ot rilen) r
eo(t,s) = e Js m@n™ =¢ Js ra(os)dr

oldugu goriilebilir [4]. Buradan [9]’de Baleanu ve arkadaslari orantili integral operatoriinii

PJ, ile gostererek

t t
PIf) = / exp —/ rle, s)ds f() du
a u K'O(a> S) '%0(04 u)
seklide ifade etmiglerdir.

Lemma 2.2.3 (Temel Integraller) D® uyumlu tiirev operatérii (2.2.9)'daki gibi ve
a € (0,1] olmak iizere integral (2.2.14)’deki gibi verilsin. kg, s, fonksiyonlar1 siirekli
olsun ve (2.2.8)’1 saglasin ve f ve g fonksiyonlar1 gerektigi gibi diferansiyellenebilir olsun.

Bu taktirde

(i) f'nin belirli integralinin tiirevi su sekilde verilir:
t
D" l / F(s)eolt, s)das} — f(1),

(ii) f'nin tiirevinin belirli integrali su sekilde verilir:

t

/ DAL ()eo(t, $)das = F(s)eolt, )

= f({t) = fla)eo(t, a),

S=a

(iii) kismi integrasyon formiilii su sekilde verilir:

b

/ FODg(B)]eo(b. t)dat = F(D)g(t)eolb.t)

t=a

b
- [ o 0] = mila D FO)eald. Dt
(iv) bir integralin tiirevi igin (2.2.10) kullamlarak Leibniz kurali

D* [/atf(tS)eo(taS)daS] = /:(D?[f(tS)])—Hl(aat)f(tS)eo(t,S)das
+f(t,1)

seklinde yazilir. Burada ej yok ise
t t
D | [ 1ttopdas| = 0+ [ D17t s
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olur [4].

Ispat. (i)’nin ispat1 dogrudan (2.2.13) ve (2.2.14)’den gelmektedir. Lemma 2.2.2’deki
(ii) ve ¢ = 1 kullamildiginda, (ii) burada (iii)'nin 6zel bir durumudur. (iii)’i ispatlamak
icin Lemma 2.2.2°deki, (iii) ve (2.2.14)’deki integral tanimi kullamlir. (iii)’deki ikinci ifade
i¢in (2.2.9) ile (2.2.14) kullanilarak ve a # 0 alinarak

Df(t) — ra(a, 1) f(2)

f/(t>dt = Ho(a,t)

dt = (D*f(t) = ra(a, £) f(1))dat

elde edilir. (iv)’i ifadesini ispatlamak igin (o = 1) Leibniz kuralimi kullanarak

D“Uatf(t,s)eo(t,s)da% = Uf 60t$ }

nd /ftseots
= (v,
dt

+/{1at/f eots
- t)/at oll, s) ( “1(0‘ DI, s)+%f(t,s>) ds

Ko, s) Kol t)

(t, (t,

FF( ) + k(o t) It s)eolts)
IioOéS

- / (DLF (1, 8)] — (e D) £ (1 8))eolt, $)das + F(2,8)

elde edilir. (iv)’deki ikinci ifade igin, eger ey(t, s) integral ifadesinde yer almiyorsa, bu

taktirde

o] = o
' f(ts)  f(t.s)

)8t o kol(a,s) o kola,s)

= kKo(a,t) [M(a,t) + /t Mds]

Ko Ko(a, s)

a Iio(Oé, S)
t

= f(t,t)+/tD§“[f( ,8)|dos

yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

ds

= Ko(a, ds + rk1(a, t)

_I'K'l (Oé, t)
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2.2.4 Caputo Kesirli Tiirev Operatorii

Uygulamali matematik alani cogunlukla adi veya kismi diferansiyel denklem sistem-
leri ve ¢oziimleri iizerine yogunlagmistir. Dogada yer alan dinamik siirecler adi ve kismi
diferansiyel denklem sistemleri ile modellenebilir. Bu modellemelerde kullanilan tiirev
operatoriiniin mertebesi dogal sayilar diginda secildiginde, diferansiyel denklemlerin ke-
sirli versiyonlar1 elde edilir [31,42]. Dogada yer alan bir ok dinamik siire¢ lokal ol-
mayan davranigsa sahip oldugu icin bu tiirden siireclerin modellenmesinde lokal olmayan
kesirli tiirevlerin kullanilmasi oldukca verimli uygulamalara yol agar. Riemann-Liouville,
Caputo, Marchaud, tempered, Hilfer ve Atangana-Baleanu gibi farkh tiirev ve integral
tanimlari literatiirde mevecuttur [5,45]. Literatiirde yer alan bu farkhi operator tanimlar,

cekirdek yapilarima ve sagladiklar 6zelliklere gore bir simflamaya tabii tutulabilirler [8].

Kesirli diferansiyel denklemler icin 6zellikle ilgi cekici olan Caputo kesirli tiirevidir.
Klasik Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile kargilagtirildiginda, Caputo tiirevi kesirli dife-
ransiyel denklemler i¢in kullanildiginda daha dogal baglangig kogullar gerektirir [21]. Bu
iki operator oldukca onemlidir, ¢linki ilgili kesirli integral operatorlerinden tiiretildiklerin-
de diger bircok kesirli tiirevin “Riemann-Liouville tipli” veya “Caputo tipli” oldugu soyle-
nir. Riemann-Liouville kesirli tiirevi, kesirli integralin standart (tamsay1 mertebeli) tiirevi
alinarak tanimlanirken, Caputo tiirevi ise kesirli integralin fonksiyonun tamsay1 mertebeli

bir tiirevine uygulanmasiyla tanimlanir.

[15]'te tiirevlenebilir bir f(¢) fonksiyonunun baglangi¢ noktasi ¢ = 0 olmak tizere

a € (0,1) mertebesine gore Caputo tiirevinin tanimi

D (1) = ﬁ /0 )t — 7)o (2.2.15)

seklindedir. Bu tanim, Tanim 2.2.1°de verilen Riemann-Liouville integralini genigletmenin
olagan yollarindan biridir. Verilen tanimlardan Caputo tiirevi ile Riemann-Liouville integ-

rali arasindaki iligkinin

o DR f(t) =" L= f'(t)

seklinde oldugu aciktir. Caputo tiirevinin iyi bilinen diger 6zellikleri

B GDRf() = f(t) = f(0),

o Df TOIES() = f(t- lim oI £(0),

(1 — «) t=0
LIGDf() = s“L[f(1)] — s f(0)
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seklindedir [7]. Burada £, t'nin bir fonksiyonundan snin bir fonksiyonuna Laplace dontisii-

miini gostermektedir.

2.2.5 Orantili Caputo Hibrit Operatorii

[9]’da Baleanu ve arkadaglar1 tarafindan integral formiilii olarak yazilan (2.2.15)’deki
Caputo kesirli tiirevinden yola ¢ikarak ve bu formiiliin integrandinda f'(7) yerine (2.2.9)
ifadesini koyarak yeni bir kesirli tiirev operatorii tanitildi. Bu operator, orantili ve Caputo

tanimlarinin birlesiminden elde edilen agagidaki gibi bir hibrit kesirli operatordiir:

P20 = s | (e ) + o) )= 7).

Ozellikle, ¥ D,, operatériinde oldugu gibi ko ve ki’in t’den bagimsiz olmasi énemli

bir 6zel durumdur.

Hem tiirev hem de integral operator kisimlarini igeren lokal olmayan ve tekil bir ope-
rator olarak one siiriilen ve Riemann—Liouville integrali ile Caputo tiirev operatorlerinin
basit bir lineer birlesimi olan sabit orantili Caputo hibrit operatorii agagidaki gibi tanim-

lanmugtir [9].

Tamim 2.2.7 f : I € R™ — R, I° iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f’, I tizerinde yerel olarak L;’in fonksiyonlar1 olsun. Bu taktirde, sabit

orantili Caputo-hibrit operatorii su sekilde tanimlanabilir:

1

D) = m/g(fﬁ(a)f(T)+f<¢o(04)f’(7))(t—7)_ad7 (2.2.16)

= ra(a)FGL7f (1) + wola) § DFf ().
Bu tanimda C'PC Sabit Orantili Caputo anlamina gelmektedir.

Onerme 2.2.1 PC ve CPC operatorleri lokal degildir ve tekildir [9].

ispat. Lokal olmama, bu operatorlerin integrallerle tanimlanmasindan kaynaklanir.
Hem £C D& f(t) hem de D f(¢), 0 ile t arasindaki tiim 7 igin f(7) degerlerine baghdr.
Bu integraller de tekildir, ¢iinkii tipki Riemann-Liouville operatérleri gibi gekirdekte (¢ —
7)™ fonksiyonunu kullanarak tanmimmlamrlar. Bu fonksiyon, 0 < a < 1 oldugundan,

integralin 7 = ¢ bitig noktasinda integrallenebilir bir tekillige sahiptir.
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Lemma 2.2.4 Orantili tiirev operatorii £ D, ile orantil integral operatorii £ 1, arasmdaki
iligki
t

R1 (OK, 8)

Ko (O‘S)

PDLPT () = £(t), PT.TDuf(t) = £(t) — exp (— / ds) F(a)

seklindedir. Ozellikle, “F D,, sabit katsayili operatorii igin integral formilii

P () = / exp {—“l(o‘) (t— u)} F(w)du, (2.2.17)

Ko(a)

seklindedir ve sabit katsayili operatoriin kendisi ile tersi arasindaki iligki

Ko()

D, CIL0 = 10, LD = 1)~ e (-0 - 0)) f1a)

ile gosterilir. f(a) = 0 ise, T Dy, PT, ve “¥'D,, “FT, operatérleri birbirine iki tarafl ters

ciftler olugtururlar [9].

Onerme 2.2.2 Kesirli CPC tiirevinin (2.2.16) ters operatorii

5150 = — [ e |- ] #0p s

Ko() Ko(a)

seklindedir. Bu agagidaki ters iligkisini kargilamaktadir [9]:

CEDRIGIEN0) = F(0) — gy i B0 0),
D) = 10 - e (~2r) o)

Giirbiiz ve arkadasglar [26], konveks fonksiyonlar i¢in agagidaki 6zdesligi elde etmigtir.

Lemma 2.2.5 f: I C R™ — R, I° iizerinde iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Ayrica f ve f’, I tizerinde lokal olarak L;’in fonksiyonlar1 olsun. Bu taktirde

1 1

K1 () /tl—“f’ (ta + (1 —t) z) dt + ko () /tl—“f” (ta+ (1 —t)x)dt
i (@) / £ (b 4 (1 — £) ) dt + ro (@) / £ (14 (1 — 1) b) dt
__m(a)f(a) +ro(a) f(a) ri(a)f(z)+ro(e)f (z)
r—a b—ux

o (eeDsr @) CreDgr
T ) ( (x — a)2_a (b— x)2_0‘ )
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esitligi gecerlidir ki burada o € [0,1], a < z < b, Ko ve k1 (2.2.8)'deki kogullar saglayan

fonksiyonlardir.

Giirbiiz ve arkadaglar: sabit orantili Caputo hibrit operatorii ve Lemma 2.2.5 yardimiyla

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri agagidaki gibi elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.6 f: I C RT — R, I°de iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f’, I tizerinde lokal olarak L;nin fonksiyonlar1 olsun. Eger, f’ ve f”, I
tizerinde konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

‘_fﬁ (@) f(a) + Ko (@) ['(a) (@) f(2) + Ko () f(2)

r—a b—x

JPODyf(x)  SPODR S (b)
+I" (2 a)( )t + (b—x)Q_o‘) ‘
< @ @]+ ko (@[ (a)] | Fi(e) | (B)] + ko (@) |7 (D)
(3—a) B—a)(2—a)
k1 (@) | ()] + ko (@) | 1" ()]
(2-a)

+

esitsizligi gegerlidir ki burada a € [0,1], a < x < b, kg ve K1 (2.2.8)’deki kogullar saglayan
fonksiyonlardir [26].

Teorem 2.2.7 f: I C Rt — R, I°de iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f’, I lizerinde lokal olarak L’in fonksiyonlar1 olsun. Eger, |f'|? ve |f"|?, T
tizerinde konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

’_ f1(0) £ (@) + 50 (@) ' (@) K (@) £ (@) + ko (@) ' (a)

T —a b—x

—I—F(Q—a)(
1
(1—a)p+ 1) 29
o (@) (1 @) + 1" () %)
i o) (I @)+ 17 )
tro (0) (I @I+ 11 (1)) ]

D L SO0 O) |

(z —a)* (b— )

(1 (o) (1 @[+ 17 ()%

IN

esitsizligi gegerlidir ki burada a € [0,1], a < z < b, p,g > 1, =+ 2 = 1, K9 Ve K

D =
=

(2.2.8)’deki kogullar1 saglayan fonksiyonlardir [26].

Teorem 2.2.8 f: I C RT — R, I°de iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun.

Ayrica f ve f’, I tizerinde lokal olarak L;mnin fonksiyonlar1 olsun. Eger, |f’|? ve |f”|%, I
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tizerinde konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

)_m (@) f(a) + ko (a) f'(a)  mi(a)f(z)+ ko () [/ (2)

T —a b—=x

D) | SO | ooy

+I'(2—a) ( t—a" b o
@@y @ 1@y
< {m(a) ((3—a) + (z_a)(g_a)) + Ko (@) <(3_a> + (2—a)(3—a))

FC VUl @, or
+l€1(a)((3_a)+(2—a)(3_a)) +/€O(Oé)((3_a) +(2_a)(3_a)) }

esitsiligi gecerlidir ki burada o € [0,1], a < x < b, ¢ > 1, ko ve k1 (2.2.8)’deki kogullar
saglayan fonksiyonlardir [26].

Teorem 2.2.9 f: I C RT — R, I°de iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f’, I lizerinde lokal olarak L,’in fonksiyonlar1 olsun. Eger, |f’|? ve |f"|%, I

tizerinde konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

'_m (0) £ (@) + o @) (@) Ko (a) £ (2) + o () £ (2)
xr—a b—x
(ST @) CreDpr )
_I—F (2 ) ( (flf - a)2—a (b _ x>2—a ) )

2 (k1 (@) + Ko (@)

k(@) /. / q (|9
50 (F @I 217 @I+ 1 O

- p(l-a)+p
+“°2(qa) (1" @I+ 211" @) + 17" B)]7)

esitsizligi gegerlidir ki burada o € [0,1], a < x < b, %+% =1,q > 1, Ky ve k1 (2.2.8) deki
kogullar1 saglayan fonksiyonlardir [26].
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Sabit Orantili (CP) Kesirli integral Operatorleri igeren Ters
Minkowski Esitsizligi

Bu béliimiinde, sabit orantili (CP) kesirli integral operatorii araciligiyla ters Minkowski

integral egitsizlikleri iizerine yeni bulgular yer almaktadir.

Teorem 3.1.1 f, f, [0,00) aralig: iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve oo > 0, p > 1
olmak iizere, Vt > 0 i¢in “FZ,f7(t) < oo ve “FZ,f¥(t) < oo olsun. Eger V7 € [0,1] icin

fi(r) ;
0<y < f;(T) < VU ise,

(ML) + (CPTafE0)7 < Ky (CPLu(fi+ f2)7(1) (3.1.1)

U+ 1)+ T +1

esitsizligi gecerlidir ki burada IC; = W)@+ 1) seklindedir.
Ispat. ;;E:; < W, 7 €0,t], t > 0 kogullar1 altinda
(U +1DPf(r) S UP(fr(7) + fa(7))P (3.1.2)
e 5 e . 1 k1 (a) .
esitsizligi yazilhir. Eger (3.1.2) esitsizliginin her iki tarafi exp |— (t—7)| ile
Ko(a) Ko(a)
carpilip 7 degiskenine gore integral alinirsa
¥4 1)p [
(Gl / exp [— f(a) (t — 7)} P(r)dr
ro(a) Jo Ko()
VN [ k() }
exp |— t—17 + fo)P(7)dT, 3.1.3
K,Q(Oé)/; p K,Q(Oz)( ) (fl f2) ( ) ( )
elde edilir. Sabit orantili (CP) kesirli integral operatorii tanimindan
p
PLAE) < — T, P(t 1.4
fl(>_(\Il—|—1)P (fl_'_f?)() (3 )
yazilir. Sonug olarak
CPL ()P < —— (OPF, P(t))¥ 3.15
(T f(1))7 < (“"Za(fr + £2)P(1)) (3.1.5)
U+ 1
olur. Ote yandan, ¢ f5(7) < fi(7) icin
1\? 1\?”
(1+3) 70 < (5) G+ oy (3.6

26



1
yazilir. Eger (3.1.6) esitsizliginin her iki tarafi exp [ (o) (t — 7')} ile carpilip 7
Ko(a) Ko ()
degiskenine gore integral alinirsa
1 1 1
(PT () < —— o (“PZo(fi + fo)P (1)) (3.1.7)

bulunur. Burada (3.1.5) ve (3.1.7) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa, (3.1.1) esitsizligi

elde edelir ve ispat tamamlanir.

(3.1.1) esitsizligi, sabit orantili kesirli integral ile iligkili ters Minkowski esitsizligidir.

Teorem 3.1.2 f1, f, [0,00) aralig: iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve o > 0, p > 1
olmak iizere, Vt > 0 i¢in “FZ,f7(t) < oo ve FZ,fI(t) < co olsun. Eger V7 € [0,1] icin

J1(7) :
0<y < ) < VU ise,

(CPT0) + (CPT0) = Ko (CPTLAI0)7 (CPTLAD) (3.1.8)

(U +1)(+1)
7

esitsizligi gegerlidir ve burada Iy = — 2 geklindedir.

Ispat. (3.1.5) ve (3.1.7) esitsizlikleri taraf tarafa carpilirsa,

N\ 1 1 2
( + 12[](1# + 1) (CPIafilv(t)) P (CPIafé’(t)) P< (CPIa(fl + fg)p(t)) P (3‘1‘9)
yazilir. (3.1.9)'in sag tarafinda Minkowski esitsizligi kullanilirsa,
v 1 1
WADWED @0, p0)* (VL s210)
1 1\ 2
< ((PTfr®)” + (T 0)”) (3.1.10)

yazilir. (3.1.10) esitsizliginden

<(xp 4 %(w +1) 2) (CPTf2(0)7 (CPTafE)? < (CPTLfP(1)" + (CPTaf(t)?

elde edilir. Boylece (3.1.8) esitsizigi elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.1.1 Sabit Orantih (CP) Kesirli Integral Operatérii ile Ilgili Diger Esitsizlikler

Bu béliimde, sabit orantili (CP) kesirli integral operatoriinii igeren bazi ilgili integral

esitsizlikler i¢in yeni sonuclar yer almaktadir.
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Teorem 3.1.3 f, fa, [0,00) araligi iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve a > 0, p > 1
ve & + 2 = 1 olmak iizere, Vt > 0 i¢in “"Z, f{(t) < oo ve “PZ,f}(t) < oo olsun. Eger

oy hr) <
V7 € [0,¢] i¢gin 0 < ¢ < f;(T) < VU ise,

Q[
-

< (9) . <CPIa(ffl’ oY <t>) . (3.1.11)

(CPTAi(1))? (CPT. (1)) J

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. % < W, 7 €10,t] ve t > 0 kogullar1 altinda

1 11
filr) SUfo(r) = f3i(r) =2 ¥a fi(T) (3.1.12)
1
yazilir. (3.1.12) esitsizliginin her iki tarafi f7 (7) garpilirsa,

ff (T)fzé(f) > Ui fy (7). (3.1.13)

yazilir. (3.1.13) esitsizliginin her iki tarafi ( >exp {— (t — 7')] ile carpilir ve 7
Kol

degiskenine gore integral alinirsa

U /t [ k1 ()
exp | —
ko(a) Jo Kol

o ()
< @ /0 Cexp {—283 (t—T)} 7 () i (F)dr (3.1.14)
vazilir. Buradan 1
v (L) < (LT ) (3.1.15)
elde edilir. Diger taraftan
W) < fE (), £ 0 (3.1.16)

1
yazilir. (3.1.16) esitsizliginin her iki tarafi £ (7) ile ¢arpilir ve %+% = 1 esitligi kullanilirsa

1 1

b7 fo() < f2(T) F2(7) (3.1.17)

yazilir. (3.1.17) esitsizliginin her iki tarafi (t — 7)} ile carpilir ve 7

degigskenine gore integral alinirsa

b (CPTL () < (C%(f%(t)f; <t>>) (3.118)
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elde edilir. (3.1.15) ve (3.1.18) taraf tarafa carpilir ve % + % = 1 egitligi kullanilirsa

< (%) . UL <t>>);

esitsizligi yazilir ve istenilen sonug elde edilir.

Sl
Q=

("L fi®) (TLafa(t)) T <

Teorem 3.1.4 f1, f, [0,00) araligi iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve a > 0, p > 1
ve & + o = 1 olmak iizere, Vt > 0 i¢in “"Z, f{(t) < oo ve “PZ,fJ(t) < oo olsun. Eger
VTE[O t] 1(;1n0<1p<f1(T < U ise,

PLfi) fa(t) < s (TTZalf + 1) (1) + Ka (TTLa(fi + £)(1))

op—1\yp 2q—1
esitsizligi gegerlidir ve burada K3 = m ve Ky = W seklindedir.
Ispat. Hipotezi kullanarak
(U +DPf(7) < UP(f1 + f2)°(7) (3.1.19)
1))

1
esitsizligi yazilir. (3.1.19) egitsizliginin her iki tarafi T exp [— (t— 7‘)} ile garpilir
Rol &

ve 7 degigkenine gore integral alinirsa

E [ e [0 ) (et

Ko() Ko(a)

o / e {_ mala) ﬂ} (fi+ f2)(7)dr

Ko(a) Ko(a)

IN

elde edilir. Buradan

PP

w1y PLf1 + f2)°(t) (3.1.20)

PL) <

yazilr. Ote yandan, 0 < 1 < ) ve 7 € (0,t) igin

(Y +1)7f5(r) < (fi + f2)'(7) (3.1.21)
T T s 1 k1 (a
esitsizligi yazilir. Tekrar (3.1.21) esitsizliginin her iki tarafi exp (t—1)
Ko(a) Ko ()
ile carpilir ve 7 degiskenine gore integral alinirsa
1
CPT (1) < CPT (1 + f2)i(t 3.1.22
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elde edilir. Young esitsizligi goz oniine alindiginda,

p q
A fa(r) < L0 4 200 (3.1.23)
p q
yazilir. (3.1.23) esitsizliginin her iki tarafi ! exp {— (o) (t — 7')] ile carpilir ve 7
ko(a) Ko(a)
degiskenine gore integral alinirsa
1 1
PLfi1 o)1) < p (“PZa () + p (“PZ.f3(1)) (3.1.24)

elde edilir. (3.1.20), (3.1.22) ve (3.1.24) esitsizlikleri kullanilarak

CPL(fuf)) < ; (CPT.f7() + 2 (CPT.f(8))

g T+ £ (0)

1 CP q
RO (“Za(fi + £2)"(1)) (3.1.25)

<

elde edilir. » > 1 ve a,b > 0 icin (a +b)" < 2P~ (a" + b") esitsizligi kullamlirsa
PL(fr+ L)1) < 27 VL + £)() (3.1.26)

ve

PL(fr+ f2)1(t) <27 PLL(fE + f3)(1) (3.1.27)

yazilir. (3.1.26) ve (3.1.27) esitsizlikleri (3.1.25) esitsizliginde yerine yazilirsa

PL(Af)() < b

< TTp LA+ W)

CcP P /4 2q—1
Ia(fl +f2)(t>) + Q(w‘i‘ 1)q (

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5 f1, f, [0,00) aralig: iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve o > 0, p > 1
olmak iizere, Vt > 0 igin “FZ, f7(t) < oo ve FL,fI(t) < co olsun. Eger V7 € [0,t] icin
fi(r) ;
0<y < m < VU ise,
41
VU —c

L A

(CPTL 1) + (CPLLf())

% (CPTo(fi(t) — cha(t)))

S =
IA

(“PZa(fo(t) — cfa(t)))

RSl

IN

esitsizligi gecerlidir.
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ispat. 0 < ¢ <y <V oldugundan
e <Ve=pe+1p <tpe+ ¥ < Ve+ V= (V+1)(h—c) < W+ 1)(¥—c)

yazilir. Buradan
V41 < P +1

UV—c ™ ¢—c

yazilir. Ayrica

fi(1) —cfa(7)

voesTrRm s
o (1) - cho(r) (1) - eh(r)
Ji(T) = cfa(T))P » Ji(T) — cfa(T))P
W o < fP(r) < 6= o . (3.1.28)
Benzer sekilde
1 fo(r) 1 v—c _ filr)—cfo(t)  W—c
TSRO S0 T W ST i) S
yazilir ki boylece
N fn—enmr < m < (F2) (o —enmy (3129
U_c 1 CJ2 >N =\y—c 1 CJ2 1.
elde edilir. (3.1.28) esitsizliginin her iki tarafi exp {— m(e) (t — 7)} ile garpilir ve 7
Iio(Oé) Iio(Oé)

degiskenine gore integral alinirsa

~+

= [—’“(“)(t—ﬂ Fi(r)dr

ro(a) Jo Ko(av)
L [ [l ] _ »
< e | o [ - | (i) - enrpar
olur. Boylece sabit orantili (CP) kesirli integral operatorii tanimindan
T (P~ cROP) < (PLAH)
< ﬁ (CPLL(A() = chod))7  (3.1.30)
yazilir. (3.1.29) egitsizliginde ayni iglem gerceklegtirilirse
T (PLAD — chP) < (PLAH)
< wi_ (CPLLA() = ch®)P)F (3.131)
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elde edilir. (3.1.30) ve (3.1.31) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

T LA k) < (VLA + (TLAE)
< UL err 0 - ey

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.6 f, f, [0,00) aralig: iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve o > 0, p > 1
olmak iizere, Vt > 0 igin “PZ, fT(t) < oo ve “PIL,fY(t) < oo olsun. Eger, V7 € [0, 1] icin
0<a< fi(r) <Ave0<b< fo(r) < Bise

(“PZaf7) " + (TLaf3 ()7 < s (“TZalfi + f2)P(1) "
A B)+ B(A
esitsizligi gegerlidir ve burada K5 = (a(;:—l— Z)j(La +( B;L ) seklindedir.
Ispat. Hipotezden
! < L < L (3.1.32)
B~ fg(’T) ) o
dir. (3.1.32) egitsizligi ile 0 < a < fi(7) < A esitsizligi garpilirsa
a f1 (T) A
— < < = 3.1.33
B~ fo(r) 7 b ( )
yazilir. (3.1.33)’den
B p
10 < (725) () + £y (3.1.34)
ve
A p
0 < (51) B+ AP (3,139
. e . 1 K1 (a) .
elde edilir. (3.1.34) egitsizliginin her iki tarafi ——— exp | —————=(¢ — 7)| ile garpilir ve T
Ko(a) Ko(a)

degigskenine gore integral alinirsa

! /0 exp [—"1(0‘) (t—T)} 2(r)dr

Ko(a) Ko(a)

(2 )pm)}a) /Otexp 2= 0] (i) + Ay

a+ B Ko(a)

olur. Boylece sabit orantili (CP) kesirli integral operatorii tamimindan

B
a+ B

B =

(CPL() < (“PL(fi + )P (1)) (3.1.36)



esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde, (3.1.35)’de benzer hesaplamalar yapilirsa

(CPLL ()7 < % (CPTa(fi + F2)°(1)? (3.1.37)

S

egitsizligi yazilir. (3.1.36) ve (3.1.37) taraf tarafa toplanirsa

A(a+ B)+B(b+ A)
(a+ B)(b+ A)

(CPTL (1)) + (CPTL (1) < (CPLL(f + 2)7(1))7

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7 f1, f2, [0,00) aralig: iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve oo > 0, p > 1
olmak iizere, Vt > 0 i¢in “FZ,f7(t) < oo ve “PZ,f¥(t) < oo olsun. Eger V7 € [0,1] icin

fi(r) :
0<y < ) < VU ise,

1

1
+ CPLAOA) £ o T+ £0) < 5 (TLAGA)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. 0<¢ < ;;E:; < ¥ oldugundan
L)@ +1) < fo(r) + () < fo(r)(¥ + 1) (3.1.38)
yazilir. Ayrica % < ﬁg:; < i esitsizliginden
7o) (M) < a0+ 50 < ) (U). (3139

olur. (3.1.38) ve (3.1.39) taraf tarafa ¢arpilirsa

H(n) () _ (L) + A(F)? _ A7) f(0)

3.1.40
L (T} C R (3140
. e "y K1 () :
elde edilir. (3.1.40) esitsizliginin her iki tarafi exp |— (t —7)| ile garpilir ve 7
Ko () Ko ()

degiskenine gore integral alinirsa

o . 20— )| s

Uko() Ko(a)
1 ! _/fl(Oé) . - N 2dr
o s ) A e (| AU RS
1 ' —Kl(a) — T T T)aT
= ¢%o(a)/o exp[ o) )] Hn) falr)d
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elde edilir. Sabit orantili (CP) kesirli integral operator tanimindan

L cp
E (C Iafl( ).f2( ))

L ez, 1) fa(0)

T.(fi + f2)*(¢ )) @

1
(Y+1)(v+1) (

yazilir ve istenilen egitsizlik elde edilir.

Teorem 3.1.8 f, fo, [0,00) aralig: iizerinde tammh iki pozitif fonksiyon ve o > 0, p > 1
olmak iizere, Vt > 0 i¢in “PZ,f7(t) < oo ve “PZ,f¥(t) < oo olsun. Eger V7 € [0,1] icin

0<¢<ﬁ@<wma

S

(CPTL )" + (CPLafE®)” < 2 (CPTafL(fi(1), HO)))

esitsizligi gegerlidir ve burada

A ) = max { [ (1) 56r) - )| DR =AY

seklindedir.

—

Ispat. 0 <y <L < ¥ vevre [0, ¢] i¢in

= fa(7)
0<¢§@+¢—£g; (3.1.41)
ve
@+¢—£g;§@ (3.1.42)
yazilir. (3.1.41) ve (3.1.42) kullanilarak
f2(7) < (\D + @D)f?,l?(;_) B fl(T) (3143)
esitsizligi yazilir. Hipotezden 0 < ¢ < ?ET; <L olur. Boylece
1 _1 1 fil7)
STty R (3.1.44)
ve )
1.1 flr) _1
TR N (8149

yazilir. (3.1.44) ve (3.1.45) esitsizliklerinden

_ (iﬂL%) fi(7) — fa(7) - 1
N fi(7) T

1
v
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esitsizligi yazilir ve diizenlenir yeniden yazilirsa

A < 0 (G g ) A - A
V(Y + 0 (r) — V()
w

- (% " 1) fu(r) = W o(r)

elde edilir. (3.1.43) ve (3.1.46) kullanilirsa

f1(7) < f5(f1(7), fa(7))

ve

f3(7) < f5(f1(7), fa(7))

yazilir. (3.1.47) esitsizliginin her iki tarafi ( >exp {—
Kol
degiskenine gore integral alinirsa

o 7 Lt
= @) / P [‘28)

(=] e

x

~— —

(3.1.46)

(3.1.47)

(3.1.48)

(t — T)] ile carpilir ve 7

(i - ﬂ} PO (), () dr

esitsizligi elde edilir. Sabit orantili (CP) kesirli integral operatorii tanimindan

==

(P07 < (CPLLFL(fi(E), fo(1))

yazilir. Benzer iglemler (3.1.48) esitsizligi igin uygulanirsa

==

(CPLLf2(0)F < (CPLL (2, faolt))

elde edilir. Boylece (3.1.49) ve (3.1.50) kullanilarak
(“CLaf )7 + (TLaf3 ()7 <2 (LI (fi(D)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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3.2 Sabit Orantih (CP) Kesirli Integral Operatorleri Igeren
Griuss Tipli Esitsizlikler

Bu boliimiinde, sabit orantili (CP) kesirli integral operatorii yardimiyla Griiss tipli

integral egitsizlikleri iizerine yeni bulgular yer almaktadir.
Lemma 3.2.1 f, [0,00) araliginda integrallenebilen ve
[<fu)<L; l,LeER, ue(0,00). (3.2.1)

sartin saglayan bir fonksiyon olsun. Bu taktirde her ¢t > 0 ve a € [0, 1] igin

Hl(a

“W CPL, (1) ‘(”Aﬂ@

1—exp “( g op
- L( (@ )_ If”)

< | P —1 (1 _ eleg;)%t] ))

1 — exp |—=re)
(el *m@]) L) O-)  B22)

1—exp

k1(@)

esitligi gecerlidir ki burada rg ve k; (2.2.8) sartlarim saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. (3.2.1) kosulunu saglayan f fonksiyonu ve z,y > 0 icin

(L—fW)(f(x)=1)+ (L — f(x)(fly)—1)
—(L = f(x)(f(z)=1) = (L — f(v)(fly) = 1)
= fAx)+ fPy) - 2f (@) f(y) (3.2.3)

yazilir. (3.2.3) ifadesinin her iki tarafi % exp {— (t — x)] ile carpilir ve elde edilen
RolQ&

sonucun [0, ¢] arahginda x i¢in integrali alinirsa
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or e [~fete]
(L_f(y)) ( Ia(f)(t)_l ( Kl(Oé)

1— exp |—2xe)
+ (L ( :L)m(a)t]) B cha(f)(t)) (fly) =1 (3.2.4)

_ri(e)

1—exp[ Ko(a) ]) (L—=Ffw)(fly) =1

CPTL (L FO) () 1) - ( (@

_ri(e)

1 exp |- ]) P _2( CPIa(f)(t))f(y)

K1(a)

= L))+ (

elde edilir. Burada

@ /0 exp [—%(t - x)} P exf; [;)23533 /
k()

integrali kullanilmigtir. Ardindan (3.2.4) ifadesi @ exp {—
RolQ&
elde edilen sonucun y igin [0, ] araliginda integrali alinirsa

e [ o or e [
(L ( K,l(Oé) - Iaf(t) Iozf(t) -1 K1 (Oé)
—ex _ri(a) _ex _ ki1(a)
() ) (o)

(o) i (a)
_ 1—ex§1£;)2;§3§t} PL((L—F)(f@) = 1))
~ 1‘“2[;):3534 T, ((L - F) (f(t) = 1))

_ (“exig;)ié?iﬂ) °PLPt) + (“elet)’zzﬁii }) °rL (1)

elde edilir. Boylece (3.2.2) egitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.1 f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen, | < f(u) < L, m < g(u) < M,
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I,L,m, M € R veu € (0,00) sartlarin saglayan iki fonksiyon olsun. Bu taktirde her ¢ > 0
ve o € [0, 1] igin

esitsizligi gecerlidir ki burada kg ve k; (2.2.8) sartlarini saglayan fonksiyonlardir.

ispat. Oncelikle

H(z,y) == (f(z) = f(v))(9(x) — 9(v)), = € [a,b] (3.2.5)

fonksiyonu tanimlansin. Bu esgitligin her ki tarafi

%)2 exp {— (o) (t— :):)] exp [— fa() (t— y)]

(ko(a Ko(a) Ko(r)

ile garpilir ve ¢ikan sonucun [0, ¢] araliginda integrali alinirsa

:;Eoz) U x)} P {_ Ko(Q) (t - y)} H (z,y)dxdy
Fa ()

1 —exp [—Ro(a)t

K1 ()

= 2

}) PL(f)(t) = 2L, f(t) “TTag(t)

froe = () (/)
kullanilirsa
<(/~€Tla))2 /Ot /Ot (exp [_Z;Eag

elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizligi

VR

(t — 3:)] exp {_ Z;Ezg (t— y)} H(z, y)d:ndy) 2

Q

38



sonucu ¢ikar. Buradan

AN
~
[a—
|
Z
x| o
S

elde edilir. (L — f(x))(f(z) —1)) =0 and (M — g(x)) (9(x) —m)) > 0 ifadelerinden
Lo {_ Z$§§§ t] cp _ _
To(L— f()(f() =1) =0

k1 ()
. (3.2.6)
e |
( K1 () PLo(M = g(t)) (g(t) —m) > 0
yazilabilir. Dolayisiyla Lemma 3.2.1° den
Lo [_ :;EZ; t} cp cp 2
( e 720 - ( P11 62
ew[ RG]\
) (L ( () = Laf®)
1—exp _:é(z)t
X(cPIaf(t)l< Hl[(a)()]))
ve
1 —exp [— Q;Egg t} . 3 )
( r1(a) PLag?(t) — ( P Tag(®)) (3.2.8)

[N
=
 ~
—_
|
&
J|
o
3|z
2l
T
~
Q
-
Q
Q
=
~_

elde edilir. (3.2.6), (3.2.7) ve (3.2.8) esitsizlikleri kullamlirsa
2

— exp |2
((1 p |: ro(a) t} ) CPIa(fg)(t) _ CPIaf(t) CPIag(t)) (329)

k1 (a)
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1—exp —Zl(g)t
X CPIag(t)m< [ o) } .

—exp |-l
< ((1 p[( ;0(“’4) (Ll)) (3.2.10)
Rl

ve

(1 — exp [— e t} ) - m)) (3.2.11)

elde edilir. (3.2.9), (3.2.10) ve (3.2.11) ifadelerinden istenen sonug elde edilir.

Lemma 3.2.2 f ve g, [0,00) araliginda integrallebilen iki fonksiyon olsun. Bu taktirde

her ¢t > 0 ve o, 8 € [0, 1] igin

e |55 o e |5
( e ()0 + ——5 Z.(fo)(t)

= PLf() “PIag(t) — TIsf (1) CPIag(t)>
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1—exp [—'“(a) ] 1—exp [—'“(B)t]
ko(a) ko (B)
< ( . PIs (1) + . P2

r1(a) r1(P)
~2 VL f(t) L f (t)>

1—exp [ KO(B) t] 1—exp [— Ki(o) t}

B] cps 2 ro(@) "] ops 9
X Zog=(t) + Tsg-(t
< Hl(ﬁ) ( ) B ( )

—2 “TTg(t) CPZBQ@))
esitsizligi gecerlidir ki burada kg ve k; (2.2.8) sartlarini saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. (3.2.5) ifadesi

R | e [0

ile carpilir ve elde edilen sonucun z ve y degigkenleri icin (0,¢)? bolgesinde integrali alinirsa

ﬁ/t /teXP l-ggg (t—x)] exp l—:;g i(t—y)} H(z, y)dxdy

1 —exp [ Z;Eg ] op 1 —exp [ QH op
— -5 T (fg)(t) + (@) Zs(fg)(t)

= PLf(t) TTag(t) = TIsf(t) “Lag(t)

elde edilir. Daha sonra, Teorem 3.2.1’in ispatinda oldugu gibi ¢ift kath integraller i¢in
Cauchy-Schwarz egitsizligi uygulanirsa istenen sonug elde edilir ve boylece ispat tamam-

lanir.

Lemma 3.2.3 f, [0, 00) araliginda integrallenebilen, I, L € R, I < f(u) < Lveu € (0,00)
sartlarim saglayan bir fonksiyon olsun. Bu taktirde her ¢t > 0 ve «, 8 € [0, 1] i¢in

K1 ()

1 —oxp [_ Ko (a) ] CP~ 2 1 —oxp [ ZO(B)t} CP+ 42 cP cp
e iy ¢ OO ) 27T, () P T 1)
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1 —exp —Zl(g)t 1—exp —zl(ﬁ)t
_ (L |: o(a) :| o CPIaf(t) CPIBf(t) —1 [ 0(8) ]

K1 (Oé) . (ﬁ)
Lo |-BG] o ——
! F1(P) - T/ Lof(t) —1 k1 (a)
1 —ex _ri(a)
_ : L) o(oc)t} CPzﬁ(L — ) (f) =1
Lo [-251
B m(B) To(L = fO)(f(1) = 1)

esitligi gecerlidir ki burada xg ve k; (2.2.8) sartlarim saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. (3.2.4) ifadesi ﬁ(m exp [— Z;Eg; (t— y)} ile carpilir ve elde edilen sonucun ¥ igin
0’dan t’ye integrali alinirsa

K1 ()

(o =) ([ 200 )

— exp |- Fala) .
(B ) ([ [-2-9] - )

B
—COPTL (L — FO))(f(t)=1)) (Hotﬁ) /Ot exp [— Z;Eg; (t— y)] dy>

e ol WAR I AT
i ([ e e ] e 0w o)
1 — exp | — Fule) 1 — oxp [—518)
— :1[(@)/@0(0!) ] CPIsz(t) + :lgﬂ)ﬁo(ﬁ) t} CPIaf2(t) _ QCPIaf(t) CPIﬁf(t)

elde edilir ve bdylece istenen sonuca ulagilir. Ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2 f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen, | < f(u) < L, m < g(u) < M,
I,Lym, M € R ve u € (0,00) satlarini saglayan iki fonksiyon olsun. Bu taktirde her ¢ > 0
ve a, B € [0,1] igin

1 —exp [_ ;2((3)) t] cp 1—exp [_ ;z((ﬁﬁ)) t} cp
(o e + —— O e )
~CPLI) P Tig0)~ Taf(0) Lgte)) (3:2.12)
e [5 cop ) ((erm g - L2 LR
< KL @ — YL f(t) Zsf(t) =1 2 (5)
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1—exp [— '“(O‘)t] 1 —exp [— '“(B)t}
Ko(a) ko(B)
+ [ CPz, (1) =1 - L — OPT (¢
f() Iil(Oé) Hl(ﬁ) ﬁf()
1—exp [——'“(O‘) ] 1—exp [——“1(6) t]
ko(a) ko (B)
X M 0 — OPT a(t CPTag(t) —m
K1 () 9(t) 29(%) k1(B)
1 —exp [— '“(O‘)t] 1 —exp [— '“(B)t}
cpP Ko (a ko (B) cp
Zog(t) — M — Zsg(t
+ g(t) —m (@) ) 59(t)

esitsizligi gecerlidir ki burada kg ve k; (2.2.8) sartlarini saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. (L — f(z))(f(z)—1)>0ve (M — g(x))(g(z) —m) > 0 oldugundan

ve

1 —exp [— o (@) t]

K1 ()

PILs(L — fFO))(f(t) = 1)

PLAL— FO))(f(t) 1) <0 (32.13)
PLy(M — g(1)(g(t) —m)
PTM — g(t)(g(t) —m) <0. (3.2.14)

yazilir. Lemma 3.2.3, f ve g fonksiyonlaria uygulanir ve ardindan, Lemma 3.2.2, (3.2.13)

ve (3.2.14) kullanilirsa (3.2.12) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.3 f, @1 ve ¢y, [0,00) araliginda integrallenebilen

1(t) < f(t) < alt)

vt € [0, 00). (3.2.15)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar olsun. Bu taktirde ¢ > 0, «, 5 € [0, 1] i¢in

esitsizligi gecerlidir.

>

L) P Lagalt) + T Tapi(t) P

CPIB(pl (t) CPIOcQ02(t) + CPIBf(t) CPIaf(t)
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Ispat. (3.2.15) esitsizliginden, her z > 0, y > 0 i¢in

(pa(x) = f(2)) (f(y) —#1(y)) = 0

elde edilir. Buradan

©a(2) f(y) + o1 () f(x) = o1(y) () + f(2) f(y) (3.2.16)

yazilir. (3.2.16) esitsizliginin her iki tarafi #@ exp [— ralo) 4 :1:)}, z € (0,t), t > 0ile

Ko ()

carpilir ve (0,t) tizerinde x’e gore integral alinirsa

Fs [ o[22 -]t

rert)— [ e <20 )] s

> sol(y)%)/ot exp l—f{l(a) (t—SC)] pa()

Fio( ro(a)
+i0)— [ o -2 )] s

ki buradan

Fy) CLapa(t) + o1(y) “TLaf (1)
> o1(y) PZapa(t) + fy) PTaf(t) (3.2.17)

o(B) 0(B)
(0,t), t > 0 ile carpilir ve (0,t) tizerinde y’e gore integral alinirsa

esitsizligi elde edilir. (3.2.17) esitsizliginin ner iki tarafi — exp —:1—(@(15 — y)], y €

PLf(t) “TLapa(t) + “TLgpi(t) “TLaf (1)
> PIopi(t) TTapa(t) + TIsf(t) T (1)

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.2.1 f, t € [0,00) ve [, L € R olmak tizere [ < f(t) < L sartin saglayan [0, co)
araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu taktirde, t > 0, «, 5 € [0, 1] ve (2.2.17)
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ile belirtilen operatoriin hipotezindeki parametrelerin gsartlar: altinda

1—exp [——'“(B) t] 1—exp [——”1(‘”) t]
ko (B) Ko ()
l - CPT f(t)+ L CPT.f(t
) f(t) (@) sf(t)
1—exp [ r(f)y ] 1 —exp [— ra(a) t}
ro(B) ro(a) cp cp
> + CPTf(t) OPT, f(¢

Kl(ﬁ ml(a) Bf() f()

esitsizligi elde edilir ki burada kg ve k; (2.2.8) sartlarim saglayan fonksiyonlardir.

Teorem 3.2.4 f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen iki fonksiyon olsun. (3.2.15)

sartin ve ayrica [0, c0) araliginda integrallenebilen 1; ve 1)y fonksiyonlari

Ui(t) < g(t) < aa(t), Vit €0, 00) (3.2.18)

sartin1 saglasi. Bu taktirde, ¢t > 0, o, 8 € [0, 1] igin

(@) “PTehi(t) TTLaf (1) + PLapa(t) T Tpg(t)
> PLyn(t) T Tapa(t) + PILaf(t) Cag(t)
(b)  PIpi(t) PCTag(t) + TTata(t) TIsf(t)
> PLyoi(t) “TTatha(t) + PIf(t) T Tag(t)
(€)  “PLapa(t) “PTyha(t) + “TTaf(t) “PTag(t)
> PLopa(t) TIag(t) + “TIan(t) “TLaf (1),
(d)  PTapi(t) TTpp(t) + TTLaf(8) T Tpg(t)
> Lo (t) “PTog(t) + “PTan(t) “TTaf (1)

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat. (a): (3.2.15) ve (3.2.18) esitsizlikleri yardimiyla her ¢ € [0, 00) icin

(pa(x) = f(2)) (9(y) —h1(y)) = 0

yani

©a(2)g(y) + V1 (y) f () = 1 (y) () + f(2)g(y) (3.2.19)

yazilir. (3.2.19) esitsizliginin her iki tarafi = € (0,¢) olmak tizere

L e {— rala) x)}

Ko(a) Ko(a)
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ile garpilir ve (0,t) tizerinde z’e gore integral alinirsa

9(y) CPI&(P2(t) +1(y) CPIaf(t)
> Pu(y) “TLapa(t) + 9(y) “TLaf () (3.2.20)

elde edilir. Daha sonra (3.2.20) esitsizliginin her iki tarafi y € (0,¢) olmak tizere

S )

ile garpilir ve (0,t) tizerinde y’e gore integral alinirsa

PLys (t) TLaf(t) + T Tapa(t) “TTsg(t)
> PTop(t) PTapa(t) + TLLf(t) “PTsg(t)

elde edilir. Benzer gekilde

esitsizlikleri kullanilarak (b) — (d) ispatlanir.

Teorem 3.2.4"un 6zel bir durumu olarak, agagidaki sonucu verelim:

Sonug 3.2.2 f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen iki fonksiyon ve I, L,m, M € R
olmak iizere

I<fA)<L, m<glt)<M, Vt<][0,00)

olsun. Bu taktirde, t > 0, a, 8 € [0, 1] igin

1—exp [— R;Eg; t] 1 —exp [— ra(e) t}
a m " CPT (1) + L @ 1) P gt
( 1) Kl(ﬁ) f() Hl(Oé) Bg()
1 —exp —“1(‘“)1&} 1—exp [——"“(ﬁ)t]
Ko () ko(B)
> mL 0 + CPT f(t) “PTsq(0),
> S L ORE
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o) 1 1— ex:1 E;;;Eg; t} CPL (1) + M 1-— ex:1 E;)ZIEZ; t] (JPIﬁf(t>
. 1-— ex:1 E;;éggg t} 1-— exll; E;)Z;Eg; ] + CPTLE(t) CPTag(t),
o () () o
> L - exzt)igﬁﬁ t] TLog(t) + M - exfi Eﬁ)ﬁé% t] L),
(dy) Im . ele E;)Z;EZ; } 1= exil[(;)f;((g))t] + CPTF(t) “PTa(t)
- 1= eXII; L;)Zég ] CPLg(t) +m 1- eX/I; E;):égg; t} CPT F(#)

esitsizlikleri elde edilir ki burada kg ve r1 (2.2.8) sartlarini saglayan fonksiyonlardir.

Lemma 3.2.4 f, o1 ve @9, [0,00) araliginda integrallenebilen fonksiyonlar olsun.

(3.2.15) sartlar1 saglansin. Bu taktirde, t > 0, «, 8 € [0, 1] i¢in

K1 ()
KQ (a)t

1 —exp [—

k1(@)

= (“"Tap)(t) = TS W) (VL) = CTagp) (1))

] CPIaf2(t) _ ( CPIaf(t))2

1 —exp —% op
~ O Za(pa(t) = f(0)(f () — ¢1(2)))
—exp | —51@)]
(22RO ) erg ) - 2000 7T
k1(a) “ : "
—exp | —51@)]
o EE @ erg o) = Pt L)
k1(a) “ : "
1 oxp |~ 2]
+ P Lap(t) “TLaps(t) — PLalpea)(t) (3221)

K1(a)

esitligi gecerlidir ki burada xg ve k; (2.2.8) sartlarim saglayan fonksiyonlardir.
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ispat. Herhangi > 0 ve y > 0 icin

(p2(y) — f(y)) (f(z) — ¢1(x)) + (p2(x) = f(2)) (f(y) — ¥1(y))
= (p2(2) = f(@)) (f(2) = e1(@)) = (p2(y) = (W) (f(y) — e1(y))
= [A(2) + 2 (y) = 2f (@) [ (y) + p2(y) () + @1(2) f(y) — @1 (2)pa(y)
+p2(2) f(y) + 1(y) f(2) = e1(y)pa(x) — @2() f(2) + @1(x)p2(2)
)f(z e1(y)pa(y

) ) (
—p1(2) f(x) — e2(y) fy) + (y) = 1 (y) f(y) (3.2.22)

) f

yazilir. (3.2.22) esitliginin her iki tarafi x € (0,t), ¢t > 0 olmak {izere

ile carpilir ve 0’dan t’ye x lizerinde integral alinirsa

(p2(y) = f) (PLLf(t) — “FTopr(t))
+ (PTapa(t) = “PLLf(1) (f(y) — o1(y))
— PTea(t) — F(1))(f(t) — 1(1))

- - - 1 —exp [— z;gzg t}
(p2(y) — f(y) (f(y) — ¢1(y))

k1(a)

1 —ex —'“—m)t
— CPzaf2<t>+f2<y>( | "°(“)])—2f<y> CPT (1)

K1 ()
+oa(y) VLo f () + f(y) TTTapr(t) — 02(y) “TTagr(t)
+1(y) CLapa(t) + o1(y) CLaf(t) — o1(y) T Taa(t)
— PL(oaf)(t) + TLa(prip2)(t) — “TLolipr f)(2)

—exp |—rala)
—oa(y) f () (1 p[ RO(Q)4>

K1(a)
—ex r1(a) 4
+p1(y)pa2(y) (1 :ILH o(e) ])
)1 W) (1 — E;féé’ 4 ) (3223

elde edilir. (3.2.23) esitliginin her iki tarafi y € (0,¢), t > 0 olmak iizere

e e

(t—vy)
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ile carpilir ve 0’dan t’ye y tizerinde integral alinirsa

(PZapa(t) = PTof (1)) (OTTaf(t) — “PTapn(t))
+(TLagpa(t) = L) (PLf(t) — L 1<t>)

1 —exp Ro(z)t
= PL(ealt) ~ FONFO ~ 910 | s ”})

1—exp “1(0‘
— L, (oa(t) — £(1) (f(1) — @1 (1)) L ] )

k1(a)
atecd o A WY Ll o
= /{1(@) Iaf (t> _'_ Iaf (t> K,l(Oé)
2 CPT (1) CPTaf(t) + P Tapa(t) CPTLf (1)
+ P ) PLapi(t) — “PTopa(t) “Fopi(t)
+ PLf(t) “TTapa(t) + “TTapn(t) VL (1)
— Lo (t) TLapa(t)
L —exp | -5
| e
1 —exp —:;EZ; t]
+ fﬁ{oz) ¢ To(192)(t)
1 —exp _ z;gag
| e
1—exp Z;(Z)t
- CPIa(szf)( ) f<&1£04) - ]
1 —exp —z;(g)t
+ P wg)(t)( HL) ”})
1 —exp —Zl(z)
—CPI(Splf)()( fﬁL)()])

elde edilir ve (3.2.21) elde edilmis olur.

Teorem 3.2.5 f ve g, [0,00) araliginda integrallenebilen iki fonksiyon, @1, 2,11 ve 1o
(3.2.15) ve (3.2.18) sartlari saglayan [0, c0) araliginda integrallenebilen dort fonksiyon
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olsun. Bu taktirde her t > 0, « € [0, 1] igin

K1 (a)

1 —exp [— Ho(a)t

k1(@)

< \/T(f7 ©1,92)T(g, 1, 2) (3.2.24)

| La(f9)(1) = PLaf (1) T Lag(t)

esitsizligi gecerlidir ki burada T'(u, v, w)

T(u,v,w) = (“PTwt)— “PTu®) (“FLu(t) — “TLod))

1 —exp |—a

+ :}a)n (o) }) CPIQ(UU)(t) CPIav(t) CPIau(t)
1 —exp |—fle)y

+ :}OK)“O(O‘) }) CPIa(wu)(t) . CPIaw(t) CPIau(t)

seklinde tanimlanir.

Ispat. fveg, [0, 00) araliginda integrallenebilen iki fonkiyon olsun ve (3.2.15) ve (3.2.18)

sartlar1 saglansin.

H(z,y) = (f(x) = f(y)) (g(z) —g(y)), =x,y€(0,t), >0 (3.2.25)

egitligi tammlansin. (3.2.25) esitliginin her iki tarafi z,y € (0,t), ¢ > 0 olmak {izere

1 k1(a) } 1 l K1(a) ] )
exp | — t—2)| ——exp |— t— ile carpilir ve O’dan ¢’'ve x ve y’e
roa) P { p” (a)( ) 0@ P T (a)( Y) Garp ¥ y
gore ¢ift kath integrali alinirsa

% /Ot /Ot @ exp {— Z;EZ% (t— x)} @ exp {— Z;EZ% (t— y)} H(x,y)dzdy
B 1 —exp [—Z;—g;t} op . .,
- (@) Zo(fg)(t) = " Lo f(t) * Zag(t) (3.2.26)

elde edilir. (3.2.26) igin Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanirsa

k(@) 2

ro(a)

1—exp[

K1 ()

| PLa(f9)(t) = “Laf(t) FTagt)
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_ ki1(a)

1—exp[

< ( ﬂ«JMM])(”LJ%w(C%@ﬂwV)
1 —exp |-
X ( i L)’m(“)t] ) CPTg(t) — ( CPIag(t))2) (3.2.27)

elde edilir. (p2(t) = f(2)) (f(t) = ¢1(t)) = O ve (a(t) — g(1)) (9(t) — ¢1(#)) = 0 oldugundan
t € [0,00) igin

t
| °PL ((ealt) — FO)F(E) — 1(1))) > 0,

t
] P ((W2(t) = g(1))(g(t) = (1)) 2 0

olur. Lemma 3.2.4 yardimiyla

1 —exp |~
( p [ Ho(a)t:| ) CPIaf2(t) — ( CPIaf(t))2

k1 (a)

< (OPLapa(t) — OPLLf() (CPLaf (1) ~ CPTapn (1))

1 — exp | —fue)
+ ( p[( ;O(a) }) PLoor /)(t) = PLapr(t) “TLaf(t)
Iyt
1 —ex — ()
T ( ” [( ;OW}) PLa(o2f)(t) = TLapa(t) TLaf (1)
R1l&
1 —exp | — Hl(a)t
+ CPIasﬁl(t) CPIasﬁz(t) a ( ZE&)HO(Q) ]) CPIa(901902)(75)
=T(f, ¢1,p2) (3.2.28)

ve

1 —exp |—2le)
( p [ Ko(ax) t:| ) CPIag2(t) — ( CPIag(t))2

K1 (o)

IN

(“PZarpa(t) = “PLag(t)) (“FZag(t) — “FTowh (1))

K1 (@)
<1eXp ~ ko(@) }) cp _crp cP
+ Zo(1h19)(t) Zathr(t) “ " Zag(t)
K1 (o)

o1



K
1 —exp [— R;(a)

t
+ PLoapy (t) P Lanfa(t) — ( ]) P o (W11ha)(t)
=T(g,v1,2) (3.2.29)

yazilir. (3.2.27), (3.2.28) ve (3.2.29) yardimiyla (3.2.24) esitsizligi elde edilir.

3.3 Sabit Orantih (CP) Kesirli integral Operatorleri igeren
Chebyshev Tipli Esitsizlikler

Bu béliimiinde, sabit orantili (CP) kesirli integral operatoriinii igeren Chebyshev tipli

integral esitsizlikleri iizerine yeni bulgular sunulmugtur.

Teorem 3.3.1 p, [0,00) araliginda pozitif ve integrallenebilir fonksiyon, f ve g, [0,00)
araliginda diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. f' € L,.(]0,00)), ¢’ € Ls(]0,00)),
rs,y>1,1+L =1 141 zlve%—i-% = 1 olmak ftizere her t > 0 ve a € [0, 1]

icin

2| LTS - T L1)0) (3:3.1)
—Kl ) — )| ex ri(@) —

( 7l ||g||s//ex[ l ﬂ p{ el y>]

x|z —y rf 9 p(a)p(y)dady

esitsizligi gegerlidir.

ispat. f ve g, Teorem 3.3.1'nin sartlarin saglayan iki fonksiyon ve p, [0, 00) araliginda

pozitif fonksiyon olsun.

H(x,y) = (f(z) = F)g(x) = 9(y); z,y € (0,1),1>0. (3.3.2)
(3.3.2), @ exp [— :;Eg (t — x)} p(z) ile garpilip ardindan x’e gore (0, t) lizerinde inte-

grali alinirsa

1 /Ot o [_nl(a) ( _x)} (@) H (z, y)dz (3.3.3)

Ko(a) Ko(a)

= PL.fo)t) — g(y) “TTa(pf)(t) — F(y) “FTalpg)(t) + f()g(y) “Lalp)(t)
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1
ozdegligi elde edilir. Simdi (3.3.3) 6zdesligi @ exp {— (t — y)] p(y) ile carpilip
Ko

ardindan y’ye gore (0,t) lizerinde integrali alinirsa

( ) / / exp { (@) t— :c)} exp {_ k(o) (t— y)] p(x)p(y)H (x,y)dxdy

() Ko(a)
- 2[”1 DL, (0a)(0) — L. (6)(1) VL, (p)(0) (3:3.4)

ozdesgligi elde edilir. Diger taraftan

H(x,y) / / [ (u)g' (w)dudw

oldugundan, ¢ift kath integraller i¢in Holder esitsizligi kullanilirsa

1 Yy /
o[l
1 Y /

o [ rad

[ 1r@rd % [t %

3=

[f(2) = F(y)l < |z =y

ve

» =

l9(z) — g(y)| < |z —y]

yazilir. Buradan

1,1
|H(z,y)] < |o —yl 7

esitsizligi yazilabilir. Buradan

2| “PLo(p)(t) P Lalpf9)(t) = “TLalpg)(t) TV Talpf) (1]

< () [ [ oo [290 ] e [—Z;Ejﬁ&—w] pa)ply)
/Ig )|*dw

I rau]

esitsizligi elde edilir. Elde esitsizligin sag tarafina iki kath integraller icin Holder esitsizligi

‘%Jr

v\‘ -

x|z — d:cdy

uygulanirsa,

2| “PZa(p)(t) “PLa(pfo)(t) — P Talpg)(t) “PLalpf) ()| (3.3.5)
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(i) | [ oo [y n] oo [-2255e-)
oo+ | [ 1wl %
[ i) oo [

/ g/ (w)[*dw|

p(x)p(y)drdy

L 1
2

1
~

X |z —y|7

p(x)p(y)dxdy]

esitsizligi elde edilir. Simdi

[ 1r@rd

esitsizlikleri (3.3.5)’de kullanilarak,

< IfII7

Yy
/ |g'<w>|8dw) <ligl:

2| “PZa(p)(t) “"Lapfo)(t) — “TLalpg)(t) “"La(pf)(2)]

< [ [ [ e e
r1(@)

x|z —y|7 dxdy

[”gm// { e t‘x)}exph;(a%“_y)}

1
7

2

x|z — g7 p(a )p(y)dxdy]

yazilir. Buradan

2|1, (1?2)( t) Lo (pfg)(t) — “PLa(pg)(t) T Ta(pf)(t)]
< () 710 ||gu//exp[ M- ) exp | -2 - )
x|z — y|7* 7 p(a)p(y)dady

esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 3.3.1 ispatlanmig olur.

Teorem 3.3.2 p ve ¢, [0,00) araliginda pozitif ve integrallenebilir fonksiyonlar, f ve g,

[0, 00) araliginda diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. f’ € L,([0,00)), ¢’ € Ls([0, 00)),
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rsy>1a+g =11+

T

l,:lve%+$zlolmakﬁzerehert>OVea€[0,1] igin

V)

| “PLaa(t) T Tapfo(t) + “PLap(t) T Laaf9(t)
=~ PLpf () T Laag(t) — P Taaf (1) P Tapg(r)

<(- 1))Hfumu
[ e

esitsizligi gecerlidir.

(=) exp |20t = )] o = o192 gty

Ko(a)

K1(a)

@@f“{‘@m>

(0, ) tizerinde integrali alinirsa

Ispat. (3.3.3) Ozdesligi (t — y)} q(y) ile garpilip ardindan y’ye gore

| P Laq(t) “CLapfo(t) + “TLap(t) " Tagfo(t)
- CPIapf(t) CPIaqg(t) - CPIan(t> CPIapg(t)‘

<(zim) [ [ e a]ow e ] v
X /ym | f'(w)|"du ' /yw g’ (w)[*dw ip(x)q(y)dxdy

esitsizligi elde edilir. Teorem 3.3.1’deki benzer yontem kullanilarak istenilen sonug elde

3

edilir.

Teorem 3.3.3 [ ve g, [0,00) arahiginda iki senkronize fonksiyon olsun. Bu taktirde,

t>0, a€l0,1] igin

crPr. > k1 (a) crr crr
(fo)(t) > - [-Zéﬁi? t} F) " Lag(t) (3.3.6)

esitsizligi gecerlidir ki burada kg ve k1 (2.2.8) kogullarini saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. f ve g, [0, 00) tizerinde senkronize fonksiyon oldugundan, z > 0, y > 0 igin,

yazilir. Buradan

f(@)g(x) + f(y)gy) > f(x)g(y) + f(y)g(x) (3.3.7)
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esitsizligi gegerlidir. Simdi (3.3.7) esitsizliginin her iki tarafi z € (0,¢) olmak iizere,

no%a) exp [_ Q;EZ; (t — )| ile carpihirsa

o[- )] st

/{O(a) /ﬁ()(Oé)
G
(@) eXp[ Ko@) (t )} FW)gy) (3.3.8)
PN CC A [P
2 o) eXp[ Ho(a)(t )} f(@)g(y)
1 IC) . N
(@) eXp[ ro(a) (t )] fy)g(x)

esitsizligi elde edilir. Daha sonra (3.3.8) esitsizliginde (0,¢) tizerinde z’e gore integral

L0 + s [ew |20 st

> g(y) “TTaf ) + fy) T Tag(t)

esitsizligi yazilir. Boylece

alinirsa

K1 (o

1 —exp [— o (@)

K1 (Oé)

=

/
CL(f9)t) + f(W)g(y) ( }> > g(y) “TLaf () + fy) TTag(t)  (3.3.9)

olur. (3.3.9) esitsizliginin her iki tarafi y € (0, ¢) olmak tizere, #@z) exp [— rale) (4 y)] ile

ro(a)
carpilirsa
L ex —Kl(a) _ cpP
Ko(a) p{ Ko(a)(t y)} Z.(fg)(t)
L [ 1—exp | -]
) exp[ /{O(a)(t y)} f(y)g(y)( @ (3.3.10)
! ex —Kl(a) _ cp
= Ko(ar) p{ Ko(a)(t y)} 9(y) Lo f (1)
! ex _mla) cp
@) p[ ro() y>] f(y) “"Tag(t)

esitsizligi elde edilir. (3.3.10) esitsizliginde (0, t) lizerinde y’e gore integral alinirsa

%) /0 - [_%@ - y)} ay P Tu(fo)(t

Iio(

t —exp |-
+/0 e [_Kl(a)(t—y)] f(y)g(y)dy(l d ma)t})

Ko(av) k1 ()
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= Ot moza) Y {_ K;EZ; (t - y>] 9(y)dy "L, f(t) (3.3.11)
L F1 (@) cp
[ e [‘m)(a) - ”} Wy Tog()
bulunur. Sonug olarak
K1 ()

PL(fo)(t) >
1 —exp

L—

K1
)
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.4 f ve g, [0,00) tizerinde iki senkronize fonksiyon olsun. Bu taktirde her

t>0,a,0€l0,1] icin

L—ep |20, L-ep RG],
(o) Ts(fo)(t) + 7 LfO0) 5510

> PLf(t) P Tg(t) + PLaf (1) T Tag(t)

esitsizligi gegerlidir ki burada kg ve k1 (2.2.8) kogullarini saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. Teorem 3.3.3'de oldugu gibi, benzer argiimanlar kullanilarak

! B, cp
mEtad e L RECEE
L [m®) 1 —exp |11
@ exp[ Ko(ﬁ)(t y)} F(W)a(y) (@ (3.3.13)
1 ) op
> L ) 9 o s
1 r1(B) op
e R O

esitsizligi elde edilir. (3.3.13) esitsizliginde (0, t) iizerinde y’e gore her iki tarafin integrali

aliirsa, istenilen (3.3.12) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.3.5 {f;} (i = 1,...,n;n € N) [0,00) araliginda pozitif artan fonksiyonlar
olsun. Her t > 0, a € [0, 1] i¢in

1—exp |50

K1(a)

t} f[ P fi(t) (3.3.14)

L, ( 11 fz-) (t) >
i=1
esitsizligi gecerlidir ki burada kg ve k; (2.2.8) sartlarini saglayan fonksiyonlardir.
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ispat. Bu teorem tiimevarim yéntemiyle ispatlanir. Agikcan =1 ve hert > 0, o € [0, 1]
igin,
PLAE) 2 L)

oldugu goriiliir. n = 2 (3.3.6)’de uygulanirsa, her t > 0, a € [0, 1] igin,

k1 ()

1 —exp [— o (@)

. -1
L (fufo)(t) > | LA T Lafa(t)

K1)
elde edilir. Simdi n = n — 1 igin,
2—n
O LR v e
Ko (a

0P1a< 1T fi) (t) > I z.f) (3.3.15)

i=1 ri (@) i=1
oldugu kabul edilsin (tiimevarim hipotezi). {f;} (i = 1,...,n) pozitif artan fonksiyonlar

n—1 n—1

oldugundan, H fi artan fonsiyondur. Dolayisiyla H fi = g, fn = f fonksiyonlarina
i=1 =1
Teorem 3.3.3 uygulanirsa

CPIQ< lj f,-) (t) = “PI.(f9)(t)

3.3.16
1—exp [— :;Eggt ( )

K1 ()

>

-1
] n—1
1, (I14) 0 ZA0
i=1
elde edilir. (3.3.16) esitsizligin sag tarafinin orta ¢arpanim (3.3.15) esitsizligin sag elemani

ile degistirirsek, (3.3.14) esitsizligi elde edelir ve boylece ispat tamamlanir.

3.4 Sabit Orantili Caputo-Hibrit Operatotiirunii igeren Hermite-
Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boéliimde, sabit orantili Caputo-Hibrit kesirli integral operatorinii iceren Hermite-

Hadamard tipli integral esitsizlikleri iizerine yeni bulgular sunulmustur.

Uyar1 3.4.1 Bu boliimde
ki(a,t) = (1 —a)t®
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durumlar1 géz éniine alinarak yazilmistir [9].

Teorem 3.4.1 f : I C Rt — R, I°de iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f', I tizerinde lokal olarak L,’in fonksiyonlar1 olsun. Eger, f’ ve f”, I tizerinde

ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

‘_fﬁ (@) f(a) + Ko (@) ['(a) k(@) f(2) + Ko (a) [ (2)

T —a b—x
(D @) Dy )
e )< (@—a) " (b—x)H) ’
< R (@) [f(a)] + ko (@) | £ (a)]
- 24+s5—«

+ (k1 (@) [/ (0)] + ko (@) [/ (D)) B2 — v, s + 1)

5 @)1 @]+ 0 (@)1 @) (B2 = s 1)+ 51— )

esitsizligi gegerlidir ki burada a € [0,1], s € (0,1], a < x < b, B(.,.) bir Beta fonksiyonu,

Ko ve k1 (2.2.8)’deki kosullar saglayan fonksiyonlardir.

ispat. Lemma 2.2.5 ve mutlak degerin o6zellikleri kullanilarak,

T —a b—x

’_m (@) f(a) + ko (@) f'(a) k() f(x)+ ko (@) [ (2)

(D) erDpr ()
o (520 SrensrY o
< k() /tl‘a |f (ta+ (1 —t)x)| dt + Ko (a)/tl‘a |f" (ta+ (1 —t)z)|dt

+r1 (@) /tl_a |f' (tz 4+ (1 — ) b)| dt + ko () /tl_a |f" (tx+ (1 —t)b)|dt

yazilir. [’ ve f”, I lizerinde s-konveks fonksiyonlar oldugundan,

)_m (@) f(a) +ro(a) f'(a)  mi(a)f(x)+ ro(a) [/ ()

T —a b—=x

) (SeLELE) | EODELOY

(e—a)™" (02"
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/tl @ (|1 (@) + (1 — ) [/ ()] de
o () [ 870 (@ 17 (@) + (1 — 6" | ()]) de

+h1 () [ 7@ @)+ (=) [f (b)) dt

+ro () [ 7@ (@) + (=) [ ()]) dt

O\H O\H O"\H

1

= (s (@) @]+ ro (@) | (@)) [ (@0 )

0

tl-i—s—adt

+ (k1 (@) [/ (@)] + o () [/ (a)])

+ (k1 (@) [ (B)] + o (@) [£7(O)]) [ 77 (1 =) dt

O\H O"\H

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.2 f: I C Rt — R, I°’de iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f’, I lizerinde lokal olarak L’in fonksiyonlar1 olsun. Eger, |f'|? ve |f"|?, T

tizerinde ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

‘_ m1(0) £ (@) + ko (@) /(@) k(@) £ (2) + ko () £/ ()

r—a b—x

o (SR | SO0 |

(z —a)*™® (b—x)>"
1

< T
(1—a)p+1)r (s+1)

Q=

Q=

x [ (@) (1 (@1 + 17 (@)1%) 7 + mo () (17" @I + 1" (2)])

iy (@) (I @I+ 1 B)1)7 + ko (@) (1" (@)1 + £ ()]

esitsizligi gegerlidir ki burada a € [0,1), s € (0,1], a <z < b, p,q > 1, % + % =1, Ko ve
K1 (2.2.8)’deki kogullar saglayan fonksiyonlardir.
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Ispat. Holder esitsizligi (3.4.2)'ye uygulanirsa,

_ra(a) fla) + ko (@) f'(a)  ki(a) f(x)+ ko (@) [/ (2)

ool |
o] e

+#1 (@) | jt(l‘“)pdt | /1|f’(t$+(1_t)b)|th |

o (@) _(/lt(la)pdt : (jf (tz + (1 —1) b)th) i}

esitsizligi elde edilir. |f/|? ve | f”|"'nin s-konveksliginden,

() fla) + ko (@) f'(a)  ki(a) f(x)+ ko (@) [/ (2)

T —a b—x

+I' (2 - @) (g;cf)gz@ - g(ZC—DE)é‘(S)) '

((1w+1p{ (/ eI @+ f()))
+0(a) ( [ @@=t @r) dt)

0

+r1 (a) (/ (1 @+ Q=) 1f (O)) dt)

0

+ho (a) (/ (L7 @I+ @ =) f" ®)) dt) }

0

IA
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yazilir. Basit hesaplamalar ile

)_m (@) f(a) + ko (a) f'(a) w1 (a) f(x)+ ko () [/ (2)

T —a b—=x

(oD @) ereDpr ()
e ) < (x — a)z_o‘ * (b— :c)2_°‘ )

1 o (@ @)
- <<1—a>p+1>i{ ! >( st )

) (LS ‘”“”q)% (o) (LS W)%

s+1 s+1
_— <|f” I+ 1”0 )}

esitsizligi elde edilir ve istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.4.3 f: 1 C RT — R, I°’de iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f’, I lizerinde lokal olarak L’in fonksiyonlar1 olsun. Eger, |f'|? ve |f"|?, I

tizerinde ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

Tr—a b—x

‘_ m1(0) £ (@) + o (@) /(@) k1 (@) £ (2) + ko () £/ ()

x (2 — a)l_%

L (eeDsr@) oD
e ) ( (z —a)>™® * (b—2)> )

< ml0) (2 L @rBe - as+ 1)

+ko (@) (La—”a + 1" ()" B2 — a, s+ 1)) '

24+ s
q

T () (;Ji( N g >|q8<2—a,s+1>)

q

+ro () (ﬂ% + 1" O)|"B2—a,s+ 1))

esitsizligi gecerlidir ki burada « € [0,1], s € (0,1], a < z < b, ¢ > 1, B(.,.) bir Beta

fonksiyonu, kg ve k; (2.2.8)’deki kogullar saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. (3.4.2)’ye power-mean esitsizligi uygulanirsa,

‘_fﬁ (@) f(a) + Ko (@) f'(a) k(@) f(x) + Ko (a) [ ()

T —a b—=x

10— (SDiE) | EODL ) |

(z —a)* (b—z)"°
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< k() (/ tladt) (/tlaf’ (ta+ (1 —1) x)th)

0 0
1

1 1- 1 :
+ko (@) /tl‘adt /tl—a If" (ta+ (1 —1) x)th)
0 0
1 =5 /1 ‘
+k1 (@) /tl‘adt /tl—a|f’ (tr + (1 —1) b)th)
0 0
1 =5 /1 .
+ko (@) /tl‘adt /tl—a If" (tz + (1 —1t) b)th)
0 0

esitsizligi elde edilir. |f/|? ve | f”|”’mn s-konveksligi kullamlamrsa

F1 (@) f(a) + ko (@) f'(a) k(@) f(x) + ko (a) f (x)

T —a b—ux

e (F72L T

< (2_a) { (/ltlatsf i+ t)Sf'<x>q)dt)q

B S @ (0 1 @)) dt)
|

+r1 (@) /tl‘a (&1 @I+ @ =0 [f O)) dt)

i (/ N GITE (1t)sf”(b>q)dt)}

yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

() fla)+ ko (@) f'(a)  ri(a) f(z)+ ko () ()

T —a b—=x

+I' (2 - @) (g(};cf)i)fz@ - g(ZC—D:Za)é‘(S)) '

< (5 a)l_; { @ (G s - s+ 1>)§

1" (a)|*
24+s5s—«

+I<L(] (Oé)

Q=

+ro (@) ( + 1" ()" B2 - a,s+ 1))
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Q=

—Hﬁ(a)( @) +|f (b )\qB(Q—a,s+1))

245 —

o (@) (% IO BE - s+ 1))q}

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.4 f: 1 C Rt — R, I°’de iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun.
Ayrica f ve f’, I lizerinde lokal olarak L’in fonksiyonlar1 olsun. Eger, |f'|? ve |f"|?, I

tizerinde ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar ise, bu taktirde

T —a b—x

‘_m«wﬂ@+nawfww_muwfuwwmmwww

ramn (SR L S0

2 (11 (0) + o (0)) (@) o p e
T et i (£ @I+ 20 @ 17 O)F)

AL @+ 21 @+ 1 1)

esitsizligi gecerlidir ki burada a € [0,1), s € (0,1], a < z < b, ]lj + % =1,q>1, Ky ve K1

(2.2.8)’deki kogullar saglayan fonksiyonlardir.

Ispat. (3.4.2)’de bulunan esitsizlige Young esitsizligi uygulanirsa

_ra(a) fla) + ko (@) f'(a)  ri(a) f(z)+ ko () [/ (2)

r—a o
sra-o (22 R0 |

/t?’“ Dt + = /|f (ta+ (1 —t)z)|" dt

1

1
/t (1—“)dt+—/\f”(ta+(1—t)x)\th
q

0

IN

’BIP—‘

+ro ()

1

+r1 (@) tpl Dt + = /|f’(t:)3+(1—t)b)|th

SR
o — _

B 1
1

tP l‘adt+—/\f”(tx+(1—t)b)\th
q

0

—Hio (Oé)

| =
o\
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esitsizligi elde edilir. |f’|? ve | f”|?nin s—konveksligi kullanilarak,

)_m (@) f(a) + ko () f'(a) w1 (a) f(x)+ ko () [/ (2)

T —a b—=x

D L EDO) |

H@-a) < @—aP "  (b-x)7"

l—a)+p ¢

< k(@) L?(l i1 / (17 (@) + (1= ) | (2)]") dt]

o

+ro (@) | 57— +

(1" (@)" + A=) |f" ()]") dt}

+h1 () |+ = [ (| @)+ Q=) [f (O)) dt]

+ro (@) +1
K [0 —_— —
‘ PPl-a)+p ¢

(7" @[+ @ =1 [ )" dt}

yazilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

‘_%1 (@) f(a) + ko () f'(a) k(@) f(x) + o (@) ' (2)

r—a b—uw
e
¢ it L
i o0t

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Uyar: 3.4.2 Teorem 3.4.1, Teorem 3.4.2, Teorem 3.4.3 ve Teorem 3.4.4’deki egitsizliklerde
s = 1 olarak secilirse, bu durumda Giirbiiz ve arkadaslar1 [26] tarafindan daha 6nce elde

edilen sirasiyla Teorem 2.2.6, Teorem 2.2.7, Teorem 2.2.8 ve Teorem 2.2.9 elde edilir.
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3.5 Yeni Uyumlu Kesirli Integral Operatorleri Iceren Milne
Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda, diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar i¢cin Milne tipli esitsizlikler sunul-

maktadir.

Lemma 3.5.1 § : [k, k2] — R, (K1, k2) tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

§' € Ly [k1, k2| olsun. Bu taktirde

1 K1+ Ko

oo (2500 - 8 (572 ) 425 )

209911 (B 4+ 1) [4. K1+ K N K1+ K
IO fi 5 (42 g ()
(Iig—:‘il) 1 2 2 2

_ “2"“/1 1-a-9n\ 1
4 0 o 3af

PG (7)) - () (557 )

esitligi gecerlidir ki burada o, 8 > 0 ve I' Gama fonksiyonudur.

Ispat. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak

L = /Oll(wyu&%] s/((#) m+(%) @) ) (3.5.1)
_ _@Em [(1—(1a—z9)a>6+3;]3<<¥) 1+ (#) nz) |

0

an B-1
+ 26 1 (—1 —(1-Y) ) (1—9)'F ((ﬂ) K1+ (ﬂ) /{2) d
Ko — K1 Jo o 2 2
. 2 K1+ Ko 8
~ 3af (Ko — /<;1)3 ( 2 )  3af (Ko — ml)g(m)

[} B—1
> 7, o (1 () o
(=) o
R — K1 K1 o
a—1

><< 2 ) (0 — £1)° 1§ (0)dv

Ro — K1

o 2 K1+ Ko _ 8
308 (kg — /-ﬁl)g < 2 ) 3aB (ko — nl)g(m)
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af+1 ”1+ 2 n K o\ P!
o)™ — (v — ) F(v)
+ (@—/ﬁ) ﬁ/ < o ) (U—/ﬁ)l‘adv

o 2 K1+ Ko 8
N 3046(&2—&1)5( 2 )_BOzﬁ(@—m)g(m)

af+1

Ro — K1

elde edilir. Benzer sekilde

I, = /01 [(1 — (1a— ﬁ)a)ﬁ + 3;3] 5 <<¥) K1+ <#) /»az) dv (3.5.2)

_ 2 g(:‘%1"‘:‘%2)_‘_ 8 ‘S(KQ)

3ab (ko — K1) 2 3ab (ko — K1)

9 b+l +
—( ) P(5+1>%:s(“ ’”)
Ro — K1 2 2

yazilir. (3.5.1) ve (3.5.2) esitliklerinden

Ro — K1

4

=1 = o 2800 =5 (252 ) 425 ()

208710 (B + 1) [ 4. K1+ K R K1+ K
- 5 = ) [’%;S (—1 2) +730.5 <—1 2)] .
(Hg — l'il) 1 2 2 2

elde edilir. Boylece Lemma 3.5.1'nin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.5.1 Lemma 3.5.1'in gartlar gegerli olmak iizere, |§'|, [k1, k2] lizerinde bir kon-

veks fonksiyon olsun. Bu taktirde,

3%[2& ) - 5(“1;*‘2)%3(@)}

2aﬁ‘1F (5 + 1) Bra K1 + Ko 5~a K1+ Ko
e [ () e ()

(kg — 1)

1
3B <B +1, —) +a
Ko — K1 «
- 12 aftl

(18" (k)] + 3" (52)1) (3.5.3)

esitsizligi gegerlidir ki burada «, § > 0, B(x,y) ve I' sirasiyla Beta ve Gama fonksiyon-

laridur.
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Ispat. Lemma 3.5.1’nin her iki tarafinm mutlak degeri almarak ve |§|'nin konveksligi

kullanilarak

1 K1+ Ko

28000 = 5 (P57) + 25 )
s (1) o (3]

(Ko — K1) 2 2

- @;m /01 (1_(1a_19)a)5+3i5

Jo(C2 (52 (59 (59
< () s

[ e 5 o+ Y el + Y el o

Ko — K1 8(5—0—1,%) 1 , /
- T4 ( v +3aﬁ><‘5<“1)‘+‘3<“2)‘>

o ke—r (3B(B+1,2) +a / /
_ 12( s ><|5<m>|+\3<m>\>

yazilir. Burada kolayca goriilebilir ki

[ (0 B(p+1g)

% aﬁ-ﬁ-l

dir. Boylece istenilen sonug elde edilir.

Ornek 3.5.1 § : [1,3] — R, olmak iizere F(t) = % fonksiyonu ele almsm. |§|, [1, 3]

iizerinde konveks oldugundan,

K1 + Ko
2

23(@—5( )—1—25(&2):16

yazilir. (2.2.5)den,

K1 + Ko
2

5
T3 (2
(t—1)*\"" a3
! /( ) e
1
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3045F

SQBF
-1 B B——i—l + 3B Bg—i—l + 3B ﬁl+1 +l
~ 3a°T (B) e e e 54
yazilir ve benzer sekilde (2.2.6)’dan,

Bﬁa,g (Hl + HQ)
Ko 2

= 73532
1 [27 1 2 3
= 730/3“5){5 27B(ﬁ,a+1)+98<ﬁ,a+1)—B(ﬁ,aﬂﬂ

elde edilir. Boylece, (3.5.3) esitsizligin sol tarafi

/2
= /uﬁ1 1—u +3(1—u)%—|—3(1—u)é—|—1]du
0

li1—|—li2

3%3 {2&(/@) S( 5 ) +2§(K2)}
2011 (3 + 1) {53%3 (M) +930 § (Fal + @)} ‘

(K2 — k1) 7 2 2
1 208-11 (B + 1) 9 1 93
= 35810~ 128 (8,2 +1) —24B(8,~+1)+=
'8 oty (128 +1) 28 (g4 1) + 5]

16 28 9 ) -

= 1583 5.3 —+1) - | L

E () (i)
olarak hesaplanmir. Ote yandan, (3.5.3) esitsizliginin sag tarafi
1
T o 18 ()| + 18 (52))

5 38<ﬁ+1,é)+0z
= — (149)

12 aftl

5 (1 1
= = (= L,=)+1].
= (a38(5+ ,a)+)

seklinde yazlir. Sonug olarak, (3.5.3)’ten

16 26 2 1 7
102052 1) “as (5.1 1) o
< ({51 t) o)

3\ o
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elde edilir. (3.5.4) esitsizliginin gegerliligi Sekil 3.1’de goriilebilir.

I sol tafaf
[ Sag taraf

Sekil 3.1: (3.5.4) esitsizliginin sol ve sag taraflarinin kargilagtirilmas

Teorem 3.5.2 Lemma 3.5.1 sartlar altinda ¢ > 1 olmak iizere |§'|? fonksiyonu [k1, k2]

tzerinde konveks olsun. Bu taktirde

1
5 {zs (k1) = § (’“ ; "2) + 25(@]
_20‘6_1F (aB +1) {Bw (m + H2) S~ (lﬁ + H2)}
(kg — k1) Y8 2 TS 2
Ko — K1 B(ﬁp+1,é) 1 z
- 4 abr+l - 3PP

1

(3 |3 (5)]" + 3 (nz)lq) ! N (lS’ (k)| + 3|3 (K2)|q)é

4 4

_ B + 1’ 1 1 % / /
K24; - ( (iljﬁp—irl a) T 3paﬁp> (I8 (k1) + [§" (r2)]) (3.5.5)

esitsizligi gecerlidir ki burada % + % =1, a,0 >0, B(z,y) ve I" sirasiyla Beta ve Gama

fonksiyonlaridir.

ispat. Lemma 3.5.1’nin mutlak degeri alinirsa,

1 +
W |:2$ (/431) - g <KJ1 9 KJQ) + 28( (KJ2):|
_2aﬁ_1r (B+1) |:B~a </‘€1 + %2) B (%1 + %2)}
(ko — 1) I 2 S 2
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dy

_ @—mfl 1—u—maﬁ+;L
- 4 0 a 3ah
+/1 1—u—ma5+ 1
0 a 3ab
elde edilir. (3.5.6) esitsizliginde Holder egitsizligi yardimiyla ve |§
/i—a—9)\" 1 L (1+0 11—
) e [ (55 () )
» 1
1—(1-9)\" 1 ’
(==, A1) -
1+9 19 AN
# (5 (57)=) )
o 117 \?
(=) AT,

([ (5 o+ 50 ) o)

_ <B<Bp+1,é)+ ! >;<33'<m1>q+3'<m2>q)5

7(57) e (557))
7((55) e (57))

‘(h

d4 (3.5.6)

in konveksliginden

yararlanarak

dy

VAN
RS
O\»—-

VAN
R
o\

Q=

aﬁp+1 31170{517 4

yazilir. Benzer sekilde

/i—a—-9)\" 1 (1= 1+
LI v () (57) )
B(op+12) 1\ (18 (sl + 818 ()"
(plznd Y (s
elde edilir. (3.5.7) ve (3.5.8) ifadeleri (3.5.6)’da kullanilirsa
1
5 {2& (k1) = (’“ ; “2) + 23(@]
_20‘5_11“ (5 + 1) |:5’”04 (Fél + HQ) B (Iil + Iig)}
(g — Kl)aﬁ JHTS 5 + JH;S 5
g (Bopr1l) 1Y
- 4 abr+l 3PP
. [(3 B0 8 0y (18 )0 wﬂ
4 4
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yazilir. Dolayisiyla (3.5.5)’deki ilk esitsizlik elde edilmig olur. Tkinci esitsizligin ispati icin,
a; = 3|F (k1)|?, by = |F (k2)|7, a2 = |§ (k1)|? ve by = 3|F (ko)|? olarak segilirse

3
3
3

yazilir ve 1 + 34 < 4 oldugundan istenilen sonu¢ dogrudan elde edilir. Boylece Teorem

3.5.2'nin ispat1 tamamlanir.

Ornek 3.5.2 Ornek 3.5.1'de verilen fonksiyon ele alinsin. p = ¢ = 2 olmak {izere

(3.5.5)’in sol tarafi

I€1—|—/€2

315 {23(/{1) §< . )+2§(%2)}
D [ (1) o ()|

(Ko — Kl)aﬁ
16 20 2 1 7
oz [38(5 EH) _GB(B,EH) +EH

seklinde yazilir. Ote yandan, (3.5.5) esitsiziginin sirasiyla orta tarafi ve sag tarafi ise

Ko — K1 B(ﬁp—i—l,é) 1
4 aﬁp+1 + 31’70[@17

(3 & (m)lq4+ & (f@)l")é N (\g’ (K1)|? +43 ki (,@p)%

2 B(ﬁp+1,§) toigor
T g a2B+1 320z25 < ) ( 4 )

B () )

3aP

B =

ve

1

o (B ot ba) ] ) (I8 (50)] + 18" (52)])

4q aﬁp'f‘l 317@517
1
2 (B(26+1,1) 1\’
- 4_% < a26+1 + 320,28 (1+9)

10 /1 1 2
- <—9B <25+ 1, —) T 1)
3af \ « «
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seklinde yazilir. Sonug olarak, (3.5.5)’den

16 23 2 1 7
0 (o) (il )] s
S M (88 (254_171) +1)
3af Q «
10 /1 1 3
< o> (&98 (Qﬁﬂ’&) +1)

esitsizligi elde edilir. (3.5.9) esitsizliginin gegerliligi Sekil 3.2’de goriilebilir.

N

4000

I sSol taraf
[ orta taraf
3000 I s taraf

2000

1000

o

Sekil 3.2: (3.5.9) esitsizliginin sol, orta ve sag taraflarmin kargilagtirilmas

Teorem 3.5.3 Lemma 3.5.1 gartlan altinda ¢ > 1 olmak fizere |§’|? fonksiyonu [k1, k2]

uzerinde konveks olsun. Bu taktirde

fi1—|—fi2

a2 =5 (5 ) 425 )

_2066_1F(ﬁ+1) |:5~0l </<L1+fi2) B (/i1+/€2):|
(kg — r1)™” S 2 TGS 2

Ky — k1 [ 1 1\ 1\
o (EB (5+1’5) +§) (3.5.10)
11 1 1 2 e
« (Ki +18 (ﬁ+1,a) 5B (5+1,5)) 1 ()]
11 9 .
#1558 (541 2) ) o]
11 9

1 1 1 1 2 / q|’
(iraB(reng) - aB(pe02))
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esitsizligi gegerlidir ki burada «, 8 > 0, B(z,y) ve I' sirasiyla Beta ve Gama fonksi-

yonlaridir.

Ispat. (3.5.6) esitsizliginde power-mean esitsizligi yardimiyla ve |§'|?’in konveksliginden

7((5) (7))

yararlanarak

fle==) s

v (3.5.11)

|
N
N
2
| — |
N
—_
|
—~
Q -
|
=
Q
~_
sy
+
w
—_
»

Hi—a-9\ 1 || ([(1+9 1 @\
X(/o < o +3.7 5<<—2 >/~€1+<—>Ii2> d19>
1-1
s(s+11)
= aftt T 308

(5218 el + 25218 ) 5]

_ 1 B<5+1,a>_8<6+1,%> W(,ﬂ)‘q

B<ﬁ+1,3> ’
1 1o

1208 T 2apT [ (r2)|*

yazilir. (3.5.11)’de kullanilan benzer yontem ile

/01 [(1 - (1@- W)B N 3;: . ((#) . <#> H2> ‘ di

1 e 5
o 1 1 o , .
P 3aP 208 T 2apT1 |8 ()]

IN

) B(ﬁﬂ,l) B<5+1,3> !
a a (3.5.12)

/ q
1af T af+1 B 2a8+1 [ (s2)

+
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elde edilir. (3.5.11) ve (3.5.12) (3.5.6)’da yerine konulursa

K1 + Ko

‘&% [%(fﬁl) —3< 5 ) +23(H2)}

sy (5;51) [%2}3 <m + @) g <:-e1 + /-;2)] '

(Hg — K1 2 2

= 4 ab+1 + 3aP
1 B<ﬁ+1,—> B<ﬁ+1,—>
% 408 o+l 2a8+1 ‘3/(/{ )|q
sy T
T 12af T T 2amm [§ (m2)[*
. B </3 11, %)
+ ‘sl(lﬂﬂq

[—
(0]
N
=
+
=
| =
N———
|
(0]
N
=
+
=
| o
N———
T
Q|

yazilir ve bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 3.5.3 Ornek 3.5.1de verilen fonksiyon ele alinsin. Bu taktirde ¢ = 2 olmak iizere

(3.5.10) esitsizliginden ve basit hesaplamalar ile
2052 1) e (sl 1) )
< L (éB (m 1 é) ¥ %) (3.5.13)
; (H+§B (51.2) - Lo(s1.2) em (Lo (s 2))]
+ {%+%B <ﬁ+1,§) 481 G+é6 (5+1,é) —%B(ﬁJrl,%))]é)

esitsizligi elde edilir. (3.5.13) esitsizliginin gegerliligi Sekil 3.3’te goriilebilir.

75



Il so! taraf
I sag taraf

Sekil 3.3: (3.5.13) esitsizliginin sol ve sag taraflarinin kargilastirilmasi

Teorem 3.5.4 Lemma 3.5.1'in kosullar1 altinda 9 € [k, ko] i¢in m < F'(¥) < M olacak
sekilde m, M € R varsa, bu taktirde

L [23 (k1) - ("1 i “) 2§ <n2>]

3af 2
29811 (8 + 1
B (5ﬂ: ) N g + K2 4By K1+ K2 (3.5.14)
(KJ2 i KJI) 5 K1 2 Ko 2

Ko — K1 3 1
— 1, — 1) (M —
12a# (aB <5+ ’a) * ) ( m)
esitsizligi gegerlidir ki burada «, 8 > 0, B(x,y) ve I' sirasiyla Beta ve Gama fonksiyon-

laridar.

Ispat. Lemma 3.5.1 yardimiyla

&% {23(%;1) -3 (F61 ;L “2) + 2§ (m)} (3.5.15)
_20‘5_1F (5"‘1) |:5~a (F&1+/<62) B (H1+/€2):|
(Ko — k1) Y373 A

KQ;K1A1 (1—(1@—19)a)5+&%
[ (C5)m e (57) ) - ((57) e (557 ) o
e
() m e (57) ) 25w
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L)
P () () )

yazilir. (3.5.15)'nin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

3}7 {23 (k1) — § ("“ u “2) + 2%0@)]

2
2011 (B 4;51) [63%5 (FL1 + Iig) N 63%3 (Hl + Iig):| ‘

(kg — K1) 2 2

B @—mf 1—(1-9)* ﬁi
N 4 0 o 3af
1—9 149 +M
(7)o (55 ) 5
+/1 1—(1—0v)" ’3+ 1
0 a 3ab
m+ M L (1+7 1-9
e () e (7))
elde edilir. ¥ € [ky, ko) igin m < F' (V) < M oldugundan

(10 149 LM M-
S<<T>m+<7)m)—m2 ‘S — (3.5.16)

M (149 19 M-
‘mQ —g((T)Kﬁ(T)@)‘g 2m (3.5.17)

yazilir. (3.5.16) ve (3.5.17)’den

ve

25000 =8 (57 ) + 25 )

28p (5)—1;61) {532}8 (m + Iig) N 63:55 (Hl + @)} ‘

(kg — i1 2 2
< “2‘“1(M—m)/1 Ll U] RS T PP
- 4 0 a 3af
1
ok 3B(ﬁ+1,—)+a
2 — M1 «
T P+ (M —m)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.5.4 Ornek 3.5.1'de verilen fonksiyon ele alinsin. m = % ve M = 9 olsun. Bu

taktirde, (3.5.14) esitsizligi ve basit hesaplamalar ile

16 26 2 1 7
e 2la(u2e) (i) g e

C B (0 (5n2) )
908 \ « «

esitsizligi elde edilir. (3.5.18) esitsizliginin gegerliligi Sekil 3.4’de goriilebilir.

2000 I sol taraf
[ Sag taraf

1500

1000

500

Sekil 3.4: (3.5.18) esitsizliginin sol ve sag taraflarinin kargilagtirilmas

Teorem 3.5.5 Lemma 3.5.1'in sartlar1 gegerli olsun. Eger §', k1, ko] Uizerinde Lipschitz

sartini saglayan bir fonksiyon olmak tizere

K1 + Ko

25000 =8 (57 ) + 25 )

20810 (B +1) [4. K1+ K N K1+ K
B (8 aﬁ) [5J3+3( 1 2) +5J3$( 1 2)}
(/4;2—/{1) 1 2 2 2

o B(ﬁﬂ,l) B(ﬁ+1,g) 1
2 1 (07 _ « i I

- 24 abftl aftl 6a’

esitsizligi gegerlidir ki burada a, 8 > 0, L > 0, B(x,y) ve I' sirasiyla Beta ve Gama

fonksiyonlaridir.

Ispat. Lemma 3.5.1 yardimiyla ve §', Lipschitz sartini saglayan bir fonksiyon oldugundan

K1+ Ko

25000 =8 (P57 ) + 25 )
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200710 (B+1) [4. K1+ K N K1+ K
RO [y 5 (22 g ()
(/{2—/{1) 1 2 2 2

@—mlfl 1—(1—9) B+L
4 0 a 3af

[ ((5) e (57) ) o (5 (557) )]

e
(5o (59)) () (59)0)
< “i’“/olkw)ﬁﬁ L0 (kg — #1) dY

1 2
e (00) 8(02)

4 abf+l abf+l 60

esitsizligi elde edilir ve boylece teoremin ispati tamamlanir.

Uyar1 3.5.1 Bu boliimde sunulan sonuclarda o = 1 olarak secilirse, bu durumda Budak

ve arkadaglar [14] tarafindan daha 6nce elde edilen sonuglara ulagilir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Tezde sunulan ticlincii boliim elde edilen ana sonuglar1 igermektedir. Bu boliimde,
sirastyla sabit orantili (CP) kesirli integral operatoriinii igeren ters Minkowski integral
esitsizligi, Griiss esitsizligi ve Chebyshev esitsizligi ile ilgili yeni esitsizlikler elde edilmistir.
Ardindan yeni bir kesirli integral operatorii olan sabit orantili Caputo-hibrit operatorii
yardimiyla Hermite-Hadamard tipli yeni integral egitsizlikleri sunulmustur. Bunlara ek
olarak yeni uyumlu kesirli integral operatorii kullanilarak Milne tipli yeni integral esitsiz-
likleri elde edilmistir. Bulunan sonuglardan Hermite-Hadamard tipli ve Milne tipli egitsiz-
liklerin baz1 6zel halleri literatiirde mevcut onceki caligmalarda verilen sonuclara indirgen-
mektedir. Elde edilen bu yeni sonuclarin bir kismi makale ve tam metin bildiri formatinda
hazirlanarak; “Novel generalizations for Griiss type inequalities pertaining to the constant
proportional fractional integrals” basglikli calisma “Applied and Computational Mathe-
matics” isimli SCI-Expanded kapsaml dergide yayimlanmig, “On generalized Milne type
inequalities for new conformable fractional integrals” baglikli calisma “Filomat” isimli
SCI-Expanded kapsamli dergide yayima kabul edilmis ve “New Integral Inequalities In-
volving the Proportional Caputo-Hybrid Operators for s-Convex Functions” baglikl ¢alig-
ma “bth International Conference on Mathematics and Related Sciences (ICMRS 2022)”
isimli uluslararas1 konferansta sozli bildiri olarak sunulmus olup tam metin bildiri olarak

yayimlanmigtir.

Bu tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglarda kullanilan sabit orantih (CP) kesirli integ-
ral operatorii, sabit orantili Caputo-hibrit integral operatorii ve yeni uyumlu kesirli integ-
ral operatorii yardimiyla Riemann-Liouville kesirli integralleri ic¢in literatiirde var olan
Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Griiss, Minkowski, Chebyshev,

Milne ve Simpson tipli sonuclarin yeni genellestirmeleri elde edilebilir.
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