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Matematiğin önemli kavramlarından olan türev ve integralin, bilinen tam sayı 

mertebelerinin yanında kesirli mertebelerinin de hesaplanmasına olanak sağlayan 

kesirli türev ve integral operatörlerin matematikçiler tarafından tanımlanması; 

özellikle eşitsizlik teorisinde bir çok yeni sonucun elde edilmesini sağlamış ve elde 

edilen bu sonuçların kullanılmasıyla çok sayıda problem çözülmüştür. Dört ana 

bölümden oluşan bu tezde genel olarak, Atangana-Baleanu kesirli integral 

operatörleri yardımıyla yeni sonuçların elde edilmesi amaçlanmıştır. Bu tezin ilk 

bölümü olan giriş bölümünde; matematik ile fonksiyon kavramı hakkında kısa bir 

açıklamaya ve matematiğin alt alanları olan eşitsizlik teorisi ile kesirli analizin  tarihi 

gelişim sürecine yer verilmiştir. Tezde yeni sonuçların elde edilmesi için bir materyal 

ve literatür taraması görevi üstlenen “Genel Bilgiler” başlıklı ikinci bölümde ise, 

“Bazı Fonksiyonlar ve  Fonksiyon Uzayları”, “Önemli Eşitsizlikler”, “Kesirli Türev 

ve İntegral Operatörler” alt başlıklarıyla ilgili  tanım, teorem, açıklamalar ve daha 

önce elde edilen sonuçlar verilmiştir. Araştırma bulgularının verildiği üçüncü bölüm 

dört alt bölümden oluşmaktadır. Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri 

yardımıyla bu alt bölümlerin birinci ve ikincisinde; fonksiyonların birinci ve ikinci 

türevleri için,  üçüncüsünde; pre-inveks fonksiyonlar için,  dördüncüsünde; 

senkronize fonksiyonlar için yeni integral eşitlikler ve eşitsizlikler elde edilmiştir.  

Ayrıca bu bölümde, elde edilen sonuçların bazılarının daha önce literatürde var olan 

sonuçlara indirgendiği ve elde edilen sonuçlardaki parametrelerin bazılarının özel 

değerleri için yeni sonuçlar elde edildiği görülmüştür. Araştırma bulguları 

bölümünün birinci alt bölümde ayrıca Riemann-Liouville kesirli integral operatörü 

ile Atangana-Baleanu kesirli integral operatörünün; farklı fonksiyonlar ve 

parametrelerin farklı değerlerine karşılık simülasyonları elde edilmiş ve bu 

simülasyonlar yardımıyla bu iki operatörün karşılaştırılması yapılmıştır. “Tartışma ve 

Sonuç” bu tezin dördüncü bölümünü oluşturmakta olup bu bölümde tezde elde edilen 

araştırma bulgularından bahsedilerek yeni öneriler sunulmuştur. 

Anahtar Kelimeler: Atangana-Baleanu Kesirli Türev ve İntegral Operatörleri,                                                                        

Hermite-Hadamard Eşitsizliği, İnveks Küme, Konveks 

Fonksiyon, Pre-inveks Fonksiyon, Riemann-Liouville Kesirli 

İntegral Operatörleri, Senkronize Fonksiyonlar. 
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ABSTRACT 

ANALYSIS OF DIFFERENT KINDS OF INTEGRAL INEQUALITIES WITH 
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The definition of fractional derivative and integral operators by 

mathematicians, which allow the calculation of fractional orders as well as known 

integer orders of derivative and integral which are important concepts of 

mathematics, provided to obtained many new results, especially in the theory of 

inequality and many problems have been solved by using these results. In this thesis, 

which consists of four main chapters, it is generally aimed to obtain new results with 

the help of Atangana-Baleanu fractional integral operators. In the introduction which 

is first chapter of this thesis, a brief explanation about mathematics and the concept 

of function and the historical development process of inequality theory and fractional 

analysis, which are subfields of mathematics, are given. In the second chapter titled 

“General Information”, which serves as a material and literature review for obtaining 

new results in the thesis, definitions, theorems, explanations and previous results 

related to the subheadings “Some Functions and Function Spaces”, “Important 

Inequalities”, “Fractional Derivative and Integral Operators” are given.  The third 

section, where the research findings are presented, consists of four subsections. With 

the help of Atangana-Baleanu fractional integral operators, new integral equations 

and inequalities are obtained for the first and second derivatives of functions in the 

first and second of these subsections, for pre-invex functions in the third and for 

synchronous functions in the fourth. In addition, in this section, it has been observed 

that some of the results obtained have been reduced to the results already existing in 

the literature and new results have been obtained for special values of some of the 

parameters in the obtained results. In the first subsection of the research findings 

section, also, simulations of the Riemann-Liouville fractional integral operator and 

the Atangana-Baleanu fractional integral operator for different functions and 

different values of the parameters are obtained and a comparison of these two 

operators is made with the help of these simulations. “Discussion and Conclusion” 

constitutes the fourth chapter of this thesis and in this chapter, the research findings 

obtained in the thesis are mentioned and new suggestions are presented. 

Keywords: Atangana-Baleanu Fractional Derivative and Integral Operators, 

Hermite-Hadamard Inequality, Invex Set, Convex Function, Pre-invex 

Function, Riemann-Liouville Fractional Integral Operators, 

Synchronous Functions. 
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1. GİRİŞ

Geçmişten günümüze, gelişimine bir çok medeniyetle birlikte bireysel olarak ilgile-

nen bir çok insanın katkı sunduğu matematik, doğayı ve yaşamı insan zihninin ürettiği

semboller ve kavramlarla anlama-anlatma çabasıdır. Antik Yunanca’da; bilim, bilgi ve

öğrenme gibi anlamlara gelen “mathema” kelimesinden türeyen ve Türkçe’ye Fransızca

“mathématique” kelimesinden giren matematik bir çok alt alan ve kavramdan oluşmaktadır.

Bu kavramların en önemlilerinden biri fonksiyondur. Matematik dünyasında fonksiyon

kavramı, klasik ve modern matematiği birbirinden ayıran olgulardan biri olarak görülmekte-

dir. Matematikçiler tarafından çeşitli şekillerde tanımlanan ve geliştirilen fonksiyon kavra-

mı ilk olarak, matematiğin temel nesnelerinin geometrik eğriler olarak alındığı 17. yüzyılda

ortaya çıkmıştır. Fonksiyonlar; matematiğin hemen hemen her alt alanında yer aldığı gibi

fizik, biyoloji, mühendislik gibi matematiğin dışındaki bilim dallarında da kullanılmaktadır.

Bilim dünyasında bu kadar öneme sahip olan fonksiyonların, konveks fonksiyon, Euler

gama fonksiyon, Euler beta fonksiyon, hypergeometrik fonksiyon, Mittag-Leffler fonksi-

yonu, P-fonksiyon, H-fonksiyon, Wright fonksiyonu, Bessel fonksiyonu, trigonometrik

fonksiyonlar, üstel fonksiyon gibi bir çok çeşiti vardır. Bu fonksiyonların en önemlilerinden

biri olan ve eşitsizlik, kesirli analiz gibi matematiğin bir çok alt alanının gelişimine de

büyük katkı sunan konveks fonksiyonların da kendi içinde bir çok çeşidi vardır.

Gelişiminde konveks foksiyonların da önemli rol oynadığı ve matematiğin en önemli

alt alanlarından biri ise eşitsizlik alanıdır. “Eşitsizlik alanı” diğer bir ifade ile “Eşitsizlik

teorisi”, önde gelenleri C.F. Gauss, L. Cauchy ve P.I. Chebyshev gibi bazı matematikçilerin

yaklaşık yöntemlerin teorik temelini atmasıyla gelişmeye başlamıştır. 19. yüzyılın sonu

ve 20. yüzyılın başlarında, bazıları klasik hale gelen ve bir çoğu izole ve ilgi görmeyen

sonuçlar olarak kalan çok sayıda eşitsizlik kanıtlanmıştır. Eşitsizlikler, matematiğin hemen

hemen tüm dallarında olduğu gibi bilimin diğer alanlarında da önemli bir rol oyna-

maktadır. G.H. Hardy, J.E. Littlewood ve G. Pólya’nın klasik eseri “Inequalities” in

1934’te çıkması bu alanın izole edilmiş formüller koleksiyonundan sistematik bir disipline

dönüşmesini sağlamış ve matematikçiler için temel bir referans kaynağı olmuştur [36].

Bu kitap, yalnızca eşitsizlikler konusuna ayrılmış ilk kitaptır ve bu heyecan verici alan

için faydalı bir rehberdir. Bu eser, yayımlandığı yüzyılın klasiklerinden biridir ve çeşitli

analiz dallarındaki araştırmalar üzerinde büyük etkisi olmuştur. Daha sonra bu alanda,

E.F. Beckenbach ve R. Bellman’ın 1961 yılında “Inequalities” adlı kitabı yayımlanmış

ve 1965 yılında bu kitabın ikinci baskısı yapılmıştır [13]. Ayrıca, D.S. Mitrinović 1970
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yılında “Analytic Inequalities” adlı kitabını yayımlamıştır [59]. Beckenbach ve Bellman

ile Mitrinović’in eşitsizlikler alanında yayımladıkları bu kitaplar alana önemli katkılar,

motivasyonlar, fikirler, teknikler ve uygulamalar sağlamıştır. Bu kitaplar, konuyu de-

rinlemesine araştırmak isteyen okuyucu için kullanışlı referanslar sağlamış ve eşitsizlikler

teorisinin uygulanabilir bir araştırma alanı olarak kurulduğunu göstermiştir. Eşitsizlik

alanındaki bu kaynaklara ek olarak, “Convex Functions” [73], “Inequalities Involving

Functions and Their Integrals and Derivatives” [61], “Classical and New Inequalities in

Analysis” [62], “Mathematical Inequalities” [70], “Convex Functions and Their Applica-

tions. A Contemporary Approach” [65] gibi kaynakların yanında bu alanda çalışma yapan

bir çok araştırmacının yazdığı kitap, makale ve monografi vardır ve bunlar alana önemli

katkılar sunmuşlardır. Yirminci yüzyıl matematiği, çok sayıda yeni sonucun, problemin

ve matematiğin yeni alanlarının ortaya çıkmasını sağlayan matematiksel eşitsizliklerin

gücünü fark etmiştir. Bu gelişmelerin ardından sadece yeni bir matematik değil, taze bir

bakış açısı ve bununla birlikte zor sonuçların basit yeni ispatları gelmiştir. Eşitsizlikler

teorisi, geçmişten günümüze kadar matematiksel analizin merkezi alanlarından biri olarak

kabul edilmiş ve birçok bilimsel alanda sürekli artan uygulamaları ile hızla büyüyen bir

disiplin olmuştur. Bu büyüme, eşitsizlikler teorisinin matematiksel analizin bağımsız bir

alanı olarak ortaya çıkmasına neden olmuştur. Son yıllarda eşitsizlikler birçok matema-

tikçinin ilgisini çekmiş ve literatürde çok sayıda yeni sonuç araştırılmıştır. Eşitsizlikler

teorisi matematiğin dışında, matematiksel ekonomi, oyun teorisi, matematiksel program-

lama, kontrol teorisi, varyasyonel yöntemler, yöneylem araştırması, olasılık ve istatistik

gibi çeşitli alanların da ilgi odağı olmuştur. Literatürde, Hölder Eşitsizliği, Hermite-

Hadamard Eşitsizliği, Minkowski Eşitsizliği, Jensen Eşitsizliği, Cauchy Eşitsizliği, Young

Eşitsizliği, Bernoulli Eşitsizliği, Chebyshev Eşitsizliği, Grüss Eşitsizliği, Abel Eşitsizliği,

Bessel Eşitsizliği gibi bir çok önemli eşitsizlik vardır. Konveks fonksiyonun tanımı da bir

eşitsizlik yardımıyla ifade edilmektedir ve özellikle konveks fonksiyonun literatürde yer

almasından sonra yeni bir çok konvekslik türü tanımlanarak bir çok yeni eşitsizlik elde

edilmiştir.

Matematiğin bir diğer önemli alt alanı kesirli analizdir. Kesirli analiz, bir dizi harfle

kavramsallaştırılan önemli bir matematik dalıdır. Bu matematik dalı ilk olarak 1695’te

L’Hopital’in, Leibniz’e “Türevin mertebesi 1
2
olarak alınırsa ne olacak” sorusunu sor-

masıyla başlar. Bu soru karşısında Leibniz’in cevabı: “Bu paradokslardan bir gün faydalı

sonuçlar çıkarılacak gibi görünüyor.” şeklinde olmuştur [53].

Kesirli türevleme ve kesirli integralleme kavramları 18. ve 19. yüzyıllar boyunca
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daha ayrıntılı olarak incelenmiştir. Konu, Euler (1730), Lagrange (1772), Laplace (1812),

Lacroix (1819), Fourier (1822), Liouville (1832), Riemann (1847), Greer (1859), Holm-

gren (1865), Grünwald (1867), Letnikov (1868), Sonin (1869), Abel (1881), Laurent

(1884), Nekrassov (1888), Krug (1890), Weyl (1917) ve Hardy ve Littlewood (1928) gibi

matematikçilerin dikkatini çekmiştir ([3],[34],[35],[52],[55],[72]). Kesirli analiz tarihiyle

ilgili ayrıntılı tartışmalar ([9], [28],[39],[57],[74])’de bulunabilir.

Bu alanda, Leibniz’in tanımladığı “paradokslar” daha sonraki matematikçiler tarafın-

dan çözüldü, ancak bu, kesirli analiz alanının artık tamamen açık problemlerden arınmış

olduğu anlamına gelmiyordu. Yüzyıllar boyunca tekrar eden bu konuyla ilgili, birbiriyle

çelişen birden çok tanım ortaya çıkmıştır. Dolayısıyla 19. yüzyılın ortalarında, kesirli ana-

lizin birkaç farklı tanımı önerilmiştir. Lacroix türevlenebilen kuvvet fonksiyonlarına dayalı

farklı bir tanım oluştururken, Liouville, üstel fonksiyonların türevlenmesine dayalı bir

tanım ve ters kuvvet fonksiyonları için integral formülüne dayalı bir tanım oluşturmuştur.

Liouville ve Lacroix’in tanımları eşdeğer değildir, bu da bazı matematik-çilerin birinin

“doğru” diğerinin “yanlış” olması gerektiği sonucuna varmasına neden olmuştur. An-

cak bu durum karşısında De Morgan şunu yazmıştır [23]: “O halde bu sistemlerin her

ikisi de daha genel bir sistemin parçaları olabilir.” De Morgan’ın bu sözleri, Leibniz’in

yıllar önceki sözleri gibi geleceği görür nitelikteydi. Hem Liouville’in formülü hem de

Lacroix’in formülü, aslında şimdi Riemann-Liouville kesirli analizin tanımı olarak ad-

landırılan kavramın özel durumlarıdır ([10]).

20. yüzyılın sonlarında; kesirli analiz, popülerlik ve araştırma çıktısı bakımından

büyük bir artış göstermiştir. Kesirli matematik üzerine ilk uluslararası konferans 1974’te

Bertram Ross tarafından ABD’deki “University of New Haven” de düzenlenmiş ve aynı

yıl bu alana adanmış ilk ders kitabı yayımlanmıştır [67]. O zamandan beri, kesirli mate-

matik, konuyla ilgili bir çok uzman dergi ile çok aktif bir araştırma alanı haline gelmiştir.

[11],[12],[38],[79] referanslarında özetlendiği gibi, birçok bilim alanında uygulamalar keşfe-

dilmiştir. Özellikle, kesirli operatörlerin ara özelliği, belirli ara fiziksel süreçlerin model-

lenmesi için hayati öneme sahiptir ve örnek olarak viskoelastiklik verilebilir ([15],[29]).

Kesirli hesap, öğrenciler ve genç araştırmacılar için bir araştırma alanı ve alana giriş

işlevi görebilecek birkaç ders kitabıyla birlikte, bazı üniversitelerde lisansüstü matematik

müfredatının standart bir parçası haline gelmiştir ([9],[49],[57],[67],[71],[74]).

Kesirli analiz alanındaki çalışmalar, son yıllarda eşitsizlik teorisine ek olarak uygula-

malı bilimlerin ve matematiğin birçok alanına yeni bir bakış açısı ve yönelim getirmiştir.
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Kesirli analiz, yeni tanımlanan kesirli integral ve türev operatörlerinin uygulamalarıyla

birçok probleme ışık tutmuştur. Bu nedenle bazı araştırmacılar, farklı bilim ve mühendislik

alanlarındaki problemleri modellemek için gerekli olan daha fazla yeterli alan sağlamak

amacıyla mevcut olanlardan farklı, tekil veya tekil olmayan çekirdeklere sahip yeni kesirli

türevler tanımlamanın gerekli olduğunu ortaya koymuşlardır. Bu anlamda ortaya konulan

yeni operatörlerde bazı önemli kriterler, onları farklılaştırmış ve bazılarını diğerlerine göre

uygulamalarda avantajlı hale getirmiştir. Operatörlerin çekirdeğinde kullanılan “üstel

fonksiyon veya kuvvet fonksiyon” ifadeleri kesirli operatörlerin yerellik (lokallik) ve tekil-

lik(singülerlik) gibi özelliklerini ortaya çıkarmış ve tanımlamada kullanılan parametrelerin

özel versiyonları için başlangıç koşullarının elde edilmesi önemli hale gelmiştir. Bir diğer

önemli detay ise operatörlerin tanımlandığı uzayları ortaya çıkarmak ve problemlere uy-

gunluğunu göstermektir. Ayrıca, kesirli türevin kullanılması, matematik ve fizik dışında

bir çok bilim dalına da yayılmıştır ve bunlar, biyoloji, ekonomi, demoğrafi, jeofizik, tıp,

biyomühendislik şeklinde sıralanabilir. Kesirli analizde; başta, Riemann-Liouville kesirli

türev ve integral operatörleri olmak üzere, Caputo-Fabrizio kesirli türev ve integral ope-

ratörleri, Hadamard kesirli türev ve integral operatörleri, conformable kesirli türev ve in-

tegral operatörleri, Katugampola kesirli türev ve integral operatörleri, Atangana-Baleanu

kesirli türev ve integral operatörleri gibi bir çok farklı operatör tanımlanmıştır. Bu ope-

ratörlerin tanımlanmasının özellikle eşitsizlik teorisinin gelişimine önemli katkısı olmuştur

ve matematikte bir çok yeni sonucun elde edilmesini sağlamıştır.
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2. GENEL BİLGİLER

2.1 Bazı Fonksiyonlar ve Fonksiyon Uzayları

2.1.1 Konveks Küme ve Konveks Fonksiyon

Eşitsizlik teorisinin en önemli kavramları arasında konvekslik kavramını söyleyebiliriz.

Konvekslik kavramının tarihi geçmişi matematikçi Euclid ve Archimedes’ e kadar dayansa

da matematik literatürüne girişi 19. yüzyılın sonlarında olmuştur. Konvekslik kavramını

ilk sistematik olarak 1905-1906 yılları arasında J.L.W.V. Jensen incelemiş olsa da on-

dan önce, Hölder (1889), Stolz (1893) ve Hadamard (1893) konvekslik üzerine çalışmalar

yapmışlardır ([32],[40],[45],[46],[78]). Konvekslikle ilgili literatürdeki bazı kaynaklar, E.F.

Beckenbach ve R. Bellman (1961), D.S. Mitrinović (1970), A.W. Roberts ve D.E. Var-

berg (1973), J.E. Pečarić ve ark. (1992), C.P. Niculescu ve L.E. Persson(2006) olarak

sıralanabilir ([13],[59],[65],[68],[73]). Konvekslik, endüstri, ticaret, tıp ve sanat alan-

larındaki çok sayıda uygulama aracılığıyla günlük yaşamımız üzerinde büyük bir etkiye

sahiptir. Konveksliğin en önemli kavramlarından biri konveks kümedir ve tanımı aşağıdadır.

Tanım 2.1.1 L bir lineer uzay, A ⊆ L ve p, q ∈ A olmak üzere

B = {z ∈ L : z = αp+ (1− α)q, 0 ≤ α ≤ 1} ⊆ A

ise A kümesine konveks küme denir ([51]).

Geometrik olarak konveks küme, “Herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını

kapsayan kümeye konveks küme denir” şeklinde ifade edilir. Eğer bir küme konveks değilse

bu kümeye konkav küme denir.

Bir çok fonksiyon türü vardır ve bu fonksiyon türlerinden biri de konveks fonksiyon-

lardır. Matematiğin; eşitsizlik teorisi, konveks programlama, istatistik, sayısal analiz gibi

birçok alanındaki uygulamaları ile diğer fonksiyon sınıflarından ayrılan konveks fonksi-

yonun tanımı bir eşitsizlik olarak ifade edilmektedir ve bu fonksiyonlar süreklilik ve limit

gibi özellikleri sağlamaktadır. Geniş uygulama alanı ve özellikleri bakımından eşitsizlik

teorisi için önemli olan konveks fonksiyonlar bir çok uygulamalı alanda araştırmacıların ilgi

odağı olmuştur. Bu ilgi çekici fonksiyonlar analitik olarak aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır.

Tanım 2.1.2 I ⊆ R olmak üzere, her x, y ∈ I ve λ ∈ [0, 1] için f : I → R fonksiyonu

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (2.1.1)
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eşitsizliğini sağlarsa f ’ye konveks fonksiyon denir. (−f) konveks fonksiyon ise f ’ye konkav

fonksiyon denir. Eğer (2.1.1) eşitsizliğinde x ̸= y ve λ ∈ (0, 1) ise f ’ye kesin konveks

fonksiyon denir ([73]).

Aslında konveks fonksiyon geometrik olarak, “Eğer reel değerli bir fonksiyonun grafi-

ğinin üzerindeki herhangi iki noktayı birleştiren dogru parçası, fonksiyonun bu iki noktası

arasında yer alan grafiğiyle çakışıyorsa veya grafiğinin üstünde kalıyorsa bu fonksiyona

konveks fonksiyon denir” şeklinde ifade edilir. Bu geometrik ifadenin eşdeğeri, “Eğer reel

değerli bir fonksiyonun grafiğinin üzerinde yer alan ve grafiğinin üstündeki noktaların

kümesi konveks ise bu fonksiyona konveks fonksiyon denir” şeklindedir.

Basit konveks fonksiyonlara, x ∈ (−∞,∞) olmak üzere f(x) = x2, x ∈ [−π, 0] olmak

üzere g(x) = sinx, x ∈ (−∞,∞) olmak üzere (k(x) = |x| örnekleri verilebilir.

Konveks fonksiyonların kendi içinde bir çok çeşidi vardır ve bunlardan bazıları, h-

konveks fonksiyonlar, birinci ve ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar, logaritmik-konveks

fonksiyonlar, r-konveks fonksiyonlar, g-konveks fonksiyonlar, m-konveks fonksiyonlar,

(α,m)-konveks fonksiyonlar, (k, h)-konveks fonksiyonlar, quasi-konveks fonksiyonlar, ola-

rak sıralanabilir. Bu konveks fonksiyon sınıflarından bazılarının tanımları aşağıda ve-

rilmiştir.

Tanım 2.1.3 0 < s ≤ 1 olsun. Her x, y ∈ [0,∞), α, β ≥ 0, αs + βs = 1 olmak üzere

f : [0,∞) → R fonksiyonu

f(αx+ βy) ≤ αsf(x) + βsf(y) (2.1.2)

eşitsizliğini sağlıyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s-Orlicz konveks veya s-konveks

fonksiyon denir. Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar sınıfı K1
s ile gösterilir ([25],[69]).

Tanım 2.1.4 0 < s ≤ 1 olsun. Her x, y ∈ [0,∞), α, β ≥ 0, α + β = 1 olmak üzere

f : [0,∞) → R fonksiyonu

f(αx+ βy) ≤ αsf(x) + βsf(y) (2.1.3)

eşitsizliğini sağlıyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s-Breckner konvex veya s-konveks

fonksiyon denir. İkinci anlamda s-konveks fonksiyonlar sınıfı K2
s ile gösterilir ([16],[41]).
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Tanım 2.1.5 I, J R’de bir aralık, (0, 1) ⊆ J , h : J → R negatif olmayan bir fonksiyon

ve h ̸≡ 0 olsun. Her x, y ∈ I, t ∈ (0, 1) için f : I → R negatif olmayan fonksiyonu

f(tx+ (1− t)y) ≤ h(t)f(x) + h(1− t)f(y) (2.1.4)

eşitsizliğini sağlıyorsa f fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir ([82]).

2.1.2 İnveks Küme ve Pre-inveks Fonksiyon

Literatürde önemli bir yere sahip ve açık bir geometrik yorumu olan inveks kümenin

tanımı aşağıdadır.

Tanım 2.1.6 X ̸= ∅ ⊆ Rn ve µ : X × X → Rn olsun. Her k1, k2 ∈ X ve t ∈ [0, 1] olmak

üzere k1 + tµ (k2, k1) ∈ X ise X kümesine inveks küme denir.

İnveks küme konveks kümeden daha genel bir kümedir. Eğer µ (k2, k1) = k2 − k1 ise

her konveks küme bir inveks kümedir fakat her inveks kümenin bir konveks küme olması

gerekmez ([7],[58],[63]).

1981 yılında M.A. Hanson [33]’te diferansiyellenebilir f : S ⊂ Rn → R fonksiyonları

için, her k1, k2 ∈ S ve µ(k2, k1) n-boyutlu vektör fonksiyonu olmak üzere

f(k2)− f(k1) ≥ [µ(k2, k1)]
′▽f(k1) (2.1.5)

eşitsizliğini elde etmiştir. Ardından B.D. Craven [22]’de bu tür fonksiyonları inveks fonksi-

yonlar olarak adlandırmıştır. Daha sonra A. Ben-Israel ve B. Mond [14]’te, her k1, k2 ∈ S,

µ(k2, k1) n-boyutlu vektör fonksiyonu ve λ ∈ [0, 1] olmak üzere

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
≤ (1− t)f(k1) + tf(k2) (2.1.6)

eşitsizliğini sağlayan diferansiyellenebilir f : S ⊂ Rn → R fonksiyonlarının inveks fonksi-

yonlar olduğunu ortaya koymuştur. 1988 yılında ise T. Weir ve B. Mond [84]’te inveks

fonksiyonların kısa bir tarihi sürecini ve (2.1.6) eşitsizliğini sağlayan fonksiyonların pre-

inveks fonksiyonlar olarak adlandırılabileceğini ifade etmiştir. X ̸= ∅ ⊆ R invex kümesinde

tanımlı pre-inveks fonksiyonun tanımı aşağıda verilmiştir.

Tanım 2.1.7 X ̸= ∅ ⊆ R bir inveks küme olmak üzere µ : X×X ̸= ∅ → R reel değerli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda, t ∈ [0, 1] ve ∀k1, k2 ∈ X olmak üzere f : X → R fonksiyonu

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
≤ (1− t)f(k1) + tf(k2) (2.1.7)

eşitsizliğini sağlarsa f fonksiyonuna µ fonksiyonuna göre pre-inveks fonksiyon denir ([84]).
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Eğer (−f) fonksiyonu pre-inveks ise f ’ye pre-incave denir. Ayrıca (2.1.7) eşitsizliğinde

µ (k2, k1) = k2−k1 olarak alınırsa pre-inveks fonksiyon klasik konveks fonksiyona dönüşür.

Bu durumda her konveks fonksiyonun pre-inveks fonksiyon olduğu açıktır fakat her pre-

inveks fonksiyon konveks fonksiyon olmayabilir. Örneğin; f(x) = −|x| fonksiyonu konveks

fonksiyon değildir fakat aşağıdaki

µ(k2, k1) =


k2 − k1, k1 ≤ 0, k2 ≤ 0

k2 − k1, k1 ≥ 0, k2 ≥ 0

k1 − k2, k1 > 0, k2 < 0

k1 − k2, k1 < 0, k2 > 0

fonksiyonuna göre pre-inveks fonksiyondur.

Mohan and Neogy [63]’te aşağıdaki 2.1.1 koşulunu tanımlamışlardır.

Koşul 2.1.1 A ⊆ Rn inveks bir küme olmak üzere µ : A × A → Rn reel değerli bir

fonksiyon olsun. Her x, y ∈ A ve her t ∈ [0, 1] için

µ
(
y, y + tµ(x, y)

)
= −tµ(x, y) (2.1.8)

µ
(
x, y + tµ(x, y)

)
= (1− t)µ(x, y)

eşitlikleri varsa µ fonksiyonu Koşul 2.1.1’i sağlar denir.

Her x, y ∈ A ve her t1, t2 ∈ [0, 1] için Koşul 2.1.1’den

µ
(
y + t2µ(x, y), y + t1µ(x, y)

)
= (t2 − t1)µ(x, y) (2.1.9)

eşitliği yazılır
(
(2.1.9)’un ispatı için bakınız [44]

)
.

2.1.3 Bazı Özel Fonksiyonlar

Senkronize fonksiyonların tanımı aşağıda verilmiştir.

Tanım 2.1.8 (Senkronize Fonksiyonlar) Her x, y ∈ [a, b] ⊆ R ve f, g : [a, b] → R için(
f(x)− f(y)

)(
g(x)− g(y)

)
≥ 0 (2.1.10)

eşitsizligi geçerli ise f ve g fonksiyonlarına senkronize fonksiyonlar denir.

Kesirli analizde önemli bir yere sahip olan ve Leonhard Euler tarafından 1729 yılında

tanımlanan gama fonksiyonunun tanımı aşağıda verilmiştir.
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Tanım 2.1.9 (Gama Fonksiyonu) Re(z) > 0 olsun. Gama fonksiyonu Γ(z)

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt (2.1.11)

ifadesi ile tanımlanır ([49],[77]).

Gama fonksiyonu ile ilgili

Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N0 (N0 := N ∪ {0}) (2.1.12)

ve

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0 (2.1.13)

eşitlikleri yazılır.

Ayrıca, z’nin bazı özel değerleri için (2.1.11) eşitliği kullanılarak

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−tdt = 1

ve

Γ

(
1

2

)
=

√
π

eşitlikleri elde edilir. Bunun yanında (2.1.13) eşitliği kullanılarak

Γ

(
3

2

)
= Γ

(
1

2
+ 1

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

1

2

√
π =

√
π

2

eşitliği elde edilir.

Beta fonksiyonun tanımı aşağıda verilmiştir.

Tanım 2.1.10 (Beta Fonksiyonu) Re(η) > 0 ve Re(ρ) > 0 olsun. Beta fonksiyonu

β(η, ρ)

β (η, ρ) =

∫ 1

0

tη−1 (1− t)ρ−1 dt

ifadesi ile tanımlanır [77].

İsveçli matematikçi Gosta Mittag-Leffler tarafından 1903 yılında tanımlanan klasik

ve genelleştirilmiş Mittag-Leffler fonksiyonunun tanımları aşağıda verilmiştir.

Tanım 2.1.11 (Klasik Mittag-Leffler Fonksiyonu) α ∈ C, Re(α) > 0 ve z ∈ C

olmak üzere klasik Mittag-Leffler fonksiyonu Eα(z)

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
(2.1.14)

ifadesi ile tanımlanır ([37],[49]).
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Tanım 2.1.12 (Genelleştirilmiş Mittag-Leffler Fonksiyonu) α, β ∈ C, Re(α) > 0,

Re(β) > 0 ve z ∈ C olmak üzere genelleştirilmiş Mittag-Leffler fonksiyonu Eα,β(z)

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
(2.1.15)

ifadesi ile tanımlanır ([37],[49]).

Klasik Mittag-Leffler fonksiyonuEα(z)’nin, α’nın bazı özel değerleri için eşitleri aşağıda

verilmiştir.

i. E0(z) =
1

1−z′
, |z| < 1

ii. E1(z) = ez

iii. E2(z) = cosh(
√
z), z ∈ C

iv. E2(−z2) = cos(z), z ∈ C

v. E3(z) =
1
2

[
ez

1/3
+ 2e−(1/2)z1/3 cos

(√
3
2
z1/3

)]
, z ∈ C

v. E4(z) =
1
2

[
cos
(
z1/4

)
+ cosh

(
z1/4

)]
, z ∈ C.

2.1.4 Sobolev Uzayları

Tanım 2.1.13 (Sobolev Uzayı) Ω, Rn’nin açık bir alt kümesi ve çoklu indeks α için

|α| ≤ k olmak üzere u ∈ Lp(Ω) fonksiyonlarının zayıf türevi Dαu var olsun. Bu durumda

W k,p(Ω) sobolev uzayı

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k}

ifadesi ile tanımlanır ([4],[50]).

Tanım 2.1.14 (1. Mertebeden Sobolev Uzayı) (a,b), R’nin açık aralığı olmak üzere

1. mertebeden Sobolev uzayı aşağıdaki

H1(a, b) =
{
u ∈ L2(a, b) : u

′ ∈ L2(a, b)
}

ifadesi ile tanımlanır ([18],[81]).

W k,p(Ω) sobolev uzayında p = 2 alınrsa bu uzay Hilbert Uzayına eşit yani W k,2(Ω) =

H1(a, b) olur. Bir f fonksiyonu için f ∈ H1(a, b) olması o fonksiyonun (a, b) aralığında

kendisinin ve türevinin integrallenebildiğini garantiler.
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2.2 Bazı Önemli Eşitsizlikler

Eşitsizlik teorisindeki çalışmalar bir çok yeni eşitsizliğin ortaya çıkmasını sağlamıştır.

Bu eşitsizliklerin en önemlilerinden ve literatürde en çok bilinenlerden biri Charles Hermite

ve Jacques Hadamard tarafından konveks fonksiyonlar kullanılarak elde edilen Hermite-

Hadamard eşitsizliğidir ve aşağıdaki gibidir.

Teorem 2.2.1 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) I, R’nin bir aralığı olsun. f : I →
R konveks fonksiyon, a, b ∈ I ve a < b olmak üzere

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
(2.2.1)

eşitsizliği geçerlidir.

Yukarıdaki (2.2.1) eşitsizliğinin sol tarafını; konveks fonksiyonlar resmi olarak tanıtıl-

madan önce, [a, b] üzerinde artan f ′ ile birlikte f fonksiyonları için 1893 yılında Hadamard

ispat etmiştir ve dolayısıyla bu eşitsizliğin sol tarafı bazen Hadamard eşitsizliği olarak

da ifade edilir. Fakat 1985 yılında Mitrinović ve Lacković [60]’ta (2.2.1)’deki eşitsizlikleri

Hadamard’dan on yıl önce, 1883 yılında elde edenin Charles Hermite olduğunu belirtmişler-

dir. Günümüzde, Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinen bu eşitsizliğin farklı fonksi-

yon sınıfları ile birlikte farklı kesirli türev ve integral operatörleri yardımıyla çeşitli fonksi-

yonlar için bir çok genelleştirilmesi yapılarak yeni varyasyonları elde edilmiştir. Dolayısıyla

bu anlamda bu eşitsizliğin eşitsizlik teorisine katkısı büyük olmuştur ([27],[70]).

Hermite-Hadamard eşitsizliğinin farklı fonksiyon sınıfları için elde edilen çeşitli ver-

siyonları aşağıda verilmiştir.

Sarıkaya ve arkadaşları [75]’te h-konveks fonksiyonlar için aşağıdaki Hermite-Hada-

mard eşitsizliğini elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.2 f ∈ SX(h, I), a, b ∈ I, a < b ve f ∈ L1 ([a, b]) olsun. Bu durumda

1

2h(1
2
)
f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤
[
f(a) + f(b)

] ∫ 1

0

h(α)dα (2.2.2)

eşitsizliği geçerlidir.

Dragomir ve Fitzpatrick [26]’da ikinci anlamda s-konveks fonksiyonları için aşağıdaki

Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde etmişlerdir.

11



Teorem 2.2.3 f : [0,∞) → R ikinci anlamda s-konveks fonksiyon, s ∈ (0, 1), a, b ∈

[0,∞) ve a < b olsun. f ∈ L1[a, b] olmak üzere

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

s+ 1

eşitsizliği geçerlidir.

Noor [66]’da pre-invex fonksiyonlar için aşağıdaki Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde

etmiştir.

Teorem 2.2.4 I◦ ⊆ R, k1, k2 ∈ I◦ ve k1 < k1 + µ (k2, k1) olmak üzere f : I =

[k1, k1 + µ (k2, k1)] → (0,∞) fonksiyonu I◦’de pre-inveks fonksiyon olsun. Bu durumda

f

(
2k1 + µ (k2, k1)

2

)
≤ 1

µ (k2, k1)

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

f(x)dx ≤ f(k1) + f(k2)

2
(2.2.3)

eşitsizliği geçerlidir.

Ayrıca, C.P. Niculescu [64]’te logaritmik konveks fonksiyonlar için, S.S. Dragomir

[24]’tem-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliklerini elde etmişlerdir. Öte

yandan literatürde, yukarıda verilen fonksiyonların dışında var olan diğer bir çok farklı

fonksiyon sınıfları için Hermite-Hadamard eşitsizliği mevcuttur.

Kavurmacı ve arkadaşları [48]’de konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli

bazı yeni eşitsizlikler elde etmişlerdir. Bu eşitsizliklerin bazıları aşağıda verilmiştir.

Teorem 2.2.5 a, b ∈ I ve a < b olmak üzere f : I ⊂ R → R fonksiyonu I◦’de dife-

ransiyellenebilir bir fonksiyon ve f ∈ L1[a, b] olsun. Eğer her x ∈ [a, b] için |f ′| konveks

fonksiyon ise ∣∣∣∣(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣
≤ (x− a)2

b− a

[
|f ′(x)|+ 2 |f ′(a)|

6

]
+

(b− x)2

b− a

[
|f ′(x)|+ 2 |f ′(b)|

6

]
(2.2.4)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 2.2.6 a, b ∈ I ve a < b olmak üzere f : I ⊂ R → R fonksiyonu I◦’de diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon ve f ∈ L1[a, b] olsun. Eğer her x ∈ [a, b], q = p
p−1

ve bazı sabit

q > 1 için |f ′|
p

p−1 , [a, b] üzerinde konveks fonksiyon ise

12



∣∣∣∣(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣
≤

(
1

p+ 1

) 1
p
(
1

2

) 1
q

[
(x− a)2 [|f ′(a)|q + |f ′(x)|q]

1
q + (b− x)2 [|f ′(b)|q + |f ′(x)|q]

1
q

b− a

]
(2.2.5)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 2.2.7 a, b ∈ I ve a < b olmak üzere f : I ⊂ R → R fonksiyonu I◦’de diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon ve f ∈ L1[a, b] olsun. Eğer her x ∈ [a, b] ve bazı sabit q ≥ 1

için |f ′|q, [a, b] üzerinde konveks fonksiyon ise∣∣∣∣(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣
≤

(
1

2

)(
1

3

) 1
q

[
(x− a)2 [2|f ′(a)|q + |f ′(x)|q]

1
q + (b− x)2 [2|f ′(b)|q + |f ′(x)|q]

1
q

b− a

]
(2.2.6)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 2.2.8 a, b ∈ I ve a < b olmak üzere f : I ⊂ R → R fonksiyonu I◦’de diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon ve f ∈ L1[a, b] olsun. Eğer bazı sabit q ≥ 1 için |f ′|q, [a, b]

üzerinde konkav fonksiyon ise∣∣∣∣(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣
≤ 1

2

[
(x− a)2

∣∣f ′ (x+2a
3

)∣∣+ (b− x)2
∣∣f ′ (x+2b

3

)∣∣
b− a

]
(2.2.7)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 2.2.9 a, b ∈ I ve a < b olmak üzere f : I ⊂ R → R fonksiyonu I◦’de diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon ve f ∈ L1[a, b] olsun. Eğer her x ∈ [a, b] ve bazı sabit q > 1

için |f ′|q, [a, b] üzerinde konkav fonksiyon ise∣∣∣∣(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣
≤

(
q − 1

2q − 1

) q−1
q

[
(x− a)2

∣∣f ′ (x+a
2

)∣∣+ (b− x)2
∣∣f ′ (x+b

2

)∣∣
b− a

]
(2.2.8)

eşitsizliği elde edilir.
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Teorem 2.2.10 (Hölder Eşitsizliği) a = (a1, a2, ..., an) ve b = (b1, b2, ..., bn) reel veya

kompleks sayıların iki n−lisi olsun. Bu takdirde, 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere

(a) p > 1 ise,
n∑

k=1

|akbk| ≤

(
n∑

k=1

|ak|p
) 1

p
(

n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

,

(b) p < 0 veya q < 0 ise,

n∑
k=1

|akbk| ≥

(
n∑

k=1

|ak|p
) 1

p
(

n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

eşitsizlikleri geçerlidir ([59],[62]).

Teorem 2.2.11 (İntegraller için Hölder Eşitsizliği) p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. f ve

g, [a, b] aralığında tanımlı iki reel fonksiyon ve |f |p ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir

fonksiyonlar ise ∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir ([59],[62]).

Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan ve daha iyi sonuçlar elde etmek için kullanılan

power mean eşitsizliği aşağıdaki gibidir.

Sonuç 2.2.1 (Power Mean Eşitsizliği) f ve g, [a, b] aralığında tanımlı ve integral-

lenebilir iki fonksiyon olsun. q ≥ 1, |f | ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir fonksi-

yonlar ise ∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|dx
)1− 1

q
(∫ b

a

|f(x)||g(x)|qdx
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir.

Teorem 2.2.12 (Jensen Eşitsizliği) f fonksiyonu [a, b] aralığında konveks ve xi ∈

[a, b], i = 1, 2, ..., n olsun. Bu durumda, αi > 0 ve
n∑

i=1

αi = 1 ise

f

( n∑
i=1

αixi

)
≤

n∑
i=1

αif(xi)

eşitsizliği geçerlidir ([70]).
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Teorem 2.2.13 (İntegraller için Jensen Eşitsizliği) f : [a, b] → R konveks fonksiyon,

h : [a, b] → (0,∞) ve u : [a, b] → R+ = (0,∞) integrallenebilir fonksiyonlar olmak üzere

f

(∫ b

a
h(t)u(t)dt∫ b

a
h(t)dt

)
≤
∫ b

a
h(t)f(u(t))dt∫ b

a
h(t)dt

eşitsizliği geçerlidir ([70]).

Teorem 2.2.14 (Young Eşitsizliği) a, b ≥ 0, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere

1

p
ap +

1

q
bq ≥ ab (2.2.9)

eşitsizliği geçerlidir ve bu eşitsizliğe Young eşitsizliği denir ([59]).

Teorem 2.2.15 (Üçgen Eşitsizliği) Herhangi x, y reel sayıları için,

|x+ y| ≤ |x|+ |y|,

||x| − |y|| ≤ |x− y|,

||x| − |y|| ≤ |x+ y|

ve tümevarım yoluyla

|x1 + x2+, ...xn| ≤ |x1|+ |x2|+ ...+ |xn|

eşitsizlikleri geçerlidir ([62]).

Teorem 2.2.16 (İntegraller için Üçgen Eşitsizliği) a < b olmak üzere f , [a, b]

aralığında sürekli reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)|dx

eşitsizliği geçerlidir ([62]).

Chebyshev’in literatüre kazandırdığı özgün eşitsizliklerden biri aşağıdaki gibidir.

Teorem 2.2.17 (Chebyshev Eşitsizliği) f , g ve p fonksiyonları [a, b] aralığında in-

tegrallenebilir, f ve g senkronize fonksiyonlar ve p pozitif değerli fonksiyon olsun. O

halde ∫ b

a

p(x)dx

∫ b

a

p(x)f(x)g(x)dx ≥
∫ b

a

p(x)f(x)dx

∫ b

a

p(x)g(x)dx (2.2.10)

eşitsizliği geçerlidir ([21], [62]).
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Yukarıdaki (2.2.10) eşitsizliğinde p(x) = 1 alınırsa, literatürde Chebyshev eşitsizliği

olarak bilinen ∫ b

a

f(x)g(x)dx ≥ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx (2.2.11)

eşitsizliği elde edilir ([21]). (2.2.11) eşitsizliğinin sol ve sağ tarafındaki ifadeler kullanılarak

T (f, g) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx−
(

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)(
1

b− a

∫ b

a

g(x)dx

)
eşitliği yazılır. Literatürde bu eşitliğe Chebyshev fonksiyoneli denir. Chebyshev bu

fonksiyonel yardımıyla aşağıdaki eşitsizliği elde etmiştir.

Teorem 2.2.18 f, g : [a, b] → R mutlak sürekli ve f ′, g′ ∈ L∞ olmak üzere∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx−
(

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)(
1

b− a

∫ b

a

g(x)dx

) ∣∣∣∣
≤ 1

12
(b− a)2 ∥f ′∥∞ ∥g′∥∞

eşitsizliği geçerlidir ([21]).

2.3 Kesirli Türev ve İntegral Operatörleri

L’Hopital’in, Leibniz’e 1695 yılında sorduğu “Türevin mertebesi 1
2
olarak alınırsa ne

olacak” sorusu ile tarihi süreci başlayan kesirli analiz, 300 yıldan fazla geçmişe sahip

klasik analizin bir genellemesidir. Kesirli türev ve integral kavramı; klasik türev ve integral

kavramlarından farklı olarak, keyfi mertebeden türev ve integralin hesaplanmasına olanak

sağlayan ve bu hasaplamalara bağlı olarak yapılan uygulamaları ve araştırmaları içeren,

klasik türev ve integrale göre daha kapsamlı olan matematiğin bir alt alanıdır.

Kesirli analiz kavramı, 18. ve 19. yüzyıllar boyunca bir çok matematikçinin dikkatini

çekmiş ve ayrıntılı olarak incelenmiştir. Euler (1730), J.L. Lagrange (1772), P.S. Laplace

(1812) kesirli analizden bahsetseler de yazılı bir metinde ilk olarak Lacroix (1819) kesirli

analizi ayrıntılı olarak ele almıştır. Lacroix önce, m pozitif tam sayı ve m ≥ n olmak

üzere y = xm fonksiyonunun n. mertebeye kadar olan türevlerini sırasıyla

d

dx
y =

d

dx
xm = mxm−1

d2

dx2
y =

d2

dx2
xm = m(m− 1)xm−2
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d3

dx3
y =

d3

dx3
xm = m(m− 1)(m− 2)xm−3

.

.

.

dn

dxn
y =

dn

dxn
xm = m(m− 1)(m− 2)...(m− n+ 1)xm−n

=
m(m− 1)(m− 2)...(m− n+ 1)(m− n)!

(m− n)!
xm−n (2.3.1)

=
m!

(m− n)!
xm−n

şeklinde almıştır. Daha sonra (2.3.1) eşitliğini gama fonksiyonunun özelliklerini kullanarak

dn

dxn
y =

m!

(m− n)!
xm−n

(2.3.2)

=
Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n

olarak yazmıştır. Lacroix (2.3.2) eşitliğinde, m = 1 ve n = 1
2
alarak

d
1
2

dx
y =

d
1
2

dx
x =

Γ(1 + 1)

Γ(1− 1
2
+ 1)

x1− 1
2

=
1.Γ(1)

Γ
(
3
2

) x 1
2

=
1
√
π
2

x
1
2

=
2√
π
x

1
2

hesaplamasını yapmış ve y = x fonksiyonunun 1
2
’inci mertebeden türevinin 2√

π
x

1
2 ’ye eşit

olduğunu bulmuştur.

Lacroix’in tam sayı mertebeden türevi genelleyerek elde ettiği sonucun, kesirli türevin

günümüzdeki Riemann-Liouville tanımıyla elde edilen sonuçla aynı olması ilginçti fakat

Lacroix’in elde ettiği bu sonuç kesirli türevin tanımlanması için yeterli ipucu sunmu-

yordu. Daha sonra kesirli türevden B. J. Fourier (1822) integrali kullanarak bahsetmiştir.

Leibniz, Euler, Lagrange, Laplace, Lacroix ve Fourier keyfi mertebeden türevlerden bah-

setmişlerdir, ancak kesirli işlemlerin ilk kullanımı N.H. Abel tarafından 1823 yılında

yapılmıştır. Abel özellikle ilk mühendislik problemi olan “tautochrone” problemi üzerine

kesirli işlemler yapmıştır. Daha sonra J. Liouville 1832’de üç uzun anı kitabı yayımlamış
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ve hızlı bir şekilde art arda bir kaç yayım daha yapmıştır. Liouville’ın yaptığı bu çalışmalar

kesirli analizin ilerlemesi açısından çok önemlidir. Kesirli analizin tarihi sürecine Liou-

ville’den sonra G. F. Bernhard Riemann da katılmış ve kesirli integral teorisini öğrencilik

yıllarında geliştirmesine rağmen yaptığı çalışmaları yayımlamaktan kaçınmıştır. Daha

sonra yaptığı çalışmalar ölümünden sonra 1892 yılında “Gesammelte Werke” adlı kitabında

yayımlanmıştır. Bu süreçte hem diğer matematikçilerin hem de Liouville ve Riemann’ın

yaptığı kesirli türev tanımlamaları arasında bazı fonksiyonlar ve özel durumlar için kısıtla-

malar, tutarsızlıklar vardı ve bazı özel durumlar için farklı sonuçlar elde edilmekteydi.

1869’da N. Ya. Sonin “On Differentation with arbitrary index” başlıklı bir makale yayımla-

mış ki bu makale kesirli integrasyonun Riemann-Liouville tanımının ilk olarak hesaplarının

yapıldığı makaledir. Günümüze kadar bir çok matematikçi, adına bu gün operatör diyeceği-

miz hem kesirli türev hem de kesirli integral tanımlarını yaparak alana katkılarını sunmuşlar-

dır ([57]).

Kesirli analizin en çok kullanıldığı alanlardan biri eşitsizlik teorisi olmuştur. Kesirli

analiz, eşitsizlik teorisinin gelişmesinde, tanımlanan kesirli türev ve integral operatörler

yardımıyla etkili rol oynamıştır. Kesirli analizi geliştiren birçok matematikçi, problem-

lere çözüm bulmak için tam sayı mertebeli türev ve integral yerine daha iyi sonuçlar

vereceği vurgulanan birçok kesirli türev ve integral operatör tanımlamıştır. Günümüz

dünyasında kesirli analizin uygulamaları viskoelastisite, reoloji, akustik, optik, kimya ve

kontrol teorisi, istatistiksel fizik, robotik, elektrik ve makine mühendisliği, biyomühendislik,

yeraltı kaynakları, hastalık modelleri vb. alanlarda çok geniştir. Günümüze kadar tanımla-

nan bir çok kesirli türev ve integral operatörlerinin bazıları olan Riemann-Liouville kesirli

türev ve integral operatörleri, Caputo-Fabrizio kesirli türev ve integral operatörleri ve

Atangana-Baleanu kesirli türev ve integral operatörleri hakkında detaylı bilgiye bu tezde

yer verilmiştir.

2.3.1 Riemann-Liouville Kesirli Türev ve İntegral Operatörleri

Rastgele bir fonksiyonun kesirli türevi ve kesirli integrali için genel Riemann-Liouville

tanımı, 19. yüzyılın sonlarında karmaşık bir analiz yaklaşımıyla ortaya çıkmıştır. Riemann-

Liouville formülü şimdi çoğunlukla reel analiz bağlamında kullanılmasına rağmen, orijinal

motivasyonu, karmaşık bir analitik fonksiyonun tekrarlanan türevleri için Cauchy integral

formülünün genelleştirilmesinden gelmiştir. Bir f(x) fonksiyonunun Riemann-Liouville

kesirli integralleri aşağıdaki gibidir:
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Tanım 2.3.1 (Riemann-Liouville Kesirli İntegral Operatörleri) f ∈ L1[a, b] olsun.

α > 0 ve [a, b] (−∞ < a < b < ∞) reel eksen üzerinde sonlu bir aralık olmak üzere α.

mertebeden sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli integralleri sırasıyla,

Jα
a+f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a

ve

Jα
b−f(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, x < b

dir. Ayrıca α = 0 için J0
a+f(x) = J0

b−f(x) = f(x) olarak tanımlanır ([49]).

Ayrıca, Riemann-Liouville kesirli türevleri, Riemann-Liouville kesirli integralleri yardı-

mıyla aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 2.3.2 (Riemann-Liouville Kesirli Türev Operatörleri) α ∈ C (Re(α) ≥ 0)

olmak üzere [Re(α)], Re(α) nın tam değeri olsun. α.mertebeden Riemann-Liouville kesirli

türevinin sol ve sağ tarafı sırasıyla,

(Dα
a+f)(x) =

(
d

dx

)n

(Jn−α
a+ f)(x)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1dt
, (n = [Re(α)] + 1; x > a)

ve

(Dα
b−f)(x) =

(
− d

dx

)n

(Jn−α
b− f)(x)

=
1

Γ(n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f(t)

(x− t)α−n+1dt
, (n = [Re(α)] + 1; x < b)

dir ([49]).

Bu tanım, hem Liouville’in hem de Lacroix’in formüllerini kapsayacak kadar geneldir.

Ancak yine de kesirli analizi tanımlamanın önerilen tek yolu bu değildir. Birden çok

çelişkili formülün günümüze kadar varlığını koruyarak gelmesi, birinci dereceden türevin

tek bir tanımı olduğunu bilen ve kesirli türevlerin de tek bir tanımını görmeyi bekleyen,

alana yeni gelmiş birçok kişinin kafasını karıştırmaktadır. Riemann-Liouville modeli,

integral dönüşümün tanımındaki kuvvet fonksiyonu içeren çekirdeği nedeniyle, kuvvet

yasası davranışına sahip süreçleri tanımlamak için kullanılabilir ancak doğada meydana

gelen ve basit kuvvet fonksiyonlarıyla tanımlanamayan başka birçok davranış türü vardır.

Riemann-Liouville kesirli türevleriyle başlangıç-değer problemlerinin matematiksel olarak
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çözümü mümkündür fakat bu tür problemlerin, Riemann-Liouville kesirli türevlerinin

limit değerleri biçiminde tanımlanan başlangıç koşullarına yol açmasından ve bu başlangıç

koşullarının fiziksel yorumunun olmamasından dolayı, bu türev operatörüyle pratikte

çözülmesi kullanışsızdır. Ayrıca Riemann-Liouville kesirli türev operatörlerinin olumsuz

bir diğer yanı çekirdeğinin singüler olması ve bu durumun hesaplamalarda algoritma ku-

rarken zorluk çıkarmasıdır. Dolayısıyla, daha karmaşık olan ve basit kuvvet fonksiyonları

ile tanımlanamayan süreçleri ve davranış türlerini tanımlamak için farklı kesirli tanımlar

ortaya çıkarılmaya devam edilmiştir.

Literatürde, Jensen, Hölder, Minkovski, Wirtinger, Young ve bilinen bir çok klasik

eşitsizlik kullanarak kesirli operatörler yardımıyla elde edilmiş bir çok eşitsizlik yer al-

maktadır.

Hermite-Hadamard eşitsizliğinin farklı kesirli integral operatörleri için çeşitli versi-

yonları elde edilmiştir. Bunlardan ilki Riemann-Liouville kesirli integral operatörleri için

elde edilmiştir. Aşağıda Riemann-Liouville kesirli integral operatörleri yardımıyla elde

edilen Hermite-Hadamard eşitsizlikleri ve elde edilen diğer bazı sonuçlar verilmiştir.

Sarıkaya ve arkadaşları [76]’da Riemann-Liouville kesirli integral operatörleri yardımıy-

la konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde etmiştir. Onlar bu çalış-

mayla, Riemann-Liouville kesirli integral operatörlerini kullanarak Hermite-Hadamard in-

tegral eşitsizliği için farklı bir bakış açısı geliştirmiştir. Ayrıca bu çalışma, klasik integral

eşitsizliklerinin genelleştirilmesi, geliştirilmesi ve elde edilmesinde anahtar rol oynamak-

tadır.

Teorem 2.3.1 0 ≤ a < b ve f ∈ L1[a, b] olmak üzere f : [a, b] → R pozitif fonksiyon ol-

sun. Eğer f , [a, b] üzerinde konveks fonksiyon ve α > 0 ise kesirli integraller için aşağıdaki

f

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

2 (b− a)α
[Jαa+f(b) + Jαb−f(a)] ≤

f(a) + f(b)

2

eşitsizliği geçerlidir.

Ayrıca, Sarıkaya ve arkadaşları [76]’da Riemann-Liouville kesirli integral operatörleri

için aşağıdaki integral eşitliğini elde etmişlerdir.

Lemma 2.3.1 a < b olmak üzere f : [a, b] → R, (a, b) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Eğer f ′ ∈ L1[a, b] ise kesirli integraller için aşağıdaki

f(a) + f(b)

2
− Γ(α + 1)

2(b− a)α
[Jαa+f(b) + Jαb−f(a)] =

b− a

2

∫ 1

0

[(1− t)α − tα] f ′(ta+ (1− t)b)dt
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eşitliği elde edilir.

İşcan [43]’te Riemann-Liouville kesirli integral operatörlerini kullanarak konveks fonksi-

yonlar için Hermite-Hadamard-Fejer tipli ve [42]’de ise Riemann-Liouville kesirli integ-

ral operatörlerini kullanarak pre-inveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard integral eşit-

sizliklerini elde etmiştir ve bu eşitsizlikler sırasıyla aşağıda verilmiştir.

Teorem 2.3.2 a < b ve f ∈ L1[a, b] olmak üzere f : [a, b] → R konveks fonksiyon olsun.

Eğer g : [a, b] → R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2 ye göre

simetrik ise α > 0 olmak üzere Riemann-Liouville kesirli integral operatörleri için

f

(
a+ b

2

)[
Jαa+g(b) + Jαb−g(a)

]
≤

[
Jαa+fg(b) + Jαb−fg(a)

]
(2.3.3)

≤ f(a) + f(b)

2

[
Jαa+g(b) + Jαb−g(a)

]
eşitsizliği elde edilir.

Teorem 2.3.3 A ⊆ R açık inveks bir alt küme olmak üzere η : A×A → R bir fonksiyon

ve a, b ∈ A için a < a + η (b, a) olsun. Eğer f : [a, a+ η (b, a)] → (0,∞) bir pre-inveks

fonksiyon, f ∈ L1 [a, a+ η (b, a)] ve η fonksiyonu Koşul 2.1.1’i sağlıyorsa, α > 0 olmak

üzere Riemann-Liouville kesirli integral operatörleri için

f

(
2a+ η (b, a)

2

)
≤ Γ(α + 1)

2 [µ (b, a)]α

[
Jα
a+f
(
a+ η (b, a)

)
+ Jα

(a+η(b,a))−
f (a)

]
≤

f(a) + f
(
a+ η (b, a)

)
2

≤ f(a) + f(b)

2

eşitsizliği geçerlidir.

2.3.2 Caputo-Fabrizio Kesirli Türev ve İntegral Operatörleri

Yeni bir kesirli türev tanımı olarak zamansal temsili varsayan Caputo kesirli türev

tanımı verilmiştir. Bu zamansal temsil, bilinen kesirli türevlerin çözümlerinde ortaya

çıkan formüllerde ve hesaplamalardaki reel kuvvetlerin bazı sadeleştirmelerle birlikte tam

sayı kuvvetlere dönüşeceği zaman değişkenleri üzerinde çalışır. Bu çerçevede yapılacak

hesaplamalarda Laplace dönüşümü kullanmanın uygunluğu ortaya çıkmaktadır.

Bu yeni yaklaşımın ilgi alanı, klasik viskoelastik malzemelerin, termal ortamların,

elektromanyetik sistemlerin davranışlarını tanımlayan bir model kullanma gerekliliğidir.
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Aslında kesirli türevin orijinal tanımı, plastiklik, aşınma, hasar ve elektromanyetik his-

terezis ile ilgili mekanik olaylar için uygun görülmektedir.

Zamansal temsili varsayan yeni kesirli türevin tanımı M. Caputo tarafından aşağıda

yapılmıştır.

Tanım 2.3.3 (Caputo Kesirli Türev Operatörü) α ∈ [0, 1], a ∈ (−∞, t), f ∈
H1(a, b) ve b > a olmak üzere α. mertebeden Caputo kesirli türevi

CDαf(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αf ′(s)ds (2.3.4)

olarak verilir ([18]).

Burada, J. Losada ve J.J. Nieto [56]’da Caputo kesirli türevinin tanımını, farklı bir

aralıkta aşağıdaki gibi vermişlerdir.

Tanım 2.3.4 α ∈ (0, 1), f ∈ H1(0, b) ve b > 0 olmak üzere α. mertebeden Caputo kesirli

türevi

CDαf(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−αf ′(s)ds, t > 0 (2.3.5)

olarak verilir.

Caputo kesirli türevinin temel avantajı, Caputo kesirli türev içeren diferansiyel denk-

lemler için tanımlanan başlangıç koşullarıyla tam sayı mertebeli diferansiyel denklem-

ler için tanımlanan başlangıç koşullarının aynı olmasıdır. Günümüzde, kesirli mate-

matik ve özellikle Caputo kesirli türevi, bilimin farklı alanlarında sayısız uygulama alanı

bulmaktadır ve kesirli türevlerin bir çok problemde başarıyla kullanıldığı bilinmektedir

([8],[17],[20],[38]). M. Caputo’nun Tanım 2.3.3 de verdiği türev operatörü tanımının eksik

yanı t = s için singüler çekirdeğe sahip olmasıdır. Bu eksikliği gidermek için M. Caputo

ve M. Fabrizio, (2.3.4) eşitliğindeki (t − s)−α ifadesinin yerine exp
(
− α

(1−α)
(t− s)

)
üstel

fonksiyonunu ve 1
Γ(1−α)

ifadesi yerine M(α)
1−α

ifadesini kullanarak

CFDαf(t) =
M(α)

1− α

∫ t

a

exp

(
− α

(1− α)
(t− s)

)
f ′(s)ds (2.3.6)

yeni türev operatörü tanımı vermişlerdir. Buradaki M(α), M(0) = M(1) = 1 olmak

üzere α’ya bağlı normalizasyon(normalleştirme) fonksiyonudur ([18]). Ayrıca bu türevin

anti-türevini J. Losada ve J.J. Nieto [56]’da vermişlerdir ve bu anti türevin birinci mer-

tebeden integral ile verilen fonksiyon arasında bir ortalama olduğunu ifade etmişlerdir.

Yeni tanımda, f sabit bir fonksiyon ise CFDαf(t) = 0 olduğu açıktır.
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Bu tezin buradan sonraki kısmında M(α) normalizasyon fonksiyonuyla aynı özelliğe

sahip olan B(α), B(0) = B(1) = 1 olmak üzere α’ya bağlı normalizasyon(normalleştirme)

fonksiyonu olarak kullanılacaktır.

α.mertebeden kesirli türev kavramından sonra, α.mertebeden kesirli integral doğal bir

gereklilik haline gelmiştir. Dolayısıyla Caputo-Fabrizio kesirli integrali, Caputo-Fabrizio

kesirli türevine göre aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.

Tanım 2.3.5 (Caputo-Fabrizio Kesirli İntegral Operatörü) f ∈ H1(a, b), b > a,

α ∈ [0, 1] ve B(α) normalizasyon fonksiyonu olmak üzere Caputo-Fabrizio kesirli integ-

ralinin sol ve sağ tarafı sırasıyla

(
CF
a I

αf
)
(t) =

1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)

∫ t

a

f(y)dy,

ve (
CF Iαb f

)
(t) =

1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)

∫ b

t

f(y)dy

dir ([1]).

Aşağıda Caputo-Fabrizio kesirli integral operatörleri için bazı sonuçlar verilmiştir.

Gürbüz ve arkadaşları [31]’de konveks fonksiyonlar için Caputo-Fabrizio kesirli integ-

ral operatörleri yardımıyla Hermite-Hadamard integral eşitsizliğini aşağıdaki gibi elde

etmişlerdir.

Teorem 2.3.4 f : [a, b] ⊆ R → R, [a, b] üzerinde konveks fonksiyon ve f ∈ L1[a, b] olsun.

Bu durumda α ∈ [0, 1] ve k ∈ [a, b] ise

f

(
a+ b

2

)
≤ B(α)

α(b− a)

[(
CF
a I

αf
)
(k) +

(
CF Iαb f

)
(k)− 2(1− α)

α(b− a)
f(k)

]
≤ f(a) + f(b)

2

eşitsizliği geçerlidir ve B(α) normalizasyon fonksiyonudur.

Ayrıca [31]’de, Gürbüz ve arkadaşları Caputo-Fabrizio kesirli integral operatörleri

yardımıyla aşağıdaki lemmayı elde etmişlerdir.

Lemma 2.3.2 a, b ∈ I ve a < b olmak üzere f : I ⊆ R → R, I◦’de diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Eğer f ′ ∈ L1[a, b], α ∈ [0, 1] ve k ∈ [a, b] ise
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b− a

2

∫ 1

0

(1− 2t)f ′ (ta+ (1− t)b) dt− 2(1− α)

α(b− a)
f(k)

=
f(a) + f(b)

2
− B(α)

α(b− a)

[(
CF
a I

αf
)
(k) +

(
CF Iαb f

)
(k)
]

eşitliği geçerlidir ve B(α) normalizasyon fonksiyonudur.

Bunun yanında Gürbüz ve arkadaşları Lemma 2.3.2’yi kullanarak konveks fonksiyonlar

için Caputo-Fabrizio kesirli integrallari yardımıyla aşağıdaki eşitsizliği elde etmişlerdir.

Teorem 2.3.5 f : I ⊆ R → R, I◦’de diferansiyellenebilir pozitif bir fonksiyon ve a, b ∈ I

ve a < b olmak üzere |f ′| konveks fonksiyon olsun. Eğer f ′ ∈ L1[a, b], α ∈ [0, 1] ve k ∈ [a, b]

ise ∣∣∣∣f(a) + f(b)

2
+

2(1− α)

α(b− a)
f(k)− B(α)

α(b− a)

[(
CF
a I

αf
)
(k) +

(
CF Iαb f

)
(k)
]∣∣∣∣

≤ (b− a) (|f ′(a)|+ |f ′(b)|)
8

eşitsizliği geçerlidir ve B(α) normalizasyon fonksiyonudur ([31]).

Muhammad Tariq ve arkadaşları [80]’de Caputo-Fabrizio kesirli integral operatörleri

yardımıyla pre-inveks fonksiyonlar için aşağıdaki Hermite-Hadamard eşitsizliğini ispat

etmişlerdir.

Teorem 2.3.6 f : I = [k1, k1 + µ (k2, k1)] → (0,∞) foksiyonu I◦’de pre-inveks fonksiyon

ve f ∈ L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)] olsun. Bu durumda k ∈ [k1, k1 + µ (k2, k1)] için

f

(
2k1 + µ (k2, k1)

2

)
≤ B(α

αµ (k2, k1)

[ (
CF
k1
Iαf

)
(k) +

(
CF Iαk1+µ(k2,k1)

f
)
(k)− 2(1− α)

B(α)
f(k)

]
≤ f(k1) + f(k2)

2

eşitsizliği geçerlidir.

Caputo-Fabrizio kesirli integral operatörleri yardımıyla elde edilen diğer bir çok integ-

ral eşitsizliğinden ikisi Teorem 2.3.7 ve Teorem 2.3.8’de verilmiştir.
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Teorem 2.3.7 λ ≥ 0 ve f ∈ L1[a, b] olmak üzere f : I → R, kesin konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda α ∈ [0, 1] ve k ∈ [0, 1] ise

f

(
a+ b

2

)
+

λ

12
(b− a)2 ≤ B(α)

α(b− a)

[(
CF
a I

αf
)
(k) +

(
CF Iαb f

)
(k)− 2(1− α)

α(b− a)
f(k)

]
≤ f(a) + f(b)

2
− λ

6
(b− a)2

eşitsizlikleri geçerlidir ve B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonudur ([54]).

Teorem 2.3.8 f : [a, b] → R, [a, b] üzerinde modifiye h-konveks fonksiyon ve f ∈ L1[a, b]

olsun. Bu durumda α ∈ [0, 1] ve k ∈ [a, b] ise

f

(
a+ b

2

)
≤ B(α)

α(b− a)

[(
CF
a I

αf
)
(k) +

(
CF Iαb f

)
(k)− 2(1− α)

B(α)
f(k)

]
≤ f(a) + [f(b)− f(a)]

∫ 1

0

h(u)du

eşitsizliği geçerlidir ve B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonudur ([83]).

2.3.3 Atangana-Baleanu Kesirli Türev ve İntegral Operatörleri

Caputo-Fabrizio’nun türev operatör tanımı sistemlerin dinamiklerini açıklamak için

iyi bir araç olsa da tanımdaki temel problem α = 1 için orijinal fonksiyona dönülememesi-

dir. Bu soruna Caputo ve Fabrizio [19]’da yaptıkları çalışmada çözüm üretmişlerdir.

Caputo ve Fabrizio’nun [18]’de ortaya koyduğu ana mesaj, “hafıza etkisiyle sistemin di-

namiklerini daha iyi tanımlamanın yolunu bulmak” tı. Dolayısıyla, “sistemin dinamik-

lerini daha iyi tanımlayan en doğru çekirdek nedir?” sorusuna, A. Atangana ve D. Baleanu

bir lokal (yerel) çekirdeğe sahip olmayan kesirli türev operatörü tanımlayarak cevap ver-

meye çalışmışlardır.

Atangana-Baleanu [6]’da, Caputo-Fabrizio Türev Operatörünü temel alarak ve Mittag-

Leffler fonksiyonu yardımıyla, problemlerin dinamiklerini daha da iyi bir şekilde tanımlaya-

cak olan, aşağıdaki türev operatörünü tanımlamışlardır.

Tanım 2.3.6 (Caputo Anlamında Atangana-Baleanu Kesirli Türev Operatörü)

f ∈ H1(a, b), b > a ve α ∈ [0, 1] olmak üzere

ABC
a Dα

t [f(t)] =
B(α)

1− α

∫ t

a

f ′(x)Eα

[
−α

(t− x)α

(1− α)

]
dx (2.3.7)

dir.
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Viskoelastik malzemelerin, termal ortamın ve diğer bazı malzemelerin davranışını

tasvir eden daha iyi bir modelin kullanılması gerekliliğinden ortaya çıkan bu tanım,

başlangıç koşuluyla birlikte bazı fizik problemlerini çözmek için Laplace dönüşümünü kul-

lanırken büyük avantaj sağlamaktadır. Tanımlanan bu türev operatörü, farklı ölçeğe sahip

malzemelerdeki ve ayrıca heterojen ortamlara sahip malzemelerdeki ısı akışını model-

lemek için kullanılmaktadır. Fakat bu tanımda da olumsuz bir durum, α = 0 olarak

alındığında, orijinal fonksiyona ulaşılamamasıdır. Bu sorunu çözmek için, Atangana ve

Baleanu aşağıdaki tanımı vermişlerdir.

Tanım 2.3.7 (Riemann-Liouville Anlamında Atangana-Baleanu Kesirli Türev

Operatörü) f ∈ H1(a, b), b > a ve α ∈ [0, 1] olmak üzere

ABR
aD

α
t [f(t)] =

B(α)

1− α

d

dt

∫ t

a

f(x)Eα

[
−α

(t− x)α

(1− α)

]
dx (2.3.8)

dir ([6]).

Eşitlik (2.3.7) ve (2.3.8) lokal olmayan çekirdeğe sahiptir ve bu lokal (yerel) olmayan

çekirdek, farklı ölçeklere sahip yapı ve ortamlar içindeki belleğin daha iyi tanımlanmasına

olanak tanımaktadır. Ayrıca (2.3.7) eşitliğinde fonksiyon sabit alındığında sonuç sıfıra

eşit olur.

Hem Caputo-Fabrizio kesirli türev operatörü hem de Atangana-Baleanu kesirli türev

operatörü, ısı transferi sistemleri, kapalı akifer içindeki yeraltı suyu akışı, sığ su yüzündeki

dalga hareketi, elektrik devreleri, dielektrik ortamda elektromanyetik dalgalar gibi prob-

lemlerde başarıyla kullanılmaktadır.

Atangana-Baleanu, Laplace dönüşümü ve Evrişim (Konvolüsyon) Teoremi yardımıyla

kesirli integral operatörünün önce sol tarafını aşağıdaki gibi tanımlamışlardır.

Tanım 2.3.8 (Atangana-Baleanu Kesirli İntegral Operatörü) f ∈ H1(a, b) olsun.

b > a, α ∈ [0, 1], B(α) normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere

AB
a I

α {f(t)} =
1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ t

a

f(y)(t− y)α−1dy

dir ([6]).

[2]’de, Abdeljawad ve Baleanu, integral operatörün sağ tarafını aşağıdaki gibi ortaya

koymuşlardır.
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Tanım 2.3.9 f ∈ H1(a, b) olsun. b > a, α ∈ [0, 1], B(α) normalizasyon fonksiyonu ve

Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere

ABIαb {f(t)} =
1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ b

t

f(y)(y − t)α−1dy

dir.

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörlerinde α = 0 alınırsa

AB
a I

0 {f(t)} =AB I0b {f(t)} = f(t)

eşitliği yazılır. Gerçekten, kısmi integrasyon kullanarak

AB
a I

α {f(t)} =
1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ t

a

(t− x)α−1f(x)dx

=
1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

[
f(x)

(
−(t− x)α

α

) ∣∣∣∣t
a

−
∫ t

a

(
−(t− x)α

α

)
f ′(x)dx

]
=

1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)α

[
f(a)(t− a)α +

∫ t

a

(t− x)αf ′(x)dx

]
=

1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α + 1)

[
f(a)(t− a)α +

∫ t

a

(t− x)αf ′(x)dx

]

eşitliği yazılır ve bu eşitlikte α = 0 yazılırsa

AB
a I

0 {f(t)} =
1− 0

B(0)
f(t) +

0

B(0)Γ(1)

[
f(a)(t− a)0 +

∫ t

a

(t− x)0f ′(x)dx

]
=

1

1
f(t) +

0

1.1

[
f(a) +

∫ t

a

f ′(x)dx

]
= f(t)

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde

ABIαb {f(t)} =
1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ b

t

(x− t)α−1f(x)dx

=
1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

[
f(x)

(x− t)α

α

∣∣∣∣b
t

−
∫ b

t

(x− t)α

α
f ′(x)dx

]

27



=
1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)α

[
f(b)(b− t)α −

∫ b

t

(x− t)αf ′(x)dx

]
=

1− α

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α + 1)

[
f(b)(b− t)α −

∫ b

t

(x− t)αf ′(x)dx

]

eşitliği yazılır ve bu eşitlikte α = 0 yazılırsa

ABI0b {f(t)} =
1− 0

B(0)
f(t) +

0

B(0)Γ(1)

[
f(b)(b− t)0 −

∫ b

t

(x− t)0f ′(x)dx

]
=

1

1
f(t) +

0

1.1

[
f(b)−

∫ b

t

f ′(x)dx

]
= f(t)

eşitliği elde edilir.

Ayrıca, Atangana-Baleanu kesirli integral operatöründe α = 1 alınırsa operatör klasik

integrale dönüşür.

Aşağıda Atangana-Baleanu kesirli integral operatörü yardımıyla elde edilen bazı sonuç-

lar verilmiştir.

[30]’da Fernandez ve Mohammed Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardı-

mıyla konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğini aşağıdaki gibi elde etmişler-

dir.

Teorem 2.3.9 f : [a, b] → R konveks fonksiyon ve f ∈ L1[a, b] olsun. Eğer α ∈ (0, 1) ise

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için Hermite-Hadamard eşitsizliği

f

(
a+ b

2

)
≤ B(α)Γ(α)

2[(b− a)α + (1− α)Γ(α)]

[
AB
a I

α {f(b)}+AB Iαb {f(a)}
]
≤ f(a) + f(b)

2

geçerlidir.

Ayrıca, [30]’da Fernandez ve Mohammed Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri

yardımıyla aşağıdaki eşitliği elde etmişlerdir.

Lemma 2.3.3 f : [a, b] → R ve f ∈ L1[a, b] olsun. Eğer α ∈ (0, 1) ise Atangana-Baleanu

kesirli integral operatörleri için

f(a) + f(b)

2
− B(α)Γ(α)

2[(b− a)α + (1− α)Γ(α)]

[
AB
a I

α {f(b)}+AB Iαb {f(a)}
]

=
(b− a)α+1

2[(b− a)α + (1− α)Γ(α)]

∫ 1

0

[(1− t)α − tα]f ′ (ta+ (1− t)b) dt (2.3.9)

eşitliği geçerlidir.
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Kavurmacı ve arkdaşları [47]’de ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar için Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla aşağıdaki eşitsizliği elde etmişlerdir.

Teorem 2.3.10 f : R+ → R+ ikinci anlamda s-konveks fonksiyon, s ∈ (0, 1], a, b ∈ R+

ve a < b olsun. Eğer f ∈ L1[a, b] ise α ∈ (0, 1] olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için

2s
f(a+b

2
)

B(α)Γ(α)
+

1− α

(b− a)α

[
f(a) + f(b)

B(α)

]
≤ 1

(b− a)α
[
AB
a I

α {f(b)}+AB Iαb {f(a)}
]

≤
[
f(a) + f(b)

B(α)

] [
α

Γ(α)(α + s)
+

1− α

(b− a)α
+

αβ(α, s+ 1)

Γ(α)

]
eşitsizliği sağlanır.
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

3.1 Atangana-Baleanu Kesirli İntegral Operatörleri Yardımıyla
Fonksiyonların Birinci Türevi İçin İntegral Eşitsizlikler

Bu bölümde, Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla fonksiyonların

birinci türevi için elde edilmiş integral eşitlikleri ve bu eşitlikler kullanılarak fonksiyon-

ların konveksliği ile konkavlığı ve bilinen bazı klasik eşitsizlikler kullanılarak elde edilen

integral eşitsizlikleri verildi. Elde edilen sonuçların bazılarının daha önce literatürde var

olan sonuçlara indirgendiği görüldü ve ayrıca elde edilen sonuçlardaki parametrelerin

bazılarının özel değerleri için yeni sonuçlar bulundu. Ayrıca bu bölümde, Riemann-

Liouville kesirli integral operatörü ile Atangana-Baleanu kesirli integral operatörlerinin,

farklı fonksiyonlar için operatörlerdeki parametrelerin farklı değerlerine karşılık elde edilen

simülasyonları verilerek bu iki operatörün karşılaştırılması yapıldı.

Lemma 3.1.1 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer α ∈ (0, 1], t ∈ [a, b], λ ∈ [0, 1],

B(α) normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için

AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)
(3.1.1)

=
(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)αf ′ (λt+ (1− λ)a) dλ− (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λαf ′ (λb+ (1− λ)t) dλ

eşitliği elde edilir.

İspat. Eşitliğin sağ tarafındaki her bir integrale gerekli eklemeleri yapıp kısmi inte-

grasyon uygulandığında önce

(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)αf ′ (λt+ (1− λ)a) dλ+
1− α

B(α)
f(t) +

(t− a)αf(a)

B(α)Γ(α)

=
(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
(1− λ)αf (λt+ (1− λ)a)

(t− a)

∣∣∣∣1
0

+ α

∫ 1

0

(1− λ)α−1f (λt+ (1− λ)a)

(t− a)
dλ

]

+
1− α

B(α)
f(t) +

(t− a)αf(a)

B(α)Γ(α)

= −(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

f(a)

(t− a)
+

(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

α

(t− a)

∫ 1

0

(1− λ)α−1f (λt+ (1− λ)a) dλ

+
1− α

B(α)
f(t) +

(t− a)αf(a)

B(α)Γ(α)
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= −(t− a)αf(a)

B(α)Γ(α)
+

α(t− a)α+1

B(α)Γ(α)(t− a)α+1

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

+
1− α

B(α)
f(t) +

(t− a)αf(a)

B(α)Γ(α)

=
α

B(α)Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds+
1− α

B(α)
f(t)

= AB
a I

α {f(t)}

ifadesi elde edilir ve buradan

(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)αf ′ (λt+ (1− λ)a) dλ+
1− α

B(α)
f(t) +

(t− a)αf(a)

B(α)Γ(α)
= AB

a I
α {f(t)}

(3.1.2)

eşitliği yazılır. Benzer şekilde

(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λαf ′ (λb+ (1− λ)t) dλ− (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− (1− α)f(t)

B(α)

=
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[
λαf (λb+ (1− λ)t)

(b− t)

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

f (λb+ (1− λ)t)

b− t
αλα−1dλ

]

−(b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− (1− α)f(t)

B(α)

=
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[
f(b)

b− t
−
∫ b

t

f(s)

(b− t)2
α
(s− t)α−1

(b− t)α−1
ds

]
−(b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− (1− α)f(t)

B(α)

=
(b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− α(b− t)α+1

B(α)Γ(α)(b− t)α+1

∫ b

t

f(s)(s− t)α−1ds

−(b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− (1− α)f(t)

B(α)

=
(b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− α

B(α)Γ(α)

∫ b

t

f(s)(s− t)α−1ds− (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− (1− α)f(t)

B(α)

= −ABIαb {f(t)}

eşitliği elde edilir ve buradan

(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λαf ′ (λb+ (1− λ)t) dλ− (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− (1− α)f(t)

B(α)
= −ABIαb {f(t)}

(3.1.3)

eşitliği yazılır. (3.1.2) ve (3.1.3) eşitlikleri toplanarak

(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)αf ′ (λt+ (1− λ)a) dλ− (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λαf ′ (λb+ (1− λ)t) dλ

+
(t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
+

2(1− α)f(t)

B(α)

= AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)}
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eşitliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.1 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′| konveks fonksiyon, t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
|f ′(t)|

(α + 1)(α + 2)
+

|f ′(a)|
(α + 2)

]
(3.1.4)

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[
|f ′(b)|
(α + 2)

+
|f ′(t)|

(α + 1)(α + 2)

]
eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.1’deki eşitliği kullanarak∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)αf ′ (λt+ (1− λ)a) dλ

− (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λαf ′ (λb+ (1− λ)t) dλ

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α |f ′ (λt+ (1− λ)a)| dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα |f ′ (λb+ (1− λ)t)| dλ

ifadesi yazılır. |f ′| nin konveksliğini kullanarak∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α |f ′ (λt+ (1− λ)a)| dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα |f ′ (λb+ (1− λ)t)| dλ

≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α
[
λ |f ′(t)|+ (1− λ) |f ′(a)|

]
dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα
[
λ |f ′(b)|+ (1− λ) |f ′(t)|

]
dλ

eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki integraller hesaplandığında
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∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α
[
λ |f ′(t)|+ (1− λ) |f ′(a)|

]
dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα
[
λ |f ′(b)|+ (1− λ) |f ′(t)|

]
dλ

=
(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

(α + 1)(α + 2)
|f ′(t)|+ 1

(α + 2)
|f ′(a)|

]
+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

(α + 2)
|f ′(b)|+ 1

(α + 1)(α+ 2)
|f ′(t)|

]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.1 Teorem 3.1.1’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

[
2

∣∣f ′(a+b
2
)
∣∣

(α+ 1)(α + 2)
+

|f ′(a)|+ |f ′(b)|
(α + 2)

]

eşitsizliği elde edilir.

Uyarı 3.1.1 Teorem 3.1.1, α = 1 için Teorem 2.2.5 ile aynı sonucu verir.

Teorem 3.1.2 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p
(
|f ′(t)|q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p
(
|f ′(b)|q + |f ′(t)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.1’den
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∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α |f ′ (λt+ (1− λ)a)| dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα |f ′ (λb+ (1− λ)t)| dλ

eşitsizliği elde edilir. Hölder eşitsizliği uygulanarak∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(1− λ)αpdλ

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′ (λt+ (1− λ)a)|q dλ
) 1

q

]

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

λαpdλ

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′ (λb+ (1− λ)t)|q dλ
) 1

q

]

ifadesi elde edilir. |f ′|q nun konveksliğini kullanarak∫ 1

0

|f ′ (λt+ (1− λ)a)|q dλ ≤
∫ 1

0

[
λ |f ′(t)|q + (1− λ) |f ′(a)|q

]
dλ∫ 1

0

|f ′ (λb+ (1− λ)t)|q dλ ≤
∫ 1

0

[
λ |f ′(b)|q + (1− λ) |f ′(t)|q

]
dλ

ifadeleri elde edilir. Yukarıdaki integraller hesaplanarak istenilen sonuca ulaşılır.

Sonuç 3.1.2 Teorem 3.1.2’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

∣∣∣∣∣
AB

a

Iαf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p

(∣∣f ′(a+b
2
)
∣∣q + |f ′(a)|q

2

) 1
q

+

(
|f ′(b)|q +

∣∣f ′(a+b
2
)
∣∣q

2

) 1
q


eşitsizliği elde edilir.

Uyarı 3.1.2 Teorem 3.1.2, α = 1 için Teorem 2.2.6 ile aynı sonucu verir.

Teorem 3.1.3 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1],
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q ≥ 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu

kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

α + 1

)1− 1
q
(

|f ′(t)|q

(α + 1)(α + 2)
+

|f ′(a)|q

(α + 2)

) 1
q

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

α + 1

)1− 1
q
(
|f ′(b)|q

(α+ 2)
+

|f ′(t)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

sonucu elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.1’den∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α |f ′ (λt+ (1− λ)a)| dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα |f ′ (λb+ (1− λ)t)| dλ

ifadesi elde edilir. Power mean eşitsizliğini kullanarak∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(1− λ)αdλ

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− λ)α |f ′ (λt+ (1− λ)a)|q dλ
) 1

q

]

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

λαdλ

)1− 1
q
(∫ 1

0

λα |f ′ (λb+ (1− λ)t)|q dλ
) 1

q

]

eşitsizliği elde edilir. |f ′|q nun konveksliğini kullanarak∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(1− λ)αdλ

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− λ)α
[
λ |f ′(t)|q + (1− λ) |f ′(a)|q

]
dλ

) 1
q

]

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

λαdλ

)1− 1
q
(∫ 1

0

λα
[
λ |f ′(b)|q + (1− λ) |f ′(t)|q

]
dλ

) 1
q

]

=
(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[(
1

α+ 1

)1− 1
q
(

|f ′(t)|q

(α + 1)(α+ 2)
+

|f ′(a)|q

(α + 2)

) 1
q

]

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[(
1

α + 1

)1− 1
q
(
|f ′(b)|q

(α + 2)
+

|f ′(t)|q

(α+ 1)(α + 2)

) 1
q

]
ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.1.3 Teorem 3.1.3’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

(
1

α + 1

)1− 1
q

[( ∣∣f ′(a+b
2
)
∣∣q

(α + 1)(α + 2)
+

|f ′(a)|q

(α + 2)

) 1
q

+

(
|f ′(b)|q

(α + 2)
+

∣∣f ′(a+b
2
)
∣∣q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q
]

eşitsizliği elde edilir.

Uyarı 3.1.3 Teorem 3.1.3, α = 1 için Teorem 2.2.7 ile aynı sonucu verir.

Teorem 3.1.4 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

p(αp+ 1)
+

|f ′(t)|q + |f ′(a)|q

2q

)
+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

p(αp+ 1)
+

|f ′(b)|q + |f ′(t)|q

2q

)
eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.1’den∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α |f ′ (λt+ (1− λ)a)| dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα |f ′ (λb+ (1− λ)t)| dλ

yazılır. Young eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

(1− λ)αpdλ+
1

q

∫ 1

0

|f ′ (λt+ (1− λ)a)|q dλ
]

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

λαpdλ+
1

q

∫ 1

0

|f ′ (λb+ (1− λ)t)|q dλ
]
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ifadesi elde edilir. Bu eşitsizlikte |f ′|q nun konveksliğini kullanarak ve basit bir hesaplama

yaparak istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.4 Teorem 3.1.4’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

(
2

p(αp+ 1)
+

2
∣∣f ′(a+b

2
)
∣∣q + |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2q

)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.1.5 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′| konkav fonksiyon, t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

α + 1

) ∣∣∣∣f ′
(

1

α + 2
t+

α+ 1

α+ 2
a

)∣∣∣∣
+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

α + 1

) ∣∣∣∣f ′
(
α + 1

α + 2
b+

1

α + 2
t

)∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.1’i kullanarak ve |f ′| konkav olmak üzere Jensen integral eşitsiz-

liğinden ∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− λ)α |f ′ (λt+ (1− λ)a)| dλ

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

λα |f ′ (λb+ (1− λ)t)| dλ

≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

(1− λ)αdλ

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
(1− λ)α (λt+ (1− λ)a) dλ∫ 1

0
(1− λ)αdλ

)∣∣∣∣∣
+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

λαdλ

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
λα (λb+ (1− λ)t) dλ∫ 1

0
λαdλ

)∣∣∣∣∣
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eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki integraller hesaplandığında∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

α + 1

) ∣∣∣∣f ′
(

1

α + 2
t+

α+ 1

α+ 2
a

)∣∣∣∣
+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

α + 1

) ∣∣∣∣f ′
(
α + 1

α + 2
b+

1

α + 2
t

)∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.5 Teorem 3.1.5’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

)[ ∣∣∣∣f ′
(

a+ b

2(α + 2)
+

α + 1

α + 2
a

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f ′
(
α+ 1

α+ 2
b+

a+ b

2(α + 2)

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir.

Uyarı 3.1.4 Teorem 3.1.5, α = 1 için Teorem 2.2.8 ile aynı sonucu verir.

Teorem 3.1.6 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konkav fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′
(
a+ t

2

)∣∣∣∣+ (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′
(
b+ t

2

)∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.1’i ve Hölder integral eşitsizliğini kullanarak
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∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

(1− λ)αpdλ

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′ (λt+ (1− λ)a)|q dλ
) 1

q

+
(b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

λαpdλ

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′ (λb+ (1− λ)t)|q dλ
) 1

q

(3.1.5)

ifadesi elde edilir. |f ′|q nun konkavlığını ve Jensen integral eşitsizliğini kullanarak∫ 1

0

|f ′ (λt+ (1− λ)a)|q dλ =

∫ 1

0

λo |f ′ (λt+ (1− λ)a)|q dλ

≤
(∫ 1

0

λ0dλ

) ∣∣∣∣∣f ′

(
1∫ 1

0
λ0dλ

∫ 1

0

(λt+ (1− λ)a) dλ

)∣∣∣∣∣
q

=

∣∣∣∣f ′
(
a+ t

2

)∣∣∣∣q (3.1.6)

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde∫ 1

0

|f ′ (λb+ (1− λ)t)|q dλ ≤
∣∣∣∣f ′
(
b+ t

2

)∣∣∣∣q (3.1.7)

elde edilir. Buradan, (3.1.6) ve (3.1.7) eşitsizlikleri (3.1.5)’de yerine yazıldığında istenilen∣∣∣∣AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′
(
a+ t

2

)∣∣∣∣+ (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′
(
b+ t

2

)∣∣∣∣
sonucu elde edilir.

Sonuç 3.1.6 Teorem 3.1.6’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

(
1

αp+ 1

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
3a+ b

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir.

Uyarı 3.1.5 Teorem 3.1.6, α = 1 için Teorem 2.2.9 ile aynı sonucu verir.
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3.1.1 Simülasyonlar Yardımıyla Kesirli İntegral Operatörler İçin Çeşitli Karşı-
laştırmalar

Kesirli analizin tarihi çok eski olmasına rağmen son yirmi yılda literatürde önemli bir

yer edinmiştir. Bunun en önemli nedenlerinden biri tanımlarda kullanılan çekirdeğidir.

Caputo’nun türev tanımında kullanılan çekirdek uzun yıllardır kullanılsa da bir tekillik

sorununun olduğu da bir gerçektir. Kesirli operatör çekirdeklerinin yapısı alana yenilik

katmıştır. Doğrusallık, genel yapı, tekillik ve yerellik gibi özellikler operatörün kullanım

alanlarını ve verimliliğini ön plana çıkarmıştır. Operatörlerin tutarlı sonuçlar üretme,

hafıza etkisi özelliğine sahip olma, genelleme sağlama ve bilinen operatörlerle uyumluluk

gibi özellikleri, operatörde yer alan parametre ve fonksiyonların özel seçimleri alınarak

yapılan simülasyonlarda görülebilir. Bu nedenle, Riemann-Liouville ile tekil ve yerel ol-

mayan Atangana-Baleanu kesirli integral operatörlerinin; −2
√
x√
π
, x2 + x, (−x)

1
2 ve x3

fonksiyonları ve farklı α değerleri için karşılaştırılma simülasyonları Şekil 3.1 ile Şekil 3.12

arasındaki simülasyonlarda görülmektedir. Riemann-Liouville ve Atangana-Baleanu ke-

sirli integral operatörleri arasındaki uyum, bu simülasyonlar analiz edildiğinde açıkça

görülebilir. Daha sonra tezin araştırma bulgularından olan Teorem 3.1.1’deki (3.1.4)

eşitsizliğinin sol ve sağ taraflarının karşılaştırılması; 0 < α ≤ 1 olmak üzere −2
√
x√
π
, (−x)

1
2

ve x3 fonksiyonları için yapılmıştır ve bu karşılaştırmalar Şekil 3.13, Şekil 3.14 ve Şekil

3.15’deki simülasyonlarda görülmektedir. Teorem 3.1.1’deki (3.1.4) eşitsizliğinin sol ve sağ

taraflarının karşılaştırılması için yapılan simülasyonlarla bu eşitsizliğin Atangana-Baleanu

kesirli integral operatörü yardımıyla doğruluğu gösterilmiştir.

2 4 6 8 10

- 20

- 15

- 10

- 5

RL (Riemann - Lioville)

AB (Atangana - Baleanu)

Şekil 3.1: α = 0.9 ve −2
√
x√
π

Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması
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2 4 6 8 10

- 14

- 12

- 10

- 8

- 6

- 4

- 2

RL

AB

Şekil 3.2: α = 0.7 ve −2
√
x√
π

Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması
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Şekil 3.3: α = 0.5 ve −2
√
x√
π

Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması

41



2 4 6 8 10

50

100

150

200

250

300

350

RL

AB

Şekil 3.4: α = 0.9 ve x2 + x Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması
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Şekil 3.5: α = 0.7 ve x2 + x Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması
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Şekil 3.6: α = 0.5 ve x2 + x Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması
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Şekil 3.7: α = 0.9 ve (−x)
1
2 Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin

Karşılaştırılması
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Şekil 3.8: α = 0.7 ve (−x)
1
2 Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin

Karşılaştırılması
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Şekil 3.9: α = 0.5 ve (−x)
1
2 Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin

Karşılaştırılması
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Şekil 3.10: α = 0.9 ve x3 Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması
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Şekil 3.11: α = 0.7 ve x3 Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması
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Şekil 3.12: α = 0.5 ve x3 Fonksiyonu İçin RL ve AB Kesirli İntegral Operatörlerinin
Karşılaştırılması

Şekil 3.13: 0 < α ≤ 1 Olmak Üzere −2
√
x√
π

Fonksiyonu İçin Teorem 3.1.1’deki (3.1.4)
Eşitsizliğinin Sol ve Sağ Taraflarının Karşılaştırılması
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Şekil 3.14: 0 < α ≤ 1 Olmak Üzere (−x)
1
2 Fonksiyonu İçin Teorem 3.1.1’deki (3.1.4)

Eşitsizliğinin Sol ve Sağ Taraflarının Karşılaştırılması

Şekil 3.15: 0 < α ≤ 1 Olmak Üzere x3 Fonksiyonu İçin Teorem 3.1.1’deki (3.1.4)
Eşitsizliğinin Sol ve Sağ Taraflarının Karşılaştırılması
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a < b için f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki (3.1.8) eşitliği Teorem 3.1.7, Teorem 3.1.8, Teorem

3.1.9, Teorem 3.1.10, Teorem 3.1.11 ve Teorem 3.1.12’nin hipotezleri ve ispatlarında kul-

lanılmıştır.

ABIf (t, α, a, b)

= AB
a I

α

{
f

(
a+ t

2

)}
+AB Iαt

{
f

(
a+ t

2

)}
(3.1.8)

+AB
t I

α

{
f

(
b+ t

2

)}
+AB Iαb

{
f

(
b+ t

2

)}
− (t− a)α

2αB(α)Γ(α)
[f(t) + f(a)]− (b− t)α

2αB(α)Γ(α)
[f(t) + f(b)]

−2(1− α)

B(α)

[
f

(
a+ t

2

)
+ f

(
b+ t

2

)]
.

Lemma 3.1.2 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer α ∈ (0, 1], t ∈ [a, b], B(α)

normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri için

AB
a I

α

{
f

(
a+ t

2

)}
+AB Iαt

{
f

(
a+ t

2

)}
+AB

t I
α

{
f

(
b+ t

2

)}
+AB Iαb

{
f

(
b+ t

2

)}
− (t− a)α

2αB(α)Γ(α)
[f(t) + f(a)]− (b− t)α

2αB(α)Γ(α)
[f(t) + f(b)] (3.1.9)

−2(1− α)

B(α)

[
f

(
a+ t

2

)
+ f

(
b+ t

2

)]
=

(t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)
dk −

∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)
dk

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)
dk −

∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)
dk

]

eşitliği elde edilir.

İspat. Eşitliğin sağ tarafındaki her bir integrale gerekli eklemeleri yapıp kısmi integ-

rasyon uygulandığında önce

1− α

B(α)
f

(
a+ t

2

)
− (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)
dk

=
1− α

B(α)
f

(
a+ t

2

)
− (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[
kα

2

2f
(
1+k
2
t+ 1−k

2
a
)

t− a

∣∣∣∣∣
1

0
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−
∫ 1

0

2f
(
1+k
2
t+ 1−k

2
a
)

t− a

αkα−1

2
dk

]

=
1− α

B(α)
f

(
a+ t

2

)
− (t− a)α

2αB(α)Γ(α)
f(t)

+
α (t− a)α

2αB(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα−1f

(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)
dk

= − (t− a)α

2αB(α)Γ(α)
f(t) +

1− α

B(α)
f

(
a+ t

2

)
+

α

B(α)Γ(α)

∫ t

a+t
2

(
u− a+ t

2

)α−1

f(u)du

= ABIαt

{
f

(
a+ t

2

)}
− (t− a)α

2αB(α)Γ(α)
f(t)

eşitliği elde edilir ve buradan

1− α

B(α)
f

(
a+ t

2

)
− (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)
dk (3.1.10)

= ABIαt

{
f

(
a+ t

2

)}
− (t− a)α

2αB(α)Γ(α)
f(t)

eşitliği yazılır. Benzer şekilde

1− α

B(α)
f

(
a+ t

2

)
+

(t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)
dk (3.1.11)

= AB
a I

α

{
f

(
a+ t

2

)}
− (t− a)α

2αB(α)Γ(α)
f(a),

1− α

B(α)
f

(
t+ b

2

)
+

(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)
dk (3.1.12)

= AB
t I

α

{
f

(
t+ b

2

)}
− (b− t)α

2αB(α)Γ(α)
f(t)

ve

1− α

B(α)
f

(
t+ b

2

)
− (b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)
dk (3.1.13)

= ABIαb

{
f

(
t+ b

2

)}
− (b− t)α

2αB(α)Γ(α)
f(b)

eşitlikleri elde edilir. Buradan (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12) ve (3.1.13) eşitlikleri taraf tarafa

toplanarak istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.7 Lemma 3.1.2’de α = 1 alınırsa, (3.1.9) eşitliği∫ b

a

f(x)dx− (t− a)

2
[f(t) + f(a)]− (b− t)

2
[f(t) + f(b)]

=
(t− a)2

2

[∫ 1

0

k

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)
dk −

∫ 1

0

k

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)
dk

]

+
(b− t)2

2

[∫ 1

0

k

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)
dk −

∫ 1

0

k

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)
dk

]
eşitliğine dönüşür.
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Teorem 3.1.7 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′| konveks fonksiyon, t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

[
|f ′(t)|+ |f ′(a)|

α+ 1

]
+

(b− t)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

[
|f ′(t)|+ |f ′(b)|

α + 1

]
(3.1.14)

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.2’de verilen eşitlikten ve mutlak değerin özelleğinden yararlanarak∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

=

∣∣∣∣∣ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)
dk

−
∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)
dk

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)
dk

−
∫ 1

0

kα

2
f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)
dk

]∣∣∣∣∣
≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣ dk
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣ dk
]

eşitsizliği yazılır. |f ′| fonksiyonunun konveksliği kullanılarak∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

[(
1− k

2

)
|f ′(t)|+

(
1 + k

2

)
|f ′(a)|

]
dk

+

∫ 1

0

kα

2

[(
1 + k

2

)
|f ′(t)|+

(
1− k

2

)
|f ′(a)|

]
dk

]
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+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

[(
1 + k

2

)
|f ′(t)|+

(
1− k

2

)
|f ′(b)|

]
dk

+

∫ 1

0

kα

2

[(
1− k

2

)
|f ′(t)|+

(
1 + k

2

)
|f ′(b)|

]
dk

]

=
(t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[
|f ′(t)|

4

∫ 1

0

(
kα − kα+1

)
dk +

|f ′(a)|
4

∫ 1

0

(
kα + kα+1

)
dk

+
|f ′(t)|

4

∫ 1

0

(
kα + kα+1

)
dk +

|f ′(a)|
4

∫ 1

0

(
kα − kα+1

)
dk

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[
|f ′(t)|

4

∫ 1

0

(
kα + kα+1

)
dk +

|f ′(b)|
4

∫ 1

0

(
kα − kα+1

)
dk

+
|f ′(t)|

4

∫ 1

0

(
kα − kα+1

)
dk +

|f ′(b)|
4

∫ 1

0

(
kα + kα+1

)
dk

]

=
(t− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

[
|f ′(t)|+ |f ′(a)|

α + 1

]
+

(b− t)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

[
|f ′(t)|+ |f ′(b)|

α + 1

]

ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.8 Teorem 3.1.7’de eğer α = 1 olarak alınırsa, (3.1.14) eşitsizliği∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (t− a)

2
[f(t) + f(a)]− (b− t)

2
[f(t) + f(b)]

∣∣∣∣
≤ (t− a)2

23

[
|f ′(t)|+ |f ′(a)|

]
+

(b− t)2

23

[
|f ′(t)|+ |f ′(b)|

]
eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.8 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣ (3.1.15)

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[(
|f ′(t)|q + 3 |f ′(a)|q

4

) 1
q

+

(
3 |f ′(t)|q + |f ′(a)|q

4

) 1
q

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[(
3 |f ′(t)|q + |f ′(b)|q

4

) 1
q

+

(
|f ′(t)|q + 3 |f ′(b)|q

4

) 1
q

]

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 3.1.2’den
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∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣ dk
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣ dk
]

eşitsizliği yazılır. Hölder eşitsizliği uygulanılarak,∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]
ifadesi elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılarak∣∣ABIf (t, α, a, b)

∣∣
≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p

×
(∫ 1

0

[(
1− k

2

)
|f ′(t)|q +

(
1 + k

2

)
|f ′(a)|q

]
dk

) 1
q

+

(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

[(
1 + k

2

)
|f ′(t)|q +

(
1− k

2

)
|f ′(a)|q

]
dk

) 1
q

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p

×
(∫ 1

0

[(
1 + k

2

)
|f ′(t)|q +

(
1− k

2

)
|f ′(b)|q

]
dk

) 1
q

+

(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

[(
1− k

2

)
|f ′(t)|q +

(
1 + k

2

)
|f ′(b)|q

]
dk

) 1
q

]
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=
(t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[(
|f ′(t)|q + 3 |f ′(a)|q

4

) 1
q

+

(
3 |f ′(t)|q + |f ′(a)|q

4

) 1
q

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[(
3 |f ′(t)|q + |f ′(b)|q

4

) 1
q

+

(
|f ′(t)|q + 3 |f ′(b)|q

4

) 1
q

]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.9 Teorem 3.1.8’de eğer α = 1 olarak alınırsa, (3.1.15) eşitsizliği∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (t− a)

2
[f(t) + f(a)]− (b− t)

2
[f(t) + f(b)]

∣∣∣∣
≤ (t− a)2

2

(
1

2p(p+ 1)

) 1
p

[(
|f ′(t)|q + 3 |f ′(a)|q

4

) 1
q

+

(
3 |f ′(t)|q + |f ′(a)|q

4

) 1
q

]

+
(b− t)2

2

(
1

2p(p+ 1)

) 1
p

[(
3 |f ′(t)|q + |f ′(b)|q

4

) 1
q

+

(
|f ′(t)|q + 3 |f ′(b)|q

4

) 1
q

]
eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.9 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[
1

2p−1 p (αp+ 1)
+

|f ′(t)|q + |f ′(a)|q

q

]
(3.1.16)

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[
1

2p−1 p (αp+ 1)
+

|f ′(t)|q + |f ′(b)|q

q

]
eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.2’den∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣ dk
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣ dk
]
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eşitsizliği yazılır. Young eşitsizliği kullanılarak∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk +
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣q dk
+
1

p

∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk +
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣q dk
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk +
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣q dk
+
1

p

∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk +
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣q dk
]

ifadesi elde elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun konveksliğinden yararlanılarak ve basit hesapla-

malar yapılarak istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.10 Teorem 3.1.9’da eğer α = 1 olarak alınırsa, bu durumda (3.1.16) eşitsizli-

ği ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (t− a)

2
[f(t) + f(a)]− (b− t)

2
[f(t) + f(b)]

∣∣∣∣
≤ (t− a)2

2

[
1

2p−1 p (p+ 1)
+

|f ′(t)|q + |f ′(a)|q

q

]

+
(b− t)2

2

[
1

2p−1 p (p+ 1)
+

|f ′(t)|q + |f ′(b)|q

q

]
eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.10 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, t ∈ [a, b], α ∈
(0, 1], q ≥ 1, B(α) > 0 normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

α + 1)

)1− 1
q

[(
|f ′(t)|q + (2α+ 3) |f ′(a)|q

4(α + 1)(α + 2)

) 1
q

+

(
(2α + 3) |f ′(t)|q + |f ′(a)|q

4(α+ 1)(α + 2)

) 1
q

]
(3.1.17)

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

α + 1)

)1− 1
q

[(
(2α + 3) |f ′(t)|q + |f ′(b)|q

4(α + 1)(α + 2)

) 1
q

+

(
|f ′(t)|q + (2α + 3) |f ′(b)|q

4(α + 1)(α + 2)

) 1
q

]
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eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.2’den∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣ dk
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣ dk
]

eşitsizliği yazılır. Power mean eşitsizliği kullanılarak∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

kα

2
dk

)1− 1
q
(∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

kα

2
dk

)1− 1
q
(∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

kα

2
dk

)1− 1
q
(∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

kα

2
dk

)1− 1
q
(∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]

eşitsizliği elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılarak ve basit hesaplamalar

yapılarak, istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.11 Teorem 3.1.10’da eğer α = 1 olarak alınırsa, (3.1.17) eşitsizliği∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (t− a)

2
[f(t) + f(a)]− (b− t)

2
[f(t) + f(b)]

∣∣∣∣
≤ (t− a)2

2

(
1

2

)1− 1
q

[(
|f ′(t)|q + 5 |f ′(a)|q

24

) 1
q

+

(
5 |f ′(t)|q + |f ′(a)|q

24

) 1
q

]

+
(b− t)2

2

(
1

2

)1− 1
q

[(
5 |f ′(t)|q + |f ′(b)|q

24

) 1
q

+

(
|f ′(t)|q + 5 |f ′(b)|q

24

) 1
q

]

eşitsizliğine dönüşür.
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Teorem 3.1.11 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′| konkav fonksiyon, t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣ (3.1.18)

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2(α+ 1)

)[ ∣∣∣∣f ′
(
t+ (2α + 3)a

2(α + 2)

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
(2α + 3)t+ a

2(α+ 2)

)∣∣∣∣
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2(α + 1)

)[ ∣∣∣∣f ′
(
(2α + 3)t+ b

2(α + 2)

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
t+ (2α + 3)b

2(α + 2)

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 3.1.2 ve Jensen integral eşitsizliğini kullanarak,∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣ dk
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

kα

2

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣ dk
]

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

kα

2
dk

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
kα

2

(
1−k
2
t+ 1+k

2
a
)
dk∫ 1

0
kα

2
dk

)∣∣∣∣∣
+

(∫ 1

0

kα

2
dk

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
kα

2

(
1+k
2
t+ 1−k

2
a
)
dk∫ 1

0
kα

2
dk

)∣∣∣∣∣
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

kα

2
dk

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
kα

2

(
1+k
2
t+ 1−k

2
b
)
dk∫ 1

0
kα

2
dk

)∣∣∣∣∣
+

(∫ 1

0

kα

2
dk

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
kα

2

(
1−k
2
t+ 1+k

2
b
)
dk∫ 1

0
kα

2
dk

)∣∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikte yer alan integraller hesaplanarak istenilen

sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.12 Teorem 3.1.11’de eğer α = 1 olarak alınırsa, (3.1.18) eşitsizliği
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∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (t− a)

2
[f(t) + f(a)]− (b− t)

2
[f(t) + f(b)]

∣∣∣∣
≤ (t− a)2

2

(
1

4

)[ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 5a

6

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
5t+ a

6

)∣∣∣∣
]

+
(b− t)2

2

(
1

4

)[ ∣∣∣∣f ′
(
5t+ b

6

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 5b

6

)∣∣∣∣
]

eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.12 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konkav fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 3a

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
3t+ a

4

)∣∣∣∣
]

(3.1.19)

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
3t+ b

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 3b

4

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.2 ve Hölder integral eşitsizliğini kullanarak∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

(
kα

2

)p

dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]
(3.1.20)

ifadesi elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun konkavlığı ve Jensen integral eşitsizliği kullanılarak∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣q dk =

∫ 1

0

k0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
a

)∣∣∣∣q dk
≤

(∫ 1

0

k0dk

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
k0
(
1−k
2
t+ 1+k

2
a
)
dk∫ 1

0
k0dk

)∣∣∣∣∣
q
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=

∣∣∣∣f ′
(
t+ 3a

4

)∣∣∣∣q
eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
a

)∣∣∣∣q dk ≤
∣∣∣∣f ′
(
3t+ a

4

)∣∣∣∣q∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + k

2
t+

1− k

2
b

)∣∣∣∣q dk ≤
∣∣∣∣f ′
(
3t+ b

4

)∣∣∣∣q
ve ∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1− k

2
t+

1 + k

2
b

)∣∣∣∣q dk ≤
∣∣∣∣f ′
(
t+ 3b

4

)∣∣∣∣q
eşitsizlikleri elde edilir. Dolayısıyla elde edilen eşitsizliklerin sağ tarafları (3.1.20) eşitsizli-

ğinde yerine yazılarak ve gerekli hesaplamalar yapılarak∣∣ABIf (t, α, a, b)
∣∣

≤ (t− a)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 3a

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
3t+ a

4

)∣∣∣∣
]

+
(b− t)α+1

2αB(α)Γ(α)

(
1

2p(αp+ 1)

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
3t+ b

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 3b

4

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.13 Teorem 3.1.12’de eğer α = 1 alımırsa, (3.1.19) eşitsizliği∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− (t− a)

2
[f(t) + f(a)]− (b− t)

2
[f(t) + f(b)]

∣∣∣∣
≤ (t− a)2

2

(
1

2p(p+ 1)

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 3a

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
3t+ a

4

)∣∣∣∣
]

+
(b− t)2

2

(
1

2p(p+ 1)

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
3t+ b

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
t+ 3b

4

)∣∣∣∣
]

eşitsizliğine dönüşür.

Lemma 3.1.3 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde dife-

ransiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer α ∈ (0, 1], t ∈ [0, 1], B(α)

normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri için

2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)]
=

∫ 1

0

((1− t)α − tα) f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)
dt

+

∫ 1

0

(tα − (1− t)α) f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)
dt
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eşitliği elde edilir.

İspat. Eşitliğin sağ tarafında kısmi integrasyon uygulayarak

I1 =

∫ 1

0

((1− t)α − tα) f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)
dt

=
((1− t)α − tα) f

(
1+t
2
a+ 1−t

2
b
)
dt

a−b
2

∣∣∣∣1
0

(3.1.21)

− 2α

b− a

∫ 1

0

(
(1− t)α−1 + tα−1

)
f

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)
dt

= − 2

a− b
f(a)− 2

a− b
f(

a+ b

2
)− 2α

b− a

∫ 1

0

(1− t)α−1f

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)
dt

− 2α

b− a

∫ 1

0

tα−1f

(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)
dt

=
2

b− a

(
f(a) + f(

a+ b

2
)

)
− 2α+1α

(b− a)α+1

∫ a+b
2

a

(x− a)α−1 f(x)dx

− 2α+1α

(b− a)α+1

∫ a+b
2

a

(
a+ b

2
− x

)α−1

f(x)dx

eşitliği elde edilir. (3.1.21) eşitliğinin her iki tarafı (b−a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)
ifadesi ile çarpılırsa

(b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)
I1 =

(b− a)α

2αB(α)Γ(α)

(
f(a) + f(

a+ b

2
)

)
− α

B(α)Γ(α)

∫ a+b
2

a

(x− a)α−1 f(x)dx (3.1.22)

− α

B(α)Γ(α)

∫ a+b
2

a

(
a+ b

2
− x

)α−1

f(x)dx

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde kısmi integrasyon uygulayarak

I2 =

∫ 1

0

(tα − (1− t)α) f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)
dt

=
(tα − (1− t)α) f

(
1+t
2
b+ 1−t

2
a
)
dt

b−a
2

∣∣∣∣0
1

(3.1.23)

− 2α

b− a

∫ 1

0

(
tα−1 + (1− t)α−1

)
f

(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)
dt

=
2

b− a

(
f(b) + f(

a+ b

2
)

)
− 2α+1α

(b− a)α+1

∫ b

a+b
2

(
x− a+ b

2

)α−1

f(x)dx

− 2α+1α

(b− a)α+1

∫ b

a+b
2

(b− x)α−1 f(x)dx

eşitliği elde edilir. (3.1.23) eşitliğinin her iki tarafı (b−a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)
ifadesi ile çarpılırsa
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(b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)
I2 =

(b− a)α

2αB(α)Γ(α)

(
f(b) + f(

a+ b

2
)

)
(3.1.24)

− α

B(α)Γ(α)

∫ b

a+b
2

(
x− a+ b

2

)α−1

f(x)dx

− α

B(α)Γ(α)

∫ b

a+b
2

(b− x)α−1 f(x)dx

eşitliği elde edilir. (3.1.22) eşitliği ile (3.1.24) eşitliği toplanırsa ve gerekli eklemeler ile

çıkarmalar yapılırsa

(b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)
[I1 + I2]

=
(b− a)α + (1− α)2αΓ(α)

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(

a+ b

2
)

]
−1− α

B(α)
f(a)− α

B(α)Γ(α)

∫ a+b
2

a

(x− a)α−1 f(x)dx

−1− α

B(α)
f

(
a+ b

2

)
− α

B(α)Γ(α)

∫ a+b
2

a

(
a+ b

2
− x

)α−1

f(x)dx

+
(b− a)α + (1− α)2αΓ(α)

2αB(α)Γ(α)

[
f(b) + f(

a+ b

2
)

]
−1− α

B(α)
f(b)− α

B(α)Γ(α)

∫ b

a+b
2

(b− x)α−1 f(x)dx

−1− α

B(α)
f

(
a+ b

2

)
− α

B(α)Γ(α)

∫ b

a+b
2

(
x− a+ b

2

)α−1

f(x)dx

eşitliği elde edilir. Atangana-Baleanu kesirli integral operatörü kullanılarak

(b− a)α+1

2α+1B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

((1− t)α − tα) f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)
dt

+

∫ 1

0

(tα − (1− t)α) f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)
dt

]

=
(b− a)α + (1− α)2αΓ(α)

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−
[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)]
eşitliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.13 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′| konveks fonksiyon, α ∈ (0, 1], B(α)

normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri için
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∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤ 2 [|f ′(a)|+ |f ′(b)|]

α + 1
(3.1.25)

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.3 ve mutlak değerin özelliği kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

((1− t)α − tα) f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)
dt

+

∫ 1

0

(tα − (1− t)α) f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)
dt

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt
+

∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt
ifadesi yazılır. |f ′| fonksiyonunun konveksliği kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
[
1 + t

2
|f ′(a)|+ 1− t

2
|f ′(b)|

]
dt+

∫ 1

0

tα
[
1 + t

2
|f ′(a)|+ 1− t

2
|f ′(b)|

]
dt

+

∫ 1

0

tα
[
1 + t

2
|f ′(b)|+ 1− t

2
|f ′(a)|

]
dt

+

∫ 1

0

(1− t)α
[
1 + t

2
|f ′(b)|+ 1− t

2
|f ′(a)|

]
dt

ifadesi elde edilir. Yukarıdaki integraller hesaplanarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤ 2 [|f ′(a)|+ |f ′(b)|]

α + 1

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.1.14 Teorem 3.1.13’de α = 1 seçildiğinde, (3.1.25) eşitsizliği∣∣∣∣f(a) + f(b) + 2f
(
a+b
2

)
b− a

− 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ |f ′(a)|+ |f ′(b)|
2

eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.14 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, α ∈ (0, 1], p−1 +

q−1 = 1, q > 1, B(α) normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤ 2

(αp+ 1)
1
p

[(
3 |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

4

) 1
q

+

(
3 |f ′(b)|q + |f ′(a)|q

4

) 1
q

]
(3.1.26)

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.3 kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt
+

∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt
ifadesi yazılır. Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt)
1
q
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ifadesi elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

[
1 + t

2
|f ′(a)|q + 1− t

2
|f ′(b)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

[
1 + t

2
|f ′(a)|q + 1− t

2
|f ′(b)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

[
1 + t

2
|f ′(b)|q + 1− t

2
|f ′(a)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

[
1 + t

2
|f ′(b)|q + 1− t

2
|f ′(a)|q

]
dt

) 1
q

eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafındaki integraller hesaplanılarak is-

tenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.15 Teorem 3.1.14’de α = 1 seçildiğinde, (3.1.26) eşitsizliği∣∣∣∣f(a) + f(b) + 2f
(
a+b
2

)
b− a

− 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

(p+ 1)
1
p

[(
3 |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

4

) 1
q

+

(
3 |f ′(b)|q + |f ′(a)|q

4

) 1
q
]

eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.15 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, α ∈ (0, 1], q >

1, B(α) normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(
1

α+ 1

)1− 1
q

[(
α + 3

2(α + 1)(α + 2)
|f ′(a)|q + 1

2(α + 2)
|f ′(b)|q

) 1
q

(3.1.27)

+

(
2α + 3

2(α + 1)(α+ 2)
|f ′(a)|q + 1

2(α+ 1)(α + 2)
|f ′(b)|q

) 1
q

+

(
2α + 3

2(α + 1)(α+ 2)
|f ′(b)|q + 1

2(α + 1)(α+ 2)
|f ′(a)|q

) 1
q

+

(
α + 3

2(α + 1)(α+ 2)
|f ′(b)|q + 1

2(α + 2)
|f ′(a)|q

) 1
q

]
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eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.3 kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt
+

∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt
ifadesi yazılır. Power mean eşitsizliği uygulanarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)αdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

ifadesi elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)αdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α
[
1 + t

2
|f ′(a)|q + 1− t

2
|f ′(b)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα
[
1 + t

2
|f ′(a)|q + 1− t

2
|f ′(b)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα
[
1 + t

2
|f ′(b)|q + 1− t

2
|f ′(a)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α
[
1 + t

2
|f ′(b)|q + 1− t

2
|f ′(a)|q

]
dt

) 1
q
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=

(
1

α + 1

)1− 1
q

[(
α+ 3

2(α + 1)(α + 2)
|f ′(a)|q + 1

2(α + 2)
|f ′(b)|q

) 1
q

+

(
2α + 3

2(α+ 1)(α + 2)
|f ′(a)|q + 1

2(α + 1)(α + 2)
|f ′(b)|q

) 1
q

+

(
2α + 3

2(α+ 1)(α + 2)
|f ′(b)|q + 1

2(α + 1)(α + 2)
|f ′(a)|q

) 1
q

+

(
α + 3

2(α+ 1)(α + 2)
|f ′(b)|q + 1

2(α + 2)
|f ′(a)|q

) 1
q

]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.16 Teorem 3.1.15’de eğer α = 1 seçilirse, (3.1.27) eşitsizliği∣∣∣∣2
[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+b
2

)]
b− a

− 8

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤

(
1

2

)1− 1
q

[(
2 |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

6

) 1
q

+

(
5 |f ′(a)|q + |f ′(b)|q

12

) 1
q

+

(
5 |f ′(b)|q + |f ′(a)|q

12

) 1
q

+

(
2 |f ′(b)|q + |f ′(a)|q

6

) 1
q

]
eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.16 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konveks fonksiyon, α ∈ (0, 1], p−1 +

q−1 = 1, q > 1, B(α) normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤ 4

p(αp+ 1)
+

2 [|f ′(a)|q + |f ′(b)|q]
q

(3.1.28)

sonucu elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.3 kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt
+

∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt
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ifadesi yazılır. Young eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤ 1

p

∫ 1

0

(1− t)αpdt+
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt
+
1

p

∫ 1

0

tαpdt+
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt
+
1

p

∫ 1

0

tαpdt+
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt
+
1

p

∫ 1

0

(1− t)αpdt+
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt
ifadesi elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılarak ve yukarıdaki eşitsizliğin

sağ tarafındaki integraller hesaplanarak istenilen sonuca ulaşılır.

Sonuç 3.1.17 Teorem 3.1.16’da α = 1 seçildiğinde, (3.1.28) eşitsizliği∣∣∣∣f(a) + f(b) + 2f
(
a+b
2

)
b− a

− 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2

p2 + p
+

|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

q

eşitsizliğine dönüşür.

Teorem 3.1.17 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′| konkav fonksiyon, α ∈ (0, 1], B(α)

normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri için∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(
1

α+ 1

)[ ∣∣∣∣f ′
(
a(α+ 3) + b(α + 1)

2(α+ 2)

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
a(2α + 3) + b

2(α + 2)

)∣∣∣∣ (3.1.29)

+

∣∣∣∣f ′
(
b(2α + 3) + a

2(α + 2)

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
b(α+ 3) + a(α+ 1)

2(α + 2)

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.3, |f ′| fonksiyonunun konkavlığı ve Jensen integral eşitsizliği kul-

lanılarak
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∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣ dt
+

∫ 1

0

tα
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt+ ∫ 1

0

(1− t)α
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣ dt
≤

(∫ 1

0

(1− t)αdt

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
(1− t)α

(
1+t
2
a+ 1−t

2
b
)
dt∫ 1

0
(1− t)αdt

)∣∣∣∣∣
+

(∫ 1

0

tαdt

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
tα
(
1+t
2
a+ 1−t

2
b
)
dt∫ 1

0
tαdt

)∣∣∣∣∣
+

(∫ 1

0

tαdt

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
tα
(
1+t
2
b+ 1−t

2
a
)
dt∫ 1

0
tαdt

)∣∣∣∣∣
+

(∫ 1

0

(1− t)αdt

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
(1− t)α

(
1+t
2
b+ 1−t

2
a
)
dt∫ 1

0
(1− t)αdt

)∣∣∣∣∣
ifadesi yazılır. Yukarıdaki ifadenin sağ tarafındaki integraller hesaplanarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(
1

α+ 1

)[ ∣∣∣∣f ′
(
a(α+ 3) + b(α + 1)

2(α+ 2)

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
a(2α + 3) + b

2(α + 2)

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f ′
(
b(2α + 3) + a

2(α + 2)

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
b(α+ 3) + a(α+ 1)

2(α + 2)

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.18 Teorem 3.1.17’de α = 1 seçilirse, (3.1.29) eşitsizliği∣∣∣∣f(a) + f(b) + 2f
(
a+b
2

)
b− a

− 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣
≤

(
1

4

)[ ∣∣∣∣f ′
(
2a+ b

3

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
5a+ b

6

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f ′
(
5b+ a

6

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
2b+ a

3

)∣∣∣∣
]

eşitsizliğine dönüşür.
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Teorem 3.1.18 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

diferansiyellenebilir ve f ′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′|q konkav fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

q > 1 α ∈ (0, 1], B(α) normalizasyon foksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤ 2

(αp+ 1)
1
p

[∣∣∣∣f ′
(
3a+ b

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣] (3.1.30)

sonucu elde edilir.

İspat. Lemma 3.1.3 ve Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt)
1
q

(3.1.31)

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

+

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

ifadesi yazılır. |f ′|q fonksiyonunun konkavlığından ve Jensen integral eşitsizliğinden yarar-

lanarak∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt =

∫ 1

0

t0
∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
a+

1− t

2
b

)∣∣∣∣q dt
≤

(∫ 1

0

t0dt

) ∣∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
t0
(
1+t
2
a+ 1−t

2
b
)
dt∫ 1

0
t0dt

)∣∣∣∣∣
q

=

∣∣∣∣f ′
(
3a+ b

4

)∣∣∣∣q
ifadesi elde edilir. Benzer şekilde∫ 1

0

∣∣∣∣f ′
(
1 + t

2
b+

1− t

2
a

)∣∣∣∣q dt ≤
∣∣∣∣f ′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣q
ifadesi elde edilir. Elde edilen bu ifadelerin sağ tarafları (3.1.31) eşitsizliğinde yerlerine

yazılırsa
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∣∣∣∣2(b− a)α + (1− α)2α+1Γ(α)

(b− a)α+1

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a+ b

2

)]
−2α+1B(α)Γ(α)

(b− a)α+1

[
AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+ ABIαa+b

2

f(a) + AB
a+b
2

Iαf(b) + ABIαb f

(
a+ b

2

)] ∣∣∣∣
≤ 2

(αp+ 1)
1
p

[∣∣∣∣f ′
(
3a+ b

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.19 Teorem 3.1.18’de α = 1 seçilirse, (3.1.30) eşitsizliği∣∣∣∣f(a) + f(b) + 2f
(
a+b
2

)
b− a

− 4

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

(p+ 1)
1
p

[ ∣∣∣∣f ′
(
3a+ b

4

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f ′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣
]

eşitsizliğine dönüşür.

3.2 Atangana-Baleanu Kesirli İntegral Operatörleri Yardımıyla
Fonksiyonların İkinci Türevi İçin İntegral Eşitsizlikler

Bu bölümde, Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla fonksiyonların

ikinci türevi için integral eşitlikleri elde edildi. Daha sonra bu eşitlikler kullanılarak

fonksiyonların konveksliğinden, konkavlığından ve literatürde iyi bilinen Hölder, power

mean, Young ve Jensen eşitsizliklerinden yararlanılarak yeni integral eşitsizlikleri ispat

edildi. Ayrıca, ispat edilen sonuçlardaki parametrelerin bazılarının özel değerleri için yeni

sonuçlar bulundu.

Lemma 3.2.1 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki

kez diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer α ∈ (0, 1], t ∈ [a, b],

k ∈ [0, 1], B(α) normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu

kesirli integral operatörleri için

AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

=
(t− a)α+1

(α + 1)B(α)Γ(α)
f ′(a) +

(t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1f ′′ (kt+ (1− k)a) dk

− (b− t)α+1

(α+ 1)B(α)Γ(α)
f ′(b) +

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1f ′′ (kb+ (1− k)t) dk

eşitliği elde edilir.
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İspat. (3.1.1) eşitliğinin sağ tarafındaki her bir integralde kısmi integrasyon uygu-

landığında

(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)αf ′ (kt+ (1− k)a) dk (3.2.1)

=
(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
− (1− k)α+1

α + 1
f ′ (kt+ (1− k)a)

∣∣∣∣1
0

+(t− a)

∫ 1

0

(1− k)α+1

α + 1
f ′′ (kt+ (1− k)a) dk

]

=
(t− a)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

α + 1
f ′(a) +

(t− a)

α + 1

∫ 1

0

(1− k)α+1f ′′ (kt+ (1− k)a) dk

]
eşitliği ve benzer şekilde

− (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kαf ′ (kb+ (1− k)t) dk (3.2.2)

= − (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[
kα+1

α+ 1
f ′ (kb+ (1− k)t)

∣∣∣∣1
0

− (b− t)

α+ 1

∫ 1

0

kα+1f ′′ (kb+ (1− k)t) dk

]

= − (b− t)α+1

B(α)Γ(α)

[
1

α+ 1
f ′(b)− (b− t)

(α + 1)

∫ 1

0

kα+1f ′′ (kb+ (1− k)t) dk

]
eşitliği elde edilir. Burada, (3.2.1) ve (3.2.2) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa,

AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

=
(t− a)α+1

(α + 1)B(α)Γ(α)
f ′(a) +

(t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1f ′′ (kt+ (1− k)a) dk

− (b− t)α+1

(α+ 1)B(α)Γ(α)
f ′(b) +

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1f ′′ (kb+ (1− k)t) dk

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.2.1 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki

kez diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′| konveks fonksiyon, t ∈ [a, b],

α ∈ (0, 1], B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[
|f ′′(t)|

(α + 2)(α + 3)
+

|f ′′(a)|
(α + 3)

]
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[
|f ′′(b)|
(α+ 3)

+
|f ′′(t)|

(α + 2)(α + 3)

]
eşitsizliği elde edilir.
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İspat. Lemma 3.2.1’deki eşitliği kullanarak∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1f ′′ (kt+ (1− k)a) dk

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1f ′′ (kb+ (1− k)t) dk

∣∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1
∣∣f ′′ (kt+ (1− k)a)

∣∣dk
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1
∣∣f ′′ (kb+ (1− k)t)

∣∣dk
eşitsizliği elde edilir. Burada |f ′′| fonksiyonunun konveksliğini kullanarak∣∣∣∣ AB

a I
α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1
∣∣f ′′ (kt+ (1− k)a)

∣∣dk
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1
∣∣f ′′ (kb+ (1− k)t)

∣∣dk
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1
[
k |f ′′(t)|+ (1− k) |f ′′(a)|

]
dk

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1
[
k |f ′′(b)|+ (1− k) |f ′′(t)|

]
dk

=
(t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[
|f ′′(t)|

(α + 2)(α + 3)
+

|f ′′(a)|
(α + 3)

]
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[
|f ′′(b)|
(α + 3)

+
|f ′′(t)|

(α + 2)(α+ 3)

]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 3.2.1 Teorem 3.2.1’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
− (b− a)α+1

2α+1(α + 1)B(α)Γ(α)

[
f ′(a)− f ′(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[
2

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣

(α + 2)(α + 3)
+

|f ′′(a)|
(α+ 3)

+
|f ′′(b)|
(α + 3)

]
ifadesi elde edilir.
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Teorem 3.2.2 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki kez

diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p
(
|f ′′(t)|q + |f ′′(a)|q

2

) 1
q

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p
(
|f ′′(b)|q + |f ′′(t)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.2.1’i kullanarak∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1
∣∣f ′′ (kt+ (1− k)a)

∣∣dk
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1
∣∣f ′′ (kb+ (1− k)t)

∣∣dk
eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında Hölder eşitsizliğini kullanarak∣∣∣∣ AB

a I
α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(1− k)(α+1)pdk

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′′ (kt+ (1− k)a)|q dk
) 1

q

]

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

k(α+1)pdk

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′′ (kb+ (1− k)t)|q dk
) 1

q

]
eşitsizliği elde edilir. |f ′′|q fonksiyonunun konveksliğini kullanarak∫ 1

0

|f ′′ (kt+ (1− k)a)|q dk ≤
∫ 1

0

[
k |f ′′(t)|q + (1− k) |f ′′(a)|q

]
dk∫ 1

0

|f ′′ (kb+ (1− k)t)|q dk ≤
∫ 1

0

[
k |f ′′(b)|q + (1− k) |f ′′(t)|q

]
dk

eşitsizlikleri yazılır. Yukarıdaki eşitsizliklerde yer alan integraller hesaplandığında istenen

sonuç elde edilir.
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Sonuç 3.2.2 Teorem 3.2.2’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
− (b− a)α+1

2α+1(α + 1)B(α)Γ(α)

[
f ′(a)− f ′(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p

[(∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q + |f ′′(a)|q

2

) 1
q

+

(
|f ′′(b)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2

) 1
q
]

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.2.3 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki kez

diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

p(αp+ p+ 1)
+

|f ′′(t)|q + |f ′′(a)|q

2q

)
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

p(αp+ p+ 1)
+

|f ′′(b)|q + |f ′′(t)|q

2q

)
eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.2.1’den∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1
∣∣f ′′ (kt+ (1− k)a)

∣∣dk
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1
∣∣f ′′ (kb+ (1− k)t)

∣∣dk
eşitsizliği elde edilir. Young eşitsizliğini kullanarak
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∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

(1− k)(α+1)pdk +
1

q

∫ 1

0

|f ′′ (kt+ (1− k)a)|q dk
]

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

k(α+1)pdk +
1

q

∫ 1

0

|f ′′ (kb+ (1− k)t)|q dk
]

eşitsizliği elde edilir. |f ′′|q fonksiyonunun konveksliğini kullanarak ve basit hesaplamalar

yaparak istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.3 Teorem 3.2.3’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
− (b− a)α+1

2α+1(α + 1)B(α)Γ(α)

[
f ′(a)− f ′(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

(
2

p(αp+ p+ 1)
+

2
∣∣f ′′(a+b

2
)
∣∣q + |f ′′(a)|q + |f ′′(b)|q

2q

)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.2.4 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki

kez diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′|q konveks fonksiyon, t ∈ [a, b],

α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
1

α + 2

)1− 1
q
(

|f ′′(t)|q

(α+ 2)(α + 3)
+

|f ′′(a)|q

(α + 3)

) 1
q

]

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
1

α + 2

)1− 1
q
(
|f ′′(b)|q

(α + 3)
+

|f ′′(t)|q

(α+ 2)(α + 3)

) 1
q

]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.2.1’den
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∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1
∣∣f ′′ (kt+ (1− k)a)

∣∣dk
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1
∣∣f ′′ (kb+ (1− k)t)

∣∣dk
ifadesi elde edilir. Bu ifadede power mean eşitsizliğini uygulayarak∣∣∣∣ AB

a I
α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α+ 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(1− k)α+1dk

)1− 1
q

×
(∫ 1

0

(1− k)α+1 |f ′′ (kt+ (1− k)a)|q dk
) 1

q

]

+
(b− t)α+2

(α+ 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

kα+1dk

)1− 1
q
(∫ 1

0

kα+1 |f ′′ (kb+ (1− k)t)|q dk
) 1

q

]
eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte |f ′′|q fonksiyonunun konveksliğini kullanarak∣∣∣∣ AB

a I
α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(1− k)α+1dk

)1− 1
q

×
(∫ 1

0

(1− k)α+1
[
k |f ′′(t)|q + (1− k) |f ′′(a)|q

]
dk

) 1
q

]

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

kα+1dk

)1− 1
q

×
(∫ 1

0

kα+1
[
k |f ′′(b)|q + (1− k) |f ′′(t)|q

]
dk

) 1
q

]

=
(t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
1

α + 2

)1− 1
q
(

|f ′′(t)|q

(α+ 2)(α + 3)
+

|f ′′(a)|q

(α + 3)

) 1
q

]

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
1

α + 2

)1− 1
q
(
|f ′′(b)|q

(α + 3)
+

|f ′′(t)|q

(α+ 2)(α + 3)

) 1
q

]
eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmış olur.
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Sonuç 3.2.4 Teorem3.2.4’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
− (b− a)α+1

2α+1(α + 1)B(α)Γ(α)

[
f ′(a)− f ′(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

α + 2

)1− 1
q

[( ∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

(α+ 2)(α + 3)
+

|f ′′(a)|q

(α + 3)

) 1
q

+

(
|f ′′(b)|q

(α + 3)
+

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

(α + 2)(α+ 3)

) 1
q
]

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.2.5 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki

kez diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer q > 1 için |f ′′| konkav fonksiyon,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

α + 2

) ∣∣∣∣f ′′
(

1

α + 3
t+

α + 2

α + 3
a

)∣∣∣∣
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

α + 2

) ∣∣∣∣f ′′
(
α+ 2

α+ 3
b+

1

α+ 3
t

)∣∣∣∣
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 3.2.1’i ve |f ′′| konkav olmak üzere Jensen integral eşitsizliğini kullanarak∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− k)α+1 |f ′′ (kt+ (1− k)a)| dk

+
(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

∫ 1

0

kα+1 |f ′′ (kb+ (1− k)t)| dk

≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

(1− k)α+1dk

) ∣∣∣∣∣f ′′

(∫ 1

0
(1− k)α+1 (kt+ (1− k)a) dk∫ 1

0
(1− k)α+1dk

)∣∣∣∣∣
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

kα+1dk

) ∣∣∣∣∣f ′′

(∫ 1

0
kα+1 (kb+ (1− k)t) dk∫ 1

0
kα+1dk

)∣∣∣∣∣
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eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikte yer alan integraller hesaplandığında∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

α + 2

) ∣∣∣∣f ′′
(

1

α + 3
t+

α + 2

α + 3
a

)∣∣∣∣
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

α + 2

) ∣∣∣∣f ′′
(
α+ 2

α+ 3
b+

1

α+ 3
t

)∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.2.5 Teorem 3.2.5’te eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
− (b− a)α+1

2α+1(α + 1)B(α)Γ(α)

[
f ′(a)− f ′(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

α + 2

)[ ∣∣∣∣f ′′
(

a+ b

2(α + 3)
+

α + 2

α + 3
a

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f ′′
(
α + 2

α + 3
b+

a+ b

2(α + 3)

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.2.6 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki kez

diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′|q konkav fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

t ∈ [a, b], α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′′
(
a+ t

2

)∣∣∣∣
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′′
(
b+ t

2

)∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir.
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İspat. Lemma 3.2.1’i ve Hölder integral eşitsizliğini kullanarak∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

(1− k)(α+1)pdk

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′′ (kt+ (1− k)a)|q dk
) 1

q

+
(b− t)α+2

(α+ 1)B(α)Γ(α)

(∫ 1

0

k(α+1)pdk

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′′ (kb+ (1− k)t)|q dk
) 1

q

(3.2.3)

eşitsizliği yazılır. Bu eşitsizliğin sağ tarafında |f ′′|q fonksiyonunun konkavlığını ve Jensen

integral eşitsizliğini kullanarak∫ 1

0

|f ′′ (kt+ (1− k)a)|q dk =

∫ 1

0

ko |f ′′ (kt+ (1− k)a)|q dk

≤
(∫ 1

0

k0dk

) ∣∣∣∣∣f ′′

(∫ 1

0
(kt+ (1− k)a) dk∫ 1

0
k0dk

)∣∣∣∣∣
q

=

∣∣∣∣f ′′
(
a+ t

2

)∣∣∣∣q
eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde∫ 1

0

|f ′′ (kb+ (1− k)t)|q dk ≤
∣∣∣∣f ′′
(
b+ t

2

)∣∣∣∣q
eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla elde edilen bu eşitsizliklerin sağ taraflarını (3.2.3)’de

yerine yazarak ve gerekli hesaplamaları yaparak∣∣∣∣ AB
a I

α {f(t)}+AB Iαb {f(t)} − (t− a)αf(a) + (b− t)αf(b)

B(α)Γ(α)

−(t− a)α+1f ′(a)− (b− t)α+1f ′(b)

(α + 1)B(α)Γ(α)
− 2(1− α)f(t)

B(α)

∣∣∣∣
≤ (t− a)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′′
(
a+ t

2

)∣∣∣∣
+

(b− t)α+2

(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p
∣∣∣∣f ′′
(
b+ t

2

)∣∣∣∣
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.2.6 Teorem 3.2.6’da eğer t = a+b
2

olarak alınırsa∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
− (b− a)α+1

2α+1(α + 1)B(α)Γ(α)

[
f ′(a)− f ′(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
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≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

(
1

αp+ p+ 1

) 1
p

[ ∣∣∣∣f ′′
(
3a+ b

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f ′′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği yazılır.

Eğer Lemma 3.2.1 de t = a+b
2

olarak alınırsa yeni sonuçlar elde edilir.

Lemma 3.2.2 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki kez

diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer α ∈ (0, 1], t ∈ [a, b], k ∈ [0, 1], B(α) > 0

normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri için

AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
(1− k)α+1 − 1

)
f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)
dk

+

∫ 1

0

(
kα+1 − 1

)
f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)
dk

]
eşitliği geçerlidir.

İspat. Lemma 3.2.1’de eğer t = a+b
2

olarak alınırsa

AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

=
(b− a)α+1

2α+1(α + 1)B(α)Γ(α)

[
f ′(a)− f ′(b)

]
+

(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)
(3.2.4)[∫ 1

0

(1− k)α+1f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)
dk +

∫ 1

0

kα+1f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)
dk

]
ifadesi elde edilir. Ayrıca aşağıdaki[

f ′(a)− f ′(b)
]
= −

∫ b

a

f ′′(x)dx = −

[
b− a

2

∫ 1

0

f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)
dk

+
b− a

2

∫ 1

0

f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)
dk

]
(3.2.5)

eşitlik yazılabilir. Eğer (3.2.5) eşitliği, (3.2.4) eşitliğinde yerine yazılırsa

AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−

2(1− α)f
(
a+b
2

)
B(α)

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
(1− k)α+1 − 1

)
f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)
dk

+

∫ 1

0

(
kα+1 − 1

)
f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)
dk

]
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eşitliği elde edilir.

Teorem 3.2.7 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki

kez diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′| konveks fonksiyon, α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
|f ′′(a)|+ |f ′′(b)|

)(1

2
− 1

α+ 3

)

+2

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣ (1

2
− 1

(α + 2)(α + 3)

)]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.2.2’yi kullanarak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
(1− k)α+1 − 1

)
f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)
dk

+

∫ 1

0

(
kα+1 − 1

)
f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)
dk

]∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

∣∣∣∣(1− k)α+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

∣∣∣∣kα+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

(
1− kα+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

eşitsizliği yazılır. Bu eşitsizlikte |f ′′| fonksiyonunun konveksliğini kullanarak
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∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)(
k

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣+ (1− k) |f ′′(a)|
)
dk

+

∫ 1

0

(
1− kα+1

)(
k |f ′′ (b)|+ (1− k)

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣ )dk
]

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
|f ′′(a)|+ |f ′′(b)|

)(1

2
− 1

α + 3

)

+2

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣ (1

2
− 1

(α + 2)(α+ 3)

)]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.8 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki kez

diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

(
β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α + 1

) 1
p

×

( |f ′′(a)|q +
∣∣f ′′(a+b

2
)
∣∣q

2

) 1
q

+

(
|f ′′(b)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2

) 1
q


eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.2.2’den∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

∣∣∣∣(1− k)α+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
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+

∫ 1

0

∣∣∣∣kα+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

=
(b− a)α+2

2α+2(α+ 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

(
1− kα+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

eşitsizliği yazılır. Bu eşitsizlikte Hölder integral eşitsizliğini uygulayarak ve |f ′′|q fonksi-

yonunun konveksliğini kullanarak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α+ 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)p
dk

) 1
p

×
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

(
1− kα+1

)p
dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]

≤ (b− a)α+2

2α+2(α+ 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)p
dk

) 1
p

×
(∫ 1

0

[
k

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + (1− k) |f ′′(a)|q
]
dk

) 1
q

+

(∫ 1

0

(
1− kα+1

)p
dk

) 1
p
(∫ 1

0

[
k |f ′′(b)|q + (1− k)

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dk)
1
q

]
eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikte yer alan integraller hesaplandığında ve(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)p
dk

) 1
p

=

(
β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α + 1

) 1
p

(∫ 1

0

(
1− kα+1

)p
dk

) 1
p

=

(
β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α + 1

) 1
p

olmak üzere istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 3.2.9 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki kez

diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′|q konveks fonksiyon, α ∈ (0, 1], q > 1,

B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için
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∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
1− 1

α + 2

)1− 1
q

×

(
|f ′′(a)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2
−

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

(α+ 2)(α + 3)
− |f ′′(a)|q

(α + 3)

) 1
q

+

(
1− 1

α + 2

)1− 1
q

(
|f ′′(b)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2
− |f ′′(b)|q

(α + 3)
−

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

(α + 2)(α+ 3)

) 1
q
]

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 3.2.2’yi kullanarak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

∣∣∣∣(1− k)α+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

∣∣∣∣kα+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

(
1− kα+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte power mean eşitsizliğini uygulayarak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)
dk

)1− 1
q

×
(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣q dk)
1
q
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+

(∫ 1

0

(
1− kα+1

)
dk

)1− 1
q
(∫ 1

0

(
1− kα+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]

eşitsizliği elde edilir. Burada |f ′′|q fonksiyonunun konveksliğini kullanarak ve gerekli

hesaplamaları yaparak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)
dk

)1− 1
q

×
(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) [
k

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + (1− k) |f ′′(a)|q
]
dk

) 1
q

+

(∫ 1

0

(
1− kα+1

)
dk

)1− 1
q

×
(∫ 1

0

(
1− kα+1

) [
k |f ′′(b)|q + (1− k)

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dk)
1
q

]

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
1− 1

α + 2

)1− 1
q

×

(
|f ′′(a)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2
−

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

(α+ 2)(α + 3)
− |f ′′(a)|q

(α + 3)

) 1
q

+

(
1− 1

α + 2

)1− 1
q

(
|f ′′(b)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2
− |f ′′(b)|q

(α + 3)
−

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

(α + 2)(α+ 3)

) 1
q
]

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.10 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde iki kez

diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′|q konveks fonksiyon, p−1 + q−1 = 1,

α ∈ (0, 1], q > 1, B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise

Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[
2β
(
p+ 1, 1

α+1

)
p(α + 1)

+
|f ′′(a)|q + |f ′′(b)|q + 2

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2q

]

eşitsizliği geçerlidir.
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İspat. Lemma 3.2.2’yi kullanarak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

∣∣∣∣(1− k)α+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

∣∣∣∣kα+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

(
1− kα+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

eşitsizliği elde edilir. Young eşitsizliği ile |f ′′|q fonksiyonunun konveksliğini kullanıp ardın-

dan gerekli hesaplamaları yaparak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)p
dk

+
1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣q dk
+
1

p

∫ 1

0

(
1− kα+1

)p
dk +

1

q

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dk
]

≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[
1

p

∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)p
dk

+
1

q

∫ 1

0

[
k

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q + (1− k) |f ′′(a)|q
]
dk

+
1

p

∫ 1

0

(
1− kα+1

)p
dk +

1

q

∫ 1

0

[
k |f ′′(b)|q + (1− k)

∣∣∣∣f ′′
(
a+ b

2

)∣∣∣∣q] dk
]

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[
1

p

β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α + 1

+
|f ′′(a)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2q

+
1

p

β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α + 1

+
|f ′′(b)|q +

∣∣f ′′(a+b
2
)
∣∣q

2q

]
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eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.11 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

iki kez diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer |f ′′| konkav fonksiyon, α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu ise Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
α+ 1

α+ 2

) ∣∣∣∣f ′′
(
(α + 2)(3a+ b)

4(α + 1)
− (2aα+ 5a+ b)

2(α + 1)(α + 3)

)∣∣∣∣
+

(
α + 1

α + 2

) ∣∣∣∣f ′′
(
(α + 2)(3b+ a)

4(α+ 1)
− (2bα + a+ 5b)

2(α + 1)(α + 3)

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.2.2’yi ve |f ′′| konkav olmak üzere Jensen integral eşitsizliğini kullanarak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

∣∣∣∣(1− k)α+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

∣∣∣∣kα+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

(
1− kα+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)
dk

)

×

∣∣∣∣∣f ′′

(∫ 1

0
(1− (1− k)α+1)

(
k a+b

2
+ (1− k)a

)
dk∫ 1

0
(1− (1− k)α+1) dk

)∣∣∣∣∣
+

(∫ 1

0

(
1− kα+1

)
dk

) ∣∣∣∣∣f ′′

(∫ 1

0
(1− kα+1)

(
kb+ (1− k)a+b

2

)
dk∫ 1

0
(1− kα+1) dk

)∣∣∣∣∣
]
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eşitsizliği elde edilir. Elde edilen ifadede yer alan integraller hesaplandığında∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
α+ 1

α+ 2

) ∣∣∣∣f ′′
(
(α + 2)(3a+ b)

4(α + 1)
− (2aα+ 5a+ b)

2(α + 1)(α + 3)

)∣∣∣∣
+

(
α + 1

α + 2

) ∣∣∣∣f ′′
(
(α + 2)(3b+ a)

4(α+ 1)
− (2bα + a+ 5b)

2(α + 1)(α + 3)

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.12 a < b olmak üzere f : [a, b] → R fonksiyonu (a, b) aralığı üzerinde

iki kez diferansiyellenebilir ve f ′′ ∈ L1[a, b] olsun. Eğer q > 1, |f ′′|q konkav fonksiyon,

p−1 + q−1 = 1, α ∈ (0, 1], B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

(
β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α + 1

) 1
p
(∣∣∣∣f ′′

(
3a+ b

4

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f ′′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣
)

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.2.2’yi ve Hölder integral eşitsizliğini kullanarak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

∣∣∣∣(1− k)α+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

∣∣∣∣kα+1 − 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

(3.2.6)

87



=
(b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣ dk
+

∫ 1

0

(
1− kα+1

) ∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣ dk
]

≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(∫ 1

0

(
1− (1− k)α+1

)p
dk

) 1
p

×
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣q dk)
1
q

+

(∫ 1

0

(
1− kα+1

)p
dk

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dk)
1
q

]

eşitsizliği elde edilir. |f ′′|q fonksiyonunun konkavlığını ve Jensen integral eşitsizliğini kul-

lanarak

∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣q dk =

∫ 1

0

ko

∣∣∣∣f ′′
(
k
a+ b

2
+ (1− k)a

)∣∣∣∣q dk
≤

(∫ 1

0

k0dk

) ∣∣∣∣∣f ′′

(∫ 1

0

(
k a+b

2
+ (1− k)a

)
dk∫ 1

0
k0dk

)∣∣∣∣∣
q

=

∣∣∣∣f ′′
(
3a+ b

4

)∣∣∣∣q
eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde∫ 1

0

∣∣∣∣f ′′
(
kb+ (1− k)

a+ b

2

)∣∣∣∣q dk ≤
∣∣∣∣f ′′
(
3b+ a

4

)∣∣∣∣q
eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla elde edilen bu eşitsizliklerin sağ taraflarını (3.2.6)’da

yerine yazarak ve gerekli hesaplamaları yaparak∣∣∣∣∣ AB
a I

αf

(
a+ b

2

)
+AB Iαb f

(
a+ b

2

)
− (b− a)α

2αB(α)Γ(α)

[
f(a) + f(b)

]
−
2(1− α)f

(
a+b
2

)
B(α)

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)α+2

2α+2(α + 1)B(α)Γ(α)

[(
β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α+ 1

) 1
p ∣∣∣∣f ′′

(
3a+ b

4

)∣∣∣∣
+

(
β
(
p+ 1, 1

α+1

)
α + 1

) 1
p ∣∣∣∣f ′′

(
3b+ a

4

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.
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3.3 Atangana-Baleanu Kesirli İntegral Operatörleri Yardımıyla
Pre-inveks Fonksiyonlar İçin İntegral Eşitsizlikler

Bu bölümde; önce, Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla pre-

inveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği ve ayrıca Atangana-Baleanu ke-

sirli integral operatörleri yardımıyla pre-inveks fonksiyonlar için bir integral eşitsizliği

elde edildi. Elde edilen Hermite-Hadamard eşitsizliğinin, eşitsizlikteki parametrelerin

özel değerleri için daha önce literatürde var olan sonuçlara indirgendiği görüldü. Bunun

yanında Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla pre-inveks fonksiyonlar

için daha önce elde edilmiş olan özdeşlikten yararlanılarak fonksiyonların pre-inveksliği

ve literatürde iyi bilinen Hölder, power mean, Young eşitsizlikleri kullanılarak integral

eşitsizlikler ispat edildi ve ispat edilen bu sonuçlardaki parametrelerin bazılarının özel

değerleri için yeni sonuçlar elde edildi.

Teorem 3.3.1 I ⊆ R açık inveks bir alt küme, µ : I × I ̸= ∅ → R, k1, k2 ∈ I,

k1 < k1 + µ (k2, k1) olsun. Eğer f : [k1, k1 + µ (k2, k1)] → R pre-inveks fonksiyon,

f ∈ L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)] ve µ fonksiyonu Koşul 2.1.1’i sağlıyorsa, α ∈ (0, 1], B(α) > 0

normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için

f

(
2k1 + µ (k2, k1)

2

)
≤ B(α)Γ(α)

2 [µ (k2, k1)]
α

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

− (1− α)Γ(α)

2 [µ (k2, k1)]
α

[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)]
(3.3.1)

≤ f(k1) + f(k2)

2

eşitsizliği elde edilir.

İspat. f fonksiyonu [k1, k1 + µ (k2, k1)] aralığı üzerinde pre-inveks fonksiyon olduğun-

dan aşağıdaki

2f

(
2k1 + µ (k2, k1)

2

)
≤ f

(
k1 + tµ (k2, k1)

)
+ f
(
k1 + (1− t)µ (k2, k1)

)
(3.3.2)

eşitsizliği yazılır (bakınız [42], [44]).

(3.3.2) eşitsizliğinin her iki tarafı α
B(α)Γ(α)

tα−1 ifadesi ile çarpılır ve elde edilen sonucun

[0, 1] aralığı üzerinde t’ye göre integrali alınıp ve ardından değişken değişimi yapılırsa

89



2

B(α)Γ(α)
f

(
2k1 + µ (k2, k1)

2

)
≤ α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
dt

+
α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f
(
k1 + (1− t)µ (k2, k1)

)
dt

=
α

B(α)Γ(α) [µ (k2, k1)]
α

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(x− k1)
α−1 f(x)dx

+
α

B(α)Γ(α) [µ (k2, k1)]
α

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(k1 + µ (k2, k1)− y)α−1 f(y)dy

ifadesi elde edilir. Ardından

2

B(α)Γ(α)
f

(
2k1 + µ (k2, k1)

2

)
≤ 1

[µ (k2, k1)]
α

[
α

B(α)Γ(α)

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(x− k1)
α−1 f(x)dx+

(1− α)

B(α)
f(k1)

]

− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
αf(k1)

+
1

[µ (k2, k1)]
α

[
α

B(α)Γ(α)

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(
k1 + µ (k2, k1)− y

)α−1
f(y)dy

+
(1− α)

B(α)
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)]
− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
αf
(
k1 + µ (k2, k1)

)
yazılır. Buradan, Atangana-Baleanu integral operatörleri kullanılarak

2

B(α)Γ(α)
f

(
2k1 + µ (k2, k1)

2

)
≤ 1

[µ (k2, k1)]
α

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α

[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)]
ifadesi elde edilir ve (3.3.1) eşitsizliğinin sol tarafı ispat edilmiş olur. (3.3.1) eşitsizliğinin

sağ tarafının ispatı için, f fonksiyonu pre-inveks olduğundan

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
≤ (1− t)f(k1) + tf(k2)

ve

f
(
k1 + (1− t)µ (k2, k1)

)
≤ tf(k1) + (1− t)f(k2)

eşitsizlikleri yazılır. Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
+ f
(
k1 + (1− t)µ (k2, k1)

)
≤ f(k1) + f(k2) (3.3.3)
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eşitsizliği elde edilir. (3.3.3) eşitsizliğinin her iki tarafı α
B(α)Γ(α)

tα−1 ifadesi ile çarpılır ve

elde edilen sonucun [0, 1] aralığı üzerinde t’ye göre integrali alınırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
dt

+
α

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tα−1f
(
k1 + (1− t)µ (k2, k1)

)
dt

≤ α

B(α)Γ(α)
[f(k1) + f(k2)]

∫ 1

0

tα−1dt

eşitsizliği elde edilir. Ardından değişken değişimi yapılıp Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri kullanılarak aşağıdaki

1

[µ (k2, k1)]
α

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α

[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)]
≤ f(k1) + f(k2)

B(α)Γ(α)

eşitsizliği yazılır ve ispat tamamlanır.

Uyarı 3.3.1 Teorem 3.3.1’de µ (k2, k1) = k2 − k1 olarak alınırsa [30]’da Önerme 2.1’in

ispatındaki eşitsizlik (13) elde edilir.

Uyarı 3.3.2 Teorem 3.3.1’de α = 1 olarak alınırsa Teorem 2.2.4’deki (2.2.3) eşitsizliği

elde edilir.

Teorem 3.3.2 I ⊆ R açık inveks bir alt küme, µ : I × I ̸= ∅ → R, k1, k2 ∈ I, k1 <

k1 + µ (k2, k1) olsun. Eğer f, g : [k1, k1 + µ (k2, k1)] → R+ pre-inveks fonksiyonlar, f, g ∈

L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)] ise α ∈ (0, 1], B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama

fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için

1

[µ (k2, k1)]
α

[
AB
k1
Iα
{
fg
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{fg (k1)}
]

≤ α

B(α)Γ(α)

[
[f(k1)g(k1) + f(k2)g(k2)]

(
2

α(α + 1)(α + 2)
+

1

α + 2

)

+2
[f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

(α + 1)(α + 2)

]
(3.3.4)

+
(1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α

[
f(k1)g(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)
g
(
k1 + µ (k2, k1)

)]
eşitsizliği elde edilir.
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İspat. f ve g fonksiyonları [k1, k1 + µ (k2, k1)] aralığı üzerinde pre-inveks fonksiyonlar

olduğundan

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
≤ (1− t)f(k1) + tf(k2)

ve

g
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
≤ (1− t)g(k1) + tg(k2)

eşitsizlikleri yazılır. Bu eşitsizlikler taraf tarafa çarpılırsa

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
g
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
(3.3.5)

≤ (1− t)2 f(k1)g(k1) + t2f(k2)g(k2) + t(1− t) [f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

eşitsizliği elde edilir. (3.3.5) eşitsizliğinin her iki tarafı (1− t)α−1 ifadesi ile çarpılır ve elde

edilen sonucun [0, 1] aralığı üzerinde t’ye göre integrali alınırsa∫ 1

0

(1− t)α−1 f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
g
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
dt

≤
∫ 1

0

(1− t)α−1
[
(1− t)2 f(k1)g(k1) + t2f(k2)g(k2) (3.3.6)

+t(1− t) [f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]
]
dt

=
f(k1)g(k1)

α + 2
+ 2

f(k2)g(k2)

α(α+ 1)(α + 2)
+

[f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

(α + 1)(α + 2)

eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki (3.3.6) eşitsizliğinde k1+tµ (k2, k1) = x değişken değişimi

yapıldığında

1

[µ (k2, k1)]
α

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(
k1 + µ (k2, k1)− x

)α−1
f(x)g(x)dx

≤ f(k1)g(k1)

α + 2
+ 2

f(k2)g(k2)

α(α + 1)(α + 2)
+

[f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

(α + 1)(α+ 2)
(3.3.7)

eşitsizliği elde edilir. (3.3.7) eşitsizliğinin her iki tarafı α
B(α)Γ(α)

ifadesi ile çarpılır ve

ardından bu eşitsizliğin her iki tarafına (1−α)
B(α)[µ(k2,k1)]

αf
(
k1 + µ (k2, k1)

)
g
(
k1 + µ (k2, k1)

)
ifadesi eklenir ve son olarak Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri kullanılırsa

1

[µ (k2, k1)]
α

[
AB
k1
Iα
{
fg
(
k1 + µ (k2, k1)

)} ]
(3.3.8)

≤ α

B(α)Γ(α)

[
f(k1)g(k1)

α+ 2
+ 2

f(k2)g(k2)

α(α + 1)(α + 2)
+

[f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

(α + 1)(α + 2)

]
+

(1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
αf
(
k1 + µ (k2, k1)

)
g
(
k1 + µ (k2, k1)

)
eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde, (3.3.5) eşitsizliğinin her iki tarafı tα−1 ifadesi ile

çarpılır ve elde edilen sonucun [0, 1] aralığı üzerinde t’ye göre integrali alınırsa
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∫ 1

0

tα−1f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
g
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
dt

≤
∫ 1

0

tα−1
[
(1− t)2 f(k1)g(k1) + t2f(k2)g(k2) + t(1− t) [f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

]
dt

= 2
f(k1)g(k1)

α(α + 1)(α+ 2)
+

f(k2)g(k2)

α + 2
+

[f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

(α+ 1)(α + 2)
(3.3.9)

eşitsizliği elde edilir. (3.3.8) eşitsizliğinin ispatınındaki hesaplamalara benzer hesapla-

malar yapılarak

1

[µ (k2, k1)]
α

[
ABIαk1+µ(k2,k1)

{fg (k1)}
]

(3.3.10)

≤ α

B(α)Γ(α)

[
2

f(k1)g(k1)

α(α + 1)(α + 2)
+ 2

f(k2)g(k2)

α + 2
+

[f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

(α + 1)(α+ 2)

]
+

(1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
αf(k1)g(k1)

eşitsizliği elde edilir.

Ardından, (3.3.8) ve (3.3.10) eşitsizlikleri taraf tarafa toplanarak

1

[µ (k2, k1)]
α

[
AB
k1
Iα
{
fg
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{fg (k1)}
]

≤ α

B(α)Γ(α)

[
[f(k1)g(k1) + f(k2)g(k2)]

(
2

α(α + 1)(α + 2)
+

1

α + 2

)

+2
[f(k1)g(k2) + f(k2)g(k1)]

(α + 1)(α + 2)

]

+
(1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α

[
f(k1)g(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)
g
(
k1 + µ (k2, k1)

)]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Lemma 3.3.1 I ⊆ R açık inveks bir alt küme, µ : I × I ̸= ∅ → R, k1, k2 ∈ I,

k1 < k1 + µ (k2, k1) olsun. Eğer f : I → R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈
L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)] ise α ∈ (0, 1], t ∈ [0, 1], B(α) normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.)

gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için

B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)]
(3.3.11)

=

∫ 1

0

(1− t)αf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt−

∫ 1

0

tαf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt

eşitliği geçerlidir ([5]).
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İspat. Kısmi integrasyon uygulayarak∫ 1

0

(1− t)αf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt (3.3.12)

=
(1− t)αf

(
k1 + tµ (k2, k1)

)
µ (k2, k1)

∣∣∣∣1
0

+
α

µ (k2, k1)

∫ 1

0

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
(1− t)α−1dt

= − f(k1)

µ (k2, k1)
+

α

µ (k2, k1)

∫ 1

0

(1− t)α−1f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
dt

= − f(k1)

µ (k2, k1)
+

α

[µ (k2, k1)]
α+1

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(
k1 + µ (k2, k1)− x

)α−1
f(x)dx.

eşitliği elde edilir. (3.3.12) eşitliğinin her iki tarafı 1
B(α)Γ(α)

ifadesi ile çarpılırsa

1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)αf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt

= − f(k1)

B(α)Γ(α)µ (k2, k1)

+
α

B(α)Γ(α) [µ (k2, k1)]
α+1

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(
k1 + µ (k2, k1)− x

)α−1
f(x)dx

eşitliği elde edilir ve ardından gerekli ekleme, çıkarma ve düzenlemeler yapılarak

1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)αf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt

= − f(k1)

B(α)Γ(α)µ (k2, k1)

+
1

[µ (k2, k1)]
α+1

[
α

B(α)Γ(α)

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(
k1 + µ (k2, k1)− x

)α−1
f(x)dx

+
(1− α)

B(α)
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)]
− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α+1f

(
k1 + µ (k2, k1)

)
eşitliği elde edilir. Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri kullanılarak

1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

(1− t)αf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt (3.3.13)

= − f(k1)

B(α)Γ(α)µ (k2, k1)
+

1

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)} ]
− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α+1f

(
k1 + µ (k2, k1)

)
eşitliği elde edilir. Benzer şekilde, kısmi integrasyon uygulayarak∫ 1

0

tαf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt (3.3.14)

=
tαf
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
µ (k2, k1)

∣∣∣∣1
0

− α

µ (k2, k1)

∫ 1

0

f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
tα−1dt

=
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)
µ (k2, k1)

− α

µ (k2, k1)

∫ 1

0

tα−1f
(
k1 + tµ (k2, k1)

)
dt

=
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)
µ (k2, k1)

− α

[µ (k2, k1)]
α+1

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(u− k1)
α−1 f(u)du.
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eşitliği elde edilir. Eğer (3.3.14) eşitliğinin her iki tarafı − 1
B(α)Γ(α)

ifadesi ile çarpılırsa

− 1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tαf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt

= −
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)
B(α)Γ(α)µ (k2, k1)

+
α

B(α)Γ(α) [µ (k2, k1)]
α+1

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(u− k1)
α−1 f(u)du

eşitliği ve ardından

− 1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tαf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt

= −
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)
B(α)Γ(α)µ (k2, k1)

+
1

[µ (k2, k1)]
α+1

[
α

B(α)Γ(α)

∫ k1+µ(k2,k1)

k1

(u− k1)
α−1 f(u)du

+
(1− α)

B(α)
f(k1)

]
− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α+1f(k1)

eşitliği elde edilir. Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri kullanılarak

− 1

B(α)Γ(α)

∫ 1

0

tαf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt (3.3.15)

= −
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)
B(α)Γ(α)µ (k2, k1)

+
1

[µ (k2, k1)]
α+1

[
ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

− (1− α)

B(α) [µ (k2, k1)]
α+1f(k1)

eşitliği elde edilir. (3.3.13) ve (3.3.15) eşitlikleri taraf taraf toplanıp, gerekli işlemler

yapılarak istenilen sonuç elde edilir ve ispat tamamlanır.

Uyarı 3.3.3 Lemma 3.3.1’de µ (k2, k1) = k2−k1 olarak alınırsa, Lemma 2.3.3’deki eşitlik

(2.3.9) elde edilir.

Teorem 3.3.3 I ⊆ R açık inveks bir alt küme, µ : I × I ̸= ∅ → R, k1, k2 ∈ I, k1 <

k1 + µ (k2, k1), f : I → R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)]

olsun. Eğer |f ′| pre-inveks fonksiyon ise α ∈ (0, 1], B(α) normalizasyon fonksiyonu ve

Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤ |f ′ (k1)|+ |f ′ (k2)|

α + 1

eşitsizliği geçerlidir.
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İspat. Lemma 3.3.1’i ve mutlak değerin özelliğini kullanarak∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

(1− t)αf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt−

∫ 1

0

tαf ′(k1 + tµ (k2, k1)
)
dt

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt
eşitsizliği yazılır. |f ′| pre-inveks fonksiyon olduğundan∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α [(1− t) |f ′(k1)|+ t |f ′(k2)|] dt+
∫ 1

0

tα [(1− t) |f ′(k1)|+ t |f ′(k2)|] dt

=
|f ′ (k1)|+ |f ′ (k2)|

α+ 1

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.3.1 Teorem 3.3.3’te eğer µ (k2, k1) = k2 − k1 olarak seçilirse∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

[
AB
k1
Iα {f(k2)} + ABIαk2 {f (k1)}

]
−
(
(k2 − k1)

α + (1− α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

)
[f(k1) + f(k2)]

∣∣∣∣∣
≤ |f ′ (k1)|+ |f ′ (k2)|

α + 1

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.3.4 I ⊆ R açık inveks bir alt küme, µ : I × I ̸= ∅ → R, k1, k2 ∈ I, k1 <

k1 + µ (k2, k1), f : I → R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)]

olsun. Eğer |f ′|q pre-inveks fonksiyon ise p−1 + q−1 = 1, q > 1, α ∈ (0, 1], B(α) normali-

zasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri için
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∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤ 2

(
1

αp+ 1

) 1
p
(
|f ′(k1)|q + |f ′(k2)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 3.3.1’i kullanarak∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt
eşitsizliği elde edilir. Ardından Hölder eşitsizliği uygulanarak∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)αpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)
)∣∣q dt) 1

q

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)
)∣∣q dt) 1

q

eşitsizliği elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun pre-inveksliğinden∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)αp dt

) 1
p
(∫ 1

0

[
(1− t) |f ′(k1)|q + t |f ′(k2)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

tαpdt

) 1
p
(∫ 1

0

[
(1− t) |f ′(k1)|q + t |f ′(k2)|q

]
dt

) 1
q

eşitsizliği elde edilir ve bu eşitsizlikteki integraller hesaplanarak istenilen sonuç bulunur.
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Sonuç 3.3.2 Teorem 3.3.4’te eğer µ (k2, k1) = k2 − k1 olarak seçilirse∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

[
AB
k1
Iα {f(k2)} + ABIαk2 {f (k1)}

]
−
(
(k2 − k1)

α + (1− α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

)
[f(k1) + f(k2)]

∣∣∣∣∣
≤ 2

(
1

αp+ 1

) 1
p
(
|f ′(k1)|q + |f ′(k2)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.3.5 I ⊆ R açık inveks bir alt küme, µ : I × I ̸= ∅ → R, k1, k2 ∈ I, k1 <

k1 + µ (k2, k1), f : I → R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)]

olsun. Eğer |f ′|q pre-inveks fonksiyon ise q ≥ 1, α ∈ (0, 1], B(α) normalizasyon fonksiyonu

ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

(
1

α + 1

)1− 1
q

[(
|f ′(k1)|q

α+ 2
+

|f ′(k2)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

+

(
|f ′(k1)|q

(α + 1)(α + 2)
+

|f ′(k2)|q

α + 2

) 1
q

]

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Lemma 3.3.1’i ve power mean eşitsizliğini kullanarak∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt
≤

(∫ 1

0

(1− t)α dt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣q dt) 1
q

+

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣q dt) 1
q

ifadesi elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun pre-inveksliğinden yararlanarak
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∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

(∫ 1

0

(1− t)α dt

)1− 1
q
(∫ 1

0

(1− t)α
[
(1− t) |f ′(k1)|q + t |f ′(k2)|q

]
dt

) 1
q

+

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα
[
(1− t) |f ′(k1)|q + t |f ′(k2)|q

]
dt

) 1
q

=

(
1

α + 1

)1− 1
q

[(
|f ′(k1)|q

α+ 2
+

|f ′(k2)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

+

(
|f ′(k1)|q

(α + 1)(α + 2)
+

|f ′(k2)|q

α + 2

) 1
q

]
ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.3.3 Teorem 3.3.5’te eğer µ (k2, k1) = k2 − k1 olarak seçilirse∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

[
AB
k1
Iα {f(k2)} + ABIαk2 {f (k1)}

]
−
(
(k2 − k1)

α + (1− α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

)
[f(k1) + f(k2)]

∣∣∣∣∣
≤

(
1

α + 1

)1− 1
q

[(
|f ′(k1)|q

α+ 2
+

|f ′(k2)|q

(α + 1)(α + 2)

) 1
q

+

(
|f ′(k1)|q

(α + 1)(α + 2)
+

|f ′(k2)|q

α + 2

) 1
q

]
eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.3.6 I ⊆ R açık inveks bir alt küme, µ : I × I ̸= ∅ → R, k1, k2 ∈ I, k1 <

k1 + µ (k2, k1), f : I → R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [k1, k1 + µ (k2, k1)]

olsun. Eğer |f ′|q pre-inveks fonksiyon ise p−1 + q−1 = 1, q > 1, α ∈ (0, 1], B(α) normali-

zasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral

operatörleri için∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤ 2

p(αp+ 1)
+

|f ′(k1)|q + |f ′(k2)|q

q

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Lemma 3.3.1’i ve Young eşitsizliğini kullanarak
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∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

[
AB
k1
Iα
{
f
(
k1 + µ (k2, k1)

)}
+ ABIαk1+µ(k2,k1)

{f (k1)}
]

−
(
[µ (k2, k1)]

α + (1− α)Γ(α)

[µ (k2, k1)]
α+1

)[
f(k1) + f

(
k1 + µ (k2, k1)

)] ∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

(1− t)α
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt+ ∫ 1

0

tα
∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)

)∣∣ dt.
≤ 1

p

∫ 1

0

(1− t)αp dt+
1

q

∫ 1

0

∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)
)∣∣q dt

+
1

p

∫ 1

0

tαpdt+
1

q

∫ 1

0

∣∣f ′(k1 + tµ (k2, k1)
)∣∣q dt

eşitsizliği elde edilir. |f ′|q fonksiyonunun pre-inveksliğinden yararlanarak ve yukarıdaki

eşitsizlikte yer alan integraller hesaplanarak istenilen sonuç elde edilir. Dolayısıyla ispat

tamamlanır.

Sonuç 3.3.4 Teorem 3.3.6’da eğer µ (k2, k1) = k2 − k1 olarak seçilirse∣∣∣∣∣ B(α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

[
AB
k1
Iα {f(k2)} + ABIαk2 {f (k1)}

]
−
(
(k2 − k1)

α + (1− α)Γ(α)

(k2 − k1)
α+1

)
[f(k1) + f(k2)]

∣∣∣∣∣
≤ 2

p(αp+ 1)
+

|f ′(k1)|q + |f ′(k2)|q

q

eşitsizliği geçerlidir.

3.4 Atangana-Baleanu Kesirli İntegral Operatörleri Yardımıyla
Senkronize Fonksiyonlar İçin İntegral Eşitsizlikler

Bu bölümde; Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla senkronize

fonksiyonlar için Chebyshev tipli integral eşitsizlikleri elde edildi.

Teorem 3.4.1 f, g : [0,∞) → R integrallenebilir ve [0,∞) üzerinde senkronize iki fonksi-

yon olsun. Bu durumda a, b ∈ [0,∞), a < b, α ∈ (0, 1], B(α) > 0 normalizasyon fonksi-

yonu ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri

için

(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (b)

]
(3.4.1)

≥
[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
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eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ve g fonksiyonları [0,∞) aralığı üzerinde senkronize fonksiyonlar olduğundan

(
f(x)− f(y)

)(
g(x)− g(y)

)
≥ 0, x, y ∈ [0,∞)

eşitsizliği veya eşdeğeri olarak

f(x)g(x) + f(y)g(y) ≥ f(x)g(y) + f(y)g(x) (3.4.2)

eşitsizliği yazılır. Eğer (3.4.2) eşitsizliğinin her iki tarafı α
B(α)Γ(α)

(b− x)α−1 ifadesi ile

çarpılırsa

α

B(α)Γ(α)
(b− x)α−1 f(x)g(x) +

α

B(α)Γ(α)
(b− x)α−1 f(y)g(y) (3.4.3)

≥ α

B(α)Γ(α)
(b− x)α−1 f(x)g(y) +

α

B(α)Γ(α)
(b− x)α−1 f(y)g(x)

eşitsizliği elde edilir. (3.4.3) eşitsizliğinin her iki tarafının x’e göre [a, b] aralığında integrali

alınırsa

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 f(x)g(x)dx+ f(y)g(y)
α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 dx

≥ g(y)
α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 f(x)dx+ f(y)
α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 g(x)dx

eşitsizliği elde edilir. Buradan

(1− α)

B(α)
f(b)g(b) +

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 f(x)g(x)dx− (1− α)

B(α)
f(b)g(b)

+f(y)g(y)
α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 dx

≥ g(y)
(1− α)

B(α)
f(b) + g(y)

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 f(x)dx− g(y)
(1− α)

B(α)
f(b)

+f(y)
(1− α)

B(α)
g(b) + f(y)

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− x)α−1 g(x)dx− f(y)
(1− α)

B(α)
g(b)

ifadesi yazılır. Atangana-Baleanu kesirli integral operatörlerini kullanarak

AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)

(
fg
)
(b) + f(y)g(y)

(b− a)α

B(α)Γ(α)
(3.4.4)

≥ g(y)AB
a I

α
{
f(b)

}
− g(y)

(1− α)

B(α)
f(b) + f(y)AB

a I
α
{
g(b)

}
− f(y)

(1− α)

B(α)
g(b)

eşitsizliği elde edilir. Benzer yöntemle devam edildiğinde, (3.4.4) eşitsizliğinin her iki tarafı

α
B(α)Γ(α)

(b− y)α−1 ifadesi ile çarpılır ve y’ye göre [a, b] aralığında integrali alınırsa
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AB
a I

α
{
(fg) (b)

} α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− y)α−1 dy

−(1− α)

B(α)

(
fg
)
(b)

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− y)α−1 dy

+
(b− a)α

B(α)Γ(α)

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− y)α−1 f(y)g(y)dy

≥ AB
a I

α
{
f(b)

} α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− y)α−1 g(y)dy

−(1− α)

B(α)
f(b)

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− y)α−1 g(y)dy

+AB
a I

α
{
g(b)

} α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− y)α−1 f(y)dy

−(1− α)

B(α)
g(b)

α

B(α)Γ(α)

∫ b

a

(b− y)α−1 f(y)dy

ifadesi elde edilir. Buradan

AB
a I

α
{
(fg) (b)

} (b− a)α

B(α)Γ(α)
− (1− α) (b− a)α

[B(α)]2 Γ(α
) (fg) (b)

+ AB
a I

α
{
(fg) (b)

} (b− a)α

B(α)Γ(α)
− (1− α) (b− a)α

[B(α)]2 Γ(α
) (fg) (b)

≥ AB
a I

α
{
f(b)

} [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
−(1− α)

B(α)
f(b)

[
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
+AB

a I
α
{
g(b)

} [
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
−(1− α)

B(α)
g(b)

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
ifadesi elde edilir. Ardından

(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (b)

]
≥

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Uyarı 3.4.1 (3.4.1) eşitsizliğinde α = 1 seçilirse (2.2.11)’deki Chebyshev eşitsizliği elde

edilir.

Sonuç 3.4.1 f, g : [0,∞) → R integrallenebilir ve [0,∞) üzerinde senkronize iki fonksiyon

olsun. Teorem 3.4.1’in ispatındaki hesaplamalara benzer hesaplamalar yapılarak, a, b ∈
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[0,∞), a < b, α ∈ (0, 1], B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu

olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için

(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
ABIαb

{
(fg) (a)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (a)

]
≥

[
ABIαb

{
f(a)

}
− (1− α)

B(α)
f(a)

] [
ABIαb

{
g(a)

}
− (1− α)

B(α)
g(a)

]
eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.4.2 f, g : [0,∞) → R integrallenebilir ve [0,∞) üzerinde senkronize iki fonksi-

yon olsun. Bu durumda a, b ∈ [0,∞), a < b, α, β ∈ (0, 1], B(α), B(β) > 0 normalizasyon

fonksiyonları ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral ope-

ratörleri için

(b− a)β

B(β)Γ(β)

[
AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (b)

]
+

(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
AB
a I

β
{
(fg) (b)

}
− (1− β)

B(β)
(fg) (b)

]
≥

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

β
{
g(b)

}
− (1− β)

B(β)
g(b)

]
+

[
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

] [
AB
a I

β
{
f(b)

}
− (1− β)

B(β)
f(b)

]
eşitsizliği elde edilir.

İspat. Eğer (3.4.4) eşitsizliğinin her iki tarafı β
B(β)Γ(β)

(b− y)β−1 ifadesi ile çarpılır ve

y’ye göre [a, b] aralığında integrali alınırsa

AB
a I

α
{
(fg) (b)

} β

B(β)Γ(β)

∫ b

a

(b− y)β−1 dy

−(1− α)

B(α)

(
fg
)
(b)

β

B(β)Γ(β)

∫ b

a

(b− y)β−1 dy

+
(b− a)α

B(α)Γ(α)

β

B(β)Γ(β)

∫ b

a

(b− y)β−1 f(y)g(y)dy

≥ AB
a I

α
{
f(b)

} β

B(β)Γ(β)

∫ b

a

(b− y)β−1 g(y)dy

−(1− α)

B(α)
f(b)

β

B(β)Γ(β)

∫ b

a

(b− y)β−1 g(y)dy

+AB
a I

α
{
g(b)

} β

B(β)Γ(β)

∫ b

a

(b− y)β−1 f(y)dy

−(1− α)

B(α)
g(b)

β

B(β)Γ(β)

∫ b

a

(b− y)β−1 f(y)dy
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eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğe gerekli ekleme ve çıkarmalar yapılıp, Atangana-Baleanu

kesirli integral operatörü kullanılarak

AB
a I

α
{
(fg) (b)

} (b− a)β

B(β)Γ(β)
− (1− α) (b− a)β

B(α)B(β)Γ(β)
(fg) (b)

+
(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
AB
a I

β
{
(fg) (b)

}
− (1− β)

B(β)
(fg) (b)

]
≥ AB

a I
α
{
f(b)

}[
AB
a I

β
{
g(b)

}
− (1− β)

B(β)
g(b)

]
−(1− α)

B(α)
f(b)

[
AB
a I

β
{
g(b)

}
− (1− β)

B(β)
g(b)

]
+AB

a I
α
{
g(b)

} [
AB
a I

β
{
f(b)

}
− (1− β)

B(β)
f(b)

]
−(1− α)

B(α)
g(b)

[
AB
a I

β
{
f(b)

}
− (1− β)

B(β)
f(b)

]
eşitsizliği elde edilir ve buradan

(b− a)β

B(β)Γ(β)

[
AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (b)

]
+

(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
AB
a I

β
{
(fg) (b)

}
− (1− β)

B(β)
(fg) (b)

]
≥

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

β
{
g(b)

}
− (1− β)

B(β)
g(b)

]
+

[
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

] [
AB
a I

β
{
f(b)

}
− (1− β)

B(β)
f(b)

]
eşitsizliği yazılarak ispat tamamlanır.

Sonuç 3.4.2 f, g : [0,∞) → R integrallenebilir ve [0,∞) üzerinde senkronize iki fonksiyon

olsun. Teorem 3.4.2’nin ispatındaki hesaplamalara benzer hesaplamalar yapılarak, a, b ∈
[0,∞), a < b, α, β ∈ (0, 1], B(α), B(β) > 0 normalizasyon fonksiyonları ve Γ(.) gama

fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri için

(b− a)β

B(β)Γ(β)

[
ABIαb

{
(fg) (a)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (a)

]
+

(b− a)α

B(α)Γ(α)

[
ABIβb

{
(fg) (a)

}
− (1− β)

B(β)
(fg) (a)

]
≥

[
ABIαb

{
f(a)

}
− (1− α)

B(α)
f(a)

] [
ABIβb

{
g(a)

}
− (1− β)

B(β)
g(a)

]
+

[
ABIαb

{
g(a)

}
− (1− α)

B(α)
g(a)

] [
ABIβb

{
f(a)

}
− (1− β)

B(β)
f(a)

]
eşitsizliği geçerlidir.
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Teorem 3.4.3 i = 1, 2, ..., n için fi : [0,∞) → R fonksiyonları [0,∞) üzerinde integral-

lenebilir pozitif artan fonksiyon, a, b ∈ [0,∞) ve a < b olsun. Bu durumda α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon fonksiyon ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri için[
(b− a)α

B(α)Γ(α)

]n−1
[
AB
a I

α

{
n∏

i=1

fi(b)

}
− (1− α)

B(α)

(
n∏

i=1

fi(b)

)]
(3.4.5)

≥
n∏

i=1

(
AB
a I

α
{
fi(b)

}
− (1− α)

B(α)
fi(b)

)
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Bu teoremin ispatında, n ∈ N için tümevarım yöntemi kullanılacaktır. n = 1

için (3.4.5) eşitsizliğinden

AB
a I

α
{
f1(b)

}
− (1− α)

B(α)
f1(b) ≥ AB

a I
α
{
f1(b)

}
− (1− α)

B(α)
f1(b), α ∈ (0, 1]

eşitsizliğinin elde edileceği açıktır. Tümevarım yönteminin hipotezi kullanıldığında, (3.4.5)

eşitsizliği n− 1 için doğru olacağından

AB
a I

α

{
n−1∏
i=1

fi(b)

}
− (1− α)

B(α)

(
n−1∏
i=1

fi(b)

)
(3.4.6)

≥
[

(b− a)α

B(α)Γ(α)

]2−n
[
n−1∏
i=1

(
AB
a I

α
{
fi(b)

}
− (1− α)

B(α)
fi(b)

)]

eşitsizliği geçerlidir ve i = 1, 2, ..., n için fi : [0,∞) → R fonksiyonu [0,∞) üzerinde

integrallenebilir ve pozitif artan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(
n−1∏
i=1

fi(b)

)
fonksiyonu

da artan fonksiyon olur. Bu nedenle
n−1∏
i=1

fi = g, fn = f için (3.4.1) eşitsizliği uygulanırsa

ve (3.4.6) eşitsizliğinden yararlanılırsa

AB
a I

α

{
n∏

i=1

fi(b)

}
− (1− α)

B(α)

(
n∏

i=1

fi(b)

)

=AB
a Iα

{(
n−1∏
i=1

fi(b)

)
(fn(b))

}
− (1− α)

B(α)

((
n−1∏
i=1

fi(b)

)
(fn)

)

=AB
a Iα

{
(gf) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(gf) (b)

≥
[

(b− a)α

B(α)Γ(α)

]−1 [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

] [
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
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=

[
(b− a)α

B(α)Γ(α)

]−1
[
AB
a I

α

{
n−1∏
i=1

fi(b)

}
− (1− α)

B(α)

(
n−1∏
i=1

fi(b)

)]

×
[
AB
a I

α
{
fn(b)

}
− (1− α)

B(α)
fn(b)

]
≥

[
(b− a)α

B(α)Γ(α)

]−1 [
(b− a)α

B(α)Γ(α)

]2−n
[
n−1∏
i=1

(
AB
a I

α
{
fi(b)

}
− (1− α)

B(α)
fi(b)

)]

×
[
AB
a I

α
{
fn(b)

}
− (1− α)

B(α)
fn(b)

]
=

[
(b− a)α

B(α)Γ(α)

]1−n
[

n∏
i=1

(
AB
a I

α
{
fi(b)

}
− (1− α)

B(α)
fi(b)

)]
ifadesi elde edilir. Böylece (3.4.5) eşitsizliğinin n için doğruluğu gösterilmiş olur ve bu-

radan ispat tamamlanır.

Teorem 3.4.4 f, g : [0,∞) → R fonksiyonları [0,∞) üzerinde integrallenebilir iki fonksi-

yon, a, b ∈ [0,∞) ve a < b olsun. Ayrıca, f artan fonksiyon ve m := infx∈[0,∞) g
′(x)

ile birlikte g diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda, t(x) = x, α ∈ (0, 1],

B(α) > 0 normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri için

AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (b) (3.4.7)

≥ B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
−m(b+ a α)

α + 1

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
+m

[
AB
a I

α
{
(tf) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(tf) (b)

]
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. p(x) := mt(x) = mx ve h(x) := g(x)− p(x) olduğu kabul edilsin. Bu durumda,

h diferansiyellenebilirdir ve [0,∞) üzerinde artandır. Buradan Teorem 3.4.1’i kullanarak

AB
a I

α
{
(fh) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fh) (b)

= AB
a I

α
{(

f (g −mt)
)
(b)
}
− (1− α)

B(α)

(
f (g −mt)

)
(b)

≥ B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
(3.4.8)

×
[
AB
a I

α
{
(g −mt) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(g −mt) (b)

]
=

B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
×

[(
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

)
−m

(
AB
a I

α
{
t(b)
}
− (1− α)

B(α)
t(b)

)]
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=
B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
−B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
m(b− a)α(b+ a α)

B(α)Γ(α)(α + 1)

=
B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
−m(b+ a α)

α + 1

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
ifadesi yazılır. Ardından, (3.4.8)’in sağ tarafını kullanarak

AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (b)

= AB
a I

α
{(

f (h+mt)
)
(b)
}
− (1− α)

B(α)

(
f (h+mt)

)
(b)

=

[
AB
a I

α
{
(fh) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fh) (b)

]
+m

[
AB
a I

α
{
(tf) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(tf) (b)

]
≥ B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
−m(b+ a α)

α + 1

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
+m

[
AB
a I

α
{
(tf) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(tf) (b)

]
ifadesi bulunur. Dolayısıyla ispat tamamlanır.

Sonuç 3.4.3 f, g : [0,∞) → R fonksiyonları [0,∞) üzerinde integrallenebilir iki fonksiyon,

a, b ∈ [0,∞) ve a < b olsun. Ayrıca, f azalan foksiyon ve ω := supx∈[0,∞) g
′(x) ile birlikte

g diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda, t(x) = x, α ∈ (0, 1], B(α) > 0

normalizasyon fonksiyonu ve Γ(.) gama fonksiyonu olmak üzere Atangana-Baleanu kesirli

integral operatörleri için

AB
a I

α
{
(fg) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(fg) (b)

≥ B(α)Γ(α)

(b− a)α

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

] [
AB
a I

α
{
g(b)

}
− (1− α)

B(α)
g(b)

]
−ω(b+ a α)

α + 1

[
AB
a I

α
{
f(b)

}
− (1− α)

B(α)
f(b)

]
+ ω

[
AB
a I

α
{
(tf) (b)

}
− (1− α)

B(α)
(tf) (b)

]
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. u(x) := ωt(x) = ωx ve k(x) := g(x) − u(x) olduğu kabul edilsin. Bu durumda

k diferansiyellenebilir ve [0,∞) üzerinde azalan olur. Buradan, Teorem 3.4.1’i kullanarak

ve (3.4.7)’nın ispatındaki hesaplamalara benzer hesaplamalar yaparak istenilen sonuca

ulaşılır.
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde elde edilen sonuçlar; tezin üçüncü bölümü olan ve dört alt bölümden oluşan

araştırma bulguları bölümünde verilmiştir. Bu alt bölümlerin birincisinde; Atangana-

Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla fonksiyonların birinci türevleri için farklı

parametreler kullanılarak yeni eşitlikler ispatlanmıştır. Daha sonra, bu eşitlikler yardımıy-

la fonksiyonların konveksliği, konkavlığı ve literatürde iyi bilinen Hölder, power mean,

Young ve Jensen eşitsizlikleri kullanılarak yeni integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Elde

edilen sonuçların bazılarının daha önce literatürde var olan sonuçlara indirgendiği görül-

müş ve ayrıca elde edilen sonuçlardaki parametrelerin bazılarının özel değerleri için yeni

sonuçlar bulunmuştur. Ardından bu birinci alt bölümde, Riemann-Liouville kesirli integral

operatörü ile Atangana-Baleanu kesirli integral operatörünün, farklı fonksiyonlar için ope-

ratörlerdeki parametrelerin farklı değerlerine karşılık elde edilen simülasyonları verilerek

bu iki operatörün karşılaştırılması yapılmıştır. İkinci alt bölümde; önceki çalışmalara ben-

zer şekilde, Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla fonksiyonların ikinci

türevleri için farklı parametreler kullanılarak yeni eşitlikler ve daha sonra bu eşitlikler

yardımıyla fonksiyonların konveksliği, konkavlığı ve iyi bilinen klasik eşitsizlikler kul-

lanılarak yeni integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Üçüncü alt bölümde, Atangana-Baleanu

kesirli integral operatörleri yardımıyla pre-inveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard

eşitsizliği ve bir integral eşitsizliği elde edilmiştir. Elde edilen Hermite-Hadamard eşitsizli-

ğinin, eşitsizlikteki parametrelerin özel değerleri için, daha önce literatürde var olan

sonuçlara indirgendiği görülmüştür. Ayrıca bu bölümde, daha önce elde edilmiş olan

bir eşitlik kullanılarak benzer yöntemlerle integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Son alt

bölümde ise Atangana-Baleanu kesirli integral operatörleri yardımıyla senkronize fonksi-

yonlar için Chebyshev tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. Son üç alt bölümde elde edilen

bazı sonuçlardaki parametrelerin bazılarının özel değerleri için yeni sonuçlara ulaşılmıştır.

Konuyla ilgilenen araştırmacılar da, farklı fonksiyon sınıfları ve farklı kesirli operatörler

için benzer yöntemlerle yeni sonuçlar elde edebilir. Bu tezin bulgular kısmında elde edilen

sonuçlar makale formatına dönüştürülmüş, bunların bazıları çeşitli dergilerde yayımlanmış-

tır. Birinci alt bölümde elde edilen sonuçlar; “New integral inequalities for Atangana-

Baleanu fractional integral operators and various comparisons via simulations” makale

başlığıyla “Filomat” adlı dergide, “On new generalizations of Hermite-Hadamard type

inequalities via Atangana-Baleanu fractional integral operators” makale başlığıyla “Ax-

ioms” adlı dergide, “Fractional integral inequalities via Atangana-Baleanu operators for

convex and concave functions” makale başlığıyla “Journal of Function Spaces” adlı dergide
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yayımlanmıştır. İkinci alt bölümde elde edilen sonuçlar; “New integral inequalities for dif-

ferentiable convex functions via Atangana-Baleanu fractional integral operators” makale

başlığıyla “Chaos, Solitons and Fractals” adlı dergide, üçüncü alt bölümde elde edilen

sonuçlar; “Fractional integral inequalities for preinvex functions via Atangana-Baleanu

integral operators” makale başlığıyla “Miskolc Mathematical Notes” adlı makalede yayım-

lanmak için kabül edilmiş ve yayımlanma aşamasındadır.
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prises entre les měmes limites. Proceedings Mathematical Society, Charkov, 2, 93-98.

[22] Craven, BD. (1981). Invex functions and constrained lokal minima. Bulletin of the

Australian Mathematical Society, 24, 357-366.

[23] De Morgan, A. (1840). The differential and integral calculus combining differentia-

tion, integration, development, differential equations, differences, summation, calcu-

lus of variations with applications to algebra. Plane and Solid Geometry; Baldwin

and Craddock: London, UK.

111



[24] Dragomir, SS. (2002). On some new inequalities of Hermite-Hadamard type for

m-convex functions. Tamkang Journal of Mathematics, 33(1), 45-56.

[25] Dragomir, SS. & Fitzpatrick, S. (1998). The Hadamard’s inequality for s-convex

functions in the first sense. Demonstratio Mathematica, 31(3), 633-642.

[26] Dragomir, SS. & Fitzpatrick, S. (1999). The Hadamard’s inequality for s-convex

functions in the second sense. Demonstratio Mathematica, 32(4), 687-696.

[27] Dragomir, SS. & Pearce, CEM. (1996). Selected topics on Hermite-Hadamard ine-

qualities and applications. RGMIA Monographs, Victoria University. 349 pp.
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