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Bu tez c¢alismasi bes bolim halinde diizenlenmistir. Birinci bdliimde
calismanin amacindan bahsedilerek deyatli bir giris verilmistir. Ikinci béliimde
calismamizda gerekli olacak olan temel tanimlar, teoremler ve genel bilgiler ifade
edilmistir. Uciincii boliimde genel lineer modeller ve parcali singiiler lineer modeller
altinda alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi (OLSE) gozoniine alinmistir. Ayrica
parcali singiiler lineer modeller altindaki en kiigiik kareler tahmin edicileri igin
Watson etkinligi aragtirilmigtir. Dordiincii boliimde bazi sonug ve Oneriler verilmistir.
Besinci boliimde tezde yararlanilan bazi kaynaklar listelenmistir.
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ABSTRACT

THE DECOMPOSING OF THE WATSON EFFICIENCY OF ORDINARY
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This thesis is organized in five chapters. In the first chapter, an introduction is
given by mentioning the purpose of the study. In the second part, the basic
definitions, theorems and general information that will be required in our study are
expressed. In the third section, the ordinary least squares estimators (OLSE), under a
general linear models and partitioned singular linear models are considered. Also,
Watson efficiently are investigated for the ordinary least squares estimators under the
partitioned singular linear models. In the fourth chapter, some conclusions and
recommendations are given. In the fifth chapter, some sources used in the thesis are
listed.
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1. GIRIS

Matris teorisinin kavramlari yardimiyla insa edilen lineer modeler ve ¢esitli
uygulamalar1 bugiin artik istatistik ve teorik matematik basta olmak tizere, sosyoloji,
kimya, fizik ve miihendislik gibi pek ¢ok teknik alanda olduk¢a 6nemli hale gelmistir.
Matris kavrami ise uzun yillardir bilinmekte ve kullanilmaktadir. ingiliz matematikci
Sylvester, 1850 yilinda matris kavramini ilk kez kullanmigtir. 1853 yilinda bir diger
ingiliz bilgini Hamilton ‘Linear and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin
birtakim 6zelliklerinden faydalanmis ise de matris ismini heniiz kullanmamstir. Yine
bir ingiliz matematik¢i olan Cayley ise 1858 yilinda ‘Memorie on the Theory of
Matrices’ isimli eserinde matris cebirinin bazi temel esaslarini ortaya koymustur. Daha
sonraki yillarda Fransiz matematik¢i Laguerre ve Alman matematik¢i Frobenius

matrislerle ilgili baz1 yeni kavramlar ve teoremler tizerinde ¢alismalar yapmisglardir.

Singtiler bir matrisin inversi kavrami ise ilk kez 1920 yilinda Moore (1920,
1935) tarafindan ortaya atilmistir. Ancak 1950 li yillarin ortalarina kadar bu konuda
herhangi bir sistematik ¢alismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda daha 6nce yapilan
caligmalardan bagimsiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz daha farkli bir yoldan da
olsa Moore tarafindan verilen invers kavramini yeniden ele almistir. Penrose ile asagi
yukari ayn1 zamanda yasayan bilim adamlarindan Rao (1965) tarafindan tanimlanan
ve gelistirilen Pseuda invers ise Moore ile Penrose tarafindan ortaya konulan
kisitlamalarin tamamini saglamamaktadir. Rao, daha sonraki ¢alismalarinda ise lineer
denklemlerle ilgili birgok problemin ¢oztiimiinde yeterli gelen ve Moore ile Penrose
tarafindan verilen tanimdan daha zayif olan bir tanim vermistir. Rao’ nun verdigi bu
invers, genellestirilmis invers (g-invers) olarak adlandirilmis ve bu inversin gesitli
uygulamalart Rao (1965)’ nun ¢alismalarinda detayl bir sekilde yer almistir. Ayrica
genellestirilmis inverslerle ilgili gelismeler ve bu inversin gesitli uygulamalar1 Rao
tarafindan yazilan Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 1971)

isimli kitapta kapsamli bir sekilde ele alinmistir.

Matris ranki ile ilgili bilinen bir ger¢ek sudur ki ayn1 mertebeden A ve B gibi
iki matris verildiginde bunlarin benzer olmasi, yani UAV = B olacak sekilde iki

tersinir U ve V matrislerinin mevcut olmast igin gerek ve yeter sart A ve B



matrislerinni ranklarinin esit olmasidir. Verilen herhangi bir matrisin situnlarinin ya
da satirlarinin dogrusal bagimsizligini belirlemek i¢in en basit yontem, matrisin

elementer matris islemleri yardimiyla satir veya siitun eselon form indirgenmesidir.

Matrislerden olusan herhangi bir matematiksel ifade igin, bu ifade ile ilgili
cesitli rank esitlikleri kurulabilir ve bu rank esitliklerinden yararlanilarak verilen
ifadenin gesitli temel 6zellikleri ortaya konulabilir. Bazi rank formiilleri ise gesitli blok
matrisler ve elementer matris blok islemleri yardimiyla olusturulabilir. Son
zamanlarda yapilan ¢alismalarda bu yontemlerle pek ¢ok yeni rank esitlikleri elde

edilmis ve bu rank esitliklerinden bir¢ok 6nemli sonug tiiretilmistir.

Tahmin veya parametre tahmini istatistigin en dnemli mesguliyet alanidir. Eger
bir parametreyi tahmin etmek igin bir tek istatistik kullaniliyorsa, bu durumda
parametrelerin nokta tahmin edicisi kullaniltyor demektir. Yani nokta tahmin edicisi,
bir kitle parametresini tahmin etmek i¢in kullanilan tek bir istatistiktir denilebilir.
Genel olarak bir istatistikten bahsediliyorsa, buna bir tahmin edici ve eger istatistik,
belirtilen bir degeri aliyorsa buna da tahmin adi verilir. Bu durumda 6 bir parametre
olmak {izere E (é) = 0 ise, 0 istatistigine @ parametresinin bir yansiz tahmin edicisi,
E(8) = 6 + (herhangi bir say1) ise, bu durumda 8 istatistigine 6 parametresinin bir
yanli tahmin edicisi denir. Yanli ve yansiz tahmin ediciler arasinda se¢im s6z konusu
oldugunda yansiz tahmin edicinin seg¢ilmesi dogal olanidir. Ancak iki yansiz tahmin
edici arasinda se¢im s6z konusu oldugunda parametreye yakin olma olasiligi daha
yiiksek olan tahmin edici tercih edilmelidir. Bir parametrenin bir yansiz tahmin edicisi,
diger herhangi bir yansiz tahmin edicisinden daha kiiciikk varyansa sahip ise, bu
durumda bu istatistige parametrenin minimum varyansl yansiz tahmin edicisi denir.
Ote yandan parametrelerin bir lineer fonksiyonu, gdzlemler vektdriiniin beklenen
degerinin bir lineer fonksiyonuna denk ise, bu durumda parametrelerin bu lineer

fonksiyonuna tahmin edilebilirdir denir.

Istatistikte etkinlik, cesitli istatistiksel yontemlerin karsilastirilmasinda
kullanilan bir terim olup 6zellikle bir tahmin edicinin, bir deneysel tasarimin ya da bir
hipotez testinin en iyi olup-olmadiginin Olgiisiinii ifade emektedir. Etkinlikler
genellikle varyans ve ortalama hata kareleri kullanilarak ifade edilmektedir. Genellikle

verilen bir yontem ile kuramsal bir yontem arasinda en iyi yOntemi belirlemek



amaciyla karsilagtirma yapmak i¢in kullanilan goreceli etkinlik, yontemlerin
etkinliklerinin orani olarak da tanimlanmaktadir. Bu nedenle verilen iki yontemin
karsilastirilmasinda kullanilan etkinlik ve goreceli etkinlik aslinda teorik olarak verilen
yontem i¢in uygun olan orneklem biiyiikliigiine bagli olacaktir. Fakat ¢ogunlukla
Olgtimlerin karsilagtirllmasinda temel olarak goreceli etkinliklerin limiti olarak

tanimlanan asimptotik goreceli etkinlik kavrami kullanilmaktadir.

[statistiksel tahminde etkinlik konusu ilk kez Fisher (1922) tarafindan ortaya
atilmistir. Fisher tarafindan kabul edilmis olan kritere gore, bir tahmin edicinin
varyansi diger bir tahmin edicinin varyansindan daha kiigiik ise bu onun daha etkin bir
tahmin edici oldugu anlamina gelir. Wilks (1932), calismalarinda dagilim matrislerinin
determinantlar1 olarak genellestirilmis varyans kavramini ilk kez ortaya atmis ve
genellestirilmis varyanslarin oranini vektor degerli parametrelerin tahmininde etkinlik
Olgiisti olarak tanimlamistir. Aitken (1935) alisilmis en kiiglik kareler tahmin edicisi
OLSE’ nin genellestirilmis varyansini ele almigtir. Watson (1951) ise doktora tezinde
genellestirilmis varyanslarin orani olarak OLSE’ nin etkinligini incelemistir. Bu
nedenle bu etkinlik Watson etkinligi olarak bilinmektedir. OLSE’ nin BLUE’ ya gore
etkinligini karsilastirmak i¢in en sik kullanilan yontemlerden birisi olan Watson
etkinligi genellestirilmis varyanslarin (kovaryans matrislerinin determinantlarinin)

orani olarak tanimlanir.

Literatiirde OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin esitligi ile ilgili bircok ¢alisma
bulunmaktadir. Etkinlik konusu ise literatiirde halen yaygin bir sekilde ¢alisilmaktadr.
Bunlardan Liski ve Ark. (1992) bir singiiler lineer model i¢in OLSE ve BLUE arasinda
etkinlik karsilastirmasi yapmis ve etkinlik kriterinin tst sinirin1 elde etmislerdir. Liu
(2000) ise Liski ve arkadaglari tarafindan ele alinan konuyu daha genel durum igin ele
almistir. Liu ve King (2002) bir lineer modelde OLSE ve BLUE arasinda etkinlik
karsilastirmast yapmak icin iki etkinlik kriteri tanimlamistir. Balakrishnan ve Rao
(2003) BLUE’ nun baz1 etkinlik 6zelliklerini vermistir. Ayrica Chu ve Styan (2003)
calismalarinda OLSE ve GLSE (genellestirilmis en kiiciik kareler) regresyon
dogrularimnin paralel oldugu durumda ii¢ basit lineer regresyonda OLSE’ nin etkinligini
incelemistir. Chu ve Ark. (2004) bir pargalanmis zayif singiiler lineer model ve bu
modelle iligskili modeller altinda parametrenin ve parametrelerin bir alt kiimesinin

OLSE’ lerinin Watson etkinliginin bir ayrisimim vermislerdir. Chu ve Ark. (2005) de

3



ise Chu ve Ark. (2004) vermis olduklar1 etkinlik ayrisimini alt modeller ve bunlarin
doniistiiriilmiis modelleri i¢in ele alinmistir. Ayrica Chu ve Ark. (2007) dik
parcalanmis model altinda Watson etkinligi ile iligkili olan bir etkinlik ¢arpani
tamimlamuglardir. Tian ve Wiens (2006) genel lineer modellerde OLSE, WLSE ve
BLUE’ nun esitlikleri ve etkinlikleri arasindaki karsilagtirmalari matris rank metotlari
yardimiyla yapmislardir. Yang ve Wang (2009) Watson etkinliginin Oklid normuna
dayanan bir alternatif formunu vermistir. Kesriklioglu ve Giiler (2013) bir pargalanmis
lineer model ve bu modelle iliskili olan bazi modeller altinda model matrisinin dik ve

V-dik parcalanma kosullar1 altinda baz1 Watson etkinlik ayrisimlar: verilmistir.

Bu calismada bir pargalanmig lineer model ve bu modelle ilgili bazi
indirgenmis modeller ve bir alternatif model ele alinarak ele alinan modeller altinda
parametrelerin ve alt parametrelerin OLSE’ lerinin BLUE’ larina gore etkinlikleri ve

etkinlik ayrigimlar incelenecektir.



2. GENEL BILGILER
2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda birsonraki bolimde kullanilacak olan bazi 6nemli tanimlar ve
teoremler ispatsiz olarak verilecektir.
Tamm 2.1
I. K cisim olsun. m,n € N ve 1<i<m,1< j<nolmak iizere biitiin (i, j) swral
ikililerin kiimesi A = N X N ile gosterilsin. f: 4 - K fonksiyonu (i, j) — f (i, j) =a
olarak tanimlansin. a; € K olacak sekilde secilen m.n tane elemanin olusturdugu
tabloya K cismi lizerinde tanimli mx n tipinde matris denir. Eger K = R, reel sayilar
kiimesi olarak alinirsa matrise reel matris, K =[], kompleks sayilar kiimesi olarak

alinirsa, matrise kompleks matris denir (Branson R., 1999).

Ay Ay e Ay
A | B Bz e B
aml a‘mz amn

matrisi kisaca Azl:aij:lmxn seklinde gosterilir. Burada a; elemani A matrisinin i.

satir ve j. siitununa karsilik gelen elemanidir. K cismi iizerinde secilen biitiin

A= [aij ]mxn bigimindeki matrislerin kiimesi K™ ile gosterilir.

ii. A= [aij ]mxn Ve B = [bij ]mxn ayn1 boyutlu iki matris olmak iizere eger her bir (i, j)
i¢in a; =b; ise A ve B matrislerine esit matrisler denir.

iii. A=[a, | matrisinin her bir a; eleman: sifir ise, bu takdirde A matrisine bir sifir

matris denir.



Tanim 2.2

I. Bir A=[a; | matrisinde eger m=n ise bu durumda A matrisine kare matris

denir. Bu durumda A matrisindeki a4, a5, ..., a,, elemanlarina matrisin kdsegen
(esas kosegen) elemanlar1 denir.
ii. Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlari 0 olan bir kare matrise birim matris denir

ve birim matris |1, seklinde gosterilir.
iii. A = [al- j]mxnmatrisinde ayni1 numarali satir ve siitunlarin yer degistirilmesi ile elde

edilen AT = A’ = [aﬁ]nxm matrisine A matrisinin transpozu denir. Uygun tipten

matrisler icin (A + B)T = AT + BT ve (A.B)T = BT AT esitlikleri saglanir.

iv. A bir kare matris olmak iizere A" = A ise, Amatrisine simetrik matris denir.

Teorem 2.1 A, B ve C bir K cismi iizerinde tanimli mxn boyutlu matrisleri ve
k;,k, € K skaler sayis1 i¢in agagidaki esitlikler saglanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
I. (A+B)+C=A+(B+C)
ii. A+0=0
. A+ (—A) =0
iv. A+B=B+A
V. k(A+B)=kA+k,A
vi.  (k,+k,) A=k A+k,A
Vii. (klkz)A:kl(kz)A
viii. 1A=A ve 0A=0
Tamm 2.3 x;,X5,...,%, € R™ vektorleri icin Ya;x; = 0 olacak sekilde hepsi
birden sifir olmayan a4, a,,...,a, skaler sayilar1 bulunuyorsa xq,x5,...,x,

vektorlerine lineer bagimlidir denir, aksi halde bu vektorler lineer bagimsizdir denir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.4 A matrisim X n boyutluve a,, a,, ..., a, siitunlarina sahip bir matris olsun.
x' = (x1,%3,...,%,) vektorii i¢in Ax = x,a, + x,a,+...+x,a, ifadesi A matrisinin
stitunlarinin bir lineer kombinasyonunu gosterir. Bu durumda A matrisinin siitunlariin

lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen biitiin vektorlerin kiimesine A matrisinin



stitun uzay1 denir ve R(A) ile gosterilir. R(A), A matrisinin siitunlar1 tarafindan gerilir

ve situn uzay1
R(A) = {y € R™*1:y = Ax,x € R™*1}
ile ifade edilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.5 A matrisinin a,, a,, ..., a, satirlari tarafindan iiretilen R™*?! in alt uzayima
A matrisinin satir uzayir denir. A matrisinin satir uzay1r R(A’) olarak gosterilir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.2 A matrisi mxn boyutlu ve C matrisi, A matrisinin satir indirgenmis

eselon bicimi olsun. A matrisinin satir uzayi ile C matrisinin satir uzayr aynidir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.6 Bir matrisin siitun uzaymin boyutuna matrisin siitun ranki denir. Bir
matrisin satir uzaymnin boyutuna ise matrisin satir ranki denir. Bir A matrisinin satir
indirgenmis eselon bi¢imindeki sifirdan farkli satirlarin sayisina ise A matrisinin ranki

denir ve r(A) ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.3 A matrisi mxn boyutlu matris olsun. A matrisinin satir ranki, siitun
rankina esittir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.4 Uygun boyutlu A, B ve C matrisleri i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:
i. R(A:B) =R(A) +R(B),
ii. R(AB) € R(A),
iii. RAA") =RA),
iv. R(C) S R(A) & C matrisi AB bi¢imindedir.
V. R(A) € R(B) ve r(A) =r(B) = R(A) = R(B) dir.
vi. R(U,) = R™dir.

Vii. boy(iR(A)) =1r(4),

viii. A € R™" i¢in r(4) < min{m, n},
iX. Bir matrisin bazi satir ya da siitunlarinin silinmesiyle elde edilen alt matrisin

rank1 matrisin rankin1 gecemez,

X. r(A)=r(A")=r(A'A) =r(AA") dir (Hacisalihoglu H.H., 1977).



Teorem 2.5 A ve A, tersi olan matrisler ise, bu durumda herhangi bir A, matrisi i¢in

A, AA,, AA ve AAA matrisleri ayni ranka sahiptir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.7 Eger P? = P olacak sekilde bir P matrisi varsa P matrisine idempotent
matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.8 A matrisinin sifir uzay1
N(A) = {x € R"1: 4x = 0} € R™!
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Eger AB = I esitlsigi saglaniyorsa B matrisine A matrisinin bir sag tersi denir
ve bu ters B~R ile gosterilir. A matrisine ise B matrisinin bir sol tersi denir ve bu ters
A" ile gosterilir. Buna gore bir A matrisinin sag tersi A matrisi tam satir rankli oldugu
zaman mevcuttur. Benzer sekilde bir B matrisinin sol tersi de B matrisi tam siitun
rankl1 oldugu zaman mevcut olacaktir. Ote yandan sag ters veya sol ters tek tiirlii
olmayabilir. Ornegin A € R™ " matrisi {icgensel bir matris olmak {izere, m>n
oldugunda sag ters olmayabilir ve m<n oldugunda da sol ters olmayabilir. Esas
itibariyla her iki tersin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart A matrisinin kare matris
ve tam rankli olmasidir. Bu durumda matrisin sag tersi ile sol tersi birbirine esit olup
bu matrise nonsingiiler A matrisinin tersi denir ve A™! ile gosterilir. O halde A
matrisinin tersinin mevcut ve tek tiirlii olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin
nonsingiiler olmasidir diyebiliriz. Bu durumda AA™! = A71A4 = I esitligi yazilir. Eger
A ve B matrislerinin her ikisi de nonsingiiler ayni1 boyutlu matrisler ise bu takdirde
(AB)™! = B71A™! esitligi gegerlidir.

Herhangi bir A matrisi igin ABA = A oluyorsa, B matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi denir ve A matrisinin genellestirilmis inversi A~ ile gosterilir.
Buradan eger A € R™ ™ ise bu takdirde A~ € R™™ olacaktir. Bu durumda kolaylikla
gosterilebilir ki her matrisin en az bir genellestirilmis tersi vardir. Ozel olarak her
simetrik matrisin en az bir simetrik genellestirilmis tersi vardir. Genel olarak, A~ tek
degildir. A~ matrisinin tek olmasi igin gerek ve yeter kosul A matrisinin nonsingiiler

olmasidir ki bu durumda da A= = A~1 olacaktir.



Tamm 2.9 Herhangi bir A matrisi verildiginde asagidaki kosullarini saglayan bir B
matrisine A matrisinin Moore-Penrose tersi (inversi) denir ve A% ile gosterilir.
i. ABA=A
ii. BAB=B
iii. (AB)' = AB
iv. (BA)' = BA.
Bir matrisin Moore-Penrose inversi tektir. Eger A matrisi tersi alinabilir bir matris ise

bu durumda A" = A™ dir.
Teorem 2.6 A, B ve C uygun boyutlu matrisler olmak iizere asagidakiler dogrudur:
. (AT =4
ii. AA*ve A A idempotenttir.
iii. r(4) =r(A") =r(44*) =r(4A*TA),
iv. A'AAT = A" = ATAA ve A/(AY)'AT = AT = AT (A1)'A,
V. A=05At=0,AB=0&B*AT"=0ve ATB=0s A'B=0,
vii r(A)=r(A"4) =r(447) <r(4"),

vii. BA™C matris carpimiin A matrisinin genellestirilmis tersinin se¢imine gore
degismez olasi i¢in gerek ve yeter sart R(B') € R(A") ve R(C) < R(A) olmasidir.
viii. A~Ave AA™ matrislerinin her biri idempotent matrislerdir.

ix. Eger A matrisi simetrik ve idempotent bir matris ise bu takdirde I — A matrisi

de simetrik ve idempotent matristir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Tamm 2.10 y = (y;) € R™? vektorii ve simetrik A = (a; j) € R™ ™ matrisi i¢in,
QW) =y'Ay = X1 Xim1 yiyjaij

ifadesine y; elemanlarinin bir kuadratik formu ve A matrisine de bu kuadratik formun

matrisi denir.

Boylelikle y'Ay kuadratik formu simetrik bir A matrisi tarafindan karakterize

edilebilir ve bu matrise kuadratik formun matrisi denir.

Bir matris i¢in asagidaki ifadeler saglanir:



I. Eger Vy =0 icin y'Ay >0 ise A pozitif tanimlidir.
ii. Eger Vy =0 icin y’Ay <0 ise A negatif tanimlidir.
lii. Eger Vy icin y'’Ay >0 ise A nonnegatif tanimlidir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.8 A matrisinin nonnegatif tanimli ve I rankli bir matris olamsi i¢in gerek
ve yeter sart A=RR’ olacak sekilde I rankli bir R matrisinin mevcut olmasidir
(Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamim 2.11 A ve B matrisleri nonnegatif tanimli olmak iizere eger B — A matrisi de
nonnegatif tanimli ise A matrisi B matrisinden Lowner siralamasina gore daha

kiigtiktiir denir ve bu durum A <; B veya B >; A notasyonuyla gosterilir.

Tamm 2.12 A € R™ P hilinenlerin bir matrisi ve g € R™*! bilinenlerin vektorii olsun.
Eger Ax = g olacak sekilde bir x € RP*! vektorii bulunabilirse bu takdirde Ax = g

lineer denklem sistemi tutarlidir denir.

Teorem 2.9 Ax = g lineer denklem sisteminin tutarli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart
AA™ g = g olmasidir. Bu durumda sistemin genel ¢oziimii h € RP*! keyfi bir vektor

olmak tizere x = A~g + (I — A~ A)h seklindedir.

Tamim 2.13 A, B, C uygun mertebeden bilinenlerin matrisleri olmak iizere AXB = C
olacak sekilde uygun mertebeden bir X matrisi bulunabilirse bu takdirde AXB = C

matris denklemi sistemi tutarlidir denir.

Teorem 2.10 A, B, C uygun mertebeden bilinenlerin matrisleri olmak tizere AXB = C
matris denklemi sisteminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter sart AA"CB™B = C
olmasidir. Bu durumda sistemin genel ¢oziimii H uygun mertebeden keyfi bir matris

olmak tizere x = A"CB~ + H — A" AHBB™ seklindedir.

2.2 Lineer Modellere Genel Bakis

Tamm 2.14 Genel olarak bir lineer model X € R™*? keyfi rankl bir bilinenler matrisi,
y € R™1 gozlenebilir bir rasgele vektor, B € RP*! bir bilinmeyen parametre vektorii,

V € R™™ bilinen keyfi rankli nonnegatif definit bir matris olmak tizere

y = XB+e, E(y) = XB, cov(y) =V,

seklinde tanimlanir ve kisaca
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Mg = {y,XB,V}
ile gosterilir.

Bu model bazi 6zel durumlara sahiptir. Bu 6zel durumlar, & rasgele
vektoriiniin dagilimina ve kovaryans matrisine yada X matrisinin yapisina ve rankina
bagl olarak ortaya ¢ikar. Aksi belirtilmedikge, r(X) = p oldugunu kabul edilecektir,
bagka bir deyisle modelimizdeki X katsayr matrisi tam siitun rankli bir matris

olacaktir, & hata vektoriiniin dagilimi hakkinda ise ii¢ durum g6z oniine alinabilir:

1. Durum: € ~ N(0, o%I)

2. Durum: ¢ bilinmeyen bir dagilima sahip olup E (6‘) =0 ve Cov(e)= o’l dir.

3. Durum: Cov(e) =V dir, burada V' bilinen pozitif definit bir matristir.
Birinci durumda her bir ¢ rasgele degiskeni 0 ortalamali, bilinmeyen o* varyansh
normal dagilima sahipolup; , i = 1,2,,..., N, ler kendi aralarinda bagimsizdir. Ikinci
durumda, her bir ¢, nin beklenen degeri sifir ise, & ler iligkisiz ve ¢, ler bilinmeyen
ortak o varyansima sahiptirler. Birinci ve ii¢iincii durumdaki varsayimlar altindaki
modellere Gauss-Markov modeli denir. Ikinci durumdaki modellere ise bazen en

kiiciik kareler modelleri ad1 verilir. Ayrica hata terimi normal dagilimli oldugunda bu

modellere hipotez modelleri de denilmektedir.

Tamm 2.15 Y = XS +¢ lineer modeli verilmis olsun. Bu durumda X vektoriine

modelin deterministik kismi, Y ve & vektorlerine ise modelin stokastik kismi adi
verilir. Y vektorii bagimli degisken, tepki degiskeni veya agiklanan degisken adi
verilen bir rastgele degisken ile ilgili gozlemler vektoriidiir. X matrisine tasarim
matrisi, agiklayict degiskenlerin matrisi, bagimli degiskenlerin gdzlem matrisi gibi

isimler verilmektedir, & vektoriine ise hata vektori denilmektedir.

Ger¢ek yasamda olaylarin lineer modeller yardimiyla modellenmesi

caligmalarinda Y, X, S ve ¢ degiskenlerine bir¢ok degisik sekilde anlam verilebilir.

Ornegin bazi modellerde Y iiretim miktari, bazilarinda boy uzunlugu, bazilarinda

agirlik iken bazilarinda ise bir ekonomik degisken olabilir.

p, hiz1 ile hareketine baslayan ve ivmesi S, olan dogrusal hareket eden bir

cismin zamana (t’ye) bagh olarak aldig1 yol S=f, + 3t formiilii ile verilir. Bu
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sekilde hareket eden bir cismin hizim1 ve ivmesini bilmek ve daha sonra belli bir
zamanda aldig1 yol miktarini1 belirlemek istedigimizi farzedelim. Bu durumda keyfi
olarak sectigimiz t; ,i = 1,2,...,N, zamanlarinda yol uzunluklarin1 gézlemlemeye
kalkistigimizda ol¢timlerdeki hatalardan dolay1 S;,i = 1,2,...,N, gozlemleri i¢in

S, = 3, + At + & gibi bir model diisiinmemiz daha uygun gériinmektedir. Bu durumda

S, 1t &

Y = S, X = 14 = & ’ ﬂ:{ﬂo}
: Do : B .
SN Nx1 1 tN Nx2 EN Ina

gosterimleri altinda yukarida belirtilenler,

Y=XB+¢
seklinde bir lineer model olarak ifade edilmektedir. Bu modelde eger Y gozlem
vektoriindeki gozlemleri veren agiklayici ya da bagimli degiskeni Y harfi, X
matrisinin ikinci stitunundaki gozlemler ile ilgili bagimsiz degiskeni X harfi ve hatay1

da ¢ harfi ile gosterirsek bu degiskenler arasindaki bagint

Y = ﬁo + ﬁlX + &
olarak da ifade edilebilir.

Bir diger 6rnek olarak, belli bir cins kayisidaki meyve suyu miktarini kayisinin
agirhi@ina bagl olarak incelemek isteyelim. Gergekte bir kayisidaki meyve suyu
miktar1 sadece kayisinin agirligina bagl degildir, ama agirlik ile meyve suyu arasinda
bir fonksiyonel bagintinin (bilinmeyen parametrelere gore lineer bir ifade olabilir)
varhigim1 kabul edip, gozlemlerin bunu dogrulayip dogrulamadigini, gézlemlerden
cikarilan bir bagintinin bulunmasini ve bunlarin neticesinde agirliga bagl olarak
meyve suyu miktarini tahmin etmeyi diisiinebiliriz. Bu 6rnekteki agiklayici degisken
olan kayisinin agirlhigr ile agiklanan(bagimli) degisken olan kayisidaki meyve suyu
miktarx birer rasgele degisken olacaktir. Bu durumda eger agirligi X ile ve meyve
suyu miktarini1 da Y ile gosterirsek 0 zaman X ve Y degiskenlerinin bir ortak dagilim1
s6z konusu olacaktir. Bu durumda E(Y|X = x) = g(x) ifadesine Y nin X {izerinde
bir regresyon denklemi denildigini ve X ve Y degiskenlerinin ortak dagiliminin normal
olmast durumunda bunun E(Y|X = x) = g(x) = By + f1x scklinde verildigini

hatirlatalim.
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Tamm 2.16 (X,Y ) iki boyutlu rastgele degiskeninin ortak dagilimindan N birimlik

orneklem, (X;,Y;) ,i = 1,2,..., N,olmak tizere

Y;=Bo+BiX;+&,i=12,...,N, 50(0,c°1)

veya
Y, 1 X, g
Y: Y2 ,X: 1 .)(2 ,g: 82 ’ﬂ:|:ﬂo:|
: 'Bl 2x1
N _INx1 1 XN Nx2 En Nx1

matris gosterimi altinda

Y=Xf+e,
modeline bir basit lineer regresyon modeli denir. X ve Y rasgele degiskenleri
arasinda bir ortak dagilim diisinmeden sadece Y bagimli degiskeni ile ilgili

gozlemlere dayali olarak,
Yi = IBO +31Xi +Ei,i = 1,2,,...,N

biciminde bir ifade s6z konusu oldugunda modele basit lineer model denir.

Ote yandan kayisinin agirligi olan X degiskeni ile kayisidaki meyve suyu
miktar1 olan Y degiskeninin ortak dagilimi normal olmayabilir. Bizim buradaki
amacimiz X degiskeninin gozlenen degerine bagli olarak Y degiskeninin gozlenen

degerini 6n gormek olduguna gore
Yi = ﬁo +ﬁ1Xi + Ei,i = 1,2,...,N,

bigiminde bir lineer modeli ele almak daha uygun olacaktir. Bu durumda & hata
terimi, birinci 0rnekteki yol uzunlugunun o6l¢iilmesi sirasindaki hataya benzer bir
hatay1 icermekle birlikte, X degiskeninin belli bir degeri i¢cin Y degiskenindeki

rastgeleligi ve ayrica model belirlemedeki hatay: da igerecektir.

Bir lineer modelde eger agiklayici degisken sayist birden ¢ok ise bu modele
coklu lineer model (multiple linear model) denir. Bir lineer modelde eger bagimlh
degisken sayisi birden ¢ok ise bu durumda da modele ¢ok degiskenli model
(multivariate model) adi verilir. Sicaklik ve basincin, sertlik iizerindeki etkisinin
fonksiyon bigiminde bir bagint ile ifade edilip edilemeyecegi, bu bagintinin bigiminin

ne olacaglr veya sicaklik ile basing degiskenlerinin sertligi ne derece etkileyip
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etkilemedigi gibi sorunlar ilk olarak metaliirji biliminin sorunlar1 gibi goziikkmektedir.
Metaliirji biliminin kanunlarina goére sicaklik ve basincin sertlik tizerindeki etkisi tam
olarak belirlenmis olabilir veya baginti bigimsel olarak belirlenmis ancak iginde
bilinmeyen katsayilar mevcut ya da aralarinda bir baginti var ama ne oldugu
belirlenmemis olabilir. Ik durumda istatistik¢inin yapacag: fazla bir sey kalmamistir.
Belki sadece belirlenmis olan modelin gegerliliginin sinanmasinda yardime1 olabilir.
Ikinci ve iiglincii durumlarda ise istatistik¢iye onemli gorevler diismektedir. Amag
belirlendikten sonra gozlemlerin alinacagi en iyi deney tasariminin segilmesi ve

ardindan da bir istatistiksel sonug ¢ikariminin yapilmasi istatistik biliminin sorunudur.

Bir diger 6rnek olarak belirli bir sebze tiiriiniin verimini incelemek istedigimizi
varsayalim. Siiphesiz ki verim, toprak ve hava ile ilgili bir¢ok tabiat 6zelligi yaninda
sulama, giibreleme, topragi isleme gibi bazi etkenlere de baglhidir. Bu nedenle
modelleme sirasinda, ¢ok karmasik olan gergek hayattaki iliskilerden bazilarini ihmal

ederek, verim miktar1 (Y) igin, toplam yagis miktart (X;), sicaklik ortalamasi (X,),

giibre miktar1 (X3) ve birim metrekaredeki bitki sayis1 (X,) degiskenlerine bagh,
Y =00+ X1p1 + Xof2 + X3Pz + XuPfs+ €

bi¢iminde bir modelin gegerli oldugunu varsayalim. Bu durumda gerek model
gegcerliliginin sinanmasi ve gerekse gegerli olan bir modelde agiklayici degiskenlerin
etkilerinin yani parametrelerin tahmin edilmesi amaciyla yapilacak arastirmada veri
toplama iglemi uygulamada kolay olmayacaktir. Modeldeki yagis miktar1 ve sicaklik
ortalamasi ile ilgili agiklayic1 degiskenler birer rasgele degisken olmasina ragmen
giibre miktar1 ile ilgili agiklayici degisken bir deterministik degisken olarak
goriilebilir. Bu nedenle agiklayict degiskenlerin rasgele degisken olup olmadigina
bakilmaksizin, agiklayic1 degiskenler ile ilgili X matrisini, gdzlem degerlerinin bir

matrisi, yani sabitlerin bir matrisi olarak diisinmek daha uygundur.

2.3 Basit Lineer Modellerde Parametre Tahmini

Simdi bir denemenin n kez tekrarlandigini ve bu siiregte asagidaki verinin elde

edildigini varsayalim. Bu durumda modelin
Y =PBo+ B X1+ B Xo+ o+ Xyt €
oldugu ve gozlemlerin n-lilerinin ayn1 modele isleyecegi de kabul edilerek
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Y1 = Bo+ Pix11 + Baxip + -+ ﬁpxlp + &

Y2 = Bo + B1xz1 + Baxoy + o0+ ﬁpxzp + &

Yn = Bo + B1xn1 + BaXpz + -+ ﬁpxnp + &y
seklinde bir bagint1 s6z konusu olacaktir. Bu n tane denklem matris formunda
Y1 1 X1 X120 0 Xap] [ &
y:z _ 1 xfl xfz x?p ﬁl‘ 4 Ieﬂ
Yn 1 x,'ﬂ x;lz x,;p p &n
olarak yazilabilir. Genelde, p sayida bagimsiz degiskene sahip bir basit lineer model
y=XB+c¢

olarak ifade edilebilir. Burada y = (y4,y2, ...,¥n)' inceleme degiskeni lizerinde n

sayida gézlemin bir n X 1 vektoridir.

X111 X122  t Xip

X21 X2 Tt Xgp
X=1. . . .

Xn1 Xnz2 0 Xnp

ise p sayida agiklayici degiskenin her birisi tizerinde n sayida gozlemin bir n X p
matrisdir. Ayrica f = (ﬁl, B2 e ﬁp)' regresyon katsayilarinin bir p X 1 vektori olup
€= (&,&,,..,&,) ise rasgele hata bilesenlerinin veya hata teriminin bir nx1
vektoriidiir. Eger regresyon sabiti mevcut ise, X in birinci stitunu (1,1, ...,1)" olur.
Istatistiksel ¢ikarimlari ortaya koymak igin y = X + & modelinde bazi varsayimlara
ihtiya¢ duyulur. Bu varsayimlar regresyon katsayilarinin tahmin edicisinin istatistiksel

ozelliklerini incelemek icin kullanilir ve agagidaki gibi siralanabilir:
(i) E(e)=0.
(i) E(ee") = a?l,.
(i) r(X) =p
(iv) X stokastik (rasgele) olmayan bir matristir.

(v) &~ N(0,021I,).
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E(e) = 0ve cov(e) = 02l olmak iizere y = X + & modelini tekrar gozoniine
alalim. Bu takdirde regresyon katsay1 vektoriiniin tahmini i¢in bir genel yontem, uygun

sekilde secilen bir M fonksiyonu igin,

LiM(g) = X, M()’i = Xi1f1 — Xizfz — - — xipﬁp)
ifadesini minimumlastirmaktir. Bu durumda parametrelerin tahmini igin M (x) = x?
ile ilgili olan en kiigiik kareler yontemini gz Oniine alalim. Tim /£ vektorlerinin

kiimesi B olsun. Eger 6zel bir ek bilgi verilmezse, B kiimesi k —boyutlu reel 6klid

uzaymdadir. Amacimiz &, hatalarinin Karelerinin toplamini, yani,
SB)= Y. et =¢e=(—XB)(y—Xp)

ifadesini minimum yapan B kiimesinde bir b’ = (by, b, ..., b,) vektérii bulmaktir. Bu

takdirde S(f) reel degerli, konveks ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugunda,

bir minimum daima mevcut olacaktir. Bunun i¢in
S(B)=y'y +BXXB - 2BX"y
yazilir ve S(B) nin 8 ya gore tiirevleri alinirsa

B _ Hyivp _ oy 9%5(B)
op = 2XXB—2Xy ve —2

esitlikleri yazilabilir. Bu durumda normal denklem

=2X'X

95(B)

S5 =0 > XXB=XYy

dir. Bu durumda r(X) = p oldugu kabul edildiginden, bu durumda X'X pozitif
tanimlidir ve normal denklemin yegane ¢6ziimii
B=XX)"Xy

dir ki bu B nin alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi (OLSE) olarak adlandirilir.
X in tam rankli olmadig1 durumda, (XX ) matrisi XX matrisinin bir genellestirilmis
inversi ve o keyfi bir vektor olmak tizere

B=XX)Xy+[I-XX) XXw
olacaktir.

Teorem 2.11
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i. = XB; y nin deneysel tahmin edicisi olsun. Bu takdirde §; X'Xf = X'y nin
tim S ¢ozlimleri i¢in ayn1 degere sahiptir.
ii. S(B); X'XB = X'y nin herhangi bir ¢6ziimii i¢in minimuma ulasir (Rao, 1973).
Teorem 2.12 (Gauss — Markov Teoremi) Alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi

(OLSE) g nmn en iyi lineer yansiz tahmin edicisi (BLUE) dir (Rao, 1973).

Tamim 2.17 X matrisinin tam siitun rankli oldugu kabulii altinda bilinen bir V pozitif
tanimli matrisi i¢in E(g) = 0 ve cov(e) = V olarak dikkate alindiginda y = XB + ¢,

modelinden elde edilen normal denklemlere karsilik gelen XV X g = XV 7y normal
denkleminin tek ¢oziimii olan f = (X'V~1X)"1X'V~1y tahmini genellestirilmis en

kiiclik kareler edicisi olarak adlandirilir.

Bu tahmin edici ayn1 zaman da £ nin en iyi lineer yansiz tahmin edicisidir.

Yani 8 parametre vektoriiniin alisilmis enkiigiik kareler ve en iyi lineer yansiz tahmin

edicileri sirastyla
OLSE(B) =B = (X'X)"'X'y
ve
BLUE(B) = f = X'V X)) X'V 'y
seklinde yazilabilir. Bu durumda bu tahmin edicilerin kovaryans matrisleri sirasiyla
cov(B) = (X'X)TX'VX(X'X)™ ve cov(f) = (X'V1X)?
seklinde olacaktir.

Tanimm 2.18 Watson etkinligi genellestirilmis varyanslarin (veya baska bir deyisle
kovaryans matrislerinin determinantlarinin) orani tanimlanir. Yani OLSE ve BLUE

arasindaki Watson etkinligi

¢ = eff(f) = |lcov(B)] _ _ |x'X]

lcov(B)| — IX'VX||IX'V-1X|

olarak tanimlanir. Ayrica bu sekilde tanimlanan etkinlik OLSE’ nin toplam etkinligi
olarak da bilinir. Buradan Watson etkinligi i¢in 0 < ¢ < 1 esitsizliginin gecerli
oldugu kolayca gosterilebilir. Ote yandan ¢ = 1 olmasi icin gerek ve yeter sart

OLSE(B) = BLUE(B) olmasidir (bkz. Puntanen ve Styan., 1989).
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Genel lineer model altinda degisik tahmin edicilerin karakterize edilmesinde
matris rank metotlarinin kullanilmasi olduk¢a Onemlidir. Bu amagla oOncelikle
asagidaki matrisleri tanimlayalim. P,, Q4 ve F, matrisleri sirasiyla

Py=AA",Qu=1—-P,=1—AA"ve F,=1—-Py =1—A%A
ortoganal izdiisiimlerini gostersin.

Tanm 2.19 X € R™? keyfi rankl1 bir bilinenler matrisi, y € R™*! gozlenebilir bir
rasgele vektor, B € RP*! bilinmeyen parametre vektorii, V € R™" bilinen keyfi rankli

nonnegatif definit bir matris olmak {izere
y =Xf+e, E(y) = XS, cov(y) =V, (2.1)
genel lineer modelinin verildigini varsayalim. (2.1) modeli genellikle
M = {y,XB,V} (22)

seklinde gosterilir. Burada (2.1) modelinin tutarli oldugu yani bir ¢6ziime sahip oldugu

varsayilacaktir. Bunun i¢in 1 olasilikla
y € R[X, V] (2.3)

olmalidir. Eger V matrisi singiiler bir matris ise (2.1) modeline singiiler lineer model

veya singiiler Gauss-Markov modeli de denir.

B parametresinin (2.2) deki genel lineer model altindaki OLSE ve BLUE
tahmin edicisi asagidaki gibi verilebilir. (2.1) bagmtisi ile ilgili normal denklem

X'XB=X"y seklinde olup bu denklemin ¢6ziimii asagidaki iyi bilinen sonugtur.

Lemma 2.1 (2.2) modeli altinda OLSE tahmin edicileri v € RP*! keyfi bir vektor

olmak tizere agagidaki gibidir:
OLSEy(B) = X' X)™ X'y +(I — XTXX)v = Xty + Fyv (2.4)
OLSE»(XB) = XOLSE ) (B) = XX Ty = Pxy. (2.5)

Ote yandan (2.2) modeli altinda X nin BLUE tahmin edicisi asagidaki lemma da
verilmistir (Rao, 1973).

Lemma 2.2 Bir Gy tahmin edicisinin (2.2) altinda X nin bir BLUE tahmin edicisi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart G matrisinin
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G[X,VEx] =[X,0] (2.6)
lineer matris denklemini saglamasidir (Marsaglia ve Styan, 1974).
Bu denklem tutarhidir, yani R([X, 0]) € R([X, VEx]) dir veya buna denk olarak,

[X ,0][ X, VEx]*[X ,VEX]=[X,0]

esitligi gergeklenir. Bu durumda (2.6) matris denkleminin genel ¢6ziimii, Py, ile

gosterilir, U € R™™ keyfi olmak tizere

Pyyy =[X,01[X, VEx]" +UExv £y, 2.7
ve X parametresinin BLUE tahmin edicisi

BLUE (XB)=Pxyvy (2.8)

seklindedir. Ayrica {Pyyy} ve {BLUE(X[)} ile sirasiyla tiim Py, Ve BLUE;;(X[)

lerin ailesini gosterelim.

Lineer modeller teorisinde (2.2) modelindeki X matrisinin tam siitun rankli ve
V' kovaryans matrisinin de pozitif definit oldugu durum en sik rastlanilan durumdur.
Bu durumda, (2.2) modeli altinda, 8 ve X nin OLSE ve BLUE tahmin edicileri

asagidaki standart formlarda tek tiirlii olarak yazilabilir:
OLSEx(B) = (X'X)7' X'y,
OLSE)(XB) = X(X'X)"1X'y, (2.9)
BLUE(B) = (X'V1X)"1x'V-1y,
BLUE(XB) = X(X'V™1X)"1X'V~1y. (2.10)

Burada (2.2) modeli altinda  ve Xf igin verilen bu tahmin edicilerin dordii de yansiz
tahmin edicilerdir.

Eger X = [X;,X,] matrisindeki X; ve X, alt matrisleri ortogonal ise, baska
bir deyisle X;X, = 0 ise, bu takdirde (2.9) ifadesindeki (X'X)"1X’ ve X(X'X)"1Xx’

matrisleri sirasiyla

(X{X1)_1X{]

(X,X)_lxl = ! e !
(X2X2) 71X,

ve
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X(X'X)_lX' = Xl(Xlle)_lel + Xz(X,2X2)_1X,2 (211)

olarak yazilabilir. Buna paralel olarak (2.9) daki OLSE;(8) ve OLSE (X[) tahmin

edicileri de sirastyla

_ (XX )‘1X’y _ OLSE (ﬁ)
OLSEx () = <x2xi>—1xzy]-[omﬁ<ﬁ; (212)
ve
OLSEy (XB) = Xy (XiX) " X}y + X, (X3X,) "X}y (2.13)

olarak yazilabilir.

Eger X = [X,,X,] matrisindeki X; ve X, alt matrisleri V~1- ortogonal ise,
yani X;V~1X, = 0 esitligi saglaniyorsa, bu takdirde (2.10) deki (X'V-1X)"1 X’V-1ve
X(X'V~1X)~! X’V~1 matrisleri sirasiyla

Xv-ix)xgvt

XvVix)“txv-t=
( ) XV 71X) T XVt

(2.14)
ve
XXV XV = X, (XV X)XV 4 X, (XY TIX,) "XV (2.15)

seklinde yazilabilir. Buna paralel olarak (2.10) daki BLUE;;(f) ve BLUE; (XpB)

tahmin edicileri sirasiyla

SN s M i R
ve
BLUE(XB) = X, (X4V=1X)"1XIV 1y +X, (X4V~1X,) " 1X,V Ly
= BLUEj,(X181) + BLUEs, (X28,) (2.17)

olarak ayristirilabilir. Burada (2.16) ve (2.17) ifadelerinin sag taraflarindaki gosterim
X;V1X)7XVvly ve X;(X{V~1X;)"'X;V~1y tahmin edicilerinin (2.2) modeli
altinda fB; ve X;B;, i =1,2 nin BLUE tahmin edicilerinin sembolik gosterimi
anlamindadir, bununla birlikte bu tahmin ediciler (2.1) modeli altinda S; ve X;5;,i =
1,2 parametrelerinin BLUE tahmin edicileri degillerdir.

Acikga gosterilebilir ki (2.12), (2.13), (2.16) ve (2.17) esitliklerinde verilen
ayrigimlar ortogonallik varsayimlari altinda OLSE(8), OLSE»(XB), BLUE\(B) ve
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BLUE(XB) tahmin edicilerinin hesaplanmasina doniistiiriilebilir. Ayrica bunlar
tahmin edicilerin c¢esitli istatistiksel Ozelliklerinin tliretilmesinde de kullanilabilir.
Ornegin, (2.12), (2.13), (2.16) ve (2.17) de verilen OLSEj,(8), OLSEy,(XiB),
BLUE),(B;) ve BLUEx (X;B;) tahmin edicileri XX, =0 veya X;V™'X,=0,i=1.2
varsayimlari altinda f; ve X;f; i¢in yansiz tahmin edicilerdir. OLSE ve BLUE
tahmin edicilerinin bu ayrisimina motive olarak, (2.2) de verilen M genel lineer
modelinde de OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin muhtemel ifadelerini gézoniine
almak oldukga ilging olacaktir.

(2.5) ve (2.8) de verilen Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler i¢eren
OLSE;;(Xf) ve BLUE;;(X[) tahmin edicilerini gdzoniine alalim. (2.12) (2.13) (2.16)
ve (2.17) ifadelerinin (2.6) ve (2.9) daki tahmin ediciler i¢in kullanilmasi bazi kritik
matris iglemleri icerecektir. Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler iceren degisik
matris ifadelerini sadelestirmek i¢in Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler iceren
bir dizi degisik rank formiillerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Pargali matrisler i¢in

asagidaki rank formiilleri Marsaglia & Styan (1974) tarafindan verilmistir.

Lemma23Acl™" Bed™ Cel™ veD € R matrisleri verilsin. Bu takdirde

i. r[A,B]=r(A)+r(E,B)=r(B)+r(EgA),

i, r (‘C‘) = r(A) + r(CEy) = 7(C) + r(AF,) ,

i, (£ 0) = 7(B) +7(0) + r(EsAFY)

. (AB 0 EB
v. 1 (g p) =@+ (CFA D— CA+B> !

v. Eger R(B) € R(A) ve R(C") < R(A") ise bu takdirde
A BY _ P
r(C D) = 1(A) + r(D — CA*B)

esitlikleri vardir. Ozel olarak

vi. 7[A,B] =1r(A) © E4;B =0 R(B) € R4,

vii. 7 (Z,‘) —r(A) & CFy = 0 & R(C') € R(A,
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A

. g) =r(4) © R(B) S R(4), R(C") SR(A') veD = CA*B

viii.

iX. r (‘g g) =r(B) +r(C) © BU, + U,C = A lineer matris denklemi U, ve

U, i¢in ¢oziilebilirdir.

ifadeleri yazilabilir. Diger taraftan

r(B—AA'B)>r(B)+r(AAB)=r(B)-r(A'B) (2.18)
oldugu kolaylikala gosterilebilir. Bu nedenle

r[AB]=r(A)+r(B)-r(A'B) (2.19)
esitsizligi yazilabilir. Ustelik

R(B) € R(A) © AA*B =B © r[A,B] =r(4),

R(A)=%R(A,),

R(By) = R(B2) = r[A1, B,] = r[A2, B,]
ifadeleri de verilebilir (Marsaglia ve Styan, 1974).

Lemma 2.4 (2.2) de verilen modelin tutarli oldugunu varsayalim ve L,y +c; Ve
L,y + ¢, lineer tahmin edicileri K igin yansiz lineer tahmin ediciler olsun, yani
E(Lyy + ¢;) = E(L,y + c;) = KB olsun. Bu takdirde L,y + ¢; = L,y + ¢, tahmin
edicilerinin 1 olasilikla esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart L,V = L,V esitliginin

saglanmasidir (Tian, 2010).

Lemma 2.5 A € R™*™ matrisi verilmis olsun ve Z;, Z,, Z; € R™™ matrisleri de A
matrisinin ¢ dis tersi, yani Z;AZ; = Z;, i = 1,2,3 olsun. Ayrica R(Z;) € R(Z;) ve
R(Z;}) € R(Z7) igermelerinin saglandigi varsayilsin. Bu takdirde

1(2,-Z,-2,)=r(Z,)-r(Z,)-r(Z,)+r(Z,AZ,)+r(Z,AZ,) (2.20)
esitligi saglanir (Rao, 1973).

Ispat: Elementer blok matris islemleri altinda bir matrisin rankinin degismedigi daha

once bifade edilmisti. Bu nedenle kolayca elementer blok matris islemleri uygulanarak
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-z, 0 0 Z -z, 0 0 0
|0z 0z |0z o0 0
0 0 2z, 2| |0 0 z 0
Z, Z, Z, 0 0 0 0 Zz,-7,-Z,
=r(Z2,-Z,-Z,)+r(Z,)+r(Z,)+r(Z,) (2.21a)

esitliginin yazilabilecegi kolayca gosterilebilir. Ote yandan Lemma 2.4 de verilen

sartlar altinda elementer blok matris islemleri ile

-z, 0 0 Z 0 Z,AZ, Z,AZ, Z,
Jo z0 z)_ oz 0z
o 0 z, z,| |0 0 zZ, Z,
zZ, 2, Z, O 'z, 0 0 0

0 0 0 Z,

_]o 0 -Z,AZ, O

|0 -z,Az, 0 0

'z, 0 0 0

=2r(Z,)+r(Z,AZ,)+r(Z,AZ,) (2.21b)

esitlikleri yazilabilir. Buradan (2.21a) ve (2.21b) denklemleri birlestirilirse istenilen

sonug elde edilir.

3. PARCALI LINEER MODELDE PARAMETRE TAHMINLERI
3.1 Parcali Model ve Alt Modellerinde Tahmin

Bu kisimda {y, X1 + X, ,V} parcali tam lineer modeli ile bu modelden
tiiretilen iki kiigtik {y, X, ,V} ve {y, X, 5, ,V} alt modelleri dikkate alinarak,

(i) Tam model altinda alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisinin iki kii¢iik model

altindaki alisilmis en kii¢iik kareler tahmin edicilerinin toplamina esit;

(if) Tam model altinda en iyi lineer yansiz tahmin edicisinin iki kii¢iik model altindaki

en iyi lineer yansiz tahmin edicilerinin toplamina esit;

(iii) Tam model altinda en iyi lineer yansiz tahmin edicisinin iki kiigiik model altindaki

alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicilerinin toplamina esit
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olmalar i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir. Temel sonuglarin ispatlart genel lineer
modeller altinda degisik tahmin edicilerin karakterize edilmesinde matris rank

metodunun nasil kullanildigini da agiklamaktadir.
y = X1$1+tX,B2te, E(e)=0, Cov(e) =V, (3.1)

parcali lineer modelinin verildigini varsayalim, burada X; € R™P1 ve X, € R"*P2
keyfi rankli iki bilinenler matrisi, y € R™*! gozlenebilir bir rastgele vektor, B €
RP1*1 ve B, € RP2*! iki bilinmeyen parametreler vektorii, V € R™ " bilinen keyfi
rankli non-negatif definit matristir. Eger V matrisi singiiler bir matris ise (3.1)
modeline singiiler lineer model de denir. (3.1) modeli genellikle X = [X{,X,] ve B =

[B1, B3]’ olmak tizere
M ={y, X1+ X,0,,V} (3.2)
seklinde gosterilir. M tam modeli ile ilgili olarak iki kii¢iik modeli de
M, = {y,X.61,V} ve M, ={y,X,0,,V} (3.3)

ile gosterelim. Bu kisimdaki amacimiz (3.2) ve (3.3) modelleri altinda tahmin ediciler
arasindaki iliskileri ortaya koymak olacaktir. Ozellikle, M modeli altinda Xf nin
alisilmis en kiiciik kareler tahmin edicisi (OLSE) ve en 1yi lineer yansiz tahmin edicisi
(BLUE) nin M, ve M, modelleri altinda sirasiyla X;8; ve X, 8, nin aligilmis en kiigiik
kareler tahmin edicisi (OLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin edicisi (BLUE) nin
toplamina esit olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar tiiretilecektir. Bu konudaki baz1 6nemli
arastirmalar Bhimasankaram ve Saharay (1997), Chu ve Ark. (2004), Grob ve
Puntanen (2000), Nurhonen ve Puntanen (1992), Werner ve Yapar (1995,1996), Zhang
ve Ark. (2004) tarafindan yapilmustir.

Bu kisim boyunca, R™*™ m X n boyutlu tiim reel matrislerin uzaymi, A’, r(A)
ve R(A) ise bir A € R™™ matrisinin sirasiyla transpozu, ranki ve ranj uzayini
gostermektedir. A € R™ ™ matrisinin Moore-Penrose inversi A* ile gosterilir ve
AGA = A, GAG = G, (AG)'=AG ve (GA)'= GA matris denklemlerini saglayan tek G

¢Ozlimii olarak tanimlanmaktadir.

Lemma 2.3 de verilen esitlikler dikkate alinirsa ilave bazi rank esitlikleri

verilebilir. Ornegin, eger r(PNQ) = r(PN) + r(NQ) — r(N) Frobenius esitsizligini
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EpAF; carpimina uygularsak r(EgAF;) = r(EgA) + r(AF;) —r(A) elde edilir. Bu

esitsizlik kullanilarak asagidaki rank esitsizligi yazilabilir.

r é lg] >r [21,] +r[A,B] — r(A4) (3.4)

Lemma3.1 4 € R™" B € R™* ve C € R™ matrisleri verilmis olsun. Bu durumda

r[A,B,C]1< r[A,B] +r[A,C] — r(A), (3.5)
r AB‘}' lg] — +[4,B] + r(B) (3.6)
r [AB‘}' 5 g] — r[A, B, C]+r(B) 3.7)

ifadeleri saglanir. Budurumda D — CA*B Schur bileseninin ranki

r(D—CA*B) =1 [A'AA' AL')B]

o p]mT@. (38)

ile hesaplanir (Tian, 2004).
Ispat: Lemma 2.3 den (3.5) igin istenildigi gibi
r[A,B,C]l =7r(A) + r[E4B,E4C ]
< r(A) +r(EsB) +r (EC)
=r[A,B] + r[A,C]-r(4)

yazilabilir. Herhangi bir A matrisi i¢in r(AA") = r(A) esitliginin saglandigin

hatirlayalim. Bu durumda

r [ABf}' g] = 2r(B) + 1 ( EzAA'Ey ) = = 2r(B) + 1(EpA) = r(B) + r[A, B]

elde edilir ki bu da (3.6) y1 saglar. Ayrica r[AA’, B] = r[A, B] dir. Boylece yukaridaki

AA’
BI

rank esitligi R [AE;} |nw [g | = {0} esitligine denktir. Bu nedenle %
0

= {0} olur

ki bu da (3.7) ifadesine denktir.
Lemma 3.2 A € R™", B € R™¥ ve C € R™*! matrisleri verilmis olsun. Bu durumda

[AA’

’ lg] >r[A,B,C] + r(B) +r(C) —r[B,C] = r[4,B,(], (3.9)
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r[AA' B] >[4, B] — r(4) + r[A,C] = 7[A, B, C] (3.10)

esitsizlikleri gergeklenir (Tian, 2004).

Ispat: (3.6) esitliginden 6ncelikle

AA B C
r{B" 0 0|=r[AA,B,C]+7[B,C] =r[AB,C]+r[B,C]
c 0 0

esitligi yazilabilir. Diger taraftan (3.4) ve (3.7) esitliklerinden

a4’ B C| [Ad B C , ,
r|B o of=r{c o of+r(d B Cor[4 P
: , ¢ o o

¢ ool Ll 0o

= 2r[A,B,C] +r(B) + r(C) - r[AA g]
yazilabilir. Bu iki ifade birlestirilerek (3.9) daki iki esitsizlik elde edilir. Ote yandan
(3.0) daki iki esitsizlik ise (3.4) ve (3.5) ifadelerinden kolaylikla gosterilebilir.

Lemma 3.3 R(A)S R(B,), R(C,)<S R(C;), R(A") € R(C;) ve R(B;)< R(B;) olsun.
Bu takdirde

A B, 0
Tr C1 O 62] = r(Bl) + T'(Cl) + r(BzB]-_FAC]-_I-Cz)
0 B, 0

dir (Tian, 2004).

Ispat: Matrislerde Moore-penrose invers kavram dikkate alimirsa, R(A)S R(B,),
R(C,)C R(C,), R(A" € R(C{) ve R(B,)< R(B;) sartlari

B,B,*A=A, c,c,"C,=C,, AC,"C,=A, B,B,;*B,=B,

sartlarina denktir. Elementer islemlerle bir matrisin ranki degismeyecegi gercegi

dikkate alinirsa

A B 0 0 B, 0 0 B 0
rlc; 0 Czlzr C, 0 Cl|= r|C, 0 0
0 B, 0 — B,B;*A 0 0 0 0 B,BYAC"C,

=r(By) +r(Cy) +r (BB, TAC,"Cy)

yazilabilir ki bu da istenilen esitligin saglandigin1 gosterir.
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Lemma3.4 A € R™" ve B € R™* matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde

min r(A — BX) =r[A,B] —r(B)

XeRkxn
dir. Bu durumda 6zel olarak, BX = A denkleminin tutarli olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart r[A, B] = r(B) olmasidir (Tian, 2004).

(3.2) modelinin bir dogru model olmasi varsayimi altinda [X, V][ X, V]'[X,V]=
[X,V] esitliginden

E(IX, VIIX, VI —y) = [X, V]X, VI* X8 — XB =0
cov([X, VIIX, VI*y —y )= (IX,VI[X,V]*- 1) V(IX, VI[X,V]*- 1) = 0
esitlikleri kolaylikla gosterilebilir. Bu iki esitlik [X,V][X,V]Ty =y esitliginin 1
olasilikla saglandigini veya buna denk olarak,
P{y € R[X, V]}=1 (3.11)
dir. Rao (1971,1973) tarafindan eger (3.11) esitligi saglanirsa, bu takdirde (3.2) deki

M lineer modelinin tutarl oldugu ifade edilmistir.

(3.11) den kolayca goriilir ki (3.2) deki modelin tutarliligt (3.2) nin dogrulugunu
saglamaz. Gergekten, eger r[X, V] = n ise bu takdirde (3.2) in tutarli oldugu agiktir

ancak dogru olup olmadig1 sdylenemez.

Tamim 3.1 (3.2) deki M lineer modelinin dogru(tutarli) oldugunu varsayalim ve L,y
ve L,y M altinda iki lineer tahmin edici olsunlar. Bu takdirde eger (L,-L,)[X, V] = 0
esitligi saglanirsa L,y ve L,y tahmin edicileri 1 olasilikla esittir, yani her y € R[X, V]
icin (L1-L,)y = 0 esitligi saglanir (Tian, 2004).

Tanim 3.1 den kolayca goriilebilir ki (L,-L,)[X,V] = 0 esitligi r[X,V] = n
olmadik¢a L,=L, denkligini gerektirmez. Bu nedenle L;y = L,y esitliginin 1
olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart (L,-L,)[X,V] matris ifadesinin
durumlarina goére degerlendirilir. Bu durum X model matrisinde igerilen L, ve L,
matrislerinin, V kovaryans matrisinin ve bunlarin genellestirilmis inverslerinin

durumlarina gore degisebilir.

3.2 Ahsilmis En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi (OLSE) nin Ayrisim
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(2.5) esitligine gore, (3.3) de verilen M; ve M, alt modelleri altinda X, 3; ve X,[3,

nin OLSE tahmin edicileri sirasiyla
OLSEMl(Xlﬁl) = Ple ve OLSEMZ(Xzﬁz) = PXZy (312)

olarak yazilabilir. Asagida verilen lemma (3.12) de verilen iki tahmin edicinin bazi

onemli istatistiksel 6zelliklerini vermektedir.

Lemma 3.5 OLSEy, (X151) ve OLSEy, (X, ,) tahmin edicileri (3.12) de verildikleri
gibi olsunlar. Bu takdirde,

I. OLSEy, (X1B1), OLSEy, (X, f5,) tahminleri ve toplamlarinin beklenen degerleri

E[OLSEp,(X181)] = X181+Px X282, E[OLSE), (X282)] = Py, X1B1+X2B, (3.13)
E[OLSEp;,(X1$1) + OLSEj,(X2B2)] = XPB +[Px,X1,Px, X51B (3.14)
ile verilir.
ii. OLSE;(X;8;) tahmin edicilerinin kovaryans matrisi
COV[OLSE g, (XiB:)] = Px,V Py, i=1,2... (3.15)
OLSEy, (X151) Ve OLSEy,((X2B,) arasindaki kovaryans matrisi
COV{OLSEy, (X181), OLSEyg, (X2,)} = Py, VPy, (3.16)
dir (Tian, 2007).

Bu durumda (3.13) ve (3.14) ifadelerindeki beklenen degerler (3.12) deki
tahmin ediciler ve toplamlarinin (3.2) ve (3.3) altinda X;; , X,f, ve onlarin toplami
olan Xp icin yansizlig1 gerektirmedigini gosterir.

(3.4) esitligi X;X, =0ver(X) =p kisitlamalar1 altinda (3.2) deki genel
lineer modelde X parametresinin OLSE tahmin edicisinin bir ayrisimini vermektedir.
Ote yandan (3.2) deki genel lineer modelde Xp parametresinin OLSE tahmin
edicisinin diger ayrisgimlarim tiiretebilmek igin (2.5) ve (3.12) deki Py, Py ve Py,

ortogonal izdligiimleri ile ilgili asagidaki iki sonuca ihtiya¢ vardir:
PX:PX1+ PX2<:>X],_X2:0, (317)

PX=PX1+PX2_PX1PX2 <=>PX1PX2=PX2PX1 (318)
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Teorem 3.1 OLSE»(XB), OLSEj, (X1B1) ve OLSE,.,(X,f5,) tahmin edicileri (2.5)
ve (3.12) verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) 1 olasilikla OLSEj (XB) = OLSEj, (X181) + OLSE ¢, (X, f5,) dir.

(b) Py = Px, + Py, dir.

(c) XiX,=0dir.

Budurumda, OLSE, (X18,) Ve OLSEj.,(X,f,) tahmin ediciler (3.2) modeli altinda
sirasiyla X, B, ve X, f3, i¢in yansiz tahmin edicilerdir (Tian, 2007).

Ispat: (2.5) ve (3.12) esitliklerinden kolayca goriilebilir ki (a) daki esitligin 1 olasilikla
saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart her y € R[X, V] i¢in

OLSE» (XB) - OLSEj, (X151) + Ex, OLSE ¢, (X2f57)

= (Px —Px, — Px,)y =0
olmasidir. Tanim 3.1 e gore bu ise
(PX _Px1 _PXZ)[X; V=0
ifadesine denktir. Bu carpimi agarak ve PyPy, = Py, i = 1,2 esitligini kullanarak
[_PX2 X1 —Px, X3, (Px —Pyx, _PXZ)V] =0
esitligi elde edilir. Buradaki ilk iki esitlik X; X, = 0 oldugunu gosterir. Bu nedenle bu

esitlik (c) ye denktir. Bu ve (3.17) esitligi dikkate alinirsa (a), (b) ve (c) nin denkligi

elde edilmis olur.

Teorem 3.2 OLSE»(XB), OLSEj, (X181) Ve OLSE.,(X,f,) tahmin edicileri (2.5)
ve (3.12) verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) 1 olasilikla OLSE(XB) = OLSEy, (X181)+ Ex, OLSEy, (X2 58,) dir.

(b) Px = Px, + Px, — Px Py, dir.

(c) Px,Px, = Py, Py, dir(Tian, 2007).
Ispat: (3.18) den (b) ve (c) nin denkligikolayca goriilebilir. (2.5) ve (3.12) den (a) daki
esitligin 1 olasilikla saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart her y € R[X, V] i¢in

OLSE» (XB) - OLSEp, (X181) +Ex, OLSE, (X2/52)
= (Px —Py, - P, +PX1PX2)y=O
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olmasidir. Tanim 3.1 e gore bu ise

= [-Px, X1 +Px Py, X1, 0, (Py —Px, —Py, +Py,Px,)V] =0

esitligine, yani
PXZ PX1 :PX1PX2PX1 ve (PX _le _PXZ +PX1PX2)V=O

ifadelerine denktir. Py Py, Py, simetrik oldugundan, buradaki ilk esitlik (c) ye denktir.

Boyle bir durumda (3.18) e gore ikinci esitlik otomatik olarak saglanir. Ozel olarak

eger IV = | ise bu takdirde asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.1 Farz edelim ki (3.2) de V = I olsun ve OLSEx(XPB), OLSEx, (X1B1) Ve
OLSEj, (X, f,) tahmin edicileri (2.5) ve (3.12) verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir (Tian, 2007):

(@) OLSE»(XPB) = OLSEp, (X151) + OLSEy, (X2f57)

(b) Py = Py, + Py,

(c) X;X,=0

(d) E[OLSEjy;, (XiB) 1= (XiBy) ,i1=1.2,...

(6) E[OLSEx, (X1B1)+ OLSEy,(X,f,] = E[OLSE)(XPB)]

(f) cov{OLSEx, (X1B1) , OLSEj,(X252)} =0

(9) cov[OLSEpN(XPB)] = cov[OLSEy, (X1B1)] + cov[OLSEj, (X, f57)]

Ispat: (a), (b) ve (c) ifadeleri Teorem 3.1 den direkt olarak goriiliir. (c), (d) ve (e) nin
denkligi (3.13) ve (3.14) den goriilebilir. (¢), (f) ve (g) nin denkligi ise (3.15) ve (3.16)
den kolayca goriilebilir.

Lemma 2.2 den kolayca goriilebilir ki (3.3) deki iki kiiglik model altinda X; 5,
ve X, [, nin BLUE tahmin edicileri

BLUEM1(X131) = Px,wy, BLUEMZ(Xzﬁz) =Py, vy, (3.19)
seklindedir, burada
PXiIIV:[Xi; 0 ][Xi, VEXi]++UiE[Xi:EXi] B 1:1,2 (320)

dir. (3.2) nin bir dogru model oldugu varsayimi altinda (3.39) daki tahmin ediciler
gercekte (3.3) deki alt modeller altinda X;8; ve X,B, nin BLUE tahmin edicileri
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degillerdir, yani onlar (3.3) altinda X;f; ve X,[, i¢in ne yansizdirlar ne de minimum
kovaryans matrislerine sahiptirler. Bununla beraber, (3.18) de gosterildigi gibi onlarin

toplam1 ayni sartlar altinda (3.2) modelinde X vektorii i¢in BLUE tahmin edicidir.
3.3 En iyi Lineer Yansiz Tahmin Edicisi (BLUE) nin Ayrisimi

Bu kisimda (2.16) ve (2.17) deki ayrigimlari (2.10) ve (3.19) da verilen BLUE tahmin
edicilere genisletecegiz. Ilk olarak (2.10) ve (3.19) da verilen tahmin edicilerin baz1
temel 6zelliklerini verecegiz ve daha sonra da asagidaki iki ifade i¢in gerek ve yeter

sartlar ortaya koyacagiz:

(1) BLUE(XB) = BLUE, (X1 1) + BLUEs, (X, 8;) olacak sekilde BLUEq, (X1 1)

ve BLUEj,(X,B,) tahmin edicileri mevcuttur.
(1) Her BLUEj, (X181)ve BLUEj,(X,f,) tahmin edicisi igin
BLUE(XB) = BLUEj, (X181) + BLUEy, (X2P2)

esitligi gergeklenir. Son olarak (2.16) ve (2.17) ifadelerinin saglanmasi igin bir dizi
denklik verecegiz. (2.7) ve (2.8) ifadelerinde verilen Py ve BLUE(Xf) nin bazi

basit 6zellikleri asagida verilmistir.

Lemma 3.6 Py, ve BLUE; (Xp) ifadeleri (2.7) ve (2.8) deki gibi verilmis olsunlar.
Bu takdirde,

(a) PX||VX = X, PXIIVV Ex = 0, ve PXIIVV carpimi
PxwV = [X,0][X, VE,]"V (3.21)
olarak tek tiirlii yazilabilir.

(b) Pyyy tektir ancak ve ancak r[X,V] = ndir.
(¢) BLUE;(XPB) tahmin edicisi 1 olasilikla tektir eger M modeli tutarli ise.
(d) E[BLUEL(XB)]=XB ve

cov[BLUE»(XPB)] = [X,0][X,V E,]*V([X,0][X,V E,]")’,
r(cov[BLUE,(XB)]) = r(X) + r(V) — r[X, V] = dim[R(X)NR(V)]

dir (Tian, 2007).
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Ote yandan (2.7) nin yaninda, BLUE,;(XpB) tahmin edicisi bazi alternatif

formlarda da yazilabilir, 6rnegin,
BLUE(XB) = Pyy — PxVEy(ExVEx ) Exy ,
BLUE (XB) = y—VEx(ExVEx )" Exy
BLUE»(M) = X[X'(V + XTX)"X]"X'(V + XTX")"y,

dir, burada T matrisi R(V + XTX") = R[V, X] olacak sekilde bir simetrik matristir (bkz.
Albert (1973) ve Rao (1973)). Bu durumda Py , Px, v Ve P,y matris ifadeleri i¢in

asagidaki sonuglara ihtiya¢ duyulmaktatir ki bunlar yukaridaki lemmalardan kolayca

turetilebilir:

R([X; 0]) < R(X:.VX:]), i=1.2 (3.22)

Ex,Ex=Ex , i=1,2 (3.23)

R[X, VEx] = R[X,V], R[X;, VEx]= R[X;, V], i=1,2 (3.24)
VX,

Tr X, O = T'[VExl,Xz] + T(Xl) = T'[VEXZ, Xl] + r(Xz), (325)
| 412 |
VX,

"Iy o2 rlX, V] +r(Xy) + r(Xy) —r(X) = r[X,V], (3.26)
| 412 _
VX,

"Iy o >>r[X, V] +r[X,,V]—-r(V)=r[X,V. (3.27)
| 412 _

Asagidaki Lemma bize (3.19) da verilen iki tahmin edicinin 6zelliklerini vermektedir.

Lemma 3.7 BLUE, (X11) ve BLUE,(X,f,) tahmin edicileri (3.19) verildikleri
gibi olsunlar. Bu takdirde,

(@) [Xi, 0] ve [X;, VEy,] matrisleri igin

[X:, 0 ][X;, VEx, ]T[X;, VEx,] =[X;, 0] ,i=1,2, (3.28)
ve (3.19) da verilen iki Py, ve P,y matrisi igin

Py, ivX;=X; ve Py, v V=[X;,0][X;,VEy, 1"V ,i=1.2 (3.29)
esitlikleri saglanir.

(b) Py, matrisi tektir ancak ve ancak r[X;, V] =n,i=1.2,..., dir.
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(¢) BLUE,(X;B;) 1 olasilikla tektir ancak ve ancak R[X;, V] = R[X, V], i=1,2,..., dir.
(d) BLUE ¢, (X151) Ve BLUE}, (X, f,) tahmin edicileri ile bu tahmin edicilerin
toplaminin beklenen degerleri
E[BLUE, (X181)]17X1B1+Px, 15 X282 , (3.30)
E[BLUE, (X282)1=Px, 5 X161+ X2 (3.31)
E[BLUE, (X181)] + E[BLUE),(X282)] = XB+ [Px,iv X1 + Px,vX218  (3.32)
seklindedir.

(e) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) Px,vX2 =0 olacak sekilde bir Py, matrisi mevcuttur.
(ii) Py,vX1 =0 olacak sekilde bir Py, matrisi mevcuttur.

(i) r[;(/z )(()1] — r[X, V] dir.

Bu durumda, BLUE, (X161), BLUE,(X2;) Ve BLUEy, (X151) + BLUEy, (X2f5;)

tahmin edicileri (3.2) de verilen X,; , X, 5, ve XB i¢in sirastyla yansiz olacak sekilde
BLUEy¢, (X1 B1) Ve BLUE, (X,8,) mevcuttur.

(f) BLUE,(X;B;) nin kovaryans matrisi
cov[BLUE, (XiBD)] = [X5, O1[Xy, Ex, ¥V ([X;, 0 1[X;, Ex, ]’ (3.33)
seklindedir, burada r(cov[BLUE (X;8;)] = r(X;) +r (V) —r [X;, V], i=1,2.. dir.
(9) BLUE),(X151) Ve BLUEj,(X,f,) arasindaki kovaryans matrisi
COV[BLUEy, (X1B1), BLUE ), (X2f,)]
= [Xi, 010X, Ex,] + V([X2, 0][Xy, Ex, ]’ (3:34)
seklindedir, burada

r(cov[BLUE;, (X181), BLUE;, (X252)])

—r [)‘(/2 )81] (V) =X, V] = r[Xy, V] (3.35)

dir. Ayrica herhangi iki BLUE¢, (X151) Ve BLUE)¢, (X2f,) tahmin edicisinin iliskisiz

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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r [)‘(/2 )(()1] = PV, X, + 7V, X,]-1(V), (3.36)

veya buna denk olarak, r(Ex,VEy,) = r(Ex,V) 4+ r(VEx,) — r(V) olmasidir. Ozel
olarak

[V X,

Iy, 0] — r[X.V] (3.37)

ise bu takdirde BLUE ¢, (X181) Ve BLUE,,(X,f,) tahmin edicileri mevcut olup hem
iligkisizdirler hem de (3.2) altinda X, 8; ve X5, i¢in yansizdirlar (Tian, 2007).

Ispat: (a) da Py,1x V& Px,y hakkindaki sonuglar Lemma 3.6(a) dan kolaylikla
gortilebilir. (b) deki sonuglar ise E[Xi»ZEXi] =0, i = 1,2 katsayilar matrisinden
tiiretilebilir. (3.19) un sonucu olarak BLUEj,,(X;B;) tahmin edicisinin 1 olasilikla tek
tiirlii olmasi, yani her y € [X, V] igin Py ;yy nin tek tiirlii olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
E[Xi:ZEXi][X ,V1=0,i=1.2,
esitliginin saglanmasidir. Bu ise (3.19) a gore
r[X, V]=r[X, V] i=12,

olmasi demektir. Ayrica R[X;, V 1€ R[X, V], i = 1,2 oldugundan bu esitlik (c) de
istenildigi gibi R[X;, V ]= R[X, V], i = 1,2 esitligine denktir. (a) varsayimi altinda

E[BLUE, (X1$1)] = Px,iv [X1, X231 B = X151 +Px, v X2PB2,
E[BLUEMZ (X2B2) 1= PX2||V[X1:X2] B = Px,iv X1B1 + X322,
yazilabilir ki bunlar (3.30), (3.31) ve (3.32) nin saglandigin1 gosterir. Ote yandan

Py,iv X2 = [ X1, O][ X1, VEx, [T X, + UlE[Xi,ZEXi]XZ
Py,iv X1 =[X,01[X, ,VEx, |" X, + Uz2E[x,vEy,] X1
oldugundan (3.22) kullanarak elementer satir islemleriyle,

min T(lellvxz)
Pxjiy

= rgjm”([xb 0] [X1, VEx,] + X U1 Ex, ey, X3)
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[[X1,0] [ X1, VEX] + X,

=f E[Xi,VEx.] XZ —r (E[Xi'VEXi] XZ )
[ [X1,0][ X1, VEx,] +X; 0

=r ' —r[X,,VEyx ,X
- XZ [Xll VEXi] [ 1 Xi 2]

[0 - [le 0 ]
X, Xy, VEx,] ] Srixvl

=r(Xy)+r[Xs Ex, ]-1[XV]
:r[;{/é )él]—r[X,V]

oldugu goriiliir. Simetriklikten dolay1

[VX

X, 01] -1 [X, V]

min r(Py,yX1) =T
Pxaix

yazilabilir. (€) de verilen i¢ ifadenin denkligi bu esitliklerden goriilebilir. (f) deki
sonuglar ise Lemma 3.6(d) den elde edilir. Ayrica (3.21) ve (3.29) esitliklerinden
(3.34) de istenildigi gibi

cov{[BLUEj, (X1B1), BLUE, (X22)}= Px vV
= [X1,0][X1,VEx,] + V([X;, 0] [X2,VEx, |7)

oldugu goriiliir. Ote yandan R([X;, VEy,]') € R(V") ve R(V) € R[X;, VEy,], i=12

oldugunu belirtelim. Bu durumda elementer islemler kullanilirsa
T([Xl, 0][X1 ) VEXi]+ V([XZI O][XZ ' VEX2]+),

V X, VEy, 0
=r| Xy 0 0 X3|-r[X;,VEx,]-r[Xs, VEy,]
ExV 0 0 0

2

vV 0 0 0
=T 0 0 0 Xé -r[Xl'V]-r[XZ’V]
0 0 —Ey,VEy, 0

=1(Ex,VEx, ) +1 (X)) +r (X)) +r (V) —r [Xy,V]-r[X;, V]

:r[;‘,/é )gl]+r(V)r[X1,V]r[X2,V]
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elde dilir ki bu da (3.35) in saglandigini gosterir. Boylece eger (3.37) saglanirsa, bu
takdirde BLUEj, (X1B81) Ve BLUEj,(X,f,) tahminleri mevcut olup sirasiyla X; 34

ve X, 3, i¢in yansizdirlar. Ayrica eger (3.37) saglanirsa, bu takdirde (3.36) da saglanir

ve dolayisiyla (i) de istenildigi gibi BLUEj, (X181) Ve BLUEj,(X2f;) tahmin

edicileri iliskisizdirler.

Teorem 3.3 BLUE;(XB), BLUE ), (X151) Ve BLUE, (X, ;) ifadeleri (2.5) ve (3.12)

da verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(a) Oyle BLUEj,(X181) ve BLUEy,(X,f,) tahmin edicileri mevcuttur ki
BLUE(XB)= BLUE, (X151) + BLUE, (X2/8;) (3.38)

esitligi 1 olasilikla saglanir.

(b) Pxyy = Px, v + Px,v olacak sekilde Py, , Py, v Ve Px,;y mevcuttur.
vox |
©r|g o= vIvero0 =r ) +r () dir
2

Bu durumda, BLUE s, (X151) Ve BLUE,(X,,) tahmin edicileri
E[BLUE,(X:B)]= Xifi, 1=1,2 (3.39)
cov[BLUE;, (X1 B1), BLUE»g, (X28,)] = 0, (3.40)

cov[BLUE(XB) = cov[BLUE, (X1 81)]+cov[BLUE), (X2f55)] (3.41)

esitliklerini saglar (Tian, 2007).

Ispat: Oncelikle (b) ve (c) siklarmin denkligini gdsterelim. Bu durumda kolayca

goriiliir ki (b) deki esitligin saglanmast i¢in gerek ve yeter

(Pxwv + Pxyiv )IX, VEx] = [X, 0]

olacak sekilde Py, Ve Py, nun mevcut olmasidir. Bu durumda Py, Ve Px,v
degerlerini bu esitlikte yerlerine yazarsak

Elx, VEx,] [ X, VEx]

[U., U]
v E[x, vEy,] [X, VEy]

=G

matris denklemi elde edilir, burada
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G =[X 0]-[Xy,0][ X1, VEx J+[ X1, VEx] — [ X2, 0] [X2, VEx, ]+ [X, VEK]
dir. Lemma 3.4 e gore boyle U; ve U, nin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart

G

E X,VE
r E[Xl ,VExi][X' VExl | =y E[Xl vEx) [X VExi
E[ X, ,VEXZ][X' VEy] [X2 VEx,] , VEx
olmasidir. Buradan gerekli diizenleme yapilirsa
G
r E[X1 :VEXi] [X,VEx]
E[XZ 'VEXZ][X’ VEX]
G 0 0
=r|[[X,VEx] [X1,VEx,] 0 -1 [Xy,VEx] 1 [ X, VEy,]
X, VEy] 0 [X,,VEx,],
[X, 0] [ X1, 0] [ X2, 0]
=r|[X,VEx] [X1,VEx,] 0 -r[ X, V]-r[X;,V]
[ X,VEx] 0 [X;,VEx,]]
X 0 0 0 0 0
=r(0 0 0 E, —X 0 r[ X, V]-r[ Xy, V]
0 0 - X1 0 0 VEy,

=r (X) +r[VEx, , Xo] +r [VEx,, X] -1 [X1,V] -1 [ X3, V]

Ve

E[ X, :VEXi] [ X, VEx]

.
Erx, vey,) [X VEx]

[X,VEx] [X:,VEy] 0]
=r ‘ -r[X,,VEyx.]-r[X,,VE
l[XlVEX] 0 E[XZ,VEXZ] [ 1 Xl] [ 2 XZ]

XV X,V 0

0
=r X V 0 0 XZ V]' r[Xl 'V]' r[XZ :V]

=2r[X,V]-r[X,,V]-r[X,,V]

elde edilir. Bu iki rank esitligi yukarida yerlerine yazilirsa
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or [)‘(/2 )(()1] S 20X, V] + 1 (X,) + 1 (X,) - (X)

oldugu goriiliir ki bu esitlik alternatif olarak

(r )I(/é )81 —r[X,V])+(r )I(/é )81 —r[X,V] - r(X;) — r(X,) + r(X))ZO

seklinde de yazilabilir. Bu durumda bu esitligin sol tarafindaki iki terimin nonnegatif
oldugu kolayca goriilebilir. Dolayistyla () deki rank esitligi elde edilmis olur.

Ote yandan kolayca goriilebilir ki (3.38) esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
hery € R[X, V] i¢in

BLUE ¢ (XB) - BLUE, (X11) - BLUE,(X22) = (Pxyv - Px,yv - Px,iv)y =0
olmasidir. Bu ise Tanim 3.1 e gore
(Pxiv - Py, iv- PX2||V)[X: V]=(Pxyv - Pxwv - Px,iv X1, X2, V]=0 (3.42)
olmasina denktir. Bu nedenledir ki
Py X1 =Py v X1=X1 ve Py Xy =Px v = X3
yazilabilir. Dolayisiyla (3.42) esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
Py,iv X1 =0, Py, 5z X2 =0 Ve Pyyy V - Py 'V - Px,vV =0 (3.43)

olacak sekilde Pxyy, Px, Ve Px,y izdiisiimlerinin mevcut olmasidir. Buradaki ilk iki

esitlik (c) deki ilk rank esitligine denktir. Benzer sekilde

(Pxyv — Pxiv — Pe,in)V

[X, 0][X, VEX]+V - [X11 O] [Xli VEX1]+ V- [XZ’O] [XZ'VEX2]+V

[X, VEy] 0 0 v
:[[X, O]! [Xl 10]’ [XZ!O]] 0 _[Xl' VEX] 0 +V
0 0 —[X, VE, 1| lv

oldugu gosterilebilir. Ote yandan

[X,VEx] 0 0
t=r 0 - [Xl, VEx] O
0 0 —[X;,VEy,]

=r[X,V]+r[X,V]+r[X,,V]
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alalim. Bu durumda gerekli hesaplamalar yapilarak

r(PxivV — Px,vV — Px,ivV)

—[X,VEx] 0 0 \%
= 0 [X,,VEx] © Vo-t
0 0 [X, VEx, | V
0 —VE, X;, 0 X, 0 1%
=rlo0 0 X, VE, 0 0 V|-t
0 0 0 0 X, VEy, 14

=r[VEy, , X;] +r [VEx,, X; 1 +1r (V) +r(X)-t
= or [;2 o] 00 - r0r) - ) -t

oldugu goriiliir. Bu rank formiilii gosterir ki (3.43) deki {iglincii esitligin saglanmasi

icin gerek ve yeter

or [}‘(’ )gl]:r[le]+r[X1,V]+r[X2,V]+r(X1)+r(X2)—r(V)—r(X)
2

olmasidir. Bu esitligi (c) deki ilk rank esitligiyle birlestirerek

(r[X,V 1+ X, VI +rlX, V= r(V)) + (r(Xy) + r(X3) - r(X))=0
elde edilir ki bu ise

r[X,V]=r[Xy,V]+r[X;,V]-r (V) ve r(X) =r (X1) +r (X3)
olmasina denktir. Bu esitlikleri (c) deki birinci esitlikle birlestirirsek (a) ve (c)
ifadelerinin denk oldugu elde edilir.
Teorem 3.4 BLUE(Xf), BLUE, (X11) ve BLUE)¢,(X,p,) ifadeleri (2.5) ve (3.12)
da verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) Herhangi bir BLUE ¢, (X151) + BLUE,(X,,) toplami 1 olasilikla M modeli
altinda X nin BLUE tahmin edicisidir.

(b) BLUEj, (X1B1) Ve BLUE,(X2p,) tahmin edicileri 1 olasilikla tektirler ve
bunlarin toplami da 1 olasilikla M altinda X8 nin BLUE tahmin edicisidir.

© {Pxw * Prv} S{Pxyv} dir.
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@ r [)‘; )(()1] —rV) ve r(X) =1 (X,) +r (X,) dir.
2
() RX) SRV, X, V+X, = 0ve R(X,)N R(X,) = {0} dir (Tian, 2007).

Ispat: Oncelikle (c) ve (d) nin denkligini gosterelim. Bu durumda (c) deki igerme
bagintisinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

[X,VEx]
[X,VEx]

X1 VEx;]

E;
[U1’ UZ] lE[

X, VEx,]

esitliginin herhangi U; ve U, i¢in saglanmasidir ki bu da asagidaki ii¢ esitlige denktir:
Etx, vy, 11X VEx] =0, Epx,vi, 1[X, VEx] =0,G =0

Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

r(G) = r([X, 0], [Xy, O][Xy, VEx, ]+ [X, VEX] - [X5, 0] [Xy, VEx, ]+ [X, VEx])

[X1,VEx, ] 0 [X,VEx]]
=r 0 [X,,VEx,] [X,VEx]| -r[X;,V]-r[X,,V]
[Xl'o] [XZ ,O] [X,O] |
0 Ey, —-X, 0 0 0
=r|-X, 0 0 Ey, 0 O0|-r[X;,V]-r[X,V]
0 0 0 0 X o

=r[VEx,, X, ] +r[VEx,, X; 1 +1r (X)—r[Xy, V] -1 [X3, V]

V
—Zr[Xé
[V
X3

_<[V X1
"lx; o

elde edilir. Bu son ifadedeki iki ifade de nonnegatiftir. Bu nedenle

00D VI V1 () - ()

—2r }f)l] —2r[X, V] =1 (X)) — 1 (X,) + 1(X)

VoX,

—-r[X,V] )+<r x, 0]~ r[X,V]—-r(X)-r(X,) + r(X))

VoX,

"y ol= r[X,V] ve r(X) =r(X;) +r(Xy)

esitlikleri yazilabilir. Bu ifadeler (3.37) ile birlestirilirse r[X, V] = r(V) esitligi elde
edilir. Bu nedenle (d) sikki saglanmis olur. (d) ve (e) nin denkligi ise (3.22) den
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tiiretilebilir. Tanim 3.1 den ve Py, V , Py vV ve Py, V ifadelerinin tekliginden (a)

daki durumun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

max min
Pyw Pyyy "L Pxv —Prav = Peun)[X, V1) (3.44)
max
= PX1IIV Px v r[_PlelVXL - PX1||VX2, PX"VV - PX1IIVV — PX2||VV]
=0

olmasidir. Bu ise asagidaki ii¢ esitlige denktir:

max max
r(PPXZIIV Xl) = 01 PP r(PX1||VX2 ) = 0’ PX“VV - PX1||VV - PXz"VV =0

Py, v X411V

Bu durumda buradaki ilk iki esitlik sirastyla
[X2,01[X2, VEx,| + X1 =0, Ejx,, vey,1 X1 =0,
[X1.01[X, VEx, ] + X2 =0,  Epx, vee X2 =0
esitliklerine denktir.
Farz edelim ki V pozitif definit olsun. Bu takdirde asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.2 Eger V pozitif definit ise bu takdirde (2.5) ve (3.12) ifadelerinde verilen
BLUE(XpB), BLUEy, (X181) Ve BLUEj,(X;p,) tahmin edicileri tek tiirlii olup
asagidaki ifadeler denktir (Tian, 2007):

(@) BLUEy(XB) = BLUEj,(X1B1)* BLUEy, (X22)

(b) Pxyv = Pxov + Pxyiv

() XiV~1X,=0

(d) E[BLUEx,(X:B:)] = XiBi, i=12...

(6) COV[BLUEj, (X1B1) + BLUE,(X2B2)] =0

(f) cov[BLUE (Xp)] = CoV[BLUEj, (X181)] + COV[BLUE, (X2 f2)]-

Lemma 3.8 (3.2) modelinde V pozitif definit ve r(X) = p oldugunu varsayalim ve

T,=[Ip,, 0] ve T, =0, I,,,] olsun. Bu takdirde,

(@) M altinda B ve Xf nin tek BLUE tahmin edicisi (3.11) deki gibidir, burada
COV[BLUE(B)]=(XV~1X)" 1, (3.45)
COV[BLUE,;(XB)] = X(X'V~1X) 1x’ (3.46)
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dir.
(b) M altinda B4 ve B, nintek BLUE tahmin edicisi

BLUE,;(B) = T;(XV ~1X)~1X'V-1ly, i = 1,2. (3.47)
dir, burada

BLUEM(ﬁF[nggﬁgB ’

E[BLUE)(B)] = Bi, i=12
cov[BLUE,(B)] =T;(X'VIX)™IT/, i =1,2
COV{BLUE (B1),BLUE (B)}=T1(X'V 1 X) ' T,
r(Cov{BLUEx (B1),BLUEx (B2)})=r(X,'V™1X,)
seklindedir.
(c) M altinda X;p; ve X,f, nin BLUE tahmin edicisi

BLUE(X;B;) = X;T;,(X'V™ X)X V-1y, i = 1,2 (3.48)
seklindedir, burada
BLUE(X1B1)+BLUE)(X2f;) = BLUE»(XB),
E[BLUE) (X:8))] = Xi:, 1=1,2,
COV[BLUE(Xif)] = (X, T)(X' VI X)THXTY)', =12,
COV{BLUE¢(X11), BLUE»(X252)} = (X1 T1 )(X' V™' X)X, T2)'
r(Cov{BLUE(X151), BLUEx(X22)}) = r(X1V™'X,)
dir (Tian, 2007).
Sonug 3.3 BLUE)(8), BLUE(XB), BLUE,,(B;) Ve BLUE:(X;8;), i=1,2 tahmin
edicileri yukarida verildikleri gibi olsunlar. BLUE,(B;) ve BLUE,(X;B;)
BLUE»(B) = (X] V71X) 71X V7ly, i = 1,2, (3.49)

BLUE», (X;B) = X, (X} V71X)1X! v7ly, i = 1,2, (3.50)
i l 1

olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir (Tian, 2007):

BLUEy, (B1)
BLUE), (ﬁz)l ’

(b) BLUE»(XB) = BLUEx;, (X11) + BLUE, (X38,) -
() BLUEx (X;Bi) = BLUE (XiB:),i = 1,2,

(@) BLUEN(B) = I
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(d) E[BLUEM,(B)]=B:i i =12
() E[BLUEy,(XiB)]=XiBi ,i=12.
(f) cov{BLUE(B1), BLUE)(B2)}=0
(9) cov{BLUE»;(X1$1), BLUE»(X;58,)}=0
(h) cov{BLUE, (B1), BLUE,(B2)} =0
(1) Cov{BLUEMl(Xl,Bl), BLUEjy,, (X,B2)} =0
() cov[BLUE(XB)] = cov[BLUE;, (X151)] + cov[BLUEj,(X28,)].
(K) Pxyv = Py,iv + Py -
() x;v-1ix,=0.
Ispat: Bu durumda (b), (e), (i), (i), (k) ve (I) siklarmin denkligi direkt olarak

goriilebilir. Ayrica
BLUE(XB) = XBLUE:(B),
BLUE» (Xif;) = XiBLUE)(B:), i = 1,2,
BLUE,(Xif:) = XiBLUE,(B:), i = 1,2,

BLUE
lBLUE ;@;((ﬁﬁ:)) l = BLUEq, (X, 1) + BLUEyg, (X,8,),
COV{BLUE (X1$1), BLUEy (X2B2)}=X1cOV{BLUE(B1), BLUE (82)}X3,
COV{BLUEj, (X181), BLUE ), (X282)}=X1cOV{BLUEy, (1), BLUEy, (B2)}X5,

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler altinda (a) daki esitligin her iki tarafi X ile soldan

carpilarak

BLUEj, (B1)

BLUE(XB) = XBLUE) (B) = X lBLUEM (B2)

= BLUEj, (X181)+ BLUE ), (X23;)
elde edilir ki bu da (b) nin ta kendisidir. Ayrica

X*t=(X'X)1X’

oldugunu belirtelim. (b) deki esitligin her iki tarafi X ile soldan garpilarak (a) elde
edilir. (a) ve (c) nin denkligi ise direkt olarak goriilebilir. Benzer sekilde (d) ve (e)
yukaridaki esitliklerden elde edilir. (f), (g), (h) ve (i) nin denkligi (3.27) ve (3.35)
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bagintilart ve yukaridaki esitliklerden elde edilir ve bdylece de sonucun ispati

tamamlanmis olur.

3.4. Par¢ali Singiiler Lineer Modellerde OLSE nin Etkinligi

Bu kisimda bir 6nceki kisimda verilen
y = X1 B1tX,B,+¢, E(e)=0, Cov(e) =V, (3.51)

pargali lineer modeli yeniden ele alinacaktir, burada X; € R™P1 ve X, € R™*P2 keyfi
rankl1 iki bilinenler matrisi, y € R™ ! gozlenebilir bir rasgele vektor, f; € RP1*1 ve
B, € RP2*1 iki bilinmeyen parametreler vektorii, V € R™ " bilinen keyfi rankl1 non-
negatif definit matristir. Eger V matrisi singiiler bir matris ise modele bir singiiler

lineer model ad1 verilir. Burada daha 6nce ifade edildigi gibi X = (X;,X,) ve
Pi=Py, ,M=1-P,i=12 H=Py, M=1—H (3.52)
gosterimlerini kullanacagiz. Bu durumda (3.51) modeli (3.2) de oldugu gibi kisaca
Mz ={y, X151 + X2, V} (3.53)

seklinde gosterilebilir. Ote yandan

My = {y, X181, V} (3.54)
M1 = {Myy, M1 X2, M,V M, } (3.55)
My = {Hy, X151, HVH} (3.56)
M = {y, M1 X0, V} (3.57)

modellerini de tanimlayalim. Bu durumda daha 6nce de ifade edildigi gibi X matrisi
tam siitun rankli ve V matrisi pozitif tanimli oldugunda § parametre vektoriiniin M ,
tam modeli altinda tahmin edilebilir ve alisilmis en kiigiik tareler ve en iyi lineer yansiz

tahmin edicileri sirasiyla
OLSE(B) = f = (X'X)"'X'y ve BLUE(B) = f = (X'V'X)"'X'V-1ly (3.58)

seklinde yazilabilir. Bu durumda bu tahmin edicilerin kovaryans matrisleri sirasiyla

cov(B) = (X'X)"X'VX(X'X)™" ve cov(B) = X'V IX)! (3.59)
olacagindan
X' X)) XVXX'X) ™ = X'V X)L >0 (3.60)
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Lowner siralamast elde edilir. Boylece Tanim 2.8 de verildigi gibi OLSE ve BLUE

arasindaki Watson etkinligi

_ 5\ _ leov(B)| _ |x'x|°
P12 = eff(ﬁ) T eov(B)| T IX'VXIIX'V-1x| (3.61)

olarak ifade edilebilir. Bu etkinlige toplam Watson etkinligi ad1 verilir.

Bu kisimda yukarida verilen ¢, toplam Watson etkinliginin ilging yeni bir
ayisim1 verilecektir. Ayrica M, tam modeli altinda § nin B, alt vektdriiniin Watson
etkinligi 6zel olarak ele alinacaktir. M, tam modeli, M, ; doniistiiriilmiis modeli M,
modeli arasindaki arasindaki iliskiler incelenerek ¢, toplam Watson etkinliginin £,
alt vektoriiniin Watson etkinligine esit olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar ortaya

konulacaktir.

X katsay1 matrisi ve V kovaryans matrisi keyfi rankli oldugunda (3.52) de
verilen modelin tutarli olmasi varsayimi altinda BLUE (Xf) tahmini ve kovaryans
matrisinin genel gosteriminin

BLUE(XB) = Hy — HYM(MVM)~My
=X(X'W X)) XW~y (3.62)
ve
cov(BLUE(Xﬁ)) = HVH — HVYM(MVM)~MVH
=XX'WX)"X' - XUX' (3.63)

seklinde oldugunu hatirlayalim. Burada W =V + XUX' ve U ise R(W) = R(X,V)
olacak sekilde keyfi bir matris olup U nun bir se¢iminin U = I oldugu agiktir.

X katsayr matrisi tam siitun rankli oldugunda BLUE(B) = f nin kovaryans
matrisinin genel ifadesi § = OLSE(B) ve Z de R(WZ) = R(X)* olacak sekilde bir

matris olmak lizere

cov(B) = X'X)HX'VX — X'VZ(Z'VZ)~Z'VX](X'X)™?
= (X'X)"HX'VX = X'VMMVM)"M'VX](X'X)™"
=cov(B) — (X'X)X'VZ(Z'VZ)"Z'VX(X'X)™? (3.64)

seklinde olacaktir. Bu durumda toplam Watson etkinligi i¢in
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|x'x|* n_4hitn—ita
= > i __“in-ir?
P12 I X'vx||x'v-ix| — Hl:l A+ Ap—ir1)? (365)

Bloomfield-Watson-Knott (BWK) esitsizligi ger¢eklenir, burada m = min(p, n — p)
olupA; = A, = -+ = 4,, ise V matrisinin pozitif 6zdegerleridir.

A nonsingiiler bir matris olmak tizere eger X yerine XA alinirsa Watson
etkinliginin degismeyecegini ifade edebiliriz. Bu nedenle ¢, Watson etkinligi R(X)
stitun uzaymin bir fonksiyonu olacaktir, 6rnegin R(X) i¢in bir ortonormal taban
secilebilir. Bu durumda (3.65) de verilen BWK esitsizligi

2
) . X'x AN Ay _;
min ¢, = min ————— | ,| — = [, —
X x'x=11X"vX||X'V-1X| Ai+An—it1)

(3.66)

olacaktir.

Watson etkinligi ile ilgili yukarida verilen formiillerde V kovaryans matrisinin
pozitif olmasi gereklidir. Bununla beraber bu formiiller V kovaryans matrisinin

singiiler oldugu ancak
RX) c R(V) (3.67)

icerme bagimtisinin saglandig1 duruma kolaylikla genellestirilebilir. Boyle bir modele

zayif singiiler model ad1 verilir. Bu model altinda BLUE () ve onun kovaryans matrisi

BLUE(B) = = (X'V*X)'X'Vty, (3.68)
cov(f) = (X'Vx)~! (3.69a)
= (X'X)X'VX — X'VM(MVM)~M'VX](X'X)™! (3.69b)
= X*[V —VM(MVM)"M'VX]|X* (3.69c)

olacaktir. Boylece bir zayif singiiler modelde Watson etkinligi

__ lxp
¢12 - IX'VX||X'V*X| (3703.)
olarak yazilabilir. Ote yandan (3.67) icermesi saglanmadiginda (3.64) e gre
_eov(B)| _ |x'vx-x'vz(z'vz) z'vX|
¢12 - |OV(E)| - |X’VX| (370b)
=L, —=X'VZ(Z'VZ)"Z'VX(X'VX)™!| (3.70c)
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seklindedir, burada § = OLSE(B) olup Z matrisi R(Z) = R(M) olacak sekilde bir
matristir. (3.71a) in tanimli olmasi icin |X'VX|# 0 yani R(X) nRV)* = {0}
olmalidir. Diger yandan r(cov(f)) = dim (R(X) n R(V)1) oldugundan |X'VX| # 0
oldugunda modelin zayif singiiler olmamasi halinde (3.71a) ile tanimlanan Watson

etkinligi sifir olacaktir.

3.5 Parcali Modelde Watson Etkinliginin Ayrisimi

Bu kisimda f3, alt parameter vekorii icin Watson etkinliginin belirlenmesini ele
alalinacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle 8, alt parametre vekoriiniin My ,, M., ve M,
modelleri altinda alisilmig en kiigiik kareler tahin edicilerinin ¢akigacagini belirtelim.

Yani tahmin edilebilirlik sartlar1 altinda

B2 (M) = Br(M1z1) = Bo(M,) = (X3MiX,) ' X;3Myy (3.71)
olacaktir. Ote yandan B, alt parametre vekoriiniin M, My, ; Ve M, modelleri altinda
en iyi lineer yansiz tahin edicileri f, i¢in genel durumu gézoniine alaim. Ik olarak
R(X,) NR(X,) = {0} esitliginin saglandigimi kabul edelim ki bu £, nin M;, tam
modeli altinda tahmin edilebilir olmasi1 demektir. Bu durumda Lemma 2.2 uygulanirsa

X, matrisi tam siitun rankli olmak sartiyla M, tam modeli altinda

BLUEM12 (B2) = Ez (M2)

= (X3M X5) 1 X3M,y

= (XM X;) "' X; M,y (3.72)
olacaktir, burada
Ml = Ml(M1VM1)_M1 (372&)
ve
Ml = PVM1PV = Ple(M1VM1)_M1PV (372b)

dir. Ote yandan R(X,) < R(V) alinirsa bu takdirde
R(MX,) € R(M,V) = R(M,VM,)

yazilabilir ve dolayistyla M, doniistiiriilmiis modeli de bir zayif singiiler lineer

model olacaktir. Dolayisiyla da
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EZ(MIZ.l) = [XéM1(M1VM1)_M1X2]_lxéMl(M1VM1)_M1y
= (XsM; X,) "1 X3Myy (3.73)

olacaktir ki bu da M, modeli altinda S, parametresinin en iyi lineer yansiz tahmin
edicisidir, yani

Bz (My24) = Ez(Mlz) (3.74)
elde edilir.

Son olarak M, modeli altinda altinda f3, parametresinin en iyi lincer yansiz
tahmin edicisinin M, ve Mj,.1 modelleri altinda [, parametresinin en iyi lineer
yansiz tahmin edicileri ile ¢akismayacagini belirtelim. Bunu gostermek icin
R(M,X,) c R(V) oldugunu varsayalim. Bu durum 6rnegin R(X) < R(V) oldugunda
saglanir. Bu nedenle

B (M) = [XoM V™M, X, XMLV Ty (3.75)

elde edilir. Boylece (3.72) ve (3.73) esitliklerinde verilen tahmin ediciler i¢in

cov (32(]‘/[12)) = cov (BZ(M12.1)) = cov (ﬁZ(Mr))

= (X3M1X2) T X3M VM X5 (XM X) ™, (3.76)
cov (ﬁz(Mu)) = cov (EZ(M12.1)) = (XM, X;) ™1, (3.77)
cov (B (M) )=(X5MyV* M, X,) ™" (3.78)

yazilabilir. Bu durumda
cov (Bo(Mi1)) = (XpMyXp) ™t = [XpMy (MyV M) My X,] 7!
= X3 [VF = VX XV X)XV X))
= (XGMVHV = Xy (X{V X)XV M X)) ™ (3.79)

elde edilir. Buradan zayif singiiler model altinda Watson etkinlikler igin

cov(B !

B 5 _cov(BOor))  |x'x|?

bz = eff (fON)) = 250 = v (3.80)
_ o

eff (B, (M) = coo(P06) |y (3.81)

COU( z(M1z)) XMV M X[ XM X |
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yazilabilir. Buradan

¢2/12: = eff(Bz(Mu)) = eff (/?2 (M12.1)) (3.82)
oldugu asikardir. Ayrica M; = {y,X,£;,V} modeli altinda
o = eff(B e )) _ cov(B(m))
1. — —_ = = N
1 ! ! 007(51(M1))
— |X{X1|2 (3 83)
| X1V X1 || X1V Xq| '
olacaktir. Son olarak M, modeli altinda £, nin Watson etkinliginin
e o)
bri= eff(f2000) = 5
(XzM1X5)? (3.84)

- | X3 M1V My Xo||XgM1V T My X, |

oldugunu ifade edebiliriz. Bu durumda toplam Watson etkinliginin ayrigimu ile ilgili

olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.5 Yukarida verilen notasyonlar altinda

12 = P1/1-P2/12- 21 (3.85)

esitligi saglanir, burada

|X; M VM X,
= >
TR AT A e (3.86)

dir, a; ¢arpanina modele iligkin etkinlik ¢arpani adi verilir. Bu durumda (3.86) de
verilen esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul X,'M;VX; = 0 esitliginin
saglanmasidir (Chu ve Ark. (2004)).

Ispat. Bu durumda X = (X;,X,;) oldugundan parcali matrislerde determinantin

ozellikleri kullanilirsa
1X'X| = |X{X1||X£M1X2| (3.87)
IX'VX] = X;VX |1 X5[V — VX1(X{VX1)_1X{V]X2|
= |X1VX | Xy My (M VM, )™M Xo | (3.88)

ve
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IX'VEX] = |X{VEX X[V = VX (X VX)) T XV )X
= X1V X, |1X; My (M1V M)~ My X, | (3.89)
esitlikleri yazilabilir. Bu ifadeler (3.70a) esitliginde yerlerine yazilirsa

_ | X1 X, |2 | XMy X, |?
| X1 VX | XgMy (M VM)~ M X, | |X( VX || XMy (M VM) ™M X,

¢12

__ Ixxf |X5M1 %, | |X5MyV M X, |
| XV X1 || X1V X | | XaM VM X || Xg My X | |XoMy (MyV*My)~ My X |

(3.90)

oldugu elde edilir. Bu ise (3.85) ifadesinin saglandigin1 gosterir. Ote yandan a; > 1

oldugunu gostermek icin yukarida verilenler dikkate alinirsa

_ | X5 M1V My X,
|X3My (MV*M1)~ My X,

241

_ |X3M1 VM1 X,|
T |XAM VM Xy —XIM VX (XLVX,)TIXIVM, X,

| —_
yazilabilir. Buarada esitlik halinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart X,;M;VX; =0
olmasidir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 3.4 Yukaridaki verilenler 15181 altinda asagidaki durumlar saglanir (Chu ve Ark.
(2004)):

. MiV=VM;, & ¢y =1

. M{VM = MVM; & ¢y/1, =1
ii. VM =MV & ¢y, =1

IV. Py, x,V =MPy, x, © ¢ = 1.

Sonuc 3.5 Yukaridaki verilenler 15181 altinda eger X matrisi tam siitun rankli ise 3, S,

f3, tahminlerinin ¢ Watson etkinlikleri arasinda
b1z = mak5{¢1/1-¢2/12; ¢1/12-¢2/2}
esitsizligi saglanir. Ayrica

P12 = P1/1-P2/12 = P1/12- P22 © X1y ve X3 M,y iliskisizdir
ve
12 = P1/12- P22 = P1/1- P2/12 © X3y ve X{ M,y iliskisizdir.
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durumlari s6z konusudur (Chu ve Ark. (2004)):

Ornek 3.1 Yukaridaki sonuglar1 gérmek igin

1 0 1 po O
X1, X2)={0 1|veV=(p1 1 p;
0 0 0 p, 1
alalim. Bu takdirde V nin pozitif definit olmasi igin gerek ve yeter sart p? + p2 < 1

olmasidir. V matrisi siingiiler oldugunda bu modelin zayif singiiler olamayacagi

kolayca goriilebilir. Teorem 3.5 e gore ¢, = ¢1/1- $P2/12- @1 yazilabilir. Bu nedenle

12 = eff(fé(]‘/ﬁz)) = ﬂ,

1-p%

¢1/1 = eff(ﬁ1(M1)) = ﬂ,

1-p3
_ A _ 2
b2/12 = eff(ﬁz(]‘/[u)) =1-p7,

olup buradan da etkinlik ¢arpaninin

a0 = |X3M1V M X,| 1
L7 |xsMy(M VM)~ M X, T 1-p2

seklinde olacagi ve dolayisiyla (3.85) esitliginin

1-p3-p3 — 1-pf-p3 (1 _ pZ) 1
1-p? 1-p3 27" 1-p2

seklinde saglandig1 goriiliir.

Simdi de M. = {y, M;X,,,V} modeline bakalim. Bu durumda (3.79) esitligi

dikkate alinirsa asagidaki sonuglar verilebilir:

Sonu¢ 3.6 X tam siitun rankli ve V muhtemelen singiiler olmak iizere M, zayif

singiiler pargal1 lineer modeli verilmis olsun. Bu takdirde
i. X;M,V*X, =0,
. ﬁz(Mu) = ﬁr(Mu),
iii-§b2/12 = ¢y

ifadeleri birbirine denk olacaktir (Chu ve Ark. (2004)).
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Sonu¢ 3.7 X tam siitun rankli ve V muhtemelen singiiler olmak iizere M;, zayif
singiiler parcali lineer modeli verilmis olsun. Bu takdirde eger f; tahmin edicisi

M, = {y, X1, V} kiigiik modelinde tam olarak etki ise, yani M;V = VM, ise

i. XéM:lVXl = 0 ve afl = 1 y
ii. X;MVPXy =0 vedyyn =y,

Hi. ¢y, = ¢2/12 =dr
dir (Chu ve Ark. (2004)).

ispat. M1V = VMl ISG bu takdll’de XéM:lVXl = XZIVM]_Xl =0 Oldugu a(}lktlr. Bu
durumda Teorem 3.5 e gére @; = 1 oldugu elde edilir. Diger yandan M,V =VM; <
M,V* = V*M, oldugundan X;M,V*X, = X,'V*M,X; = 0 esitliginin de saglandigi

goriiliir. Buradan da 1ii. ve dolayisyla da iii. siklarinin saglandig1 goriiliir.

Teorem 3.6 X tam siitun rankli ve V' matrisi ise muhtemelen singiiler olmak {izere
My, = {y,XB,V} = {y, X181 + X, B, V} zayif singiiler pargali lineer modeli verilmis
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir (Chu ve Ark. (2004)):

a $1z = ¢y, Yani eff(B(Mlz)) = eff(ﬁz(Mlz)) dir.

b. 11 = - di.

C. XIVXy — X{VM X, (XoM VM, X,)"1XM, VX, = X4 X, (X1V+X,)~1X! X, dir.
d. MV*X, = 0 dir.

e. R(V*X;) c R(X) dir.

f. R(X,) € RVX) dir.

Ispat. Teoremin ispat1 burada verilmeyecektir. Ancak ispat icin Chu ve Ark.(2004) e
bakilabilir.

3.6 Watson Etkinliginin Ayrisim ile lgili ilave Sonuclar

Bu kisimda daha onceki kisimlarda (3.53)-(3.56) ifadeleriyle tanimlanan
Mip = {y, X1B1 + X22,V}
My = (v, X151,V}

M1 = {Myy, My X;,, MV M, }
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Miy = {Hy, X161, HVH}

modellerini tekrar gozoniine alalim. Bu durumda M;, modeline tam model, M;
modeline kiigiik model ve M;,; modeline de indirgenmis model adi verilmisti.
Buradan M, ; modelinin M, modelinin M, ortogonal izdiisiimiiyle soldan garpilarak
elde edildigine dikkat edelim. Benzer sekilde M, modeli de yine M; modelinin H
ortogonal izdiisimiiyle soldan c¢arpilmasiyla elde edilmistir. Bu nedenle My
modeline M; modelinin bir doniistiiriilmiis versiyonu da diyebiliriz. Bu durumda Z

matrisi

R(2Z) = RX)L =RWM)
olacak sekilde tam siitun rankli bir matris olmak tizere

y=Xip1 +Zp; +¢ (3.91)
modelini goz 6ntine alalim. Bu model H matrisi ile soldan garpilirsa M,z modelinin

elde edilecegini belirtelim. Bir 6nceki kisimda ¢, = eff ([? (M12)) olmak tizere

eff (B(M12)) = eff (B (M) . eff (B (M12) ) s (3.92)

esitligi verilmisti. Bu kisimda oncelikli amacimiz ai ifadesinin aslinda M; ; modeli
1

altinda $,; tahmininin etkinligi oldugunu gostermektir. Ikinci olarak da ¢,, toplam

etkinligi ile £, altvektdriiniin etkinliginin esit oldugu yani
eff ((M:5)) = eff (B, (M12)) (393)
esitligi ile ilgilenilecektir.

OLS nin etkinliginin bir diger 6l¢iisii HV — VH matrisinin Oklid biiyiikliigline
bagli olarak Bloomfield ve Watson (1975) tarafindan

effgy (B(M12)) = 1o = S I1HV = VH|? = |[HV M|
= ~tr(HV — VH)(HV — VH)' (3.94)

seklinde verilmistir. Bu durumda kolayca goriilebilir ki 11, = 0 olmasi i¢in gerek ve
yeter sart OLSE nin BLUE ya esit olmasidir. 1, ye Bloomfield-Watson etkinligi ad1

verilir. Burada (3.94) kullanmak i¢in X ve V matrisleri tlizerinde rank kisilamasinin
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olmadigina dikkat edelim. ileriki kisimlarda 1;, etkinligi icin (3.92) ye karsilik gelen

bir ayrigim verilecektir. Ayrica 4, nin

effpw (B (Mu)) = effpy (32 (MIZ)) =1Y3/12 (3.95)

olarak yazilabilmesi i¢in bir gerek ve yeter sart ortaya konulacaktir. Ayrica M; =
{y, X161 ,V} modeli altinda OLSE(f;) tahmin edicisinin Watson etkinligi

— |X{X1|2
| X1V X1||X1V* X4

¢1/1 = eff(/§1(M1))
iken
4)12_2 = eff (Bz (M12)) = eff(ﬁz(Mni))

— |X2’M1X2|2
| X3 M1V My X, || X5 M1 X |

oldugu daha 6nce verilmisti. Burada
M, = M;(M,VM;)"M, ve M; = P,M,P,

dir. Buradan P;P,yM; = 0 oldugunda

M, = P,M;(M;VM,)"M,P, =V* -V X, (X;VtX,)"X;V* (3.96a)

M, = M;M, = M;M, = M;M;M, = P,(M,VM,)*P, (3.96b)
esitlikleri yazilabilir. Ozel olarak

A'M,B = A’M,B,V A,B: R(4A) c R(V), R(B) c R(V) (3.97)
yazilabilir.

B, parametresinin M, modeli altindaki BLU tahmin edicisinin M, ; modeli
altindaki BLU tahmin edicisine esit oldugunu yani B,(M;,) = f,(M;, 1) oldugunu
bir kez daha belirtelim.

Simdi toplam Watson etkinligi i¢in Teorem 3.5 de verilen ifadenin revize

edilmis yeni bir versiyonunu verebiliriz.

Teorem 3.7 X tam siitun rankli olmak tizere M, = {y, XB,V} zayif singiiler parcali
lineer modeli altinda OLSE (f8) nin ¢, toplam Watson etkinligi

1

b1z = et (B0,2) = eff (£,00)). et (B 06)) s

(3.98)
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carpimu seklinde yazilabilir, burada

%1%
|X]VX1||X{ (HVH) =X |

eff(Bl(MlH)) =g = (3.999)
= |L,, — X{VM, X, (X5M VM, X)) T XMy VXL (X1VX) ™Y (3.99D)
dir (Chu ve Ark. (2005)).

Ispat. 1lk olarak (3.99a) ve (3.99b) nin esit oldugunu gosterelim. M, modeli bir

zayif singiiler lineer model oldugundan
cov (B (M) = (Xi(HVH) X;)™ (3.100)

olacaktir ve boylece (3.99a) nin saglandigi kolayca goriilebilir. Ayrica (3.69) esitlikleri

dikkate alinirsa

XX (X{(HVH)™X1) 7 X1 X,

= X!HVHX,—X,HVHM,(M,HVHM,)~M,HVHX, (3.101a)
== X{VXl_X{VPMlXZ (PMIXZVPMIXZ)_PMlXZVX1 (3101b)
= XIVX,— XV M, Xy (X4My VM, X))~ XoM VX, (3.101c)

esitlikleri yazilabilir, burada

HM; = (Py + Py,x,)M1 = Pu,x, (3.102)

esitligi kullanilmistir. Bu durumda (3.101c¢) esitligi (3.99a) da yerine yazilirsa (3.99b)
esitligi elde edilir. Teorem 3.5 de @1, = ¢1/1. P2/12- @4 esitliginin saglandigi ve

— | X2 M1V My X5 |
M= Xaay (v M) M1 ) (3.103)
oldugu gosterilmisti. Bu nedenle geriye kalan
A 1

oldugunun gosterilmesidir. Bu durumda (3.96) ve (3.97) de verilen esitliklerde V* ve

V' matrislerinin roller degistirilerek
XiMy(MV* M) ™My X, = X4MV M X,—X4M VX, (XIVX)IXIVM, X, (3.105)

esitliginin saglandig1 goriilir. Bu esitlik (3.103) de yerine yazilir ve yeniden bir

diizenleme yapilirsa istenilenler elde edilmis olur ve boylece ispat tamamlanir.
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Tanim 3.2 Bir Fy lineer istatistigine M = {y, Xf3,V} modeli altinda Xf i¢in lineer
olarak yeterlidir denir eger AFy = BLUE (Xf3) olacak sekilde bir A matrisi varsa.

Simdi toplam Watson etkinliginin 6zel bir formu igin sartlar gelistirilecektir.
Asagidaki teorem ¢, toplam etkinliginin M, modeli altinda g, alt vektor tahmininin
etkinligine esit olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar vermektedir. Teorem 3.8 deki a. ve b.

nin denkligi Teorem 3.6 da verilmisti.

Teorem 3.8 X tam siitun rankli ve V matrisi ise muhtemelen singiiler olmak tizere
My, ={y,XB,V} = {y, X, 81 + X,B2,V} zayif singiiler parcali lineer modeli verilmis
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir (Chu ve Ark. (2005)):

a. P12 = ¢y/12, yani eff(B(Mlz)) = eff(ﬁz (M12)) dir.

b. R(X;) c R(VX) dir.

C. Hy vektorii M; modeli altinda X; 8; i¢in lineer olarak yeterlidir.

Ispat. a. daki ifade ¢, n= ai esitligine denktir. Bu durumda Teorem 3.7 den
1
eff (B1 (M1)) = eff (31 (Mw))

yazilabilir. Ote yandan cov (ﬁl (Ml)) = cov ([?1 (o, H)) oldugundan

|COV (31(M1))| =cC |077 (ﬁl(MlH))|
esitligi ve dolayisiyla (3.96) ve (3.97) esitliklerinde M; ve H nin roller degistirilerek
| X{VX,| = |[X{(HVH) X{| = |X;VX; = X;VTMMV*M)"MX,| (3.106)

esitligi yazilabilir. Bu durumda Lowner anlaminda

cov (B (1)) = cov (B (M1n)) (3.107)

olacagi dikkate alinirsa (3.106) determinant esitligi bunlara karsilik gelen matrislerin
esitligine denk olacaktir. Bu nedenle (3.106) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter
sart X;V*M = 0 olmasidir. Bu ise agikcasi b. sikkina denktir. Son olarak lineer olarak
yeterlilik tanim1 ve M zayif singiiler modeli dikkate alinirsa b. sikkinin M altinda
Hy vektoriiniin lineer yeterlilik sartin1 sagladigi anlamina geldigi sdylenebilir ve

bdylece ispat tamamlanir.
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Bu kism1 a; etkinlik ¢carpani ile ilgili bazi hatirlatmalari vererek tamamlayalim.

Oncelikle belirtelim ki

eff (Fi(Mu)) =1 a; =1 X3MVX, =0 (3.108)
yazilabilir. Ayrica (3.107) den ¢4 < ai oldugu, yani
1

b1 < 1 (3.109)

oldugu goriiliir.

Sonug 3.8 X matrisi p = p; + p, tam siitun rankli, m = min {p, p,} ve V matrisi ise
muhtemelen singiiler olmak lizere M, zayif singiiler parcali lineer modeli verilmis
olsun. Ayrica R(X) slitun uzayi sabit olsun. Bu takdirde a; etkinlik ¢arpani i¢in iist
SIIr fy = fy =0 = Uy > 0 degerleri HVH matrisinin sifirdan farkli (pozitif) 6z

degerleri olmak tizere

(Hitip_ix1)?

a; <[, —B—/—— 3.109
1 Hl_l AU Pp—it1 ( )
ile verilir.

Simdi de Bloomfield ve Watson (1975) tarafindan verilen 1, komiitator

kriteri i¢in bir ayrisim verilecektir.

Teorem 3.9 My, = {y, X181 + X,B,,V} genel parcali lineer modeli verilmis olsun.

Bu durumda

A 1
effpw (B(M12)) = Y1z = S IHV — VHI? = |HVM]|?
Bloomfield-Watson etkinligi

2P ¢1/1 + 11’2/12 —Y1n (3.110)

seklinde pargalanir, burada 5,1, PY,/12 Ve Py etkinlikleri sirasiyla
Yij1 = effay (M) = 1PV M, |2
A 2
1/J2/12 = effgy (ﬁz(Mu)) = ||PM1X2VM||

Y1 = effpy (Bl(MlH)) = ||P1VPM1X2||2
seklindedir.

Ispat. Acik bir sekilde
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Y1 =5 IPV = VP2 = [PV M| = | AlI?
yazilabilir. Benzer sekilde
I.02/12 = % ||PM1X2M1VM1 - M1VM1PM1X2||2
= ||PM1X2M1VM1(I - PMle)”Z
= | Puy, VM| = 112
ve H = P; + Py, x, olmak lizere Myy = {Hy, X1, HVH} modeli altinda
Yun = 5 IPHVH — HVHPL? = |PLHVEM? = [PV Py, | = lICII?
yazilabilir. Buradan
12 = IIHVM|I? = |JA+ B — C||?
oldugu koalyca goriilebilir. Ayrica
A'B=0, B'C=0 vetr(A'C) =tr(C'C) =||C||?
oldugundan
W1z = 1A +112 + IBII + lICII?
yazilabilir ve boylece de ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.10 My, = {y, X1, + X,B,,V} genel pargali lineer modeli verilmis olsun.
Bu durumda 1, = ¥/, olmast igin gerek ve yeter kosul R(VX;) < R(X) olmasidir.
Zayif singiiler lineer model altinda ise ¥, = 1,1, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R(X,) € R(VX) olmasidur.

Ispat. Oncelikle belirtelim ki ¥, = ¥, /12 olmasi igin gerek ve yeter sart 1, =
Yy olmasidir. Buradan tr(P,VMVP;) = tr(P;V Py, x,VP;) veyabunadenk olarak
tr[P,V(My — Py, x,)VP;] = 0 esitligi yazilabilir. Eger bu durumda M; — Py x, = M
oldugu dikkate alinirsa MV P; = 0 elde edilir ki bu da R(VX;) € R(X) olmasi
demektir. Ote yandan zayif singiiler lineer model durumunda ise MVP; = 0 olmasi

demek R(X;) € R(V*X) olmasi anlamina gelir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

3.7 Parcali Modelde Watson Etkinliginin Ayrisimu ile Ilgili Baz1 Ornekler
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Bu kisimda bir 6nceki kisimda verilen
y = Xi01 + X,B,+¢, E(e)=0, Cov(e) =V, (3.111)
pargali lineer modeli yeniden ele alalim ve X = (X;,X,) matrisi tam p = p; + p,
B
B>

My, = {3, XB,V} = {y, X181 + X35, V}

stitun rankl1 olsun. Modelimizi yine § = ( ) olmak {izere yine

ile gosterelim, burada X; € R™*P1 ve X, € R™ P2 keyfi rankl iki bilinenler matrisi,
y € R™1 gizlenebilir bir rasgele vektor, f; € RP1*1 ve B, € RP2*1 iki bilinmeyen
parametreler vektori, V € R™™ Kkovaryans matrisi negatif definit matristir. Bu
takdirde daha onve belirtildigi gibi M, tam modeli altinda £ nin OLSE ve BLUE

tahmin edicileri sirasiyla

OLSE(B) = f(My,) = <§1> =X'X)"'X'y (3.112a)
2
BLUE(B) = f(My,) = @1) =X'V1X)"IX'Vly (3.112b)

seklinde yazilabilir. Bu durumda bu tahmin edicilerin kovaryans matrisleri de sirasiyla
cov(B(M,)) = (X' X)) X'VX(X' X))t (3.113a)
cov(B(Myy)) = (X'V1X)™1 (3.113b)
seklinde yazilabilir. Bu nedenle Lowner siralamasi

COV([?(MQ)) 2L COV(B(MQ)) (3.114)

olacaktir. Bu durumda M, modeli altinda  nin OLSE sinin toplam Watson etkinligi

COV(E(MH)) _ |X'X|2
cov(ﬁ(]v[lz)) TX'vX||X'V-ix|

eff ([?(Mlz)) = (3.115)

seklinde idi. Benzer sekilde M, modeli altinda 3;, (i = 1,2) nin Watson etkinligini

N _ COU(E1(M12)) 5 _ COV(Ez(Mu))
eff(ﬁl(]\/[lz)) = W ve eff(ﬁz(]\/[lz)) = m (3116)
ile ve y;, etkinlik faktorizasyon ¢arpanini
Vip = eff(ﬁ(]‘/[u)) (3.117)

eff(ﬁ1(M12))Eff(ﬁz (M12))
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veya buna denk olarak

eff (B(Mu)) = Y. eff (/§1 (M12)) .eff (ﬁz (MIZ)) (3.118)

ile gosterelim. Bu kisimda y;, > 1, 4, = 1 veya y;, < 1 durumlarimi karakterize

edecegiz. Bu durumda y;, = 1 oldugunda

eff (f(My3) ) = eff (B (M) . eff (B, (M3,))

olacaktir. Bu durumda Watson etkinligi carpanlarina ayrilabilir denir. Watson etkinligi

nonnegatif olup 1 i gegemeyeceginden

eff(B(]v[lz)) —1lvey,=1= eff(,@l(]v[lz)) = 1ve eff(,@z(Mlz)) =1 (3.119)

yazilabilir. Buradan da

eff (F(M12)) = 1= y1, = 1ve eff (B, (My;)) = Lve eff (B,(M;;)) =1 (3.120)
yazilabilir. (3.120) ifadesini gostermek i¢in (3.114) esitsizliginden
Cov(,é(]‘/[u)) > cov(B(M,)) (3.121)

esitsizligi yazilabilir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.121) deki
kovaryans matrisleri esit olmalidir. Dolayisiyla M;, modeli altinda § = f8 esitligi 1
olasilikla gerceklenir. Bu sonug (3.117) tanimiyla birlestirilirse (3.120) ifadesi elde

edilir. Diger taraftan
eff(,é(Mlz)) = eff(ﬁ1(M12)> <= Y12- eff(ﬁz(Mlz)) =1
veya

eff(,é(]‘/[u)) = eff(ﬁz(Mu)) = Y12-3ff(ﬁ1(~7‘/[12)) =1

oldugunda 1. Tipten Watson etkinligi diizeltmesi vardir denir. Benzer sekilde
eff (B(M12)) = vz eff (B1(M12) ) < eff (Bo(M1)) = 1
veya
eff (B(M12)) = yiz.eff (B2 (M) = eff (B (M) = 1
oldugunda 2. Tipten Watson etkinligi diizeltmesi vardir denir.
Simdi bu formiilleri baz1 6rneklerle agiklayalim.
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Ornek 3.2 (n = 4, p = 2 olan basit bir 6rnek) X model matrisi ve VV kovaryans matrisi

1 -1 3 1 1 3p
_ 1 3
X = (X, X,) = 11 22 vev=|73 3 é % (3.122)
1 1 3p 1 1 3

olarak alinsin (Chu ve Ark. (2007)). Bu takdirde —§ < p < 1 oldugunda V matrisi

pozitif definitttir. Clinkii V' matrisinin pozitif definit oldugunu goetermek icin sol {ist

3x3 liik alt matris Schur bileseni i¢in

3 1 1\/3p 4 -1 -1\ /3p
3-GBp,,D(1 3 1) 1]=3-Gp1.D(-1 4 -1]||1
1 1 3/\1 -1 -1 4/\1

=2(1=p)2+3p)>0

yazilabilir. Boylece X model matrisi ve V kovaryans matrisi pozitif definit oldugunda

= 2(2+p) 5 11+43p
var(B) =305 var(B) =5

~ 3(1-p) A 11-3p
var(ﬁz) = 2(7—6/)) ' var(ﬁZ) = 50

oldugu goriiliir. Ayrica cov(ﬁl,ﬁz) = cov(By, B,) = 0 oldugundan genellestirilmis

varyanslar karsilik gelen varyanslarin ¢arpimi olacagindan

~ ( —_ A —
|cov(B)| = —(12:5)((71_6’2) ve |cov(B)| = —(1“3?0(;1 3p)

ifadeleri elde edilir. Bu durumda Watson etkinlikleri

16(2+3p)

__oLer3p) Ay —_ 75a-p)
3(1+p)(11+3p) ve eff(B,) =

eff(p1) = (7-6p)(11-3p)

ve toplam Watson etkinligi bu iki Watson etkinliginin ¢arpimi olup

400(2 +3p)(1 —p)
(1+p)(A1+3p)(7 - 6p)(11 = 3p)

eff(B) = = eff(B,). eff(B,)

olarak yazilabilir. Dolayisiyla bu 6rnekte etkinlik faktérizasyon g¢arpani y,, =1

bulunur. Ayrica y;, = 1 olmak {izere bu 6rnek igin

eff() =1 o eff(f) =1 o eff(B) =1 p =§

oldugu goriiliir ve bu nedenle burada hem 1. Tipten hem de 2. Pipten Watson etkinligi

diizeltmesi s6z konusudur.
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Simdi model matrisimizde kiigiik bir degisiklik yapalim ve

1 -1 3 1 1 3p
1 3
X = (X, X,) = 11 ; ve v={7 3 é i (3.123)
1 -2 3p 1 1 3
durumunu g6z 6niine alalim. Bu durumda
= 317-198p—99p? 5 11+3p
var(lgl) = 3(77-70p—3p2) ' Uar(’Bl) = 8
~ 12(1-p?) 5 4+3
var(f,) = —77_70p’j3p2 . var(fy) = 25/3

oldugu goriilir. Bu durumda alt Watson etkinlikleri

8(317-198p-99p?)
3(77-70p—-3p2)(11+3p)

eff(f1) =

ve

300(1-p?)
(77-70p—-3p2)(4+3p)

eff(f,) =

seklinde olacaktir. Ote yandan genellestirilmis varyanslar

5 )(1-p) : —9p”
S

olarak bulunur ve dolayisiyla da toplam Watson etkinligi

5 12800(2+3p)(1-p)
eff(ﬁ) T (3p2+70p—77)(343+414p—9p?)

seklinde elde edilmis olur. Bu durumda

_ eff(B)
eff(B1).eff(B2)

__16(2+3p)(4+3p)(1143p)(77-70p-3p?)
T (1+p)(317—-198p—99p2) (343 +414p—9p2)

olarak bulunur. Bu ifade daha fazla sadelestirilemez. Ayrica y p nun artan bir

fonksiyonu olarak diisiiniilebilir. Ote yandan p < 0 oldugunda y < 1 olacagm da

108,416 1
~ 0,9971 ve p ==
108,731 3

belirtelim. Bu durumda ilgingtir ki p = 0 oldugunda y =

oldugunda y = 1 olmaktadir.
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-02 0 02 04 06 0.8

rho

Sekil 3. 1 (3.123) deki X ve V matrisleri igin y nin p ya Gore Etkinlik Ayrigimi

Ornek 3.3 (Delozier'in Torna Verileri). Weisberg (2005) tarafindan tartisilan M.R.
Delozier' in torna verilerini ele alalim. Tablo 3.1 deki veri bir kesici alet malzemesinin

bir tornada ¢elik kesmedeki performansini 6lgmek icin alinan bir deneyin sonuglaridir

(Chu ve Ark. (2007)).

Kesme hiz1 (dakikada feet olarak) ve kesme orani () olmak {izere iki faktorlii

20 denemelik tamamen rasgele bir deney kullanilmistir. Uygunluk i¢in iki faktor

h1z—900 besleme orani—13
_( ) e F = ¢ )

300 6

S

seklinde merkezilestirerek kodlanmistir. Sonu¢ Y = malzemenin 6mrii (dakika olarak)

olacaktir.

Cizelge 3.1 Delozier'in Torna Verileri Igin Kodlanmis Veriler

S F Y S F Y

-1 -1 54,5 NG 0 20,1
-1 -1 66,0 NG 0 2.9
1 -1 11,8 0 0 3,8
1 -1 14,0 0 0 2,2
-1 1 5,2 0 0 32
-1 1 3,0 0 0 4,0
1 1 0,8 0 0 2,8
1 1 05 0 0 32
0 V2 46,5 0 0 4,0
0 V2 04 0 0 35
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Bu durumda S nin F ye gore serpilme diyagrami asagida Sekil 3.2 de verilmistir,

buradaki sayilar herbir deneysel veriye karsilik gelen degerleri gostermektedir.

Wiesberg S ve F ye bagl olarak ikinci mertebeden tam modeli log (V) olarak

almis ve bunu
log(Y) = B + B1S% + B F?% + B35S + B4F + BsSF + ¢

olarak kurmustur. Dolayisyla X; ve X, nin her ikisi de 20x3 tipinde matrisler olmak
tizere X = (X;,X;) model matrisi 20x6 ortogonal par¢alanmis yani X;X, = 0 olan bir

matristir. Bu durumda X model matrisi

XI: ———————————————————
-1-111-1-111 0 0 24200000000
-1-1-1-11 1 1 1-v/2+v2 0 0 0000 0000
1 -1-1-1-111 0 0 o0 o0 00O0O0OOOOOO

seklinde yazilabilir.

Buradan

'y _ -X{Xl X{XZ]
XX = X5 X, X5 X,
(20 12 12 0 0 0
12 16 8 0 0 0
_[12 8 16 0 o0 o0
0 0 0 12 0 0
0 0 0 0 12 1
L0 0 0 0 0 8
olup X;X, = 0 oldugu goriliir.
Speed
A
1
1 2 2
0 1 8 1
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1

-1 0 1 Feed

Sekil 3.2 Tablo 3.1' deki Torna Verileri igin S - F Dagilim Grafigi.

Simdi bu 20 gozlemin p seri korelasyon katsayisina sahip zamana gore dizisel
olarak yapildigini ve bu nedenle de kovaryans matrisinin asagidaki sekilde veridigini

belirtelim.

0.6
efficiency

0.4

0.2

-08-06-04-02 0 0.2 04 0.6 0.8 -08-086-04-02 0 02 04 06 0.8
rho rho

Sekil 3.3 Torna Verisi i¢in Alt Kiime Watson ile Seri Korelasyon Katsayisi.

Bu durumda V kovaryans matrisi

1 p pZ p19-
p 1 p p18
V= p2 pP - 1 - p17 — A’A,
_p19 p18 p17 0 0 3

bi¢iminde olacaktir.

r 1.3
1.2
F1.4
gamma
0.9
—-08-06-04-02 0 02 04 086 0.8 -08-06-04-02 0 02 04 086 0.8
rho rho
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Sekil 3.4 Torna Verisi i¢in Toplam Watson Etkinligi ve Seri Korelasyon Katsayisi.

Burada A1 = /1 — p? olmak tizere A maitrisi

B Ao Ap? o AP
0 1 p p18
A=|0 0 1 pl?
0 0 0 0 0 1
seklindedir.
g 2
5 2
— 05 0.0 0.5 1.0
rho

Sekil 3.5 Seri Korelasyon Katsayisina Karsi Etkinlik Ayrisimi Carpaninin Grafigi.

Bu durumda V matrisinin determinant |V | = 12 = 1_1p2 seklinde olur ve dolayisyla V

matrisinin inversinin

1 —p 0 0 0]

—p 1+ p? —p 0 0
p-1=| 0 —p 1+p%2 —p pl?

L 0 0 0 0 —p 1

seklinde oldugu goriiliir. Bu durumda —0,8 < p < +0,8 olmak iizere eff(f;) ve
eff(8,) altkiime Watson etkinliklerinin grafigi Sekil 3.3 de verilmistir. Burada
maksimum etkinlik p =0 da 1 e esit minimum etkinlikler eff(f;) ~ 0,329 ve

eff(f,) ~ 0,099 olup p = —0,8 de eff(8;) = 0,502 ve p = +0,8 de eff(B,) ~
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0,159 a esit olan bir parabol gosterecektir. Bu durumda hem eff(f) toplam Watson
etkinligi ve hem de y;, etkinlik ayrisim carpani yine p serikorelasyon katsayisina
karsilik geleceklerdir. Sekil 3.5 den goriilecegi gibi toplam Watson etkinliginin p = 0
da 1 esit maksimum etkinlikli ve p = —0,8 de eff(f) ~ 0,053 ve p = +0,8 de
eff(f) ~ 0,058 a esit minimum etkinliklerine sahip bir parabol olan bir parabol
gosterecektir. Sekil 3.4 {in sagindaki grafikten y;, = 1 oldugu goriiliir. Pozitif p lar
icin ¥4, 1 e ¢ok yakin olacaktir ancak p = 40,8 de y;, = 1,004 olacaktir. Negatif p
lar i¢in y;, maksimumu p =-0,8 de 1,195 olan olduk¢a farkli davranislar
gosterecektir. Bununla beraber ¢ok ilgingtir ki y;, = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

p = 0 olmasidir.

Cizelge 3.2 Worsley ve Ark., Tarafindan Verilen fMRI Verinin Ik 10 G6zlemi.

1 -1 1 -1 0.000590719 0

1 -0.982759 0.963815 -0.949163 0.348491 0

1 -0.963517 0932224 -0.900078 1.26704 0

1 -0.948276 (.899227 -0.852713 1.50206 0

1 -0.931034 (.866825 ~0.807044 0926492 0

1 -0913793 (.835018 -0.763034 -0.176833 0

1 —(.896552 0.803805 -0.720653 -0.481519 0.000390719
1 -0.87931 0.773187 -0.679871 -0271114 (.348491

1 -(.862069 0.743163 -0.640658 -0.0896224 1.26704

1 —0.844828 0.713734 -0.602982 -0.0210606 1.50206

Ornek 3.4 (Worsley'nin islevsel Manyetik Rezonans Goriintiileme (fMRI) verileri).
Son ornegimiz olarak Keith Worsley tarafindan verilen bir dizi fMRI verisini goz
Oniine alalim. Worsley ve Arkadaglan tarafindan gézlemlendigi gibi; k farkli uyaran
tirtinlin i tarayicisindaki veriler {izerindeki birlesik etkisinin, k farkli sonucunun
Xi1, Xiz, -, Xji 1le gosterildigini, genellikle toplamsal oldugu ancak farkli 84, 2, ..., Bx
carpan katsayilari ile vokselden voksele degistigini varsayalim. Birlesik fMRI verisi,
X181 + X282 + -+ + x;. B (Fristonetal.,1995) lineer modeli olarak modellenmistir.
Bu durumda fMRI zaman serisi verilerindeki bazi vokseller, zaman i¢inde g6z 6niine
alinabilir 66l¢iide kayma gosterir. Burada kayma, lineer veya daha genel bir yavas
varyasyonda olabilir. Eger kayma ortadan kaldirilmazsa bu durumda ozellikle
uyaranlar zaman i¢inde yavas degisiyorsa, ya fMRI yanitiyla karistirilabilir ya da

rastgele giriiltii tahminine katkida bulunabilir. Birincisi, uyaranlarin etkisinin
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tahminlerinde yanliliga neden olurken ikincisi tahmin edilen etkinin hatasinin
tahmininde yanliliga neden olacaktir. Bu durumda kayma, yiiksek gecisli filtrelemeyle
veya kosiniisler, polinomlar veya spline'lar gibi diisiik frekansli kayma terimlerini
lineer modelde giderilebilir. Biz burada g mertebeden bir polinom kaymasi
kullanacagiz. Bunu yapmak i¢in lineer modele i zamaninda fazladan w;;, w;,, ..., Wi
sonuglarmi ekleyelim. Ornegin, q mertebeden bir polinom kaymasi, lineer modele
J

1—1' j=1.2,..,m=q — 1, eklenerek kaldirilabilir. Son olarak, gézlemlenen

fMRI' yi elde etmek i¢in modele i zamaninda rastgele bir ¢; hata terimi eklenir. Bu

durumda i1 zamaninda model
Vi =wpay + wpay + -+ Wi @ X1 B + X2z + o+ X Bre e (2.25)

seklinde yazilabilir. Zamansal korelasyon yapisinin en basit modeli birinci dereceden
otoregresif modeldir (bkz. Bullmore ve Ark., 1996). Burada mevcut tarama igin hata:
g = pei—1+&;4, olup [p] <1 ve ¢&;, ortalamas: O ve standart sapmas: o; olan
bagimsiz ve aymi tiirden dagilmis bir normal rastgele degiskenler dizisidir, yani
&i1~N (0, 07) dir (ki bu “beyaz giiriiltii” olarak bilinir). Bu durumda h gecikmesinde
ortaya ¢ikan otokorelasyon, cor(e;, €;_p) = p/™ seklinde olacaktir.

Veri kilmemiz i¢in fMRI yanitinda k = 2 uyarana sahip olup sapmaya kiibik bir
trend uydurabiliriz ve bu nedenle m = 4 ve q = 3 alinabilir. Veri kiimemizde toplam n
= 117 gbzlem mevcut olup bunlardan ilk 10 tanesi Cizelge 3.2' de verilmistir, 117
gbzlemin tamami i¢in Chu (2004, Tablo 01-3) e bakilabilir. Cizelge 3.2'deki ilk m = 4
stitun kaymay1 ve son k = 2 siitun ise fMRI yanitin1 ifade etmektedir. Gosterimimizde
X model matrisimiz 117 x 6 tipinde olup ilk siitunun elemanlarinin timii 1'e esittir ve
2. stitundaki elemanlar dogrusal bir egilim, 3. siitundaki elemanlar ikinci dereceden bir
egilim ve 4. siitundaki elemanlar ise kiibik bir egilim gostermektedir. X model
matrisinin 5. stitunu sicak bir uyarani temsil ederken, 6. siitun soguk bir uyarani temsil
etmektedir. 1-4 tincii siitunlar giiriiltii degiskenleri yani kaymay1 temsil ederken 5. ve
6. siitunlar gergekten ilgi gekici olup fMRI yanitlarini gosterir. Bu durumda X; matrisi
117x4 tipinde ve X, matrisi 117x2 tipinde olmak tizere X model matrisimiz X =
(X1, X;) olarak pargalansin. Bu durumda X model matrisimizin ortogonal olarak
parcalanmasi i¢in X, yerine M; = I — X;(X;X;)"1X; olmak iizere M, X, alinmalidir.

V kovaryans matrisi yukarida Ornek 3.3' de oldugu gibi birinci dereceden {p!*=/1}
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otokorelasyon yapisini kullanabiliriz fakat bu durumda V kovaryans matrisi 117x117
tipinde olacaktir. y etkinlik ayrigimi ¢arpani, p seri korelasyon katsayisini her p < 0
icin ¥ > 1 oldugunu not ederek Cizelge 3.3 de gosterilmistir. p > 0 ig¢in y nin
davranis1 merak uyandiricidir; Sekil 3.5' e bakiniz. Cizelge 3.3' ten, yaklasik olarak
0,02 < p <0,751i¢in y < 1 oldugu goriiliir, bu durumda minimum deger p = 0,61
de yaklasik olarak y =0,9989476. Ayrica p =0 ve p = 0.751 oldugunda y =1
oldugunu da goriiriiz.

Cizelge 3.3 Worsley ve Ark. (2002) fMRI Verileri igin Seri Korelasyon Katsayisi ve
Etkinlik Ayrisimi Carpani
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4. SONUC ve ONERILER

Bu c¢alismada pargali zayif singiiler lineer model altinda regrasyon
katsayilarinin tahmini ele alinmis olup parametre vektoriiniin alisilmis en kiigiik
kareler tanmin edicisinin en iyi lineer yansiz tahmin edicisine gére Watson etkinlikleri
ile ilgili ifadeler verilmistir. Bir takim alt modeler ele alinarak tam model ile
altmodeller ve doniistiiriilmiis modeleer altinda parameter tahminleri arasindaki
iliskiler verilmistir. Kovaryans matrisinin pozitif definit olmasi sartiyla alisilmis en
kiiciik kareler tahmin edicisinin Watson etkinliginin alt Watson etkinliklerinin
carpimiyla ilgili etkinlik carpani ayrisimi gelistirilmistir. Ayrica tam modeldeki
Watson etkinlikleriyle alt modellerdeki Watson etkinlikleri arasindaki iligkiler
incelenmistir. Elde edilen bulgular cesitli 6rnekler iizerinde de ayrica gosterilmistir.

Bu yapilanlara ilaveten

i. Pargalanmis modeler ve alt modelleri altinda Xp ve [ parametre vektorlerinin
agirliklt en kiiciik kareler tahmin edicileri verilerek alisilmig en kiiciik kareler
tahmin edicileri ile agirlikli en kiigiik kareler tahmin edicileri arasindaki iligkiler
ya da en iyi lineer yansiz tahmin ediciler ile agirlikli en kiiglik kareler tahmin

edicileri le ilgili Watson etkinlikleri arasindaki iligkiler incelenebilir.

ii. Pargali lineer modeler altinda agirlikli en kiigiik kareler tahmin edicilerinin toplam

ayrisimlart hakkinda arastirma yapilabilir.

iii. 1. durumunda X8 parameter vektorii i¢in yapilan incelemeler genel durumlar

olarak K beklenen deger vektorii ve f parametresi i¢in arastirilabilir.

iv. M = {y,X,8; + X,B,,0%V} parcali tam lineer modeli ve bu modelin M; =
{v,X;B;,0%V}, i = 1,2 seklinde verilen iki kiiciik alt modeli i¢in

OLSEp (X181 + X22) = OLSEj, (X181) + OLSEj, (X2f57)
BLUEM(X131 + XZ.BZ) = OLSEM1 (X1.31) + OLSE]V[Z (Xz.Bz)
OLSEp(X1B1 + X22) = BLUE, (X1B1) + BLUE, (X2f82)
BLUE (X1B1 + X22) = BLUEy, (X181) + BLUE, (X2f82)

toplam ayrisimlarinin saglanmasi ile ilgili gerek ve yeter sartlar arastirilabilir.
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