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ÖZET 

SUCCESSOR EĞRİLERİ VE EŞ UZAKLIKLI REGLE YÜZEYLERİ 

KÜBRA AKDAĞ 

ORDU ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

DOKTORA TEZİ, 70 SAYFA 

(TEZ DANIŞMANI: DR. ÖĞR. ÜYESİ SÜLEYMAN ŞENYURT) 

Bu çalışma dört kısımdan oluşmaktadır. Giriş bölümünde diferensiyel 

geometrinin tarihinden, tezin içeriğine yön veren kaynaklardan bahsedildi ve bu 

konunun ele alınma nedeni anlatıldı. Genel bilgiler bölümünde çalışmamız boyunca 

kullanılacak olan Öklid uzayı ve Öklid uzayında regle yüzeyler hakkındaki temel 

bilgilere değinildi. Materyal ve yöntem bölümünde ise Öklid uzayında eş uzaklıklı 

regle yüzeylerin bazı karakteristik özellikleri verildi ve successor eğrisi anlatıldı. 

Araştırma bulguları bölümünde p eş uzaklıklı regle yüzeyler oluşturan iki 

eğrinin, successor eğrilerinin oluşturduğu eş uzaklıklı regle yüzeyler tanımlanmıştır. 

Successor eş uzaklıklı regle yüzeyler olarak tanımlanan bu yüzeylerin striksiyon 

çizgileri arasındaki bağıntılar bulundu. Daha sonra bu yüzeylerin kapalı olması 

durumunda integral invaryantları arasındaki ilişkiler hesaplandı. Ayrıca bu 

yüzeylerin şekil operatörü, Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği hesaplanmıştır. Son 

olarak bir örnek verilerek, Maple programı ile çizimleri yapılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Eş Uzaklıklı Regle Yüzey, Gauss Eğriliği, Successor Eğrisi, 

Weingarten Dönüşümü. 
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ABSTRACT 

SUCCESSOR CURVES AND EQUIDISTANT RULED SURFACE 

KÜBRA AKDAĞ 

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED 

SCIENCES 

MATHEMATİCS 

PHD THESIS, 70 PAGES 

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SÜLEYMAN ŞENYURT) 

This study consists of four parts. In the introduction part, the history of 

differential geometry, the sources that shape the content of the thesis are mentioned 

and the reason for dealing with this subject is explained. In the general information 

section, the basic concepts of Euclidean space and ruled surfaces in Euclidean space, 

which will be used throughout our study, are given. In the material and method 

section, some characteristic features of equidistant ruled surfaces in Euclidean space 

are given and the successor curve is explained. 

In the research findings section, equidistant ruled surfaces formed by the 

successor curves of two curves forming p equidistant ruled surfaces are defined. 

The relations between the the striction lines of these surfaces defined as successor 

equidistant ruled surfaces have been found. Then, the relationships between integral 

invariants were calculated if these surfaces were closed. In addition, the shape 

operator, Gaussian curvature and mean curvature of these surfaces were calculated. 

Finally, an example was given and drawings were made with the Maple program. 

Keywords: Equidistant Ruled Surface, Gaussian Curvature, Successor Curve, 

       Weingarten Transformation. 
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1. GİRİŞ 

Diferensiyel geometri, geometrik problemleri çözmek için geometrik 

cisimleri diferensiyel metotlar ve integral hesabından faydalanarak inceleyen 

matematiğin bir alt dalıdır. 

17. yy a kadar diferensiyel geometri çok basitleştirilmiş bir şekilde olmasına 

rağmen yer ölçümünde kullanıldı. 17. yy da Descartes tüm klasik geometriyi, 

cebircilerin alanıyla birleştiren Geometrie kitabını yayımladı. Descartes bu kitap ile 

analitik geometri alanını başlattı (Struik, 2011). Sonrasında Fermat, Newton ve 

Leibnitz düzlem eğrileri ve eğrilik ölçümlerini araştırmaya başladı.  

18. yy da Euler eğrileri farklı şekilde ifade etmek için çalışmalar yapmış ve 

yüzeyler hakkında çalışmaları olmuştur. Euler’in çalışmaları Einstein'ın genel 

göreliliğinin önemli temel fikirlerinin erken habercisi olmuşur. Euler’in eğriler ve 

yüzeyleri geniş bir biçimde ele aldığı Introductio ilk analitik geometri ders kitabı 

olarak kabul edilebilir. Analitik geometri ve düzlem eğrilerinin gelişiminin ardından, 

Alexis Clairaut henüz 16 yaşında uzay eğrileri üzerine çalışmaya başladı. Clairaut, 

uzay eğrilerinin analitik ve diferansiyel geometrisi hakkında kitap yazdı. 

19.yy da Gauss, Hannover krallığının ölçümü için görevlendirilmiş kurduğu 

nirengi ağı, diferensiyel geometrinin teoriden pratiğe geçtiği ilk örneklerden 

olmuştur.  

 

Şekil 1.1 10 Euro arkasındaki Gauss’un Hannover krallığı eskizi 

Gauss, eğriler ve yüzeylerin modern diferansiyel geometrisi alanındaki temel 

yapıların oluşumuna önemli ölçüde katkı sağlamış ve bu yapılar Öklid dışı 

geometride de benzer sekilde kullanılmaktadır. G. Monge düzlem eğrileri ve 

yüzeyler teorisine önemli katkılarda bulundu. G. Monge regle yüzeyler ile ilgili 

çalışmalar yapmıştır (Carmo, 1976). Yüzeyler teorisinde, regle yüzeyler, bir eğri 
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boyunca bir doğrunun sürekli hareketinin bir sonucu olarak meydana gelir. Yani, 

yüzeyin her noktasında yüzey üzerinde yatan bir doğru var ise bu yüzey regle yüzey 

olarak adlandırılır. 

Eğriler teorisinin çalışılmasında iki kavram çok önemlidir. Bunlar, eğrinin 

Frenet denklemleri ve eğrilikleridir. Bu kavramlar yardımıyla eğrinin geometrik 

özellikleri incelenmektedir. Bertrand eğrileri, Evolute-Involute eğrileri, helisler, vb. 

gibi özel eğriler uzun zamandan beri çalışılmış ve çalışılmaya devam edilmektedir. 

Bizim çalışmamızda ele alıcağımız özel eğri successor eğrisidir. 

2014 yılında Menninger tarafından yapılan çalışmada üç boyutlu Öklid 

uzayında successor eğrisini tanımlamıştır (Menninger, 2014). Daha sonra Masal 

successor düzlemlerini ve özel eğriler için successor sistemlerini tanımlamıştır 

(Masal, 2018). “Spinor Equations of Successor Curves” isimli makalede successor 

eğrileri ele alınmış ve bu özel eğrilerin spinorları hesaplanmıştır (Erişir ve Öztaş, 

2022). 

Regle yüzeyler teorisi diferensiyel geometride olduğu kadar bazı mühendislik 

dalları ve mimarlıkta önemli bir yere sahiptir. Regle yüzeyler birçok mimari yapıda 

da kullanılmaktadır. Los Angeles’daki Walt Disney Konser Salonu cephe tasarımı 

regle yüzey örneği olarak verilebilir. Bir yüzeyin açılabilir olması mühendislik ve 

mimarlık alanlarında inşa edilebilir yapılar tasarlamak için önemlidir (Yazar, 2019). 

Regle yüzeyler hakkındaki bilgileri pek çok basılı kaynakta bulmak 

mümkündür. “Diferensiyel Geometri Dersleri” (Hacısalihoğlu, 1983), “Hareket 

Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” (Hacısalihoğlu, 1983), “Diferensiyel 

Geometri” (Sabuncuoğlu, 2006) adlı kitaplar bunlara örnek olarak verilebilir. 

Valeontis, Öklid uzayında regle yüzeyler hakkında yaptığı çalışmada eş 

uzaklıklı regle yüzey tanımını yapmıştır. Bu tanımında iki şarta yer vermiştir. 

Bunlardan ilki yüzeylerin üretici vektörlerinin paralel olması, ikincisi de düzlemler 

arasındaki uzaklığın uygun yerlerde sabit olmasıdır (Valeontis, 1986). 

Masal ve Kuroğlu yaptıkları çalışmada p eş uzaklıklı regle yüzeyleri kapalı 

olarak almıştır. Kapalı olması şartı altında integral invaryantları arasındaki bağıntıları 
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hesaplamışlardır (Masal ve Kuruoğlu, 1999). p eş uzaklıklı regle yüzeyleri çok 

boyutlu uzayda ele alarak çalışmalarını sürdürmüşlerdir (Masal ve Kuruoğlu, 2013). 

Şenyurt, p eş uzaklıklı kapalı regle yüzeylere bağlı olarak Darboux vektörü 

yönündeki birim vektörün oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin açılım açısı, açılım 

uzunluğu ve drallerini hesaplamıştır (Şenyurt, 2012). 

Şenyurt ve As, Valeontis’in tanımını örnek alarak z eş uzaklıklı regle 

yüzeyleri tanımlamışlardır. Daha sonra tanımladıkları yüzeyler ile ilgili karakteristik 

özellikleri inceleyip, integral invaryantları üzerine çalışma yapmışlardır (Şenyurt ve 

As, 2013). 

Li ve arkadaşları, Valeontis’in tanımından yola çıkarak q  eş uzaklıklı ve 

d  eş uzaklıklı regle yüzeyleri tanımlamışlardır. Daha sonra bu yüzeylerle ilgili 

çalışmalar yapmışlardır (Li ve ark., 2022). Çalışmalarında bu yüzeylerin karakteristik 

özellikleri ve integral invaryantlarını hesaplamışlardır. Cevahir d  eş uzaklıklı regle 

yüzeylerin 3-boyutlu Öklid uzayı ve 5-boyutlu Öklid uzayındaki durumları üzerine 

çalışma yapmıştır (Cevahir, 2021). 

Bu tezde ise p eş uzaklıklı regle yüzey oluşturan iki eğrinin successor 

eğrileri ele alındı. Bu successor eğrilerinin oluşturduğu yüzeyler, striksiyon 

noktalarında asli normal vektörleri paralel ve uygun yerlerde merkezi düzlemler 

arasındaki uzaklığın sabit olması şartı altında, successor eş uzaklıklı regle yüzeyler 

olarak tanımlandı. Bu yüzeylere ait striksiyon eğrileri hesaplandı, striksiyonlar 

arasındaki bağıntı bulundu. Succesor eş uzaklıklı regle yüzey çiftinin dayanak 

eğrilerine ait Frenet vektörleri, birim Darboux vektörleri ve Frenet vektörlerine bağlı 

hareket eden birim vektörlerin oluşturduğu regle yüzeyler kapalı olarak kabul 

edildikten sonra açılım açıları, açılım uzunlukları ve dralleri arasındaki ilişkiler 

verildi. Daha sonra bu yüzeylerin şekil operatörü, Gauss ve ortalama eğrilikleri 

hesaplandı. 
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1 Öklid Uzayı 

             Boş olmayan bir cümle A  ve bir   cismi üzerinde vektör uzayı V  olsun.  

Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir :f A A V   fonksiyonu varsa A  ya V  ile 

birleştirilmiş bir afin uzay denir: 

i)  , ,T R S A   için      ,  ,  ,  ,f T R f R S f T S   

ii) T A   ve  V   için  ,  f T S   

olacak şekilde bir tek S A  noktası vardır. ,  T R A  için  ,  f T R TR  şeklinde 

gösterilir (Hacısalihoğlu, 1983). Bir V  vektör uzayı ile birleşen afin uzaylardan biri 

A  olsun. 0 1 2 3,  ,  ,  T T T T A  noktaları için 0 1 0 2 0 3
,  ,T T T T T T V  vektörleri V  nin bir 

bazı ise  0 1 2 3, ,  ,  T T T T  nokta 4 lüsüne A  afin uzayının bir afin çatısı denir. 
0T  

noktasına afin çatının başlangıç noktası ve 
1 2 3,  ,  T T T  e de afin çatının birim noktaları 

denir. 3boyV   ise A  ya 3 boyutlu bir afin uzay denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

V  bir vektör uzayı olsun 

 , : ;  ,  ,  V V x y x y    

fonksiyonu aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa bu fonksiyona bir iç çarpım 

fonksiyonu denir (Hacısalihoğlu, 1983):  ,  ,  x y z V   ve ,  p n   için; 

i) Bilineerlik Aksiyomu; 

  ,  ,   ,  ,  

,    ,  ,  ,

p x n y z p x z n y z

x p y n z p x z n y z

  

  
 

ii) Simetri Aksiyomu; 

,  , ,x y y x  

iii) Pozitif Tanımlılık Aksiyomu; 

, 0, , 0 0.x x x x x     
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3  standart reel afin uzay olsun.     3

1 2 3 1 2 3, , , ,  ,  F f f f T t t t    için  

3 3

3

1

, : ,  

      ( , ) ,   a a

a

F T F T f t


 

 
 

şeklinde verilen fonksiyon bir iç çarpım fonksiyonudur. Bu iç çarpıma 3  te 

standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı denir. Öklid iç çarpımın tanımlı bulunduğu 

3  vektör uzayı ile birleşen 3  afin uzayına 3 boyutlu Öklid uzayı denir ve 3E

ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

   1 2 3 1 2 3, , , ,  ,  F f f f T t t t   noktaları 3E  de tanımlı iki nokta olsun. Bu 

noktalar arasındaki uzaklık fonksiyonu 

     

3 3

3
2

1

: ,  

    , , a a

a

d E E

F T d F T f t


 

  
 

şeklinde tanımlanır.  ,d F T   sayısına da bu iki nokta arasındaki uzaklık denilir 

(Hacısalihoğlu,1983). 

      
3: I   ,         1 2 3, ,s s s s     diferensiyellenebilir 

fonksiyonuna 3  te bir eğri denir.   1s   ise   eğrisine birim hızlı eğri denir. 

Bu durumda s I  parametresine de eğrinin yay parametresi denir (Hacısalihoğlu, 

1983). 

      
3: I   diferensiyellenebilir eğrisinin Frenet vektörleri 

     1 2 3, ,u s u s u s , eğriliği  s  ve burulması  s  olsun. 

i) s  yay parametresi olduğunda Frenet vektörleri, eğrilik ve burulması 

     
 

 
     

         

1 2 3 1 2

2 3

''
' ,    ,    

''

'' ,    , '

s
u s s u s u s u s u s

s

s s s u s u s 






  

   

  

                     2.1.1  
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ii) s  keyfi parametre olduğunda Frenet vektörleri, eğrilik ve burulması 

 
 

 
       

   

   

         

1 2 3 1 3

2 3

' ' ''
,     ,    

' ' ''

'' ,    , '

s s s
u s u s u s u s u s

s s s

s s s u s u s 

  

  

  


   



  

    (2.1.2)  

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983). 

3: I   diferensiyellenebilir birim hızlı eğrisinin Frenet vektörleri ile 

bunların türev vektörleri arasında 

     

         

     

1 2

2 1 3

3 2

' ,

' ,

'

u s s u s

u s s u s s u s

u s s u s



 





 





  



                                                       2.1.3  

bağıntıları vardır. Bu bağıntılar Frenet formülleri olarak bilinir (Hacısalihoğlu, 

1983). 

Bir   eğrisinin,  s  noktasındaki      1 2 3, ,u s u s u s  Frenet çatısının s  

parametresinin değiştiği her anda, bir eksen etrafında, ani bir helis hareketi yaptığı 

varsayılır. Etrafında hareket ettiği eksene Darboux ekseni ve bu eksenin yön ve 

doğrultusunu gösteren vektöre Darboux vektörü adı verilir (Fenchel, 1951). Bu 

vektör  w s  ile gösterilirse  

             2 2 1 3w s u s u s s u s s u s                                      2.1.4  

şeklinde ifade edilir. 

 

Şekil 2.1 Darboux vektörü 
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Eğer birim Darboux vektörü  c s  ile gösterilirse, bu vektör 

 
 

   
 

 

   
 1 3

2 2 2 2

s s
c s u s u s

s s s s

 

   

 

   
 

                        2.1.5  

şeklinde yazılır.  3u s  ile  w s  arasındaki açı   ile gösterilirse, (Şekil 2.1) den 

 

 

 

   

 

 

 

   2 2 2 2
cos ,  sin

s s s s

w s w ss s s s

   

   

   
 

   
   

           2.1.6

olur. Buradan birim Darboux vektörü  

     1 3sin cosc s u s u s  
                                                              2.1.7  

şeklinde bulunur (Fenchel, 1951; Hacısalihoğlu, 1983). 

3: I   kapalı eğri olması durumda,  w s  vektörünün   eğrisi boyunca 

eğrisel integraliyle belirtilen 

    
 

,D s w s ds


                                                                                            2.1.8  

   
 

   
 

1 3          u s s ds u s s ds 

 

                                               2.1.9  

vektörüne ani helis hareketine ait Steiner dönme vektörü, 

               1 1 2 2 3 3d s s u s s u s s u s                                    2.1.10  

olmak üzere 

     
 

,V s d s ds


                                                                                    2.1.11  

vektörüne de ani helis hareketine ait Steiner öteleme vektörü denir (Fenchel, 1951; 

Hacısalihoğlu, 1983). 
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2.2 Öklid Uzayında Regle Yüzeyler 

x y  düzleminin bir A  bölgesindeki her bir  ,x y  noktasının F 

diffeomorfizmi altındaki görüntüsü  ,z F x y  olsun.  ,x y  noktaları düzlemde bir 

A bölgesini tararken,  , ,x y z  noktaları da uzayda bir T  yüzeyi oluşturur. Bu 

yüzeyin açık denklemi  ,z F x y  ve kapalı denklemi  , , 0F x y z   şeklinde 

verilir (Şenatalar, 1978; Sabuncuoğlu, 2006) (Şekil 2.2). 

 

Şekil 2.2 Yüzey 

Bu yüzeyin birim normal vektör alanı N , Riemann konneksiyonu D  olmak 

üzere,  X F   için   XS X D N  şeklinde tanımlı dönüşüme şekil operatörü 

veya Weingarten dönüşümü denir (Hacısalihoğlu, 1983).Yüzeyin parametrik 

ifadesi  

        

2 3

1 2 3

:      

     , , , , , ,

F E E

s F s F s F s   




                      2.2.1  

şeklinde verilsin. Bu yüzey için Weingarten dönüşümünün matrissel ifadesi 

   

   

3 2 2

2 2 3

det , , det , ,

det , , det , ,

ss s s s

s s

s s s

s s

F F F F F F

F F F F
S

F F F F F F

F F F F

  

 

   

 

 
  
 

  
  
 
 

          2.2.2  
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şeklinde olur. 

Yüzeyin Gauss eğriliği K  ile ortalama eğriliği H  ile gösterilirse bu eğrilikler 

det ,       K S H IzS                                                                              2.2.3  

şeklinde bulunur (Hacısalihoğlu, 1994). Burada 0K   ise yüzeye açılabilir, 0H   

ise minimal yüzey adı verilir. 

 x s  doğrusunun  s  eğrisi üzerinde hareket ettirilmesiyle oluşan yüzey 

regle yüzey olarak tanımlanabilir. Burada  s  eğrisine regle yüzeyin dayanak 

eğrisi,  x s  doğrusuna regle yüzeyin ana doğrusu (doğrultmanı) denir. Regle 

yüzeyin parametrik denklemi 

       

3:

    , ,  

I

s s s x s   

  

  
                                                     2.2.4  

şeklinde yazılır (Hacısalihoğlu, 1994) (Şekil 2.3). 

 

Şekil 2.3 Regle Yüzey 

Bir  ,s   regle yüzeyinin dayanak eğrisi boyunca oluşan  1 2,Sp u u  

düzlemine oskülatör düzlem,  2 3,Sp u u  düzlemine normal düzlem ve  1 3,Sp u u  

düzlemine rektifyan düzlem ismi verilir. 

     ,s s x s      regle yüzeyi s I   için    2 , ,s s       

eşitliği sağlanacak şekilde periyodik ise  ,  s  ’ye kapalı regle yüzey adı verilir. 

Bir regle yüzeyin ana doğrusu boyunca yüzeyin teğet düzlemi aynı kalıyorsa yüzeye 

açılabilir regle yüzey denir (Hacısalihoğlu, 1994). 
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 ,s   regle yüzeyinin komşu iki ana doğrusunun ortak dikme noktalarının 

esas ana doğrular üzerindeki noktalarına striksiyon noktası, bu noktaların geometrik 

yerine de regle yüzeyin striksiyon eğrisi adı verilir (Hacısalihoğlu, 1994). 

 ,s   regle yüzeyinin striksiyon noktasının yer vektörü  s  ile 

gösterilirse bu vektör 

   
   

 
   2

' , '
, 0

'

s x s
s s x s x s

x s


              2.2.5  

şeklinde yazılır (Hacısalihoğlu, 1994). 

 ,s   regle yüzeyinin striksiyon çizgisi boyunca  1 2,Sp u u  düzlemine 

asimptotik,  2 3,Sp u u  düzlemine polar ve  1 3,Sp u u  düzlemine merkezi düzlem 

adı verilir (Blaschke, 1994). 

 ,s   regle yüzeyinin komşu iki ana doğrusu arasındaki en kısa uzaklığın 

bu iki komşu ana doğru arasındaki açıya oranına regle yüzeyin dağılma parametresi 

(drali) adı verilir. Dral denklemi xP  ile ifade edilirse  

      

 
2

det ' , , '

'
x

s x s x s
P

x s


             2.2.6  

şeklinde olur (Hacısalihoğlu,1983). 

 ,s   regle yüzeyinin  x s  doğrularının tümünü dik şekilde kesen eğriye 

regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir (Hacısalihoğlu, 1994). 

 ,s   kapalı regle yüzeyinin ana doğrularının dik yörüngeleri için 

   
   

,XL d s x s d
 

                 2.2.7  

şeklinde tanımlanan 
XL  ifadesine regle yüzeyin açılım uzunluğu denir. 
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Şekil 2.4 Açılım Açısı, Açılım Uzunluğu 

Bir  ,s   regle yüzeyinin  s  eğrisi boyunca  x s  doğrusunun bir 

periyot sonra ilk pozisyonu ile yaptığı açıya regle yüzeyin açılım açısı denir. Bu açı 

x  ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1994). 

 ,s   kapalı regle yüzeyi için açılım açısı ve açılım uzunluğu sırasıyla, 

       , , ,x xD s x s L V s x s              2.2.8  

bağıntılarından hesaplanır. Burada 

               
1 3 1

1 3 1,   
u s u s u s

D s u s u s V s L u s                                      2.2.9  

şeklinde verilir (Hacısalihoğlu, 1994). 

 x s  ana doğrusu yerine   eğrisine ait Frenet vektörleri olan      1 2 3, ,u s u s u s  

alındığında, oluşan kapalı regle yüzeylerin integral invaryantları  

i.  
 

 
 

1 2 3
,   0,   u u us ds s ds 

 

         

ii. 
 

1 2 3
,   0,   0u u uL ds L L



              2.2.10  

iii. 
 

     1 2 32 2

1
0,   ,   u u u

s
P P P

s s s



  



  
  


 

şeklinde elde edilir (Hacısalihoğlu, 1994).  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde tezimize yol gösteren çalışmalardaki successor eğrileri ve eş 

uzaklıklı regle yüzeyler hakkındaki bilgilere yer verildi. 

3.1 p-Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler 

Tanım 3.1.1 
3: I   ve 3: I   diferensiyellebilir birim hızlı eğrilerinin 

 s  ve  s  noktalarındaki Frenet çatıları sırasıyla  1 2 3, ,u u u  ve  1 2 3, ,v v v  

olsun. Doğrultmanları  1u s  ve  1v s  olan iki regle yüzeyin parametrik denklemleri  

     1,s s u s     , 

     1,s s v s                  3.1.1  

olarak verilsin. Bu yüzeyler için  

i. Striksiyon eğrileri boyunca  1u s  ve  1v s  üretici vektörleri paralel, 

ii. Uygun noktalarda  2 3,Sp u u  ve  2 3,Sp v v  düzlemleri arasındaki p R  

uzaklığı sabit, 

ise  ,s   ve  ,s   yüzey ikilisi paralel p eş uzaklıklı ( p equidistant) 

regle yüzeyler olarak isimlendirilir (Valeontis, 1986). 

 s  ve  s  striksiyon çizgileri  ,s  ve  ,s   regle yüzeylerinin dayanak 

eğrisi olarak alınırsa bu yüzeylerin parametrik denklemleri, 

     1,s s u s     , 

     1,s s v s                  3.1.2  

biçiminde olur (Valeontis, 1986). 

Teorem 3.1.1 p eş uzaklıklı regle yüzeylerin uygun noktalardaki  1 3,Sp u u  ve

 1 3,Sp v v  düzlemleri arasındaki uzaklığı z ,  1 2,Sp u u  ve  1 2,Sp v v  düzlemleri 

arasındaki uzaklığı q  ile gösterilirse  ,s   regle yüzeyinin striksiyon çizgisi, 
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 2 3 1

'  z q s
s s z u s q u s u s

s






 



 
     

 
          3.1.3  

şeklinde verilir (Valeontis 1986). 

Bu teoreme göre polar düzlemler arasındaki p  uzaklığı 

 

 

'z q s
p

s









 
               3.1.4  

olur (Valeontis, 1986). 

Teorem 3.1.2   ve   p eş uzaklıklı regle yüzeylerin dayanak eğrilerinin 

eğrilikleri ve burulmaları arasında  

   

   

,  
ds

s s
d s

ds
s s

d s

 

 

 

 





               3.1.5  

bağıntıları vardır (Valeontis, 1986).  

Teorem 3.1.3 p eş uzaklıklı regle yüzeylerin Frenet çatıları birbirine denktir 

(Valeontis, 1986). 

Teorem 3.1.4 p eş uzaklıklı regle yüzeylerin Frenet vektörlerinin meydana 

getirdiği regle yüzeylerin açılım açıları arasında 

i.  
1 1

1 2 3

,      v u

pu zu qu

s ds  
 

    

ii. 
2 2

,                                                                              v u           3.1.6  

iii.  
3 3

1 2 3

,v u

pu zu qu

s ds  
 

    

bağıntıları vardır (Masal, 1994). 

Teorem 3.1.5 p eş uzaklıklı regle yüzeylerin Frenet vektörlerinin meydana 

getirdiği regle yüzeylerin açılım uzunlukları arasında  

i.    
1 1

1 2 3

,v u

pu zu qu

s L s L ds  
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ii. 
2 2

0,v uL L                 3.1.7  

iii. 
3 3

0,v uL L    

bağıntıları vardır (Masal, 1994). 

Teorem 3.1.6 p eş uzaklıklı regle yüzeylerin Frenet vektörlerinin meydana 

getirdiği regle yüzeylerin dralleri arasında  

i. 
1 1

0,v uP P   

ii. 
2 2

,v u

d s
P P

ds
                 3.1.8  

iii. 
3 3v u

d s
P P

ds
  

bağıntıları vardır (Masal, 1994). 

3.2 z-Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler 

Tanım 3.2.1 3E  de  ve    dayanak eğrilerine ait, 
2u  ve 

2v  üretici vektörlerinin 

oluşturduğu regle yüzeylerin parametrik denklemleri sırasıyla 

     2,s s u s     ,      2,s s v s              3.2.1  

şeklinde verilsin. Bu yüzeyler için 

i. Striksiyon eğrileri boyunca 
2u  ve 

2v  üretici vektörleri paralel, 

ii. Uygun noktalarda  1 3,Sp u u  ve  1 3,Sp v v  düzlemleri arasındaki z R

uzaklığı sabit, 

 ise bu yüzeylere z eş uzaklıklı ( z equidistant) regle yüzeyler denir 

(Valeontis,1986; Şenyurt ve As, 2013). 

Teorem 3.2.1 z eş uzaklıklı regle yüzeyler verilsin  1 2,Sp u u  ve  1 2,Sp v v  

düzlemler arasındaki uzaklığı q ,  2 3,Sp u u  ve  2 3,Sp v v  düzlemler arasındaki 

uzaklığı p  ile gösterilirse  ,s   regle yüzeyinin striksiyon çizgisinin denklemi, 
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1 3 22 2

p q
p u q u u 

 

 
 

 

  
     

 
           3.2.2  

şeklinde bulunur. Burada merkezi düzlemler arasındaki uzaklık 

2 2

p q
z  

 

 

 

 



               3.2.3  

şeklinde verilir (Şenyurt ve As, 2013). 

Teorem 3.2.2 z eş uzaklıklı regle yüzeylerin Frenet çatıları, eğrilik ve burulmaları 

arasında 

i. 
1 1 3 2 2 3 1 3cos sin ,  ,  sin cosv u u v u v u u          

ii.    cos sin ,  sin cos
ds ds

ds ds
              

 
                   3.2.4  

bağıntıları vardır. Burada   açısı dayanak eğrisi ile 1u  vektörü arasındaki açıdır 

(Şenyurt ve As, 2013). 

Teorem 3.2.3 z eş uzaklıklı regle yüzey çiftinin açılım açıları arasında  

i. 
1 1 3

22 21 2 32 2

* *cos sin ,v u u

upu z u qu

ds ds



  

 



  

      
    
               

      

ii. 
2 2

0,v u                   3.2.5  

iii. 
3 1 3

22 21 2 32 2

* *sin cosv u u

upu z u qu

ds ds



  

 



  

      
    
               

       

bağıntıları vardır (Şenyurt ve As, 2013). 

Teorem 3.2.4 z eş uzaklıklı regle yüzey çiftinin açılım uzunlukları arasında 

i.  
1 1

22 21 2 32 2

* *cos sin ,v u

upu z u qu

L L ds ds



  

  



  

    
    
               

      

ii. 
2 2

0,v uL L   

iii. 
3 3

0v uL L                                                                                               3.2.6  
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bağıntıları vardır (Şenyurt ve As, 2013). 

Teorem 3.2.5 z eş uzaklıklı regle yüzey çiftinin dralleri arasında  

i. 
1 1

0,v uP P   

ii. 
2 2

*

cos sin ,v u

ds
P P

ds






 



 
  

 
 

iii. 
3 3

*

cos sin
v u

ds
P P

ds



 



   

 
  

 
             3.2.7  

bağıntıları vardır (Şenyurt ve As, 2013). 

3.3 q-Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler 

Tanım 3.3.1 3E  de  ve    eğrilerine ait 
3u  ve 

3v  üretici vektörlerinin oluşturduğu 

regle yüzeylerin parametrik denklemleri sırasıyla 

     3,s s u s     , 

     3,s s v s                   3.3.1  

şeklinde verilsin. Eğer; 

i. Striksiyon eğrileri boyunca 
3u  ve 

3v  üretici vektörleri paralel, 

ii. Uygun noktalarda  1 2,Sp u u  ve  1 2,Sp v v  düzlemleri arasındaki q R  

uzaklığı sabit, 

ise  ,s   ve  ,s   regle yüzey ikilisi q  eş uzaklıklı ( q  equidistant) regle 

yüzeyler olarak isimlendirilir. 

Striksiyon çizgileri  s  ve  s  dayanak eğrisi alınarak oluşturulan regle 

yüzeylerin parametrik ifadeleri 

     

     

3

3

, ,

,

s s u s

s s v s

  

  

  

  
                                                                       3.3.2  

olarak bulunur (Valeontis, 1986; Li ve ark., 2022). 



17 

 

Teorem 3.3.1 q   eş uzaklıklı regle yüzeylerin uygun noktalardaki  1 3,Sp u u  ve 

 1 3,Sp v v  düzlemleri arasındaki uzaklığı z ,  2 3,Sp u u  ve  2 3,Sp v v  düzlemleri 

arasındaki uzaklığı p  ile gösterilse q  eş uzaklıklı regle yüzeylerin striksiyon 

çizgileri arasında  

1 2 3

z p
p v z v v




 



  
     

 
            3.3.3  

bağıntısı vardır. Burada asimptotik düzlemler arasındaki uzaklık 

z p
q 







 
                3.3.4  

şeklinde verilir (Li ve ark., 2022). 

Teorem 3.3.2 q  eş uzaklıklı regle yüzeylerin dayanak eğrilerinin Frenet çatıları, 

eğrilik ve burulmaları arasında  

i. 1 1 2 2 1 2 3 3cos sin ,  sin cos ,  ,v u u v u u v u       
  

ii. 
 1 ,  cos

ds ds

ds ds
       

 
  

            3.3.5  

bağıntıları vardır. Burada   açısı dayanak eğrisi ile 1u  vektörü arasındaki açıdır (Li 

ve ark., 2022). 

3.4 Successor Eğrisi 

Tanım 3.4.1 Birim hızlı bir   eğrisinin birim teğet vektörü 
*  eğrisinin aynı 

noktasındaki asli normal vektörü ise 
*  eğrisine   eğrisinin successor eğrisi denir 

(Menninger,2014). 

Teorem 3.4.1 
*  eğrisi   eğrisinin successor eğrisi ve bu eğrilerin Frenet aparatları 

sırasıyla  * * * * *

1 2 3,  , , ,u u u     ve  1 2 3,  , , ,u u u     olsun. Frenet vektörleri, 

eğrilikleri ve Darboux vektörü için  
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*

1 2 3

*

2 1

*

3 2 3

*

*

*

1 3

cos sin ,                

,                                          

sin cos ,

cos ,

sin ,

 

u u u

u u

u u u

w u

 

 



 

 

  

  



  



 







            3.4.1  

bağıntıları vardır. Burada    0s s ds     , *

3u  ve 
3u  vektörleri arasındaki 

açıdır (Menninger,2014). 

Sonuç 3.4.1 Bir helis eğrisi bir düzlemsel eğrinin successor eğrisidir (Menninger, 

2014). 

İspat:   eğrisinin successor eğrisi olan 
*  eğrisi bir helis eğrisi olsun. Böylece 

sabit bir M  birim vektörü için *

1 , cosu M   olacak şekilde sabit bir   açısı 

vardır. Buradan türev alınır ve Frenet formülleri uygulanırsa 

* *

2 , 0u M   

olur. Buradan *

2u M  olduğundan 

* *

1 3cos sinM u u    

olarak yazılabilir. Bu ifadenin türevi alınırsa  

   

 

* *

1 3

* * * *

2 2

* * *

2

0 cos sin

  cos sin

  cos sin

u u

u u

u

 

 

 

   

 

  

  

 

 

olur ve 
*

*

sin
tan

cos





 


 
   bulunur. Successor bağıntılarından 

*

*

cos
cot

sin
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olur. tan  nin değeri sabit olduğundan cot  nin değeri de sabittir. Bu durumda   

sabit olur, successor bağıntılarından 0    olur. Bu durumda   eğrisi 

düzlemsel bir eğridir. 

Sonuç 3.4.2 Bir helis eğrisinin successor eğrisi bir slant helistir (Menninger, 2014). 

İspat:   eğrisinin successor eğrisi 
*  olsun.   eğrisi helis olursa 






 oranı sabittir. 

*  eğrisinin slant helis olması için gerek ve yeter koşul 

 

* 2 *

3 *
* 2 * 2 2

 


 

 



 

 
  

 

fonksiyonunun sabit olmasıdır.  3.4.1  den successor eğrisinin bağıntıları yerine 

yazılırsa 

 

    

 

2

3
2 2 2

2 2

3

2

2

cos sin

cos
cos sin

cos
    = tan

cos
    =

cos

    =

 



 









 

   


 
   

 




 

 



 

 
  

 









 

eşitliği bulunur. 






 sabit olduğu için   fonksiyonu da sabittir. Dolayısıyla 

*  

eğrisi slant helistir.  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Çalışmamızın bu bölümünde, Valeontis ve Menninger’in çalışmalarından 

yola çıkarak p eş uzaklıklı regle yüzeyler oluşturan iki eğrinin 
*  ve 

*  successor 

eğrileri ele alındı. 
*  ve 

*  eğrilerinin oluşturduğu *  ve 
*  yüzeyleri, striksiyon 

noktasında asli normal vektörleri paralel ve uygun yerlerde merkezi düzlemler 

arasındaki uzaklık sabit olma şartı altında, successor eş uzaklıklı regle yüzeyler 

tanımlandı. Bu yüzeylerin striksiyon eğrileri ve bu eğrilerin teğetleri arasındaki 

bağıntılar verildi.  

Çalışmanın ikinci bölümünde successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin kapalı 

olması durumunda dayanak eğrilerine ait Frenet vektörleri, birim Darboux vektörleri 

ve Frenet vektörlerine bağlı hareket eden birim vektörlerin oluşturduğu regle 

yüzeylerin açılım açıları, açılım uzunlukları ve dralleri arasındaki bağıntılar ayrı ayrı 

ifade edildi.  

Son olarak successor eş uzaklıklı regle yüzeyler için Weingarten Dönüşümü 

matrisi, Gauss eğriliği ve ortalama eğrilik hesaplandı. Successor eş uzaklıklı regle 

yüzeylere örnek verilerek Maple programı ile şekilleri çizdirildi. 

4.1 Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler 

Tanım 4.1.1 3  de   ve   diferensiyellenebilir eğrilerinin successor eğrileri 
* ve 

*  olsun. Bu eğrilerin successor çatıları  1 2 3, ,u u u  
 ve  1 2 3, ,v v v  

 ile gösterilsin. 

*  ve *  eğrilerine ait 
2u   ve 

2v   vektörlerinin üretmiş olduğu regle yüzeylerin 

parametrik denklemleri sırasıyla 

     * * *

2,s s u s      ve      * * *

2,s s v s                        4.1.1  

şeklinde verilsin. Eğer 

i) Striksiyon eğrileri boyunca 
2u   ve 

2v   üretici vektörleri paralel, 

ii) Uygun noktalarda  * *

1 3,  Sp u u  ve  * *

1 3,Sp v v  düzlemleri arasında uzaklık 

sabit (bu uzaklık l  ile gösterildi), 

ise bu yüzey çiftine successor l  eş uzaklıklı ( l  equidistant) regle yüzeyler denir. 
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 * ,s   regle yüzeyinin striksiyon çizgisi * ,  * ,s   regle yüzeyinin striksiyon 

çizgisi *  ile gösterilsin.  2.2.5  bağıntısından striksiyon çizgileri sırasıyla 

   
 

   
 

   
 

   
 

*

* * *

2* 2 * 2

*

* * *

2* 2 * 2

,
s

s s u s
s s

s
s s v s

s s



 



 


 

 


 

 

 


 


                                                 4.1.2  

şeklinde verilir. 

Dayanak eğrisi olarak *  ve 
* , doğrultman vektör olarak 

2u   ve 
2v   alınırsa elde 

edilen successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin denklemi 

     * * *

2,s s u s      ve      * * *

2,s s v s                       4.1.3  

şeklinde yazılır. 

* *   vektörünün *

1u , *

2u  ve *

3u  vektörleri üzerine dik izdüşümleri sırasıyla c , l  ve m  

olsun. Bu ifadeler izdüşüm tanımından 

* * * * * * * * *

1 2 3, , , ,  ,c u l u m u         

olur. Buna göre 
* *   vektörü  

* * * * *

1 2 3c u l u m u      veya * * * * *

1 2 3cu lu mu                         4.1.4  

şeklinde olur. 

Teorem 4.1.1  * ,s   ve  * ,s   successor eş uzaklıklı regle yüzeyler olsun. Bu 

yüzeylere ait * , 
*  striksiyon çizgileri arasında  

* *
* * * * *

1 2 3* 2 * 2

c m
cu u mu 

 

 
 

 

  
    

                                                   4.1.5  

bağıntısı vardır. 
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İspat: 

 

Şekil 4.1 Successor Eğrisinin Striksiyonları Arasındaki Uzaklık 

(Şekil 4.1) den *  striksiyon eğrisi * * * * *

1 2 3cu lu mu      şeklinde yazılır. *  

yerine  4.1.2  ifadesindeki değeri yazılırsa  

*

* * * * * *

2 1 2 3* 2 * 2
v cu lu mu



 


 

 
    


 

olur. Successor eğrisi tanımından    2 2v s u s   olduğundan * eğrisi 

*

* * * * *

1 2 3* 2 * 2
cu l u mu



 


 

 

 
       

                                               4.1.6  

şeklinde bulunur. Bu ifadenin türevi alınır, Frenet formülleri yerine yazılır ve gerekli 

düzenlenmeler yapılırsa 

* *

* * * * * * *

1 1 2 2 3 3* 2 * 2 * 2 * 2
' 'c u cu l u l u mu mu

 

   

 
 

   

   
                     

 

   

 

* *

* * * * * * * * * *

1 2 2 1 3* 2 * 2 * 2 * 2

* * *

3 2

'

        '

c u c u l u l u u

m u m u
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* *

* * * * * * *

1 2* 2 * 2 * 2 * 2

*

* *

3* 2 * 2

'

        '  

c l u c m l u

m l u

 

  

   





 

 
    

   




 

                               

  
        

        4.1.7  

olur. Diğer taraftan  4.1.2  ifadesinin türevi alınır ve Frenet formülleri yerine 

yazılırsa 

 

   

 

'
*

* * *

2* 2 * 2

* *
* * *

2 2* 2 * 2 * 2 * 2

* *
* * * * * *

1 2 1 3* 2 * 2 * 2 * 2

* 2 *
*

1* 2 * 2 * 2 * 2

 

    +   

    +  

    1

s
u

s s

u u

u u u u

u



 

 

   

 
 

   

 

   


 

 

 


   

 
 

   

 

   

 
     

   
      

    

   
      

    

  
   

   

* *
* *

2 3* 2 * 2
u u 

 

 

 

  
   

  

 

olur. Bu ifade  4.1.7  de yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

* 2 *
* * *

1 2* 2 * 2 * 2 * 2

** *
* * *

3 1* 2 * 2 * 2 * 2

* *

* * * *

2* 2 * 2 * 2

1

         '

         '

u u

u c l u

c m l u m l

 

   

 


   

 

  

   

 


   

 


   

 
  

   

   
      

    

   
              

               
 

*

3* 2
u
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** 2
* *

1* 2 * 2 * 2 * 2

**
* * *

2* 2 * 2 * 2 * 2

** *

* 2 * 2 * 2 *

        1 '

            

            '

c l u

c m l u

m l




   


 

   

 

   




   


 

   

 

   

   
               

                   
 

 
    

  

* *

32
u

  
    

  

 

olur. Bu ifade 
*

2u   ile iç çarpılır ve Frenet formülleri yerine yazılırsa 

** 2
* * * * *

2 1 2* 2 * 2 * 2 * 2

**
* * * *

2 2* 2 * 2 * 2 * 2

* *

* 2 * 2

, 1 ' ,

                  ,

                  

u c l u u

c m l u u




   


 

   

 

 


 

   


 

   

 

 

   
                 

                    
 






*

* * *

3 2* 2 * 2

** 2
* * * * * *

1 1 3* 2 * 2 * 2 * 2

**
* *

* 2 * 2 * 2

' ,

              1 ' ,

                  

m l u u

c l u u u

c m l





 


  

   


 

  




 


  

   


 

  

  
            

   
                 

 
     

  

* * * * *

2 1 3* 2

** *
* * * * * *

3 1 3* 2 * 2 * 2 * 2

,

                  ' ,

             

u u u

m l u u u
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* 2
*

* 2 * 2

** *
* * 2 * 2

* 2 * 2 * 2 * 2

               1 '

                  '

c

m l




 

 
  

   




 

 
  

   

  
        

  
            

 

olur. Bu ifade ve  4.1.6  ifadesi  2.2.5  te yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa * striksiyon çizgisi 

   

 

 

* *

2
* * *

22

*

2

*

* * * *

1 2 3* 2 * 2

** 2 * *
* * * 2 * 2

* 2 * 2 * 2 * 2 * 2 * 2

*

2* 2 * 2

*

* *

1 * 2

,

   

1 ' '

     

    

v

v

v

cu l u mu

c m l

u

cu l



 

  
   

     

 







 




 

  
   

     

 




 

 

 


 
       

     
                      



   


* *

2 3* 2

* 2 * *
* *

* 2 * 2 * 2 * 2 *

* *

2 2* 2 * 2 * 2 * 2

* 2 * *
* *

* 2 * 2 * 2 * 2

* *

1 * 2

1 ' '

       

1 ' '

    

u mu

c m

u l u

c m

cu



  
 

    

   

  
 

   



  
 

    

   

  
 

   




 
  

 

    
        

            

   
      

    
  



* *

2 3* 2

* *
* * * *

1 2 3* 2 * 2
    

u mu

c m
cu u mu



 

 



 


 

 
 
  
 
  
 

  
    

 

şeklinde bulunur. 
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Sonuç 4.1.1  * ,s   ve  * ,s   successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin merkezi 

düzlemler arasındaki l  uzaklığı  

* *

* 2 * 2

c m
l  

 

 

 

 



                                                                                                4.1.8  

formülü ile verilir. 

Sonuç 4.1.2  * ,s   ile  * ,s   successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin merkezi 

düzlemler arasındaki l  uzaklığının esas eğrilerin eğrilikleri cinsinden ifadesi 

cos ' sin 'c m
l



 




                                                                                      4.1.9  

bağıntısı ile verilir. 

İspat:  4.1.8  bağıntısında,  3.4.1  den 
* cos     ve 

* sin     eğrilikleri 

yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa l  uzaklığı 

   

 

22

2

cos ' sin '

cos sin

cos ' sin '
 

cos ' sin '
 

c m
l

c m

c m

 

 







   

   

  



 














 

şeklinde bulunur. 

Sonuç 4.1.3: *  ve 
*  successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin merkezi düzlemler 

arasındaki l  uzaklığının, striksiyon eğrilerinin teğet vektörlerine ait katsayılar 

cinsinden ifadesi  

* *
* *

* 2 * 2 * * 2 * 2 *
cos sin ' cos sin '

ds ds
l c m

ds ds

  

   

 
   

   

   
             

 

bağıntısıyla verilir. 
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İspat: 

 

Şekil 4.2 Striksiyon Eğrisinin Teğet Vektörleri 

Successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin striksiyon eğrilerine ait birim teğet vektörler 

*T  ve *T , bu vektörlerin merkezi düzlemlere iz düşüm vektörleri sırasıyla *

1T  ve *

1T  

olsun. *

1T  ile *

3u  vektörü arasındaki açı  , *

1T  ile *

3v  vektörü arasındaki açı   ile 

gösterilsin (Şekil 4.2). *

1T  ve *

1T  vektörleri 

* * *

1 1 3

* * *

1 1 3

sin cos ,

sin cos

T u u

T v v

 

 

 

 

 

şeklinde yazılır. Benzer şekilde *T  ile *

1T  arasındaki açı  , *T  ile *

1T  arasındaki açı 

  ile gösterilirse *T  ve *T  vektörleri 

* * *

1 2

* * *

1 2

cos sin ,

cos sin

T T u

T T v

 

 

 

 

 

olur. *

1T  ve *

1T  ifadeleri burada yerine yazılırsa, teğet vektörlerin Frenet çatıları 

cinsinden ifadesi 

* * * *

1 2 3

* * * *

1 2 3

cos sin sin cos cos ,

cos sin sin cos cos

T u u u

T v v v

    

    

  

  

                                        4.1.10  

olur. Diğer yandan *  yüzeyinin striksiyon eğrisinin türevi 
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* *

*

*
* *

* *

ds dsd
T

ds ds ds

 




     

şeklinde yazılır. Burada *T  yerine  4.1.10  daki karşılığı yazılırsa 

 
*

* * * *

1 2 3 *
cos sin sin cos cos

ds
u u u

ds


           

olur. Bu ifade 
*  türevinde yerine yazılır ve düzenlenirse 

 

*

* *

* * * * * * *

1 2* 2 * 2 * 2 * 2

*

* *

3* 2 * 2

*

*

* * 2 * 2

'

       '

     cos sin '

c l u c m l u

m l u

ds
c l u

ds

 

  

   





 

 



 

 
    

   




 


  

 

                               

  
        

  
         

*

*

*

1

*

* * *

2* * 2 * 2

*

* *

3* * 2 * 2

      sin

      cos cos '

ds
c m l u

ds

ds
c l u

ds

 

 

 

 



 


  

 


  

 

            
 

  
         

 

şelinde bulunur. Bu ifade 
*

2u   ile iç çarpılırsa 

 

* *
* * * * *

2 * *

*

* * 2 * 2

* 2 * 2

, cos sin cos sin

                   + '

ds ds
u c

ds ds

m l

 

  



  

 

       


  

 

     

 
     

  

olur. Bu ifade ve  4.1.6  ifadeleri 
*  striksiyon çizgisinde yerine yazılırsa 
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* *

* * * *

1 3

* * *

2* 2 * 2 * *

1
      cos sin ' cos sin '

cu mu

ds ds
c m u

ds ds

 

 

 

 

     
 

  

    
                

 

şeklinde bulunur.  4.1.4  bağıntısından l  uzaklığı 

* *
* *

* 2 * 2 * * 2 * 2 *
cos sin ' cos sin '

ds ds
l c m

ds ds

  

   

 
   

   

   
             

 

şeklinde bulunur. 

Teorem 4.1.3  * ,s   ile  * ,s   successor eş uzaklıklı regle yüzeylerinin 
* ve 

*  dayanak eğrilerinin Frenet çatıları sırasıyla  1 2 3, ,u u u  
,  1 2 3, ,v v v  

, *

3u  ve 
3u  

ile *

3v  ve 
3v  vektörleri arasındaki açılar sırasıyla   ve   ile gösterilsin. Bu durumda 

Frenet çatıları arasında  

i.    * * *

1 1 3cos sinu v v        

ii. * *

2 2u v          4.1.11  

iii.    * * *

3 1 3sin cosu v v         

bağıntıları vardır. 

İspat: p eş uzaklıklı regle yüzeylerin dayanak eğrilerine ait Frenet çatıları denk 

olduklarından 

1 1

2 2

3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

u v

u v

u v

    
    


    
        

 

şeklinde yazılır.  3.4.1  ifadesinden successor çatıları arasındaki bağıntılar 

*

1 1

*

2 2

*
33

0 -cos sin

 1 0 0

0 sin cos

u u

u u

uu

 

 

    
    

    
        

 ve 

*

1 1

*

2 2

*
33

0 -cos sin

 1 0 0

0 sin cos

v v

v v

vv

 

 

    
    

    
        

 

şeklinde verilir (Şekil 4.3). 
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Şekil 4.3 Successor Eğrilerinin Çatıları 

Bu bağıntılar kullanılarak successor çatıları arasındaki geçiş matrisi 

*

1 1

*

2 2

*
33

0 -cos sin

 1 0 0

0 sin cos

u u

u u

uu

 

 

    
    

    
        

 

1

2

3

*

1

*

2

*

3

0 -cos sin 1 0 0

         1 0 0 0 1 0

0 sin cos 0 0 1

0 -cos sin 0 1 0

         1 0 0 cos 0 sin

0 sin cos sin 0 cos

cos cos sin si

        

v

v

v

v

v

v

 

 

 

 

   

  

    
    


    
         

    
    

      
         





   

   

*

1

*

2

*

3

*

1

*

2

*

3

n 0 cos sin sin cos

0 1 0

sin cos cos sin 0 sin sin cos cos

cos 0 sin

        0 1 0

sin 0 cos

v

v

v

v

v

v

    

       

   

   

   
  
  
       

   
  

   
       

 

şeklinde elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 
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Teorem 4.1.4 *  ve *  eş uzaklıklı regle yüzeylerin dayanak eğrilerinin 
*

 , 
*

  ve 

*

 , 
*

  eğrilikleri arasında 

    

    

*
* * *

*

*
* * *

*

cos sin ,

sin cos

ds

ds

ds

ds

  

  

      

      

   

    

         4.1.12  

bağıntıları vardır. 

İspat: *  ve 
*  successor eş uzaklıklı regle yüzeyler olduğundan    * * * *

2 2u s v s  

alınabilir. 
*s  yay parametresine göre türev alınırsa 

* * *

2 2

* * *

du dv ds

ds ds ds
  

bulunur. Burada Frenet formülleri yerine yazılırsa 

 
*

* * * * * * * *

1 3 1 3 *

ds
u u v v

ds
              

olur. Eşitliğin her iki tarafı sırasıyla 
*

1v  ve 
*

3v  ile iç çarpılırsa 

   

   

*
* * * * * * * * * * * *

1 1 3 1 1 1 3 1 *

1 0cos sin

*
* * * * * * * * * * * *

1 3 3 3 1 3 3 3 *

0 1sin cos

, , , ,

, , , ,

ds
u v u v v v v v

ds

ds
u v u v v v v v

ds

   

   

   

   

   

   

  

 

 
     
 
 

 
     
 
 

 

olur. Gerekli işlemler yapılırsa 
*

  ve 
*

  eğrilikleri hesaplanmış olur. 

Teorem 4.1.5: *  ve 
*  successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeylerinin striksiyon 

eğrilerinin teğet vektörlerinin bileşenleri arasında  

 

 

* *

*

*

*

cos sin cos cos sin

                sin cos cos ,

ds ds
c l

ds ds

ds
m l

ds
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* *
* *sin sin ,

ds ds
c m l

ds ds

 

                  4.1.13  

 

 

* *

*

*

*

cos cos sin cos sin

                           +cos cos cos

ds ds
c l

ds ds

ds
m l

ds

 







      

    

 
      

 

 
    

 

 

bağıntıları vardır. 

İspat: *  ve 
*  successor eş uzaklıklı regle yüzeyin *  striksiyonunun s  yay 

parametresine göre türevi hesaplanırsa  

* * *
* * * * * * *

21 1 3 3 2

ds ds
T T c u cu m u mu l u lu

ds ds

              

olur. Burada Frenet formülleri yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

     
* *

* * * * * * * * *

1 2 3

ds ds
T T c l u c m l u m l u

ds ds

 

                 

bulunur. 
*T  ve *T  teğet vektörleri yerine (4.1.10) daki eşitlikleri yazılırsa 

 
* *

*

* * * * *

1 2 3 1

* * *

2

cos sin sin cos cos cos sin

                                                                     sin

                         

ds ds
v v v c l u

ds ds

ds
c m l u

ds

 





 

       

  

 
      

 

 
     

 

*
* *

3                                            cos cos ,
ds

m l u
ds



  
 

    
 

 

olur. Bu ifade sırasıyla 
* * *

1 2 3,   ve v v v  vektörleri ile iç çarpılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa 
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* *

*

*

*

cos sin cos cos sin                         

                           sin cos cos ,

ds ds
c l

ds ds

ds
m l

ds

 







      

    

 
     

 

 
     

 

 

* *
* *sin sin ,

ds ds
c m l

ds ds

 

          

 

 

* *

*

*

*

cos cos sin cos sin

                           +cos cos cos

ds ds
c l

ds ds

ds
m l

ds

 







      

    

 
      

 

 
    

 

 

elde edilir. 

4.2 Kapalı Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeylerin İntegral İnvaryantları 

Successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin kapalı olması durumunda successor 

eğrilerine ait Frenet vektörleri, birim Darboux vektörleri ve Frenet vektörlerinin 

lineer birleşimi olarak yazılan birim vektörlerin oluşturduğu regle yüzeylerin açılım 

açıları, açılım uzunlukları ve dralleri arasındaki bağıntılar bu kısımda ayrı ayrı ifade 

edildi. Hesaplar yapılırken kısalığın hatırı için,  4.1.2  bağıntısından striksiyon 

çizgisi; 

 
 

   
 

*

*

2* 2 * 2
 

s
s u s

s s



 



 
 


 olmak üzere      * *s s s             4.2.1  

şeklinde alınmıştır. 

 4.1.6  bağıntısından * eğrisi; 

 
*

* * *

1 2 3* 2 * 2
s cu l u mu



 



 

 
       

 olmak üzere  * * s           4.2.2  

şeklinde alınmıştır. 
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Teorem 4.2.1 *  ve 
*  successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeyleri verilsin. Frenet 

çatılarının oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin açılım açıları arasında 

i.    
   

* * *
1 1 3

* * * *cos sin  ,
v u u

ds ds         
 

        

ii. * *
2 2

0,
v u
                   4.2.3  

iii.    
   

* * *
3 1 3

* * * *sin cos
v u u

ds ds         
 

        

bağıntıları vardır. 

İspat:  2.2.10  bağıntısndan 
*

1v  in oluşturduğu kapalı regle yüzeyin açılım açısı 

 
*
1

*

* *

v
ds



  
 

dır. Burada *  ın yerine  4.2.2  daki karşılığı yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

 

   

*
1

*

*

* *

* * * *    

v
ds

ds ds





 



 

 







 



 

 

bulunur. *  yerine  4.2.1  deki karşılığı yazılırsa 

   

     

*
1

*

*

* * * *

* * * * * *    

v
ds ds

ds ds ds

 



  



  

  



 

 

  

 

  

 

olur. 
*

  ın yerine  4.1.12  ifadesindeki eşiti yazılırsa  

    
     

 
 

 
     

*
1

*

* *

* * * * * * *

* * * * * * * *

sin cos

     sin cos

v
ds ds ds

ds ds ds ds
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bulunur. Burada 

 *

* *ds



  ve 

 *

* *ds



  yerine  2.2.9  ifadesindeki değerleri 

yazılırsa 

   
   

* * *
1 1 3

* * * *cos sin
v u u

ds ds         
 

        

elde edilir. Kapalı regle yüzeyin asli normal vektörünün oluşturduğu yüzeyin açılım 

açısı  2.2.10  bağıntısından 

* *
2 2

0
v u
    

şeklinde bulunur. Kapalı regle yüzeyin binormal vektörünün oluşturduğu yüzeyin 

açılım açısı  2.2.10  bağıntısından 

 
*
3

*

* *

v
ds



    

şeklinde yazılır. *  ın yerine  4.2.2  deki karşılığı yazılırsa 

 

   

*
3

*

*

* *

* * * *    

v
ds

ds ds





 



 

 







 



 

 

olur. Burada *  yerine  4.2.1  deki eşiti yazılırsa 

   

     

*
3

*

*

* * * *

* * * * * *    

v
ds ds

ds ds ds

 



  



  

  



 

 

  

 

  

 

bulunur. Bu ifade de 
*

  ın yerine  4.1.12  deki eşiti yazılırsa 

    
     

*
3

*

* * * * * * *cos sin
v

ds ds ds   
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*
3

* *

* * * * * * * *cos sin
v

ds ds ds ds   

 

        
 

          

olur. Burada 

 *

* *ds



  ve 

 *

* *ds



  yerine  2.2.10  daki eşitleri yazılırsa açılım açısı 

   
   

* * *
3 1 3

* * * *sin cos
v u u

ds ds         
 

        

şeklinde elde edilir. 

Teorem 4.2.2 *  ve 
* successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeyleri verilsin. Frenet 

çatılarının oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin açılım uzunlukları arasında 

i.    
   

* *
1 1

* *
* *

* *
cos sin ,  

v u
L L ds ds 

 

 
   

 
 

 
       

 
   

ii. * *
2 3

0,
v v

L L                 4.2.4  

bağıntıları vardır. 

İspat:  2.2.10  bağıntısından successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeylerin teğet, 

asli normal ve binormal vektörlerinin çizdiği regle yüzeylerin açılım uzunlukları 

sırasıyla 

 
*
1

*

*,
v

L ds



  * *
2 3

0
v v

L L   

şeklinde verilir. Burada *  yerine  4.2.2  bağıntısından eşiti yazılırsa *
1v

L  açılım 

uzunluğu 

 

   

*
1

*

*

*

* *

,

    

v
L ds

ds ds











 



 

 

olur. *  yerine  4.2.1  deki eşiti yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
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*
1

*

*

* *

* * *    

v
L ds ds

ds ds ds







 

 

  

 

  

 

şeklinde elde edilir. 
*

ds  yerine  4.1.12  deki eşiti yazılırsa *
1v

L  ifadesi 

   
     

*
1

*

* *
* * *

* *
cos sin

v
L ds ds ds 

 

 
   

 
 

 
       

 
    

olur. Eğer yüzeyin dayanak eğrisi dairesel helis alınırsa *
1v

L  açılım uzunluğu 

   
     

*
1

*

* *
* * *

* *
cos sin

v
L ds ds ds 

  

 
   

 
 

 
       
 

    

olur. Bu son eşitlikte 

 *

*ds



  yerine eşiti kullanılırsa açılım uzunluğu 

   
   

* *
1 1

* *
* *

* *
cos sin

v u
L L ds ds 

 

 
   

 
 

 
       

 
   

şeklinde elde edilir. 

Teorem 4.2.3 *  ve 
* successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeyleri verilsin. Frenet 

vekttörlerinin oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin dralleri arasında 

i. * *
1 1

0,
v u

P P   

ii.    * *
2 2

* *

* *
cos sin ,

v u

ds
P P

ds






   



 
    

 
 

iii. 
    

* *
3 3

* *

** *sin cosv u

ds
P P

ds



 



     


   
  

bağıntıları vardır. 

İspat:  2.2.10  bağıntısından 
*

1v  teğet vektörün oluşturduğu kapalı regle yüzeyin 

drali  

*
1

0
v

P   
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olur. *

2v  asli normal vektörün oluşturduğu kapalı regle yüzeyin drali ise 

*
2

*

* 2 * 2v
P



 



 



 

şeklinde yazılır.  4.1.12  bağıntıları yerine yazılırsa dral 

    

         

    

 

 
 

 
 

*
2

*
* *

*

2 2
* *

* * * *

* *

*
* *

*

2
*

* 2 * 2

*

* * **

** 2 * 2 * 2 * 2

sin cos

cos sin sin cos

sin cos

    

    cos sin

v

ds

dsP
ds ds

ds ds

ds

ds

ds

ds

ds

ds

 

   

 

 

  

   

     

           

     

 

  
   

   

   


   

         
   

   


 

  
 

   
 

*

* *

ds

ds

 

şeklinde bulunur. Burada  2.2.10  ifadesi dikkate alınırsa *
2v

P  drali 

   * *
2 2

* *

* *
cos sin

v u

ds
P P

ds






   



 
    

 
 

şeklinde olur. 
*

3v  binormal vektörünün oluşturduğu kapalı regle yüzeyin drali yazılıp 

pay ve paydası 
*

  ile çapılırsa dral 

*
3

*

* * *

1 1
v

P 

  



  
   

olur.  2.2.10  ve  4.1.12  bağıntıları dikkate alınırsa *
3v

P  dral ifadesi 

    
* *
3 3

**

* * *sin cosv u

ds
P P

ds



 



     


   
 

şeklinde bulunur.  
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Şimdi de;  * ,s   kapalı regle yüzeyini oluşturan dayanak eğrisine ait birim 

Darboux vektörü ana doğru olarak alındığında elde edilen regle yüzeyin *c
  açılım 

açısı, *c
L  açılım uzunluğu ve *c

P  dralini hesaplayalım.  2.2.8  deki *c
  ve *c

L  

ifadelerinde  2.1.7 ,  2.1.9  ve  2.1.11  bağıntıları yerine yazılırsa 

   

   

 

* *

* *

* *

* *
1 3

* *

*

* * * * * * * * * *

1 3 1 3

* * * *

* * * * *

1 1

, , sin cos

                               sin cos

                               = sin cos ,

, , sin

c c

u u

c c

D c u ds u ds u u

ds ds

L V c L u ds u

 

 

 

 



     

   

   



    

 



  

 

 



 *

*
1

*

3

*

cos

                             sin

                            sin
u

u

ds

L

















    4.2.5  

şeklinde bulunur. *c
P  drali  2.2.6  bağıntısından hesaplanırsa 

 

  
 

 

 

*

* * *

2
*

* * * * * * * *

1 1 3 1 2 3

2
* * * *

2 3

* *

2
2 * *

det ', , '

'

det , sin cos , cos sin cos sin
   

sin cos sin

cos sin cos
    

sin cos

c

c c
P

c

u u u u u u

u u

 

 

 

 



       

   

  

  



    


 


 

  

 

şeklinde bulunur. 
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Benzer işlemler  * ,s   kapalı regle yüzeyi için de yapılırsa integral invaryantları 

i. * **
1 3

sin cos ,
v vc

       

ii. **
1

sin ,
vc

L L                4.2.6  

iii. 
 

 
*

* *

2
2 * *

cos sin cos

sin cos
c

P
 

 

  

  

 


  

 

şeklinde bulunur. 

Teorem 4.2.4  * ,s   successor eş uzaklıklı regle yüzeyin dayanak eğrisine ait 

birim Darboux vektörünün binormal vektörü ile yaptığı açı   ile gösterilirse, bu 

açılar arasında 

   cos cos cos sin sin ,           

   sin cos sin sin cos                      4.2.7  

bağıntıları vardır. 

İspat:  * ,s   successor eş uzaklıklı regle yüzeyinin dayanak eğrisine ait birim 

Darboux vektörünün  binormal vektörü ile yaptığı açı   ile gösterilirse, bu açı 

* * * *

* 2 * 2 * 2 * 2* *
cos ,    sin

w w

   

   

   
 

   
   

 
 

şeklinde yazılır. Burada 
*

  ve 
*

  yerine  4.1.12  den eşitleri yazılırsa, cos  ve 

sin   sırasıyla 

    

    

    

*
* *

*

2
* *

2
*

*

2
* *

cos sin

cos

cos sin

sin cos

ds

ds

ds

ds
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* *

2 2
* * * *

* *

* 2 * 2 * 2 * 2

cos sin
cos

cos sin sin cos

        cos sin

        cos cos sin sin

s s s s

 

   

 

   

     


           

 
   

   

     

  


       

   
 

   

 

    

    

    

    

    

    

*
* *

*

2
*

* *

*

2
*

* *

*

*
* *

*

2
* *

2
*

*

2
* *

sin cos

sin

cos sin

sin cos

sin cos

       

cos sin

sin cos

  

ds

ds

ds

ds

ds

ds

ds

ds

ds

ds

 

 

 

 

 

 

     


     

     

     

     

     

   



 
   

 

 
     
 

  

 
   
 

 
  
  
     
 

   
 

   
 

   

* *

* 2 * 2 * 2 * 2
    sin cos

      cos sin sin cos

s s s s

 

   

 
   

   

     

    
 

    

 

şeklinde bulunur. 

Teorem 4.2.5 
*  ve 

*  successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeyleri verilsin. *c  

birim Darboux vektörünün çizdiği kapalı regle yüzeyin açılım açısı  

** 1 2sin  cos
cc

b b       

bağıntısıyla verilir. 
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Burada
       

* * * * * * * *

1 2  ,       b ds ds b ds ds      
   

       şeklindedir. 

İspat:  4.2.6  bağıntısından *c  ın oluşturduğu kapalı regle yüzeyin açılım açısı 

* **
1 3

sin cos
v vc

       

dır. Burada  4.2.7 ,  4.2.3  bağıntıları yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

açılım açısı 

         

         

    

* **
1 3

* *
1 3

* *
1 3

*

1

2

1

2

cos sin cos sin sin cos

       sin cos cos cos sin sin

     sin cos cos sin sin cos

sin

        cos c

u uc

u u

u u

c

b

b

b

b

            

           

       

 



        

       

      

     os sin sin

cos

    



  

 

şeklinde elde edilir. 

Teorem 4.2.6 *  ve 
*  successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeyleri verilsin. 

*c  ve 

*c  birim Darboux vektörlerinin oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin açılım 

uzunlukları arasında 

         **

* *

* *

3

sin cot cos cos sin

        sin

cc
L L

b

 

 

 
        

 



 
         

 



 

bağıntısı vardır. Burada 
   

* * * *

3    b ds ds  
 

    şeklindedir. 

İspat: Birim Darboux vektörü olan *c  ın oluşturduğu regle yüzeyin açılım uzunluğu 

 4.2.6  bağıntısından  

**
1

sin
vc

L L   
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şeklinde verilir. Burada  4.2.4  ve  4.2.7  bağıntıları yerine yazılırsa 

   

    

**
1

* *

3* *
cos sin

         cos sin sin cos

uc
L L b 

 

 
   

 

     

  
        

  

   

 

olur. *
1u

L  yerine  4.2.5  ifadesindeki eşiti yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

   

    

        

    

 

*

*

*

* *

3* *

* *

* *

3

cos sin
sin

         cos sin sin cos

    cot sin cos cos sin

         cos sin sin cos

    cot sin cos

c

c

c

L
L b

L

b

 

 

 

 

 
   

  

     

 
        

 

     

   

  
        

  

   

 
         

 

    

           *

* *

3* *
cos sin sin

c
L b 

 

 
     

 

 
      

 

elde edilir. 

Teorem 4.2.7 *  ve 
*  successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeyler olsun. 

*c  ve *c  

birim vektörlerinin çizdiği kapalı regle yüzeylerin dralleri arasında 

    **

*

*
tan sin cos

cc

ds
P P

ds
          

bağıntısı vardır. 

İspat:  4.2.6  bağıntısından *c  birim Darboux vektörünün oluşurduğu regle 

yüzeyin drali 

 

 
*

* *

22
* *

cos cos sin

sin cos
c

P
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şeklinde yazılır.  4.1.12  ifadesi yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

    

         

         

         

 

*

*
* *

*

*
* *

*

*
* *

*2

cos cos sin sin

sin cos cos sin cos sin

cos cos sin sin sin cos

sin cos cos sin cos sin

cos cos sin

c

ds

ds

ds

ds
P

ds

ds

 

 

 

     

           

           

           



   

   

 
       

 
 
        
 

      

 

          

     
 

    *

2

*
* *

*

* * *

*2 * *

*

*

sin sin cos

cos cos sin sin sin cos
     

sin cos

 

     cos sin tan
c

ds

ds

ds

ds

ds
P

ds

 

 

 

       

       

  

    

 
 
 
 

     
 

    


  

   

 

şeklinde bulunur. 

Teorem 4.2.8 Successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin dayanak eğrileri üzerinde 

hareket eden vektörler sırasıyla * * * *

1 1 2 2 3 3X x u x u x u    ve * * * *

1 1 2 2 3 3X x v x v x v    

olsun. Bu durumda 
*X  vektörü 

          

        

* * *

1 3 1 2 2

*

1 3 3

cos sin

       sin cos

X x c x m v x l v

x c x m v

   

   

       

     

        4.2.8  

bağıntısıyla verilir. 

İspat:  4.1.4  ifadesinden 
*X  vektörü 

 

     

* * * *

* * * * * *

1 1 2 2 3 3 1 2 3

* * *

1 1 2 2 3 3

      = 

     

X X

x u x u x u cu lu mu

x c u x l u x m u
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şeklinde yazılır.  4.1.11  ifadesi yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
*X  

vektörü 

        

      

          

        

* * * *

1 1 3 2 2

* *

3 1 3

* *

1 3 1 2 2

*

1 3 3

cos sin

         sin cos

      = cos sin

       sin cos

X x c v v x l v

x m v v

x c x m v x l v

x c x m v

   

   

   

   

      

     

      

     

 

şeklinde bulunur. 

Teorem 4.2.9 *  kapalı regle yüzeyinin dayanak eğrisine ait Frenet çatılarına göre 

hareket eden vektör *X  olsun. Bu vektörün çizdiği kapalı regle yüzeyin integral 

invaryantları arasında  

i. * * *
1 3

1 3 ,
X u u

x x     

ii. *
11 ,uX

L x L  

iii. 
 

   
*

* 2 2 *

2 3 1 3

* 2 2 2 * 2 2 2 * *

2 1 2 3 1 32X

x x x x
P

x x x x x x

 

   

 

   

 


   
 

bağıntıları vardır. 

İspat:  2.2.8  ve  2.2.9  bağıntılardan * * *
1 3

1 3X u u
x x     ve *

11 uX
L x L  olur. 

 2.2.6  ifadesinden *X
P  drali hesaplanırsa 

   

 

* * * *

1 1 2 2 3 3

* * * * * * * *

1 2 2 1 3 3 2

* * * * * * *

2 1 1 3 2 2 3

       =

      ,

X x u x u x u

x u x u u x u

x u x x u x u

   

   

   

   

     

    

    

 

     
2 2 2

* * * * *

2 1 3 2X x x x x            
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olur. Bu ifadeler dral denkleminde yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

 

  
     

   

 

*

* * *

2
*

* * * * * * * * * * *

1 1 1 2 2 3 3 2 1 1 3 2 2 3

2 2 2
* * * *

2 1 3 2

2 * * 2 *

2 1 3 3

* 2 2 2 * 2 2 2 * *

2 1 2 3 1 3

* 2 2 *

2 3 1 3

* 2

det , ,

det , ,
     

    
2

     

X

X X
P

X

u x u x u x u x u x x u x u

x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x x

   

   

  

   

 





   

   

  

   

 



 




     


  

 


   

 


   2 2 * 2 2 2 * *

2 1 2 3 1 32x x x x x x       

 

bulunur. 

Teorem 4.2.10 
*  kapalı regle yüzeyinin dayanak eğrilerine ait Frenet çatılarına 

göre hareket eden 
*X  vektörünün oluşturduğu regle yüzeyin açılım açısı 

        

        

* * **
1 3

1 3 1

1 3 2

        cos sin

         sin cos

X u uX
c m

x c x m b

x c x m b

   

   

   

  

     

     

 

bağıntısıyla verilir. Burada 
1b  ve 

2b  katsayıları 

       

* * * * * * * *

1 2,     b ds ds b ds ds      
   

        

şeklindedir. 

İspat:  2.2.8  ifadesinde  2.2.9  ve  4.2.8  yerlerine konulur ve gerekli işlemler 

yapılırsa  
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*

* *
1 3

* *

* * * *

1 3 1 3 1 2 2

*

1 3 3

,

,  cos sin

     

sin cos

X

v v

D X

v v x c x m v x l v

x c x m v



     

   



       



     

 

        

        

*
1

*
3

1 3

1 3

     cos sin

        sin cos

v

v

x c x m

x c x m

    

    

     

     

 

Burada  4.2.3  ifadeleri yerlerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

        

    

        

    

   

        

   

*

* *
1 3

* *
1 3

* *
1 3

1 3

1

1 3

2

1 3

1 3 1

1 3

cos sin

         cos sin

        sin cos

         sin cos

     

         cos sin

         sin

X

u u

u u

u u

x c x m

b

x c x m

b

x c x m

x c x m b

x c x

    

     

   

     

 

   

 

     

   

     

   

   

     

        

        

        

* * *
1 3

2

1 3 1

1 3 2

cos

      

        cos sin

         sin cos

X u u

m b

c m

x c x m b

x c x m b

 

  

   

   

 

  

     

     

 

bulunur. 
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Teorem 4.2.11 
*  kapalı regle yüzeyinin dayanak eğrilerine ait Frenet çatılarına 

göre hareket eden 
*X  vektörünün oluşturduğu kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu  

     

        

**

*
1

* *
2

* *

3 1 3

cos sin cos

         cos cos sin

XX

v

L L

b x c x m L

 

 

 
     

 

     

 
      
 

      

 

bağıntısıyla verilir. 

İspat:  2.2.8  ifadesinde  2.2.9 ,  4.2.4  ve  4.2.8  denklemleri yerine yazılır ve 

gerekli işlemler yapılırsa  

        

        

   

       

 

*

*
1

*
1

*
1

* *

1 3

1 3

* *

3* *

* *
2

1 3 1* *

,

    cos sin

    cos sin

        cos sin

    cos sin cos cos

        cos

X

v

u

u

L V X

x c x m L

x c x m

L b

x L b x

c

 

 

 

 

   

   

 
   

 

 
       

 

 



     

     

  
       

  

 
        

 

           

       

      

*
1

*

*
1

* *

3 3* *

* *
2

3 1* *

3

sin cos sin

    cos sin cos cos

       cos sin

u

X

v

x m L b

L b x

c x m L

 

 

 

 

 
     

 

 
       

 

   

  
         

  

 
        

 

    

şeklinde elde edilir. 
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Teorem 4.2.12 
*  kapalı regle yüzeyinin dayanak eğrilerinin Frenet çatılarına göre 

hareket eden 
*X  vektörünün oluşturduğu kapalı regle yüzeyin drali 

         
*

2 1 3

2 2 2

) sin cos

X

C x l B x c x m
P

A B C

         


 
 

bağıntısıyla verilir. Burada ,  ve A B C  ifadeleri 

       

      

       

       

       

 

3 1

*
* *

2 *

*
* *

1*

*
* *

3*

*
* *

1*

cos sin

      cos sin ,

cos cos sin

     sin cos sin

     sin sin cos

     cos

A c x m x c m

ds
x l

ds

ds
B x c

ds

ds
x m

ds

ds
x c

ds

d

 

 

 

 

   

     

       

       

       

 

         

    

     

     

      

       

     

     

*
* *

3*

3 1

*
* *

1 *

sin cos ,

sin cos

     sin cos

s
x m l

ds

C x m c x c m

ds
x c

ds

 

 

     

   

     

     

         

     

 

şeklinde verilmiştir. 

İspat:  4.2.8  ifadesindeki 
*X  vektörünün türevi alınır, 

*

  ve 
*

  ın yerine 

 4.1.12  deki eşitleri yazılırsa 
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* *

1 3 1

*

1 3 1

* *

2 2 2 2

*

1 3 3

*

1 3 3

*

1 3 1

= cos sin

         cos sin

         

         sin cos

         sin cos

      = cos sin

X x c x m v

x c x m v

x l v x l v

x c x m v

x c x m v

x c x m v

   

   

   

   

   

     

     

    

     

     

       
 

         

    

         

         

* *

1 3 2

* * * * *

2 2 2 1 3

*

1 3 3

* *

1 3 2

         cos sin

         

         sin cos

         sin cos

x c x m v

x l v x l v v

x c x m v

x c x m v



 



    

 

   

    

     

     

        
 

      

 

       

     

        

        

       

   

1

*

1

*

3 2

*

1 3

*

2

*

1 3

*

2 1

3

cos sin sin

      

cos

cos sin

         

sin cos

sin cos

         

cos sin

c x c m

v

x m x l

l x c x m

v

x c x m

x l c x c

m x m
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*
* *

1*

*
* *

3*

*

2

*
* *

1*

*
* *

3*

cos cos sin

sin cos sin

         

sin sin cos

cos sin cos
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x c
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ds
x m
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v
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x c
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x m l
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1 3

*
* *

1 *

sin

    cos

sin cos

x m c

x c m v

ds
x c
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olur. Burada ,  ve A B C  ifadeleri  

       

      

3 1

*
* *

2 *

cos sin

      cos sin ,

A c x m x c m

ds
x l
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*
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B x c
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3 1

*
* *

1 *

sin cos

     sin cos

C x m c x c m

ds
x c

ds
 

   

     

         

     

 

alınırsa  * * * *

1 2 3X Av Bv Cv

    ve  

2

* 2 2 2X A B C


    olur. Bu ifadeler ve 

 4.2.8  ifadesi  2.2.6  da yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
*X

P  drali 

   

 

 

 

         

*

* * * * * *

1

2 2

* *

2 1 3

2 2 2

det , , det , ,

) sin cos
     

X

X X v X X

P

X X

C x l B x c x m

A B C



   

    
   
    

 

      


 

 

şeklinde bulunur. 

4.3 Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeylerin Weingarten Dönüşümü Matrisi, 

Gauss Eğriliği ve Ortalama Eğriliği 

Teorem 4.3.1 *  ve 
*  successor eş uzaklıklı regle yüzeylere ait Weingarten 

dönüşümü matrisi sırasıyla *S  ve *S , Gauss eğrilikleri *K  ve 
*K , ortalama 

eğrilikleri *H  ve 
*H  ile gösterilsin. Bu yüzeylerin Weingarten dönüşümünün 

matrisi, Gauss ve ortalama eğriliği arasında 
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2 2
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*
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0
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0
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2
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sin cos
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1 cos sin

sin cos
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bağıntıları vardır. 

İspat:            * * * * * *

2 2,    ve    ,s s u s s s v s            yüzeylerinin s  

ve   ye göre kısmi türevleri hesaplanırsa 

   

   

    

   

* * * * *

1 3

* * *

2

* * * 2 * 2 *

2

* * * * * *

1 3
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olur ve determinant hesabı yapılırsa  
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bulunur. Bu ifadeler  2.2.2  de yerine yazılırsa Weingarten dönüşümünün matrisi, 

   

   

*

2 2
* *

*

*

2 2
* *

0
1

0
1

S



 



 



 



 

 
 

  
  

 
 

 
 

  

olur.  2.2.3  bağıntısından Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla 

    

* 2
* *

2
2 2

* *

,      0

1

K H

 



 


 

 

 

bulunur. 

Benzer şekilde  * ,s v  regle yüzeyinin Weingarten dönüşümünün matrisi 

   

   

*

2 2
* *

*

*

2 2
* *

0
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0
1

S



 



 



 



 

 
 

  
  

 
 

   

 

şeklinde bulunur. Burada 
*

  ve 
*

  eğrilikleri yerine  4.1.12  den karşılıkları yazılır 

ve gerekli işlemler yapılırsa Weingarten dönüşümünün matrisi 

    

    

    

*
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*
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2
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* *
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2
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sin cos 0 1

1 0
1 cos sin
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olur.  2.2.3  ifadesinden Gauss ve ortalama eğrilik 

    

    

    

2
*
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*
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*

sin cos

,      0

1 cos sin

sin cos

ds

ds
K H
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şeklinde bulunur. 

Sonuç 4.3.1 *  ve 
*  successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin ortalama eğrilikleri 

sıfır olduğu için minimal yüzeylerdir. 

Örnek 4.1  * ,s   ve  * ,s    successor eş uzaklıklı kapalı regle yüzeylerin 

dayanak eğrileri sırasıyla  

   * *2 1 2 2 1 2
cos , , sin ,   5 5 cos , , sin

5 5 5 5 5 5
s s s s s s s s 

   
     
   

 

olsun. Bu eğrilerin Frenet vektörleri, eğrilik ve burulması sırasıyla 

 

   

 

   

*

1

*

2

*

3

* *

2 1 2
sin , , cos ,

5 5 5

cos , 0, sin ,

1 2 1
sin , , cos ,

5 5 5

2 1
,  ,

5 5

u s s s
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u s s s

s s  
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2 1 2
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5 5 5

cos , 0, sin ,

1 2 1
sin , , cos ,

5 5 5

2 1
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5 5

v s s s

v s s s

v s s s

s s  

 
  
 

  

 
   
 

  

 

şeklinde bulunur.  *

2u s  ve  *

2v s  vektörlerinin oluşturduğu  * ,s   ve  * ,s 

regle yüzeylerinin denklemleri sırasıyla  

   

   

*

*

2 1 2
, cos , , sin cos , 0, sin

5 5 5

2 1 2
, 5 5 cos , , sin cos , 0, sin

5 5 5

s s s s s s

s s s s s s

 

 

 
     

 

 
      

 

 

şeklinde yazılır. Bu yüzeylere ait  * s  ve  * s  striksiyon çizgilerinin ifadesi 

sırasıyla 
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*
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2* 2 * 2
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2 1 2 5
          = 5 5 cos , , sin cos , 0, sin

5 5 5 2 1

5 5

          = 5 5, , 0
5

s
s s v s

s s

s s s s s

s



 


 

 
 



 
    

     
   

   

 
 
 

 

şeklinde hesaplanır.  

Bu yüzeylerin grafikleri Maple programıyla çizilirse aşağıdaki şekiller elde edilir. 

(Şekil 4.4) te mor yüzey  * ,s   successor yüzeyi, sarı çizgi  * s  striksiyon 

çizgisi, mavi yüzey  * ,s   successor yüzeyi ve kırmızı çizgi  * s  striksiyon 

çizgisini ifade etmektedir. 

 

Şekil 4.4 Regle Yüzeyler ve Striksiyon Çizgileri 
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Striksiyonlar arasındaki ifade * *      şeklinde olduğundan  * * 5 5, 0, 0  

olur. Polar düzlemler arasındaki uzaklık c , asimptotik düzlemler arasındaki uzaklık 

m  ile gösterilirse bu uzaklıklar 

 

* * *

1,

2 1 2
  5 5, 0, 0 , sin , , cos

5 5 5

  10sin ,

c u

s s

s

 

 
  

 



 

 

* * *

3,

1 2 1
  5 5, 0, 0 , sin , , cos

5 5 5

  5sin

m u

s s

s

 

 
   

 



 

olur.  4.1.9  bağıntısından merkezi düzlemler arasındaki l  uzaklığı  

   

cos ' sin '

2 1
10sin 5sin

5 5
  

1

 5 5 cos

c m
l

s s

s



 






  





 

bulunur. Successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin  * *

1 3,Sp u uΗ  ve  * *

1 3,Sp v v*
H  

ile gösterilen merkezi düzlemlerin denklemleri sırasıyla  
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* *

2, 0

0, , , cos , 0, sin 0
5

cos sin 0

X u

s
x y z s s

x s z s

 

 
     

 

  

 

... cos sin 0x s z s  H  

 

* *

2, 0

5 5, , , cos , 0, sin 0
5

cos 5 5 cos sin 0

X v

s
x y z s s

x s s z s

 

 
     

 

   

 

... cos 5 5 cos sin 0x s s z s   *
H  

şeklinde bulunur. 

 0s   için  * s ve  * s  striksiyon noktaları, *

2u  ve *

2v  aslinormal vektörleri 

H  ve *
H  düzlemleri ve l  uzaklığı sırasıyla 

       

       

* *

* *

2 2

0 0, 0, 0 ,      0 = 5 5, 0, 0 ,

0 1, 0, 0 ,       0 1, 0, 0 ,

... 0,     ... 5 5 0,     5 5

u v

x x l

 

   

   *
H H

 

şeklinde bulunur. Merkezi düzlemlere ait iki nokta A  ve B  olsun. Bu noktalar 

 0, 0, 0A H  ve  5 5, 0, 0B  *
H  şeklinde olur. A  ve B  noktaları arasındaki 

uzaklık 5 5AB   şeklinde bulunur (Şekil 4.5). 
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Şekil 4.5 0s   için l  uzaklığı 

 
6

s


  için  * s  ve  * s  striksiyon noktaları, *

2u  ve *

2v  aslinormal 

vektörleri, H  ve *
H  düzlemleri ve l  uzaklığı sırasıyla 

* *

* *

2 2

0, , 0 ,   = 5 5, , 0 ,
6 66 5 6 5

3 1 3 1
, 0, ,   , 0, ,

6 2 2 6 2 2

5 15
... 3 0,  ... 3 5 15 0,  

2

u v

x z x z l

   
 

 

      
      

      

      
                    

     *
H H

 

şeklinde bulunur. Merkezi düzlemler üzerindeki iki nokta A  ve B  olsun. Bu 

noktalar  , 0, 3A a a H ve  , 0, 3 5 15B b b   *
H şeklinde ifade edilir. 
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A  ve B  noktaları arasındaki uzaklık 
5 15

2
 olacak şekilde ,a b  sayılarını 

bulalım. İki nokta arasındaki uzaklık bağıntısından 

    
22 5 15

3 5 15
2

AB b a b a         

olur. Burada b a    alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

216 120 5 1125 0     denklemi bulunur. Bu denklemin çözümü yapılırsa 

15 5

4
   olur. Bu durumda 

15 5

4
b a   şeklinde alınabilir. Buna göre 4 5b   ve 

5

4
a   için A  ve B  noktaları 

5 15
,0,

4 4
A
 

  
 

 ve  4 5,0, 15B  şeklinde yazılır. 

Böylece düzlemler üzerinde uygun A  ve B  noktaları elde edilmiş olur (Şekil 4.6). 

 

Şekil 4.6 
6

s


  için l  uzaklığı 
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4

s


  alınırsa  * s  ve  * s  striksiyon noktaları, *

2u  ve *

2v  aslinormal 

vektörleri, H  ve *
H  düzlemleri ve l  uzaklığı sırasıyla 

* *

* *

2 2

0, , 0 ,   = 5 5, , 0 ,
4 44 5 4 5

1 1 1 1
, 0, ,   , 0, ,

4 42 2 2 2

5 10
... 0,   ... 5 5 0,   

2

u v

x z x z l

   
 

 

      
      

      

      
           

      

     *
H H

 

şeklinde bulunur. Merkezi düzlemler üzerindeki iki nokta A  ve B  olsun. Bu 

noktalar  , 0,A a a H  ve  , 0, 5 5B b b  *
H  şeklinde ifade edilir. A  ve B  

noktaları arasındaki uzaklık 
5 10

2
 olacak şekilde ,a b  sayılarını bulalım. İki 

nokta arasındaki uzaklık bağıntısından  

    
22 5 10

5 5
2

AB b a b a       

olur. Burada b a    alınır gerekli düzenlemeler yapılırsa 
24 20 5 125 0     

denklemi bulunur. Bu denklemin çözümü yapılırsa 
5 5

2
   olur. Bu durumda 

5 5

2
b a   şeklinde alınabilir. Buna göre 3 5b   ve 

5

2
a   için A  ve B  

noktaları 
5 5

, 0,
2 2

A
 

  
 

 ve  3 5, 0, 2 5B  şeklinde yazılır. Böylece düzlemler 

üzerinde uygun A ve B noktaları elde edilmiş olur (Şekil 4.7). 
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Şekil 4.7 
4

s


  için l  uzaklığı 

 
3

s


  için  * s  ve  * s  striksiyon noktaları, *

2u  ve *

2v  aslinormal 

vektörleri, H  ve *
H düzlemleri ve l  uzaklığı sırasıyla 

* *

* *

2 2

0, , 0 ,   = 5 5, , 0 ,
3 33 5 3 5

1 3 1 3
, 0, ,    , 0, ,

3 2 2 3 2 2

3 3 5 5 5 5
... 0,    ... 0,    

2 2 2 2 2 2

u v

x z x z
l

   
 

 

      
      

      

      
                    

       *
H H

 

şeklinde bulunur. Merkezi düzlemler üzerindeki iki nokta A  ve B  olsun. Bu 

noktalar , 0,
3

a
A a

 
 

 
H  ve 

5 5
, 0,

3

b
B b
  

  
 

*
H  şeklinde ifade edilir. A  ve B



65 

 

noktaları arasındaki uzaklık 
5 15

2
 olacak şekilde ,a b  sayılarını bulalım. İki 

nokta arasındaki uzaklık bağıntısından 

 

2

2 5 5 5 15

23

b a
AB b a

  
     

    

olur. Burada b a    alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

216 40 5 125 0     denklemi bulunur. Bu denklemin çözümü yapılırsa 

5 5

4
   olur. Bu durumda 

5 5

4
b a   şeklinde alınabilir. Buna göre 

5

2
b   ve 

3 5

4
a


  için A  ve B  noktaları 

3 5 15
, 0,

4 4
A
 
  
 

 ve 
5 3 15

, 0,
2 2

B
 
  
 

 şeklinde 

yazılır. Böylece düzlemler üzerinde uygun A  ve B  noktaları elde edilmiş olur (Şekil 

4.8). 

 

Şekil 4.8 
3

s


  için l  uzaklığı 
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2

s


  için  * s  ve  * s  striksiyon noktaları, *

2u  ve *

2v  aslinormal 

vektörleri, H  ve *
H  düzlemleri ve l  uzaklığı sırasıyla 

   

* *

* *

2 2

0, , 0 ,   = 5 5, , 0 ,
2 32 5 2 5

0, 0, 1 ,    0, 0, 1 ,
2 3

... 0,    ... 0,    0

u v

z z l

   
 

 

      
      

      

   
      

   

    *
H H

 

şeklinde bulunur. Merkezi düzlemler arasındaki uzaklık 0  şeklinde bulunur (Şekil 

4.9). 

  

Şekil 4.9 
2

s


  için l  uzaklığı 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Litaratürde, Öklid ve Minkowski uzayında herhangi iki eğrinin Frenet 

vektörleri tarafından çizilen yüzeylere ait striksiyon eğrileri boyunca üretici 

vektörleri paralel ve uygun noktalardaki düzlemler arasındaki uzaklıklar sabit olması 

şartı altında tanımlanan eş uzaklıklı regle yüzeyler tanımlanmış ve bu yüzeylerin bazı 

karakteristik özellikleri verilmiştir. Dahası yüzeylerin kapalı olması durumunda 

integral invaryantları ayrı ayrı hesaplanmıştır. 

Bu çalışmada p eş uzaklıklı regle yüzeyler oluşturan iki eğrinin successor 

eğrileri ele alındı. Bu eğrilerin oluşturduğu yüzeyler, striksiyon noktalarında asli 

normal vektörleri paralel ve uygun yerlerde merkezi düzlemleri arasındaki uzaklık 

sabit olması şartı altında, successor eş uzaklıklı regle yüzeyler olarak tanımlandı. Bu 

uzaklık l  ile gösterildi. Daha sonra successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin striksiyon 

eğrileri ve bu eğrilerin teğetleri arasındaki bağıntılar bulunarak esas eğriler ile 

ilişkileri verildi. 

Successor eş uzaklıklı regle yüzeylerin kapalı olması durumunda successor 

eğrilerine ait Frenet vektörlerinin oluşturduğu regle yüzeylerin açılım açıları, açılım 

uzunlukları ve dralleri arasındaki bağıntılar ayrı ayrı ifade edildi. Successor 

eğrilerinin çatılarına bağlı olarak hareket eden birim Darboux vektörleri ve bu 

çatıların lineer birleşimi olarak yazılan birim vektörlerin oluşturduğu regle yüzeyler 

için de integral invaryantları ayrı ayrı hesaplandı. Son olarak yüzeylerin kapalı 

olması durumunda Weingarten dönüşümü matrisi, Gauss ve ortalama eğrilikleri 

hesaplandı. Ayrıca eş uzaklıklı regle yüzeylere örnek verilerek Maple programı ile 

şekilleri çizdirilmiştir. 

Esas eğrinin Frenet çatılarına ait vektörel moment eğrilerinin successor 

eğrileri tanımlanarak bu eğrilerin Frenet çatıları, eğrilik ve burulmaları ayrı ayrı 

hesaplanabilir. Daha sonra bu successor eğrilerinin Frenet vektörlerinden elde edilen 

regle yüzeylerin invaryantları, Gauss ve ortalama eğrilikleri, temel formları, 

Weingarten dönüşümleri hesaplanabilir. Benzer çalışmalar Lorentz uzayında da 

yapılabilir. 
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