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ÖZET 

SUCCESSOR EĞRİLERİ VE EŞ UZAKLIKLI REGLE YÜZEYLERİN DUAL 

İFADELERİ 

GÜLŞAH UZUN 

ORDU ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

DOKTORA TEZİ, 66 SAYFA 

(TEZ DANIŞMANI: DR. ÖĞR. ÜYESİ SÜLEYMAN ŞENYURT) 

Çalışmamız dört bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde konun tarihsel 

süreçleri ve literatür çalışmalarına yer verildi. Genel bilgiler kısmında Öklid 

uzayında temel kavramlar ve successor eğrisinden bahsedildi. Çalışmamıza fikir 

veren kısım materyal ve yöntem bölümüdür. Bu bölümde dual sayılar kümesi ve 

ID Modül yapısı tanıtıldı. Bu uzaya ait temel kavramlar açıklandı. 

Araştırma bulguları bölümde ilk olarak successor eğrisinin vektörel moment 

vektörlerinden elde edilen dual ortonormal sistemleri oluşturuldu. Oluşturulan 

sistemlerin türevleri ile arasındaki ilişkiler hesaplandı.  Daha sonra iki eğrinin üretici 

vektörleri paralel olduğunda, bu iki eğrinin successor eğrilerinin oluşturduğu eş 

uzaklıklı regle yüzeylerin dual ifadeleri verilip şekillerle tanım somut hale getirildi.  

Elde edilen yüzeylerin kapalı olması durumuda bu yüzeylerin bazı karakteristik 

özellikleri incelendi. Verilen örnek ile çalışmamız desteklendi ve elde edilen 

yüzeylerin Maple programı ile şekilleri çizildi.  

Anahtar Kelimeler: Successor eğrisi, Eş uzaklıklı regle yüzeyler, Gauss eğriliği, 

Dual paralel eş uzaklıklı regle yüzeyler. 
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ABSTRACT 

SUCCESSOR CURVES AND EQUIDISTANT RULED SURFACES ON THE 

DUAL 

GÜLŞAH UZUN 

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED 

SCIENCES 

MATHEMATICS AND SCIENCE EDUCATION 

SCIENCE TEACHER EDUCATION 

PHD THESIS, 66 PAGES 

(SUPERVISOR: ASST. PROF. DR. SÜLEYMAN ŞENYURT) 

This study consists of four parts. In the introduction, were given the aim of 

the subject, its historical processes and literature studies. In the general information 

section, are mentioned basic consepts in Euclidean space and Successor curve. The 

material and method section is the part that gives an idea to our work. In this section, 

information was given about dual space, dual expression of ruled surfaces and 

equidistant rules surfaces in dual spaces.  

The research findings section forms the main part of our study. In this section, 

firstly are calculated the vector moments of the successor curve. Then, when the 

generating vectors of the two curves are parallel, the dual expressions of the 

equidistant ruled surfaces formed by the successor curves of these two curves are 

given and some characteristic properties of the obtained surfaces are examined. Our 

work was supported by the given example and the shapes of the surfaces obtained 

were drawn with the Maple program. 

Keywords: Successor curve, Equidistant ruled surfaces, Dual parallel equidistant 

ruled surfaces. 
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1. GİRİŞ 

Geometrik cisimlerin diferensiyel ve integral hesabı kullanılarak incelenmesi 

olarak tanımlayabileceğimiz diferensiyel geometri, 18. ve 19. yüzyıllarda altın 

çağlarını yaşamıştır. Kurucusu olarak bilinen Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 

eğrilerin ve yüzeylerin diferensiyel geometrisini incelemiş, sonrasında Bernhard 

Riemann (1826-1866) manifold kavramını tanımlayarak Gauss’un çalışmalarını 

genelleştirmiştir. Gauss ve Riemann dışında Gaspard Monge (1746-1818), Elwin 

Bruno Christoffel (1829-1900) gibi birçok matematikçi diferensiyel geometrinin 

gelişmesinde katkıda bulunmuştur.  

Diferensiyel geometri, matematik alanında olduğu kadar diğer disiplinlerde 

de önemli bir yere sahiptir. Örneğin, kuantum fiziğinde, standart parçacık fiziği 

modelinin gelişimde, değişen basınç altında hücre zarı yapısının modellemesinde, 

ekonometride, sayısal sinyal işlemlerindeki problemlerde, mimari panelleme ile ilgili 

çözümlerde, kütle çekimsel merceklemede ve kara delikler ile ilgili çalışmalarda 

kullanılmaktadır.  

Eğrilik kavramı, 14. yüzyılda Nicole Oresme (1323-1382) tarafından, 

düzlükten ayrılmanın bir ölçütü olarak tanımlanmıştır. Newton (1643-1727) ve 

Leibniz (1646-1716) katkılarıyla gelişen Kalkülüs, eğrilik kavramını Öklid 

geometrisinde önemli hale getirmiştir. Bu gelişmeler neticesinde birçok özel eğri 

tanımlanmıştır. Örneğin Evolüt- involüt eğrileri, Bertrant eğri çiftleri, Bezier eğrileri, 

Salkowski eğrileri, Smarandache eğrileri gibi sayısız eğri türü mevcuttur. Eğrilerin 

astronomide, makine sanayisinde, denizcilikte kullanıldığı bilinmektedir. Özellikle 

eğrinin eğrilik merkezinin geometrik yeri ve eğrinin teğetlerine dik olan eğri olarak 

tanımlanan Evolüt- involüt eğri çifti, 17. Yüzyılda denizde boylam bulmak amacıyla 

daha iyi bir saat yapmak için kullanılmıştır.  

 Gauss’un astronomiye olan ilgisi onu yüzey kuramına yönlendirdi. Jeodezi 

ve geometri bilgisini birleştirerek yüzey geometrisine yöneldi. Yaptığı en büyük 

katkılardan biri ‘Disquisitione generales cieca superficies curva’ da bahsettiği yüzey 

kavramıydı. 1827’de yayınlanan Theorema Egregium’da ise yüzeyi 

(
2 2ds Edu Fdudv Gdv ) ikinci dereceden diferansiyel olarak belirliyor. Bunun 

sonucu olarak yüzeyin toplam eğriliğinin E , F , G  ve bunların türevlerine bağlı 
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olduğunu yazmaktadır. Böylece Gauss eğriliği kavramı ortaya çıkmıştır. Günümüzde 

mimarlık gibi birçok alanda yaygın şekilde kullanılmaktadır. Tuğrul Yazar 2019 

yılında yapmış olduğu çalışmasında Gauss eğrilinin mimarlıktaki önemi vurgularken 

aynı yıl Yusuf Reşat Güner ve Gülen Çağdaş minimal yüzeylerin mimarlıktaki yerini 

ortaya koymuşlardır (Güner ve Çağdaş, 2019; Yazar, 2019). 

Dual sayılar kavramı 1873 yılında William Kingdon Clifford tarafında 

tanımlanmış ve geliştirilimiştir. Eduard Study, karmaşık sayılardan yola çıkarak dual 

vektörleri oluşturmuştur ve birim dual küre ile yönlü doğrular arasındaki bağıntıyı 

ortaya koymuştur (Study, 1903). Baky, dual uzayda Blascke çatısını ve dual Serret-

Frenet çatısını tanımlamıştır. 

1795 yılında Monge, regle yüzeyi (ruled surface) doğrunun eğri boyunca 

hareket etmesiyle oluşan yüzeyler şeklinde tanımlanıştır. Regle yüzeyler birçok 

kaynakta mevcuttur. Valeontis B., 1986 yılında p -eş uzaklıklı regle yüzeylerin 

tanımını vermiştir (Valeontis, 1986). Masal ve Kuruoğlu, p -eş uzaklıklı regle 

yüzeylerin bazı yeni özelliklerini ortaya koymuşlardır (Masal ve Kuruoğlu, 2000). 

Şenyurt ve As, q -eş uzaklıklı regle yüzeyleri tanımlamış ve bu yüzeyler üzerine 

çalışmışlardır (Şenyurt ve As, 2013). Özduran, z -eş uzaklıklı ve d -eş uzaklıklı regle 

yüzeyleri tanımlamış ve bu yüzeylerin özelliklerini ortaya koymuştur (Özduran, 

2019).  

Öklid uzayındaki bir regle yüzey, dual küresel eğrilere birebir karşılık geldiği 

için birçok araştırmacı bu konuya ilgi duymuş ve konu üzerine çalışmalar 

yapmışlardır. Şenyurt birim dual vektörlerin oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin 

integral invaryatları üzerine çalışmalar yapmış (Şenyurt, 1994). Güven ise birim dual 

küre üzerindeki bir eğrinin Frenet vektörlerinin oluşturduğu eğrilere dual uzayda 

karşılık gelen kapalı regle yüzeylerin integral invaryantlarının hesaplarını vermiştir 

(Güven, 2010). Gür, dual paralel eş uzaklıklı regle yüzeyleri tanımlamış ve birim 

dual küre üzerinde küresel gösterge eğrilerine Öklid uzayında tekabül eden regle 

yüzeylerin integral invaryantları arasındaki bağıntıları bulmuştur (Gür, 2015). 

Çalışmamıza temel oluştan successor eğrisi ise ilk olarak Menninger 

tarafından tanımlanmıştır (Menninger, 2014). Daha sonra Masal succesor eğrisinin 
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konum vektörleri arasındaki ilişkileri incelemiş ve successor düzlemleri üzerine 

çalışmıştır (Masal, 2014). 

Çalışmamızda ilk olarak birim hızlı bir eğrinin successor eğrisinin vektörel 

moment vektörleri hesaplanmış, successor eğrisinin Frenet vektörleri ve bu 

vektörlerin vektörel momentlerinden elde edilen dual ortonormal sistemleri 

oluşturulmuş ve oluşturulan bu dual ortonormal sistemlerin türevleri hesaplanmıştır. 

İki eğrinin teğet vektörlerinin paralel olması durumunda elde edilen iki successor 

eğrisinin oluşturduğu eş uzaklıklı regle yüzeylerin dual ifadeleri bulunmuş ve bu 

yüzeylerin striksiyon eğrileri ifade edilip bunlar arasındaki bağıntı hesaplanmıştır. 

Daha sonra iki eğrinin vektörel momentlerinden elde edilmiş olan dual ortonormal 

sistemlerin reel ve dual bileşenler arasındaki bağıntılar bulunmuş, dual successor eş 

uzaklıklı regle yüzeylerin dayanak eğrilerinin eğrilikleri arasındaki bağıntılar elde 

edilmiştir. Dual successor eş uzaklıklı regle yüzeylerinin kapalı olması durumunda 

açılım açıları, açılım uzunlukları ve dağılma parametreleri arasındaki bağıntılar ile 

Gauss eğrilikleri hesaplanmıştır. 
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1 Temel Kavramlar 

V  bir vektör uzayı olmak üzere 

 ,  : ,   ( ,  ) ,  x y x y  V V  

şeklinde tanımlı fonksiyon  ,  ,  x y z V ve  ,a b   için; 

 Bilineerlik Aksiyomu: 

  ,  ,  ,  ,

,    ,  ,  ,

a x b y z a x z b y z

x a y b z a x y b x z

  

  

 

 Simetri Aksiyomu;  

,  ,  ,x y y x  

 Pozitif Tanımlılık Aksiyomu; 

,  0,        ,  0 0x x x x x     

aksiyomlarını sağlıyorsa bu fonksiyona bir iç çarpım fonksiyonu denir. 

3

1 2, 3 1 2, 3{ ,   },  { ,   }x x x y y y  için 

3 3

1 1 2 2 3 3 ,  : ,     ( ,  ) ,     X Y x y x y x y x y       

şeklinde tanımlı iç çarpım fonksiyonuna standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı 

denir (Hacısalihoğlu, 1983).  

3: I   diferensiyellenebilir eğrisinin ( )t  noktasındaki Frenet vektörleri 

1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}u t u t u t  ve eğriliği ve burulması sırasıyla 1( )k t  ve 2 ( )k t  ile gösterilsin. 

a) t , eğrinin yay parametresi ise Frenet elemanları ve Frenet formülleri  

1 2 3 1 2

1 2 2 3

( )
( ) ( ),     ( ) ,     ( ) ( ) ( ),

( )

( ) ( ) ,     ( ) ( ),  ( ) ,

t
u t t u t u t u t u t

t

k t t k t u t u t
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1 1 2

2 1 1 2 3

3 2 2

( ) ( ) ( ),    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   

                 

( ) ( ) ( )

u t k t u t

u t k t u t k t u t

u t k t u t

  

b) t , eğrinin keyfi parametre ise Frenet elemanları ve Frenet formülleri, 

1 2 1 3 3

1 23 2

1 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ,     ( ) ( ) ( ),     ( ) ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) det  ( ( ),  ( ),  ( ))
( ) ,     ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),   

t t t
u t u t u t u t u t

t t t

t t t t t
k t k t

t t t

u t t k t u t

2 1 1 2 3

3 2 2

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( )

u t t k t u t t k t u t

u t t k t u t

 

şeklinde verilir (Hacısalihoğlu, 1983; O’neill, 2006).  

Bir   eğrisinin Frenet vektörlerinin bir eksen etrafında yaptığı ani helis 

hareketinin yön ve doğrultusunu veren vektöre Darboux vektörü denir ve bu vektör 

1 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )W t k t u t k t u t  

şeklinde yazılır.   kapalı eğrisi boyunca 

( )

( ) ( ) d t W t dt  şeklinde tanımlı vektöre 

Steiner dönme vektörü, 

1 1 2 2 3 3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d t t u t t u t t u t                                           

olmak üzere 

( )

( )  ( ) v t d t dt  
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vektörüne de Steiner öteleme vektörü denir (Fenchel,1951; Hacısalihoğlu, 1983a). 

2.2 Successor Eğrisi 

Birim hızlı bir ( )t   eğrisi ve ( )t   eğrisinin Frenet aparatları sırasıyla 

 1 2 3 1 2( ), ( ),  ( ), ( ),  ( )u t u t u t k t k t  ve  1 2 3 1 2( ), ( ),  ( ), ( ),  ( )u t u t u t k t k t  olsun. ( )t  

eğrisinin birim teğet vektörü ( )t  eğrisinin aslinormal vektörü oluyorsa ( )t  

eğrisine ( )t  eğrisinin successor eğrisi denir. Bu eğrilerin Frenet aparatları arasında 

 

1 2 3

2 1

3 2 3

1 1 2 1 0 2

( ) cos  ( ) sin  ( ),

( ) ( ),

( ) sin  ( ) cos  ( ),

( ) ( ) cos ,       ( ) ( ) sin ,      = + ( ) 

u t u t u t

u t u t

u t u t u t

k t k t k t k t t k t dt

 

 

   

  



 

  

       (2.1)  

bağıntısı vardır (Menninger, 2014). 

2.3 Regle Yüzeyler 

Koordinat sisteminin belirli bir A  bölgesindeki her bir ( ,  )x y  ikilisinin f  

diffeomorfizmi altındaki görüntüsü ( ,  )z f x y  olsun. Bu ikililer A  bölgesini 

tararken, ( ,  )z f x y  noktaları da uzayda bir yüzey oluşturur. Bu yüzey M  ile 

gösterilecektir (O’neill, 2006; Sabuncuoğlu, 2006) (Şekil 2.1).  

 

Şekil 2.1 M  Yüzeyi 
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M  yüzeyinin birim normal vektörü ( )n t  ile gösterilsin. M  yüzeyinin bir 

vektör alanı X  olmak üzere  ( )   ( )XS X D n t  şeklinde tanımlı lineer ve simetrik 

dönüşüme şekil operatörü (Weingarten dönüşümü) denir (Hacısalihoğlu, 1994). M  

yüzeyinin bir bazı 1 2{ ( ),  ( )}x t x t  ile gösterilirse şekil operatörünün matrissel ifadesi 

1 1 1 2

2 1 2 2

( ( )),  ( ) ( ( )),  ( )

( ( )),  ( ) ( ( )),  ( )

S x t x t S x t x t
S

S x t x t S x t x t                                       (2.2)  

bağıntısı ile verilir. Bu durumda yüzeyin Gauss eğriliği K  ve harmonik eğriliği H  

ile gösterilirse 

det ,    K S H İzS                                                                        (2.3)  

şeklinde verilir (Hacısalihoğlu, 1994). 

  eğrisi boyunca bir ( )x t  doğrusunun hareketiyle oluşan yüzeye regle yüzey 

denir ve parametrik denklemi 

3: ,  ( ,  ) ( )  ( )I t s t s x t                                                   

şeklinde yazılır (Hacısalihoğlu, 1983) (Şekil 2.2). 

 

Şekil 2.2 
3
’te Regle Yüzey 

( ,  )t s  regle yüzeyinin ana doğruları boyunca teğet düzlemleri aynı ise 

açılabilir regle yüzey,  t I için ( 2 ,  ) ( ,  s)t s t  şeklinde periyodik ise kapalı 

regle yüzey olarak adlandırılır.  
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( ,  )t s  regle yüzeyindeki komşu iki doğrultmanın ortak dikmesinin 

doğrultmanlar üzerindeki ayağına striksiyon (boğaz) noktası, bu noktaların geometrik 

yerine regle yüzeyin striksiyon çizgisi denir ve striksiyon çizgisinin ifadesi 

2

( ),  ( )
( ) ( )  ( ),     ( ) 0

( )

x t t
t t x t x t

x t                                               (2.4)  

bağıntısı ile verilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

( ,  )t s  regle yüzeyinin üzerindeki komşu iki ana doğru arasındaki en kısa 

mesafenin bu iki komşu ana doğru arasındaki açıya oranına regle yüzeyin dağılma 

parametresi (drali) denir.  Dağılma parametresi xp  ile gösterilirse denklemi 

2

det  ( ( ),  ( ),  ( ))
,       ( ) 0

( )
x

t x t x t
p x t

x t                                               (2.5)  

bağıntısıyla verilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

( ,  )t s  regle yüzeyinin ana doğrularını dik olarak kesen eğriye regle yüzeyin 

ortogonal yörüngesi denir.  

( ,  )t s  kapalı regle yüzeyinin ana doğrularının dik yörüngeleri için aşağıdaki 

şekilde tanımlı x  fonksiyona regle yüzeyin açılım uzunluğu (adımı) denir. Adım 

uzunluğu 

( ) ( )

( ),  ( )x d t x t dt                                                                    (2.6)  

bağıntısı ile hesaplanır (Hacısalihoğlu, 1983). 

     ( ,  )t s  kapalı regle yüzeyinin ana doğrularına dik bir doğrultunun bir periyot 

sonra ilk konumu ile yaptığı açıya regle yüzeyin açılım açısı denir ve x  ile gösterilir. 

( )x t  ana doğrularının Steiner öteleme vektörü üzerindeki dik izdüşümü ( ,  )t s  

kapalı regle yüzeyinin açılım uzunluğuna, ( )x t  ana doğrularının Steiner dönme 
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vektörü üzerindeki dik izdüşümü ( ,  )t s  kapalı regle yüzeyinin açılım açısına eşittir. 

Buna göre x  açılım uzunluğu ve x  açılım açısı 

             ( ),  ( ) ,                        ( ),  ( )x xv t x t d t x t                          

şeklinde olur (Hacısalihoğlu, 1994). 

 

Şekil 2.3 x  Açılım Açısı ve x  Açılım Uzunluğu 

( ,  )t s  regle yüzeyinin ana doğruları asimptotik ve geodezik çizgiler olduğu 

için 1 1 2 2( ( )),  ( ) ( ( )),  ( ) 0S x t x t S x t x t  olur. Bu durumda yüzeyin Gauss eğriliği 

(2.2) ve (2.3)  bağıntılarından  

2

2 1( ( )),  ( )K S x t x t                                                                             (2.7)  

şeklinde ifade edilir (Hacısalihoğlu, 1983).   



10 

 

3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1 ID Modül  

{( , ) : , }ID a a a a  kümesi üzerinde aşağıdaki işlemler tanımlanırsa bu 

kümeye dual sayılar kümesi denir. 

 Toplama: ( ,  ) ( ,  ) ( ,  ),A B a a b b a b a b  

 Çarpma: ( ,  ) ( ,  ) ( ,  ),A B a a b b ab ab a b  

 Bölme: 
2

,  ,    0,
B b ab a b

a
A a a

 

 Eşitlik:     A B a b ve a b  

Dual sayılar kümesinin her elemanı bir dual sayı adı verilir. Dual sayılar kümesi 

üzerinde tanımlı toplama ve çarpma işlemi ile birlikte birimli ve değişmeli bir halka 

olur. ( ,  0)a  şeklindeki bir dual sayısı a  şeklindeki bir reel sayıya izomorf 

olduğundan  

( ,  ) ( ,  0) (0,  )

                  ( ,  0) (0,  1) ( ,  0)

                   

A a a a a

a a

a a

                                                               

şeklinde yazılabilir. Bu durumda dual sayılar kümesinin bir başka ifadesi 

2{ : , ,   0}ID A a a a a   

şeklinde yazılır. Bu yazılıştan hareketle 
3ID kümesi 

3

1 2 3

2

1 1 2 2 3 3

2

1 2 3 1 2 3

3 2

{ ( ,  ,  ) : ,  1 3}

      { ( ,  ,  ) : , ,  1 3,   0}

      { ( ,  ,  ) ( ,  ,  ) : , ,  1 3,   0}

      { : , ,  0}

i

i i

i i

ID A A A A A ID i

A a a a a a a a a i

A a a a a a a a a i

A a a a a

 

şeklinde ifade edilir. Bu küme üzerinde toplama ve skalar ile çarpma işlemleri 
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 Toplama: ( ) ( ) ( ),      1 3,i i i iA B A B A B i  

 Skalar ile çarpma: (  )iA A  

işlemleri tanımlıdır. 
3( ,  ,  )ID  cebirsel yapısı bir modül olur. Bu modüle kısaca 

ID Modül denir. ID Modüle bir uzay gözüyle bakılır ve her elemanına da dual 

vektör adı verilir.  

ID Modülde iki dual vektör  A a a  ve  B b b  olsun. Bu 

vektörler için iç çarpım, vektörel çarpım ve norm işlemleri sırasıyla, 

,   ,   ,   ( ,  ,  ),

(  ) (  )  ( ),

,  
,   ,  0

A B a a b b a b a b a b

A B a a b b a b a b a b

a a
A A A a a

a

 

şeklinde tanımlanır. { : (1,  0),  , }A A a a A a a  kümesine birim dual 

küre adı verilir.  

 A a a  ve  B b b  iki dual vektörü verilsin. Bu vektörlerin 

eksenleri arasındaki açı  ve eksenleri arasındaki mesafe  ile gösterilsin. Bu 

durumda   şeklindeki dual sayıya A  ve B  birim dual vektörleri 

arasındaki açı denir (Hacısalihoğlu, 1983b) (Şekil 3.1). 

 

Şekil 3.1 ID Modülde Açı 
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Teorem 3.1.1: (Study Dönüşümü) Birim dual kürenin dual noktaları, 3  teki yönlü 

doğrulara birebir karşılık gelir (Hacısalihoğlu, 1983b). 

İspat: 
3  de M  noktasından geçen bir doğrunun doğrultu vektörü u  ile gösterilsin.  

 

Şekil 3.2 Doğrunun Doğrultu Vektörü ve Vektörel Momenti 

Şekil 3.2’den ( ) 0  0x m u x u m u  yazılır. u  birim vektör alınırsa 

x u m u u  olur. Burada u  vektörüne u  vektörünün O  noktasına göre 

vektörel momenti denir. Bu vektör noktanın doğru üzerindeki yerine bağlı 

olmamasına karşın başlangıç noktasının seçimi ile doğrudan ilgilidir. O  noktasından 

doğruya bir Z  dikmesi indirilirse 

z u u                                                                                                          

olur ve bu eşitliğin normundan z u u z  bulunur. Bu şekilde elde 

edilen ( ,  )u u  vektör çiftleri 
3
 teki yönlü doğrulara karşılık gelir. Bu vektör 

 U u u  şeklinde yazılabilir. Bu vektör dual küre üzerinde dual noktaya tekabül 

eder. Tersine  A a a  birim dual küre üzerinde bir nokta olsun. Bu nokta 

( ,  )a a  vektör çifti şeklinde yazılır. Burada a  vektörü doğrunun doğrultu vektörü 

ve  a  vektörü de O  noktasına göre vektörel momenti alınabilir.  

Eğer ( ) ( )  ( )X X t x t x t  şeklinde parametreye bağlı yazılırsa bu 

durumda  ( )X t  birim dual vektörü dual küre üzerinde bir eğri çizer. Bu eğri üzerinde 

noktalara Study dönüşümüne göre Öklid uzayında bir regle yüzey karşılık gelir. 
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( )X t  dual eğrisine, regle yüzeyin dual küresel resmi denir (Hacısalihoğlu, 1983), 

(Şekil 3.3). 

 

Şekil 3.3 Study Prensibi 

3.2 ID Modülde Regle Yüzey 

Regle yüzeyin parametrik denklemi 

( ,  s) ( )  ( )t t s x t                                                                                 (3.1)  

şeklinde yazılır. ( )x t  vektörünün vektörel moment vektörü ( )x t  ile gösterilsin. 

 

Şekil 3.4 ID Modülde Regle Yüzey 

Şekil 3.4 ten ( )x t  moment vektörü 

( ) ( ) ( )x t t x t                                                                                       (3.2)  

şeklinde yazılır. (3.2)  bağıntısının her iki tarafı ( )x t  ile vektörel çarpılırsa 



14 

 

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

                   ( ),  ( )  ( ) ( ),  ( )  ( )

                   ( ) ( ),  ( )  ( )

x t x t x t t x t

x t x t t t x t x t

t t x t x t

                                     

olur. Böylece ( )t eğrisi 

( ) ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )t x t x t t x t x t                                                          (3.3)  

şeklinde bulunur. (3.3)  eşitliği (3.1)  de yerine yazılırsa yüzeyin dual ifadesi 

( ,  ) ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )  ( )

          ( ) ( ) ( ( ),  ( ) ) ( )

t s x t x t t x t x t s x t

x t x t t x t s x t
                                         

olur. Burada ( ),  ( )t x t s  alınırsa ( ,  )t s  yüzeyi  

( ,  ) ( ) ( )  ( )t s x t x t x t
  

şeklinde elde edilir. Bu ifadeye regle yüzeyin dual vektörel ifadesi denir.  

Dual Steiner dönme vektörü ( ) ( )  ( )D t d t d t  olmak üzere ( ,  )t s  

kapalı regle yüzeyin dual açılım açısı, dual açılım uzunluğu ve dağılma parametresi 

sırasıyla, 

( ),  ( ) ,X D t X t
                                                                                (3.4)  

( ),  ( ) ( ),  ( ) ,XL d t x t d t x t
                                                            (3.5)   

 ( ),   ( )

 ( ),   ( )
X

d x t d x t
P

d x t d x t                                                                   (3.6)  

şeklinde yazılır (Hacısalihoğlu, 1983b).  
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3.3 ID-Modülde Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler                                                            

Tanım 3.3.1: 
3: I   ve 

3: I   diferansiyellenebilir iki eğri, bu eğrilerin 

teğet vektörleri 
1( )u t  ve 

1( )v t , vektörel moment vektörleri 
1 ( )u t  ve 

1 ( )v t  olsun. Bu 

vektörlerden elde edilen 
1 1 1( ) ( )  ( )U t u t u t  ve 

1 1 1( ) ( )  ( )V t v t v t  dual 

vektörleri birim küre üzerinde bir dual eğri çizerler. Bu eğriler arasındaki dual açı 

( ) ( )  ( )t t t  ile gösterilsin. Bu durumda, 

1. 
1( )U t  ve 

1( )V t  vektörleri paralel, 

2. Dual küre üzerinde uygun noktalar arasındaki dual yay uzunluğu  sıfırdan 

farklı ve sabit 

ise bu iki eğriye dual paralel eş uzaklıklı regle yüzeyler denir (Mazlum, 2022). Bu 

yüzeylerin parametrik denklemleri sırasıyla, 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ,  ) ( ) ( )  ( ),      ( ) ( ) ( ),

( ,  ) ( ) ( )  ( ),      ( ) ( ) ( )

t s u t u t s u t u t t u t

t s v t v t s v t v t t v t

            

şeklinde yazılır. Burada 
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t u t z t u t r t u t  dir 

(Mazlum, 2022). 

Teorem 3.3.1: ( ,  )t s  ve ( ,  )t s  dual regle yüzeylerin ortonormal çatıları sırasıyla 

1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}U t U t U t  ve 1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}V t V t V t  olsun. Bu çatıların reel ve dual 

bileşenleri arasında 

1 1

2 2

3 3

( ) 1 0 0 ( )

                               ( ) 0 1 0 ( ) ,   

( ) 0 0 1 ( )

v t u t

v t u t

v t u t  
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1 1 1

2 2 2

3 3 3

( ) 1 0 0 ( )    0 ( ) ( ) ( )

( ) 0 1 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )

( ) 0 0 1 ( )    ( ) ( ) 0 ( )

v t u t r t z t u t

v t u t r t t u t

v t u t z t t u t
 

bağıntısı vardır (Mazlum, 2022).  

Teorem 3.3.2: ( ,  )t s  ve ( ,  )t s  dual regle yüzeylerin eğrilik ve burulmaları 

sırasıyla 
1 1( ) ( )  ( ),t k t k t  

2 2( ) ( )  ( )t k t k t  ve ( ) ( )  ( ),t t tP p p  

( ) ( )  ( )t t tQ q q  olsun. Bu eğrilikler arasında 

( ) ( )  ( ( ) ( ) ( )) ,

( ) ( )  ( ( ) ( )) 

dt dt
t t r t z t q t

dt dt

dt dt
t t z t q t

dt dt

P

Q

                                            

bağıntısı vardır (Mazlum, 2022). 

Teorem 3.3.3: ( ,  )t s  ve ( ,  )t s  dual regle yüzeylerin striksiyon çizgileri sırasıyla 

( )t  ve ( )t  olsun. Bu striksiyon çizgileri arasında 

1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t u t z t u t r t u t          

 bağıntısı vardır. Burada  

( ) ( ) ( )
( )

( )

r t q t z t
t

p t
 

olur (Mazlum, 2022). 

Teorem 3.3.4: ( ,  )t s  ve ( ,  )t s  dual kapalı eş uzaklıklı regle yüzey olsun. Dual 

küre üzerinde dual teğet, dual aslinormal ve dual binormal eğrilerine Öklid uzayında 

karşlık gelen regle yüzeylerin integral invaryantları arasında, 
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1 1 2 2 3 3

1 1 2 2

3 3

1 1 2 2

2

1

( ) ( )      ( ) ( ) 0,       ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( )  ,                ( ) ( ) 0,     

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) 0,        ( ) ( ),           

V U V U V U

V U V U

V U

V U V U

L t L t dt L t L t L t L t

t t k t dt dt t t

t t k t dt

P t P t P t P t
3 3

   ( ) ( ),  V UP t P t

         

bağıntısı vardır (Gür, 2015). 

Teorem 3.3.4: ( ,  )t s  ve ( ,  )t s  dual eş uzaklılı regle yüzeylerinin dual teğet, dual 

aslinormal ve dual binormal vektörlerinin birim dual küre üzerinde çizdiği eğrilere 

karşılık gelen regle yüzeylerin Gauss eğrilikleri 
1 2 3
,  ,  U U UK K K  ve 

1 2 3
,  ,  V V VK K K  ile 

gösterilsin. Bu eğrilikler arasında 

1 1 2 2 3 3
0,            ,              V U V U V UK K K K K K                                                                                 

bağıntısı vardır (Gür, 2015).  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölüm çalışmamın özgün kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümde dayanayak 

eğrileri olarak successor eğrileri alınarak elde edilen eş uzaklıklı regle yüzeylerin 

dual ifadeleri verildi. 

4.1 Successor Eğrisinin Dual Ortonormal Sistemi  

Herhangi bir ( )t  eğrisinin Frenet aparatları 1 2 3 1 2{ ( ),  ( ),  ( ),  ( ),  ( )}u t u t u t k t k t  ve bu 

eğrinin successor eğrisi ( )t  olsun. ( )t  successor eğrisinin Frenet çatısı 

1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}u t u t u t  ile gösterilirse bu eğrinin vektörel moment vektörleri sırasıyla  

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ),         ( ) ( ) ( ),          ( ) ( ) ( )u t t u t u t t u t u t t u t
   

olur. ( )t  successor eğrisinin dual ortonormal sistemi 
1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}U t U t U t  ile 

olsun. Bu çatı  

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

( ) ( )  ( ),               ( ) ( ) ( )

( ) ( )  ( ),               ( ) ( ) ( ),

( ) ( )  ( ),                ( ) ( ) ( )

U t u t u t u t t u t

U t u t u t u t t u t

U t u t u t u t t u t

                 (4.1)  

şeklinde bulunur. (4.1)  bağıntısı ile türevleri arasında  

1 2

2 1 3

3 2

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )

U t t U t

U t t U t t U t

U t t U t

                         (4.2)  

bağıntısı vardır. Burada sırasıyla 
1 1( ) ( )  ( )t k t k t  ve 

2 2( ) ( )  ( )t k t k t  

dual eğrilik ve dual burulmadır. (4.2)  bağıntısı reel ve dual bileşenlerine ayrılırsa 
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1 1 2

2 1 1 2 3

3 2 2

1 1 2 1 2

2 1 1 1 1 2 3 2 3

3

( ) ( ) ( ),      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

u t k t u t

u t k t u t k t u t

u t k t u t

u t k t u t k t u t

u t k t u t k t u t k t u t k t u t

u 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )t k t u t k t u t

           (4.3)  

şeklinde yazılır. 
1 2 ( ),  ( )u t u t   ve 

3 ( )u t  vektörlerinin türevleri sırasıyla alınırsa 

1 1 1

1 1 1 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

           ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

           ( ) ( ( ) ( ))

           ( ) ( ),

u t t u t t u t

u t u t t k t u t

k t t u t

k t u t

 









    

   

 



                        (4.4)  

2 2 2

1 2 1 1 2 3

3 1 1 2 3

3 1 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

           ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

           ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

u t t u t t u t

u t u t t k t u t k t u t

u t k t t u t k t t u t

u t k t u t k t u t

 



 



 

    

     

    

  

                      (4.5)   
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3 3 3

1 3 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

           ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

           ( ) ( ) ( ( ) ( ))

           ( ) ( ) ( ),

u t t u t t u t

u t u t t k t u t

u t k t t u t

u t k t u t

 









    

    

   

  

                                           (4.6)  

bulunur. 

4.2 Dual Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler 

Tanım 4.2.1: ( )t  eğrisinin successor eğrisi ( )t  ve ( )t  eğrisinin successor eğrisi 

( )t  olsun. ( )t  ve ( )t  successor eğrilerinin dual ortonormal sistemleri sırasıyla 

1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}U t U t U t  ve 
1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}V t V t V t  ile gösterilsin. 

2 ( )U t  ve 
2 ( )V t  dual 

vektörleri arasındaki dual açı         sırf dual ve sıfırdan farklı sabit ise bu iki 

eğriye dual successor eş uzaklıklı regle yüzeyler denir (Mazlum, 2022). 

 

Şekil 4.1 Dual Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler 

2 ( )U t  ve 
2 ( )V t  vektörlerinin çizdiği dual eğrilere tekabül eden regle yüzeylerin 

parametrik denklemleri sırasıyla, 

2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( ,  ) ( )  ( )  ( ),    ( ) ( ) ( ),

 ( ,  ) ( ) ( )  ( ),    ( ) ( ) ( )

U

V

t s u t u t s u t u t t u t

t s v t v t s v t v t t v t





 

 

     

     

                      (4.7)  

şeklinde yazılır.  
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Teorem 4.2.1: 
2
( ,  )

U
t s  ve 

2
( ,  )

V
t s  regle yüzeylerinin striksiyon çizgileri 

sırasıyla ( )t  ve ( )t


  olsun. ( )t  ve ( )t


  arasında 

1 2
1 2 32 2

1 2

 ( )  ( )
( ) ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( )

k t k t
t t u t u t u t

k t k t


 
 

  
      

 
             (4.8)  

bağıntısı vardır. 

İspat: (2.4)  bağıntısından ( )t  striksiyon çizgisi 

 2 2 2

2 2 22

2

( ),  ( ) ( )

( ) ( ) ( )  ( )

( )

u t u t u t

t u t u t u t

u t






 

   


                         (4.9)  

yazılır. (4.5)  bağıntısındaki 
2 ( )u t  türevi (4.9)  nolu bağıntıda yerine yazılırsa 

   

 

 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 3 2

2 3 1 1 2 3

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( ) 

u t u t u t u t u t u t

k t u t k t u t u t

u t u t k t u t k t u t

k t

  



 

      

   

   

     

   

1 2 2 3 2

2 3 1 2 1 2 2 3

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                           ( )

u t u t k t u t u t

u t u t k t u t u t k t u t u t

u t

 

 

  

     



    (4.10)  

olur. (4.10)  eşitliği (4.9)  nolu bağıntıda yerine yazılırsa 

1 1 2 3 1

2 2 22 2

1 2

1
2 2 22 2

1 2

( ( ) ( ) ( ) ( )),  ( )
( ) ( ) ( )  ( )

( ) ( )

( )
        ( ) ( )  ( )

( ) ( )

k t u t k t u t u t
t u t u t u t

k t k t

k t
u t u t u t

k t k t







 
   



  


             (4.11)  

bulunur. (2.4)  bağıntısından ( )t


  stiksiyon çizgisi 
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2 2 2

2 2 22

2

2 2 2 2 2

2 22

2

1 3 1

2 2 22 2

( ),  ( ( ) ( ))
( ) ( ) ( )  ( )

( )

( ),  ( ) ( ) ( ) ( )
         ( ) ( )  ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( )
        ( ) ( )  ( )

( ) ( )

       

v t v t v t
t v t v t v t

v t

v t v t v t v t v t
v t v t v t

v t

t v t t v t v t
v t v t v t

t t







 





 
   



    
  



 
  



p q

p q

2 2 22 2

( )
 ( ) ( )  ( )

( ) ( )

t
v t v t v t

t t

  


p

p q

                 (4.12)  

şeklinde yazılır.  

 

  



 

 

2
3
 

 

                                         

Ş
ek

il 4
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u
cesso
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ğ
rileri v
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tö
rel M

o
m

en
teri 
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Şekil 4.2 den ( ) ( )t t
   vektörünün 

1 2 3( ),  ( ),  ( )u t u t u t  birim vektörlerine dik 

izdüşümleri sırasıyla ,  ,    ile gösterilsin. Bu durumda, 

1 2 3

1 2 3

( ) ( )  ( )  ( )  ( )

         ( ) ( )  ( )  ( )  ( )

t t u t u t u t

t t u t u t u t





 

 

    

     
           (4.13)  

şeklinde yazılır. Burada (4.12)  bağıntısı yerine yazılırsa  

2 2 2 1 2 32 2

( )
( ) ( )  ( ) ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( )

t
v t v t v t t u t u t u t

t t
        



p

p q                (4.14)  

olur. Tanım 4.2.1 gereğince 0   olduğundan 
2 2( ) ( )u t v t  yazılabilir. Böylece  

2 2 1 2 32 2

( )
( ) ( ) ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( )

t
v t v t t u t u t u t

t t
    

       
 

p

p q                      (4.15)  

bulunur. (4.15)  ifadesinin türevi alınır ve Frenet formülleri yerine yazılırsa, 

 2 2 1 12 2

1 2 22 2

2 2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )  ( )

( ) ( )

( )
                            ( )  ( )  ( )

( ) ( )

( )
                           ( ) 

( ) (

t
v t v t t k t u t

t t

t
k t k t u t

t t

t
k t

t t

 

 




           

  

         
 

  


p

p q

p

p q

p

p q
3 ( )

)
u t

  
  

  

                     (4.16)  

bulunur. (4.16)  ifadesi  2 ( )v t   ile iç çarpılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

 

 

2 2 2 2 1 2

2 2

1 2 2 2

( ),  ( ) ( ) ( ),  ( ) (  ( )  ( ))

( )
                                         + ( ) ( )

( ) ( )

v t v t v t v t t k t k t

t
k t k t

t t

           

 
  

 

p

p q

          (4.17)  

yazılır. (4.11)  eşitliğinin türevi alınırsa  
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    1 1
2 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )  ( )  ( )

( ) ( ) ( ) ( )

                                                                                                                        

k k
u u

k k k k

t t
t t t u t u t

t t t t





     
 

   
   
   

 

2

1 1
1 2 1 1 2 3

1 2 1 2

2

1 1 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

              

              

 (4.18)

( ) ( )
( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1  ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k
u u k u k u

k k k k

k k k k

k k k k k k

t t
t t t t t t

t t t t

t t t t
u t u t

t t t t t



    
 



  
  

   
   
   

   
   

   
2 3 ( )
( )

u t
t

 
 
 

 

bulunur. (4.18)  bağıntısı 2 ( )v t  ile iç çarpılırsa 

2 2

2

1 1 2
2 1 2

1 2 1 2

2 2

1 2
1 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ),  ( ) ( ) 1 ( ) 

( ) ( )
                       ( ) ( ) 

( ) ( )

                        0

k t k t k t

k t k t k t k t
v t t k t k t

k t k t
k t k t

k t k t


 

   
        

   

 
    

 



                     (4.19)  

olur. Bu durumda (4.17)  ifadesi 

   2 2

2 2 2 1 2 2 2

1 2

( )
( ),  ( ) ( )  ( ) ( )

( ) ( )

                                  

                                        ( )  ( )

t
v t v t v t k t k t

t t

k t k t 

       
 

  

p

p q

                         (4.20)  

şeklinde yazılır. Böylece (4.12)  ifadesindeki ( )t


  striksiyon çizgisi 
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2 2 2

2 2 22

2

2 2 2 1

2
1 2 32 2

1 2

( ),  ( ) ( )

( ) ( ) ( )  ( )

( )

( ),  ( ) ( ) ( ) (1 )

 ( )
         ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( )

v t v t v t

t v t v t v t

v t

v t u t u t k t

k t
t u t u t u t

k t k t








 







 

   


     
 
 

     
 

 
 
 

1 1 2
1 2 32 2

1 2

1 2
1 2 32 2

1 2

( ) ( )(1 )  ( )
        ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( )

 ( )  ( )
        ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( )

k t k t k t
t u t u t u t

k t k t

k t k t
t u t u t u t

k t k t





 
 

 
 

    
     

 

  
     

 

             (4.21)  

olur. 

Sonuç 4.2.1:
2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  dual successor eş uzaklıklı regle yüzeylerine 

karşılıklı dual noktaları arasıdaki  dual yay uzunluğu 

1 2

2 2

1 2

 ( )  ( )

( ) ( )

k t k t

k t k t

 
   


                         (4.22)  

şeklinde bulunur. 

Teorem 4.2.2: 
2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s   dual successor eş uzaklıklı regle yüzeylerinin 

dual ortonormal sistemleri sırasıyla 1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}U t U t U t  ve 1 2 3{ ( ),  ( ),  ( )}V t V t V t  

olsun. Bu ortonormal sistemlerin reel ve dual bileşenleri arasında  
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1 1

2 2

3 3

( ) ( ) cos( )      0      sin( )  

( )            0           1               0 ( ) ,

sin( )      0      cos( )( ) ( )

v t u t

v t u t

v t u t

   

   

     
    


    
          

           (4.23)  

1 1

2 2

3 3

( ) ( ) cos( )      0      sin( )  

( )            0           1               0 ( )

sin( )      0      cos( )( ) ( )

             

 sin( )

       

v t u t

v t u t

v t u t

   

   

 

 

 

 

     
    

    
          





1

2

3

( )  cos( )  sin( )  cos( )

0 ( )

 cos( )  sin( )  cos( )  sin( ) ( )

u t

u t

u t

       

 

         

       
  


  
          

 

bağıntısı vardır. Burada 1

2 2

1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k t t

k t k t t t
  

   
  

p

p q
 dır. 

İspat: (2.1)  nolu bağıntıdaki successor çatıları arasındaki geçişler 

1 1

2 2

3 3

1

2

3

( ) ( )0      cos     sin   

( ) 1           0            0 ( ) ,

0        sin       cos( ) ( )

( ) 0      cos     sin   

( ) 1           0      

( )

u t u t

u t u t

u t u t

v t

v t

v t

 

 

 

    
    


    
        

 
 


 
  

1

2

3

( )

      0 ( )

0        sin       cos ( )

v t

v t

v t 

  
  
  
     

                                              (4.24)  

şeklinde yazılır. Eş uzaklıklı regle yüzeylerin Frenet çatıları arasındaki bağıntıdan 

1 1

2 2

3 3

( ) ( ) 1      0     0  

( )  0      1     0 ( )

 0      0     1( ) ( )

v t u t

v t u t

v t u t

    
    


    
        

                                                              (4.25)  

olur. (4.24)  ve (4.25)  bağıntılarından successor çatıları 

arasında
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1 1

2 2

3 3

( ) ( )0      cos     sin 1      0     0

( ) 1           0            0 0      1     0 ( )                   

0        sin       cos 0      0     1( ) ( )

v t u t

v t u t

v t u t

 

 

      
      


      
            

                     (4.26)

           

0     cos     sin     0              1           0  

          1          0            0 cos           0        sin

0       sin       cos   sin        

 

 

  

 
 

 
 
  

1

2

3

( )

( )

    0        cos ( )

cos cos sin sin            0       cos sin sin cos

                            0                           1                        0

sin cos c

u t

u t

u t

       

 

  
  
  
     

  



 

1

2

3

( )

( )

os sin         0        sin sin cos cos ( )

cos( )           0       sin( )

                  0                 1                 0

sin( )         0      cos( )

u t

u t

u t     

   

   

  
  
  
     

 



  

1

2

3

( )

( )

( )

u t

u t

u t

  
  
  
     

geçişleri bulunur. Şimdi dual kısımlar arasındaki geçişleri hesaplayalım. (2.4)  

striksiyon çizgisi bağıntısından 

2
1

2 22 2 2

1 2
2

( ), ( ) ( )
( )  ( )  ( )     ( ) ( )+  ( )

( ) ( )
( )

t u t k t
t t u t t t u t

k t k t
u t

 


 


     


 

ve  

2

2 22 2 2

2

( ), ( ) ( )
( )  ( )  ( )    ( ) ( )+  ( )

( ) ( )
( )

t v t t
t t v t t t v t

t t
v t

 


 


     



p

p q
 

yazılır. (4.13)  nolu bağıntıda ( )t  ve ( )t


  değerleri yerlerine yazılırsa 

1 2 3

1
2 2 1 2 32 2 2 2

1 2

                              ( ) ( )  ( )  ( )  ( )

( )( )
( )+  ( ) ( )+  ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t u t u t u t

k tt
t v t t u t u t u t u t

t t k t k t


 

   

     

   
 

p

p q

 

bulunur. 2 2( ) ( )u t v t  olduğundan 



 

29 

 

1
2 2 1 2 32 2 2 2

1 2

1
1 2 32 2 2 2

1 2

( )( )
( )+  ( ) ( )+  ( )  ( )  ( )  ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )  ( ) ( )  ( )          (4.27)

( ) ( ) ( ) ( )

k tt
t u t t u t u t u t u t

t t k t k t

k t t
t t u t u t u t

k t k t t t

    

    





   
 

 
      

  

p

p q

p

p q

olur. Kısaltmanın hatırına bundan sonraki işlemlerde 

1 2 3( ) ( )  ( )  ( )  ( )t t u t u t u t        alınacaktır. Burada 

1

2 2 2 2

1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k t t

k t k t t t
  

   
  

p

p q
 olur. (4.27)  nolu bağıntı gereğince ( )t  

successor eğrisinin Freenet vektörlerinin vektörel momentleri hesaplanır ve (4.26)  

geçişleri kullanılırsa 

   

 

1 1

1 2 3 1 3

1 3 1 3

2

( ) ( ) ( )

          ( )  ( )  ( )  ( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )

         cos( ) ( ) sin( ) ( )  sin( ) ( )  cos( ) ( )

          cos( ) sin( )  ( ),

v t t v t

t u t u t u t u t u t

u t u t u t u t

u t



      

       

     



 

 

       

       

   

 

 

 

2 2

1 2 3 2

2 1 3

( ) ( ) ( )

          ( )  ( )  ( )  ( ) ( )

          ( )  ( )  ( ),

v t t v t

t u t u t u t u t

u t u t u t



  

 





 

    

  

                              (4.28)  
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3 3

1 2 3 1 3

1 3 2

1 3

( ) ( ) ( )

          ( )  ( )  ( )  ( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )

         sin( ) ( ) cos( ) ( )  cos( )  sin( ) ( )

          cos( ) ( )  sin( ) ( )

v t t v t

t u t u t u t u t u t

u t u t u t

u t u t



      

         

   



 

 

        

        

   

    

bulunur ve istenilen elde edilir. 

Teorem 4.2.3: 
2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  dual successor paralel eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin dayanak eğrilerinin eğrilikleri arasında 

 

 

1

2

( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )   ,

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )   

dt
t t t A

dt

dt
t t t A

dt

      

      

    

    

P

Q

                             (4.29)  

bağıntıları vardır. Burada    1 1 2sin( )  ( ) cos( )  ( )A k t k t              ve 

   2 1 2cos( )  ( ) sin( )  ( )A k t k t             dir. 

İspat: 
2
( ,  )

V
t s  regle yüzeyinin dayanak eğrisinin yay parametresi t  olsun. 

2
( ,  )

V
t s  nolu eşitliğin türevi alınırsa, 

 

 

2 3 12

1 1 3 3

2 3 3 1 1

( )  ( )  ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( )  ( )  ( )  ( )  ( )  

d u t u t u tdv dt

dt dt dt

t v t t v t t v t t v t

dt
u t u t u t u t u t

dt

 

   



   



 
 

   

       

p p q q
       (4.30)  

olur. Bu eşitlikte Frenet vektörleri ve (4.23)  ifadesindeki geçişler yerine yazılırsa  
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1 3

1

2

3

( ) cos  ( ) sin  ( ) ( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )

( ) cos( ) (  ( ) ( )) sin( ) (  ( ) ( ))

( ) cos( )  ( )  ( ) sin( )  ( )  ( ) 

( ) sin( ) (  ( ) (

u t t t u t t t

u t t t s t

u t t t t t

u t s t

       

   

       

 

 

 







        

     

     

 

p q p q

q p p q

p q p q

q p )) cos( ) (  ( ) ( )) t t    p q

 

   

1 1 2 3 1 1

2 2 1 3 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   ( )  ( )  ( ) ( ) ( )

k t u t k t u t u t k t

u t k t k t u t k t



  

  



     

    

            (4.31)  

bulunur. (4.31)  eşitliğinde 
1 ( )u t ve 

3 ( )u t  vektörlerinin katsayıları birbirlerine 

eşitlenirse 

1

2

( ) cos( ) ( ) sin( ) ( ) ,

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( ) 

dt

dt

dt

dt

t t k t

t t k t

   

   

 



   

   

p q

p q

                              (4.32)  

yazılır. 1 ( )u t  ve 3 ( )u t  vektörlerinin katsayıları birbirlerine eşitlenirse 

 

 

1

2( )

sin( ) ( ( ) ( ))  cos( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ) ,

cos( ) ( ( ) ( ))  sin(  )( ( ) ( )) ( )  

dt

dt

dt

dt

t t t t k t

t t t t k t

    

    

  

  

 

 

     

    

p q q p

p q q p

     (4.33)  

eşitlikleri bulunur. (4.32)  nolu bağıntıdaki denklemler ortak olarak çözülürse, 

    

    

1 2

1 2

( ) cos  ( ) sin  ( )  ,

( ) sin  ( ) cos  ( )  

dt

dt

dt

dt

t k t k t

t k t k t

   

   

   

   

p

q

           (4.34)   

ve (4.33)  nolu bağıntıdaki denklemler ortak olarak çözülürse 
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    1 2 2 1( ) cos( ) ( )  ( ) sin( )  ( )  ( )  ,   

                                                                                                                                  

(

dt

dt
t k t k t k t k t

t

       



        p

q     1 2 2 1) sin( ) ( )  ( ) cos( ) ( )  ( )  
dt

dt
k t k t k t k t              

(4.35)  

bulunur. (4.34)  ve (4.35)  denklemlerinden  

    

1 2

1 2 2 1

( ) ( )  ( )

cos( ) ( ) sin( ) ( )

        ,

 cos( ) ( )  ( ) sin( )  ( )  ( )

dt

dt

t t t

k t k t

k t k t k t k t



   

      



 

 

 
   

 
 
         
 

P p p

 

    

1 2

1 2 2 1

( ) ( )  ( )

sin( ) ( ) cos( ) ( )

       

 sin( ) ( )  ( ) cos( ) ( )  ( )  

dt

dt

t t t

k t k t

k t k t k t k t



   

      



 

 

 
   

 
 
         
 

Q q q

 

bulunur. Bu ifadeler düzenlenirse 

 

 

1

2

( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )   ,

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )   

dt

dt

dt

dt

t t t A

t t t A

      

      

    

    

P

Q

                             (4.36)  

elde edilir. Burada    1 2 1cos( )  ( ) sin( )  ( )A k t k t             ve 

   2 1 2cos( )  ( ) sin( )  ( )A k t k t             dir. 

4.3 Kapalı Dual Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeylerin İntegral İnaryantları 

2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  kapalı dual successor paralel eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin açılım açıları (3.4)  bağıntısından sırasıyla 
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1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ,             ( ) 0,            ( ) ( ) 

( ) ( ) ,             ( ) 0,             ( ) ( ) 

U U U

V V V

t t dt t t t dt

t t dt t t t dt

        

       

 

 Q P

                (4.37)  

şeklinde yazılır. 

Teorem 4.3.1:
2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  dual successor paralel eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin açılım açıları arasında 

1 1 3

2 2

3 1 3

2

1

( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )   

( ) ( ) 0,

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )   

V U U

V U

V U U

t t t A dt

t t

t t t A dt

    

    

        

   

        





                   (4.38)  

bağıntıları vardır. 

İspat: (4.36)  ifadesindeki Q  eğriliği (4.37)  bağıntısında yerine konulursa 

 
1

1 3

2

2

2

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )    

         sin( ) ( ) cos( ) ( )   

         cos( ) ( ) sin( ) ( )   

V

U U

dt
t t t A dt

dt

t dt t dt A dt

t t A dt

      

      

    

      

     

      



  



          (4.39)  

bulunur. (4.37)  bağıntısından  

2 2
( ) ( ) 0

V U
t t                                                                            (4.40)  

olduğu görülür. (4.36)  ifadesindeki P  eğriliği (4.37)  bağıntısında yerine konulursa   

 
3

1 3

1

1

1

( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )    

         cos( ) ( ) sin( ) ( )   

         sin( ) ( ) cos( ) ( )   

V

U U

dt
t t t A dt

dt

t dt t dt A dt

t t A dt

      

      

    

      

     

      



  



                    (4.41)  

bulunur.  
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2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  kapalı dual successor paralel eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin açılım uzunlukları (3.5)  bağıntısından sırasıyla 

1 2 3

1 2 3

2 1( ) ( ) ,             ( ) 0,            ( ) ( ) 

( ) ( ) ,              ( ) 0,             ( ) ( ) 

U U U

V V V

L t k t dt L t L t k t dt

L t t dt L t L t t dt

 

 

  

  

 

 q p

       (4.42)  

şeklindedir. 

Teorem 4.3.2: 
2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  dual successor paralel eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin açılım uzunlukları arasında 

1 1 3

2 2

3 1 3

1

2

( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )  

( ) ( ) 0,

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )  

V U U

V U

V U U

L t L t L t A dt

L t L s

L t L t L t A dt

   

   

    

 

     





                    (4.43)  

bağıntıları vardır. 

İspat: (4.35)  bağıntısındaki 


q  eğriliği (4.42)  bağıntısında yerine konulursa 

 

1 3

2 1 2

2 1 2

2

( ) cos( ) ( ) sin( ) ( )   

               cos( ) ( ) sin( ) ( )  

               

               cos( ) ( ) sin( ) ( )  
U U

dt

dt
t dt k t k t A dt

k t dt k t dt A dt

L t L t A dt

   

   

   

  

 

    

    

    

 

  



q

        (4.44)  

bulunur. (4.42)  bağıntısından 

2 2
( ) ( )

V U
L t L t                          (4.45)  

olduğu görülür. (4.35)  bağıntısındaki 


p  eğriliği (4.42)  bağıntısında yerine 

konulursa  
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1 3

2 1 1

2 1 1

1

( ) sin( ) ( ) cos( ) ( )   

                 sin( ) ( ) cos( ) ( )  

                sin( ) ( ) cos( ) ( )  
U U

dt

dt
t dt k t k t A dt

k t dt k t dt A dt

L t L t A dt

   

   

   

  

 

     

     

     

 

  



p

    (4.46)  

bulunur.  

2
( ,  )

U
t s  ve 

2
( ,  )

V
t s  kapalı dual successor paralel eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin dağılma parametreleri sırasıyla 

1 2 3

1 2 3

2

2 2

1 2 2

2 2

( ) 1
( ) 0,             ( ) ,            ( )

( ) ( ) ( )

( ) 1
( ) 0,              ( ) ,             ( )

( ) ( ) ( )

U U U

V V V

k t
P t P t P t

k t k t k t

t
P t P t P t

t t t

  


  


q

p q q

         (4.47)  

şeklindendir. 

Teorem 4.3.3: 
2
( ,  )

U
t s  ve 

2
( ,  )

V
t s  dual successor paralel eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin dağılma parametreleri arasında 

 

1 1

2

3

2

2 2

1 2

1 2

( ) ( ) 0,

 ( )
( ) cos( )  ,

( ) ( )

( )
sin( ) ( ) cos( ) ( )  

UV

V

V

dt

dt

P t P t

k t
P t B

k t k t

dt
P t

k t k t dt

 

   

 

 
   

 


  

                                    (4.48)  

bağıntıları vardır. 

İspat: (4.47)  bağıntısından 

1 1
( ) ( ) 0

V U
P t P t                            (4.49)  

olduğu görülür. (4.34)  bağıntısındaki p  ve q  eğrilikleri (4.47)  bağıntısında yerine 

yazılırsa 
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2

1 2

2

1 2

2

1 2

1 2

2 2 2

1 2

sin( ) ( ) cos( ) ( )  

( )

cos( ) ( ) sin( ) ( )  

sin( ) ( ) cos( ) ( )  

sin( ) ( ) cos( ) ( )  

           

( ) ( ) ( )

          

V

dt

dt

dt

dt

dt

dt

dt

dt
dt

dt

k t k t

P t

k t k t

k t k t

k t k t

k t k t

   

   

   

   

  


 

   
 

 
    
 

  





2

1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

 ( )  ( )
 sin( )  cos( )  

( ) ( ) ( ) ( )

           ( )
U

dt

dt

k t k t

k t k t k t k t

P t B

   
 

    
  

 

                (4.50)  

bulunur. Burada 1

2 2

1 2

 ( )
sin( )

( ) ( )

k t
B

k t k t
  


 dir. (4.34)  bağıntısındaki p  ve q  

eğrilikleri (4.47)  bağıntısında yerine yazlırsa 

 
3

1 2

 

1
( )

sin( ) ( ) cos( ) ( )  
V dt

dt

P t

k t k t   



  

                      (4.51)  

elde edilir. 

4.4  Dual Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeylerin Gauss Eğrilikleri 

Teorem 4.4.1:
2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  dual successor regle yüzeylerinin birim dual 

teğet vektörlerinin dual küre üzerinde çizdiği eğrinin 
3
’te karşılığı olan regle 

yüzeylerin Gauss eğrilikleri sırasıyla 
1U

K  ve 
1V

K  ile gösterilirse, bu eğrilikler 

arasında 

  
1 1

0
U V

K K  

 bağıntısı vardır. 
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İspat: 
1
( ,  )

U
t s  yüzeyinin s  ve t  ye göre türevleri  

1
1( ) ( ),

U s
u t 

                           (4.52)  

 

   

1
1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 2 1 2

1 2 1 1 1 2 1 2

( ) ( )  ( ) ( )  ( )  ( )

              ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

        

U t
u t u t u t u t s u t

k t u t u t u t k t u t s k t u t

k t u t t u t k t u t t u t s k t u t 

 

 

       

    

      

 1 2 1 1 1 2      ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )k t u t t u t k t u t t s u t     

 (4.53)  

şeklinde hesaplanır. (4.52)  ve (4.53)  eşitlikleri iç çarpılırsa 

1 1
1 1 2( ) ,  ( ) ( ), ( ) ( ),  ( )

U Us t
u t k t u t t    

                                    

bulunur. Bu eşitlik sıfırdan farklı olduğundan 
1 1

{( ) ,  ( ) }
U Us t

   sistemi ortogonal 

değildir. Bu vektörlere Gram-Schmitd yöntemi uygulanırsa 

1 1

1 1

1

2

( ) ( )  ( ),

( ) ( )  ( ),

U Us

U Ut

X t

X t

 

 
                                                                                

olacağından, 

1 1
1 1 1( )  ( ) ( )  ( ) ( ),

U U
Y t X t u t 

                                    (4.54)  

1 1

1 1 1

1 1

1 2

2 1 2

1 1

( )  ( ),  ( )  ( )
( )  ( )  ( )  ( ) ( )  ( )

( )  ( ),  ( )  ( )

U U

U U U

U U

Y t X t
Y t Y t X t

Y t Y t
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1 1 2 1 1 2

1

1 1

1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1

( ),  ( ) ( ( ),  ( )  ( ) ( ),  ( )  ( ))
 ( )

( ),  ( )

( ) ( ( ),  ( )  ( ) ( ),  ( )  ( ))                          

( ) ( ( ),  ( )  ( ) ( ),  ( )  ( ) ( ( ),  (

u t k t u t t u t u t t s u t
u t

u t u t

k t u t t u t u t t s u t

k t u t t u t u t t u t u t

 

 

  

  
 

  

   2

1 1 2

) ) ( ))

( ) ( ( ),  ( ) ) ( )

t s u t

k t u t t s u t



  

  (4.55)  

olur. (4.54)  ve (4.55)  vektörleri birim vektör haline getirilirse 

1

1

1

1

1 1

1

( )  ( )
( ) ( ) ( ),

( )  ( )

U

U

U

Y t
E t u t

Y t
 

             (4.56)  

1

1

1

2

2 2

2

( )  ( )
( )  ( ) ( )

( )  ( )

U

U

U

Y t
E t u t

Y t
 

             (4.57)  

elde edilir. Buradan 
1 1

1 2( )  ( ),  ( )  ( ) 0
U U

E t E t   olur. Bu yüzeyin normal vektörü 

1
( )

U
N t  ile gösterilirse 

1 1 1
1 2

1 2

3

( ) ( )  ( ) ( )  ( )

          ( ) ( )

          ( )

U U U
N t E t E t

u t u t

u s

            (4.58)  

olur. Yüzeyin şekil operatörü 
1U

S  ve Gauss eğriliği 
1U

K  ile gösterilirse (2.7)  nolu 

bağıntıdan 

1 1 1 1 1

2

2 1det ( ) ( )  ( ) ,  ( )  ( )
U U U U U

K S s S E t E t
                     (4.59)  

şeklinde yazılır. Burada 
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21 1 11

2 11

1

1

1

1

2 ( )

( )

2

2

3

2

(( )  ( ))   ( )

1
                         ( )

( )  ( )

 ( )1
                         

( )  ( )

1
                      

( )  ( )

U

U

EU U U

Y U

U

U

U

U

S E t D N t

D N t
Y t

d N t

dtY t

u
Y t

2
2

1 1 2

( )

( )
                      ( )

( )( ( ),  ( ) ) ( )

t

k t
u t

k t u t t s u t

                                      (4.60)  

olur. 
1
( ,  )

U
t s  yüzeyin Gauss eğriliği 

1
0

U
K  şeklinde bulunur. Benzer şekilde 

1
( ,  )

V
t s  yüzeyinin Gauss eğriliği 

1
0

V
K  bulunur. Böylece  

1 1
0

U V
K K   elde 

edilir. 

Teorem 4.4.2:
2
( ,  )

U
t s ve 

2
( ,  )

V
t s  dual successor eş uzaklıklı regle yüzeylerinin 

birim dual normal vektörlerinin dual küre üzerinde çizdiği eğrinin 
3
’te karşılığı 

olan regle yüzeylerin Gauss eğrilikleri sırasıyla 
2U

K  ve 
2V

K  olsun. Bu eğrilikler 

arasında 

2 2

2 2

2

2

2

4 2

2 2

( ) ( )
,          

( ) ( ) ( )  ( )
U V

U V

k t t dt
K K

dtY t Y t

q
                            

bağıntısı vardır. 

İspat:
2
( ,  )

U
t s  yüzeyinin s  ve t  ye göre türevleri alınırsa 

2
2( ) ( ),

U s
u t 

                           (4.61)  
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2
2 2 2 2 2

1 1 2 3 2

2 3 1 1 2 3 1 1 2 3

1 1

( ) ( )  ( ) ( )  ( )  ( )

              ( ) ( ) ( ) ( )  ( )

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

              ( )

U t
u t u t u t u t s u t

k t u t k t u t u t

u t u t k t u t k t u t s k t u t k t u t

k t u

 



 

       

   

      

     

   

   

2 2 3 2 2 3

1 2 1 2 2 3 1 1 2 3

1 1 2 2 3 2

1

( )  ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )

              ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )  ( )

              (

t u t k t u t u t u t u t

k t u s u t k t u t u t s k t u t s k t u t

k t u t t u t k t u t t u t

u

 

 

 

    

     

     

  

 

1 2 1

2 2 3 1 1 2 3

1 1 2 2 3 2

1 1 2 1

) ( ) ( ) ( )  ( )

              ( ) ( ) ( )  ( )   ( ) ( )  ( ) ( )

              ( ) ( ),  ( )  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

              ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

 

t k t u t t u t

k t u t t u t s k t u t s k t u t

k t u t t u t k t u t t u t

u t k t u t t u t





 



  

    

 

 

 

 

2 2 3 1 1 2 3

1 1 2 1

1 1 2 3 2

2 2

             ( ) ( ),  ( )  ( )  ( ) ( )  ( ) ( )

              1  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

              ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

               ( ) ( ),  

k t u t t u t s k t u t s k t u t

s k t k t u t t u t

k t u t t k t u t t u t

k t u t





 



  

  

 

  2 3( )  ( )  ( )t s k t u t (4.62)  

olur. (4.61)  ve (4.62)  eşitlikleri iç çarpılırsa 

2 2
1 1 2 3( ) ,  ( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( )

U Us t
k t u t t k t u t t    
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bulunur. Bu eşitlik sıfırdan farklı olduğundan 
2 2

{( ) ,  ( ) }
U Us t

   sistemi ortogonal 

değildir. Bu vektörlere Gram-Schmitd yöntemi uygulanırsa 

2 2

2 2

1

2

( ) ( )  ( ),

( ) ( )  ( ),

U Us

U Ut

X t

X t

 

 

 

olacağından, 

2 2
1 1 2( )  ( ) ( )  ( ) ( ),

U U
Y t X t u t 

                         (4.63)  

2 2

2 2 2

2 2

1 2

2 1 1

1 1

1

( )  ( ),  ( )  ( )
( )  ( )  ( )  ( ) ( )  ( )                              (4.64)

( )  ( ),  ( )  ( )

                     1  ( )

        

U U

U U U

U U

Y t X t
Y t Y t X t

Y t Y t

s k t

  



 

 

 

 

 

1 2 1

2 1 1 2 3 2

2 2 2 3

2

2 2

1 1 2 1

( ) ( ),  ( )  ( )

( ),           ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

                      ( ) ( ),  ( )  ( )  ( )
 ( )

( ),  ( )

        1  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

k t u t t u t

u t k t u t t k t u t t u t

k t u t t s k t u t
u t

u t u t

s k t k t u t t u t k



 







 

  

     

 

   

2 2 2 3

1 1 2 3 2

1 1 2 1 2 2 2 3

( ) ( ),  ( )  ( )  ( )

         ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

         1  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

t u t t s k t u t

k t u t t k t u t t u t

s k t k t u t t u t s k t k t u t t u t



 

 



 

    
 

bulunur. (4.63)  ve (4.64)  vektörleri birim vektör haline getirilirse 

2

2

2

1

1 2

1

( )  ( )
( )  ( ) ( ),

( )   ( )

U

U

U

Y t
E t u t

Y t
 

                         (4.65)  
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2

2

2

2

2

2

1 1 2 1

( )   ( )
( )   ( )                                                                                         (4.66)

( )   ( )

1  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( )
               

U

U

U

Y t
E t

Y t

s k t k t u t t u t k



  


 

2

2 2 3

2

( ) ( ),  ( )  ( )

( )  ( )
U

t s u t t u t

Y t



 elde edilir. Buradan 
2 2

1 2( )  ( ),  ( )  ( ) 0
U U

E t E t   olur. Bu yüzeyin normal vektörü 

2
( )

U
N t  ile gösterilirse 

2 2 2

2

1 2

1 1 2 1 2 2 3

2

2

( ) ( )  ( ) ( )  ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) ( ) ( ( ),  ( ) ) ( )
   ( )

( )  ( )

                                                                      

U U U

U

N t E t E t

s k t k t u t t u t k t s u t t u t
u t

Y t

2

2 2 1 1 1 2 3

2

                                                          (4.67)

( ) ( ( ),  ( ) ) ( ) (1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )
    

( )  ( )
U

k t s u t t u t s k t k t u t t u t

Y t

 olur. Yüzeyin şekil operatörü 
2U

S  ve Gauss eğriliği 
2U

K  ile gösterilirse (2.7)  nolu 

bağıntıdan 

2 2 2 2 2

2

2 1det (( )  ( )),  ( ) ( )
U U U U U

K S S E t E t
                     (4.68)  

şeklinde yazılır. Burada 

22 2 22

2 22

2

2

2

2 ( )

( )

2

2

( )  ( )  ( )

1
                  ( )

( )  ( )

  ( )1
                  

( )  ( )

U

U

EU U U

Y U

U

U

U

S E t D N t

D N t
Y t

d N t

dtY t

                                                   (4.69)  
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2 2

2

2 2 2 1

1 1 2 3

2 2

2 2 2

2

2

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )1
 

( )  ( ) ( )  ( )

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) )  

1

( )  ( )

U U

U

s k t k t u t t u t

s k t k t u t t u t

Y t Y t

s k t k t u t t u

Y t

2

1

2 2 2 2 2

1 1 2 3

1 1 2 2 2

2

( )

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) )  ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) ( )

1

( )  ( ) (
U

t

s k t k t u t t k t u t

s k t k t u t t u t

s k t k t u t t k t u t

Y t Y
2

2 2 2 1

2 1 1 2 3

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

)  ( ) (1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )U

s k t k t u t t u t

t s k t k t u t t u t

 

olur. 
2
( ,  )

U
t s  yüzeyin Gauss eğriliği 

2

2

2

2

4

2

( )

( )  ( )
U

U

k t
K

Y t

                                             (4.70)  

şeklinde bulunur.  

2
( ,  )

V
t s  yüzeyinin s  ve t  ye göre türevleri alınırsa 

2
2( ) ( ),sV

v t 
                           (4.71)   
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2
2 2 2 2 2

1 3 2 1 3

2 3 1 3

1

( ) ( )  ( ) ( )  ( )  ( )

             ( ( ) ( ) ( ) ( ))  ( )  ( ( ) ( ) ( ) ( ))

             ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

             ( ) ( ( )

tV
v t v t v t v t s v t

t v t t v t v t s t v t t v t

v t v t t v t t v t

t v t

 



 

       

      

   

  

p q p q

p q

p 2 3 2

2 3 2 1 2 3

1 3

1 2 3 2

 ( )) ( ) ( ( )  ( ))

             ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))

              ( ) ( )  ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ( )  ( )) ( ) ( ) ( ( )  ( ))

    

v t t v t v t

v t v t t v t v t t v t v t

s t v t t t v t

t v t t v t t v t t v t 

 

 

 

     

 

     

q

p q

p q

p q

1 2 1

2 3 1 3

1 2 3 2 1

2

         ( ) ( ) ( ) ( ( )  ( ))

             ( ) ( ) ( ( )  ( ))  ( ) ( )  ( ) ( )

             ( ) ( ),  ( )  ( ) ( ) ( ),  ( )  ( ) ( )

             ( ) ( ),  ( )  

v t t v t t v t

t v t t v t s t v t s t v t

t v t t v t t v t t v t v t

t v t t





 



   

    

  



p

q p q

p q

p 1 2 3

1 3

2 1 2

( ) ( ) ( ),  ( )  ( )

              ( ) ( )  ( ) ( )                                                                      (4.72)

             (1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) ( ( ) 

v t t v t t v t

s t v t s t v t

s t t v t t v t t v







 

    

q

p q

p p q 3

1 3 2

( ),  ( )  ( )) ( )

            ( ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

t t s t v t

t v t t t v t t v t



 



 

q

p q

olur. (4.71)  ve (4.72)  eşitlikleri iç çarpılırsa 

2 2
1 3( ) ,  ( ) ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( )

V Vs t
t v t t t v t t    p q                        

bulunur. Bu eşitlik sıfırdan farklı olduğundan 
2 2

{( ) ,  ( ) }
V Vs t

   sistemi ortogonal 

değildir. Bu vektörlere Gram-Schmitd yöntemi uygulanırsa  
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2 2

2 2

1

2

( ) ( )  ( ),

( ) ( )  ( )

V Vs

V Vs

X t

X t

 

 

, 

olacağından, 

2 2
1 1 2( )  ( ) ( )  ( ) ( ),

V V
Y t X t v t 

                                    (4.73)   

2 2

2 2 2

2 2

1 2

2 1 2

1 1

( )  ( ),  ( )  ( )
( )  ( )  ( )  ( ) ( )  ( )                                  (4.74)

( )  ( ),  ( )  ( )

              (1  (

              

V V

V V V

V V

Y t X t
Y t Y t X t

Y t Y t

s t

  



 

p 2 1

2 1 3 2

3

2

2 2

2 1 2

) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

( ),    ( ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

             ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )
 ( )

( ),  ( )

              (1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) ( ( ) ( )

t v t t v t

v t t v t t t v t t v t

t v t t s t v t
v t

v t v t

s t t v t t v t t v t



 







 

  

    

p

p q

q q

p p q 3

1 3 2

2 1 2 3

,  ( )  ( )) ( )

             ( ( ) ( ),  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

              (1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) (  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

t s t v t

t v t t t v t t v t

s t t v t t v t s t t v t t v t



 

 



 

    

q

p q

p p q q

 olur. (4.73)  ve (4.74)  vektörleri birim vektör haline getirilirse 

2

2

2

1

1 2

1

( )  ( )
( )  ( ) ( ),

( )  ( )

V

V

V

Y t
E t v t

Y t
                           (4.75)  
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2

2

2

2

2

2

2 1

( )  ( )
( )  ( )                                                                                       (4.76)

( )  ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) (  ( ) ( )
           

V

V

V

Y t
E t

Y t

s t t v t t v t s t t



   


p p q q

2

2 3

2

 ( ),  ( ) ) ( )

( ) ( )
V

v t t v t

Y t


 

bulunur. Buradan 
2 21 2

( )  ( ),  ( )  ( ) 0
V V

E t E t   olur. Bu yüzeyin normal vektörü 

2
( )

V
N t  ile gösterilirse 

2 2 2
1 2

2 1 2 3

( ) ( )  ( ) ( )  ( )                                                                        (4.77)

         

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) (1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) (
        

V V V
N s E t E t

s t t v t t v t s t t v t t vq q p p

2
2

)

( ) ( )
V

t

Y t

 

olur. Yüzeyin şekil operatörü 
2V

S  ve Gauss eğriliği 
2V

K  ile gösterilirse (2.7)  nolu 

bağıntıdan 

2 2 2 2 2

2

2 1
det  (( )  ( )),  ( ) ( )

V V V V V
K S S E t E t                      (4.78)  

şeklinde yazılır. Burada  

 

22 2 22

2 22

2

2

2

( )2

( )

2

2

(( )  ( ))   ( )

1
                   ( )

( )  ( )

 ( )1
                   

( )  ( )

V

V

EV V V

Y V

V

V

V

S E t D N t

D N t
Y t

d N t dt

dt dtY t

                                                 (4.79)  
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2 2

2

2 1

2 3

22

2

2

2

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )1
  

( )  ( ) ( )  ( )

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) )

1
  

( )  ( )

V V

V

s t t v t t v t

s t t v t t v t

Y s Y s

s t t v t t

dt

dtY t

q q

p p

q q

2

1

2 2

2 3

2 2

2

 ( )

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) )  ( )

(1  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( ) ( )

1
               

( )
V

v t

s t t u t t t v t

s t t v t t v t

s t t v t t t v t

Y

q q q

p p

p p q

2

2 1

2 2 3

(  ( ) ( ) ( ),  ( ) ) ( )

  

 ( ) ( )  ( ) (1  ( ) ( ) ( ),  ( ) )  ( )V

s t t v t t v t
dt

dt
t Y t s t t v t t v t

q q

p p

       

olur. 
2
( ,  )

V
t s  yüzeyin Gauss eğriliği  

2

2

2

2

2

2

2 2

2 2

( )
 

( )  ( )

( )
          

(1 ( ) ( ( ),  ( ) ) ) ( ( ) ( ( ),  ( ) ))

V

V

t dt
K

dtY t

t dt

dtt v t t s t s v t t

q

q

p q

  (4.80)  

şeklinde bulunur.  

Sonuç 4.4.1: 
2
( ,  )

V
t s  yüzeyinin Gauss eğriliğinin 

2

( ,  )
U

t s  yüzeyinin aparatları 

türünden karşılığı  
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2

2

1 2

2
2

1 2 2

2

1 2 2

(sin( ) ( ) cos( ) ( ))

(1 ( ( ) cos( ) ( ) sin( )) ( ( ),  ( ) ) )

(( ( ) sin( ) ( ) cos( )) ( ( ),  ( ) ) )

V

k t k t
K

k t k t u t t s

k t k t s u t t

 

eşitliği ile verilir. 

Teorem 4.4.3:
3

 ( ,  )
U

s t  ve 
3

 ( ,  )
V

s t  dual successor eş uzaklıklı regle 

yüzeylerinin birim dual binormal vektörlerinin dual küre üzerinde çizdiği eğrilerin 

3
’te karşılığı olan regle yüzeylerin Gauss eğrilikleri sırasıyla 

3U
K  ve 

3V
K  ile 

gösterilirse, bu eğrilikler  

3

3

2

2

2 2

2 3

2

2 2

3

( )
,

1 ( ) ( ( ),  ( ) )

( )
 

1 ( ) ( ( ),  ( ) )

U

V

k t
K

k t u t t s

q t dt
K

dtq t v t t s

                                          

şeklinde verilir. 

İspat:
3
 ( ,  )

U
t s  yüzeyinin s  ve t  ye göre türevleri alınırsa 

3
3( ) ( ),sU

u t 
                                                                                                      (4.81)  

3
3 3 3 3 3

2 2 3 3 2 2 2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 2 2

( ) ( )  ( ) ( )  ( )  ( )

         ( ( ) ( ))  ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))  ( ) ( )

         ( ) ( ( )  ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ( )  ( ))  (

tU
u t u t u t u t s u t

k t u t u t u t u t k t u t s k t u t

k t u t u t u t u t k t u t u t s k t

 

 

 

       

       

        2) ( )u t
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2 2 3 1 2 3 2 2 2

1 2 3 2 2

2 2

( ) ( ( ) ( ( ) ( ))) ( ) ( ) ( ( ) ( ( ) ( )))  ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )                                                           

             

( ( ) ( )

k t u t t u t u t k t u t t u t s k t u t

u t k t u t t s k t u t

k t u t

 



        

  

 3,  ( ) ) ( )t u t

  (4.82)  

olur. (4.81)  ve (4.82)  eşitlikleri iç çarpılırsa 

3 3
2 2( ) ,  ( ) ( ) ( ),  ( )s tU U

k t u t t  
 

bulunur. Bu eşitlik sıfırdan farklı olduğundan 
3 3

{( ) ,  ( ) }s tU U
   sistemi ortogonal 

değildir. Bu vektörlere Gram-Schmitd yöntemi uygulanırsa  

3 3

3 3

1

2

( ) ( ) ( ),

( ) ( )  ( )

U U

U Us

X t

X t

 

 

 

olacağından, 

3 3
1 31

( ) ( ) ( )  ( ) ( ),
U U

Y t X t u t 
                        (4.83)  

3 3

3 3 3

3 3

1 2

12 2

11

3 1 2 3 2 2

2 2

( )  ( ),  ( )  ( )
( )  ( )  ( )  ( ) ( )  ( )

( )  ( ),  ( )  ( )

( ),  ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )

( ( ) ( ),  ( ) ) 
              

U U

U U U

U U

Y t X t
Y t Y t X t

Y t Y t

u t u t k t u t t s k t u t

k t u t t





  

 


 

3

3

3 3

1 2 3 2 2 2 2 3

1 2 3 2 2

( )
 ( )              (4.84)

( ),  ( )

              + ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( ) ( ) ( ( ) ( ),  ( ) ) ( )

              ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )

u t
u t

u t u t

u t k t u t t s k t u t k t u t t u t

u t k t u t t s k t u t

 



  

  

   

bulunur. (4.83)  ve  (4.84)  vektörleri birim vektör haline getirilirse 
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3

3

3

1
31

1

( )   ( )
( )   ( ),

( )   ( )

U

U

U

Y t
E u t

Y t
 

                        (4.85)  

3

3

3

3

2

2

2

1 2 3 2 2

2

( )  ( )
( )  ( )   

( )  ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )
             

( )  ( )

U

U

U

U

Y t
E t

Y t

u t k t u t t s k t u t

Y t





 


                                (4.86)   

yazılır. Buradan 
3 31 2

( ) ( ),  ( )  ( ) 0
U U

E t E t   olur. Bu yüzeyin normal vektörü 
3
( )

U
N t  

ile gösterilirse 

3 3 3

3

3

1 2

1 2 3 2 2

3

2

2 2 3 2 1

2

( ) ( ) ( ) ( )  ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )
          ( )

( )  ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )
          

( ) ( )

U U U

U

U

N t E t E t

u t k t u t t s k t u t
u t

Y t

u t k t u t t s k t u t

Y t

                    (4.87)  

olur. Yüzeyin şekil operatörü 
3U

S  ve Gauss eğriliği 
3U

K  ile gösterilirse (2.7)  nolu 

bağıntıdan 

3 3 3 3 3

2

2 1
det  (( )  ( )),  ( )  ( )

U U U U U
K S S E t E t

                      (4.88)  

şeklinde yazılır. Burada 

23 3 33

2 33

3

( )2

( )

2

(( ) ( ))  ( )

1
                       ( )

( ) ( )

U

U

EU U U

Y U

U

S E t D N t

D N t
Y t
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3

3

3 3

2

2 2 3 2 1

2 2

( )1
 

( )  ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )1
 

( ) ( ) ( )  ( )

U

U

U U

d N t

dtY t

u t k t u t t s k t u t

Y t Y t

  

3

3 3

2 3 2 1 2 3

2

2 2 1 2 1 1 2 3

2 2 3

2 2

( ( ) ( ),  ( )  ( ))  ( ) ( ( ) ( ),  ( )
1

( )  ( )  ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
{ ( ) ( ( ) ( ),  ( )

( )  ( ) ( ) ( )

U

U U

k t u t t s k t u t k t u t t

Y t s k t k t u t k t u t k t u t

u t k t u t t

Y t Y t

2 1 ( )) ( )}s k t u t

  (4.89)  

olur. 
3
 ( ,  )

U
t s  yüzeyin Gauss eğriliği 

3

3

2 2

2 2

4 2
22

2 32

( ( )) ( ( ))

( ) ( ) 1 ( ) ( ),  ( )
U

U

k t k t
K

Y t k t u t t s                                    (4.90)  

şeklinde bulunur. 
3
 ( ,  )

V
t s  yüzeyinin s  ve t  ye göre türevleri alınırsa 

3
3( ) ( ),

V s
v t 

                                    (4.91)  

3
3 3 3 3 3

2 3 3 2 2 2

2 3 3 2 3 2

( ) ( )  ( ) ( )  ( )  ( )

           ( ( ) ( ))  ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))  ( ) ( )

            ( ) ( ( )  ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ( )  ( ))  ( )

V t
v t v t v t v t s v t

t v t v t v t v t t v t s t v t

t v t v t v t v t t v t v t t t

 

 

 

       

       

       

q q q

q q q 2

2 3 1

 ( )   

                                                                                                                                      (4.92)

             ( ) ( ( ) ( ( ) ( ))) ( ) ( )

v t

t v t t v t v t t     q q 3 2 2

1 3 2 2 3

 ( ( ) ( ( ) ( )))  ( ) ( )

              ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( ) ( ( ) ( ),  ( ) ) ( )

v t t v t s t v t

v t t v t t s t v t t v t t v t



 

  

   

q

q q q
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yazılır. (4.91)  ve (4.92)  eşitlikleri iç çarpılırsa 

  
3 3

3( ) ,  ( ) ( ) ( ),  ( )s tV V
t u t t   q  

bulunur. Bu eşitlik sıfırdan farklı olduğundan 
3 3

{( ) ,  ( ) }
V Vt t

   sistemi ortogonal 

değildir. Bu vektörlere Gram-Schmitd yöntemi uygulanırsa 

3 3

3 3

1

2

( ) ( )  ( ),

( ) ( )  ( ),

V Vt

V Vs

X t

X t

 

 

 

olacağından, 

3 3
31 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
V V

Y t X t v t 
                                    (4.93)  

3 3

3 3 3

3 3

1 2

2 1 2

1 1

1 3 2

3

( )  ( ),  ( )  ( )
( )  ( )  ( )  ( ) ( )  ( )

( )  ( ),  ( )  ( )

             ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )

( ),

      
              

V V

V V V

V V

Y t X t
Y t Y t X t

Y t Y t

v t t v t t s t v t

v t



  

 

 

q q

2 3

3

3 3

1 3 2 2 3

1 3 2

      ( ( ) ( ),  ( ) ) ( )
 ( )               (4.94)

( ),  ( )

              ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( ) ( ( ) ( ),  ( ) ) ( )

              ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )

t v t t v t
v t

v t v t

v t t v t t s t v t t v t t v t

v t t v t t s t v t



 





   

  

q

q q q

q q

   olur. (4.93)  ve (4.94)  vektörleri birim vektör haline getirilirse 

 
3

3

3

1
1 3

1

 ( )
( )  ( )  ( ),

( )  ( )

V

V

V

Y t
E t v t

Y t
 

             (4.95)  
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3

3

3

3

2

2

2

1 3 2

2

( )  ( )
( )  ( )

( )  ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )
             

( )  ( )

V

V

V

V

Y t
E t

Y t

v t t v t t s t v t

Y t





 


q q
                      (4.96)   

elde edilir. Buradan 
3 3

1 2( )  ( ),  ( )  ( ) 0
V V

E t E t   olur. Bu yüzeyin normal vektörü 

3
( )

V
N t  ile gösterilirse 

3 3 3

3

3

1 2

1 3 2

3

2

2 3 1

2

( ) ( )  ( ) ( )  ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )
          ( )

( )  ( )

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )
          

( )  ( )

V V V

V

V

N t E t E t

v t t v t t s t v t
v t

Y t

v t t v t t s t v t

Y t

q q

q q

                    (4.97)  

olur. Yüzeyin şekil operatörü 
3V

S  ve Gauss eğriliği 
3V

K  ile gösterilirse (2.7)  nolu 

bağıntıdan 

3 3 3 3 3

2

2 1det (( )  ( )),  ( )  ( )
V V V V V

K S S E t E t                                 (4.98)  

şeklinde yazılır. Burada 

23 3 33

2 33

3

3

3

2 ( )

( )

2

2

(( )  ( )) ( )

1
                      ( )

( )  ( )

( )1
                      

( )  ( )

V

V

EV V V

E V

V

V

V

S E t D N t

D N t
Y t

d N t dt

dt dtY t

                                                (4.99)  
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3 3

3

2 3 1

2 2

3 1 1 3

2

2
3

( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )1

( )  ( ) ( )  ( )

( ( ) ( ),  ( )  ( ))  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

( )  ( )
( ( ) ( ),  ( )  ( )) (

V V

V

v t t v t t s t v tdt

dtY t Y t

t v t t s t v t t v t t v t
dt

dtY t
t v t t s t

q q

q q p q

q q q

3 3

2

2 3 1

2 2

) ( )

1
{ ( ) ( ( ) ( ),  ( )  ( )) ( )}

( )  ( ) ( )  ( )
V V

t v t

dt
v t t v t t s t v t

dt
Y t Y t

q q

    

olur. 
3
 ( ,  )

V
t s  yüzeyin Gauss eğriliği 

3

3

2
2

2 2

3
2

( ) ( )

(1 ( ( ) ( ),  ( ) ))( ) ( )
V

V

t dt t dt
K

dt dtt v t t sY t

q q

q                    (4.100)  

şeklinde bulunur.  

Sonuç 4.4.2: 
3
 ( ,  )

V
t s  yüzeyinin Gauss eğriliğinin 

3

 ( ,  )
U

t s  yüzeyinin aparatları 

türünden ifadesi 

3

2

1 2

2
2

11

2 3

sin( ) ( ) cos( ) ( )

sin( ) ( ),  ( )sin( ) ( )

1

cos( ) ( ) cos( ) ( ),  ( )

V

k t k t dt
K

dt
u t tk t

k t u t t s

4

 

eşitliği ile verilir. 

Örnek 4.1: ( ) sin ,  cos ,  ,   ( ) 2 sin ,  2+cos ,  
2 2 2 2 2 2

t t t t t t
t t  

successor eğrileri olsun. Bu eğrilerin Frenet vektörleri ve eğrilikleri sırasıyla  
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1 1

2 2

3 3

1 2

1 1 1
( ) ( ) cos ,  - sin ,  ,

2 2 2 2 2

( ) ( ) sin ,  cos ,  0 ,
2 2

1 1 1
( ) ( ) cos ,  sin ,  ,

2 2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ,         ( ) ( )

2 2

t t
u t v t

t t
u t v t

t t
u t v t

k t t k t tp q

                            

şeklindedir bulunur. ( )t  ve ( )t  successor eğrilerine karşılık gelen ( )t  ve ( )t  

eğrilerini bulalım.  

(2.1)  bağıntısı gereğince 
1( ) sin ,  cos ,  0

2 2

t t
u t  olur. ( )t  birim 

hızlı olduğundan 1( ) ( )t u t  yazılır. Bu durumda  eğrisi 

( ) 2 cos ,  - 2sin ,  2
2 2

t t
t  şeklinde alınabilir. Benzer şekilde (2.1)  

bağıntısı gereğince 
1( ) sin ,  cos ,  0

2 2

t t
v t  olur. ( )t  eğrisi birim hızlı bir 

eğri olduğundan 1( ) ( )t v t  olur. Bu durumda  eğrisi 

( ) 2 cos 2,  2- 2sin ,  2
2 2

t t
t  şeklinde olur. Elde edilen ( )t  ve ( )t  

eğrilerinin Frenet vektörleri, eğrilikleri ve burulmaları sırasıyla 
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1 1

2 2

3 3

1 2

( ) ( ) sin ,  cos ,  0 ,
2 2

( ) ( ) cos ,  sin ,  0 ,
2 2

( ) ( ) (0,  0,  1),

1
( ) ( ) ,         ( ) ( ) 0

2

t t
u t v t

t t
u t v t

u t v t

k t t k t tp q

                                               

şeklinde hesaplanır. ( )t  ve ( )t  successor eğrilere karşılık gelen ( )t  ve ( )t  

eğrilerinin ( 2 , 2 )t  aralığındaki grafiklerine ayrı ayrı bakalım.  eğrisi ve  

successor eğrisinin grafiği Şekil 4.3 te verilmiştir. 

 

Şekil 4.3 ( )t  Eğrisi ve onun ( )t  Successor Eğrisi  

Şekil 4.3 te görüldüğü üzere ( )t  successor eğrisi (yeşil ile gösterilen eğri) bir helis 

eğrisi olarak seçildiğinde ona karşılık gelen ( )t  (mavi ile gösterilen eğri) eğrisi bir 

daire olmaktadır.  

Benzer şekilde  eğrisi ve  successor eğrisinin grafiği Şekil 4.4 te 

verilmiştir. 
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Şekil 4.4 ( )t  Eğrisi  ve onun ( )t  Successor Eğrisi  

Şekil 4.4 te görüldüğü üzere ( )t  successor eğrisi (kırmızı ile gösterilen eğri) 

bir helis eğrisi olarak seçildiğinde ona karşılık gelen ( )t  (mor ile gösterilen eğri) 

eğrisi bir daire olmaktadır.  

Şimdi dual successor eş uzaklıklı regle yüzeyleri oluşturalım. ( )t  ve ( )t  

eğrileninin Frenet vektörlerinin vektörel momentleri sırasıyla 

1

2

3

1 1 1
( ) cos sin ,     cos sin ,      , 

2 22 2 2 2 2 2 2

( ) cos ,    sin ,    0 ,
2 2 2 2

1 1 1
( ) cos sin ,     cos sin ,     

2 22 2 2 2 2 2 2

t t t t t t
u t

t t t t
u t

t t t t t t
u t

  

ve 

1

2

2 1 2 1
cos sin ,        cos sin ,

2 22 2 2 2 2 2 2 2

( )  ,

2 2 1
sin cos

2 2 2 2 2

( ) cos ,     sin ,     2sin 2cos ,
2 2 2 2 2 2

t t t t t t

v t

t t

t t t t t t
v t

 



 

58 

 

3

2 1 2 1
cos sin ,       cos sin ,

2 22 2 2 2 2 2 2 2

( )  

2 2 1
sin cos

2 2 2 2 2

t t t t t t

v t

t t

 

şeklinde hesaplanır. ( )t  successor eğrisinin dual ortonormal sistemleri 

1

2

3

1 1 1
( ) cos ,  - sin ,  

2 2 2 2 2

       

1 1 1
       cos sin ,       cos sin ,    ,

2 22 2 2 2 2 2 2

( ) sin ,  cos ,  0  cos ,     sin ,    0 ,
2 2 2 2 2 2

1
( ) cos ,  

2 2

t t
U t

t t t t t t

t t t t t t
U t

t
U t

1 1
   sin ,     

2 2 2

1 1 1
         cos sin ,     cos sin ,    

2 22 2 2 2 2 2 2

t

t t t t t t

 

ve ( )t  successor eğrisinin dual ortonormal sistemi 

1

2

1 1 1
( ) cos ,  - sin ,  

2 2 2 2 2

2 1 2 1
cos sin ,       cos sin ,

2 22 2 2 2 2 2 2 2

        ,

2 2 1
sin cos

2 2 2 2 2

( ) sin ,  cos ,  0  cos ,  sin ,
2 2 2 2 2 2

t t
V t

t t t t t t

t t

t t t t t t
V t    2sin 2cos ,

2 2

t t
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3

1 1 1
( ) cos ,    sin ,  

2 2 2 2 2

2 1 2 1
cos sin ,  cos sin ,  

2 22 2 2 2 2 2 2 2
      

2 2 1
sin cos

2 2 2 2 2

t t
V t

t t t t ts t

t t

             

şeklinde olur. 
2 ( )U t  ve 

2 ( )V t  dual vektörlerin birim dual küre üzerinde çizdiği dual 

eğrilere, Öklid uzayında karşılık gelen regle yüzeylerin parametrik denklemleri 

sırasıyla 

2

2

( ,  ) 0,  0, sin ,  cos ,  0 ,
2 2 2

( ,  ) cos 2sin 2cos ,  sin 2sin 2cos , 
2 2 2 2 2 2 2

            sin ,  cos ,  0
2 2

U

V

t t t
t s s

t t t t t t t
t s

t t
s

   
       

   

    
        

    

 
   

 

 

şeklinde ifade edilir. Bu yüzeylerin striksiyon çizgileri ise sırasıyla 

1
( ) sin ,  cos ,  ,     

2 22 2 2

1 1
( ) 2cos sin cos sin ,  2sin sin cos cos , 

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2

t t t t
t

t t t t t t t t t
t









 
   
 

    
         

    

olur.  

( 2 ,  2 )t  ve ( 1,  1)s  aralığında regle yüzeylerin ve striksiyon 

çizgilerini gösteren grafikler aşağıda gösterilmiştir.  
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Şekil 4.5 ( )t  Eğrisine ait 
3
 teki Regle Yüzey ve Striksiyon Çizgisi 

Şekil 4.5 te 
2U

  regle yüzeyinin ve   striksiyon çizgisinin grafiği 

çizilmiştir. Şekilden de görüldüğü üzere 
2U

  regle yüzeyi,   striksiyon çizgisi 

boyunca ilerlemektedir. 

 

Şekil 4.6 ( )t Successor Eğrisine ait 
3
 teki Regle Yüzey ve Striksiyon Çizgisi 

Şekil 4.6 da 
2V

  regle yüzeyinin ve 


  striksiyon çizgisinin grafiği 

çizilmiştir. Şekilden de görüldüğü üzere 
2V

  regle yüzeyi, 


  striksiyon çizgisi 

boyunca ilelemektedir. 
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Şekil 4.7 
3
 te Sucessor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler 

Şekil 4.7 de 
2 ( )U t  ve 

2 ( )V t  dual vektörlerin birim dual küre üzerinde çizdiği 

dual eğrilere, Öklid uzayında karşılık gelen regle yüzeylerin (
2U

  ve 
2V

  

yüzeylerinin) parelel eş uzaklıklı regle yüzeyler oldukları görülmektedir.  

 

Şekil 4.8 ID Modülde Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeylerin Dual İfadesi 

Şekil 4.8 de 
2 ( )U t  ve  

2 ( )V t  dual vektörlerin birim dual küre üzerinde çizdiği 

dual eğrilerin  (   ve 


  striksiyon çizgileri) dual eş uzaklıklı oldukları 

görülmektedir. 

Şimdi  uzaklığını hesaplayalım. (4.27)  nolu bağıntıdan 

2 sin cos
2 2

t t
 olarak bulunur. Şekil 4.9 da  uzaklığı gösterilmiştir. 
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Şekil 4.9 ID Modülde Successor Eş Uzaklıklı Regle Yüzeyler Arasındaki Uzaklık 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Çalışmamızda ilk olarak herhangi bir eğrinin successor eğrisi ifade edilerek 

vektörel moment vektörleri hesaplandı ve dual uzayda yeni vektörler elde edildi. 

Successor eğrilerinin asli normal vektörlerinin oluşturduğu regle yüzeylerin dual 

uzaydaki karşılıkları Study dönüşümü kullanılarak ifade edildi. Daha sonra birim 

teğet vektörleri paralel olan herhangi iki eğrinin successorlerine ait asli normal 

vektörlerinin oluşturduğu eş uzaklıklı regle yüzeylerin dual ifadesi verildi. Bu eğriler 

arasındaki uzaklık sıfırdan farklı sırf dual olduğu için aslında iki teğet vektörün dual 

uzayda karşılıkları olan dual noktalar arasındaki yay uzunluğuna eşit olduğu 

gösterildi. Bulunan regle yüzeylerin kapalı olması durumunda açılım açıları, açılım 

uzunlukları, dağılma parametreleri ve Gauss eğrilikleri ayrı ayrı hesaplandı ve bunlar 

arasındaki bağıntılar kuruldu. Tezimizin son kısmında örnek olarak iki tane helis 

eğrisi successor eğrisi olarak kabul edildi. Bu iki eğrinin hangi eğrinin successor 

eğrisi olacağı hesaplandı ve şekilleri tezimize eklendi. Daha sonra örnekte verilen 

eğrilerin Öklid uzayında ve dual uzayda oluşturdukları regle yüzeyler hesaplanarak 

görselleştirildi. 

Yapılan bu çalışma eğri değiştirilerek Öklid ve dual uzayda çalışılabilir. 

Ayrıca aynı çalışma benzer yöntemlerle Lorentz uzayında da yapılabilir. 
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