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OZET
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Bu tez ¢alismasi, dort bolimden olusmaktadir. Tezin birinci bolimi, giris
kismin1 icermektedir. Ikinci boliimiin ilk kisminda, konveks fonksiyonlar ile ilgili
tanimlara, teoremlere, orneklere, 6zel bazi fonksiyonlara, fonksiyon uzaylarina ve
literatiirde tanimlanan bazi esitsizliklere yer verilmistir. ikinci kisminda ise farkli
tirden kesirli integral operatorleri igeren Hermite-Hadamard-Mercer tipli
esitsizliklerin genellestirmeleri, genislemeleri ve farkli versiyonlar1 {izerine yapilmis
literatiirdeki esitsizliklere yer verilmistir. Uciincii boliimde, Raina’nin genellestirilmis
kesirli integral operatorleri igin Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler elde
edilmistir. Dordiincii boliimde ise bazi sonug ve onerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Jensen-Mercer esitsizligi, Konveks fonksiyonlar, Hermite-
Hadamard-Mercer esitsizligi, Kesirli integral operatorleri,
Kesirli tiirevler, Genellestirilmis kesirli integral operatorii.
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This thesis consists of four parts. The first part of the thesis includes the
introduction part. In the first part of the second chapter, definitions of convex
functions, theorems, examples, some special functions, function spaces and some
inequalities defined in the literature are given. In the second part, inequalities in the
literature on generalizations, extensions and different versions of Hermite-Hadamard-
Mercer type inequalities containing different kinds of fractional integral operators are
given. In the third chapter, Hermite-Hadamard-Mercer type inequalities are obtained
for Raina's generalized fractional integral operators. In the fourth chapter, some
conclusions and recommendations are mentioned.
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1. GIRIS

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin bircok alaninda kullanilan énemli
bir yere sahiptir. Esitsizlikler hakkinda yapilan ilk inceleme Hardy, Littlewood ve Polya
tarafindan 1934’te yazilan ”Inequalities” adli kitap olmustur [27]. E. F. Beckenbach ve R.
Bellman (1961) tarafindan 1934’ten 1960’a kadar olan déneminde esitsizlikler iizerine elde
edilen baz ilging sonuglar: igeren ”Inequalities” adli ikinci kitap olmugtur [13]. Bununla
birlikte 1970’te Mitrinovi¢ tarafindan yaymlanan ” Analytic Inequalities” adl kitap yukari-
da adi gegen iki kitapta da yer almayan yeni konular igermektedir [44]. Bu ii¢ ana kaynagin
yani sira Mitrinovi¢ ve arkadaslar (1993) tarafindan ”Classical and New Inequalities
in Analysis” [45], Pachpatte (2005) tarafindan ”Mathematical Inequalities” [51] ve son
yillarda da Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi aragtirmacilar
tarafindan esitsizlikler konusunda pek cok kitap, makale ve monografi yazilmigtir. Kon-
veks fonksiyon smifinin egitsizlikler teorisinde bir¢ok uygulamasi vardir ve bu fonksiyon
sinifinin yardimiyla bircok onemli esitsizlik elde edilir. Son yillarda esitsizlik teorisinde
yeni sonuclarin elde edilmesinde sik kullanilan yontemlerden biri de literatiirde iyi bi-
linen Holder, Minkowski esitsizlikleri gibi temel esitsizlikler ile birlikte kesirli integral
operatorlerini kullanarak klasik integral esitsizliklerinin yeni genellegtirmelerini, genis-
lemelerini ve farkli varyasyonlarini elde etmektir. Bu bakimdan bir¢ok klasik integral
esitsizliginin kesirli integral operatorleri yardimiyla yeni versiyonlari bircok arastirmaci
tarafindan literatiire kazandirilmigtir. Bu esitsizliklerinden biri de Hermite-Hadamard-
Mercer egitsizligi olup bu esitsizligin bircok kesirli integral operatorii yardimiyla genelles-
tirmesi, geniglemesi ve yeni versiyonlar1 M. Z. Sarikaya, A. O. Akdemir, S. I. Butt, T.
Abdeljawad, J. Zhao, M. A. Ali, H-H. Chu gibi aragtirmacilar tarafindan elde edilmistir.

Bu tez ¢aligmasinda, ilk olarak literatiirde 2021 yili ve oncesinde yapilmig Riemann-
Liouville kesirli integralleri, Riemann-Liouville k-kesirli integralleri, Caputo k-kesirli tii-
revleri, uyumlu kesirli integralleri, yeni uyumlu kesirli integralleri, yeni uyumlu k-kesirli
integralleri, ¥-Riemann-Liouville kesirli integralleri, W-Riemann-Liouville k-kesirli integ-
ralleri, Atangana Baleanu kesirli integralleri ve genellestirilmis kesirli integral operatorleri
kullanilarak elde edilen Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler konu simiflandirma-
sina gore bir arada sunulacaktir. Daha sonra tezin son boliimiinde, Raina ve arkadaslar:
tarafindan tanimlanan kesirli integral operatorii kullanilarak elde edilen Hermite-Ha-
damard-Mercer tipli esitsizlikler sunulacaktir. Boylece kesirli integral operatorleri icin

Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler bir arada sunulmusg olacaktir.



2. LITERATUR TARAMASI
2.1 Temel Kavramlar

Bu boliimde tez boyunca ihtiya¢ duyulacak olan genel bilgilere yer verilecektir.

2.1.1 Baz Ozel Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1 [, R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda her
x,y € I vet € [0,1] igin,

flz+ 1=ty <tf(z)+ (1 -1)f(y) (2.1.1)

esitsizligi saglaniyorssa f fonksiyonuna I tizerinde konveks fonksiyon denir. Esitsizligin

yonii ters olmasi durumunda f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir [54].

Tanim 2.1.2 z € C olsun.
['(z) = / e '*tdt
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu veya Euler-Gama fonksiyonu denir. Bu
fonksiyon Re(z) > 0 i¢in yakinsaktir. Gama fonksiyonunun en temel 6zelligi « = n € Z*

olmak tlizere

['(z+1) ==zI'(2)

esitligidir. Ayrica I'(1) = 1 ve n € N i¢in tiimevarim yontemiyle
I'(n+1)=nl(n) =n!
esitligine ulagilir [31].

Tanim 2.1.3 I'(a), Euler-Gama fonksiyonu ve Z; pozitif olmayan tam sayilar kiimesi

olsun. Bu durumda

[1 2711 —¢)%1dt (Re(a) > 0;Re(5) > 0)

B ,B - o 0

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir. Ayrica tamamlanmamig Beta fonksiyonu

B.(a, ) = /Ox t (1 — )P tat (Re(a) > 0)



seklinde ve genigletilmis Beta fonksiyonu

1
B,(a, B) = / 11— e dt (,fp > 0)
0

seklinde tanimlanir [67]. Burada Re(p) > 0’dir.

2.1.2 Baz Fonksiyon Uzaylari

Tanim 2.1.4 [a,b] araliginda tanimh ve p > 1 i¢in

st = | [ brf<s>rpdsr <o

normuna sahip tiim reel degerli Lebesque anlaminda 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi

L,la,b] ile gosterilir. Burada

[ Flloo := esssupyepq | f(s)] < o0

olarak tanimlanir.

Ozel olarak L[a, b] uzay
b
17l = [ Vrteide < o
normuna sahip fonksiyonlar uzayidir. Tez boyunca Li[a, b] uzayr L[a, b] ile gosterilecektir

11].

Tanim 2.1.5 (a,b) araligindaki ||¢||xr < oo sartini saglayan kompleks degerli Lebesque

olgiilebilir ¢ doéniigimlerinin uzay1 X?(a,b) (c € R, 1 <p < oc0) olsun. Burada

b dz z
lollye = ([ ew@p®)" sp<o0)

ve

ol xz = esssup,e(qp) [l (2)]

seklinde tanimhidir.

c=1/p (1 <p < o0)igin XP uzay:

/1l = (/ablf(t)lpdt); <oo  (1<p<oo)



[ Flloo = esssupq<,<p| (2]

normlar ile klasik L,[a, b] uzayma déniistr [32].

2.1.3 Bazi Onemli Esitsizlikler

Teorem 2.1.1 p > 1 ve %4— é = 1 olmak iizere f ve g, [a,b] araliginda tanmiml reel

fonksiyonlar olsun. |f|P ve |g|?, [a,b] arahginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

[ i< ([ |f<m>\pdx)‘1’ (/[ towrear)

esitsizligi gecerlidir [45].

1
q

Benzer sekilde iki katli integraller icin Holder esitsizligi asagidaki gibi verilir:

[ [ < (] |f<sc>|f’dacdy)’ﬁ ([ \g(az)wdxdyf

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan ve daha iyi sonuglar elde etmek i¢in kullanilan

Power-Mean esitsizligi agagidaki gibi ifade edilir.

Sonug 2.1.1 ¢ > 1 olsun. f ve g, [a,b] arahginda tamimh reel fonksiyonlar olmak {izere

|f| ve |g|%, [a,b] arahginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

[ < ([ If(x)\dx)lé (f If(x)\\g(fc)!qy

esitsizligi elde edilir.

O<ry <z <...<z,vei=1,2 ..., n olmak iizere \; > 0 ve Z)‘i: 1 olsun. Bu
i=1
takdirde Jensen esitsizligi asagidaki gibidir.

Teorem 2.1.2 (Jensen Esitsizligi) f, z; (i = 1,2,...,n)leri igeren bir aralikta konveks

bir fonksiyon ise,
/ (Z )\iiUi) < (Z >\¢f(%)> (2.1.2)
i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir [45].



Lemma 2.1.1 f, konveks bir fonksiyon ise,
flor+an —x) < flo) + flen) = flz), (1<i<n) (2.1.3)
esitsizligi gecerlidir [42].
ispat. yi = 1 + x, — x; olsun. Bu durumda z; + z,, = x; + y; olur. Boylece z1, x,, ve
xi, y; ciftleri aym orta noktaya sahiptir. Bu durumda oyle bir A vardir ki,
x; = Ary+ (1 = Nz,

yi = (1 = XNz + Az,

olur. Burada 0 < A < 1ve 1 < i < n olur. Bundan dolay1 (2.1.2) esitsizligini iki kez

uygulayarak

IN

— M) f(z1) + Af(zn)

= fla1) + fzn) = M) + (1= A) fa)]
< flen) + f@n) = F Az + (1= A)a)

= fl@1) + f(@n) — f(2:)

f (i)

elde edilir. Boylece y; = x1 + x,, — x; oldugu i¢in lemmanin ispati tamamlanir.

Teorem 2.1.3 (Jensen-Mercer Esitsizligi) Teorem 2.1.2'nin sartlar altinda

=1

esitsizligi gecerlidir [42].

Ispat. (2.1.2) ve (2.1.3) esitsizlikleri kullanilarak

f (xl + Ty — Z Aixi) < f (Z Ai(zy 4+ — x2)>
i=1 i=1

Z )\Zf(ilfl +x, — Il>

IN

< ZA (1) + flaa) — f(@)]



= flar) + flzn) — ZAf

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 2.1.1 A=z, + 2, — Ave G = £ olsun. Burada A ve G, x;'nin aritmetik ve

geometrik ortalamalaridir.
i) f(z) = —log z konveks fonksiyonu goz 6ntine alinirsa Teorem 2.1.3’den
A>G

elde edilir. Bu esitsizlik [43]’de farkli bir yontemle bulunan bir esitsizlik ailesinin 6zel

bir durumudur.

ii) 0 <z < 1 olmak iizere f(z) = log 1= konveks fonksiyonu goz 6niine alimrsa Teorem
x

2.1.3’den

<
11—2z) ~ G(1—x)
elde edilir. Burada her i i¢in z; € (0, 1]’dir. Bu esitsizlik ise [45]'de Ky-Fan esitsizliginin

bir benzeridir.

Simdi konveks fonksiyonlar kullanilarak elde edilen bir diger onemli esitsizlik verile-

cektir.

Teorem 2.1.4 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) I/, R de bir aralik, a,b € I ve a < b
olmak tizere f: I C R — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde;

f(a;b)ébia/abf(m)mgw (214)

esitsizligi gecerlidir. Burada esitsizligin ters olmasi durumunda f fonksiyonu konkavdir

[53).

Kian ve Moslehian, 2013 yilinda Jensen-Mercer esitsizligini kullanarak asagidaki Hermite-

Hadamard-Mercer tipli esitsizlikleri elde etmiglerdir.

Teorem 2.1.5 f, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y €



la, b] i¢in

Flaro-22) < @ +i0)- [ Flara-opa

2
< s+ - r (55 2.15)
ve
y
f (a+b— m;y) < yix/ Fla+b—t)di < f(a)+f(b)—w (2.1.6)
esitsizlikleri gegerlidir [36].
Ispat. Her m, M € [a, b] i¢in Jensen-Mercer esitsizligi kullanilarak
fQHw—f”+M)gfmw+ﬂw—i@23i99 2.1.7)

esitsizligi yazilir. ¢ € [0, 1] ve z,y € [a, b] olmak tizere (2.1.7)’de m yerine tz + (1 — t)y ve
M yerine (1 — t)z + ty olarak degisken degistirmesi yapilirsa

fltz+ (1 =t)y) + f((1—t)z + ty)
2

f(aer—x;Ly

)§ﬂ®+ﬂ®— (2.1.8)

elde edilir. (2.1.8)’in her iki tarafim1 [0, 1] arahginda ¢ degiskenine gore integrali alinirsa

T4y
2

f(a+b— ) < fla)+ )

_%/0 (fltz+ (1 —=0)y) + (1 —t)z +ty)dt (2.1.9)

olur. Buradan

/Of(ta:Jr(l—t)y)dt:/o P =ty + ty)dt = — /yf(t)dt (2.1.10)

y—x
oldugu goz 6ntine alinirsa (2.1.10), (2.1.9)’da yerine yazilirsa (2.1.5)’in ilk esitsizligi elde
edilir. (2.1.5)’deki ikinci egitsizligin ispati, dogrudan Hermite-Hadamard egitsizliginden

elde edilir. Simdi ise (2.1.6)nin ispat1 verilecektir. Hermite-Hadamard esitsizliginden

/Olf(a—l—b—(ta:—i-(l—t)y)dt = /Olf(t(a+b—x)+(1—t)(a—i—b—y))dt
a+b—x+a+b—y
al )

v

2



r+y

= f (a+b—T> (2.1.11)

yazilir. Diger taraftan Mercer esitsizligi kullanilarak

flat+bd—(tz+(1—t)y) < fla)+ f(0) = (tf(x) + (1 =) f(y)) (2.1.12)

yazilir. (2.1.12)’nin her iki tarafini [0, 1] araliginda ¢ degiskenine gore integrali alinirsa

/Of(a+b—(tm+(1—t)y)dt < f(a)+f(b)—/0 (tF(2) + (1 — ) (y))dt

f(x) + fy)

= fla)+ 1)~

(2.1.13)

ifadesi elde edilir. Boylece (2.1.10), (2.1.11) ve (2.1.13)’den (2.1.6)’daki esitsizlik elde

edilir ve ispat tamamlanir.

2.2 Kesirli integraller Yardimiyla Hermite-Hadamard-Mercer
Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, baz kesirli integraller ve bu integraller aracihigiyla elde edilen Hermite-

Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

2.2.1 Riemann-Liouville Kesirli integralleri I¢in Hermite-Hadamard-Mercer
Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integral operatorleri

iceren Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tamm 2.2.1 (Riemann-Liouville Kesirli Integralleri) f € Lla,b] olsun. Bu du-
rumda a > 0 ve [a,b](—o00 < a < b < 00) reel eksen iizerinde sonlu bir aralik olmak tizere

a. mertebeden sol ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla,

JE f(x) = ﬁ /9C (z —t)* " f(b)dt, r>a (2.2.1)
ve \
J f(x) = %a)/ (t —x)* " f(t)dt, r<b (2.2.2)



seklinde tamimlanir [58]. Burada I'(«), gama fonksiyonu olup

F(a):/ e 't dt
0

seklinde tamimlanir. Eger o = 1 olmasi durumunda Riemann-Liouville kesirli integrali

klasik integrale indirgenir. Ayrica o = 0 i¢in JY, f(z) = J)_ f(z) = f(z) dir.

Ogiilmiis ve Sarikaya, 2021 yilinda Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla

asagidaki sonuglari elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.1 f: [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a, b]

ve a > 0 i¢in

INa+1)

Faro="50) < s+ 0= g [ + IS
< s@+ o - f(55Y) 223)
T4y Tla+1)
Flaro="31) < GO e flatb=2) + o =)
fla+b—z)+ fla+b—y)
- 2
< fla)+ gy - DI (2:2.4)

2

esitsizlikleri gegerlidir [50].

Ispat. Jensen-Mercer esitsizligi kullamlarak her x4y € [a, ] icin

esitsizligi yazilir.
x,y € [a,b] ve t € [0,1] igin (2.2.5)de 21 =tz + (1 — t)y ve y1 = (1 — t)x + ty olarak
degisken degistirmesi yapilirsa

f(a—i—b—x;y) Sf(&)—i—f(b)—f(tx+(1_t)y);—f((l_t>x+ty) (2.2.6)



olur. (2.2.6)'min her iki tarafin1 >~ ile garpar [0, 1] arahginda ¢ degiskenine gore integrali

aliirsa
(e23)
< L@+ 0] -3 [ e - 00) + 50 e )]
= 2@+ 50)] - 5= | [ =0 s [
= @)+ 0] = 5 )+ I (o)

bulunur. Boylece

Flaro="30) < s+ 0 - gD s+ I f@) - (22)

ifadesi elde edilir. Boylece (2.2.3)in ilk esitsizligi ispatlanir. (2.2.3)%in ikinci egitsizliginin
ispat1 i¢in ilk olarak f bir konveks fonksiyon ise ¢ € [0,1] i¢in
x+y tr+ (1 —t)y+ (1 —t)z+ty
Fl— = f 5

fltz+ 1 —t)y) + f((1—t)z +ty)
- 2

(2.2.8)

yazilir. (2.2.8)’in her iki tarafin1 t*~1 ile garpar [0, 1] arahginda ¢ degigkenine gore integrali

alinirsa
T Y R
=@ e )4
= oo [Jx-‘rf(y) + Jy‘f( )]
olur. Boylece
Y _j(x+y)>_£@i£lpaﬂ>+Jaﬂ>] (2.29)
2 )= oy —ae T -

elde edilir. (2.2.9)'un her iki tarafina f(a) + f(b) eklenirse (2.2.3)'iin ikinci esitsizligi
ispatlanir. Simdi (2.2.4)’1 ispatlayalim. f’in konveksliginden her x1,4; € [a, b] igin

T1+yr\ at+b—xi+a+b—y
e I Y
< Slfatb—m)+fatb—y) (2210
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yazilir. (2.2.10)'da her z,y € [a,b] ve t € [0,1] i¢in a+b—x1 = t(a+b—z)+(1—t)(a+b—y)
vea+b—y=(1—t)(a+b—2x)+t(a+b—y) degisken degistirmesi yapilirsa

f(a+b— :Hy) (2.2.11)

2

< S [ftla+b—a)+ (1 =t)a+b—y)+ f(1-t)(a+b—2)+tla+b—1y))]

1
2
bulunur. (2.2.11)’in her iki tarafim ¢t*~! ile carpar [0, 1] arahginda ¢ degiskenine gore

integrali alinirsa

1
—f(a+b—$+y)
Qo 2

IN

% UO P (Ha+b—2) + (1 —t)(a+b—1y))dt

+/1t“‘1f((1 —t)a+b—2)+ta+b— y))dt]

1 a+b—x

_ 1 [ / (= (a+b—y)"" fu)du

2(y - x)a +b—y

a+b—x .
+/ ((a+b—m)—u)*" f(u)du}
at+b—y

'«
- ﬁ [J&+b_y)+f(a +b—x)+ Sy flatb— y)]

olur ve buradan

f(a+b_a:+y) < I'a+1) [ N

5 = oy — ) J(a+b7y)+f(a/ +b—1x)+ J(OC‘Lerfm)_f(a +bh— y)}

elde edilir. Boylece (2.2.4)in birinci egitsizliginin ispati tamamlanir. Diger taraftan ikinci

esitsizligin ispati i¢gin f’in konveksligi kullanilarak t € [0, 1] igin
fltla+b—2)+ (1 —t)(a+b—y)) <tfla+b—z)+ (1 —t)fla+b—y)
f(A=tatb-—z)+tlat+b-y) <(1-t)fla+b—z)+tfla+b-y)

yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve Jensen-Mercer esitsizligi kullanilirsa

fltla+b—a)+ (A —=t)(a+b—y))+ f(1—t)(a+b—2z)+tla+b—1y))
fla+b—x)+ fla+b—1y)
< 2[f(a) + f(0)] = [f(x) + f(y)] (2.2.12)

IN

elde edilir. (2.2.12)’'nin her iki tarafim t*~! ile garpar [0, 1] arahginda ¢ degigkenine gore
integrali alinirsa (2.2.4)’deki ikinci ve tiglincii esitsizlikler elde edilir. Boylece ispat tamam-

lanir.
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Sonug 2.2.1 Teorem 2.2.1'in sartlar1 altinda o = 1 olsun. Bu durumda her z,y € [a, 0]

i¢in Kian ve Moslehian tarafindan [36]'da Teorem 2.1’de ispatlanan

f(a+b—$;y> < f(a)—irf(b)—/of(t:c—i—(l—t)y)dt

— s+ 10~ 1 (S5

ve

f(a+b—x;ry) < _I/faer—t

< fla)+ g - OO (22.13)

esitsizlikleri elde edilir [50].

Teorem 2.2.2 f : [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a, b]

ve a > () icin

T+ 227 0 (a+ 1) [, N
f(a—i—b— 23/) < W |:J(a+bf%)+f(a+b_x)+J(a+bfxT+y)_f(a+b_y)

< fla) + ) - T (2.2.14)

esitsizligi gecerlidir [50].

Ispat. Tlk olarak (2.2.14)in ilk esitsizligini ispatlayalim. z,y € [a,b] ve t € [0,1] icin

(2.2.10)°da xy ve y; yerine, z1 = fx + Zty ve y; = Zta + Ly olarak almirsa

2f(a+b—x"2”’)

Pl (e s oon- () )] o

vazilir. Bu durumda (2.2.15)’in her iki tarafin1 ! ile garpar [0, 1] arahginda ¢ degigkenine

gore integrali alinirsa

2 ! t 2 —t
—f<a+b—$+y> < /talf(a+b—(—:v—|——y))dt
o 2 0 2 2
! 2t t
—l—/ ol (a—l—b— (—x+—y))dt
0 2 2

_ UM_ (u— (a+b—1))"" f(u)du

(y - x)a a+b—y

12



—l—/a h ((a+b—x)—u)a_1f(u)du

z+
a+b— Ty

2T(a) [ )
T - incrzga F @+ =9) + Ty egay fla b= )]

bulunur. Buradan

f( +b_:r—l—y)

2
20— 1Fa+1 [

b Ty a‘f‘b_y)'}_J&_H,_%)-s-f(a'f_b_x)

ifadesi elde edilir. Boylece (2.2.14)’1in ilk egitsizligi ispatlanir. (2.2.14)%in ikinci egitsizligini

ispatlamak i¢in Jensen-Mercer esitsizligi kullanilarak

r(avo- (504 555)) < s@+ 10 - 510+ 2550

oo (B5le+ 30)) < s+ 100 - |25 @0+ 1w

yazilir. Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

f(a—l—b— (%m—f—?y)) +f(a—|—b— (?xﬁL%y))

(2.2.16)

bulunur. Daha sonra bu esitsizliginin her iki tarafim t*~! ile carpar [0,1] arahginda ¢

degiskenine gore integrali alinirsa ispat tamamlanir.
Sonug 2.2.2 Teorem 2.2.2’de o = 1 olarak almirsa (2.2.14), (2.2.13)’e indirgenir [50].

Lemma 2.2.1 a < b olmak iizere f : [a,b] = R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger f’ € L[a,b] ise her z,y € [a,b], x < y, a > 0 ve t € [0, 1] olmak
tizere kesirli integraller igin
fla+tb—2)+ fla+tb—y) T(a+1)
2 2(y — x)*
X [J(‘fl+b_y)+(a +b—2) + S ipn)-fla+b—y)

_ Y . i /Ol(ta — (L=1)*) f'(a+b— (tz+ (1 —t)y))dt (22.17)

esitligi gegerlidir [50].
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Sonug 2.2.1 Lemma 2.2.1'de a = 1 olarak alinirsa

f(a+b—$);rf(a+b—y)_y 1x/ib_xf(u)du
- y;x/l(Qt—l)f/(aer—(tx+(1—t)y))dt (2.2.18)

esitligi elde edilir [50].

Sonug 2.2.3 Sonug 2.2.1’de x = a ve y = b olarak alimirsa (2.2.18), Dragomir ve Agarval

tarafindan [22]’de ispatlanan

fla) + f(b) 1@/ f(u)du:b;“/o) 2t — 1) ((1 — t)a + th)dt

esitligine indirgenir [50].

Lemma 2.2.2 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. f’ € L[a,b] ise her z,y € [a,b], <y ve o > 0 ve t € [0, 1] olmak {izere

kesirli integraller i¢in

204—11—1 Oé—i—l . X
ﬁ [J(ﬁbf%Vf(a—i-b— x)+ J(ﬁbf%),f(a—i—b— Y)

—f(mb—%ﬂ/)

_ y;x/olta lf’<a+b—<?x+%y>>
_p (a+b_(%x+? ))}dt (2.2.19)

esitligi gegerlidir [50].

Sonug 2.2.4 Lemma 2.2.2’de x = a ve y = b olarak alinirsa Lemma 2.2.2, Sarikaya ve

Yildirim tarafindan [63]’de ispatlanan Lemma 3’e indirgenir [50].

Teorem 2.2.3 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. |f'], [a,b] araliginda konveks ise her z,y € [a,b] ve @ > 0 i¢in

fla+b—2z)+ fla+b—y) T(a+1)
2 2(y — x)
x| asrgyr F@ 45 = 2) + Sy oy fla+b—y)]

\
1t (1) @i e - HEEEEN a0
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esitsizligi gecerlidir [50].

Sonug 2.2.5 Teorem 2.2.3’de x = a ve y = b olarak alinirsa Teorem 2.2.3, Sarikaya ve

arkadaslar1 tarafindan [62]’de ispatlanan Teorem 3’e indirgenir [50].

Sonug 2.2.6 Teorem 2.2.3’de o = 1, z = a ve y = b olarak alinirsa Teorem 2.2.3, [22]'de
Teorem 2.2’ye indirgenir [50].

Teorem 2.2.4 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. |f|, [a,b] araliginda konveks ise her x,y € [a,b] ve a > 0 olmak {lizere

kesirli integraller i¢in

2a+1f‘(a +1) 7., N
e [J<a+b_%+f(a =)+ Gy ey flatb—y)

)

y— / /
< ﬂg;ﬁhfmn+v@n

@)+ !f’(y)l} (2.2.21)

2
esitsizligi gecerlidir [50].

Sonug 2.2.2 Teorem 2.2.4’de o = 1 olarak alinirsa

a+b—zx T
‘ ! / f(u)du—f(a—i—b— +y)‘

Y—T Jatb—y 2
_ @)+ !f’(y)l}
2

y—x
< @i+ 1o
esitsizligi elde edilir [50].

Teorem 2.2.5 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. ¢ > 1, % + % = 1 olmak tizere |f’|?, |a,b] araliginda konveks ise her

z,y € |a,b] ve a > 0 igin

220 (a+ 1) [, .
(y— )" [J(wa%“’ﬁf(“ Ho— @)+ TGy ey flatb- y)}

Sorz)

y—u v gy S @I P @)l
< o | (rersire —
+(ummﬂuﬁ@W—L”@”Z“f@W>1 (2229

esitsizligi gecerlidir [50].
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Sonug 2.2.7 Teorem 2.2.5’de x = a ve y = b olarak alinirsa Teorem 2.2.5, Sarikaya ve

Yildirim tarafindan [63]’de ispatlanan Teorem 6’ya indirgenir [50].

Sonucg 2.2.3 Teorem 2.2.5’de a@ = 1 olarak alinirsa

at+b—zx T
! / f(u)du—f(a—i—b— ;—y)

Y= Jatb—y

IN

4

LA

L K| Pl + o - @I+ \f’(y)!q)3

4(p+1)
N (’f,(a)rz | (b)]7 — |f'(z)]? ZSIf’(y)\q) }

esitsizligi elde edilir [50].

Ogiilmiig ve Sarikaya tarafindan Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in elde edilen
bu sonuglarin k-Riemann-Liouville kesirli integral operatorleri icin genellestirmesi [8]’de

Ali ve Arkadaglar tarafindan verilmigtir.

Thabet Abdeljawad ve arkadaglari, 2020 yilinda Riemann-Liouville kesirli integraller

yardimiyla asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

Teorem 2.2.6 z,y € [a,b] olmak iizere f : [a,0] C R — R konveks bir fonksiyon olsun.

Bu durumda,

f(a+b—x;_y)

2971 (v + 1 N n ) )
# |:J(a+by)+f<a+ b— %) + J(aerfx)—f(a L x ' y)}
< fla)+ f(b) — w (2.2.23)

esitsizligi gecerlidir [3].
Sonug 2.2.8 Teorem 2.2.6'da o« = 1, = a ve y = b olarak alimirsa (2.2.23), (2.1.4)

esitsizligine indirgenir [3].

Lemma 2.2.3 f : [a,b] C R — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. a < b ve z,y € [a, b] olmak iizere f' € L[a, b] ise

2T+ 1), sty Tty
ooy e (T T @
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—f (a—i—b—m)

2
J— ]' J—
_ y4x/0t“{f’(a+b—(12tx+1;ty>>
—f’<a+b—<1;tx+1;ty))1 dt (2.2.24)

esitligi gegerlidir [3].

Teorem 2.2.7 [ : [a,b] C R — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. a < b ve z,y € [a,b] olmak iizere |f’|, [a,b] araliginda konveks ise

20710+ 1) [, T+y o x+y
# |:J(a+b—y)+f (a + b — 2 + J(a-‘rb—.r)*f a + b — 2

(y —x)*
ol

y— / /
S {|f(a)|+|f(b)l

_ @)+ !f’(y)\]

. (2.2.25)

esitsizligi gegerlidir [3].

Teorem 2.2.8 f : [a,b] C R — R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. a < b ve x,y € [a,b] olmak {izere ¢ > 1 ve i + % = 1 i¢in |f'|, [a,b]

araliginda konveks bir fonksiyon ise

204_1F<a+ 1) a x+y - I‘_i_y
(y_x)a '|:J((z+b—y)+f (a+b_ T _'_J((L—‘rb—l')*f a,—{—b— 2

Aot
2| (@ o - (AH2EE ‘qu));

(i@ o - (LOIA @) (2.296)

esitsizligi gegerlidir [3].

Teorem 2.2.9 [ : [a,b] C R — R fonksiyonu (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. a < bve z,y € [a, b] olmak tizere ¢ > 1 igin | f'|?, [a, b] araliginda konveks
bir fonksiyon ise

2a—1F(Oé+ 1) o x_i_y o :E"—y
(y — x)a |:J(a+by)+f (a + b - T) + J(aerf:c)—f (CL + b — 5 ):|

—f(aer—x—gy)‘
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=i+ o - (LW )

= Iat1 2a +2)
i (|f’(a)|q ) — (’f/(y)‘q 4‘2520;"“2)3)”,(55)’(1)) q} (2.2.27)

esitsizligi gegerlidir [3].
Qiong Kang ve arkadaglari, 2020 yilinda Riemann-Liouville kesirli integralller yardimiyla
agagidaki sonuglari elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.10 f: [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a, b]

ve a > 0 olmak lizere

f(a—l—b—m)

2
% {J@+b_w)f (a +b— xTer) + Jotoy)+ [ (a +b— #)}
< fla) + ) - TELIW) (22.25)
/ <a+b— ""“j”) < [fla)+ )] - % {J§+f <"”T+y> iy (I;y>}
< [f@+f®)] -1 (“”” . y) (2:2.20)

esitsizlikleri gegerlidir [30].

Sonug 2.2.9 Teorem 2.2.10'un sartlar altinda o = 1 olarak alimirsa (2.2.28), (2.1.5)

esitsizligine indirgenir [30].
Bu boliim boyunca asagidaki varsayima ihtiyag olacaktir.
Ay xyy € a,b],a > 0,t € [0,1] ve I'(+) bir gama fonksiyonudur.

Lemma 2.2.4 a < b olmak tizere A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, (a,b)

araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f” € Lla, b] ise

f(a+b—x)+f(a+b—y)_2“F(oz+1){ N f<a+b_x+y>

2 2y —x)e | Tttw” 2
o Tty
+J(a+b—a:)7f (CL + b— T) }

18



_ y4 /Oto‘{f’(@—i-b—(l;_ta:—l—thy))
p <a+b_ <1;tx+ 1;@))}& (2.2.30)

esitligi gegerlidir [30].

Sonug 2.2.4 Lemma 2.2.4’de o = 1 igin

b_ b_ a+b—x
fla+ x);‘f(a%— y)_yix/ﬂj_ F(u)du
_ y;‘”/olt{f’(wrb—<1;Lt:c+1;ty>)
_p (a+b_(1;tx+1;_ty)>}dt (2.2.31)

esitligi elde edilir [30].

Sonug 2.2.10 Lemma 2.2.4'de o« = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [9]’da Lemma 2.1’de

ifade edilen

f(a) + f(b) 1 ’
2 B (b—a) /a f(u)du

b—a [* (. (1—-t 1+t A1+t 1t
= — /Ot{f( 5 a+ 5 b)—f( 5 a+ 5 b)}dt (2.2.32)

esitligi elde edilir [30].

Teorem 2.2.11 0 < a < b olmak iizere A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, (a,b)
araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f € L[a,b] olsun. f’ [a,b] arahginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise Riemann-Liouville kesirli integralleri icin

'f(a+b—:v)+f(a+b—y) _ 2°T(a+1)
2 2y —x)*

X {J&+by)+f<a+b_ x;—y> + J((Z*b*x)_f(a—'—b_ $+y>}’

(y —2)? "
S Yax2) iﬁ]v ()] (2.2.33)

esitsizligi gecerlidir [30].

Teorem 2.2.12 a < b olmak iizere A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, (a,b)

araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f € Lla,b] olsun. |f'|, [a,b] arahginda
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konveks bir fonksiyon ise Riemann- Liouville kesirli integralleri icin

'f(a+b—x)+f(a+b—y) _ 2°T(a+1)

2 2(y —x)*
x {J&+b_y)+f<a+ b= ) T Fat b x;y)}‘
< =D i)+ ) - KOO (2231

esitsizligi gecerlidir [30].

Sonug 2.2.5 Teorem 2.2.12’de v = 1 i¢in

f(a—l—b—x)—i—f(a—f—b—y)_ 1 atb—az .
‘ 2 ?J_x/aer—y fwd
. y;x{u,(aﬂ ) - |f'(2)] ;L |f (y)!} (2.2.35)

esitsizligi elde edilir [30].

Sonug 2.2.11 Teorem 2.2.12’de a« = 1, * = a ve y = b olarak almirsa [22)’de Teorem
2.2’de ifade edilen

flaj+f®) 1
5 _b—a/a f(u)du

esitsizligi elde edilir [30].

. b;a { |f/(a)] ; If’(b)|} (2.2.36)

Lemma 2.2.5 a < b olmak tizere A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, (a,b)

arahiginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f* € L[a, b] ise

207 0 (a+1) .
(y —z)~ { 01“’*%)*]((& +tb—a)+ J(a+bf%)—f(a +0— Z/)}

—f <a+b— x—gy)
S o (o (e 58
+/01(1 — )t <a+b— <1;t:c+ 1;@)) dt} (2.2.37)

esitligi gegerlidir [30].

Sonug 2.2.12 Lemma 2.2.5'de x = a ve y = b olarak alinirsa [48]’de Lemma 1 elde edilir

130].
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Sonug 2.2.13 Lemma 2.2.5'de o = 1, x = a ve y = b olarak almirsa [48]'de ispatlanan

Lemma 2’ye indirgenir [30].

Teorem 2.2.13 a < b olmak iizere A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, (a,b)
arahiginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f € Lla,b] olsun. |f"|, [a,b] arahiginda

konveks bir fonksiyon ise Riemann- Liouville kesirli integralleri i¢in

271 4+1) [ 40 N
P Tatl) {J(a+b_%ﬂ,)+f(a +b—z)+ J(a+b_%+y),f(a +b— y)}

(y —z)
Tr+y
_f<a+b— 5 ) “ H
o { @l 1 ) - (2239

esitsizligi gecerlidir [30].

Sonug 2.2.14 Teorem 2.2.13'de x = a ve y = b olarak alinirsa [48]'de Teorem 5’de

ispatlanan

20710 (ar + 1)
(b—a)~
(b—a)

8(a+1)(a+2)

b
[J(aaT-;-b)+f(b) + J(CVGT%),JC(@)] B f <a_2|— >‘

{If @I+ ®)I} (2:2.39)
esitsizligi elde edilir [30].

Teorem 2.2.14 A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, I tizerinde ti¢ kez diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon olsun. |f"| € Lla,b] olmak iizere ¢ > 1 ve ]lj + % = 1 icin [f"]9,

konveks fonksiyon ise

204711"(05 + 1) o N
S y—a) Wiz fat b= a) £ T ey Flatb—y)]

—f(a+b—x;ry>

é?a_ff) (p<a T 1);{ [!f”<a>|q O @f”w ¥ %|f”<y>\q)] q
; |

Hir @i 1o - (G o i o) (2:2.40)

esitsizligi gecerlidir [30].

Lemma 2.2.6 a < b olmak iizere A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R fonksiyonu
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(a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f"'| € Lla,b] ise

20_1F(Oé —+ 1) o N
(y — x)> {J(aer—%)*f(a +tb—x)+ J(a+b—%)—f(a +0-— y)}

ety (o) 1 (o=t

16(04(1_1)2: 2) {/01(1 AR (a o= (1 er e 7 ty)> dt

_ /1(1 — 1)t <a +b— <1 ; Lyt ;ty» dt} (2.2.41)
0

esitligi gegerlidir [30].

Sonug 2.2.15 Lemma 2.2.6’da © = a ve y = b olarak alimirsa [49]’da ispatlanan Lemma

I’e indirgenir [30].

Sonug 2.2.16 Lemma 2.2.6'da @ = 1, x = a ve y = b olarak alirsa [70]’de ispatlanan

Lemma 2.1’e indirgenir [30].

Teorem 2.2.15 a < b olmak iizere A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, (a,b)
araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f € L[a,b] olsun. |f"|, [a,b] araliginda

konveks bir fonksiyon ise Riemann- Liouville kesirli integraller igin

Qafll—‘(a + 1) o o
(y — z)~ [J(Wrb—%)*f(a th—z)+ J(a+b—%)ff(a +0— y)]

‘4<a(f1—><$a)3+2>f” ("““¥) ‘f<“b‘%)

=) @)+ 1" ()l
e {ir@r e - (RO o 0

esitsizligi gecerlidir [30].

Sonug 2.2.17 Teorem 2.2.15'de x = a ve y = b olarak alinirsa [49]’da ispatlanan Teorem

4 elde edilir [30].

Teorem 2.2.16 A;’deki sartlar ile birlikte f : [a,b] — R, I iizerinde ti¢ kez diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon olsun. | " e Lla,b] olmak tizere ¢ > 1 ve % + % — 1 icin | fm\q,

konveks bir fonksiyon ise

204711"(05 + 1) o N
S y—a) Wiz fat b =)+ T ey Flatb—y)]

‘4<a(f1_>83+2>fm (“b_gg;y) _f(“”‘x;y)‘
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e 2>( 1) {(i@r 1o
( @)+ 51 )) +< (@) + £ (b))
-G wr+ 4l or))° } (22.43)

esitsizligi gecerlidir [30].

2.2.2 Yeni Uyumlu Kesirli integraller igin Hermite-Hadamard-Mercer Tipli
Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar i¢in yeni uyumlu kesirli integral operatorleri igeren

Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tamim 2.2.2 (Yeni Uyumlu Kesirli Integral Operatérii) f, [a,b] sonlu aralig iize-
rinde bir fonksiyon olmak iizere o, 8 € C ve Re(a), Re(3) > 0 olsun. Sol ve sag tarafli

yeni uyumlu kesirli integralleri sirasiyla,

B3 (r) = /w <(x — a)a; U a)a>/31 ( AU (2.2.44)

ve

b —2) — (h— ) p—1
Bﬁ?f(:r)zi/ <(b )a(b t)) G AU (2.2.45)

seklinde tanimlanir [29].

Sonug 2.2.18 i) a =0 ve a = 1 olarak almirsa (2.2.44)’deki yeni uyumlu kesirli integ-
ral operatorii, (2.2.1)’de ifade edilen Riemann-Liouville kesirli integral operatoriine

indirgenir.

ii) a = 0 ve @« — 0 olarak alimrsa (2.2.44)’deki kesirli integral [37]’de tanimlanan
Hadamard kesirli integraline indirgenir. Ayrica, a = 0 olarak alinirsa yeni uyumlu

kesirli integral operatorii Katugampola kesirli integral operatoriine indirgenir.

iii) (2.2.45) i¢in de benzer baglantilar kurulabilir. (2.2.45)’da tanimlanan operatérde
b = 0 ve a = 1 olarak alinirsa, (2.2.2)’de ifade edilen Riemann-Liouville integral
operatoriine indirgenir. Ayn zamanda (2.2.45)’de b = 0 ve o« — 0 alimirsa [37)'deki

Hadamard kesirli integraliyle ¢akigmaktadir.
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Saad Thsan Butt ve arkadaglari, 2020 yilinda yeni uyumlu kesirli integral operatorleri

yardimiyla asagidaki sonuclar: elde etmislerdir.

Teorem 2.2.17 f : [a,b] C R — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

z,y € [a,b] ve a, f > 0 olmak iizere kesirli integraller igin

F (a—}—b— 1:+y) < 208-1aPT (B + 1)

7 ) = T e
x {?ﬁb—%ﬂ)ﬁaf(a +b—x)+ ﬁ:j?aerJfTﬂ)f(a +b— y)}
< @+ f) - (H0) (2240

esitsizligi gecerlidir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [14].

Sonug 2.2.19 i) Teorem 2.2.17°de © = a ve y = b olarak almirsa [26]’da Teorem 2.1
elde edilir.

ii) Teorem 2.2.17°de @ = 1, x = a ve y = b olarak almirsa [62]’de Teorem 2 elde edilir.
[14]

Teorem 2.2.18 f : [a,b] C R — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

x,y € |a,b] ve a, B > 0 olmak fiizere kesirli integraller i¢in

Flaro-250) < s+ 0 - ST a0+ s

< fla)+ 1)~ 1 (“y> (2.2.47)

2

ve

B
f(a+b—x+y) < M{%aa+b o fla+b— )+53?a+b_y),f(a+b—x)}

2 2(y — x)s
< fla+b—2)+ fla+b—y)
- 2
< fla)+ f(b) - w (2.2.48)

esitsizlikleri gegerlidir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [14].

Sonug 2.2.20 Teorem 2.2.18'in sartlar altinda o = 5 = 1 olarak alimirsa [36]’da Teorem
2.1°de ispatlanan

Flavo="5) < s@ g0 [ o+ 0= opa
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< @+ 50 -7 (57

ve

f(a+b—x;y) < ! /yf(a+b—t)dt

y—
f(x) + fy)

< fla)+ 1) - T

esitsizlikleri elde edilir [14].

Lemma 2.2.7 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. f’ € L[a,b] ise her z,y € [a,b] ve a, f > 0 olmak iizere kesirli integraller

icin

PT84 1) . -
(y — ) {?ﬁb—%ﬂ)“’ flatb=a) 4, a3 flatb- y)}

—f (a+b—xT+y>

- M/l (ﬂ)ﬁ
4 0 o
x{f’ (a—i—b_ (Q;tmtgy)) —f (a+b— (%H? ))}dt(2.2,4g)

esitligi elde edilir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [14].

Sonug 2.2.21 i) Lemma 2.2.7de © = a ve y = b olarak almirsa [26]’da Lemma 3.1
elde edilir.

ii) Lemma 2.2.77de a = 1, x = a ve y = b olarak alimirsa [63]'de Lemma 1.1 elde edilir

[14].

Lemma 2.2.8 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. f’ € L[a,b] ise her z,y € [a,b] ve a, f > 0 olmak iizere kesirli integraller

icin

flatb—a)+flatb—y) o TBE+1)
2 2(y — x)*?

Ly 3= )+ [y 3+ b— )}

= M/OI [(#)B_ (1?&)[3] fla+b—(tx+ (1 —t)y))dt

esitligi elde edilir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [14].
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Sonug 2.2.6 Lemma 2.2.8’de o = § = 1 olarak alinirsa

foxbonflexbon L[ fga
4 ; ’ /1(275 —1)f'(a+b— (tz+ (1 —t)y))dt (2.2.50)

esitligi elde edilir [14].

Sonug 2.2.22 Sonug 2.2.6'da x = a ve y = b olarak alinwrsa (2.2.50), [22]'de Lemma
2.1°de ispatlanan

f(a)2 b_a/ 1) b‘“/ (2t — 1) f'((1 — t)a + th)dt

0

esitligine indirgenir [14].

Teorem 2.2.19 a < b ve ' € Lla,b] olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) arahiginda
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise

her z,y € [a,b], o, B > 0 ve t € [0, 1] olmak iizere kesirli integraller i¢in

26“5*1aﬁf(6 +1) fs <o . o
— z)2P {(a+bw;y)+d flatb—a)+ iy any I°flatb— y)}

S
< U ar@i o (s (o))

A (g (2 (02) 2 (02))))
Aoz (2 (02) 2 (002:3)))}
e

+

(@) +1f'(b <a6 (+1 l))
(st (30012 (++2)
{!f ( s (5+1—>+B(B+l,é>))}] (2.2.51)

esitsizligi gecerlidir. Burada I'(+) ve B(-,-) sirasiyla beta fonksiyonu ve gama fonksiyonu-

dur [14].

Sonug 2.2.23 i) Teorem 2.2.19'da z = a ve y = b olarak alimirsa [26]’da Teorem 3.1
elde edilir.
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ii) Teorem 2.2.19da o = 1, x = a ve y = b olarak almirsa [63]'de Teorem 5’de ¢ = 1

6zel durumu ile ayni sonucu verir [14].

Teorem 2.2.20 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. ¢ > 1 igin |f’|9, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise her z,y € [a,b], a, 8 > 0 ve t € [0, 1] olmak lizere kesirli integraller igin

208107 (B 4+ 1)
B’”Of . ,3~Oc B
(y — )8 { L‘(aer—%)-s-f(a—i—b T) + d(aerJTﬂ,)_f(aij y)}

—f (a+b—x;y)

ot (e (e 1.2))

{(|f’(a)|q RO ((O%B (5 o é)))

ren (g (r(re12) (o022

o (g (5 (5-1.2) 551}

+ (@I + 17O ( (Q%B (5 o é)))

—{rf'<x>|q (ﬁ (B (ﬁ+ 1%) -5 (‘” 15)))

R A PYATE) BT R

esitsizligi gegerlidir. Burada I'(+) ve B(,-) sirasiyla beta fonksiyonu ve gama fonksiyonu-

dur [14].

IN

Sonug 2.2.24 i) Teorem 2.2.20'de x = a ve y = b olarak alinirsa [26]’da Teorem 3.2
elde edilir.

ii) Teorem 2.2.20’de a = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [63]’de Teorem 5’e indirgenir

14].

Teorem 2.2.21 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f’ € L|a,b] olsun. ¢ > 1 ve % + % = 1i¢in |f’]9, [a,b] arahginda konveks

bir fonksiyon ise her z,y € [a,b], o, 5 > 0, t € [0, 1] ve ¢ > 0 olmak iizere kesirli integraller
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icin

20817 (B + 1) - -
(y — x)oP {?a+b—ﬂﬂg?4)+d flatb—z)+ (ﬁ%b_%y),d fla+b— y)}

—f (a+b—x;—y)

< U (g (e é)) [ (@i 1w (A2 ’f'(y)“’)f
+ (|f’(a)|q B — ('f'(”““”q 23”'(9)"’)); } (2.2.53)

esitsizligi gecerlidir. Burada I'(+) ve B(-,-) sirasiyla beta fonksiyonu ve gama fonksiyonu-

dur [14].

Sonug 2.2.7 Teorem 2.2.21°’de o« = 1 olarak alinirsa

1 a+b—2x ZL’—Fy
/ery f(t)dt—f(a+b— 5 )‘

L{( o+ - (AL W)
( o+ 70 - (LN IO

esitsizligi gecerlidir [14].

.

Q=

Teorem 2.2.22 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun. g > 1 ve Il) + % = 1 igin |f'|4, [a,b] araliginda konveks

bir fonksiyon ise her z,y € [a,b], a, 5 > 0 ve t € [0, 1] olmak {izere kesirli integraller igin

2081087 (B + 1
(y—:c()aﬂ ){faﬂy—“y) I flatb—a)+ "3 o f(a+b_y)}

—f<a+b_$;y>
< y4 {(\f()!qﬂf()‘)(z?(ﬁo;—w)

(R T
(P e ZBOELEDY )
(PR
(

PO LY PO LY ) )

2a5+1

Q=

+

Hr@r+ o ()

+
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esitsizligi gegerlidir. Burada I'(+) ve B(-,-) sirasiyla beta fonksiyonu ve gama fonksiyonu-

dur [14].

Teorem 2.2.23 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f' € Lla,b] olsun. |f’|, |a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise her

z,y € [a,b], a, f > 0 ve t € [0, 1] olmak tizere kesirli integraller igin

‘f(a+b—:t:)+f(a+b—y) T +1)
2 2(y — x)*P

X {/(é)a+b—y)+3af(a +b— ‘CE) + B‘th(laerfx)_f(a +b— y) }'

=2 [ (1@ + o) 2D
AN TE S e )
_‘iﬁl)’{lea(5’6+1)_B<2’6+1)}}
H{ (1@ + o) e
e (o) - (5o )
—Eﬁ(—ff’{B;x <§,6+ 1) + B (§,B+ 1) - B (é,ﬂ—i- 1)}}} (2.2.54)

esitsizligi gegerlidir. Burada I'(+), B(-,-) bir beta fonksiyonu ve gama fonksiyonudur [14].

IA

Teorem 2.2.24 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. ¢ > 1 ve % + % = 11i¢in |f’]9, [a,b] arahginda konveks

bir fonksiyon ise her z,y € [a,b], o, 8 > 0 ve t € [0, 1] olmak {izere kesirli integraller i¢in

299 10T (B +1) (4
A~ N B _
(y — x)°7 {<a+b—f;y>+" flatb=2)+ oy - flot+b y>}

_f (a ot ; y)
(y —;)aﬂ { { (B(%ﬁof 1>)¢

g (lfl(a”q L IPOF (%|f’<x>|q ; 1—12|f’(y)|q));

+ (B(éaﬁp—i_l)_B(%aﬂp—i_l));

aPrt+l

IN

29



X

<|f' QIEIH(0 <,f()‘q+%|f,(y)’q>);}
{(B a‘;‘i’f - ) <|f/<a)lq§|f/(b)|q ) (%‘f’@f)!u %\f%y)rq))é
(

+
B Ap+1)— B2, Bp+1)\"
+ aBp+1 )
@O0 (1 L VY
(M ITOR (S girwr)) '} (2.2.55)

esitsizligi gegerlidir. Burada I'(-) ve B(,-) sirasiyla beta fonksiyonu ve gama fonksiyonu-

dur [14].

Teorem 2.2.25 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. ¢ > 1 igin |f'|%, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise her z,y € [a,b], a, f > 0 ve t € [0, 1] olmak {izere kesirli integraller igin

2210 T(5 +1)

—f(a+b—x;y>

e { <B(i’f+f 1))1_; (7 @i+ 1o (—B(%ﬁf 2)

~(gmtror (5 (2o1) v (241))
Ll\f()w( ( 5+1) (g,ﬁﬂ))));

B(L 8+1) 6+1)) 3

aﬂ+1

o (222 1)
(el |Q<B(,5+1) (ﬂﬂ)) |
o Sy (B( 6+1>—2B< ,6+1) +B(§,B+1))>)q}
(Baﬁfl) (1@ rwm) (Pefet)
20éﬂﬂlf or(5(2se1)-5(2e)) |
i (o) 520
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- aﬂ+1

XE D+ 17 >|>(B<i’“”;f<5’5“>))
(MMU’ < (é,5+1>—23(2,6+1)+B(%,B+1))
+ (gl (B (S04 1) -5 (254 1)))‘11 } (2256)

esitsizligi gecerlidir. Burada I'(+) ve B(-,-) sirasiyla beta fonksiyonu ve gama fonksiyonu-

dur [14].

B(L B(2, /3+1>) K

2.2.3 VU-Riemann-Liouville k-Kesirli integraller igin Hermite-Hadamard-Mer-
cer Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar igin W-Riemann-Liouville k-kesirli integral opera-

torleri iceren Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tanim 2.2.3 Diaz ve Pariguan, klasik gama ve beta fonksiyonlar: ve Pochhammer sem-

boliiniin genellegtirmesi olan I'y ile gosterilen k-gama fonksiyonunu,

| L.n 2-1
(o) = Tim “EORET
k—+o0 (m)n,k

seklinde tanimlamigtir [21].

Tr(y + k) = yTi(y), T(y) = limy_1 Di(y) ve Ti(y) = kE 1T (L) dir.

Tamm 2.2.4 (¥-Riemann-Liouville k-Kesirli integral Operatérii) o, k > 0 olmak
tizere (a,b)(—o0 < a < b < 400 reel eksen iizerinde sonlu bir aralik olsun. Ayrica U, (a, ]
araliginda artan ve pozitif monoton bir fonksiyon ve (a,b) araliginda W’ siirekli tiirevine
sahip olsun. [a,b] araliginda f fonksiyonunun ¥ fonksiyonuna bagl sol ve sag tarafli

P-Riemann-Liouville k-kesirli integralleri,

(kfgf) f(a) = kr:(a) / S () — ) (WdE a<a (2.2.57)

ve

(%) f ) = k:Fkl(a) / VO — W) f(Odt oz <b (2.2.58)

seklinde tanmimlanir [39)].
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Saad Thsan Butt ve arkadaslari, 2020 yilinda W-Riemann-Liouville k-kesirli integralleri

yardimiyla asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

Bu béliim boyunca asagidaki varsayima ihtiyag olacaktir.
Ay: 0 < a < bolmak tizere f : [a,b] — R, pozitif bir fonksiyon ve f € Lla, b] olsun. Ayrica
a,k > 0 olmak iizere f, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon, W(-) ise (a,b] araliginda

artan ve pozitif bir monoton fonksiyon ve (a, b) arahginda U’ siirekli tiirevine sahip olsun.

Teorem 2.2.26 A;’deki sartlar altinda her z,y € [a,b] ve ['y(-) olmak iizere kesirli in-

tegraller icin

Flaro="5) < s+ o= 3 (%) o) (7))

2(y — 2)*
+ (5% ) (Fow) (¥ (@) }
< o)+ o) - f(5Y) (2.2.59)

ve

f(a—kb—m;y) < %{( Ia‘lll(aer - >(fo\1f)(\ll_1(a+b—y))
( I3 i) >(fo\Il) (\Ill(a+b—x))]

fla+b—2)+ fla+b—y)
2

fla) + f(b) —f(x;ry) (2.2.60)

IN

IN

esitsizlikleri gegerlidir [15].

Sonug 2.2.8 Teorem 2.2.26'min sartlar altinda W(y) = v olarak almirsa

f<a+b—x;y) < fla)+ f(b) - (;
< fla -1

{1 F@) + Iy ) }

k)
T)*
)

ve

f(a+b—x+y) < p(a+

2 2(y — )(zi) [( Jaro- x)+>f(a+b_y)

+(Soro- ) Fla+b— )]
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fla+b—2)+ fla+b—y)
- 2

fa)+ 1) - 1 (5

IA

esitsizlikleri elde edilir [15].

Teorem 2.2.27 A;’deki gartlar altinda her z,y € [a, b] olmak iizere kesirli integraller i¢in

O I e (L I
+<klgﬂ(a+b_%y)f) (fol)(T ' a+b— y))]
f@)+ fy)

< fla)+ f(b) - (2.2.61)

2

esitsizligi gegerlidir [15].

Sonug 2.2.9 Teorem 2.2.27’de W(~) = v olarak alinirsa

T+y 2k (o + k)
f<a+b_ 2 > T (y-a)k
) { Ty fla b= y) + T, e flat b= 1))
< o)+ ) - (L2

esitsizligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.28 A;’deki sartlar altinda her z,y € [a, b] olmak iizere kesirli integraller i¢in

+ 25 (o + ) [/ - i
f (“l’_ = y) = T f(j)z | {('Jﬁwb—w)(fo ?) (\P 1 (“b_ . y))

+(k]$;}f1(a+b_m)7> (fo W) (\1/—1 (a+ b— w;y))}

< fla)+ f(b) (M)

. (2.2.62)

esitsizligi gecerlidir [15].

Sonug 2.2.10 Teorem 2.2.28’de V() = v olarak alinirsa

T +y 28 I (a+ k) [ ., Tty
— < _ —
f(a—l—b 5 ) < PR {kJ(Hb,x) f<a+b ; )

iy (at b= 220}
< g+ 50 - (H27 1)

33




esitsizligi elde edilir [15].

Lemma 2.2.9 0 < a < b olmak iizere f : [a,b] — R, pozitif bir fonksiyon ve f € L[a, b]
olsun. Ayrica a, k > 0 olmak {izere f, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon, ¥(v), (a, b]
araliginda artan ve pozitif monoton bir fonksiyon ve (a,b) araliginda W’ siirekli tiirevine

sahip olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] igin

fla+b—z)+ fla+b—y) Tipla+k) e B
2 B ny —2)% [(klwl(a+by)+)<fo‘1’)(‘1’ (a+b— :U))

+ (k[\?f;"lll(a—i—b—x)*) (fo®)(¥(a+b- y))}

U—1(a+b—2)
— o [ (@) - @by

2(y - JJ)% U—1(a+b-y)
~((a+b—2) = U(y)*)(f o W)(1)V(7)dy (2.2.63)

esitligi gegerlidir [15].

Sonug 2.2.11 Lemma 2.2.9’da ¥(y) = v olarak alinirsa

flatb—xz)+ fla+tb—y) Tila+k)

2 2(y — x)*
X |:kJ(o:z+b—y)+f(a +b—2) + Sy -fla+b— y)}
1 (a+b—zx)

RCTI ) (1= (a+b=y)? = ((a+b—2) =] F()dy

=R

esitligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.29 A;’deki sartlar saglanmig olsun. |f’|, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise her z,y € [a,b] i¢in

‘f(aqtb—x)—l—f(a—i-b—y) (o +k)
2 2(y — )%

(S )10+ (5% )00
< (555) (15 { @i+ o - PRSI o

esitsizligi gecerlidir [15].

Sonug 2.2.12 Teorem 2.2.29’da ¥(y) = v olarak alinirsa

Tassyy+ ) Fla+b—12)

[e3

‘f(a+b—:v)+f(a+b—y) _Fk(a+k)[<
2 2(y — )7 | \*
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(T )a+ 0=

< (g;ai)(l__){,f( O+ 1B |f’<x>r—£|f'<y>|}

esitsizligi elde edilir [15].

Lemma 2.2.10 0 < a < b olmak tizere f : [a,b] — R, pozitif bir fonksiyon ve f € Lla, b
olsun. Ayrica «, k > 0 olmak iizere f, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon, W(~), (a, b]
araliginda artan ve pozitif bir monoton fonksiyon ve (a,b) araliginda U’ siirekli tiireve

sahip olsun. Bu durumda

flatb—a)+ flatb—y) 25 'Ty(a+k)
2 (y —2)*

< (5% ) (0w (07 (a0 - 252)))
(i) (o0 (07 (o052 ) )

— Q{/Olt?f’(a—kb—(1—2i_tx+1;ty>)dt
—/Olt%f’ <a+b_ (1;tx+1_2|—ty))dt] (2.2.65)

esitligi gegerlidir [15].

Sonug 2.2.13 Lemma 2.2.10’da ¥(y) = 7 olarak alinirsa

f(a+b—x) + fla+b— )_2g_1Fk(oz—|—k‘)
(y— =)t

X{( a+by+)f(a+b——)+(kjé+bx>)f(“b—x;y)}
- (y “[f’( (1+tx+1;ty>)dt
f(a+b—< . ;ty))}dt

esitligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.30 A;’deki sartlar saglanmig olsun. f’, diferansiyellenebilir ve |f”|, [a,b]

araliginda smirh bir fonksiyon ise her z,y € [a, ] i¢in

flatb—a)+ flatb—y) 25 'Ti(a+k)
2 (y— @)%
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[ (o0 (v (o 0-32))
+< I3 astma)- )(UO\II) ((foq;) <qj1 <a I;”)))H

(y_x)Z "
S aErg o

(2.2.66)
esitsizligi gecerlidir [15].
Sonug 2.2.14 Teorem 2.2.30’da V() = v olarak alinirsa
flatb—a)+ flatb—y) 25 'Tp(a+k)
. (y— )%
Je ) ey p— LY
A )1 (000 =757+ (v )£ (00— =57) }
(y — I)Z "
< 2.2.67
< JErg el (2:2.67)

esitsizligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.31 A;’deki sartlar saglanmig olsun. Ayrica |f'|, [a, b] araliginda konveks bir
fonksiyon ise bu durumda her z,y € [a, b] i¢in

’f(a+b—x)+f(a+b—y) 2%~

1Fk(a + k)
2

(y — )%

o [T L R R A TS L (R )|

2

y ol P @+ 1FW)
< g e+ - HR W

(2.2.68)
esitsizligi gecerlidir [15].

Sonug 2.2.15 Teorem 2.2.31’de W(7) = ~ olarak alnirsa

flatb—y) 25 'Thp(a+k)
(y — )%
A (s ) 10050 = (o Y10 0= 52
Yy —
(% +

2
1@l 1)
>{|f()|+|f()| }

fla+b—1z)+
2

2

2
esitsizligi elde edilir [15].

Lemma 2.2.11 0 < a < b olmak {izere f : [a,b] — R, pozitif bir fonksiyon ve f € L[a, b]
olsun. Ayrica o, k > 0 olmak tizere f, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon, ¥(t), (a, b]
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araliginda artan ve pozitif bir monoton fonksiyon ve (a, b) araliginda W’ siirekli bir tiireve

sahip olsun. Bu durumda,

e 1| (FHLHNNINN IR IR )

2 (y—x)% U1 (a+b— 1Y

+(klgﬂ(a+b_%)7> (fol) (T (a+b— y))}
- <y;"”) [/Olt?if’ (a+b— (%er?y))dt
—/Olt%f’ (a+b— (Q;t:ch %y)) dt} (2.2.69)

esitligi elde edilir [15].

Sonug 2.2.16 Lemma 2.2.11’de ¥(v) = ~ olarak alinirsa

T4y 25 (o + k)
a+0b— — =
f( ! 2 ) (y —x)*

1| (T ) (@t b= 2) + (o) ) Fla+b =)
1
= <y:’;) [/0 t f’ (a+b— <%x+—2;t >)dt
1 —
—/0 & f! (a+b— (22 ta:+%y)) dt]

esitligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.32 A;’deki gartlar saglanmig olsun. Bu durumda |f’|, [a, b] araliginda kon-

veks bir fonksiyon ise her z,y € [a, b] igin

(ero-5Y) - 2 Ty(a + k)

2 (y— )%
X {(klgﬁ(a%_z?ﬁ)f(a +b—2x)+ (klgiqjl(a%_%ﬂ,)f)f(a +b— y)} ‘

_ @)+ If’(y)l}
2

(2.2.70)

[0

y—z / /
< EC_Tj@f“”+”“”

esitsizligi gegerlidir [15].

Sonug 2.2.17 Teorem 2.2.32’de ¥(v) = v olarak almirsa

r+y\ 28 (o +k)
P(“*b_ ) - V- o)F
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o+ (o 0]

W=2) {4 1y L@ IG)
< i%——j{uam+wfwﬂ— el

F+1

esitsizligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.33 A;’deki sartlar saglanmig olsun. Ayrica ¢ > 1 ve % + % = 1 igin |f']4,

konveks bir fonksiyon ise her =,y € [a, b] i¢in

z+y\ 28 p(a+k)
‘f(a+b_ 2 )_ (y— )%

x{(quj (b2t )f(a+b—x)+<1”(+b . )f(a+b—y)H
v F @+ 1O = (1 @I+ 1 @) %
2 ) (0 (e giror))

+(ir@r o - (Gire %ww))ﬂ 2271

esitsizligi gecerlidir [15].

Sonug 2.2.18 Teorem 2.2.33’de V() = v olarak alinirsa

r+y\ 28 (o +k)
‘f(wrb_ 2 )_ (y— )%

Vst ]

< (y;x) <pozk—:kk); {(!f'(a)\“r |f(b)]7 — (%llf/(x)|q+g\f/(y)]q>)é
+(V%ﬂP+UKmP—(ZVQDP+EUQ@V))1

esitsizligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.34 A;’deki sartlar saglanmig olsun. Ayrica ¢ > 1 igin |f’|%, [a, b] arahginda

konveks bir fonksiyon ise her x,y € [a, b] igin

x4y 25 Ty (a + k)
O D e

(2 ) (o0 (30 -0)
+<l‘f[$;*qul<cz+b—%>*> (Fem(va+t-))] ‘
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IA
—~
<
e~
&
—_— | — |
~
—~
=IQ

_I._

—_
=~
=IQ

+
s

+ |l
T
ot N

+ e ?JJF ;)))1} (2.2.72)

esitsizligi gecerlidir [15].

Sonug 2.2.19 Teorem 2.2.34’de V() = v olarak alinirsa

T + y) 28Ty (a + k)
2 (y —x)¥

() 45214 (s ) 048]

< 22 gen) (S
(

£ ()] (2 +5)|f/(y)]" i
‘(x%+m@+ay*x%+n@+aﬂ%+a))
1\ @)+ )]

) (Fe

f(a—l—b—

2(2 1 3) * 2(2 J;;;(g(/%l‘; +3)>) }
(

-
G+ 51w JROI )>;

"G NEr2)(E ) 2 2)(E 1)
1\ IF @)+ |0
i @+w> ( (5+2)



_( (I @ | 1F W) ))}
2(5 +2) (¢ +3)  2(5+3)
esitsizligi elde edilir [15].

Teorem 2.2.35 A;’deki sartlar saglanmig olsun. Ayrica ¢ > 1 ve % + % = 1 igin |f']4,
[a, b] arahiginda konveks bir fonksiyon ise her z,y € [a, b] i¢in

(o) S

x {(kf;';%+b_z;y)+) ((Fo (¥ (a+b-))

(5% e ) (o) (W7 @ b - y)))} ‘
(yf)[{((%ﬂ)l(a_fﬂ )( (£ @1 + 17 O))

(et firwr)) (i 1+2)< @[+ @)
(e 5rom) '} (rs) (Goror
!

HIO) - (S 0F + 1w )) +((%1+2))’1’(§(|f'<a>|q

1

aron - (Sr@rs hror)) ] 227)

esitsizligi gecerlidir [15].

VAN
N | —

Sonug 2.2.20 Teorem 2.2.35’de () = v olarak alinirsa

z+y\ 28 Ti(a+k)
p(ove-50) - S

)| (1T zye ) fa+ b =) + (W2,

@/;I)[{((%H;ﬁ )) (§<(|f< e+ 17 6)1)
(B i )) +(( 12)( @[ + £ O
(griar5000)) '} { () (G0

HIW) - (12|f( o+ lrol))’ +(<%12>)1( (7@

40

>)f(a+b—y)H

IN




aron - (jrors wor)) )

esitsizligi elde edilir [15].

2.2.4 Caputo k-Kesirli Tirevler igin Hermite-Hadamard-Mercer Tipli Esit-

sizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar i¢in Caputo k-kesirli tiirev operatorleri iceren Her-

mite-Hadamard-Mercer tipli egitsizlikler verilecektir.

Tanim 2.2.5 (Caputo k-Kesirli Tiirev Operatorii) f € C"[a,b] fonksiyonu olsun.
a>0,k>1a¢{1,2,3,...,n} ve n = [|a|] + 1 olmak iizere a. mertebeden sol ve sag

tarafli Caputo k-kesirli tiirevleri sirasiyla,

T )
(CDz‘f) f@) = 45 (;_ =5 / " f t)((;)nﬂdt, z>a (2.2.74)

ve e . .
(CD?L’“)f(y) = k‘F;E(nD— %)/y Q _fy)ét_)wdt, y<b (2.2.75)

seklinde tamimlamir [23]. k& = 1 igin, Caputo k-kesirli tiirevleri, Caputo kesirli tiirevlerin

tanimini verir.

Shupeng Zhao ve arkadaglari, 2020 yilinda Caputo k-kesirli tiirev operatorleri yardimiyla

asagidaki sonuglari elde etmiglerdir.

Bu boliim boyunca asagidaki varsayim kullanilacaktir.

Ay Her x,y € [a,b], « > 0, k > 1 ve ['y(+) k-gama fonksiyonu olsun.

Teorem 2.2.36 0 < a < b olmak tzere f : [a,b] — R, [a, b] lizerinde pozitif tanimh bir
fonksiyon ve f € C"[a,b] olsun. A;’deki sartlar ile birlikte f™, [a,b] arahigimda konveks

bir fonksiyon ise Caputo k-kesirli tiirevler i¢in

Fo (a ro- y) SN ORNIOR F;é:’:f)tk)
A (DI ) )+ (<07 (DpEf ) (@)}
< 1@+ 0 - 50 (25 (2.2.76)

esitsizligi gecerlidir [72].
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Sonug 2.2.25 Teorem 2.2.36’da k = 1 olarak alinirsa [71]’de Teorem 2’ye indirgenir [72].

Teorem 2.2.37 0 < a < b olmak {izere f : [a,b] — R, pozitif tamimh bir fonksiyon ve
f € C™a,b] olsun. A;’deki sartlar ile birlikte f OR [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise Caputo k-kesirli tiirevler igin

N T+y 275 (n — € + k) e
f()<a+b— ) < L (epet, S )@t b —2)

2 (y —a)"*
D (Dhagey T @00
R R (2:2.77)

esitsizligi gecerlidir [72].
Sonug 2.2.26 Teorem 2.2.37’de k = 1 olarak alinirsa [71]’de Teorem 3’e indirgenir [72].

Lemma 2.2.12 0 < a < bolmak iizere f : [a,b] — R, [a, b] araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f € C™""!a,b] olsun. A;’deki sartlar saglanmak iizere Caputo k-kesirli

tirevler icin

fPa+b—x2)+ fPa+b—y) Tiln- % k)

2 20y — )" %
{(D(O;ﬁby+f>(a+b—x "(CDaﬁb " f)a+b— )}
< y;JC/Ol(tn — (L=t E) fO D (a4 b— (tz + (1 —t)y))dt  (2.2.78)

esitsizligi gecerlidir [72].
Sonug 2.2.27 Lemma 2.2.12'de k = 1 olarak alinirsa [71]’de Lemma 1’e indirgenir [72].

Sonug 2.2.28 Lemma 2.2.12’de x = a ve y = b olarak alimirsa [47]’de Remark 2.5%
indirgenir [72].

Lemma 2.2.13 0 < a < bolmak iizere f : [a,b] — R, [a, b] araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f € C™"*1[a,b] olsun. A;’deki gartlar saglanmak iizere Caputo k-kesirli

tiurevler icin

2 (y —a)"*

X {(CDa’ib*%ﬁf) (a+b—x)+ (_1)H<CD?£chgﬂ)—f) (a+b— y)}

1
Y= n—2 e(ntl) t 2—1t
= — t b— | = —_— dt
1 {/0 kf (a—i— (21:-1— 5 Y
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L 2—t
—/ ik frt) (a+b—( 5 x+§y))dt1 (2.2.79)
0

esitligi elde edilir [72].
Sonug 2.2.29 Lemma 2.2.13'de k = 1 olarak alinirsa [71)’de Lemma 2’ye indirgenir [72].

Sonug 2.2.30 Lemma 2.2.13'de © = a ve y = b olarak almirsa [24]’de Lemma 2’ye
indirgenir [72].

Teorem 2.2.38 0 < a < bolmak iizere f : [a,b] = R, [a, b] araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f € C™""1[a,b] olsun. A;’deki gartlar saglanmak {izere Caputo k-kesirli

turevler icin

‘f(”)(a+b—x)+f(”)(a+b—y) CTi(n— ¢ +k)
2 2(y — )" %

X { <CD(OZib_y)+f> (a +b— JZ) + (_1)n (cD?c;—IT-b—:p)*f> (a +b— y)}‘
Lo (- gk ) (e e

n—%+1 "=k
_ <|f(n+1)(x)| + |f(n+1)(y)|> } (2.2.80)

2

esitsizligi gecerlidir [72].
Sonug 2.2.31 Teorem 2.2.38’de k = 1 olarak alinirsa [71]’de Teorem 4’e indirgenir [72].

Sonug 2.2.32 Teorem 2.2.38'de © = a ve y = b olarak almirsa [47]'de Sonug 2.7’ye
indirgenir [72].

Teorem 2.2.39 0 < a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon ve f € C™1[a,b] olsun. A;’deki sartlar ile birlikte | f"*|, [a, ]

araliginda konveks bir fonksiyon ise Caputo k-kesirli tiirevler igin

f(n) a+b_ :E—i—y _ QH_%_lr(n— %+k)
2 (y — )" %

X {(CD(O;’L_%Wf)(a#— b—x)+ (—1)"<0D?‘£b_%)7f> (a+b— y)}‘

W2 [ g sy (L@ )
T { e+ 17 - ( : ) fezsn

IA

esitsizligi gecerlidir [72].

Sonug 2.2.33 Teorem 2.2.39’da k = 1 olarak alinirsa [71)’de Teorem 5’e indirgenir [72].
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Teorem 2.2.40 0 < a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve f € C™*![a,b] olsun. A;’deki sartlar ile birlikte ¢ > 1 ve

% + % = 1igin | f™*14, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon ise Caputo k-kesirli tiirevler

icin

) (a+b— x+y) B U 1)
2 (y—2)"F

X {(cDZz’ibf%ﬂ’ﬁf)(a_'— b—x)+ (_1)H<CDZ£L*%)*JC> (a+0b— y)}‘

y—= 1 P
< L5 (Gmmm) [0 @i+ 10

B <|f(n+1)(;p)|q + 3|f("+1)(y)|q)>; + (£ (@) |7+ | D (b))

4

) <3|f(”“)(x)lqj If‘”“)(y)|")>"l’} (22.8)

esitsizligi gecerlidir [72].

Sonug 2.2.34 Teorem 2.2.40’da k = 1 olarak alinirsa [71]’de Teorem 6’ya indirgenir [72].

Teorem 2.2.41 0 < a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve f € C™™[a,b] olsun. A;’deki sartlar ile birlikte ¢ > 1 ve

i + é = 1 olmak iizere |f""!|7, [a, b] arahginda konveks bir fonksiyon ise Caputo k-kesirli

tirevler icin

) <a+b— I+y> B U 1)
2 (y — )" &

X{<0Dzlib_%ﬂ)+f> (a+b—z)+ (—1)”(c ?Hb_%)_f) (a+b— y)}‘

’ ; - H (((n - S)p+ 1)1((n — 9 2)> : (%|f(”+1)(a)|q

P = (@ o))

Q=

! : Lo )10 4 | ot ()0
+(((n—%)p+2)) (2<|f (@)l + [ F D (B)]9)

(e o))} +{ (e RSV (e 5)

1 5 1 i
(G @I+ 0@ = (@ ) )
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1 % 1 (n+1) a)ld (n+1) q
*(«n—%m+zﬂ (%V (@I ++ 0 (B)])

B (%|f(n+1)(x)|q + é|f(”+1)(y)|q)> ;}

esitsizligi gecerlidir [72].

(2.2.83)

Sonug 2.2.35 Teorem 2.2.41'de k = 1 olarak alimirsa [71]’de Teorem 7’ye indirgenir [72].

Teorem 2.2.42 a < bolmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f € C"[a,b] olsun. A;’deki sartlar ile birlikte ¢ > 1 olmak iizere |19,

[a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise Caputo k-kesirli tiirevler igin

y—x)"x
(e L R RS L o [

’ ; - {{ <(n -5+ 1)1(n -5+ 2))1_2 (Jrfféaj'i%l@ff‘zj(ﬁ)gq)

‘f(n) (a+ b= +y) i U 1)
2 (

<

_< PG GO e k2 A 1 ))é

2n—¢+2)(n—+3) 2m—-F+1)(n—-F+2)(n—¢+3)
1 5 (1 )]+ [ fr (b))

*( %+2> ( (n—2+2)
|f"+1() D () i

(%n «t 2@—%+mm—%+$)>}

+{ n—;+ %+2))

X(U”“ w+unﬂwnq_< (n — @ 4+ 5)| [+ ()]
n—-2+1)n—%+2) 2n—¢+1)(n—F+2)(n—F+3)

m i) (o)

Cﬂ%www+mwwwv
X
(n—2+2)

(e ) ) 228

esitsizligi gecerlidir [72].

Sonug 2.2.36 Teorem 2.2.42’de k = 1 olarak alinirsa [71]’de Teorem 8’e indirgenir [72].
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2.2.5 Hadamard Kesirli integralleri ve Katugampola Kesirli integralleri igin

Hermite-Hadamard-Mercer Tipli Esitsizlikler

Tamm 2.2.6 (Hadamard Kesirli integral Operatérii) (a,b) (0 < a < b < 0o) arahg
R* yari ekseninde simirh veya siirsiz bir aralik olsun. « € C, Re(a) > 0 ve f € Lla, b

olmak tizere a.. mertebeden sol ve sag tarafli Hadamard kesirli integralleri sirasiyla,

Hyy f(x) = L /ﬂf <1n §>a1 f(t)dt, T >a

I'(a) t Tt
: g )

seklinde tanimlanir [58].

Tamm 2.2.7 (Katugampola Kesirli Integral Operatorii) [, b] C R siirh bir aralik,
a <z <bvep>0olmak lizere f € XP(a,b) olsun. a > 0 olmak tizere . mertebeden sol

ve sag Katugampola kesirli integralleri sirasiyla,

-«

(PI;;) flz) = % / S e e, x> a

ve

VﬁJﬂ@:fi$[7ﬂ—ﬂw*ﬂmkwu r>a

seklinde tanimlanir [32].

Teorem 2.2.43 « > 0 ve p > 0 olmak tizere x > a i¢in

i) lim T f () = I3 S (a),

ii) lim PZ% f(x) = Hyy f(2)

p—0+t

ifadeleri gegerlidir. Benzer olarak sag Katugampola integralleri i¢inde sonuclar elde edilir

32).
Hong-Hu Chu ve arkadaglari, 2020 yilinda Hadamard kesirli integralleri ve Katugam-
pola kesirli integralleri yardimiyla agagidaki sonuglar elde etmiglerdir.

Teorem 2.2.44 a < b olmak iizere o, p > 0 ve a,b € [0,00] olsun. f : [a”,b’] — (0,00)

pozitif bir konveks fonksiyon olmak {izere f € X?(a”,b”) olsun. Bu durumda her x,y €
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f (CL’O + P — xP _;_ yP) < f(CLp) + f(bp) o % [PI§+ (yﬂ) + PI;ff(:ﬂJ)]
< @)+ i) -1 (C5F) (2.2.85)
ve
f (aﬂ L — P _;_ yp) < % |:pI(o;p+bp7yp)+f(aP + b — 33"0)
S N yp)]

L J@ ) b (b )
= 2
< e+ por) - L) (2.2.86)

2

esitsizlikleri gegerlidir [20].

Sonug 2.2.37 Teorem 2.2.44’de,

i) p — 1 olarak alimirsa (2.2.85) ve (2.2.86), [50]’de Teorem 2’deki sonuglara indirgenir.
ii) a =1, p — 1 olarak alinirsa (2.2.85) ve (2.2.86), [36]’da Teorem 2.1 elde edilir.

ili) a =1, 2 =a,y=>bve p— 1 olarak alinirsa [62]’de Teorem 2 elde edilir [20].

Lemma 2.2.14 a < b olmak iizere a,p > 0 ve a,b € [0,00] olsun. f : [a”,b’] — R,
(a?,b?) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise her x,y € [a, b] i¢in
fla? +b —ar)+ f(a” + b —y?) pl'(a+1)
2 2(yr — xr)
X [ﬂI&p+bp_yp)+(aP F 1 = 2P) 4 Py [0+ 1 — yp)}

= —p(yp; xp)/o [(t”)“ - —tp)“] 7 (af + b — (P2 4 (1 — t°)y?)) dt

esitsizligi gecerlidir [20].

Sonug 2.2.38 Lemma 2.2.14°de,

i) p — 1 olarak alimirsa [62]’de Lemma 1 elde edilir.

ii) p=a =1 olarak alimirsa [50]’de Sonug 1 elde edilir.
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ili) p=a =1, z = a ve y = b olarak alimirsa Lemma 2.2.14, [22]’deki sonuca indirgenir

[20].
Bu boliimde asagidaki ifade kullanilacaktir.

fla”+ b —af)+ f(a”» +b° —y?)  pl(a+1)
2 2y —ar)

X [” (argbo—yoy (@7 + 0" —2P) + PI0, oy fa” + 07 — )

‘Qh(a7p7aab)| =

Teorem 2.2.45 a < b olmak {izere a,p > 0 ve a,b € [0,00] olsun. f : [a”,b’] — R,
(a?,b?) arahiginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f' € L[a”, 1] olsun. Bu durumda

her z,y € [a,b] i¢in |f'|, [a”, b?] araliginda konveks ise

1 a+1 1
- (1 N 5) ~ 9p(a+)

X {|f’(a")| ()] - |f'(c?)] ‘i2‘ |f/(yp)q

(@ =)
(a+1)

|Qh(a’p7a7b)‘ <

(2.2.87)
esitsizligi gecerlidir [20].
Sonug 2.2.39 p — 1 olarak alimirsa Teorem 2.2.45, [50]’de Teorem 4’e indirgenir [20].

Teorem 2.2.46 a < b olmak iizere a,p > 0, n € N ve a,b € [0,00] olsun. Ayrica
f i ]a?,b”] — R pozitif bir fonksiyon ve f € XP(a,b) olsun. Bu durumda her z,y € [a, b]

icin f, [a”, b”] araliginda konveks ise

fla?+b— z +y”
n
n® 'pl'(a 4 1)
P B , o
(y? —xr)e [I((n—l)a9+bP—Wl>ﬂf”+("1>y’J)_f((n Da’ + b — y°)
+pz?aﬂ+(nf1)bnw)+f(“p + (n—1)b°" — xp)}

[f(a?) + )] + [f((n — 1)a”) + f((n — D*)] — f(*) — £(5*)

n

(2.2.88)
esitsizligi gecerlidir [20].

Sonug 2.2.21 a < b olmak iizere o, p > 0 ve a,b € [0,00] olsun. Ayrica f : [a”,0’] — R
pozitif bir fonksiyon ve f € XP?(a,b) olsun. Bu durumda her z,y € [a,b] icin f, [a”,D’]

araliginda konveks bir fonksiyon ise

p p a—1
f(ap—kb”—x +y) < 2 pF(aJrl)[

pre PP — P
5 o — 27)° fla?+ 0 =)

(aP+bp—22FP )~
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+pI(aP+bP I"+y")+f<ap + b — xp)]

< flar)+ o) - LI (2.2.80)
esitsizligi gecerlidir [20].

Sonug 2.2.40 Teorem 2.2.46’da,

i) n =2 ve p— 1 olarak alinirsa [50]’de Teorem 3 elde edilir.

ii) a =1, n=2ve p— 1 olarak almirsa (2.2.89), [36]'da Teorem 2.1 elde edilir [20].

Lemma 2.2.15 a < b ve f : [a”,0’] — R, [a”,b’] arahginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olmak tizere a, p > 0, n € N ve a,b € [0, 00 olsun. Bu durumda her z,y € [a, ]

icin

nOT(a_l) pTo P 4 P

M[ I((n—l)ap.kbp_w)ff((n — 1)a Ly — y )

+p13w+<n 1)bpfw)+f(ap + (n— 1) — x”)}

— 1D)af +y? ) e
{f((n—l)awrbp (n )x +y >+f(ap+(n_1bp_x t(n-1)y )}
n
= p(y"’_:(:f’ tpa 1)— 1|:f/<n—1ap—|—bp (n_tpxp+ﬁyp)>
n - .

t? — P

—f <aP +(n—1)b (_Ip+n ))]dt a0
n

esitsizligi gecerlidir [20].

Teorem 2.2.47 a < b ve f : [a?,b’] — R, [a”,0?] araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olmak tizere o, p > 0, n € N ve a,b € [0, 00| olsun. Ayrica f’ € L[a”, b”] olmak

tizere |f’|, [a?,bP] araliginda konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a,b]

icin

O pat)] < LI (17 (= D)+ 17 (- )

@)+ 1 O] = [ ()] + If'(yp)H) (2.2.91)
esitsizligi gecerlidir [20].

Sonug 2.2.41 Teorem 2.2.47’de,

i) n =2 ve p — 1 olarak alinirsa [50]’de Teorem 5 elde edilir.
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ii) a =1,n=2ve p— 1 olarak alimirsa [50]’de Sonug 2 elde edilir [20].

Teorem 2.2.48 ¢ > 1, i%—é =1, a,p > 0 ve a < b olmak tizere n € N, a,b € [0, o0]
olsun. f : [a?,0*] — R, [a”,1?] araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere
f' € Lla?,b°] ve |f'|9, [a”,b"] arahginda konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

x,y € [a,b] igin

i) < 2 () (1= D+ 0

(1= s e s ] )
F(17@ 4 17 =

i (1= s ) irew] ) e

esitsizligi gecerlidir [20].

Q=

Sonug 2.2.42 Teorem 2.2.48’de,

i) n =2 ve p — 1 olarak alinirsa [50]’de Teorem 6’ya indirgenir.
ii) a =1, n=2ve p— 1 olarak alimirsa [50]'de Sonug 3’e indirgenir.

iii) n =2, x =a, y =b ve p — 1 olarak almirsa [62]'de Teorem 6’ya indirgenir [20].

2.2.6 Riemann-Liouville k-Kesirli integraller igin Hermite-Hadamard-Mercer
Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville k-kesirli integral operatorleri

iceren Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tamim 2.2.8 (Riemann-Liouville k-Kesirli Integral Operatérii) f € Lla, b] olsun.

% > 0 ve a > 0 olmak lizere a. mertebeden sol ve sag tarafli k-Riemann Liouville

integralleri , J& f ve . J;* [ sirasiyla,

(k 3+>f($)= L /ax(x—t)z_lf(t)dt, r>a

ve

()50 = g [ -0 g0, e



seklinde tamimlanir [46]. Burada I'y(«) ile gosterilen k-gama fonksiyonu,

00 Lk
(o) = / t* e m dt
0

seklinde tanimlanir ve

Fe(a+ k) = al'k(«)

olur. Ayrica o = 0 i¢in J2, f(z) = 1 J)_f(z) = f(x) olur. k=1 i¢in Riemann-Liouville

kesirli integralleri elde edilir.
Tamim 2.2.9 z; € [a,b] olmak {izere f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu

durumda 0,6, \; € [0,1], y € [-1,1]] ve 0 + S +~v =1, \; ise

f<9a+ﬁb—vzmi>§9f( + BF(D) VZAJ‘:@ (2.2.93)

seklinde tanimlanir [52].

Sonug 2.2.43 i) (2.2.93)'de # = § = 1 ve 7 = —1 olarak almirsa Jensen-Mercer

esitsizligi elde edilir.

ii) (2.2.93)’de = 8 =0 ve v = 1 olarak alimirsa Jensen egitsizligi elde edilir [69].

Miguel Vivas-Cortez ve arkadaglari, 2021 yilinda k-kesirli integral operatorleri yardi-

miyla agagidaki sonuclar: elde etmisglerdir.

Teorem 2.2.49 f : [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olmak tizere 6, 5 € [0, 1], v € (0, 1],
0+ B8 +~v=1vea,k>0olsun. Bu durumda = < y olmak tizere her z,y € [a, b] i¢in

f (9a+ﬁb+7 ;y)
r (Oé + k) o o'
?y%]f(y——x) [J(Gf-‘rﬂb ) +f(0(1 + 5b — +’}/ZII) J(Gf—l—ﬂb—l—'ym f(e(l -+ 51) + 'Yy)]
< 0f(a)+ AF(B) + o LD (2.2.94)

2

esitsizligi gecerlidir [69].

Sonug 2.2.22 Teorem 2.2.49'da § = 0 = § ve 7 = 1 olarak alimirsa z < y olmak tizere
her z,y € [a, b] icin

r+y De(a+k) [ ook ak f(x)+ f(y)
f(T>§m 2 f () + T () ST

o1



esitsizligi elde edilir [69].

Teorem 2.2.50 f : [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olmak tizere 6, 5 € [0, 1], v € (0, 1],
0+ p+~=1vea,k>0olsun. Budurumda z < y ve w € N olmak {iizere her x,y € [a, ]

icin

f (0a+ﬁb+7x;y) < Do+ B + DX

295 (y — x)*
ok a,k
X [J(9a+,8b+’yx:ff’)+f(6a + Bb+ yy) + J(9a+5b+7%)_f<9a + b+ yx)

f@) + fy)

< Of(a)+ Bf() + 5

(2.2.95)

esitsizligi gecerlidir [69].

Sonug 2.2.23 Teorem 2.2.50’de § = 0 = 3 ve v = 1 olarak alinirsa z < y ve w € N

olmak iizere her z,y € [a,b] igin

T+y Lr(a+ k) (w+1)% ok
f( 2 > ST
f(@) + fy)

2

S W)+ T f(@)

w+1

<

esitsizligi elde edilir [69].

Lemma 2.2.16 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. f’ € L[a,b] ise 8,5 € [0,1], v € (0,1], 0+ 5+~ =1 ve a;, k > 0 olsun.

Bu durumda x < y olmak tizere her z,y € [a,b] i¢in

f(0a+ Bb— +~x) + f(Oa + Bb+ vy) r

2 2y

(v + k)
(y— )%
a,k ok
X [J(eambmy)—f(ga + B+ 72) + J gy gy f (Ba + B+ V?J)}

_ w UO (L—=t)% f'(fa+ Bb+~(tx + (1 — t)y))dt

=

Eylle)

1
— / th f'(0a + Bb+~(tx + (1 — t)y))dt}
0
esitligi gegerlidir [69].
Sonug 2.2.24 Lemma 2.2.16’da § =0 = 3 ve v = 1 olarak alinirsa

f@)+ fly)  Tila+k)
2 Q(y—x)%

- y;on (1_t)%f’(tx+(1—t)y)dt—/0 thf'(t + (1= t)y)dt

T (@) + T2 )]
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esitligi elde edilir [69].

Lemma 2.2.17 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. f’ € L[a,b] ise 6,8 € [0,1], v € (0,1], 0+ 3+~ =1 ve a, k > 0 olsun.

Bu durumda x < y ve w € N olmak tizere her z,y € [a, ] i¢in

fOa+Bb+~2E) + f(0a+ Bb+ 7)) Do+ k)(w+1)F!
w—+1 'y%(y—x)%

a,k a,k
x |:J(9a+,3b+7gjff/)f(9a +Bb+ yz) + J(aw,%w“%)*f(ea + 6o+ W)]

w

_ Wy =) [ [, wt1—t t
= —<w+1>2{/0tf <0a+ﬁb+7( o1 x+w+1y)>dt

Yo, t wH+1—t
—/O te f (9a+ﬁb+’y(w+1x+ ol y>)dt}

esitligi gegerlidir [69].

Teorem 2.2.51 Lemma 2.2.16'nin sartlar altinda | f’|, konveks bir fonksiyon ise

2 295 (y — )%

'f(9a+ﬁb+’y:v) + f(0a+ Bb+vyy)  Tila+k)

% [J%f‘f'ﬁb‘f'vyf(ea +6b+ ’y.%) + J(.éf+ﬁb+”/xf<9a + b+ ’Yy)] ‘

< W2 [(2k —HLE ) (015"(@)| + 8170

+akf;€ <k - (g)) (17 (@) + |f’(y)|)]

esitsizligi gecerlidir [69].

Sonug 2.2.25 Teorem 2.2.51°’de § = 0 = 3 ve v = 1 olarak alinirsa

L 00 T B gy gy

(k- (%)) (7 @)+ |f’(y)|)]

< 97
D)

esitsizligi elde edilir [69].

Sonug 2.2.26 Teorem 2.2.51’de o = 1 = k olarak alinirsa

2 2v(y — ) flu)du

‘ f(8a + Bb+~x) + f(0a + Bb+vy) 1 /9“*5"*7?/
Oa+Lb+yx

23



vy — o) [ @]+ BLF O] (S @)+ 1))
=2 2 4

esitsizligi elde edilir [69].

Teorem 2.2.52 Lemma 2.2.17'nin sartlar altinda |f’|, konveks bir fonksiyon ise

fOa+Bb+~2) + f(fa+ b+ vT5)  Th(a+k)(w+ 17!
w+ 1 VE(y —x)k

w41

2v(y—1>ﬂ;) ( k ) {9‘ a4 L 0] + L@ !f’(y)|]

(w+ a+k 2

X [J(O(;:wbﬂwﬂy) f(fa+ b+ ~yx) + ‘]Oék+ﬁb+,yz+wy) f(fa+ pb+ W?J)] ‘

esitsizligi gecerlidir [69].

Sonug 2.2.27 Teorem 2.2.52’de @ = w = k = 1 olarak alinirsa

z+y 1 Oa+Bb+~y
‘f@a bt 2 ) - Yy — ) /GaJerJr'ym flu)du

esitsizligi elde edilir [69].

Sonug 2.2.28 Teorem 2.2.52’de § = 0 = [ ve v = 1 olarak alinirsa

w1 (y — )%

w41 w+1

f(fﬁ)+f(ﬁﬁ)rAa+kmu+Dz1P$hmf@)+ﬁﬁﬂ)ﬂw}

((:j;f))? (a+k) [/ (@) + ' ()]

esitsizligi elde edilir [69].

Teorem 2.2.53 Lemma 2.2.17'nin sartlar altinda ¢ > 1 ve ]lp + % = 1 i¢in |f'|9, konveks

bir fonksiyon olsun. Bu durumda

F(8a+ Bb+ Y= + f(Fa+ B+ 1) Tyt k(w4 DE!
w+1 VE(y — )%

a,k a,k
X |:J(9a+ﬁb+'y“x+y f(ea + 66+ ’71’) +J(9a+ﬁb+»yﬂ“w+7+w1y)+f<9a + b+ ’Yy):| |

i ()

o4



<J(o@r + a0+ (e 2 f,@)‘q))i

2(w+1) 2(w+1)
F(or@p s oo (5ol 25 ) )|

esitsizligi gecerlidir [69].
Sonug 2.2.29 Teorem 2.2.53’de @ = w = k = 1 olarak alinirsa

Tty 1 Oa+pBb+vy
‘f<0a+ﬁb+7 5 )_v(y—x)/g Fluw)du

a+Bb+~yz
< Wy—z) 1
- 4 p+1

+ (9|f’(a)|q + 8L ()7 + 7<1|f'(y)|q + Z'fl(‘””q));]

011/ (@)1 + BLF O+ ( 317 @0+ 17w ) )
( (

3=

4
esitsizligi elde edilir [69].

Sonug 2.2.30 Teorem 2.2.53’de §# = 0 = 8 ve v = 1 olarak alinirsa

w+1 (y— )%

f czzszry +f :L:rwy -
‘ ( +1> ( +1> Tpla+k)(w+1)s! {J(‘{;,’iﬂ,)-f(@jLJ&ﬁff)*f(y)]

+(—1 P+ 2Dl

< U8 () |Gt 2 o)
2w+ D) |

2(w+1)
esitsizligi elde edilir [69].

Teorem 2.2.54 Lemma 2.2.17'nin gartlar altinda |f’|?, konveks bir fonksiyon ise ¢ > 1

icin

f(0a + Bb+ <) + f(Ba + Bb + 2 C Dila+R)w+ 1)
w+1 VE(y —a)*

o,k a,k
x[%wﬂ%mﬁﬁrfWa+ﬁb+7my+%wﬂ%mﬁﬁﬁfwa+ﬁb+vwﬂ

< (k) (g o

kw(w + 2k) + k? Ny k g ‘
”((cw1)<a+k)(a+2k)|f<x)| T i narm W ))

kO kB g
+(Sor@p+ o

koo +28) + 8 \\7
(w+1)(a+kz)(a+2k)|f(y)| )> }

5~

/()]

(w+1)

~~

o+ 2k)

95



esitsizligi gecerlidir [69].

Sonug 2.2.31 Teorem 2.2.54'de o = w = k = 1 olarak alinirsa

Oa+Bb+yy
‘f(9a+6b+'yx+y)—7(yl /6 F(u)du

2 - ‘T) a+Bb+vz

< 0(3) (@i S+ (Glrer+ %|f’(y)\q));

0 1 1 @
+(Gr@r+ S+ (§rer+ giror))]
esitsizligi elde edilir [69].

Sonug 2.2.32 Teorem 2.2.54’de § = 0 = 3 ve v = 1 olarak alinirsa

o

f u:ua:-l-y +f ij-wy a1
‘ ( +1) ( +1) Ti(a+k)(w+1) {J(a,l;ﬂ)f(x)juj(“{;’iﬁﬁf(y)H

w1 (y —x)* B
(y—x) [ k \'
o (ats)

ko(w +2k) + K, k AN
XK@H)(wk)(m%)'f@)' T oDz W )

1

k o hwla+2) R\
+((w+1)<a+2k>’f(”)‘ T et Dtk W )) }

esitsizligi elde edilir [69].

2.2.7 Uyumlu Kesirli integraller igin Hermite-Hadamard-Mercer Tipli Esit-

sizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar i¢gin uyumlu kesirli integral operatorleri iceren

Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tanim 2.2.10 (Uyumlu Kesirli Integral Operatorii) n = 0,1,2,... olmak iizere
a€ (n,n+1], 8 =a—-n,a,be R, a<bve f € Lla,b] olsun. Budurumda f : [a,+00] = R

fonksiyonunun a. mertebeden sol ve sag tarafli uyumlu kesirli integralleri sirasiyla,

(I3f) (t) = J:fl [(t — a)ﬁflf(t)} = i/ (t—x)"(z — a)ﬁflf(a:)da:, t>a (2.2.96)

)
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ve

n.

(CLof) (t) = T [(b— )P f ()] = i,/t (x —t)"(b— )’ f(x)de, t<b (2.2.97)

seklinde tanimlanir [1]. Eger @ = n+1 olarak almirsa 8 = a—n =n+1—n = 1 bulunur.

Boylece (13f) (t) = Jo f(t) ve (*Inf) (t) = J& f(t) olur.

Saad Thsan Butt ve arkadaglari, 2020 yilinda uyumlu kesirli integral operatorleri

yardimiyla asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

Teorem 2.2.55 f, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € [a,b] ve a > 0
olmak tizere uyumlu kesirli integraller i¢in
T+y ['a+1)
b——2| <
! (“ 2 ) = 2y—arT(a—n)
) {1V fla+b—a)+ @I fla+b—y)}

< fla)+ f(b) — (M) (2.2.98)
Pot0-"31) < s+ 0 - gt S )+ 0)
< @+ s0) -7 (457 (22,99

esitsizlikleri gegerlidir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [16].

Sonug 2.2.44 Teorem 2.2.55'de o« = n + 1 i¢in tamsay1 sirasina gore [50]'de ispatlanan

Teorem 3 elde edilir [16].

Teorem 2.2.56 0 < a < b olmak iizere f : [a,b] — R, [a,b] araliginda pozitif tanimh
bir fonksiyon ve f € Lla,b] olsun. Ayrica f, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon ve f’,
(a,b) arahiginda tanimh olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] ve @ > 0 olmak tizere uyumlu

kesirli integraller icin

f<a+b—x+y> < 2Ta+)

2 ~ (y—2)T(a—n)
oy oty
X {Ig”b : )f(a—l—b—x) +(“+b*%)laf(a+b—y)}

< fla)+ f(b) - (M) (2:2.100)

2

esitsizligi gecerlidir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [16].
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Lemma 2.2.18 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, [a, b] araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. f" € L[a,b] ise her x,y € [a,b], a > 0 ve t € [0, 1] igin
flatb—a)+ fla+tb—y)  n!
2 2(y — x)°
<AL fa+b— ) + I fa+ b —y) )

Bn+1,a—n)

y—a [
= = / [Br(n+1,a —n) — Bi_x(n+ 1,a — n)]
0

' (a+b— (tz + (1—t)y))dt (2.2.101)

esitsizligi gegerlidir. Burada B(-,-) beta fonksiyonu ve By(:,-) tamamlanmamig beta

fonksiyonudur [16].

Sonug 2.2.45 Lemma 2.2.18'de © = a ve y = b olarak alimirsa [50]’de Lemma 3.1 elde
edilir [16].

Teorem 2.2.57 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, [a, b] araliginda pozitif tanimh diferan-
siyellenebilir bir fonksiyon ve f € L[a, b] olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon
ise bu durumda her z,y € [a,b], « > 0 ve t € [0, 1] olmak iizere uyumlu kesirli integraller
i¢in

fla+b—2)+ fla+b—1y) n!

B(n+1,a—mn) 5 ~ 3y —a)n

X ATV fla+b— )+ @I fla+b—y)}

< @;@Bm+La—M{WMM+U%M—(Wwﬂ+vﬂm>}@lm@

2

esitsizligi gecerlidir. Burada B(, ) beta fonksiyonudur [16].

Sonug 2.2.46 Teorem 2.2.57’de x = a ve y = b olarak alinirsa [64]'de s = 1 6zel durumu
icin Teorem 3.1 elde edilir [16].

Teorem 2.2.58 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f € Lla,b| olsun. |f’|9, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon ise her

z,y € la,b], a >0 ve t € [0,1] olmak tizere uyumlu kesirli integraller i¢in

X {1V fla+b—a) + @ fla+b—y)}
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esitsizligi gecerlidir. Burada B(-,-) beta fonksiyonu olup

U = 2/0é (/OH 2" (1 — x)a—"—l)p

seklindedir [16].

Sonug 2.2.47 Teorem 2.2.58'de = a ve y = b olarak alimirsa [64]'de s = 1 6zel durumu
i¢in Teorem 3.2 elde edilir [16].

Lemma 2.2.19 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. f’ € L[a,b] ise uyumlu kesirli integraller igin

29-1n!
(y — )~ [

_B(n+1,a—n)f<a+b—x;_y>

1
= y;x{/o Bt(n—l—l,a—n)f’<a—l—b—(%x%—%y))dt
_/lBt(n+1,a—n)f’(a+b— (%y+—2;t ))dt} (2.2.104)
0

esitsizligi gecerlidir. n = 0,1,2,3,--- i¢cin a € (n,n + 1] olmak iizere burada B;(a,b)

I8y sy J(atb—2) + 10 eny flatb— y)]

tamamlanmamig beta fonksiyonudur [16].

Sonug 2.2.48 Lemma 2.2.19’da z = a ve y = b olarak almirsa [65]'de Lemma 2.1 elde
edilir [16].

Teorem 2.2.59 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 i¢in |f’|?, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise uyumlu

kesirli integraller i¢in

2a—ln! N )
‘m [I(aerJ“Tﬂ)Jrf(a—i— b—x)+ [(a%i%)_f(a +b— y)}
_B(n+1,a—n)f(a+b_ x;y)‘
y—x
4

I3 (] @) + T F0)] = | @) = e/ (4)]")
+(If @) + T O =L f'(y) | = H2|f’(az)\q)3} (2.2.105)

esitsizligi gecerlidir [16]. Burada,

I = [Bn+1la-n)—Bn+2a-n),
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I, = -~[B(n+1,a—n)-Bn+3,a—n),

e S

I, = ~[3B(n+1,a—n)—4B(n+2,a —n)+ B(n+3,a —n)]

seklindedir.

Sonug 2.2.49 Teorem 2.2.59’da = a ve y = b olarak almirsa [65)'de Teorem 2.1 elde
edilir [16].

Teorem 2.2.60 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 ve 117 + % = 1 igin |f’|?, (a,b) araliginda konveks fonksiyon ise
uyumlu kesirli integraller icin

m ]E);_i_b_%)_i_ (f(a + b— I’)) + [&er_%y)_(f(a + b— y))i|
_B(n—l—l,a—n)f(a+b— x+y)‘

‘ 20— 1n! [

2

q

< eIl o) - fr@r - o))

+(}f’(a)|q +| ') - i}f’(y)lq - %}f’(m)r’) } (2.2.106)

esitsizligi gecerlidir [16]. Burada Q = fol (Bi(n+1,a— n))p dt seklindedir.

Sonug 2.2.50 Teorem 2.2.60’da z = a ve y = b olarak almirsa [65]'de Teorem 2.2 elde
edilir [16].

Lemma 2.2.20 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda iki kez diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon olsun. f’ € Lla, b] ise uyumlu kesirli integraller i¢in

2a—1n! N X
(y —z)® [I(a+b—#)+f(a+b — ) +I(a+b_%)_f(a+ b— y)}
—B(n+1,a—n)f(a+b_ x—;—y)

_ 22 [l
= (y8)/0 [tBi(n+ 1,0 —n) — By(n + 2, — n)]

X [f”(a—i—b— (;w—i- 22_75y)> —i—f”(a—i—b— (;er 2;t$>)] dt (2.2.107)

esitsizligi gegerlidir. o € (n,n 4+ 1], n =0,1,2,3,--- ile birlikte burada B;(a,b) tamam-

lanmamig beta fonksiyonudur [16].

Sonug 2.2.51 Lemma 2.2.20’de = a ve y = b olarak alimirsa [66]'da Lemma 2.1 elde
edilir [16].
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Teorem 2.2.61 a < b olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda iki kez diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon olsun. |f”|?, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise uyumlu

kesirli integraller icin

a=lp|
‘(;_—I)a [I&b_%m (fla+b—2)) + I(wab_%)— (fla+b— y))}
_B(n+1,a—n)f(a+b_ x;y)‘

< U@ + AL - M@ = dal )}

AL @]+ ALO] MW - A @]} (22.108)

esitsizligi gecerlidir [16]. Burada,

1
A = é[B(n—l—l,a—n)—23(n+2,a—n)—i—B(n—i—B,a—n)},
1
A = E[QB(n+1,a—n)—3B(n+2,a—n)+B(n+4,a—n)},
1
Ay = E[4B(n+1,o¢—n)—9B(n+2,a—n)+63(n+3,a—n)—B(n+4,a—n)]
seklindedir.

Sonug 2.2.52 Teorem 2.2.61°de = a ve y = b olarak alinirsa [66]'da m = 1 6zel durumu

i¢in Teorem 2.1 elde edilir [16].

Teorem 2.2.62 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda iki kez diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 ve ]lj + % = 1 igin |f"]9, [a, ] arahiginda konveks bir

fonksiyon ise uyumlu kesirli integraller igin

20-1p]
‘ By (J@+ b= 2) 4 10, ey (Fla+b—y)]

(y— =)
_B(n+1,a—n)f<a+b—“y>’

2

1
2 q

(y — )

<
- 8

v (1@ 4 o - @l - o)
+(lr@r + ol - 4w - 2\f”<x>|q);}, (22.10)
esitsizligi gecerlidir [16]. Burada,

U= /Ol[tBt(n—i- lL,a—n)— Bi(n+2,a—n)]"dt

seklindedir.
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Sonug 2.2.53 Teorem 2.2.62’de x = a ve y = b olarak almirsa [66]'da m = 1 6zel durumu

icin Teorem 2.2 elde edilir [16].

Teorem 2.2.63 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) arahiginda iki kez diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon ve f € L[a,b] olsun. ¢ > 1 ve 1% + é = 1 igin |f']9, [a, b] arahginda
konveks bir fonksiyon ise her z,y € [a,b], & > 0 ve t € [0,1] olmak iizere uyumlu kesirli

integraller icin

‘B(n+l’a_n)f(a+b_x);—f(a+b_y> a z(yrri'l’)a

{0 (fla+b=2) + (L) (fla+ b - y) }‘

1

< y_x{(/ol(l—t)(Bt(n+1,a—n)—31t(n—l—l,a—n))pdt)p
|/

@O (s Y )

Q=

LA

(

+ 1t(Bt(n+1,oz—n) — Bi¢(n+1,a—n))dt
( )
(

F(a))? ;L F®)le (%‘f’(:p)lq + %If’(y)l"))é}

esitsizligi gegerlidir [16]. Burada B(-,-) beta fonksiyonu ve By(-,-) ise tamamlanmamig

beta fonksiyonudur.

Teorem 2.2.64 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 ve zl? + % = 1igin |f'|%, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon

ise uyumlu kesirli integraller icin

20-1n)

‘(y—fv)a [
rT+y

—B(n—l—l,a—n)f(cH— 5 )‘

y4 H</O (%)(Bt(n—l-l,a—n))pdt)p
><<3|f’ |"+3|f( e <é‘f,(x>‘q+%|f,(y)’q)>é

+( ) ! (Bi(n+ 1,0 —n))" dt)p
(=

f( yq+|f’ b)|* _(%|f'(g;)\q+%\f’(y)\q));}
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o)
<3yf' \q+3\f( )| (é‘f’(y)\q+%|f'(ﬂf)‘q)>q
+< L(Bun+1, a—n))pdt>

( !q+|f’ b7 (%|f’(y)!"+é!¢’<x>|q>);H

esitsizligi gegerlidir [16]. Burada B(-,-) beta fonksiyonu ve By(-,-) ise tamamlanmamig

X

B =

beta fonksiyonudur.

Teorem 2.2.65 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. ¢ > 1 ve 1—1) + % = 1igin [f"]9, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise uyumlu kesirli integraller icin

20~ 1p)
‘m [[&erf%wfr(f(a_'—b )) +IEX b— L+y) (f<a+b— y)):|
_B(n—l—l,a—n)f(a—i—b—%)’

=

IN

y4 H(/;(?)(t&(n%—l,a—n)—Bt(”+2aa—”))pdt)p
><(3|f’ |‘1+3|f”( )| (é!f”(x)!% %f”(y)’q))é
+ /OlgtBth a—n)— Bt(n—l—Q,a—n))pdt)

f"(a |q+|f” b)[* _(1_12‘f”(x)‘q+é‘f”(y)r]));}

(
(
{( < )tBt(n—Floz—n) Bt(n+2,oz—n))pdt)
(
(f

S =

X

3 =

+

Q=

X

3|f// |q +3|fl/( )| (%l]p//(y)‘q + 1_72|f//(x)|q>)

3=

t
+ §tBt”+104—n) Bt(”+27a_n)>pdt)

(LSO (L o))

S

f

esitsizligi gecerlidir [16]. Burada B(-,-) beta fonksiyonu ve By(-,-) ise tamamlanmamig

beta fonksiyonudur.
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2.2.8 Yeni Uyumlu k-Kesirli Integral Operatérii I¢in Hermite-Hadamard-
Mercer Tipli Esitsizlikler

Bu boltimde, konveks fonksiyonlar i¢in yeni uyumlu k-kesirli integral operatorleri

iceren Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tanimm 2.2.11 (Yeni Uyumlu k-Kesirli Integral Operatérii) f, sonlu bir [a, b] ara-
liginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda 5 > 0, Re(5) > 0, k > 0 ve a € R/{0}

olmak iizere genellestirilmis sol ve sag tarafli k-kesirli uyumlu integralleri sirasiyla,

Ealiey

Bra _ 1 Plla—a) = (t—a) T f)
Wt (x)_kl“k(ﬁ)/a < " > e dt (2.2.110)

ve

=@

bra gy L [P (b=2) = (0=t)*\FT f(D)
kdbf<$>—krk<ﬁ)/x( = > T (2.2.111)

seklinde tammmlanir [56]. Burada Iy, k-gama fonksiyonudur.

k > 0 ise ['y, gosterimi olan k-gama fonksiyonu,

1-m X1
Fu(a) = lim TR (mk): (2.2.112)

m—o0 (Q{)ka

seklinde tanimlanir.

Re(a) > 0 ise integral formdaki k-gama fonksiyonu,
o0 tk
Ti(a) = / e wt*at (2.2.113)
0

seklinde tammmlanir. Ayrica ol'y(a) = T'x(a + k) olur.

Saad Thsan Butt ve arkadaglari, 2020 yilinda yeni uyumlu k-kesirli integral operatorleri

yardimiyla agsagidaki sonuglari elde etmislerdir.

Teorem 2.2.66 «,3 > 0 ve f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

z,y € |a,b] i¢in

2 (y — )%
X {gﬁ(ﬁ_b_%ﬁf(a +b— :)3) +§J?a+b_%),f(a +b— y)}
< fla)+ f(b) - (f(a:);f(y)) (2.2.114)

esitsizligi gecerlidir [18].
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Sonug 2.2.54 i) Teorem 2.2.66’da k = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [26)’da Teorem
2.1 elde edilir.

ii) Teorem 2.2.66'da o = k = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [62]’de Teorem 2 elde
edilir [18].

Teorem 2.2.67 «, > 0 olmak {izere f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu

durumda her z,y € [a, b] igin

fors="5Y) = s s - S s + 35S}

< fla)+ f(b) — f(i”’) (2.2.115)

ve

f(a+b_x+y> _ afDu(B+ k)

2 2y — x)°F
{8y S (@D =) + ey Tla+b =)
< f(a+b—33)n2Lf(a+b— y)
< f(a)+f(b)—w (2.2.116)

esitsizlikleri gegerlidir [18].

Sonug 2.2.55 Teorem 2.2.67°de « = = k = 1 olarak alimirsa [36]’da Teorem 2.1’de

ispatlanan
Fa+0-250) < s +s0) - [ fleara-on)a
< s+ 50 - 1“5

f(a+b—x+y) < L yf(a+b—t)dt
2 Yy—o Jg
esitsizlikleri elde edilir [18].

Lemma 2.2.21 a < b ve ,, 3 > 0 olmak iizere f : [a,b] — R, diferansiyellenebilir bir

65



fonksiyon ve f’' € L[a,b] olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] i¢in

) B8
2a§—1a§1“k(ﬂ + k) (5o B
(y — x)a% {i\j(a-;-b—%yyrf(a +b—1x)+ fd(a%_%),f(a +b— y)}

—f<a+b— x;y)
R /01(1_%_15)@)’2
x{ff(a+b_ <2g%+gy)) —f/(a+b— (gH%y))}ﬁ (2.2.117)

esitsizligi gecerlidir [18].

Sonug 2.2.56 i) Lemma 2.2.21’de, k = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [26)’da Lemma
3.1 elde edilir.

ii) Lemma 2.2.21'de, « = k = 1, z = a ve y = b olarak almirsa [63]'de Lemma 1.1’e

indirgenir [18].

Lemma 2.2.22 a < b ve o, > 0 olmak tizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun. Bu durumda her z,y € [a, ] i¢in
flatb—a)+ flatb—y) aflu(B+k)
2 2(y — I‘)a%
X {iﬁi‘m,yﬁf (a+b—x)+ 730 o flatb— y)}

ey )

X f'lla+b— (tz+ (1 —t)y))dt (2.2.118)

esitligi gegerlidir [18].

Sonug 2.2.33 Lemma 2.2.22’de o = = k = 1 olarak alinirsa,

_ a . a+b—x
e e ML
- y_x/l /
= 0(2t-1)f (a+b— (tz+ (1 —t)y))dt (2.2.119)

esitligi elde edilir [18].

Sonug 2.2.57 Sonug 2.2.33’de z = a ve y = b olarak almirsa (2.2.119), [22]’de Lemma
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2.1’de ispatlanan

fla) + f(b) 1a/bf(t>dt:b;a/ol(Qt—1)f’((1—t)a+tb)dt

esitligine indirgenir [18].

Teorem 2.2.68 a < b ve o, > 0 olmak iizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve f’ € L[a,b] olsun. |f'|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise her z,y €

la,B] icin
_f(a+b—$;y)‘
< y;%i[(}f’<a>|+\f’<b>|>(a§+13(§+1é))
Al (o t) o(0)))
Ao (oG d) oG o))
Hr @]+ o (—(5 1)
Aol (o) o d))
Hirol( s (B 2) s (2o )] 2:2120)

esitsizligi gecerlidir [18].

Sonug 2.2.58 i) Teorem 2.2.68'de k = 1, x = a ve y = b olarak alimirsa [26]’da Teorem
3.1 elde edilir.

ii) Teorem 2.2.68'de a = k = 1, x = a ve y = b olarak alimirsa [63]’de ¢ = 1 6zel durumu

i¢in Teorem 5 elde edilir [18].

Teorem 2.2.69 a < b, o, > 0 olmak iizere f : [a,b] — R, diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. ¢ > 1 i¢in |f'|%, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise

bu durumda her x,y € [a, b] igin

B B
20@—10@1};(& + k?) ~or o
( )aﬁ {id(a+b_m)+f(a +b—z)+ g‘j(a—f—b—m)*f(a +b— y)}
Y—x) k 2 2
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iy a+b—¥)

< (i)
{reiron((a(z2)
Aror (e (o) -2 (i0))
+\f’(y)\q(2a1£+l (B -

Hrol (= (

esitsizligi gecerlidir [18].

Sonug 2.2.59 i) Teorem 2.2.69’da k = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [26)’da Teorem
3.2 elde edilir.

ii) Teorem 2.2.69'da o = k = 1, * = a ve y = b olarak alimirsa [63]’de Teorem 5’e

indirgenir [18].

Teorem 2.2.70 a < b, a, 3 > 0, f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
f" € Lla,b] olsun. ¢ > 1 ve % + % = 1 igin | f'|%, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise

bu durumda her x,y € [a, b] igin

B8 B8
QQE—laEFk(ﬁ+ k) o -
{g‘j(a+b—%)+f(a + b— i[)) + ’gd(ﬁbi%y),f(a + b— y)}

IN
<
>
&
o
=@
VR
Q
>
—
=
Sy
7 N\
>
=
—+
=
| —
N—
N———
]

(@ |rop - (AR |f/<y>rq>)é

+(1r@p+ o - (L '(y)‘q));} (22.122)

esitsizligi gegerlidir [18].
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Sonug 2.2.34 Teorem 2.2.70'de o = k = 1 olarak alinirsa

'yiw/a:i;f@)dt—f(aw_ x;y)‘
< H(ir@p e pop- (@0
+(\f’<a>\q + | 0)|" - (’f’W z3lf’(y)lq))3}

esitsizligi elde edilir [18].

Teorem 2.2.71 a < b ve o, > 0 olmak tizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. ¢ > 1 ve 1/p+ 1/q = 1 i¢in |f’|9, [a, b] arahginda konveks

bir fonksiyon ise her z,y € [a,b] i¢in

8 B
QQE—laEFk(ﬁ + k) o »
(y — m)a% {/lf\j(aer—mTﬂ)-kf(a +b—x)+ fd(%bf%y)_f(a +b— y)}

Afe-3)

kL o+ g (2E )

IN

BE+1,)+B(E+1,1) .
(Bl e )
<z(3@+112a;+ﬁ+12 >f(> ‘
(D)
(@) + o) (—B(é;ﬁ)) - ((B<% : 1’%@75 Bt 1’%))}f’(a:)|q
+(B(§ L %)agf(g L é)) }f’(y)|q)é} (2.2.123)

esitsizligi gecerlidir [18].

Teorem 2.2.72 a < b olmak iizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

f € Lla,b] olsun. |f'|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise her z,y € [a, b] i¢in

‘f(a+b—x)+f(a+b—y) _abTu(B+E)
2 2(y — x)*%

(s e @ b= )+ s Sa k0= )}

< L2 (@l + o)

B(z. 5 +1)
Qi+l
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TR )
B, (3) s(3240)

()« o) 2ot

_|£'§(f3|{32£ (é%* 1) - B(§,§+ 1)}

1 0 O P

esitsizligi gecerlidir [18].

Teorem 2.2.73 a < b ve o, 5 > 0 olmak iizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. ¢ > 1 ve % + % = 1 i¢in |f']9, [a,b] araliginda konveks bir

fonksiyon ise her z,y € [a,b] i¢in

8 B
204E—104§Fk(ﬁ + k) o .
(y — )% {g\j(a-i-b—%ﬁf(a +b—z)+ ﬁa(wb_%y),f(a +b— y)}

!
(y — 2)ak H(B(g,gm 1))é
2 qept!

><<|f’(a)|q+ o) (15—2|f’(x)|q+ %\ff(y)‘q»é

IN

+<B(éa §p2+ 1;£;+?<§7%p+ 1));

x (\f’<a>|‘1 : FROI (é‘f,@)}q . é}f’ﬁwlq))q}

+{(B<i§pﬁj 1>)i SO (L S TlW))é
+<B<$, i+ 1;5—”?(57%% 1));

(PO (L L)) ) 22125)

esitsizligi gecerlidir [18].

Teorem 2.2.74 a < b ve o, > 0 olmak iizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve f' € Lla,b] olsun. ¢ > 1 olmak tizere |f'|?, [a,b] araliginda konveks bir
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fonksiyon ise her z,y € [a,b] i¢in

B B
(5o o105 S0

_ % B 2 B 1 17% , 1
< PR {(PEER) (vrar s ron (PAE)
L q 2 3
_(2ag+1|f/( )| B(aéH) +B(&’§“>)
20415“‘f,<y>‘q<3 %é”) _BG’%H))))Q
B 241 — B2 2+1)\ s
ar+l
B(L,241)— B(2,241)
o+l )

esitsizligi gegerlidir [18].
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2.2.9 Genellestirilmis Orantili Kesirli integraller igin Hermite-Hadamard-
Mercer Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar igin genellestirilmis orantili kesirli integral opera-

torleri iceren Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tanmim 2.2.12 f € La,b] olsun. k € (0,1], 8 € Cve R(B) > 0 olmak iizere genellegtirilmisg

orantih kesirli integral operatorleri olan jf Jr’k f ve jbﬁ,k f sirasiyla,

1 E—1

(jaﬁ;kf) (x) = ENE) /ar exp {T(:r; - t)] (x — )P~ f(t)dt, r>a (2.2.127)

ve

1 ’ k—1
ﬁ’k R _ _ 571
(j_ f) (x) = FT() /x exp {—k (t a:)} (t —x)°~ f(t)dt, r>b (2.2.128)
seklinde tanimlanir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [28].

(2.2.127) ve (2.2.128)’da k = 1 olarak aliirsa klasik Riemann-Liouville kesirli integralle-

rine indirgenir.

Seda Kiling Yildirim ve Hiiseyin Yildirim, 2020 yilinda genellegtirilmig orantili kesirli

integral operatorleri yardimiyla agagidaki sonuclar: elde etmislerdir.

Teorem 2.2.75 f, pozitif siirekli, azalan ve [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun.

Her z,y € [a,b], k € (0,1], @ > 0 olmak iizere genellestirilmig orantil kesirli integraller

icin
w2 () wl -3
< gl () s )re s
s [ + g )
< ml S () Sl m-o(5Y)] e

11 =/k—1\" 1 r+y
E{E+2( k ) a+n]f(a+b_ 2 )
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IN

—>a [j(‘;fb_yﬁf(a +b—2x)+ ‘Y(Z’fb_x),f(a +b— y)}

(VAN

| —
| — |

| —

n=1

a+§:(/~c;1)"@in] [f(a+b—:c);—f(a+b—y)

< wlrr () w oo - (55

esitsizlikleri gegerlidir [34].

|

(2.2.130)

Sonug 2.2.60 Teorem 2.2.75'de k = 1 ve a = 1 olarak alimirsa Kian ve Moslehian

tarafindan [36]’da ispatlanan

m—i—y) <

f(a+b— 5

ve

r+vy
f(a—i—b— 5 )

esitsizlikleri elde edilir [34].

£la) + f(b) — /0 Fltr+ (1 - tyy)dt
fl@) + Fb) — f ( *y)

2

< y%x " Hatb— bt
< fla)+ g - DI

Teorem 2.2.76 f, pozitif siirekli, azalan ve [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun.

Her x,y € [a,b], k € (0,1] ve a > 0 olmak iizere genellestirilmig orantili kesirli integraller

icin

2 11 X /k—-1\" 1
k_a[EJrnZ(k)oHrn

=1

o,k
(at+b—2Ee)—

2°T ()
oo |

fla+b—y)+ \7(‘Zfb_$)+f(a +b— :s)]

f(a—i—b—x;y)

f@)+ f(y)

2 11 X /k-—1\" 1
k_a[EJr;(k:)oHrn

esitsizligi gecerlidir [34].

HCEROREES

} (2.2.131)

Lemma 2.2.23 a < b olmak iizere f, pozitif siirekli, azalan ve (a,b) arahginda konveks

bir fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. Her x,y € [a,b], k € (0,1] ve a > 0 olmak tizere
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genellegtirilmig orantili kesirli integraller igin

kE—1

%[f(a+b—x)+f(a+b—y)]

Bk - DI(a) [
2(y — x)ot

_ k%al'(a)

2(y — x)”

= ¥=7 / e TS (a4 b— (tr + (1 —t)y))dt

0

‘7(?;—7-212:)*][(@ +b— y) + \Ziléfy)+f(@ +b— 33)]

[‘Zifbfx)—f(a +b— y) + ‘szbfy)-&-f(a +b— ;L’)i|

2
y—x
2

1

/ CFL = 0 f (b — (tz+ (1 — t)y))dt (2.2.132)
0

esitligi gegerlidir [34].

Sonug 2.2.35 Lemma 2.2.23'de k = 1 ve a = 1 olarak almirsa Sarikaya ve Ogiilmiis

tarafindan [50]’de ispatlanan

[flatb—a)+ flatb—y)] 1 [ [o
5 -
= ?/;x/l(%—l)f/(a+b—(tx+(1_t)y))dt (2.2.133)

esitligi elde edilir [34].

Sonug 2.2.61 Lemma 2.2.23’'de k =1, a = 1, z = a ve y = b olarak alinirsa Dragomir

ve Agarwal tarafindan [9]'da ispatlanan

fla)+fo) 1 [
2 a b—a/a J(w)du

— b;a/ol(Qt—1)f’(a+b—(ta+(1—t)b))dt (2.2.134)

esitligi elde edilir [34].

Sonug 2.2.62 Lemma 2.2.23'de k = 1 olarak alimirsa Sarikaya ve Ogiilmiis tarafindan

[50]’de ispatlanan
al'(«)
2(y — )
< [Ty Fatb—y) + Ty flat b= )]

_ y;x/o (2 f (a+b— (tz + (1 — t)y))dt

fla+b—2)+ fla+b—y)—

e f”/o (1= 8)°f (a+b— (tz + (1 — t)y))dt
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esitligi elde edilir [34].

Lemma 2.2.24 a < b olmak iizere f, pozitif siirekli, azalan ve (a,b) arahginda konveks
bir fonksiyon ve f’ € Lla,b] olsun. Her z,y € [a,b], kK € (0,1] ve @ > 0 olmak {izere

genellegtirilmig orantili kesirli integraller igin

a—l9oa _
E—Eiﬁ—ﬂ[jziﬁwﬁﬂa+b—x%+7“Lk ﬂa+b—yﬂ

(y—z)> L (arth=25)"
L (To s Jlatb—2) + T0E e fa+b-y)]
(y — z)o LV (ard=t5)* (a+b—=34)~

1
— - 2—1 t
— y4x/0 elcicltta[f’(a—i—b—( 5 :U—|—§y>)
, t o 2—t
f(a+b (2x+ 5 Y dt
esitligi gegerlidir [34].

Sonug 2.2.63 Teorem 2.2.75’de x = a, y = b ve k = 1 olarak alinirsa Sarikaya tarafindan
[62]’de ispatlanan Teorem 3 elde edilir [34].

Sonug 2.2.64 Teorem 2.2.75°de x = a, @« = 1, y = b ve k = 1 olarak alinirsa [22]'de
Teorem 2.2 elde edilir [34].

Sonug 2.2.65 Lemma 2.2.24’de k = 1 olarak almrsa Sarikaya ve Ogiilmiis tarafindan
[50]’de ispatlanan

2a—1
G ez J@ D=0 4 Ty ) Jlatb—y)
r+y
—f<a +b— T)

1
y—x , 2—t t , t 2—t
= t* b— = — b— |-+ — dt
esitligi elde edilir [34].

Teorem 2.2.77 a < b olmak {izere f, pozitif siirekli, azalan ve (a,b) araliginda konveks
bir fonksiyon olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise her x,y € [a,b], k €

(0,1] ve a > 0 olmak iizere genellestirilmis orantil kesirli integraller igin

k-1

S-[flatb—a)+fa+b—y)
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ka—l - 1T B .
N (< )?HEO[) [‘7(Z+zl)fx)ff(a +b—y)+ ja+iy]§+f(a +b— x)]

k%ol
2y — (;;?1 ZZfbfx)—f(a +b—y)+ j{Z’fb,yﬁf(a +b— x)]
, @)+ 1P W)
< (|f<a>|+|f<b>|— . )

1 % &K (k-1\"1 1 S
— — | = — 2.2.135
X(a—i—l a—|—1+nz< k ) n!<a+n+1 a+n+1 ( )

=1
esitsizligi gecerlidir [34].

Sonug 2.2.66 Teorem 2.2.75°'de x = a, y = b ve k = 1 olarak alinirsa Sarikaya tarafindan
[62]’de ispatlanan Teorem 3 elde edilir [34].

Sonug 2.2.67 Teorem 2.2.75'de x = a, o = 1, y = b ve k = 1 olarak alinirsa Teorem
2.2.75, [22]'de Teorem 2.2’ye indirgenir [34].

Sonug 2.2.68 Teorem 2.2.77'de k = 1 olarak almrsa Sarikaya ve Ogiilmiis tarafindan
[50]’de ispatlanan

al'(a)
2(y — )~

x[Tsay Fla+b =)+ Ty fla+ b)) ‘

< (1@ +1rm) - TE0)

1f<a+b—x>+f<a+b—y>—

esitsizligi elde edilir [34].

Teorem 2.2.78 a < b olmak tizere f, pozitif siirekli, azalan ve (a,b) araliginda konveks
bir fonksiyon olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon ise her =,y € [a,b], k €

(0,1] ve a > 0 olmak iizere genellestirilmis orantil kesirli integraller igin

ko120 (k — 1) [

Tortepy flasb—a) + To M, fla+b—y)

(y — )~ (b=t
+% [J(‘;fb,x;y) flatb—2)+T00 . f<a+b—y)]
2 (o b- 12|
< Y= L+1+n§%( )na+i+1]('f/(“”*'f'(b)'_ |f’(x)|;|f’(y)|)

esitsizligi gecerlidir [34].
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Sonug 2.2.69 Teorem 2.2.78'de k = 1 olarak alimirsa Sarikaya ve Ogiilmiis tarafindan
[50]’de ispatlanan

2&—1
'm [ ooz [0 =2) + T0 L, e fla+b—y)
Tr+y
—f<a+b— . )‘

e UCRICIEE iy

esitsizligi elde edilir [34].

Sonug 2.2.36 Teorem 2.2.78'de k = 1 ve o = 1 olarak almirsa Sarikaya ve Ogiilmiis

tarafindan [50]’de ispatlanan

' ! /aa+b_zf(u)du—f<a+b— %)‘

Y= Jatb—y
=)+ If’(y)q
2

< Y7
= 4

[|f'<a>| 1P )

esitsizligi elde edilir [34].

2.2.10 Atangana-Baleanu Kesirli integraller igin Hermite-Hadamard-Mercer
Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar icin Atangana-Baleanu kesirli operatorleri iceren

Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tanim 2.2.13 b > a ve a € [0,1) olmak iizere f € H'(0,b) olsun. Bu durumda yeni

Caputo Fabrizio tiirevi,

02 = 11 [ sy |29 @ 2:2136)

seklinde tanimlanir. Burada M («), normalizasyon fonksiyonudur. Bu durumda, M (0) =

M(1) =1 dir [19].

Tamm 2.2.14 (Caputo-Fabrizio Kesirli Integral Operatorii) b > a ve a € [0,1)
olmak tizere f € H'(a,b) olsun. Bu durumda sol ve sag tarafh Caputo-Fabrizio kesirli

integralleri sirasiyla,

l—«o

crpay i = L% e [
(E717) 10 = Frs 10+ 5 [ 1wy
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ve

Foro -« o) b
(CT) 10 = Frs 10+ 5o [ T

seklinde tamimlanir. Burada B(«) normalizasyon fonksiyonudur [5].

Tamim 2.2.15 (Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi) b > a ve a € [0, 1) olmak iizere

f € H'(a,b) olsun. Bu durumda,

42 (1) = - _a/ e { (t_I)a]dx (2.2.137)

l—«

seklinde tanimlanir [10].

Tanim 2.2.16 b > a ve a € [0,1) olmak iizere f € H'(a,b) olsun. Bu durumda

Atangana-Baleanu kesirli tiirev tanimi

ABR D2 [f(1)] 1_@ - / f(x [ (tl__xo)éa}dx (2.2.138)

seklindedir [10].

Tamm 2.2.17 (Atangana-Baleanu Kesirli Integralleri) f € H'(a,b) olsun. a < b
ve a € (0,1], B(0) =1 = B(1) olmak iizere B(a)) normalizasyon fonksiyonu ve I'(«v) gama

fonksiyonu ise

-«
PR} = 50+ 5 [ -y
seklinde tammlanir [10].
Abdeljawad ve Baleanu, integral operatoriiniin sag tarafim [4)’de agagidaki gibi ifade
etmistir.

Teorem 2.2.79 f € H'(a,b) olsun. a < b ve a € (0,1], B(0) = 1 = B(1) olmak {izere

B(«) normalizasyon fonksiyonu ve I'(a) gama fonksiyonu ise

PO} = o)+ s [ 1 -0y

olur.

Liu ve arkadaslar1, 2020 yilinda Atangana-Baleanu kesirli integral operatorleri yardimiyla

asagidaki sonuglari elde etmiglerdir.
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Teorem 2.2.80 0 < a < b olmak tizere f : [a,b] — R, pozitif konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda her z,y € [a,b] ve a € (0, 1] i¢in

war’ (= 7)

< ﬁ {t T f @+ b=2) + 48, T flatb—y)}
; @ {fla+b—x)+ fla+b— y)}}
< S Q@ + 0= @) + 1) (2:2.139)
B(a)lf( )f<a+b_ x?)
< O+ 10) - e ({7 + 12 )
e @+ 1]
< m[f(a) + f(b) — f(x;yﬂ (2.2.140)
esitsizlikleri gecerlidir [41].
Sonug 2.2.70 Teorem 2.2.80’de o« = 1 olarak alinirsa Kian ve Moslehian tarafindan

[36]'da ispatlanan Teorem 2.1 elde edilir [41].

Lemma 2.2.25 0 < a < b olmak {izere f : [a,b] — R, diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda her z,y € [a,b] ve € (0, 1] olmak fizere Atangana-Baleanu kesirli

integrali icin

(y—2)*  1-a«a
(B()()+ B(a)
[ atb—y) Latb—z) f (@ +b—x) + éﬁ—b—x)l(oé-yb—y)f(a +b— y)]

[ L
B(a)F(a)/O(t (L=0)*)f (a+b—(tw+ (1= t)y))dt  (22.141)

>Uw+b—@+fw+b—w]

esitligi gegerlidir [41].

Sonug 2.2.71 Lemma 2.2.25'de o = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [22]’de Lemma 2.1
elde edilir [41].

Teorem 2.2.81 0 < a < b olmak iizere f : [a,b] — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve f' € Lla,b] olsun. |f’|, [a,b] aralhiginda konveks bir fonksiyon ise Atangana-Baleanu
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kesirli integralleri i¢in

(y—o)* 1-a )+ flatb—
\(B@ S ))[f(a+b )+ Flatb—y)

[éﬁb o atb-2) f(a +b—a)+ éllibfx)j(.é+bfy)f(a +b— ?J)]

<a2+1_ ( ){ )|+|f()‘_|f’(w)!;|f’(y)|}

esitsizligi gecerlidir [41].

Teorem 2.2.82 0 < a < b olmak tizere f : [a,b] — R, diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve f" € Lla,b] olsun. ¢ > 1 ve 1% + % = 1 igin |f’|%, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise bu durumda z,y € [a, b] olmak iizere Atangana-Baleanu kesirli integralleri igin

(y —x)* l1—a . . -
‘(B<a>r<a>+3<a>)[f<a+b )+ fla+b—y)

- [éﬁbfy)f(%wﬁ)f(a +b—x)+ éﬁbfx)l(oo{way)f(a +b— y)] ’

(=2 (22N L @)
B(a)T () ( ap+1 ) {\f(a)l +11/(0) 5 }(2.2.142)

esitsizligi gecerlidir [41].

Lemma 2.2.26 0 < a < b olmak {izere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon olsun. f* € L[a,b] ise her z,y € [a,b], o € (0,1] ve t € [0,1]

icin

(y —x)* 11—« . . -
(B(&)F(aﬁB(&))W“b )+ fla+b—y)

_ [?ﬁbfy) Iy flatb—a)+ 28, 10 fla+b— y)]

_ %V;u_ﬂ“]f”(ﬁb—(m+(1—t)y))dt
_ /01 ta+1f” (a—l— h— ((1 —t)x —i—ty))dt] (2.2.143)

esitligi gegerlidir [41].

Teorem 2.2.83 0 < a < b olmak iizere f, [a,b] arahiginda iki kez diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. f* € L[a,b] olmak iizere |f"| konveks ise bu durumda her z,y € [a, b],
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a € (0,1] ve t € ]0,1] igin

(y —x)* 11—« . . -
’(Bm)r(a) * B(a)) [fla+b—2)+ flatb—y) (2.2.144)

- [éﬁbfy)f(cfwax)f(a +b—1x)+ ézﬁbf:r)I&erfy)f(a +b— Z/)} ’

a(y —x)* " " /" (2)] 1 ()
B(ogj)F(a +2) H (lf (@) + 1 <b>|) (a —1|— 2) ((a +2)(a + 3) + (c +y3)> }
)

H (@1 o) 25 - (G @+ g ) |

esitsizligi gecerlidir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [41].

Sonug 2.2.37 Teorem 2.2.83’de o = 1 olarak alinirsa

5 - f(u)du

‘f(a+b—x)+f(a+b—y) 1 /“*b“"

+b—y

y —4@2 [<|f”(a)| +170)) - (élf”(rv)l + éf”(y)l)}

<

esitsizligi elde edilir [41].

Teorem 2.2.84 0 < a < b olmak iizere f, [a,b] arahginda iki kez diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. f* € Lla,b] olmak iizere ¢ > 1 ve ]l) + % = 1 icin |f"|?, konveks ise her

x,y € la,b], t €0,1] ve a € (0,1] igin

(y—2)* 11—« . i -
‘(B(a)r(aﬁB(a))[f(“b )+ fla+b—y)

[ s fla b= ) + (8, T fla+b—y)]

1

;((g);(z)f; K(@ - 11)p - 1) ' (|f“(a)|q +1f ()]~ <|f"(a:)|q ; If"(y)lq)) g

(e DY (s e - (LTI T 0

(a+1)p+1

Q=

esitsizligi gecerlidir. Burada I'(-) gama fonksiyonudur [41].

Sonug 2.2.38 Teorem 2.2.84’de o« = 1 olarak alinirsa

’f(a+b—x)+f(a+b—y)_ 1 /’”b_x

f(u)du
2 y—x +b—y ()

< WL (w1 o - (L0
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+(2p2i 1);<\fﬂ(a)\q (b)) — (|f”(x)|q _; |f”(y)|q)>é}

esitsizligi elde edilir [41].
2.2.11 Genellestirilmis Kesirli integraller igin Hermite-Hadamard-Mercer Tipli
Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar igin genellestirilmig kesirli integral operatorleri

iceren Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tamim 2.2.18 f € L[a,b] olsun. Ayrica h : [0, +00) — [0, +00) ve
" h(t
/ th < +o0
o ¢

sartini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda a > 0 ile tanimlanan sol ve sag tarafh

genellestirilmig kesirli integralleri {751+ ve $RET,- sirasiyla,
GRL “h(z —1)
n i f(x) = —tf(t)dt, a<uwx (2.2.146)
a T —
b
h(t —
GRLT f(x) = / %f(t)dt, r<b (2.2.147)

seklinde tammlanir [60].

Sonug 2.2.72 Tanim 2.2.1’den kesirli hesabin bilinen bazi tanimlari 6zel durumlar olarak

elde edilebilir [60]. Yani,

i) h(t) = £~ ise Tanim 2.2.18, Tamm 2.2.1’de ifade edilen Riemann-Liouville kesirli
) h(t) = 7 ,

integraline indirgenir.

ii) h(t) = %(a) ise genellestirilmis kesirli integraller, k-Riemann-Liouville kesirli integ-

rallerine indirgenir [61].

iii) h(t) = Lexp (— 1=2¢) ise genellestirilmig kesirli integraller, iistel ¢ekirdekli kesirli

integrallere indirgenir [2].

iv) h(t) = t(y — t)* ! ise genellestirilmig kesirli integraller, uyumlu kesirli integrallere

indirgenir [1].
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Miguel Vivas-Cortez ve arkadaglari, 2021 yilinda genellestirilmig kesirli integral ope-

ratorleri yardimiyla agagidaki sonuglar: elde etmiglerdir.

Bu boéliim boyunca, asagidaki gosterim dikkate alinacaktir.

A(t) = fot Wdu ve A(t) := J@du < 400

Teorem 2.2.85 f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olmak iizere genellegtirilmis Rie-

mann Liouville kesirli integralleri i¢in

Plaso="50) < s+ 10 - gy [ ) + £,

< fla)+ f(b) — f(x;ry) (2.2.148)

T +y 1
f(a +0— ) < 2A(1) [gRLl(aer—y)*f(a +b—a) + 5 gy ay- Fla+b—y)

fla+b—2)+ fla+b—y)

2

f(@) + fy)
2

<

< fla)+ f(b) — (2.2.149)

esitsizlikleri gegerlidir [68].

Sonug 2.2.73 Teorem 2.2.85in gartlari saglanmig olsun . Bu durumda

i) h(t) =t ise Teorem 2.2.85, [36]’da Teorem 2.1’¢ indirgenir.
i) h(t) = % ise Teorem 2.2.85, [50]’de Teorem 2.1’e indirgenir.

iii) (2.2.149)’de h(t) = t, © = a ve y = b olarak alimirsa (2.2.149), Hermite-Hadamard

esitsizligine indirgenir.

iv) h(t) = gl ise

f <a+b— x;y)
Mp(a+k
2(kz§a_ x)z‘) [fLI(M,W,kf(a +0 =) + 1 sy fla+ b= y)]
fla+b—2)+ fla+b—1y)
2
f@) + )

2

IN

IN

IN

fla)+ f(b) -
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esitsizligi elde edilir.

v) (2.2.149)’de h(t) = ( 7. ¢ = a ve y = b olarak almrsa [62]'de tiretilen

a+b T(a+1) [p . fa)+ £(b)
f( 9 )§2(y—x) WL+ f(b) + ffb,f(a)]gT

esitsizligi elde edilir.

vi) (2.2.149)’de h(t) = —krtk(a)’ r = a ve y = b olarak alinirsa [25]'de iiretilen
a+b Fp(la+k) gy L RL f(a)—i—f(b)
IR B A N & a N7 N7

esitsizligi elde edilir.

vii) = a ve y = b olarak alinirsa (2.2.148),

IA

H57) = @+ 10 = g [0 ) + 87010

r+ 50 - £( 457

IN

esitsizligine indirgenir.
viil) = a ve y = b olarak alimirsa (2.2.149), [60]’da Teorem 5’e indirgenir [68].

Sonug 2.2.39 f: [a,b] — R konveks bir fonksiyon olmak iizere uyumlu kesirli integraller

icin
Plavo-"30) < s 0 - 5 [ o
< fla)+ f(b) — f(xgy) (2.2.150)

f<a+b—x+y) < L/Hb_gcf(zf)clodf

(ya - xa) a+b—y
fla+b—2)+ fla+b—y)
2

< flay+ g - 1D HIW

IN

(2.2.151)

esitsizlikleri elde edilir [68].
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Sonug 2.2.74 (2.2.151)’de © = a ve y = b olarak alinirsa Adil Khan ve arkadaslar

tarafindan [33]’de ispatlanan

f<a;b) S /abf(t)datg UOES{0

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.40 f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olmak iizere iistel gekirdege sahip

kesirli integraller i¢in

T+y a—1
forr-5Y) < @+ s - FeTm
x [PPI2 f(y) + VI (o)
< flo)+ o) - (55Y) (2.2.152)
r+y a—1
f<a+ - T> : 2[exp<—1jTa(y - x)) - 1]

X [exp]((fwawa(a +b—2) +PIG - flatb— y)}

fla+b—2x)+ fla+b—y)
2

< @+ o) - 1O

<

(2.2.153)
esitsizlikleri elde edilir [68].

Sonug 2.2.75 (2.2.153)’de x = a ve y = b olarak alinirsa {istel ¢ekirdege sahip kesirli

integraller i¢cin Ahmad ve arkadaglar1 tarafindan [7]’de tiiretilen

fla) + f(b)
2

a+b a—1 exp o P e £y
f( 2 >§2[exp(—%(b—a)>—1][ ar JO)+ T Te)) <

esitsizligi elde edilir [68].

Teorem 2.2.86 f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olmak iizere genellestirilmis Riemann-

Liouville kesirli integralleri icin

Pot0="50) < gas [ sy 0= ) 4§ oy flat b2
< f(a)+f(b)—w (2.2.154)
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esitsizligi gecerlidir [68].

Sonug 2.2.76 Teorem 2.2.86'nin sartlari saglanmig olsun . Bu durumda

i) h(t) =t ise (2.2.154), [36]'da Teorem 2.1 elde edilir.

ii) h(t) = t, v = a ve y = b olarak almirsa (2.2.154), Hermite-Hadamard esitsizligine

indirgenir.

iii) h(t) = i) ise Teorem 2.2.86, [50]'de Teorem 3’e indirgenir.

I«
iv) h(t) = %, r = a ve y = b olarak alinirsa Teorem 2.2.86, [63]'de Teorem 4’e in-
dirgenir.
v) h(t) = kr,:(a) ise
2" 1T, (0 + k
f(a+b—x+y) < k(Oé;F )
2 (y — )
X [ﬁwmb,%_,k flatb—y) + Ry enyonfla+b— x)]
flx) + [y
< )+ g - DI

esitsizligi elde edilir.

vi) h(t) = #%(a), x = a ve y = b olarak almirsa Teorem 2.2.86, [25]'de Teorem 1.1'e

indirgenir.

vil) = a ve y = b olarak alinirsa Teorem 2.2.86’dan

b 1

IN

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.41 f: [a,b] — R konveks bir fonksiyon olmak iizere uyumlu kesirli integraller

icin

atp— Y o P (R A())
f( +h——; ) < e "”y)”‘}/a f(t)dat < f(a)+f(b) 5 (2.2.155)

+b—y

esitsizligi elde edilir [68].
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Sonug 2.2.77 (2.2.155)’da @ = a ve y = b olarak alinirsa

(57) = ] /abf ot < L0

2

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.42 f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olmak iizere iistel ¢ekirdege sahip

kesirli integraller icin

r+y a—1
f(a+b_ 2 ) 2[exp<—%@)—l}

X |:eXpIEX b— x+y) f(a +0b— y) + exp[ﬁl+b7%)+f(a +bh— x)

IN

< fla)+ ) - T (22.156)
esitsizligi elde edilir [68].
Sonug 2.2.78 (2.2.156)’da = a ve y = b olarak alinirsa
a—l—b) < a—1 exp o eXpI
f( 2 — 2|:exp<_1?701@> _1] [ (a+) f(a’) a+ +f( ):|
< M (2.2.157)

esitsizligi elde edilir [68].

Lemma 2.2.27 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

f’ € Lla,b] olsun. Bu durumda genellegtirilmig Riemann-Liouville kesirli integralleri igin

fla+b—y)+ fla+b—1x) 1

2 2A(1)
X [ Harpyyr fla+b =) + 57 Ly 0y fla+b—y)] (2.2.158)
y—a [ :
- 2A( )/ [A(t) = AL = )] f(a+b— (tx + (1 —t)y))dt

_ /A Flatb—(te+(1— ) — fFlatb—(ty+(1—t)a))]dt
esitligi gegerlidir [68].
Sonug 2.2.79 Lemma 2.2.27'nin sartlar saglanmig olsun. Bu durumda,
i) h(t) =t ise Lemma 2.2.27, [50]’de Sonug 1’e indirgenir.
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i) h(t) = Ft((; ise Lemma 2.2.27, [50]’de Lemma 1’e indirgenir.

=

Eyle)

i) h(t) = m ise
fla+tb—a)+ fla+tb—y) Tila+k)

2 2(y — )k
X [fL](a-i-b—y)'*'v’“f(a + b— LL') + gLI(a-‘rb—x)—ka(a + b— y)}

esitligi elde edilir.
iv) = a ve y = b olarak alimirsa Lemma 2.2.27, [22]’de Lemma 2.1’e indirgenir [68].

Sonug 2.2.43 Lemma 2.2.27'nin sartlar1 saglanmig olsun, bu durumda uyumlu kesirli

integraller igin

flatb—y)+ fla+b—u) a e
2 Jo 0 / f(t)dyt (2.2.160)

+b—y

= S | O =M= 0l b= ot (= )

S [ MO b=t (= 0) = ot b= (e (1= )

esitlikleri elde edilir. Burada,

seklindedir [68].

Sonug 2.2.80 (2.2.160)’da = a ve y = b olarak alinirsa

fla) + f(b) a ’
= RACLE
_ b—a (! A Al b 4 (1 p
N 2A2(1)/0 [Aa(t) = Ao(1 = )] f'(tb + (1 — t)a)dt
- 26\;(?) /0 A ()[f' (b + (1 — t)a) — f'(ta+ (1 — t)b)]dt

esitlikleri elde edilir. Burada,

Y- (ta+ (1 —t)b)~

As(t)

seklindedir [68].
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Sonug 2.2.44 Lemma 2.2.27'nin sartlari saglanmig olsun. Bu durumda tstel ¢ekirdege

sahip kesirli integraller i¢in

flatb—y+flatb—x) a1 (2.2.161)

2 Q[exp(—%(y—x)) - 1]

X [e"p[&+b_y)+f(a +b—x)+"PIG - fla+b— y)]

= S | ) = A= 01+ b= o (1= )

St [ MO b= (1= ) = ot b= e+ (1= )

0

esitligi elde edilir. Burada,

seklindedir [68].

Sonug 2.2.81 (2.2.161)'de x = a ve y = b olarak alinirsa

fa) + f(b) a—1 oo N
> 2[exp(~152(b— a)) ~ 1] [T )+ o)

- QbAZ(;l) /0 [Aa(t) = Aa(1 = )] f'(ta + (1 = £)b)dt
- 26&;(?) /0 Ma(®)[f (b + (1 = t)a) — f'(ta + (1 — t)b)]dt

elde edilir. Burada,

seklindedir [68].

Lemma 2.2.28 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

f’ € Lla,b] olsun. Bu durumda genellegtirilmig Riemann-Liouville kesirli integralleri igin

1
2A(1)

—f<a+b—%>
st [l oo (528

_p <a+b_ (ngr ?y))l dt (2.2.162)

[gRLI(a+bJT+y)+f(a +b—z)+ gRLI(Hbf%)—f(a +b—y)




esitligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.82 Lemma 2.2.28’in sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda

i) h(t) = % ise Lemma 2.2.28, [50]’de Lemma 2’ye indirgenir.

o

ii) h(t) = #k(a) ise

2F 17y (a + k)
(y— )% [fLI@Hb—%)**f(a 0= 9) + i gy zppyenfla+b—2)

_f(a—kb—x;y)
_ y;“’/o t% {f’<a+b—<2;t$+%y>>
—f (a—l— b— (%x + ?y))] dt (2.2.163)

esitligi elde edilir.

ili) © = a ve y = b olarak alinirsa,

2A1(1) [ gy S0 4§ g S0)] = 1 (57)

- iA_(S /01 A(t) {f’ (%a—l— ?b) —f (Q;ta—i- %b)} dt (2.2.164)

esitligi elde edilir. [68]

Sonug 2.2.45 Lemma 2.2.28’in sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda uyumlu kesirli

integraller icin

=t L, 10 = g [ ol (ar- (e )
—f’(a+b— (%:H? ))}dt (2.2.165)

esitligi elde edilir. Burada,

seklindedir [68].
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Sonug 2.2.83 (2.2.165)'de x = a ve y = b olarak alinirsa

e [ o
: 41;)/0 alrC5e) (o255

elde edilir. Burada,

Ag(t) _ b* — (b_ (b_Ta)t)a

(07

seklindedir [68].

Sonug 2.2.46 Lemma 2.2.28in sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda iistel ¢ekirdege

sahip kesirli integraller i¢in

a—1 o e .
LGz fla b= 2) Py wsuy- fla+b—y)

2Fmp(_%;g%@)__q{ (@
—f (a—l—b— JS—QFy)
= th ), M0

X {f’ (a+b— (Z;tx—l—%y)) —f (a—l—b— <%x+?y>)] dt (2.2.166)

elde edilir. Burada,

exp(— 1252 ) — 1

a—1

As(t) =

seklindedir [68].

Sonug 2.2.84 (2.2.166)’da = a ve y = b olarak alinirsa

-] [ 100+ sy S] =5 (57
- ol (5t - (2

oo~ 2) -

seklindedir [68].

Teorem 2.2.87 f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

|f'], la,b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda genellestirilmig Riemann-
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Liouville kesirli integralleri i¢in

PR bey)| < S [[|f'<a>|+|f’<b>|] / () = AL - )]t

—[If’(x)|+|f’(y)|]/ tIA(t)—A(l—t)ldt} (2.2.167)

0

esitsizligi gecerlidir. Burada,

flatb—y)+ flatb—x) 1
2 2A(1)

wEF(a, by, y)’ = ’
X [ERLl(a—Fb—y)"‘f(a +b— :L‘) + gRLI(CH‘b_‘T)ff(a +b- y)] ’
dir [68].

Sonug 2.2.85 Teorem 2.2.87'nin sartlari saglanmig olsun. Bu durumda

i) h(t) = Ft(z) ise Teorem 2.2.87, [50]’de Teorem 4’e indirgenir.

i) h(t) = s ise

’f(a—l—b—x)—l—f(a—I—b—y) ~ Dy(a+k)
2 2(y — x)*

X [fL](a-i-b—y)*ka(a + b— £L‘) + gLI(a-i—b—:(:)—’kf(a + b— y)] ‘

< 225 (k- 55 ) (@i e - HEEITON 02 16y

esitsizligi gecerlidir.
iii) = a ve y = b olarak alimirsa Teorem 2.2.87, [60]’da Teorem 6’ya indirgenir [68].

Sonug 2.2.47 Teorem 2.2.87'nin sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda Teorem 2.2.87’de

h(t) =t olarak alinirsa

‘f(a"‘b_y)—l-f(a—i—b—x)_ 1 /a+b—x
2 y—= ),

+b—y

<

(2.2.169)

1@+ 17wy - HE

2

|

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.86 Sonug 2.2.47'de x = a ve y = b olarak alimirsa Sonug 2.2.47, [22]’de Teorem
2.2’ye indirgenir [68].
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Sonug 2.2.48 Teorem 2.2.87'nin sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda uyumlu kesirli

integraller icin

2 ya_xa

‘f(a+b—y)+f(a+b—x) a /a+b_xf(t)dat

aly — )
-2y~ — %)

—[1f' (@) + If’(y)l]/O AL (t) = Ai(1 —t)ldt] (2.2.170)

@wwuv%mlmwwuﬂ—mw

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.87 x = a ve y = b olarak alinirsa,

’ﬂa) ; 4L be ié ao /abf(t)dat

alb=a) [ [ o
200° — a%) {[|f()|+|f(b)|]/0t|/\2(t) Ao(1 — t)|dt

<
esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.49 Teorem 2.2.87'nin sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda tstel g¢ekirdege

sahip kesirli integraller i¢in

’f(a‘*‘b—y)‘i‘f(a—i-b—x)_ a—1
2 2 [exp(—lea(y — 1)) — 1}
X [expl(aer—y)*f(a +b—z)+ exp]&+b—x)—f(a +0— y)] ‘
(O./— 1)(3}—11)) / / '
< (1 @)+ [ O] [ |As(t) = As(1 —1)|dt
Q[exp(—%a(y—x ) —1} [ /0
—[lF @)+ 1 ()] /0 t[As(t) — As(1 — t)|dt} (2.2.171)

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.88 (2.2.171)’de x = a ve y = b olarak almirsa

‘f(a)Jrf(b)_ a—1
2 Q[exp(—leo‘(b —a)) —1

(—1)(b—a) , , !
q@ﬂw+uwmﬁﬂmw—mu—mﬂ

}me@+mmﬂﬂ\

esitsizligi elde edilir [68].
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Teorem 2.2.88 f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
q>1ve % + é = 1 i¢in |f']%, [a,b] arahginda konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

genellegtirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri icin

g raba)| < S5 ([ o -aa-opa)

xOﬂ@V+W@W—Lﬂ@P;Umm3q (2.2172)

esitsizligi gecerlidir [68].

Sonug 2.2.50 Teorem 2.2.88’in gartlari saglanmig olsun. Bu durumda,

f(z)dz

flatb=—y)+ flatb—z) 1 /“*”‘I
2 Yy—=x Jq

+b—y

Y=o (o e @I P @I
< i;:g—Owa+ﬂf®H—- ;) (22173)

Q=

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.89 Sonug 2.2.50'de x = a ve y = b olarak alimirsa Sonug 2.2.50, [22]’de Teorem
2.3’e indirgenir [68].

Sonug 2.2.51 Teorem 2.2.88’in sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda, Riemann-Liouville

kesirli integralleri i¢in

'f(a—f—b—y)—l—f(a—l—b—x) F(a+11[RLIa

2 2(y — x)
+RLI(02L+bfz)—f(a +b— y)} ‘
V= (s e L@ @Y
< (@i ) 22174)

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.90 Sonug 2.2.51'de x = a ve y = b olarak alinirsa

‘f(a) +f(b) T(a+1) [RL]g+f<b) + RL[g’if(a)] '

2 2(b—a)~
b—a  (If(@)+[f )
: 2(1+ ozp)% ( 2 )

esitsizligi elde edilir [68].
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Sonug 2.2.52 Teorem 2.2.88’in sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda, k-Riemann-Liouville
kesirli integralleri i¢in

‘f(a—l—b—y)—i—f(a—i—b—x) B Fk(oz+k)[
2 2(y — )k
_'_RLI(‘fz%ﬂ),,kf(a +b— y)]‘

RL[(‘Z‘Hb_y)Jr,kf(a +b—1x)

< L= (!f’(a)l" e - K |f/(y)|q> g

(2.2.175)
2(1+2p)” 2

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.91 Sonug 2.2.52’de x = a ve y = b olarak alinirsa

020 Bl g ]

< =t 1<|f'<a>rq+|f'<b>|q)5
2(1+2p)7 2

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.53 Teorem 2.2.88’in sartlari saglanmig olsun. Bu durumda, uyumlu kesirli
integraller icin

flatb—y)+flatdb—2)  « atbe y
‘ 2 yr —a° /a+by fE)dot

aly — )

- ( / A - A1 t>|Pdt) % <|f’(a)!q 0K

@)l |f’<y>|q)5
2

(2.2.176)

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.92 (2.2.176)’da @ = a ve y = b olarak alinirsa

‘f(a) G /  (t)dut

. % ( / At) — A2(1_t)|pdt)i(|f’<a>\q+|f'<b>rQ)3

2

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.54 Teorem 2.2.88’in gartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda, tistel gekirdege
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sahip kesirli integraller i¢in

|f(a+b—y)+f(a—|—b—:c) a—1
2 Z[exp(—%(y—x)) - 1}

X [eXPI&JFb,yﬁf(a +b—a)+ "I - fla+b— y)] ‘

(= 1)y )
< Z[exp( e (y— 1) _1 </ [As(t) — As(1 — 1) dt)
» (| Pl 1) |f’(:v)|q el )3 22,177

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.93 (2.2.177)'de x = a ve y = b olarak alinirsa

LCEYOR o1
2[exp(—1_—o‘(b —a)) —1

S 2[exp<(a—1>bb_—aa ( / A )|pdt>1<|f’(:v)|q-2%|f’(y)|q>§

esitsizligi elde edilir [68].

] o012 £10) + 015 (0]

Teorem 2.2.89 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
|f|, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda genellegtirilmis Riemann-

Liouville kesirli integralleri igin

o (| Flafs+ |7y - LD ) / A()|dr (2.2.178)

esitsizligi gecerlidir. Burada,

G (a,biw,y)| <

NS

1 (0%
‘SRLQ(a,b;x,y)‘ = 'm [ﬁRLI(M_%)J(a +b—x)+ gRLI(aerf%ﬂ)_f(a +b—vy)

)

dir [68].

Sonug 2.2.94 Teorem 2.2.89un sartlari saglanmig olsun. Bu durumda

i) h(t) =t ise Teorem 2.2.89, [50]'de Sonug 2’ye indirgenir.
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ii) h(t) = t, © = a ve y = b olarak alinirsa Teorem 2.2.89, [35]'de Teorem 2.2’ye in-

dirgenir.
iii) h(t) = % ise Teorem 2.2.89, [50]’de Teorem 5’e indirgenir.

iv) h(t) = Ft(c;), r = a ve y = b olarak alinirsa Teorem 2.2.89, [63]’de Teorem 5’¢ in-

dirgenir.

v) h(t) = #E(Q) ise

28 (o + k) [RL[

RL
y—ao)f L (ap—ztvy-wf(@+0—=y) + 37 Ly eryenfla+b— az)]

f (a+b— “y)‘
2
k(y — ) : /()] + If’(y)|]
L) — 2.2.179
< S Dl 1o : 22179
esitsizligi elde edilir.
vi) h(t) = #%(a), x = a ve y = b olarak alinirsa,

‘2§—1Fk(a + k) [

il RS RS (O (S (0] B f(“*b)‘

2
(b—a) [|f'(a)] +[f(b)|
= (k:—i—oz)[ 2 }

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.55 Teorem 2.2.89'un sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda uyumlu kesirli

integraller icin

a+b—zx

[y~ ((Jé%)a] /a+b—y

F(t)dot oly )) : [|f< )+ 17/0)

2 [y — (3

LGRS “,A Jdt (2.2.180)

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.95 (2.2.180)’de x = a ve y = b olarak alimirsa

m/jﬂz&)dat < G (( 2”[|f’ 2)| + 1y }/IA it

esitsizligi elde edilir [68].
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Sonug 2.2.56 Teorem 2.2.89’un sartlari saglanmig olsun. Bu durumda, tstel ¢ekirdege

sahip kesirli integraller i¢in

ol Xp [ exp 7
Q[GXp(—T(bQG)) Y [ L == +f(a+b—x) + I(a+b7%)_f(a+b—y)]
—f (a+b—xTw)
R @)+ 11'(w)

2 oxp(~ 15 ]{|f'(a>|+|f’(b)|— 5 ]/ |Ag(t)]dt (2.2.181)

esitsizligi elde edilir [68].
Sonug 2.2.96 (2.2.181)'de x = a ve y = b olarak alinirsa

a—1
2[exp(— 52 05%) — 1]

a 2

(a—1)(b—a) 1}{”/ a)| +1/(b }/IA ()|t

T 2e(-52 ) -

2

[0 S0+ L) F(@)] S (““’)‘

esitsizligi elde edilir [68].

Teorem 2.2.90 f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
qg>1ve % + é icin |f'|9, [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

genellegtirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri icin

(b < L[ |A<t>|ﬁdt)’l) (1r@r+ o - A 'W)é

+(!f’(a)\q + ()"~ )l Zfﬂf’(y)‘q) } (2.2.182)

esitsizligi gecerlidir [68].

Sonug 2.2.97 Teorem 2.2.90"1n sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda

i) h(t) =t ise Teorem 2.2.90, [50]’de Sonug 3’e indirgenir.
ii) h(t) =t, x = a ve y = bolarak alimrsa Teorem 2.2.90, [35]’de Teorem 2.3’e indirgenir.
iii) h(t) = % ise Teorem 2.2.90, [50]’de Teorem 6’ya indirgenir.

iv) h(t) = %, x = a ve y = b olarak almirsa Teorem 2.2.90, [63]’de Teorem 6’ya

indirgenir.

98



v) h(t) = #ﬁ(a) ise

25 Ty (a + k)
(y—2)% [fLI(aJFb—%ﬂ')akf(a +b—y)+ ;?Lf(aer_%)mf(a +b— a:)]

—f (a+b—x;y>‘
< ; i (Oépli k); [(‘f/(a)!q + ) - 3|f’(m)|qj ,f/<y)|q);
Jr(|f'(a)|q ()] — | f!(z)]7 + 3,f/(y)‘q)1

2.2.183
- (2:2.183)

Q
—_

esitsizligi elde edilir.

vi) h(t) = -t

M@y £ =avey= b olarak alinirsa

a+b
b— a a+b +kf RL[(a+b) kf(a)] - f< >

2

bla(apk; k) Kw SO >3+ (3|f'<a>|q4+ |f'<b>|q)3]

esitsizligi elde edilir [68].

2%~ IFkoz+k [
1

Sonug 2.2.57 Teorem 2.2.901n gartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda uyumlu kesirli
integraller icin

Q a+b—x
v — ()] L, o

< 4[@/3(3 (_i))} (/ ‘A1(t)|7’dt)’1’ {(!f’(a)rz - A f,w);
+<|f/(a)|q L ip - L@l 3|ff(y>|q>;1

2.2.184
- (2:2.184)

esitsizligi elde edilir [68].

Sonug 2.2.98 (2.2.184)’de x = a ve y = b olarak alimirsa

ba:ﬁ/abf(t)dat
) o alb— b 2) }(/Ol‘AZ(mpdt);[(\ff(a)wzsu'(b)yq)é+ <3|f’(a)|q4+ |f’(b)IQ)é}

esitsizligi elde edilir [68].

99



Sonug 2.2.58 Teorem 2.2.90'1in sartlar1 saglanmig olsun. Bu durumda, tistel gekirdege

sahip kesirli integraller i¢in

a—1

SPLf sy fa = 2) £ I e flat b))

2|exp(~ 152552 — 1] [t

ty
-1 (o *“T)\

(o = 1)y /|A3 |pdt) K|f/(a)|q+|f,(b>|q_3!f’(x)\"+\f’(y)l")‘11

4[exp( 1=a (Y- ‘”) 4

IA

|f’(x)|q+3|f’(y)| )} (2.2.185)

+(Ir@ir+ o - HE

esitsizligi elde edilir [68].
Sonug 2.2.99 (2.2.185)'de x = a ve y = b olarak alinirsa

a—1

2[exp(~ 152 052) -1

< (a—=1)(b—a) (/ |Ay(t |pdt>
4[exp( 1aa (b= a)

) [(\f’(a)!q +3 0 )i . <3If’(a)!qj rf'<b>\q)3]

esitsizligi elde edilir [68].

a—2|—b>

| Ly T0) + P J(0)] =

2.2.12 VUY-Riemann-Liouville Kesirli integraller I¢in Hermite-Hadamard-Mercer
Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, konveks fonksiyonlar i¢in W-Riemann-Liouville kesirli integralleri kul-

lanilarak Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tamm 2.2.19 (¥-Riemann-Liouville Kesirli Integral Operatorii) a > 0 olmak
tizere (a,b)(—o0 < a < b < +00) olsun. Ayrica U, (a, b] araliginda artan ve pozitif mono-
ton bir fonksiyon ve ¥’ (a, b) araliginda siirekli olsun. Bu durumda bir f fonksiyonunun

sol ve sag tarafli U-Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla,

(12 () = ﬁ / S () — )W d a<a (2.2.186)
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ve

(12 f(a) = ﬁ / V() — U(2)  f(H)dt, < b (2.2.187)

seklinde tanmmlanir [38].

Saad Thsan Butt ve arkadaslari, 2021 yilinda W-Riemann-Liouville kesirli integral o-

peratorleri iceren agagidaki sonuclar: elde etmislerdir.

Bu boliim boyunca asagidaki varsayima ihtiyag olacaktir.
A;: 0 < a < b olmak iizere f : [a,b] — R, pozitif bir fonksiyon ve f € L[a,b] olsun.
Ayrica a > 0 olmak tizere ¥(-), (a,b] arahginda artan ve pozitif monoton bir fonksiyon

ve ¢, (a,b) araliginda stirekli tiireve sahip olsun.

Teorem 2.2.91 A;’deki sartlar saglanmak tizere f, [a, b] arahginda konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

Flovo-3Y) < s@+s0 -5
(1250 ) (o) () + (155, ) (Fow) (67 (@) }
< fla)+ 1) - f ("’” > y) (2.2.188)

ve

IN

f ( pp-tt y) w{(fg%+b_y>+) (f o) (W (a+b—2))

(y —x)°
() (0 0) 070 -0) )

M) (2.2.189)

< s+ s - (124

esitsizlikleri gegerlidir [17].

Sonug 2.2.100 Teorem 2.2.91’de () = ~ olarak alinirsa [50]'de ispatlanan Teorem 2.1
elde edilir [17].

Sonug 2.2.101 Teorem 2.2.91°de 9(y) = v ve a = 1 olarak alimirsa Kian ve Moslehian
tarafindan [36]'da ispatlanan Teorem 2.1 elde edilir [17].

Teorem 2.2.92 A;’deki sartlar saglanmak {izere f, [a, b] arahginda konveks bir fonksiyon
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ise

Flaso-2E2) < QQ(;Fjij”{(f;fW ) (o) (0 a+ b= 1))
(I8 et BIE a+b—y))}

< fla)+ f(b) — <f(> ”) (2.2.190)
esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.102 Teorem 2.2.92’de () = ~ olarak alinirsa [50]'de ispatlanan Teorem 2.3
elde edilir [17].

Sonug 2.2.103 Teorem 2.2.92°de ¢(y) = v ve a = 1 olarak almirsa Kian ve Moslehian
tarafindan [36]'da ispatlanan Teorem 2.1 elde edilir [17].

Teorem 2.2.93 A;’deki sartlar saglanmak {izere f, [a, b] arahiginda konveks bir fonksiyon

d (a—l—b— x;y) = QQE;F_(O;;D{(Imﬁ(wb y+>(fo¢)<¢_l<a+b— :U—;—y>>
(I8 ey ) o) (07 (e f‘jy))}
< fla)+ f(b) = (M) (2.2.191)

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.104 Teorem 2.2.93’de 9(y) = ~ olarak almirsa [30]’da ispatlanan Teorem 2
elde edilir [17].

Sonug 2.2.105 Teorem 2.2.93’de ¥(y) = v ve a = 1 olarak alimirsa Kian ve Moslehian
tarafindan [36]'da ispatlanan Teorem 2.1 elde edilir [17].

Lemma 2.2.29 A;’deki sartlar saglanmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] igin

2 2(y — x)°
([me 2) )(fow)(i/fl(ﬁ b— y))}

1 =1 (a+b—1) N
= —/w ( (W) = (a+b—y))

2(y - x)a ~1(a+b—y)
—((a+b—2) = (1)) o) (Y (7)dy (2.2.192)

flatb—a)+ fla+b—y) F<a+1>{(fg¢<a+by)<fow>< Ya+b-a))
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esitligi gegerlidir [17].

Sonug 2.2.106 Lemma 2.2.29’da z = a ve y = b olarak alinirsa [40]’da ispatlanan Lemma

3.1 elde edilir [17].

Teorem 2.2.94 A;’deki sartlar saglanmak tizere | f'|, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise her z,y € [a,b] i¢in

’f R ;;O‘jxl)l {158 iy ) Fla+b =)
(10 sy ) Fla+ b= y)}‘
w-2) (1 ) zi) {| @)+ 17 6)] — <|f'<x>| : If’(y)|)} 2.2193)

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.107 Teorem 2.2.94’de x = a ve y = b olarak aliirsa [40]’da ispatlanan Teorem
3.4 elde edilir [17].

Sonug 2.2.108 Teorem 2.2.94’de () = ~y olarak alinirsa [50]'de ispatlanan Teorem 3.6
elde edilir [17].

Lemma 2.2.30 A,’deki sartlar saglanmak tizere f : [a,b] — R, L[a, b] tizerinde diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

fla+b—2)+ fla+b—y) 2a_1F(oz+1)

2 (v —
A ) oo (oro-52))]
RERSIA w—%m}
- 0 ferfen- (355

_/Ol(t)af/(a+b_(1;tx 1” dt] (2.2.194)

esitligi gegerlidir [17].

Sonug 2.2.109 Lemma 2.2.30’da ¢(y) = v olarak alimirsa [30]'da ispatlanan Lemma 1
elde edilir [17].
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Teorem 2.2.95 A;’deki sartlar saglanmak tizere f', [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon

ise bu durumda her z,y € [a, ] i¢in

‘f(a+b—:v)—|—f(a—|—b—y) _2‘*‘11“(04—%1)
2 (y —x)°

(1 i) [0 (7 (a0 - 55Y))]
(1 oo (v (0= S5O}

(y B CL’) 1"
—4(a o) Ee[apb] |7 ()] (2.2.195)

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.110 Teorem 2.2.95’de 1(y) = ~ olarak almirsa [30]’da ispatlanan Teorem 3
elde edilir [17].

Teorem 2.2.96 A;’deki sartlar saglanmak tizere | f|, [a, b] arahginda konveks bir fonksiyon

ise her z,y € [a,b] i¢in

‘f(a—i—b—a:)—i—f(a—i—b—y) 22 'T(a+1)
2 (y —z)°

A | I (R )|
(e

I | =l

A UAGRA IR G ) DS CERLD

< -

~ 2(a+

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.111 Teorem 2.2.96’da () = ~ olarak alimirsa [30]'da ispatlanan Teorem 4
elde edilir [17].

Lemma 2.2.31 A;’deki sartlar saglanmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

xr+ y> 22 'T(a+1)
2 (y — )

{06 -2
(12 Yo o)

f(a+b—
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I
~—~
<

|
8
~—
1

L t 2t
/Otf<a+b—<§x+7y>)dt

! 2—t t
— [ ’(a +b— ( T+ —y))dt} (2.2.197)
; 2 2

—

esitligi elde edilir [17].

Sonug 2.2.112 Lemma 2.2.31'de ¢(vy) = 7, = a ve y = b olarak almirsa [63]'de

ispatlanan Lemma 3 elde edilir [17].

Sonug 2.2.113 Lemma 2.2.31'de ¢ () = 7 olarak alinirsa [50]'de ispatlanan Lemma 3.4
elde edilir [17].

Teorem 2.2.97 A;’deki sartlar saglanmak tizere | f'|, [a, b] arahginda konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] i¢in

‘f (a—i—b_ x;y) B 2‘7;11_(0;)—1;1){<[Z;T/i(a+b_z;y)+>(fow)(w_l(a+b—x))

(I s )00 a0 0)
< 0= s - (LELHE0) 29199

2+ 1) 2

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.114 Teorem 2.2.97'de 1 (7) = 7 olarak alimrsa [50]’de ispatlanan Teorem 3.9
elde edilir [17].

Teorem 2.2.98 A;’deki sartlar saglanmak tizere ¢ > 1 ve 1lo + %1 = 1 i¢in | f’|9, konveks

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] igin

’f <a+b_ x;y) B ZQE;F_(();;;1){<]g”¢i(a+b_zgy)+>(fow)(w_l(a+b—x))

*(@fmwﬁy))wowxw*m+b—y»}

(y;”(ﬂi4);KMWMLHf@W—(3f@W+§ume);

+(U%@W+¢f®ﬂ“—(2U%®P+iUﬂwP>)1 (2:2.199)

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.115 Teorem 2.2.98’de () =  olarak almirsa [50]’de ispatlanan Teorem 3.11
elde edilir [17].
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Lemma 2.2.32 A,’deki sartlar saglanmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda iki kez

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

+(IZ;_1€(“+b—’”¥l’>‘>(fow>(¢1<a+b—y))} -/ <a+b— x;y)
B (Sy(oj—f)l VO (1—t)°‘“f"<a+b_ (1‘2Lt$+ 1;ty>>dt
1 ! 1—t 1+t
+/(1—t)a+1f (a—irb—( 5 x + i y))dt} (2.2.200)
0

esitligi gegerlidir [17].

Sonug 2.2.59 = = a ve y = b olarak alinirsa

%{ (15 gy ) (F oD@ ) (17 gy )0 zm(w—l(a))}

a-+b
()
o (b=a)?[ ! w1 o (14HE 1t
= 8(()Hrl{/o(l—t)“f( 50+ — th

! v 1— 1
+¥/ (1 —t)>ttf ( 5 R1+» ;tb)d4 (2.2.201)
0

esitligi elde edilir [17].

Sonug 2.2.116 Lemma 2.2.32’de 1(y) = ~ olarak almirsa [30]’da ispatlanan Lemma 2

elde edilir. Ayrica © = a ve y = b olarak alimirsa [48]'de ispatlanan Lemma 1 elde edilir
[17].

Sonug 2.2.117 Lemma 2.2.32'de ¥(y) =7, a = 1, x = a ve y = b olarak alinirsa [48]'de

ispatlanan Lemma 2’ye indirgenir [17].

Teorem 2.2.99 A,;’deki sartlar saglanmak iizere | f”|, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon
olsun. Bu durumda

g%;¥%§9{(ﬁ%w%ﬂyﬁ)ucwxw1m+b—xn

(I e o0 @+ =) b= (0= 250

(y — )’ ’ " @)+ 1 ()]
e AC RA IRl CEC SR L SEE R

esitsizligi gecerlidir [17].
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Sonug 2.2.60 Teorem 2.2.99’da x = a ve y = b olarak alinirsa

%{ (257 sy ) o) (7 ) + (13 ) ) (F o) (w(a))}

(5)]

4(04(4?1_)(&0)4: 2){(If”(a)l -2F If”(b)|)} (22203)

esitsizligi elde edilir [17].

Sonug 2.2.118 Teorem 2.2.99’da 1(y) = 7 olarak alinirsa [30]’da Teorem 5 elde edilir.

Ayrica x = a ve y = b olarak almirsa [48]’de ispatlanan Teorem 5 elde edilir [17].

Sonug 2.2.61 Teorem 2.2.99°da ¢(y) =7, * = a, y = b ve a = 1 olarak alnirsa [59]’da
Onerme 1 elde edilir [17].

Teorem 2.2.100 A;’deki sartlar saglanmak tizere ¢ > 1 ve 1—1) + % = 1 icin |f"|9 konveks

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] i¢in

M{ (zgﬁﬁ (M,%ﬁ) (fov) (¥ (a+b—1))

-
+<I;¢1(a+bw;y)>(f o) (¢ Ha+b— y))} —f (CH— b 37;?4) '
égéa_ff) (p(a +11) n 1); K|f”(a)lq + 1 (b)) - |3f"(l’>|qj If"(y)lq>3
(17" @p 157 - LB 3} o

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.119 Teorem 2.2.100’de ¢ () = v olarak almirsa [30]’da Teorem 6 elde edilir
[17].

Lemma 2.2.33 A;’deki sartlar saglanmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda iki kez

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

%{ (ﬂjﬂww%ﬁ) (feu)(v™a+b-a))

+<I§f€(a+b7%)—>(fO¢)(¢_l<a+b— y))} _ <a+b— l"+y)

2
1
;y(;f)f [/0 aany (a +b— (2 ; bt %y))dt
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! p t 2—t
+/ totlf (a +b— (ix + Ty))dt} (2.2.205)
0

esitligi gegerlidir [17].

Sonug 2.2.62 Lemma 2.2.33’de x = a ve y = b olarak alinirsa

%{(I“f(m )(fo¢)(w—1(b))+(la’ﬁ(a+b )(fo¢)(¢ ())}

iy (a + b)

esitsizligi elde edilir [17].

—t ot 2t
ST+ y)dt+/ gottf” ( m—l—Ty)dt} (2.2.206)
0

Sonug 2.2.63 Lemma 2.2.33’de V() = v olarak alinirsa

E (17 )T 00— )

S (A )Uo¢ﬂ¢*w+b—yn}—f(a+b—£%£)
1
—E(S?Za_—fi) UO ot " <a +b— (2 ; by %y))dt
1 p—
—i—/ﬂ ot g (a +b— <%x + %y))dt] (2.2.207)
esitsizligi elde edilir. Ayrica z = a ve y = b olarak alinirsa
20710 (a + 1) N a+b
e Yo ) (53]
b—a? [ [ (2t
8(a+ 1) V i ( 2 ”Hﬁy)dt
2
+/0 tortg” ( T+ Tty) dt} (2.2.208)

esitsizligi elde edilir [17].

Lemma 2.2.34 A,’deki sartlar saglanmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) arahginda iki kez

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

%{ <Ia 1(¢+b z+y)+> (fo®)(¥(atb—21))

(p]f%xﬂ))Uowx¢1m+b_yn}_f<a+b_g%g)
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v — =) [/ztaf”(ﬁb—(ty+(1—t)x))dt

.22«

+[1(1 —0)f (a+b— (ty+ (1 —t)x)) dt} (2.2.209)

esitligi gegerlidir [17].

Sonug 2.2.64 Lemma 2.2.34’de x = a ve y = b olarak alinirsa

w{ (pw ) (f o) (v (b)) + (IZf‘i(aTm_) (fov) (v (a)) }

(b—a)t Poi(ag)t
a+b
("7

_ (b—a)? {/2 o g (m - t)b)dt N [1(1 s (m + (1 — t)b)dt} (2.2.210)

.22«

esitligi elde edilir [17].

Sonug 2.2.65 Lemma 2.2.34’de V() = v olarak alinirsa

2021
ﬁ{ (](C:z—kb—%yr)f(a +b—x)+ (I(C:l_,’_b_%ﬂ/),)f(a +b—vy)

—f<a+b—%)

= M{/2t°‘fﬁ(a+b—(ty+(1—t)x)dt

.22«

+[(1 — 1) f (a+b— (ty+ (1 —t)x))dt} (2.2.211)

2
esitligi elde edilir [17].

Teorem 2.2.101 A,’deki sartlar saglanmak iizere | |, [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

‘m{@a—w J(few) (@ (atb-2))

(y — a)aT | Vv tero-sges
(12 o) k=) b (0= 50
: %{W(aﬂ 1oy - <y>|} 22912

esitsizligi gecerlidir [17].
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Sonug 2.2.66 Teorem 2.2.101’de x = a ve y = b olarak alinirsa
2a—2r o - .
\ﬁ{(l [y ) (o)™ ) + (13 ) (T o 0) (67 (@ >)}

S()

(b—a)?

= Zala+) (Lfﬁ(a)|4‘|f

1"

(b)|> (2.2.213)
esitsizligi elde edilir [17].

Sonug 2.2.67 Teorem 2.2.101’de ¥() = ~ olarak alinirsa

‘m{<t]éjb_w)+>f(a+b— 0+ (T ey ) Hatb—y)

(y —x)ot
r+y
—f(a+b— 5 )’
(-2 ol @1 )
< D i@ - LT (2:2:214)

esitsizligi elde edilir [17].

Sonug 2.2.120 Teorem 2.2.101’de ¢(y) = v, © = a ve y = b olarak alinirsa [12]'deki
m = s = 1 6zel durumu icin Teorem 2.1 elde edilir. Ayrica o = 2 icin [59]’da Onerme 1

elde edilir [17].

Teorem 2.2.102 A,’deki sartlar saglanmak tizere ¢ > 1 ve % + é = 1 icin |f"]? konveks

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] i¢in

’(2;—2%{ (]zjlléibf%ﬂﬁ) (for) (1/)_1(@ +b— x))

+(]a . 2ty >(fo¢)(¢_1(a+b—y))} —f (a—i—b— x;”)
o
+<|f (a)\"—glf ot (x)\qE\Bf ng)ﬂ (2.2.215)

esitsizligi gecerlidir [17].

Sonug 2.2.68 Teorem 2.2.102’de x = a ve y = b olarak alinirsa

‘_fb“j)(j{{(za W ) (o) (W7 0) + (1000 ) (Fo ) (v <)>}
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_y (a;rb) ‘ | |
b o (330

(e ey -

esitsizligi elde edilir [17].

Sonug 2.2.69 Teorem 2.2.102’de ¥() = ~ olarak almirsa

‘gifzgi{(fkl V)ﬂa+b—x)+<%Zil¥r>ﬂa+b—y)

Y — x)afl (a—l—b—%ﬂ

—f (a%—b—x—gy)‘

W2 (s 1))i (L@ siror_arer s W);

+<|f (a)l";rlf O _If ($)|q23|f (y)|q>q} (2.2.217)

esitsizligi elde edilir [17].

Teorem 2.2.103 A;’deki sartlar saglanmak {izere ¢ > 1 igin | f”\q konveks bir fonksiyon

olsun. Bu durumda her z,y € [a, b] i¢in

'(anj%{ (Igf_ll(;ib—%w) (f o) (w_l(a +b— x))

+<@?$”J?>>Gowxw4w+b—yﬂ}_f(a+b—x;y)‘

(y —2)* 1 i
227 \ 20t (a4 1)

><Krf”<a>|q+|f”<b>|q_ (@+3f @1 W)l )i

201 (o + 1) 20+2(0 + 1) (a + 2) - 202(q + 2)
@+ 1O @) (@3 W\
( 2a+1(a + 1) o 2a+2<a + 2) - 2a+2(0¢ + 1)(0( + 2)) :| (22218)

esitsizligi gegerlidir [17].

Sonug 2.2.121 Teorem 2.2.103’de ¥(y) = 7, © = a ve y = b olarak alinirsa [12]'de

m = s = 1 6zel durumu i¢in Teorem 2.2 elde edilir. Ayrica o = 2 igin [59]’deki Onerme 5

elde edilir [17].
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Raina’nin Genellestirilmis Kesirli integral Operatori igin

Hermite-Hadamard-Mercer Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integralin bir genellestirmesi olan
ve Raina tarafindan tanimlanan genellestirilmis kesirli integaral operatorii kullanilarak

Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler verilecektir.

Tamm 3.1.1 (Genellestirilmis Kesirli Integral Operatorii) (k) (k € N = NU{0})

pozitif reel sayilarin sinirli bir pozitif gergek sayilar dizisi olmak iizere,

7 (@) = Fr oW Z N pk + 3 ——= 2k (p,A> 0|z < R) (3.1.1)
=0

seklinde verilen fonksiyonlarin yeni bir siifi Raina tarafindan tanimlanmigtir [57].

(3.1.1) yardimiyla, Raina [57] ve Agarval ve arkadaslar1 [6] A\,p > 0, w € R ve f(¢)

integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere sol ve sag tarafli kesirli integral operatorlerini

sirasiyla,
(Tynatiwf) (96):/x(ﬂc—t)k_lfgx[w(a:—t)p]f(t)dt, (z >a>0) (3.1.2)
b
(o) @) = [C=aP T =)0t 0 <o<t)  (313)

seklinde tanimlamiglardir. Buradan yola ¢ikarak
M = FJ \alw(b—a)’] < oo

ise Iy arwf (@) ve Ty, f(x), La,b] arahigimda siirh integral operatorleridir. Ashinda
f € L(a,b) igin
1T et (@)l < Db — )| flls

ve

1T p—f (@)1 < MO — )| f ]

Is= ([ e \pdt)
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seklindedir. Ayrica yukarida ifade edilen genellestirilmis kesirli integral operatorii igin
o(k) katsayisiin Ozellegtirilmesiyle birgok kesirli integral operatorii elde edilir. Ornegin
(3.1.2) ve (3.1.3)’de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak alimirsa (2.2.1) ve (2.2.2)’de ifade

edilen klasik sol ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir.

Teorem 3.1.1 f: [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € [a, b],

x<yvepw>0icin

f<a+b—x;ry)

< S0+ 10~ 3o (e N0+ (TN
< @450 -7 (45 (3.1.4)
T+y 1
f(a+b_ 2 > = 2(3/_55))\7:;,\“[9”(3/_35)‘)]

X [(‘7/)%7(a+b—y)+;wf)(a +0— I) + (jp(j—/\,(a—kb—x)—;wf)(a +b— ?J)]
fla+b—x)+ fla+b—y)

<
- 2
f(z) + fly

< fla)+ ) - DI (3.15)
esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat. Jensen esitsizligi kullanilarak her z1, 1, € [a, b] icin

+ +
f (a+b— l . yl) < f(a)+ f(b) — M (3.1.6)

yazilir. z,y € [a,b] ve t € [0,1] igin (3.1.6)'da zy =tx + (1 —t)y ve y; = (1 —t)x +ty
degisken degistirmesi yapilirsa

[tz + (A =t)y) + (A =tz +ty)
2

(3.1.7)

f(a+b—x;y

)§ﬂ®+ﬂw—

elde edilir. (3.1.7)nin her iki tarafim t*~'F7, [w(y — 2)?t*] ile carpar [0, 1] arahgmda

degiskenine gore integrali alinirsa

Foasilwly —2)1f (a+ b— x;y)
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IA
=
IS
+
=
=
o\
~

S
L
1
>
&
Ned
|
=
>
~
=
IS
Ry

y
FONFS s lwly — 2)"]

| ' — W) F Jw(y — w)?) f (u)du
| [ = 0 - Wl

b yu—xk_l"wu—xp u)du

b [ e et - ]

olur yani

Forilwly —z)°1f (a‘l'b—a:;y) < [fla) + fO)Falwly — )] (3.1.8)

1
2(y — x)A

(Tonat )W) + (T ) (@)]

elde edilir. Boylece (3.1.4)"1in ilk esitsizligi ispatlanmig olur. (3.1.4)’iin ikinci egitsizliginin

ispat1 i¢in ilk olarak f bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ € [0, 1] igin

f<m—;—y) _ f<t$+(1—t)y;—(1—t)x+ty> (3.1.9)
o Sz A=ty + f((A =+ ty)
- 2

yazilir. (3.1.9)"un her iki tarafim t*~'F7, [w(y — x)°t] ile arpar [0, 1] arahgmda ¢ degis-

kenine gore integrali alinirsa

Fonaloty =11 (752

IN

3| Oty = ap s+ (- o

4+ /O P oy — 2)t7) (1 — D+ ty)dt

1

= 5= o [ TawruDW) + (T f)(@)]
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yazilir boylece

—f (I—;f‘/) ariw(y — )] > Q(Tlx)’\ (T et )W) + (Tl (@)] (3.1.10)

esitsizligi elde edilir. (3.1.10)’un her iki tarafina f(a) + f(b) eklenirse (3.1.4) esitsizligi
ispatlanmig olur. Simdi (3.1.5) ispatlanacaktir. f’in konveksliginden her x1,y; € [a,b]

icin
f(a+b—x1_2|—y1) _ f(a+b—x1—2|—a+b—y1)
< %[f(a+b—x1)+f(a+b—y1)] (3.1.11)

yazilir. (3.1.11)’'de her z,y € [a,b] vet € [0,1] igin a+b—x1 = t(a+b—2x)+(1—t)(a+b—y)
vea+b—y; =(1—t)(a+b—2x)+tla+b—y) degisken degistirmesi yapilirsa

f(a+b—x;ry) (3.1.12)
1

< —[ftla+b—z)+ (1 —=t)(a+b—y)+ f(1—=t)(a+b—z)+tla+b—1y))]

[\]

yazihr. (3.1.12)'nin her iki tarafim t*'F7, [w(y — x)°t*] ile carpar [0,1] arahiginda ¢

degiskenine gore integrali alinirsa

]'—ZAH[W(?J—CU)’)]JC(aer—xJQFg/)

IA

% {/0 t’\*l}"g/\[w(y —z)PtPlf(tla+b—2)+ (1 —t)(a+b—y))dt

+ [ Py =PI = D0+ b= ) +t{a+ b y>>df]
1 a+b—z

= —Q(y—l')’\ [/a (u—(a+b—1y)) —1]—";’7)\[w(u— (a+b—y)1f(u)du

+b—y

at+b—zx
+/ ((a+b—1x) —u))‘_lf;i/\[w((a—l—b—x) —u)p]f(u)du}

+b—y

- m [( p%’(ﬁb_y)ﬂ“f) (a+b-2)+ <‘7/§r>\,(a+b—x)—;wf> (a+b— y)}

ve bu durumda

]:ZT,AH[W(?/—CL‘)”]JC(aer—x;y)

: m [( p(j’)\’(a+b_y)+;wf> (a+b—2)+ ( P(J,-Ay(ll-i-b—z)*;wf) (a+b— y)}
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elde edilir. Boylece (3.1.5)’in ilk tarafi ispatlanir. Ikinci tarafin ispati icin f’in konveksligi

kullamlarak ¢ € [0, 1] igin
flat+b—a)+ (A =t)a+b—y)) <tfla+b—z)+ (1 =1)f(a+b-y)

ve

J(A=t)a+b—z)+tla+bd—y) <(A—t)fla+b—2z)+tfla+b—y)
yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve Jensen-Mercer esitsizligi kullanilirsa
fitla+b—2)+ (1 =t)(a+b—y)+ f(1—t)(a+b—1x)+tla+b—y))

fla+b—2)+ fla+b—y)
< 2[f(a) + f(0)] = [f(z) + f(y)]- (3.1.13)

IN

elde edilir. (3.1.13)’iin her iki tarafim ' F7, [w(y — 2)?t*] ile carpar [0, 1] araliginda ¢

degiskenine gore integrali alinirsa (3.1.5)’in ikinci ve tiglincii esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 3.1.2 [ : [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x,y € [a, b],

xr<yveApw>0icin

T+y 271 Y
d (a T 2 ) T (Y= 2 Fo [wly - 2)r5] Kj"“’(“b—%)‘%wf) (a+b—y)
+ <‘7p0:>\7(a+b—%”)+;wf> (a+b— x)}
< fla)+ ) - LW (3.1.14)

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat. (3.1.4)in ilk esitsizligini ispatlayalm. (3.1.11)'de z,y € [a,b] ve ¢t € [0,1] icin

z1 = Lo+ 3ty ve y1 = Hta + Ly olarak almirsa

2f (a+b—x—2i_y)

< {f (a+b— (%wr?) y) —|—f<a—|—b— (?)x—i—%y)] (3.1.15)

)p} ile carpar [0, 1]

yazilir. Bu durumda (3.1.15)'in her iki tarafim $*~'F7, [w(y — ) (%

araliginda t degigskenine gore integrali alinirsa

- 1 T+y
2F ]\ {w(y—x}pﬁ] f(a+b— 5 )
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< 1 t*fl}"g’/\ w(y —x)? £y’ fla+b— Ex + Ey dt
0 2 2 2
+ 1t’\1]:;’7/\ w(y — z)? ! ’ fla+b— 2_t:v+éy dt
0 2 2 2

- T [/ L b =)l (0 b= )]

+ / (@t b—2) - ) Fw((a b — ) — u)p]f(u)du]

+b—2FY
2/\
BRUETR (T sz of ) (@0 =0) 5 (T gy o) (a4 0= )]

olur boylece

e [l = 0] £ (a0 - T5)

(y2i;)>\ [( pcf)\,(a-i-b—%ﬂ)f;wf) (a+b—y)+ (jpi/\,(a—s—b—%)ﬁwf) (a+b— x)]

IN

esitsizligi elde edilir. Boylece birinci esitsizlik ispatlanmig olur. (3.1.14)%in ikinci esitsizligi

icin Jensen-Mercer esitsizligi kullanilarak

ravo- (504 555)) < @+ 10 - 510+ 25050
R (4= (35 30)) < 5@+ 500 - 25050+ 5100

yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

f(a+b— (%x—i—?y)) +f<a+b— (?ZE—{-%@/))

< 2[f(a) + f(0)] = (f(2) + f(y)) (3.1.16)

egitsizligi elde edilir. (3.1.16)'mn her iki tarafim A~ F7, [w(y — )7 (£)’] ile carpar [0, 1]

araliginda ¢ degiskenine gore integrali alinirsa (3.1.14)’tin ikinci egitsizligi elde edilir.

Lemma 3.1.1 a < b olmak iizere f : [a,b] — R (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. f’ € Lla,b] ise her z,y € [a,b], x <y ve A\, p,w > 0 ve t € [a,b] olmak

tizere kesirli integraller igin

fla+b—2x)+ fla+b—1y) 1

;,)\—4-1 [w(y — )7 9 - 2(y — )

X [( po,.)\,(a—&-b—x)*;wf) (a+b—y) + (jpa,)\,(a+b—y)+;wf> (a+b— x)]
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_ y;[/ P [y — 2)17) f'(a+ b — (tz + (1 t)y))dt

A(l—ﬂUWHJ (y—2)°(1— )] f'latb— (tz + (1 — t)y))dt|(3.1.17)

esitligi gecerlidir.

ispat. Esitligin sag tarafini
y R

5 x(Il — Iy), (3.1.18)

I =

olarak ele alalim. Burada Iy ve Iy ayr1 ayr1 hesaplanirsa

B [ PE el = ) b~ (ot (- D

fla+b—(tz+ (1 —t)y)|"
y—x

= N F] ,\+1[ w(y — x)"t"]

(3.1.19)

0

e [ PR ety = ] ot b (e (1= )i
Foapr wly —2)] fla+b—x) 1 i
- - y— - (y . x)AJrl < p,)\,(aerfz)*;wf) (CZ + b— y)

yazilir ve benzer sekilde

L :(A(pﬁyPKH[@—xVG—ﬂﬂfm+b—&x+ﬂ—ﬂwﬂt

fla+b—(te+ 1 —t)y) |

= (l—t)AFUM-l[ (y — =)’ (1 —1)"] y—x

(3.1.20)

[ = ey = 0P (1= 7] a4 b=t (1= D))

Forerlwly —2)] fla+b—y) 1 3
— y—x Ty o ( f’*v(“”—y)*;wf) (a+b-x)

+

olur. (3.1.19) ve (3.1.20) ile (3.1.18) esitsizlikleri kullanilarak (3.1.17) esitsizligi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Lemma 3.1.2 a < b olmak iizere f : [a,b] = R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. f’ € L[a,b] ise her x,y € [a,b], x <y A\, p,w > 0 ve t € [0, 1] i¢in

(3/2i_5115)A [( :’\’(“*b*%ﬂ)ﬁ“’f) (a+b—z) + ( pi\,(aerf“”gﬁ)‘;wf) (a+b- y)]

. 1 T+y
—F a1 [w(y—x)pﬁ] f (a—i—b— i )

— y;x{/ tA]-""/\H[ (y—:c)ptp]f’(a+b—(Q;tx+%y>)dt
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/01 Ty s lwly — )] f (@ +b— (%a: + ?y)) dt} (3.1.21)

esitligi gecerlidir.

ispat. Esitligin sag tarafini

I = UOI#J-‘”AH[ (y — z)° (g)p} f <a+b— <2;tx+%y>>dt
oo (] oo 7)o

= L-1

olarak ele alalhim. Burada [; hesaplanirsa

L o= /OltAJ:UA+1[ (y — 2)" (%)p] I (a+b— (%H?y))dt

B A

yazilir. Burada u=a+b— (%

5T+ ﬁy) doniigimi uygulanirsa

2

I = 2P @ (y_x)p%p}f<a+b—x+y>

y—x 2
2A+1
- (y — z) M (jp,)\,(aer—%)—;wf) (a+b—y) (3.1.22)

elde edilir.

Benzer iglemler [5 i¢in yapilirsa

! S (] 2t
I, = /Ot’\]: A+1[ (y — z) <§> }f (a+b—<Tx+§y>)dt
2}— )\—H[ (y—x)p%]f(a+b_m+y)
y—
2A+1
+(y )A+1<

*7:)\ at+b—ZEL )+ f) (a+b—ux) (3.1.23)
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yazilir. Boylece (3.1.22) ve (3.1.23) esitsizlikleri kullanilarak
OA+1
(y—2)+1
% [(jp({/\,(ﬁb*%“’)ﬁwf) (a+b—z) + (*70 (a+b—2E) 0 f> (a+0b— y)}

v 252 (S ko)

2 Yy—

I, — 1

_x

olur. Boylece yukaridaki esitligin her iki tarafi ile garpilirsa (3.1.21) esitsizligi elde

edilir. Bu durumda ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.3 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. |f’|, [a,b] araliginda konveks ise her x,y € [a,b], * < y ve A\, p,w > 0
olmak tizere kesirli integraller i¢in

" qfla+b—x)+ fla+b—y) 1
pA+1 [w(y — x)”] 9 - 2y — x)*

% [( pi\,(a+b—a:)*;wf) (a+b-y)+ <‘7p‘j’\’(“+5_y)+‘”f> (at+b= SC)} '

< (y—2)FD ploly — )] [|f’(a)\+|ff<b>|—'f'($)|;|f'(y)|} (3.1.24)

esitsizligi gecerlidir. Burada,

seklindedir.

Ispat. Lemma 3.1.1 ve Jensen-Mercer esitsizligi araciligiyla

;)j;)\-‘rl [W<y_$)p] f(a—i_b_x);_f(a—i_b_y) - 2(yi(£))‘

% [( A (atb—z) 1w f) (a+b-y)+ < :”\’(“er_y)ﬁwf) (a+b- :c)] ‘

< Lt / PF o [y — 2Pt — (1 — D F2 s, [y — 2)°(1 — )]
|f (a+b—(txr+ (1 —t)y))|dt
< / PF7 o [y — 2)%€7) — (1 — 0 F2 oy [y — (1 — 1))

a)l+ |f'(b)| = (tlf(x)\+(1—t)|f( )D]dt

= ? ; x{ /o2 (1~ )A]:U,\Jrl [wly —2)?(1 =1)°] — t/\]:UAJrl w(y — =)7t"]]
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X [[f' (@) + [f' @) = (] f' (x)| + (1 =) f (y)])] dt
+[ [t’\]:;)\ﬂ w(y —z) t’] — (1 — t)Af;’,m (w(y —z)P(1 — t)pH

2

< [If (@)l + 1F(0)] = @ ()] + (1 = DI (y)])] dt}

—x
= y2 (L1 + Lo)

yazilir. Buradan L, ve Ly ayr1 ayri hesaplanirsa

Ly = (If'(@]+]f®)])

= (F/ @]+ 17 O)) (Fh wly — 0] = F3 oy — 2)71)
@) (F oy = 2)] = FJi 1 lwly - 2)°])

HI W (FB oy — 2] = FoS 4 [y — 2)7)
/ / 1 1
= (F@l+17®)) ()\ Yokt 1 2RI 4 pk 1 1))

! 1 1
- {'f @)l ((A+pk+ DA +pk+2)  2XoEH (X4 pk + 1)>

S0 - — !
DINNT pk+2 2R\ + pk + 1)

ve benzer sekilde

Ly = (If @]+ ®))
1
" </ [P F 7 oy = 2)1) = (1= M Foa s [y — @) (1 - 1)) dt)

2

—|f' ()|
1 1
X (ﬁ t)‘+1.7-";)\+1 [w(y — x)PtP] dt — /1 t(1— t)’\f;AH [w(y — x)(1 —t)°] dt>
+1f' ()
1 1
( / (1= P F 4y [wly — 2)°t7] dt - / (1= FT L wly — 2)P(1 — 1)) dt)

= (/@I + 17O (Fh oy — )] = Fi oy — 2)°])
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1@ (Fh oy — 2] = FZ5 4y [y — 2)7))
HF )] (Fgn [y — )] = Foiy oy — 2)7)

/ / 1 1
= (‘f (@)l +|f (b)’) <)\—|—pk:+1 B 2/\+pk+1()\+pk_|_1))

/ 1 1
B {’f @)l <)\+pk+2 MPREL(N - pk + 1))

/ 1 L
W)l <()\—|—pk+ DA+ pk+2) 2RI\ 4 pk + 1)>}

olur. Burada

1
k pr—
o1(k) <)\+pk+1 2)‘+Pk+1()\+pk+l)>
oa(k) = <2A+pk+1 A+ pk + 1 )>
1 1 1
Ug(k‘) = + — ,
)\—I—pk‘—l—l 2A+pk+1(>\+pk+1) At pk+1  2MPEHL(N 4 pk 4+ 1)
oa(k) = ( 2A+ﬂk+2 )\+pk+2)>
(k) = 1
7o\ = )\+pk+2 T MRR2(N 1 pk + 2)
1
k) = k
06( ) ( )<2>‘+Pk+1()\—|—pk‘—|— ) 2)\+pk+2()\+pk+2)>

seklindedir. L; ve Lo taraf tarafa toplanirsa (3.1.24) esitsizligi elde edilir. Bu durumda ispat

tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.4 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. |f’|, [a,b] arahgimda konveks ise her z,y € [a,b], x < y ve A, p,w > 0 olmak

tizere kesirli integraller igin
2A—1

(y—a) Kj:A’(CLJFb—L?)*?wf) (a+b—2) + (j;i/\,(aer—%)*;wf) (a+b— y)}

~f(aro- T3 o ety -0y ‘

- F e by —2)5] [
- 2N+ pk +1)

[f (@) + |F(0)] =

/()] + !f’(wq (3.1.25)

2

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 3.1.2 ve Jensen-Mercer esitsizligi kullanilarak

2)—1

527 LT wnmzgayead) @ 0=+ (7 oy S ) (0= )

—f (a+b— x—2|—y> .F”AH [w(y—x)pzlp]
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[[ir@i+ o= (5@ i) | a
+ [ P, [w r(3)] [r@i+1roi- (e 2 rw)] )

B (Y = 2)F sp0 [wly — 2)755] [
B 20\ + pk + 1)

sz { oo () oo (55 )
[ (3 (oY
otk o)

a)l + £ ()] -

()] + \f’(y)!]
2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.5 a < b olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) arahginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. ¢ > 1 ve %—i— % =1 igin | f’|9, [a,b] arahginda konveks ise her x,y € [a,b], z <y

ve A, p,w > 0 olmak iizere kesirli integraller igin

2Afl

(y — ) [(j:,\,(wa%)—;wf) (a+b—-y)+ (j;f)w(ﬁbj%y)hwf) (a+b— :c)]

(e ) o)
< UTrn o) [<|f/(a)|q+|f,(b)‘q_3|f/(x)|qzlf/(y)|‘1>q

" (rf’<a>\q DI A ,W> ] (3.1.26)

esitsizligi gecerlidir. Burada

1 »
o1 =o(k) ()\p—i-pkp—i- 1>

seklindedir.

ispat. Lemma 3.1.2’de Holder esitsizligi kullanilirsa
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yazilir. |f’|nun konveksliginden Jensen-Mercer esitsizligi kullanilirsa

2A71
(y — )\ [wly — 2)F] [(jp,&(wa%)—;wf) (a+b-y)

+ (jpéf)\,(aer—xTﬂ)ﬁwf) (a+b— $)} —f <a +bh— x—;—y) |

IN

y—xicf(k)nwrk(y—m)pk]( 1 >i
4 =~ FA\p+pkp+1) \A+pk+1

x {( 01 |f' (@) + 1 (D)]? — <22_tf/(x)|‘1 N ;f,(y)'q) dt>3

; ( 01 £ (@) + £/ ()] - <;| P+ 224 f,(y)‘q> dt>;}
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k=0

3 @)+ \f/(y)!q><11

. [(u'(a)w PO .

n (f’(a)lq 1P )

. |f’<m>rq+3rf'<y>\q>i]
4

= WD ety - )

» [(W(a)!q el X

. @ +3rf’<y>\q>i]

+(Ir @i+ 7o) p

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Bu boltimde elde edilen teoremlerin ispatlarindakilere benzer argiimanlar kullanilarak Prab-
hakar kesirli integral operatorleri i¢in de yeni tahminler elde edilebilir. Prabhakar kesirli integral

operatorii agagidaki gibi tanimlanmaktadir.

Tanim 3.1.2 0 < a <t < b < 0o olmak tizere f € Lla,b] ve p,\,v,w € C, Re(p), Re(\) > 0

olsun. Bu durumda sol ve sag tarafli Prabhakar kesirli integral operatorii
! A—1
(Ez,)\,a"";wf) (LL’) = / (LU - t) B E;)\[W(l’ - t)pf(t)dt
a
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ve
b
() @) = [ €= 2P 1Byl - a1
x

seklinde tanimlanir [55]. Burada (), Pochhammer sembolii olmak iizere
o0 k
o () zk: T(pk + \) &!

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.1.6 f: [a,b] — R, konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her z,y € [a,b], x <y
ve A, p,w > 0 icin

f<a+b—x;ry>

< )+ 10 = 5 x)AE;jH =7 L d) 0+ (0 0f) @)
< f@+s0 -1 (557
T+ 1
/ (a e y) = oy )E) 1 [wly — 2)7]

X [(gz,)\,(aerfy)'*‘;wf) (a +b- :E) + (ez,)\,(a+bfa:)—;wf) (a +b— y)}
fla+b—2)+ fla+b—1y)
2

)+ 50— £ (57

IN

IN

esitsizlikleri gegerlidir.

ispat. Teorem 3.1.1'in ispatinda Prabhakar kesirli integral operatoriiniin tanimi kullanilarak

istenen sonuclar elde edilir.
Bu boliimdeki diger sonuglarin yeni versiyonlar1 Prabhakar kesirli integral operatorii kul-

lamlarak elde edilebilir. Ayrica bu béliimde elde edilen sonuglar [50]’de Riemann-Liouville kesirli

integralleri yardimu ile elde edilen Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizliklerin genellestirmesidir.
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4. TARTISMA ve SONU(C

Bu yiiksek lisans tezinin temelini olugturan {iciincii boliimde, Raina’nin genellestirilmisg ke-
sirli integral operatorii iceren yeni Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler ve genellestirme-
ler elde edilmistir. Elde edilen sonuclarin bazi 6zel halleri literatiirde mevcut 6nceki caligmalar:
kapsamaktadir. Elde edilen bu yeni sonuclar makale formatina getirilerek ”Some New Results
on Hermite-Hadamard-Mercer Type Inequalities Using a General Family of Fractional Inte-
gral Operators” baglikli calisma altinda ”Fractal and Fractional” isimli dergide yayimlanmuistir.
Konuyla ilgili aragtirmacilar bu tezde verilen yontemlerden ve sonuglardan faydalanarak bu
tezde kullanilmayan kesirli integral operatorler igin yeni Hermite-Hadamard-Mercer tipli inte-

gral egitsizlikleri elde edebilirler.
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