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1. GİRİŞ

Belirsizlik problemleri ve bu problemlerin çözümüne yönelik yaklaşımlar birçok bilim

adamı tarafından uzun zamandır ele alınmaktadır. Belirsizliği anlamak ve buna uygun

çözümler bulmak için birçok yaklaşım metotları geliştirilmiştir. Bu yaklaşımlardan en

önemlileri bulanık kümeler (Zadeh, 1965), yaklaşımlı kümeler (Pawlak, 1982) ve esnek

kümeler (Molodtsov, 1999) dir. Esnek küme teorisi, belirsizlik içeren problemlerin mev-

cut metotlar ile çözümü noktasında karşılaşılan zorluklarların üstesinden gelebilmek ve bu

problemlere uygun çözümler geliştirebilmek için ilk olarak Molodtsov (1999) tarafından

ortaya konuldu. Molodtsov (1999, 2004) birçok alana esnek küme teorisini uyguladı. Es-

nek kümeler, hem teori hem de pratiğin dengeli bir kapsamını vurgular. Günümüzde esnek

küme teorisi, mühendislik, bilgisayar bilimleri, ekonomi, sosyal bilimler, doğa bilimleri ve

tıp bilimi başta olmak üzere akıllı sistemlerden karar verme sistemlerine kadar bir çok

alanda geniş bir uygulama imkanı buldu. Maji ve ark. (2002, 2003) bir karar verme

probleminde esnek kümelerin bir uygulamasını yaptılar ve esnek kümelerde bazı işlemleri

tanımladılar. Esnek küme teorisi, özellikle esnek karar verme gibi birçok alanda geniş kap-

samlı uygulamalarla ilerleme göstermiştir (Maji ve ark., 2003; Ali ve ark., 2009; Çağman

ve Enginoğlu, 2010; Feng ve ark., 2010; Feng ve ark., 2011; Feng ve ark., 2013). Daha

sonrasında esnek kümelerin cebirsel yapılar üzerindeki uygulamalarıda birçok araştırmacı

tarafından ele alındı ve bu yapılar üzerindeki etkisi incelendi. İlk olarak Aktaş ve Çağman

(2007) esnek grup kavramını verdiler ve bu kavramın temel özelliklerini incelediler. Jun

(2008) esnek kümeleri BCK/BCI-cebirlerine uygulayarak, BCK/BCI-cebirlerinde esnek

kümelerin cebirsel özeliklerini araştırdı. Feng ve ark. (2008) esnek küme teorisini kulla-

narak esnek yarı halka kavramını verdiler ve bu kavrama ait bazı özelikleri incelediler. Sun

ve ark. (2008) esnek modülleri tanımlayarak, esnek modüllere ait bazı temel özellikleri

elde ettiler. Shabir ve Ali (2009) yarıgruplarda esnek ideal kavramını verdiler. Ma-

jumdar ve Samanta (2010) esnek dönüşüm kavramını verdiler ve onların bazı özellikleri

üzerinde çalıştılar. Acar ve ark. (2010) esnek halkaları tanımladılar ve esnek halkaların

bazı temel özelliklerini incelediler. Qin ve Hong (2010) esnek kümelerin kafes yapısını

inşaa ettiler, esnek eşitlik kavramını incelediler ve bunlarla ilgili bazı özellikler elde et-

tiler. Yamak ve ark. (2011) esnek hypergroupoid kavramını verdiler ve bu kavrama ait

bazı yeni özellikler elde ettiler. Çelik ve ark. (2011) esnek kümeler üzerinde yeni ikili
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işlemler verdiler ve esnek halkalarla ilgili yeni özellikler elde ettiler. Karaaslan ve ark.

(2012) esnek kümelerdeki bazı işlemleri kullanarak, esnek kümeler üzerinde esnek kafes-

leri tanımladılar ve bazı esnek kafes yapılarını incelediler. Nagarajan ve Geetha (2014) bir

esnek kafesin esnek ideali kavramını verdiler ve ilgili özellikleri araştırdılar. Bera ve ark.

(2017) bir kafes üzerinde esnek kongrüans bağıntısını tanımladılar ve tam esnek kongrüans

bağıntısı kavramını verdiler.

Biz bu çalışmada bazı esnek kafes yapılarını ele alacağız, temel özelliklerini inceleyeceğiz

ve elde edilen sonuçları değerlendireceğiz. Bu çalışma iki ana bölümden oluşmaktadır.

İlk bölümde çalışmamızda temel olan kafesler ve esnek kümeler hakkında bazı tanım ve

teoremler ifade edilmiştir. İkinci bölümde esnek kafes, esnek alt kafes, esnek kafes ho-

momorfisi, esnek dağılımlı kafes ve esnek modüler kafes kavramları verilerek bunlara ait

özellikler araştırılmıştır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Kafesler

Tanım 2.1.1 (Birkhoff, 1967) L 6= ∅ bir küme ve “≤” L üzerinde bir bağıntı olsun. L’ye

sıralı küme denir. ⇔

(i) Her a ∈ L için a ≤ a

(ii) Her a, b ∈ L için a ≤ b ve b ≤ a ise a=b

(iii) Her a, b, c ∈ L için a ≤ b ve b ≤ c ise a ≤ c dir.

Bir L sıralı kümesi (L,≤) notasyonu ile gösterilir.

Tanım 2.1.2 (Birkhoff, 1967) (L,≤) bir sıralı küme, B ⊆ L ve a ∈ L olsun.

(i) Eğer her b ∈ B için a ≤ b ise a ∈ L elemanına B nin bir alt sınırı denir.

(ii) Eğer her b ∈ B için b ≤ a ise a ∈ L elemanına B nin bir üst sınırı denir.

(iii) Eğer a, B kümesinin bir alt sınırı ve a ∈ B ise a ya B kümesinin en küçük elemanı

denir.

(iv) Eğer a, B kümesinin bir üst sınırı ve a ∈ B ise a ya B kümesinin en büyük elemanı

denir.

Tanım 2.1.3 (Birkhoff, 1967) (L,≤) sıralı küme ve B ⊆ L olsun. B, B nin tüm üst

sınırlarından; B, B tüm alt sınırlarından oluşan bir küme olsun.

• B 6= Ø ve B nin en büyük elemanı varsa bu elemana B nin en büyük alt sınırı

(infumumu) denir ve inf B = ∧B = ∧b∈Bb notasyonlarından biri ile gösterilir.

• B 6= Ø ve B nin en küçük elemanı varsa bu elemana B nin en küçük üst sınırı

(supremumu) denir ve supB = ∨B = ∨b∈Bb notasyonlarından biri ile gösterilir.

Tanım 2.1.4 (Birkhoff, 1967) (L,≤) bir sıralı küme olsun. L kümesine kafes denir ⇔
Her a, b ∈ L için sup{a, b} = a ∨ b ve inf{a, b} = a ∧ b mevcuttur.

Tanım 2.1.5 (Birkhoff, 1967) (L,≤) bir kafes olsun.
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(i) L ye tam kafes denir. ⇔ Her ∅ 6= T ⊆ L için supT ve inf T mevcuttur.

(ii) L ye modüler kafes denir. ⇔ Her a, b, c ∈ L ve a ≤ b için a∨ (b∧ c) = b∧ (a∨ c) dir.

(iii) L ye dağılımlı kafes denir. ⇔ Her bir a, b, c ∈ L için a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)
ve a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Bir L kafesi genel olarak (L,≤,∨,∧) şeklinde gösterilir. Ayrıca, L kafesinin en küçük

elemanı ve en büyük elemanı varsa, bu elemanlar sırasıyla “0” ve “1” ile gösterilir.

Tanım 2.1.6 (Birkhoff, 1967) L bir kafes 0 ∈ L ve her x ∈ L için 0 ≤ x ise L ye alttan

sınırlı kafes denir ve (L,≤, 0) ile gösterilir. 1 ∈ L ve her x ∈ L için x ≤ 1 ise L ye üstten

sınırlı kafes denir ve (L,≤, 1) ile gösterilir. L kafesi üstten ve alttan sınırlı ise L ye sınırlı

kafes denir ve (L,≤, 0, 1) ile gösterilir.

Aksi söylenmedikçe bütün kafesler sınırlı kafes olarak ele alınacaktır.

Tanım 2.1.7 (Birkhoff, 1967) (L,≤) bir tam kafes olsun. L ye sonsuz ∨-dağılımlı kafes

denir. ⇔ Her a, bi ∈ L , i ∈ ∧ için a ∧ (
∨
i∈∧ bi) =

∨
i∈∧(a ∧ bi) dir.

Tanım 2.1.8 (Birkhoff, 1967) (L,≤) bir kafes ve ∅ 6= T ⊆ L olsun. T ye alt kafes denir.

⇔ Her a, b ∈ T için a ∨ b, a ∧ b ∈ T dir.

Teorem 2.1.1 (Birkhoff, 1967) (L,≤) bir kafes olsun. Eğer L dağılımlı (modüler) kafes

ise L nin her alt kafesi de dağılımlı (modüler) dır.

Tanım 2.1.9 (Birkhoff, 1967) (L1,≤) ve (L2,≤) sıralı kümeler ve f : L1 −→ L2 bir

fonksiyon olsun. f ye sıra korur fonksiyon denir. ⇔ Her a, b ∈ L1 için a ≤ b ise f(a) ≤ f(b)

dir.

Tanım 2.1.10 (Birkhoff, 1967) (L1,≤) ve (L2,≤) kafesler ve f : L1 −→ L2 bir fonksiyon

olsun. f ye kafes homomorfisi denir. ⇔ Her a, b ∈ L1 için f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) ve

f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) dir.

Örnek 2.1.1 (i) A 6= ∅ bir küme ve L = ℘(A) olsun. T, S ∈ L için T ≤ S ⇔ T ⊆ S

ile verilen “≤” bağıntısı ile (L,≤) sonsuz ∨-dağılımlı kafestir.

(ii) L sonlu bir küme ve (L,≤) dağılımlı kafes ise (L,≤) sonsuz ∨-dağılımlı kafestir.
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(iii) (L1,≤) ve (L2,≤) sonsuz ∨-dağılımlı kafesler olsun. L1×L2 üzerinde “≤” sıralama

bağıntısı (a, b) ≤ (c, d) ⇔ a ≤ c ve b ≤ d şeklinde verilsin. Bu taktirde (L1×L2,≤)

sonsuz ∨-dağılımlı kafestir.

2.2 Esnek Kümeler

Tanım 2.2.1 (Molodtsov, 1999; Feng ve ark., 2008) U ve E boştan farklı kümeler, ℘(U)

U ’nun güç kümesi, E parametreler kümesi ve A ⊆ E olsun. η : A −→ ℘(U) dönüşümü

ile verilen (η, A) ikilisine U üzerinde bir esnek küme denir. Burada R ⊆ A × U olmak

üzere her x ∈ A için η(x) = {y ∈ U | (x, y) ∈ R} şeklinde tanımlanır. Des(η, A) = {x ∈
A : |η(x) 6= ∅} kümesine (η, A) esnek kümesinin desteği denir. Her x ∈ A için η(x) = ∅
ise (η, A) ya boş esnek küme denir. Eğer Des(η, A) 6= ∅ ise (η,A) ya boştan farklı esnek

küme denir. U üzerinde tanımlı bütün esnek kümelerin ailesi S(U) ile gösterilecektir.

Örnek 2.2.1 f : A −→ U bir fonksiyon ve η : A −→ ℘(U) bir dönüşüm olmak üzere her

x ∈ A için η(x) = {f(x)} şeklinde tanımlanan (η, A) ikilisi U üzerinde bir esnek kümedir.

Örnek 2.2.2 ϕ : U1 −→ U2 bir fonksiyon ve (η,A), (µ,B) sırasıyla U1 ve U2 üzerinde

esnek kümeler olmak üzere

ϕ(η) : A→ ℘(U2) ϕ(η)(x) = ϕ(η(x))

ϕ−1(µ) : B → ℘(U1) ϕ−1(µ)(y) = ϕ−1(µ(y))

ile tanımlanan (ϕ(η), A) ve (ϕ−1(µ), B) ikilileri sırasıyla U2 ve U1 üzerinde esnek kümelerdir.

Tanım 2.2.2 (Molodtsov, 1999) (η, A) ve (µ,B) U üzerinde iki esnek küme ve A ⊆ B

olsun. Eğer her x ∈ A için η(x) ⊆ µ(x) ise (η, A) ya (µ,B) nin esnek alt kümesi denir.

Bu durum (η, A) v (µ,B) notasyonu ile gösterilir.

Önerme 2.2.1 ϕ : U1 −→ U2 bir fonksiyon olmak üzere (η1, A1) ve (η2, A2) U1 üzerinde,

(µ1, B1) ve (µ2, B2) U2 üzerinde tanımlı esnek kümeler olsun. Bu taktirde aşağıdakiler

sağlanır.

(i) (η1, A1) ⊆ (η2, A2) ise (ϕ(η1), A1) ⊆ (ϕ(η2), A2)
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(ii) (µ1, B1) ⊆ (µ2, B2) ise (ϕ−1(µ1), B1) ⊆ (ϕ−1(µ2), B2)

Tanım 2.2.3 (Ali ve ark., 2009; Feng ve ark., 2008) {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} U üzerinde esnek

kümelerin bir ailesi olsun.

(i) A = ∪i∈∧Ai ve her a ∈ A için ∧(a) = {i | a ∈ Ai} olmak üzere η(a) = ∪i∈∧(a)ηi(a)

şeklinde tanımlanan (η, A) esnek kümesine {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} esnek kümeler ailesinin

birleşimi denir. Bu durum
⋃
i∈∧(ηi, Ai) notasyonu ile gösterilir.

(ii) A = ∩i∈∧Ai ve her a ∈ A için η(a) = ∩i∈∧ηi(a) şeklinde tanımlanan (η, A) esnek

kümesine {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} esnek kümeler ailesinin arakesiti denir. Bu durum⋂
i∈∧(ηi, Ai) notasyonu ile gösterilir.

(iii) A = ∩i∈∧Ai ve her a ∈ A için η(a) = ∪i∈∧ηi(a) şeklinde tanımlanan (η, A) esnek

kümesine {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} esnek kümeler ailesinin daraltılmış birleşimi denir. Bu

durum
⊔
i∈∧(ηi, Ai) notasyonu ile gösterilir.

(iv) A = ∪i∈∧Ai ve her a ∈ A için ∧(a) = {i | a ∈ Ai} olmak üzere η(a) = ∩i∈∧(a)ηi(a)

şeklinde tanımlanan (η, A) esnek kümesine {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} esnek kümeler ailesinin

genişletilmiş arakesiti denir. Bu durum
d
i∈∧(ηi, Ai) notasyonu ile gösterilir.

(v) A =
∏

i∈∧Ai ve her (ai) ∈ A için η(ai) = ∪i∈∧ηi(ai) şeklinde tanımlanan (η, A)

esnek kümesine {(ηi, Ai) | i ∈ λ} esnek kümeler ailesinin ∨-birleşimi denir. Bu

durum
∨
i∈∧(ηi, Ai) notasyonu ile gösterilir.

(vi) A =
∏

i∈∧Ai ve her (ai) ∈ A için η(ai) = ∩i∈∧ηi(ai) şeklinde tanımlanan (η, A)

esnek kümesine {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} esnek kümeler ailesinin ∧-arakesiti denir. Bu

durum
∧
i∈∧(ηi, Ai) notasyonu ile gösterilir.

U üzerinde tanımlı (η,A) ve (µ,B) gibi iki esnek küme için yukarıda verilen tanımlar

sırasıyla aşağıdaki şekillerde gösterilir.

(η,A) ve (µ,B) esnek kümelerinin birleşimi: (η, A) ∪ (µ,B)

(η,A) ve (µ,B) esnek kümelerinin arakesiti : (η, A) ∩ (µ,B)

(η,A) ve (µ,B) esnek kümelerinin daraltılmış birleşimi: (η, A) t (µ,B)

(η,A) ve (µ,B) esnek kümelerinin genişletilmiş arakesiti: (η, A) u (µ,B)

(η,A) ve (µ,B) esnek kümelerinin ∨-birleşimi: (η, A) ∨ (µ,B)

6



(η, A) ve (µ,B) esnek kümelerinin ∧-arakesiti: (η, A) ∧ (µ,B)

Önerme 2.2.2 {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} ⊆ Es(U) ve (η,B) ∈ Es(U) olsun. Bu taktirde;

(i) (η,B) ∩
(⋃

i∈∧(ηi, Ai)
)

=
⋃
i∈∧
(
(η,B) ∩ (ηi, Ai)

)
(ii) (η,B) ∪

(⋂
i∈∧(ηi, Ai)

)
=
⋂
i∈∧

(
(η,B) ∪ (ηi, Ai)

)
(iii) (η,B) u

(⊔
i∈∧(ηi, Ai)

)
=
⊔
i∈∧

(
(η,B) u (ηi, Ai)

)
(iv) (η,B) t

(d
i∈∧(ηi, Ai)

)
=

d
i∈∧

(
(η,B) t (ηi, Ai)

)
İspat:

(i) (η,B)∩
(⋃

i∈∧(ηi, Ai)
)

=
(
µ,B∩(∪i∈∧Ai)

)
ve
⋃
i∈∧

(
(η,B)

⋂
(ηi, Ai)

)
=
(
δ,∪i∈∧(B∩

Ai)
)

olsun. ∧(x) = {i | x ∈ Ai} , ∧|(x) = {i | x ∈ B ∩ Ai} olmak üzere

x ∈ B ∩ (∪i∈∧Ai) = ∪i∈∧(B ∩ Ai) ise

µ(x) = η(x) ∩ (∪i∈∧(x)ηi(x)) = ∪i∈∧(x)(η(x) ∩ ηi(x)) = ∪i∈∧|(x)(η(x) ∩ ηi(x)) = δ(x)

dir. Buradan (η,B) ∩
(⋃

i∈∧(ηi, Ai)
)

=
⋃
i∈∧
(
(η,B) ∩ (ηi, Ai)

)
dir.

(ii) (η,B) ∪
(⋂

i∈∧(ηi, Ai)
)

=
(
µ,B ∪ (∩i∈∧Ai)

)
ve⋂

i∈∧

(
(η,B)

⋃
(ηi, Ai)

)
=
(
δ,∩i∈∧(B ∪ Ai)

)
olsun.

x ∈ B ∪ (∩i∈∧Ai) = ∩i∈∧(B ∪ Ai) olmak üzere;

Eğer x ∈ B \∩i∈∧Ai ise µ(x) = η(x) dir. Ayrıca x /∈ ∩i∈∧Ai olduğundan ∃i ∈ ∧, x /∈
Ai ve ∧| = {j | x ∈ Aj} olmak üzere δ(x) =

[
∩i∈∧| (η(x)∪ ηi(x))

]
∧ η(x) = η(x) dir.

Yani µ(x) = δ(x) olur.

Eğer x ∈ ∩i∈∧Ai \ B ise µ(x) = ∩i∈∧ηi(x) dir. Ayrıca her i ∈ ∧ için x ∈ Ai \ B
olduğundan δ(x) = ∩i∈∧ηi(x) dir. Yani µ(x) = δ(x) olur.

Eğer x ∈ B ∩ (∩i∈λAi) ise µ(x) = η(x) ∩ (∩i∈∧ηi(x)) = ∩i∈∧(η(x) ∩ ηi(x)) = δ(x)

olur. Buradan (η,B) ∪
(⋂

i∈∧(ηi, Ai)
)

=
⋂(

(η,B) ∪ (ηi, Ai)
)

dir.

(iii) (i) nin ispatına benzer şekilde yapılır.

(iv) (ii) nin ispatına benzer şekilde yapılır.

Teorem 2.2.1 {(ηi, Ai) | i ∈ ∧} U üzerinde esnek kümelerin bir ailesi olsun. Bu taktirde

aşağıdaki özellikler sağlanır.
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(i) (Es(U),v) sıralı kümedir.

(ii) (Es(U),v) tam kafestir ve Sup{(ηi, Ai) | i ∈ ∧} =
⋃
i∈∧(ηi, Ai), İnf{(ηi, Ai) | i ∈

∧} =
⋂
i∈∧(ηi, Ai).

(iii) (Es(U),v) sonsuz ∨-dağılımlı kafestir.

İspat:

(i) (η1, A1), (η2, A2) ve (η3, A3) U üzerinde esnek kümeler olsun. (η1, A1) v (η2, A2)

olduğu açıktır. (η1, A1) v (η2, A2) ve (η2, A2) v (η1, A1) olsun. Bu taktirde buradan

A1 ⊆ A2 ve her x ∈ A1 için η1(x) ⊆ η2(x) dir. Benzer şekilde A2 ⊆ A1 için ve her

x ∈ A2 için η2(x) ⊆ η1(x) dir. Dolayısıyla A1 = A2 ve η1(x) = η2(x) olur. Buradan

(η1, A1) = (η2, A2) dir. (η1, A1) v (η2, A2) ve (η2, A2) v (η3, A3) olsun. Buradan

A1 ⊆ A2 ve her x ∈ A1 için η1(x) ⊆ η2(x) dir. Benzer şekilde A2 ⊆ A3 ve her

x ∈ A2 için η2(x) ⊆ η3(x) dir. Dolayısıyla A1 ⊆ A3 ve η1(x) ⊆ η3(x) olur. Yani

(η1, A1) v (η3, A3) dir. Sonuç olarak (S(U),<) bir sıralı kümedir.

(ii) Açık olarak her j ∈ ∧ için (ηj, Aj) ⊆
⋃
i∈∧(ηi, Ai) dir. Diğer yandan, (µ,A) ∈ S(U)

ve her i ∈ ∧ için (ηi, Ai) ⊆ (µ,A) olsun. Buradan Ai ⊆ A ve her x ∈ A için

ηi(x) ⊆ µ(x) dir. Böylece ∪i∈∧Ai ⊆ A ve x ∈ ∪i∈∧ için ∪i∈∧(x)ηi(x) ⊆ µ(x) yani⋃
i∈∧(ηi, Ai) ⊆ (µ,A) olur. Buradan Sup{(ηi, Ai) | i ∈ ∧} =

⋃
i∈∧(ηi, Ai) dir.

Açık olarak her j ∈ ∧ için
⋂
i∈∧(ηi, Ai) ⊆ (ηj, Aj) dir. Diğer yandan, (µ,A) ∈ S(U)

ve her i ∈ ∧ için (µ,A) ⊆ (ηi, Ai) ise her i ∈ ∧ ve her x ∈ A için A ⊆ Ai

ve µ(x) ⊆ ηi(x) dir. Böylece A ⊆ ∩i∈∧Ai ve x ∈ A için µ(x) ⊆ ∩i∈∧ηi(x) yani

(µ,A) ⊆ ⋂i∈∧(ηi, Ai) olur. Buradan İnf{(ηi, Ai) | i ∈ ∧} =
⋂
i∈∧(ηi, Ai) dir.

(iii) Önerme 2.2.2 ile açıktır.

Tanım 2.2.4 (Yamak ve ark., 2011) (η, A) ve (µ,B) sırasıyla U1 ve U2 üzerinde esnek

kümeler ve f : U1 −→ U2 ve g : A −→ B iki fonksiyon olsun. Eğer her x ∈ A için

f(η(x)) = µ(g(x)) ise (f, g) : (η, A) −→ (µ,B) ye bir esnek fonksiyon denir.
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Bu tanımda, eğer f ve g bire-bir (örten) bir dönüşüm ise (f, g) ye bire-bir (örten) es-

nek fonksiyon denir. (η, A) ve (µ,B) arasındaki bire-bir ve örten esnek fonksiyona esnek

tam eşleme denir. Bu durum (η, A) w (µ,B) notasyonu ile gösterilir.

Önerme 2.2.3 (Yamak ve ark., 2011) (η, A), (µ,B), (δ, C) sırasıyla U1, U2 ve U3 üzerinde

esnek kümeler ve (φ, ψ) : (η, A) −→ (µ,B), (ϕ, γ) : (µ,B) −→ (δ, C) olsun. Bu taktirde

aşağıdaki özellikler sağlanır.

(i) (ϕ ◦ φ, γ ◦ ψ) : (η, A) −→ (δ, C),

(ii) (φ, ψ) esnek tam eşleme ise (φ−1, ψ−1) : (µ,B) −→ (η, A) esnek tam eşlemedir.

Tanım 2.2.5 (Yamak ve ark., 2011) (η,A) ve (µ,B) sırasıyla U1 ve U2 üzerinde esnek

kümeler ve (f, g) : (η,A) −→ (µ,B) olsun.

(i) (η,A) esnek kümesinin (f, g) esnek fonksiyonu altında görüntüsü U2 üzerinde bir

esnek kümedir. Bu durum (f, g)(η, A) = (f(η), B) şeklinde gösterilir ve her y ∈ B
için

f(η)(y) =

{ ⋃
g(x)=y f(η(x)) eğer y ∈ Resg

∅ eğer y /∈ Resg

şeklinde tanımlanır.

(ii) (µ,B) esnek kümesinin (f, g) esnek fonksiyonu altındaki ters görüntüsü U1 üzerinde

bir esnek kümedir. Bu durum (f, g)−1(µ,B) = (f−1(µ), A) şeklinde gösterilir ve her

x ∈ A için f−1(µ)(x) = f−1(µ(g(x))) şeklinde tanımlanır.

9



3. ESNEK KAFES YAPILARI

3.1 Esnek Kafesler

Bu bölümde, esnek kafes kavramını ele alacağız ve bu kavrama ait bazı özellikleri

araştıracağız. Bu bölüm boyunca, L bir tam kafes ve bütün esnek kümeler boştan farklı

olarak ele alıncaktır. R bağıntısı R ⊆ A × L olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli

fonksiyonu η(x) = {y ∈ L | xRy} şeklinde tanımlansın. Açıkça (η, A) L üzerinde bir

esnek kümedir.

Tanım 3.1.1 (η, A) L üzerinde bir esnek küme olsun. Eğer her x ∈ A için η(x) L nin alt

kafesi ise (η, A) ya L üzerinde bir esnek kafes denir. L üzerindeki bütün esnek kafeslerin

kümesi Ek(L) ile gösterilecektir.

Örnek 3.1.1 L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesi Şekil 3.1. deki gibi verilsin.

1

0

p q r

s t v

Şekil 3.1: L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesi

A = {r, q, v} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈ L | xRy ⇔
x∨ y = 1} şeklinde tanımlansın. Buna göre η(r) = {1, s}, η(q) = {1, t}, η(v) = {1, p, t, s}
dir. Açıkça her x ∈ A için η(x) L nin bir alt kafesidir. Buradan (η, A) ∈ Ek(L) dir.

Örnek 3.1.2 L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesi şekil 3.2 deki gibi verilsin.
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1

0

s t v

p q r

Şekil 3.2: L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesi

A = {1, 2, 3} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(1) = {p, r, t, 1},
η(2) = {0} ve η(3) = {1, s} şeklinde tanımlansın. Açıkça her x ∈ A için η(x) L nin alt

kafesidir. Buradan (η,A) ∈ Ek(L)dir.

Örnek 3.1.3 L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi Şekil 3.3. deki gibi verilsin.

0

1

p q r s

Şekil 3.3: L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi

A = {0, p, q, r, s, 1} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈
L | xRy ⇔ x ∨ y = 1} şeklinde tanımlansın. Buna göre η(0) = {1}, η(p) = {1, q, r, s},
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η(q) = {1, p, r, s}, η(r) = {1, p, q, s}, η(s) = {1, p, q, r}, η(1) = {0, p, q, r, s, 1} dir. Açıkça

q, r ∈ η(p) dır. Fakat q ∧ r = 0 /∈ η(p). Buradan η(p) L nin alt kafesi değildir. Benzer

şekilde η(q), η(r) ve η(s) L nin alt kafesi değildirler. Üstelik (η, A) /∈ Ek(L) dir.

Eğer (η, A) L üzerinde bir esnek kafes değilse boştan farklı bir B ⊆ A alt kümesi

yardımıyla (η,B) L üzerinde bir esnek kafes yapılabilir.

Örnek 3.1.4 L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi şekil 3.4. deki gibi verilsin.

1

0

r q

s p

Şekil 3.4: L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi

A = {0, p, q, r, s, 1} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈
L | xRy ⇔ x ∧ y = 0} şeklinde tanımlansın. Buna göre η(0) = {0, p, q, r, s, 1}, η(p) =

{0, q, r, s}, η(q) = {0, p, r}, η(r) = {0, p, q}, η(s) = {0, p}, η(1) = {0} dir. Açıkça, η(q) ve

η(r) L’nin alt kafesi değillerdir. Açıkça her x ∈ B için ηB(x) L nin alt kafesidir. Üstelik

(η, A) /∈ Ek(L) dir.

Şimdi B = {0, p, s, 1} ⊆ A alalım. Buradan ηB(0) = {0, p, q, r, s, 1}, ηB(p) = {0, q, r, s},
ηB(s) = {0, p}, ηB(1) = {0} dır. Üstelik (η,B) ∈ Ek(L) dır.

Sonuç 3.1.1 Her kafes bir esnek kafes olarak ele alınabilir.

Teorem 3.1.1 L bir kafes ve {(ηi, Ai | i ∈ λ} L üzerinde esnek kafeslerin bir ailesi olsun.

Bu taktirde;
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(i)
⋂
i∈λ(ηi, Ai) bir esnek kafestir.

(ii)
d
i∈λ(ηi, Ai) bir esnek kafestir.

(iii) Her i, j ∈ λ ve i 6= j için Ai ∩ Aj = ∅ ise
⋃
i∈λ(ηi, Ai) bir esnek kafestir.

(iv) Her i, j ∈ λ , x ∈ ⋃i∈λAi için ηi(x) ⊆ ηj(x) veya ηj(x) ⊆ ηi(x) ise
⋃
i∈λ(ηi, Ai) bir

esnek kafestir.

(v) Her i, j ∈ λ , x ∈ ⋂i∈λAi için ηi(x) ⊆ ηj(x) veya ηj(x) ⊆ ηi(x) ise
⊔
i∈λ(ηi, Ai) bir

esnek kafestir.

(vi)
∧
i∈λ(ηi, Ai) bir esnek kafestir.

(vii) Her i, j ∈ λ , ai ∈ Ai için ηi(ai) ⊆ ηj(aj) veya ηj(aj) ⊆ ηi(ai) ise
∨
i∈λ(ηi, Ai) bir

esnek kafestir.

İspat:

(i)
⋂
i∈λ(ηi, Ai) = (µ,C) olsun. Burada C =

⋂
i∈λAi ve her x ∈ C için µ(x) =⋂

i∈λ ηi(x) dir. Açıkça her i ∈ λ için ηi(x) L nin bir alt kafesidir. Buradan µ(x) L

nin bir alt kafesidir. Üstelik
⋂
i∈λ(ηi, Ai) L üzerinde bir esnek kafestir.

(ii)
d
i∈λ(ηi, Ai) = (µ,C) olsun. Burada C =

⋃
i∈λAi ve her x ∈ C için µ(x) =⋂

i∈λ(x) ηi(x) dir. Des(µ,C) =
⋃
i∈λDes(ηi, Ai) 6= ∅ olduğundan (µ,C) boştan

farklıdır. Buradan x ∈ Des(µ,C) için µ(x) =
⋂
i∈λ(x)(ηi)(x) 6= ∅ dır. Dolayısıyla

her i ∈ λ(x) için ηi(x) 6= ∅ dır. Açıkça her i ∈ λ(x) ve x ∈ ⋃i∈λAi için ηi(x) L nin

bir alt kafesidir. Üstelik
⋂
i∈λ(x) ηi(x) L nin bir alt kafesidir. Buradan

d
i∈λ(ηi, Ai)

L üzerinde bir esnek kafestir.

(iii) Tanım 2.3.5 (i) ile açıktır.

(iv)
⋃
i∈λ(ηi, Ai) = (µ,C) olsun. Buradan C =

⋃
i∈λAi ve her c ∈ C için µ(x) =⋃

i∈λ(x) ηi(x) dir. Des(µ,C) =
⋃
i∈λDes(ηi, Ai) 6= ∅ olduğundan (µ,C) boştan

farklıdır. x ∈ Des(µ,C) olsun. Buradan µ(x) =
⋃
i∈λ(x) ηi(x) 6= ∅ dır ve ∃i0 ∈ λ(x)

öyleki ηi0(x) 6= ∅ dır. x ∈ ⋃i∈λAi için ηi(x) ⊆ ηj(x) veya ηj(x) ⊆ ηi(x) olduğundan⋃
i∈λ ηi(x) L nin bir alt kafesidir. Üstelik

⋃
i∈λ(ηi, Ai) L üzerinde bir esnek kafestir.
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(v) (iv) nin ispatına benzer şekilde yapılır.

(vi)
∧
i∈λ(ηi, Ai) = (µ,C) olsun. (xi)i∈λ ∈ Des(µ,C) alalım.

Buradan µ((xi)i∈λ) =
⋂
i∈λ ηi(xi) 6= ∅ dır. Her i ∈ λ için ηi(xi) L nin bir alt kafesi

olduğundan
⋂
i∈λ ηi(xi) L nin bir alt kafesidir. Buradan

∧
i∈λ(ηi, Ai) L üzerinde bir

esnek kafestir.

(vii)
∨
i∈λ(ηi, Ai) = (µ,C) olsun. (xi)i∈λ ∈ Des(µ,C) alalım. Buradan µ((xi)i∈λ) =⋃
i∈λ ηi(xi) 6= ∅ dır ve ∃i0 ∈ λ(x) öyleki ηi0(xi0) 6= ∅ dır. Her i, j ∈ λ xi ∈ Ai için

ηi(x) ⊆ ηj(x) veya ηj(x) ⊆ ηi(x) olduğundan ηi(xi) L nin bir alt kafesidir. Böylece⋃
i∈λ ηi(xi) L nin bir alt kafesidir. Buradan

∨
i∈λ(ηi, Ai) L üzerinde bir esnek kafestir.

Sonuç 3.1.2 (η, A) ve (µ,B) L üzerinde iki esnek kafes olsun. Bu taktirde,

(i) (η, A) ∩ (µ,B) ∈ Ek(L)

(ii) (η, A) u (µ,B) ∈ Ek(L)

(iii) A ∩B = ∅ ise (η, A) ∪ (µ,B) ∈ Ek(L)

(iv) Her x ∈ A ∩B için η(x) ⊆ µ(x) veya µ(x) ⊆ η(x) ise (η, A) ∪ (µ,B) ∈ Ek(L)

(v) Her x ∈ A ∩B için η(x) ⊆ µ(x) veya µ(x) ⊆ η(x) ise (η, A) t (µ,B) ∈ Ek(L)

(vi) (η, A) ∧ (µ,B) ∈ Ek(L)

(vii) Her (x, y) ∈ A×B için η(x) ⊆ µ(y) veya µ(y) ⊆ η(x) ise (η,A) ∨ (µ,B) ∈ Ek(L)

Örnek 3.1.5 L = {1, p, q, r, 0} kafesi şekil 3.5 deki gibi verilsin.

A = {1, 2, 3} parametreler kümesi olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu

her x ∈ A için η(1) = {0, p, 1}, η(2) = {0, p} ve η(3) = {p, q} şeklinde tanımlansın.

Açıkça her x ∈ A için η(x) L nin alt kafesidir. Buradan (η, A) ikilisi L üzerinde esnek

kafestir. B = {1, 3, 4} olmak üzere µ : B −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu her x ∈ B
için µ(1) = {p, q, r, 0}, µ(3) = {r} ve µ(4) = {p, r} L şeklinde tanımlansın. Açıkça her

x ∈ B için µ(x) L nin alt kafesidir. Buradan (µ,B) L üzerinde esnek kafestir.
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1

0

q

p

r

Şekil 3.5: L = {1, p, q, r, 0} kafesi

Üstelik (δ, C) = (η, A) ∩ (µ,B) ve (δ, C) = (η, A) ∧ (µ,B) L üzerinde esnek kafestir.

Fakat (δ, C) = (η, A)∪(µ,B) ve (δ, C) = (η, A)∨(µ,B) L üzerinde esnek kafes değildirler.

Çünkü δ(3) = η(3)∪ µ(3) = {p, q, r} ve δ(1, 3) = η(1)∨ µ(3) = {0, p, r, 1} L nin alt kafesi

değildir.

Tanım 3.1.2 (η, A) L üzerinde bir esnek kafes olsun.

(i) Eğer her x ∈ A için η(x) = 0L ise (η, A) ya L üzerinde sıfır esnek kafes denir.

(ii) Eğer her x ∈ A için η(x) = L ise (η, A) ya L üzerinde tam esnek kafes denir.

Örnek 3.1.6 L = {0, p, q, r, 1} kafesi şekil 3.6 daki gibi verilsin.

A = {p, q} olmak üzere F : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu her x ∈ A için η(x) =

{y ∈ L | x ∧ y = 0} şeklinde tanımlansın. Buradan η(p) = η(q) = {0} olur. Açıkça (η, A)

L üzerinde sıfır esnek kafestir.
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1

0

r

p

q

Şekil 3.6: L = {0, p, q, r, 1} kafesi

Örnek 3.1.7 L = {0, p, q, r, 1} kafesi şekil 3.7 deki gibi verilsin.

1

0

qp r

Şekil 3.7: L = {0, p, q, r, 1} kafesi

A = {r, 0} olmak üzere F : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu her x ∈ A için η(x) =

{y ∈ L | x ∧ y ∈ {0, r}} şeklinde tanımlansın. Buradan η(r) = η(0) = L olur. Açıkça

(η, A) L üzerinde tam esnek kafestir.

Tanım 3.1.3 (η, A) ve (µ,B) L üzerinde iki esnek kafes ve (η, A) ⊆ (µ,B) olsun. Eğer

her x ∈ A için η(x), µ(x) in alt kafesi ise (η, A) ya (µ,B) nin esnek alt kafesi denir.
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Örnek 3.1.8 L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi aşağıdaki gibi verilsin.

0

1

p q r s

Şekil 3.8: L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi

A = {0, p, q, r, s, 1} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈ L |
xRy ⇔ x∨y = x} ve B = {0, q, r, s} olmak üzere µ : B −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu

µ(x) = {y ∈ L | xRy ⇔ x ∨ y = x} şeklinde tanımlansın. Buradan η(0) = {0},
η(p) = {0, p}, η(q) = {p, q}, η(r) = {0, r}, η(s) = {0, q, r, s}, η(1) = {0, p, q, r, s, 1},
µ(0) = {0}, µ(q) = {0, q}, µ(r) = {0, r}, µ(s) = {0, q, r, s} şeklindedir. Açıkça (η, A) ve

(µ,B) L üzerinde esnek kafeslerdir. Üstelik B ⊆ A ve her x ∈ B için µ(x) η(x) in alt

kafesidir. Sonuç olarak (µ,B) (η, A) nın esnek alt kafesidir.

Önerme 3.1.1 Her esnek kafes kendisinin bir esnek alt kafesidir.

İspat: Tanım 3.1.3 ile isapatı açıktır.

Tanım 3.1.4 (η, A) L1 üzerinde bir esnek kafes ve f : L1 → L2 bir kafes homomorfisi

olsun. Bu taktirde (f(η))(x) = f(η(x)) dir.

Önerme 3.1.2 (η, A) ve (µ,B) L1 üzerinde esnek kafesler ve (η, A) (µ,B) nin esnek alt

kafesi olsun. Eğer f : L1 → L2 kafes homomorfisi ise (f(η), A), (f(µ), B) nin bir esnek

alt kafesidir.

İspat: (η,A), (µ,B) nin esnek alt kafesi olsun. O halde A ⊆ B ve her x ∈ A için η(x),

µ(x) in alt kafesidir. f : L1 → L2 homomorfisi olduğundan her x ∈ A, y ∈ B için f(η(x))
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ve f(µ(y)) L2 nin alt kafesi olur. Ayrıca her x ∈ A için f(η(x)) f(µ(y)) nin alt kafesidir.

Buradan (f(η), A), (f(µ), B) nin esnek alt kafesidir.

3.2 Esnek Kafes Homomorfisi

Tanım 3.2.1 (η, A) ve (µ,B) sırasıyla L1 ve L2 üzerinde esnek kafesler ve (f, g) : (η, A) −→
(µ,B) ye bir esnek fonksiyon olsun. Eğer f : L1 −→ L2 ye bir kafes homomorfisi ise (f, g)

ye esnek kafes homomorfisi denir. Bu durumda (η, A), (µ,B) ye esnek homomorftur denir

ve (η, A) v (µ,B) ile gösterilir.

Eğer f : L1 −→ L2 ye bir kafes izomorfisi ve g : A→ B birebir ve örten fonksiyon ise (f, g)

ye esnek kafes izomorfisi denir. Bu durumda (η, A), (µ,B) ye esnek izomorftur denir. Bu

durum (η, A) ≈ (µ,B) şeklinde gösterilir.

Önerme 3.2.1 ”≈” bağıntısı esnek kafesler üzerinde bir denklik bağıntısıdır.

İspat: (µ,A), (η,B) ve (δ, C) sırasıyla L1, L2 ve L3 üzerinde esnek kafesler olsun.

(i) (µ,A) ≈ (µ,A) olduğu açıktır.

(ii) (µ,A) ≈ (η,B) olsun. Bu taktirde, ∃ f : L1 −→ L2 ye izomorfi ve ∃ g : A −→ B

birebir ve örten dönüşümü öyleki, her x ∈ A için f(µ(x)) = η(g(x)) dir. Buradan

f−1 : L2 −→ L1 izomorfisi, g−1 : B −→ A dönüşümü mevcuttur ve her y ∈ B için

f−1(η(y)) = µ(g−1(y)) dir. Böylece (η,B) ≈ (µ,A) olur.

(iii) (µ,A) ≈ (η,B) ve (η,B) ≈ (δ, C) olsun. Bu taktirde, f : L1 −→ L2, φ : L2 −→ L3

izomorfileri ve g : A −→ B, h : B −→ C birebir, örten dönüşümleri mevcuttur

öyleki her x ∈ A, y ∈ B için f(µ(x)) = η(g(x)) ve φ(η(y)) = δ(h(y)) dir. Buradan

φ(η(g(x))) = φ(f(µ(x))) = δ(h(g(x))) olur. Yani, φ ◦ f(µ(x)) = δ(h ◦ g(x)) dir.

Böylece (µ,A) ≈ (δ, C) elde edilir.

Önerme 3.2.2 (η, A), (µ,B) ve (δ, C) sırasıyla L1, L2 ve L3 kafesleri üzerinde esnek

kafesler olsun. Eğer (f, g) : (η, A) −→ (µ,B) ve (f ′, g′) : (µ,B) −→ (δ, C) esnek kafes

homomorfileri ise (f ′ ◦ f, g′ ◦ g) : (η, A) −→ (δ, C) esnek kafes homomorfisidir.
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İspat: Önerme 2.2.3 ile açıkça (f ′ ◦ f, g′ ◦ g) : (η, A) −→ (δ, C) bir esnek fonksiyondur.

Diğer taraftan, f : L1 −→ L2 ve f ′ : L2 −→ L3 kafes homomorfileri olduğundan f ′ ◦ f :

L1 −→ L3 kafes homomorfisidir. Böylece (f ′ ◦ f, g′ ◦ g) : (η, A) −→ (δ, C) bir esnek kafes

homomorfisidir.

Örnek 3.2.1 L1 = {0, p, q, 1} ve L2 = {0′, 1′} kafesleri sırasıyla şekil 3.9 ve şekil 3.10

deki gibi verilsin.

1

0

p q

Şekil 3.9: L1 = {0, p, q, 1} kafesi

0′

1′

Şekil 3.10: L2 = {0′, 1′} kafesi
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A = {0, p, q, 1} ve B = {0′, 1′} olmak üzere η : A −→ ℘(L1) küme değerli fonksiyonu

η(x) = {y ∈ L1 : xRy ⇔ x∨y = x, x ∈ A} şeklinde tanımlansın. O halde, (η,A) ∈ Ek(L1)

dir. µ : B −→ ℘(L2) küme değerli fonksiyonu µ(x) = {y ∈ L2 : xRy ⇔ x ∨ y = x, x ∈ B}
şeklinde tanımlansın. O halde, (µ,B) ∈ Ek(L2) dir. f : L1 → L2 ve g : A → B

dönüşümleri f(0) = 0′, f(p) = 0′, f(q) = 1′, f(1) = 1′, g(0) = 0′, g(p) = 0′, g(q) = 1′,

µ(1) = 1′ şeklinde tanımlansın. Bu durumda f : L1 → L2 bir kafes homomorfisidir.

Ayrıca her x ∈ A için f(η(x)) = µ(g(x)) eşitliği sağlanır. Buradan (η, A) v (µ,B) dir.

Teorem 3.2.1 (η, A) ve (µ,B) sırasıyla L1 ve L2 üzerinde iki esnek kafes ve (f, g) :

(η, A) −→ (µ,B) esnek kafes homomorfisi olsun.

(i) Eğer f örten, g birebir ve örten ise (f(η), B) L2 de bir esnek kafestir.

(ii) (f−1(µ), A) L1 üzerinde bir esnek kafestir.

İspat:

(i) y ∈ B olsun. g örten olduğundan g(x) = y olacak şekilde bir x ∈ A mevcuttur.

η(x) L1 in alt kafesi ve f kafes homomorfisi olduğundan f(η(x)) L2 nin alt kafesidir.

Ayrıca g birebir olduğundan her y ∈ B için f(η)(y) = f(η(x)) L2 nin alt kafesidir.

Buradan (f(η), B) L2 de bir esnek kafestir.

(ii) Her x ∈ A için g(x) ∈ B ve (µ,B) L2 üzerinde esnek kafes olduğundan µ(g(x)) L2

nin alt kafesidir. Ayrıca her x ∈ A için f−1(µ(g(x))) L1 in alt kafesidir. Buradan

(f−1(µ), A) L1 üzerinde bir esnek kafestir.

Teorem 3.2.2 (η, A) ve (µ,B) sırasıyla L1 ve L2 üzerinde iki esnek kafes ve (f, g) :

(η, A) −→ (µ,B) esnek kafes homomorfisi olsun.

(i) Eğer (η, A) L1 üzerinde tam esnek kafes ise (f(η), B) L2 üzerinde tam esnek kafestir.

(ii) Eğer f birebir ve (µ,B) sıfır esnek kafes ise (f−1(µ), A) L1 üzerinde sıfır esnek kafestir.

İspat: Tanım 2.2.5 ve Tanım 3.1.2 yardımıyla ispatı kolaylıkla gösterilebilir.
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Teorem 3.2.3 (η, A) ve (µ,B) sırasıyla L1 ve L2 üzerinde esnek kümeler olsun. Eğer

(η, A) L1 üzerinde esnek kafes ve (η, A) ≈ (µ,B) ise (µ,B) de L2 üzerinde esnek kafestir.

İspat: (η,A) ≈ (µ,B) olduğundan (f, g) : (η, A) −→ (µ,B) esnek kafes izomorfisi mev-

cuttur. g : A −→ B birebir ve örten bir dönüşüm olduğundan her y ∈ B için g(x) = y ve

f(η(x)) = µ(g(x)) = µ(y) olacak şekilde bir x ∈ A mevcuttur. Açıkça f(η(x)) L2 nin alt

kafesidir ve bundan dolayı µ(y) L2 nin alt kafesidir. Buradan (µ,B) L2 üzerinde esnek

kafestir.

3.3 Esnek Dağılımlı Kafesler

Tanım 3.3.1 (η, A) L üzerinde bir esnek küme olsun. Eğer her x ∈ A için η(x) L nin

dağılımlı alt kafesi ise (η, A) ya L üzerinde bir esnek dağılımlı kafes denir.

Örnek 3.3.1 L = {0, p, q, r, 1} kafesi şekil 3.11 daki gibi verilsin.

1

0

p

q

r

Şekil 3.11: L = {0, p, q, r, 1} kafesi

A = {p, q, r} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈ L :

xRy ⇔ x ∨ y = x} şeklinde tanımlansın. Buna göre η(p) = {0, p}, η(q) = {0, p, q},
η(r) = {0, p, q, r} dir. Açıkça her x ∈ A için η(x), L nin dağılımlı alt kafesidir. Buradan

(η, A) L üzerinde bir esnek dağılımlı kafestir.
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Önerme 3.3.1 L bir dağılımlı kafes ve (η, A) ∈ Ek(L) olsun. Bu taktirde (η, A) L

üzerinde esnek dağılımlı kafestir.

İspat: (η, A) ∈ Ek(L) olduğundan her x ∈ A için η(x) L nin alt kafesidir. L dağılımlı ve

her dağılımlı kafesin alt kafesi dağılımlı olduğundan her x ∈ A için η(x) L nin bir dağılımlı

alt kafesidir. Buradan (η,A) L üzerinde bir esnek dağılımlı kafestir.

Uyarı: Yukarıdaki teoremin tersi doğru değildir. Yani, eğer (η, A) L üzerinde esnek

dağılımlı kafes ise L nin dağılımlı kafes olması gerekli değildir.

Örnek 3.3.2 L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi Şekil 3.12 deki gibi verilsin.

0

1

p q r s

Şekil 3.12: L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi

A = {p, q, r, s} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈ L :

xRy ⇔ x ∧ y = y} şeklinde tanımlansın. Buna göreη(p) = {0, p} , η(q) = {p, q} ,

η(r) = {0, r} , η(s) = {0, s} dir. Açıkça her x ∈ A için η(x), L nin dağılımlı alt kafesidir.

Buradan (η, A) L üzerinde bir esnek dağılımlı kafestir. Fakat L dağılımlı kafes değildir.

Teorem 3.3.1 (η, A) ve (µ,B) sırasıyla L1 ve L2 üzerinde esnek kafesler ve (f, g) :

(η, A) −→ (µ,B) bir esnek kafes homomorfisi olsun. Bu taktirde,

(i) Eğer (η, A) esnek dağılımlı kafes ise (f(η), A) L2 üzerinde esnek dağılımlı kafestir.
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(ii) (µ,B) L2 üzerinde esnek dağılımlı kafes ise (f−1(µ), B) L1 üzerinde esnek dağılımlı

kafestir.

İspat: Tanım 2.2.5 ve Tanım 3.3.1 yardımıyla ispatı kolaylıkla gösterilebilir.

Teorem 3.3.2 (η, A) L üzerinde bir esnek dağılımlı kafes ve (µ,B), (η, A) nın esnek alt

kafesi olsun. O halde (µ,B) de esnek dağılımlı kafestir.

İspat: (µ,B) (η, A) nın esnek alt kafesi olsun. O halde B ⊆ A ve her x ∈ B için µ(x)

η(x) in alt kafesidir. (η, A) L üzerinde esnek dağılımlı kafes olduğundan her x ∈ A için

η(x) L nin dağılımlı alt kafesidir. Her x ∈ A için µ(x) η(x) in alt kafesi olduğundan µ(x)

de L nin dağılımlı alt kafesidir. Buradan (µ,B) L üzerinde esnek dağılımlı kafestir.

Teorem 3.3.3 (η,A) L1 üzerinde ve (µ,B) L2 üzerinde esnek kafesler olsun. Eğer (η, A)

L1 üzerinde esnek dağılımlı kafes ve (η,A) ≈ (µ,B) ise (µ,B) de L2 üzerinde esnek

dağılımlı kafestir.

İspat: (η, A) ≈ (µ,B) ise (f, g) : (η, A) −→ (µ,B) olacak şekilde f : L1 −→ L2 ve

g : A −→ B dönüşümleri vardır ve her x ∈ A için f(η(x)) = µ(g(x)) dir. (η, A) L1 üzerinde

esnek dağılımlı kafes ise her x ∈ A için η(x) L1 in dağılımlı alt kafesidir. Üstelik f(η(x))

L2 nin dağılımlı alt kafesidir. Yani µ(g(x)) L2 nin dağılımlı alt kafesidir. g : A −→ B

örten oldğundan her y ∈ B için ∃x ∈ A öyleki g(x) = y dir. Buradan µ(y) L2 nin dağılımlı

alt kafesidir. Sonuç olarak (µ,B) L2 üzerinde esnek dağılımlı kafestir.

3.4 Esnek Modüler Kafesler

Tanım 3.4.1 (η, A), L üzerinde bir esnek küme olsun. Eğer her x ∈ A için η(x) L nin

modüler alt kafesi ise (η, A) ya L üzerinde esnek modüler kafes denir.

Örnek 3.4.1 L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesi Şekil 3.13 deki gibi verilsin.

A = {0, p, q, r, 1} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈ L :

xRy ⇔ x∧y = 0} şeklinde tanımlansın. Buna göre η(p) = {p, q, r, v, t}, η(q) = {0, p, r, t},
η(r) = {0, p, q, s}, η(1) = {0} dir. Açıkça her x ∈ A için η(x) L nin modüler alt kafesidir.

Buradan (η, A) L üzerinde esnek modüler kafestir.
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1

0

p q r

s t v

Şekil 3.13: L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesi

Önerme 3.4.1 L bir modüler kafes ve (η, A) ∈ Ek(L) olsun. Bu taktirde (η, A) L

üzerinde esnek modüler kafestir.

İspat: (η,A) ∈ Ek(L) olduğundan her x ∈ A için η(x) L nin alt kafesidir. Burada L

modüler kafes ve her modüler kafesin alt kafesi modüler kafes olduğundan her x ∈ A için

η(x) L nin modüler alt kafesidir. Buradan (η, A) L üzerinde esnek modüler kafestir.

Uyarı: Yukarıdaki teoremin tersi doğru değildir. Yani eğer (η, A) L üzerinde bir esnek

modüler kafes ise L nin modüler kafes olması gerekli değildir. Aşağıdaki örnekle bu

durumu açıklayalım.

Örnek 3.4.2 L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi şekil 3.14. deki gibi verilsin.

A = {p, q, r, s} olmak üzere η : A −→ ℘(A) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈
L : xRy ⇔ x ∧ y = y} şeklinde tanımlansın. Buradan η(p) = {0, p}, η(q) = {p, q},
η(r) = {0, r}, η(s) = {0, q, r, s} dir. Açıkça her x ∈ A için η(x), L nin modüler alt

kafesidir. O halde (η,A) L üzerinde bir esnek modüler kafestir. Fakat L modüler kafes

değildir.
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1

0

r q

s p

Şekil 3.14: L = {0, p, q, r, s, 1} kafesi

Teorem 3.4.1 (η, A) ve (µ,B) sırasıyla L1 ve L2 üzerinde esnek kafesler ve (f, g) :

(η, A) −→ (µ,B) esnek kafes homomorfisi olsun. Bu taktirde

(i) Eğer (η, A) esnek modüler kafes ise (f(η), B) L2 üzerinde esnek modüler kafestir.

(ii) (µ,B) L2 üzerinde esnek modüler kafes ise (f−1(µ), A) L1 üzerinde esnek modüler

kafestir.

İspat: Tanım 2.2.5 ve Tanım 3.4.1 yardımıyla ispatı kolaylıkla gösterilebilir.

Teorem 3.4.2 (η, A), L üzerinde bir esnek modüler kafes ve (µ,B), (η, A) nın esnek alt

kafesi olsun. O halde (µ,B) de L üzerinde esnek modüler kafestir.

İspat: (µ,B) (η, A) nın esnek alt kafesi olsun. O halde B ⊆ A ve her x ∈ B için µ(x)

η(x) in alt kafesidir. Ayrıca (η, A) L üzerinde esnek modüler kafes olduğundan her x ∈ A
için η(x) L nin modüler alt kafesidir. µ(x) de η(x) in alt kafesi olduğundan her x ∈ B için

µ(x) L nin modüler alt kafesidir. Buradan (µ,B) L üzerinde bir esnek modüler kafestir.

Teorem 3.4.3 (η,A) L1 üzerinde ve (µ,B) L2 üzerinde esnek kafesler olsun. Eğer (η, A)

L1 üzerinde esnek modüler kafes ve (η, A) ≈ (µ,B) ise (µ,B) de L2 üzerinde esnek modüler

kafestir.
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İspat: (η, A) ≈ (µ,B) ise (f, g) : (η, A) −→ (µ,B) olacak şekilde f : L1 −→ L2 ve

g : A −→ B dönüşümleri vardır ve her x ∈ A için f(η(x)) = µ(g(x)) dir. (η, A) L1 üzerinde

esnek modüler kafes ise her x ∈ A için η(x) L1 in modüler alt kafesidir. Üstelik f(η(x))

L2 nin modüler alt kafesidir. Yani µ(g(x)) L2 nin modüler alt kafesidir. g : A −→ B örten

oldğundan her y ∈ B için ∃x ∈ A öyleki g(x) = y dir. Buradan µ(y) L2 nin modüler alt

kafesidir. Sonuç olarak (µ,B) L2 üzerinde esnek modüler kafestir.

Teorem 3.4.4 Bir esnek dağılımlı kafes esnek modüler kafestir.

İspat: (η,A) L üzerinde esnek dağılımlı kafes olsun. Buradan her x ∈ A için η(x) L nin

dağılımlı alt kafesidir. Yani x, y, z ∈ A için η(x)∧(η(y)∨η(z)) = (η(x)∧η(y))∨(η(x)∧η(z))

dir.

Eğer η(y) ≤ η(x) ise ; η(x) ∧ (η(y) ∨ η(z)) = η(y) ∨ (η(x) ∧ η(z)) elde edilir. Buradan

her x ∈ A için η(x) L nin modüler alt kafesidir. Yani (η, A) L üzerinde esnek modüler

kafestir.

Yukarıdaki teoremin tersi doğru değildir. Yani bir esnek modüler kafes esnek dağılımlı

kafes olmayabilir.

Örnek 3.4.3 Şekil 3.15 deki L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesini dikkate alalım.

1

0

p q r

s t v

Şekil 3.15: L = {0, p, q, r, s, t, v, 1} kafesi
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A = {0, p, q, r, 1} olmak üzere η : A −→ ℘(L) küme değerli fonksiyonu η(x) = {y ∈ L :

xRy ⇔ x∧y = 0} şeklinde tanımlansın. Buna göre η(p) = {p, q, r, v, t}, η(q) = {0, p, r, t},
η(r) = {0, p, q, s}, η(1) = {0} dir. Açıkça her x ∈ A için η(x), L nin modüler alt kafesidir.

Buradan (η, A), L üzerinde esnek modüler kafestir. Fakat (η, A) esnek dağılımlı kafes

değildir.
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında öncelikle bir U kümesi üzerinde tanımlı bütün esnek kümelerin

ailesinin “v” bağıntısı ile tam kafes ve sonsuz ∨-dağılımlı kafes yapısına sahip olduğu

gösterilmiştir. Esnek kümeler üzerinde ikili işlemler verilerek esnek kafesler için ikili

işlemlerin buradaki etkileri incelenmiştir. Kafes teorisine ait bazı sonuçların esnek kafesler

içinde geçerli olduğu gösterilmiştir. Esnek fonksiyon yardımıyla esnek kafeslerin homo-

morfik görüntüsü ve homomorfik ters görüntüsüne ait bazı özellikler verilmiştir.

Bu sonuçlara dayanarak, esnek kafes yapısı yardımıyla klasik kafes yapısına ait özellikler

incelenebilir. L kafesi üzerinde bir t-norm alınarak esnek kümelerin yapısı incelenebilir.

Kafeslerin karakterize edilmesinde de faydalı olabilecek diğer esnek kafes yapılarının özellikleri

üzerine bazı çalışmalar yapılabilir.
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