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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş niteliğinde olup, bu 

bölümde Chebyshev eşitsizliği ve kesirli analiz hakkında bazı ön bilgiler verilmiştir.  

            İkinci bölümün ilk kısmında Chebyshev tipli bir eşitsizlik, Hölder’in integral 

eşitsizliği, Gamma ve Beta fonksiyonları tanımları yer almaktadır. Bazı kesirli 

integraller ve bu kesirli integraller yardımıyla elde edilen Chebyshev tipli 

eşitsizlikler de ikinci kısımda verilmiştir. 

Üçüncü bölümün ilk kısmında genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral 

operatörü için yeni Chebyshev tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. İkinci kısmında ise 

yeni uyumlu kesirli integral operatörü için bazı Chebyshev tipli eşitsizlikler elde 

edilmiştir. 

Son bölümde bazı sonuç ve önerilerden bahsedilmiştir.  

Anahtar Kelimeler: Chebyshev eşitsizliği, Kesirli integraller, Mittag-Leffler        

fonksiyonu, Genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral 

operatörü, Yeni uyumlu kesirli integral operatörü. 
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This thesis consist of four chapters. The first section is introductory and some 

preliminary information is given about Chebyshev’s inequality and fractional 

analysis in this section.  

In the first part of the second section consist of a Chebyshev type inequality,  

Hölder’s inequality for integrals, the definitions of Gamma and Beta functions.  

Some fractional integrals and Chebyshev type inequalities obtained with the help of 

these fractional integrals are also given in the second part of this section. 

In the first part of the third chapter, new Chebyshev type inequalities are 

obtained for the extended generalized fractional integral operator. In the  second part, 

some Chebyshev type inequalities are obtained for the new conformable fractional 

integral operator. 

In the last chapter, some results and recommendations are given. 

Keywords: Chebyshev inequality, Fractional integrals, Mittag-Leffler function, 

extended generalized fractional integral operator, new conformable 

fractional integral operator. 
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1. GİRİŞ

Son yüzyılda matematiğin en popüler araştırma konularından bir tanesi eşitsizlikler

teorisidir. Hölder, Minkowski, Hermite-Hadamard, Cauchy-Schwarz gibi birçok önemli

eşitsizlikle ilgili hem birçok araştırmacı yeni sonuçlar elde etmiş hem de bu tür eşitsizlikler

matematiğin ve diğer bilimlerin farklı alanlarında kullanılmıştır. Chebyshev eşitsizliği de

eşitsizlik teorisi içerisinde hem teoride hem de uygulamada önemli bir yer tutar. P.L.

Chebyshev tarafından elde edilen bu eşitsizlik aşağıdaki gibidir [10,26,28]:

f ve g: [a, b]→ R integrallenebilir iki fonksiyon ve her ikisi de artan veya her ikisi de

azalan fonksiyonlar olsun. Ayrıca, p : [a, b]→ R+
0 integrallenebilir foknsiyon olmak üzere,∫ b

a

p(x)dx

∫ b

a

p(x)f(x)g(x)dx ≥
∫ b

a

p(x)f(x)dx

∫ b

a

p(x)g(x)dx (1.0.1)

eşitsizliği geçerlidir.

Eğer f ve g fonksiyonlarından biri artan diğeri azalan ise bu takdirde (1.0.1) eşitsizliği

yön değiştirir. (1.0.1) eşitsizliği literatürde Chebyshev eşitsizliği olarak iyi bilinir ve bu

eşitsizliğin iki özel durumu,∫ b

a

f(x)g(x)dx ≥ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx

ve ∫ 1

0

f(x)g(x)dx ≥
∫ 1

0

f(x)dx

∫ 1

0

g(x)dx

şeklinde olup bu eşitsizlikler de literatürde Chebyshev eşitsizliği olarak adlandırılır. Bu

eşitsizliklerin her birinin discrete (ayrık) versiyonları vardır. Örneğin a = (a1, ..., an) ve

b = (b1, ..., bn) iki azalmayan (veya artmayan) dizi ve p = (p1, ..., pn) negatif olmayan bir

dizi ise, bu takdirde
n∑
i=1

pi

n∑
i=1

piaibi ≥
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pibi (1.0.2)

eşitsizliği geçerli olup eşitlik durumunun sağlanması için gerek ve yeter şart a veya b

dizilerinden en az birinin sabit olmasıdır. p1 = p2 = ... = pn = 1 için,

n∑
i=1

aibi ≥
1

n

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

bi

şeklinde (1.0.2) eşitsizliğinin özel durumu elde edilir ki bu eşitsizlik de literatürde Cheby-

shev eşitsizliği olarak adlandırılır.
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Birçok araştırmacının dikkatini çeken bu eşitsizliğin hem tarihsel süreci hem de genelleş-

tirmeleri, genişletilmeleri ve yeni versiyonları ile ilgili önemli bir çalışma Mitrinović ve

Vasić tarafından yapılmıştır [26].

Son yıllarda kesirli integral operatörleri, eşitsizlik teorisinde oldukça sık kullanılmaya

başlamış ve yeni sonuçlar veya genelleştirmeler elde etmek için bir yöntem haline gelmiştir.

Kesirli analiz, tam sayı olmayan mertebeden türev veya integral hesabı anlamına gelip

1695 yılında Leibniz ve L’Hospital tarafından ortaya atılmıştır. Bu konu günümüzde de

oldukça popüler olup özellikle eşitsizlikler teorisinde önemli bir yer tutmaktadır. Örneğin

Hermite-Hadamard, Minkowski, Grüss gibi birçok önemli eşitsizliğin kesirli versiyonları

Riemann-Liouville kesirli integral operatörleri kullanılarak elde edilmiştir. Ayrıca li-

teratürde Hadamard, Saigo, Uyumlu, Katugampola, Hipergeometrik v.b. farklı kesirli

integral operatörleri tanımlanmış olup bu operatörler yardımıyla da birçok eşitsizliğin

kesirli versiyonları elde edilmiş ve elde edilmeye devam etmektedir.

Bu tezin amacı da ilk olarak literatürde 2019 yılı ve öncesinde yapılmış, farklı türden

kesirli integral operatörleri kullanılarak elde edilmiş olan Chebyshev ve Chebyshev tipli

eşitsizlikleri hem kronolojik hem de türüne göre bir arada sunmaktır. İkinci olarak da son

yıllarda Andric ve arkadaşları [4] tarafından tanımlanan yeni bir kesirli integral opera-

törünü ve yeni uyumlu kesirli integral operatörünü kullanarak Chebyshev ve Chebyshev

tipli eşitsizliklerin yeni genelleştirmelerini ve varyasyonlarını elde etmektir.
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2. LİTERATÜR TARAMASI

2.1 Genel Kavramlar

Bu bölümde, çalışmamızda kullanılacak olan tanımlar, teoremler, bazı iyi bilinen

eşitsizlikler ve temel özellikler verilecektir.

Teorem 2.1.1 f , g [a, b] → R (a, b) üzerinde diferansiyellenebilir ve p, [a, b] → [0,∞)

[a, b] üzerinde integrallenebilir olsun. f ′ ∈ Lα(a, b) g′ ∈ Lβ(a, b), α > 1 ve 1
α

+ 1
β

= 1

olmak üzere, ∣∣∣∣ ∫ b

a

p(x)dx

∫ b

a

p(x)f(x)g(x)dx−
∫ b

a

p(x)f(x)dx

∫ b

a

p(x)g(x)dx

∣∣∣∣
≤ 1

2

(∫ b

a

∫ b

a

p(x)p(y)|x− y|
∣∣∣∣ ∫ y

x

|f ′(t)|αdt
∣∣∣∣dxdy) 1

α

×1

2

(∫ b

a

∫ b

a

p(x)p(y)|x− y|
∣∣∣∣ ∫ y

x

|g′(t)|αdt
∣∣∣∣dxdy) 1

β

≤ 1

2
||f ′||α||g′||β

∫ b

a

∫ b

a

|x− y|p(x)p(y)dxdy

eşitsizliği geçerlidir. [16]

Teorem 2.1.2 ( İntegraller için Hölder Eşitsizliği): p > 1 ve
1

p
+

1

q
= 1 olsun. f

ve g, [a, b] aralığında tanımlı ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f |p ve |g|q, [a, b]

aralığında tanımlı ve integrallenebilen fonksiyonlar ise∫ b

a

|f(x)g(x)|dx ≤
(∫ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir [27].

Benzer şekilde iki katlı integraller için Hölder eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade edilebilir,∫ b

a

∫ b

a

|f(x)g(x) |dxdy ≤
(∫ b

a

∫ b

a

|f(x) |pdxdy
) 1

p
(∫ b

a

∫ b

a

|g(x) |qdxdy
) 1

q

Tanım 2.1.1 (Senkronize Fonksiyon): f ve g fonksiyonları [a, b] kapalı aralığında

sürekli iki fonksiyon olsun. Her x, y ∈ [a, b] için

{(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))} ≥ 0 (2.1.1)

eşitsizliği sağlanıyorsa bu fonksiyonlara senkronize fonksiyonlar denir. Ayrıca (2.1.1)

eşitsizliğinden

f(x)g(x) + f(y)g(y) ≥ f(x)g(y) + f(y)g(x)

yazılabilir(Örneğin Bkz. [25]).
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1720’li yıllarda Leonard Euler kesirli fonksiyonların genişletilmiş bir hali olan gama fonksiy-

onunu şu şekilde tanımlamıştır.

Tanım 2.1.2 (Gama Fonksiyonu):

z ∈ C olsun.

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

şeklinde tanımlanan fonksiyona Gama fonksiyonu veya Euler-Gama fonksiyonu denir. Bu

fonksiyon Re(z) > 0 için yakınsaktır. Gama fonksiyonunun en temel özelliği

Γ(z + 1) = zΓ(z)

eşitliğidir. Ayrıca bu özellik yardımıyla Γ(1) = 1 elde edilir. Buradan

Γ(2) = 1Γ(1) = (2− 1)! = 1,

Γ(3) = 2Γ(2) = (3− 1)! = 2,

ve n ∈ N için tümevarım yöntemiyle

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n!

eşitliğine ulaşılır [18].

Tanım 2.1.3 (Beta Fonksiyonu):

Γ (α), Euler-Gama fonksiyonu ve Z−0 pozitif olmayan tamsayılar kümesi olsun. O halde

B(α, β) =



∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1 dt (Re(α) > 0; Re(β) > 0)

Γ(α) Γ(β)

Γ(α + β)
(α, β ∈ C \ Z−0 )

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir [49]. Ayrıca Bp(x, y), genişletilmiş Beta fonksi-

yonudur.

Bp(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1e−
p

t(1−t)dt (α, β, p > 0)

Burada Re(p) > 0’dır.

2.2 Kesirli İntegraller Yardımıyla Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

Bu bölümde bazı kesirli integraller ve bu integraller yardımıyla elde edilen Chebyshev

tipli bazı eşitsizlikler verilecektir.
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Tanım 2.2.1 (Lp[a, b] uzayı): [a, b] aralığında tanımlı ve p ≥ 1 için

‖f‖p :=

[∫ b

a

|f(s)|pds
] 1
p

<∞

normuna sahip tüm reel değerli Lebesque anlamında ölçülebilir fonksiyonların kümesi

Lp[a, b] ile gösterilir. Burada

‖f‖∞ := esssups∈[a,b]|f(s)| <∞

olarak tanımlanır.

Özel olarak L1[a, b] uzayı

‖f‖1 =

∫ b

a

|f(x)|dx <∞

normuna sahip fonksiyonlar uzayıdır. Tez boyunca L1[a, b] uzayı L[a, b] ile gösterilecektir

[5].

2.2.1 Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri İçin Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

Tanım 2.2.2 (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) f(x) ∈ L[a, b] olsun. Bu du-

rumda sırasıyla α.( α > 0) mertebeden sol taraflı ve sağ taraflı Riemann-Liouville kesirli

integralleri

Jαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a (2.2.1)

ve

Jαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, x < b (2.2.2)

şeklinde tanımlanır [43].

Burada Γ(α) Gamma fonksiyonudur ve α = 1 seçilirse Riemann-Liouville kesirli inte-

grali klasik integrale dönüşür. Ayrıca α = 0 için J0
a+f(x) = J0

b−f(x) = f(x)’dir.

2009 yılında Belarbi ve Dahmani, Riemann-Liouville kesirli integrallerini kullanarak aynı

monotonluğa sahip fonksiyonlar için aşağıdaki Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

5



Teorem 2.2.1 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her t > 0, α > 0

için,

Jα(fg)(t) ≥ Γ(α + 1)

tα
Jαf(t)Jαg(t) (2.2.3)

eşitsizliği geçerlidir [9].

Teorem 2.2.2 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun.Her t > 0, α > 0,

β > 0 için,

tα

Γ(α + 1)
Jβ(fg)(t) +

tβ

Γ(β + 1)
Jα(fg)(t) ≥ Jαf(t)Jβg(t) + Jβf(t)Jαg(t)

(2.2.4)

eşitsizliği geçerlidir [9].

Teorem 2.2.3 (fi)i=1,...,n [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. ∃t > 0, α > 0

için,

Jα
( n∏

i=1

fi

)
(t) ≥

(
Jα(1)

)1−n
n∏
i=1

Jαfi(t). (2.2.5)

eşitsizliği geçerlidir [9].

2011 yılında Dahmani ve arkadaşları, Riemann-Liouville kesirli integralleri yardımıyla

türevleri Lp uzaylarına ait fonksiyonlar için aşağıdaki Chebyshev eşitsizliklerini elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.4 p, [0,∞) aralığında pozitif fonksiyon, f ve g, [0,∞) aralığında iki dife-

ransiyellenebilir fonksiyon olsun. f ′ ∈ Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak

üzere her t > 0, α > 0 için,

2
∣∣Jαp(t)Jαpfg(t)− Jαpf(t)Jαpg(t)

∣∣
≤ ||f ′||r||g′||s

Γ2(α)

∫ t

0

∫ t

0

(t− τ)α−1(t− ρ)α−1|τ − ρ|p(τ)p(ρ)dτdρ (2.2.6)

≤ ||f ′||r||g′||st(Jαp(t))2

eşitsizliği geçerlidir [13].

Teorem 2.2.5 p, [0,∞) aralığında pozitif fonksiyon, f ve g, [0,∞) aralığında iki dife-

ransiyellenebilir fonksiyon olsun. f ′ ∈ Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak

üzere her t > 0, α > 0, β > 0 için,∣∣Jαp(t)Jβpfg(t) + Jβp(t)Jαpfg(t)− Jαpf(t)Jβpg(t)− Jβpf(t)Jαpg(t)
∣∣

≤ ||f ′||r||g′||s
Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

∫ t

0

(t− τ)α−1(t− ρ)β−1|τ − ρ|p(τ)p(ρ)dτdρ (2.2.7)

≤ ||f ′||r||g′||stJαp(t)Jβp(t)

eşitsizliği geçerlidir [13].
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2.2.2 Saigo Kesirli İntegralleri İçin Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

Tanım 2.2.3 (Saigo Kesirli İntegrali) α > 0 ve β, η ∈ R olsun. Reel değerli α ve f(t)

sürekli fonksiyonu için Iα,β,η0,t Saigo kesirli integrali,

Iα,β,η0,t {f(t)} =
t−α,−β

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− τ

t

)
f(τ)dτ, (2.2.8)

şeklinde tanımlanır [41](Ayrıca bkz. [24, s.19], [39]).

Burada (2.2.8) ’in sağ tarafındaki 2F1(−) Gaussian hipergeometrik fonksiyonu,

2F1(a, b; c; t) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

tn

n!
(2.2.9)

şeklinde tanımlanır ve (a)n Pochhammer sembolü,

(a)n = a(a+ 1)...(a+ n+ 1), (a)0 = 1

şeklindedir.

2013 yılında Purohit ve Raina, Saigo kesirli integralleri için aşağıdaki Chebyshev tipli

eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.6 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her t > 0, α >

max{0,−β}, β < 1, β − 1 < η < 0 için,

Iα,β,η0,t {f(t)g(t)} ≥ Γ(1− β)Γ(1 + α + η)tβ

Γ(1− β + η)
Iα,β,η0,t {f(t)}Iα,β,η0,t {g(t)}

eşitsizliği geçerlidir [35].

Teorem 2.2.7 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her t > 0, α >

max{0,−β}, γ > max{0,−δ}, β, δ < 1, β − 1 < η < 0, δ − 1 < ζ < 0 için,

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)tβ
Iγ,δ,ζ0,t {f(t)g(t)}

+
Γ(1− δ + ζ)

Γ(1− δ)Γ(1 + γ + ζ)tδ
Iα,β,η0,t {f(t)g(t)}

≥ Iα,β,η0,t {f(t)}Iγ,δ,ζ0,t {g(t)}+ Iγ,δ,ζ0,t {f(t)}Iα,β,η0,t {g(t)},

eşitsizliği geçerlidir [35].

Teorem 2.2.8 (fi)i=1,...,n [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her t > 0,

α > max{0,−β}, β < 1, β − 1 < η < 0 için,

Iα,β,η0,t

{ n∏
i=1

fi(t)

}
≥
[

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)tβ

Γ(1− β + η)

]n−1 n∏
i=1

Iα,β,η0,t {fi(t)},

eşitsizliği geçerlidir [35].
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2.2.3 Hadamard Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

Tanım 2.2.4 (Hadamard Kesirli İntegrali Operatörü) (a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞ aralığı

R+’da sınırlı veya sınırsız bir aralık olsun. α ∈ C, Re(α) > 0 ve f ∈ L[a, b] olmak üzere

her t > 1 için Hadamard kesirli integrali,

HJ α{f(t)} =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

τ

)α−1
f(τ)

dτ

τ

şeklinde tanımlanır [23].

2013 yılında Chincane ve Pachpatte, Hadamard kesirli integralleri için aşağıdaki Cheby-

shev eşitsizliklerini elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.9 f ve g, [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olsun. Her t > 0, α > 0

için,

HJ α{(fg)(t)} ≥ Γ(α + 1)

(ln t)α
HJ α{f(t)}HJ α{g(t)}

eşitsizliği geçerlidir [11].

Teorem 2.2.10 f ve g, [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olsun. Her t > 0,

α > 0, β > 0 için,

(ln t)β

Γ(β + 1)
HJ α{(fg)(t)}+

(ln t)α

Γ(α + 1)
HJ β{(fg)(t)}

≥ HJ α{f(t)}HJ β{g(t)}+H J α{g(t)}HJ β{f(t)}

eşitsizliği geçerlidir [11].

Teorem 2.2.11 (fi)i=1,...,n [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her t > 0,

α > 0, için,

HJ α

( n∏
i=1

fi

)
(t) ≥ [HJ α(1)]1−n

n∏
i=1

HJ αfi(t)

eşitsizliği geçerlidir [11].

2014 yılında Ntouyas ve arkadaşları, Hadamard kesirli integralleri yardımıyla türevleri

Lp
(
[1,∞)

)
uzaylarına ait fonksiyonlar için aşağıdaki Chebyshev eşitsizliklerini elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.12 p, pozitif, f ve g, [1,∞) aralığında iki diferansiyellenebilir fonksiyon

olsun. f ′ ∈ Lr
(
[1,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[1,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere her t > 1, α > 0
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için,

2
∣∣
H
J α{p(t)}HJ α{p(t)f(t)g(t)} −H J α{p(t)f(t)}HJ α{p(t)g(t)}

∣∣
≤ ||f ′||r||g′||s

Γ2(α)

∫ ∫ t

1

(
log

t

τ

)α−1(
log

t

ρ

)α−1p(τ)p(ρ)

τρ
|τ − ρ|dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||st
(
H
J α{p(t)}

)2

eşitsizliği geçerlidir [32].

Teorem 2.2.13 p, pozitif, f ve g, [1,∞) aralığında iki diferansiyellenebilir fonksiyon

olsun. f ′ ∈ Lr
(
[1,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[1,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere her t > 1, α > 0 ve

β > 0 için, ∣∣
H
J α{p(t)}HJ β{p(t)f(t)g(t)}+H J β{p(t)}HJ α{p(t)f(t)g(t)}

−HJ α{p(t)f(t)}HJ β{p(t)g(t)} −H J β{p(t)f(t)}HJ α{p(t)g(t)}

≤ ||f ′||r||g′||s
Γ(α)Γ(β)

∫ ∫ t

1

(
log

t

τ

)α−1(
log

t

ρ

)β−1p(τ)p(ρ)

τρ
|τ − ρ|dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||stHJ α{p(t)}HJ β{p(t)}

eşitsizliği geçerlidir [32].

2.2.4 Erdélyi-Kober Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli
Eşitsizlikler

Tanım 2.2.5 (Erdélyi-Kober Kesirli İntegral Operatörü) α > 0, β > 0 ve η ∈ R

olsun. Reel değerli bir α ve f(t) sürekli fonksiyonu için Iη,αβ Erdélyi Kober kesirli integrali,

Iη,αβ {f(t)} =
t−β(η+α)

Γ(α)

∫ t

0

τβη(tβ − τβ)α−1f(τ)d(τβ)

=
βt−β(η+α)

Γ(α)

∫ t

0

τβ(η+1)−1(tβ − τβ)α−1f(τ)dτ

şeklinde tanımlanır [24].

2014 yılında Purohit ve Kalla, Erdélyi-Kober kesirli integralleri için aşağıdaki Chebyshev

tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.14 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her t > 0,

α > 0, β > 0 ve η ∈ R, η > −1 için,

Iη,αβ {f(t)g(t)} ≥ Γ(1 + α + η)

Γ(1 + η)
Iη,αβ {f(t)}Iη,αβ {g(t)}

eşitsizliği geçerlidir [34].
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Teorem 2.2.15 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her t > 0,

α > 0, β > 0, γ > 0, δ > 0 ve η, ζ ∈ R, η > −1, ζ > −1 için,

Γ(1 + η)

Γ(1 + α + η)
Iζ,γδ {f(t)g(t)}+

Γ(1 + ζ)

Γ(1 + γ + ζ)
Iη,αβ {f(t)g(t)}

≥ Iη,αβ {f(t)}Iζ,γδ {g(t)}+ Iζ,γδ {f(t)}Iη,αβ {g(t)}

eşitsizliği geçerlidir [34].

Teorem 2.2.16 (fi)i=1,...,n, [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her t > 0,

α > 0, β > 0 ve η ∈ R, η > −1 için,

Iη,αβ

{ n∏
i=1

fi(t)

}
≥
[

Γ(1 + α + η)

Γ(1 + η)

]n−1 n∏
i=1

Iη,αβ {fi(t)}

eşitsizliği geçerlidir [34].

2016 yılında Baleanu ve arkadaşları, Erdélyi-Kober kesirli integralleri yardımıyla türevleri

Lp uzaylarına ait fonksiyonlar için aşağıdaki Chebyshev eşitsizliklerini elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.17 p, pozitif, fve g [0,∞) aralığında iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

f ′ ∈ Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere ∀t > 0, α > 0, β > 0 ve

η ∈ R, η > −1 için,

2
∣∣Iη,αβ {p(t)}Iη,αβ {p(t)f(t)g(t)} − Iη,αβ {p(t)f(t)}Iη,αβ {p(t)g(t)}

∣∣
≤ β2t−2β(η+α)||f ′||r||g′||s

Γ2(α)

∫ t

0

∫ t

0

τβ(η+1)−1ρβ(η+1)−1

×(tβ − τβ)α−1(tβ − ρβ)α−1p(τ)p(ρ)|τ − ρ|dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||st
(
Iη,αβ {p(t)}

)2

eşitsizliği geçerlidir [8].

Teorem 2.2.18 p, pozitif, fve g [0,∞) aralığında iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

f ′ ∈ Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere ∀t > 0, α, β, γ, δ > 0, ve

η, ζ ∈ R, η > −1, ζ > −1 için,∣∣Iη,αβ {p(t)}Iζ,γδ {p(t)f(t)g(t)}+ Iζ,γδ {p(t)}I
η,α
β {p(t)f(t)g(t)}

−Iη,αβ {p(t)f(t)}Iζ,γδ {p(t)g(t)} − Iζ,γδ {p(t)f(t)}Iη,αβ {p(t)g(t)}
∣∣

≤ βδt−β(η+α)−δ(ζ+γ)||f ′||r||g′||s
Γ(α)Γ(γ)

∫ t

0

∫ t

0

τβ(η+1)−1ρδ(ζ+1)−1

×(tβ − τβ)α−1(tδ − ρδ)γ−1p(τ)p(ρ)|τ − ρ|dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||stIη,αβ {p(t)}I
ζ,γ
δ {p(t)},

eşitsizliği geçerlidir [8].
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2.2.5 Hipergeometrik Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli
Eşitsizlikler

Tanım 2.2.6 (Hipergeometrik Kesirli İntegral Operatörü) α > 0, µ > −1, β, η ∈

R; Iα,β,η,µt genelleştirilmiş kesirli integrali (Gauss hipergeometrik fonksiyonu açısından),

reel değerli α ve sürekli f(t) fonksiyonu için,

Iα,β,η,µt {f(t)} =
t−α−β−2µ

Γ(α)

∫ t

0

τµ(t− τ)α−1
2F1(α + β + µ,−η;α; 1− τ

t
)f(τ)dτ (2.2.10)

şeklinde tanımlanır [12](Ayrıca bkz. [24]). Burada, (2.2.10)’deki operatör için bir çekirdek

olarak görünen 2F1 fonksiyonu (2.2.9)’da verilen Gauss Hipergeometrik fonksiyonudur.

2014 yılında Baleanu ve arkadaşları, Hipergeometrik kesirli integralleri için aşağıdaki

Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.19 f ve g [0,∞) aralığı üzerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her t > 0,

α > max{0,−β,−µ}, β < 1, µ > −1, β − 1 < η < 0 için,

Iα,β,η,µt {f(t)g(t)} ≥ Γ(1− β)Γ(1 + µ+ α + η)tβ+µ

Γ(1 + µ)Γ(1− β + η)
Iα,β,η,µt {f(t)}Iα,β,η,µt {g(t)}

eşitsizliği geçerlidir [7].

Teorem 2.2.20 f ve g, [0,∞) aralığı üzerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her t > 0,

α > max{0,−β,−µ}, γ > max{0,−δ,−ν}, β, δ < 1, µ, ν > −1, β − 1 < η < 0,

δ − 1 < ζ < 0 için,

Γ(1 + µ)Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + µ+ α + η)tβ+µ
Iγ,δ,ζ,νt {f(t)g(t)}

+
Γ(1 + ν)Γ(1− δ + ζ)

Γ(1− δ)Γ(1 + ν + γ + ζ)tδ+ν
Iα,β,η,µt {f(t)g(t)}

≥ Iα,β,η,µt {f(t)}Iγ,δ,ζ,νt {g(t)}+ Iγ,δ,ζ,νt {f(t)}Iα,β,η,µt {g(t)}

eşitsizliği geçerlidir [7].

Teorem 2.2.21 (fi)i=1,...,n [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her t > 0,

α > max{0,−β,−µ}, µ > −1, β < 1, β − 1 < η < 0 için,

Iα,β,η,µt

{ n∏
i=1

fi(t)

}
≥
[

Γ(1− β)Γ(1 + µ+ α + η)tβ+µ

Γ(1 + µ)Γ(1− β + η)

]n−1 n∏
i=1

Iα,β,η,µt fi(t)

eşitsizliği geçerlidir [7].
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2014 yılında Baleanu ve Purohit, Hipergeometrik kesirli integralleri yardımıyla türevleri

Lp uzaylarına ait fonksiyonlar için aşağıdaki Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.22 p, pozitif, f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. f ′ ∈
Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere her t > 0, β < 1, µ > −1,

α > max{0,−β,−µ}, β − 1 < η < 0 için,

2
∣∣Iα,β,η,µt {p(t)}Iα,β,η,µt {p(t)f(t)g(t)} − Iα,β,η,µt {p(t)f(t)}Iα,β,η,µt {p(t)g(t)}

∣∣∣∣
≤ t−2α−2β−4µ||f ′||r||g′||s

Γ2(α)

∫ ∫ t

0

τµρµ(t− τ)α−1(t− ρ)α−1

×2F1(α + β + µ,−η;α; 1− τ

t
)2F1(α + β + µ,−η;α; 1− ρ

t
)p(τ)p(ρ)|τ − ρ|dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||st(Iα,β,η,µt {p(t)})2

eşitsizliği geçerlidir [6].

Teorem 2.2.23 p pozitif, f ve g [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olsun. f ′ ∈
Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere her t > 0,α > max{0,−β−µ},

β < 1,µ > −1, β − 1 < η < 0, γ > max{0,−δ − ν}, δ < 1, ν > −1, δ − 1 < ζ < 0 için,∣∣∣∣Iα,β,η,µt {p(t)}Iγ,δ,ζ,νt {p(t)f(t)g(t)}+ Iγ,δ,ζ,νt {p(t)}Iα,β,η,µt {p(t)f(t)g(t)}

−Iα,β,η,µt {p(t)f(t)}Iγ,δ,ζ,νt {p(t)g(t)} − Iγ,δ,ζ,νt {p(t)f(t)}Iα,β,η,µt {p(t)g(t)}

≤ t−α−β−γ−δ−2(µ+ν)||f ′||r||g′||s
Γ(α)Γ(γ)

∫ ∫ t

0

τµρν(t− τ)α−1(t− ρ)γ−1

×2F1

(
α + β + µ,−η;α; 1− τ

t

)
2
F1

(
γ + δ + ν,−ζ; γ; 1− ρ

t

)
p(τ)p(ρ)|τ − ρ|dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||stIα,β,η,µt {p(t)}Iγ,δ,ζ,νt {p(t)}

eşitsizliği geçerlidir [6].

2.2.6 Pathway Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

Tanım 2.2.7 (Pathway Kesirli İntegral Operatörü) f ∈ L(a, b), η ∈ C, Re(η) > 0,

a > 0 ve α < 1 pathway parametresini alalım. Pathway kesirli integral operatörü,

(
P η,α

0+ f
)
(x) = xη

∫ [ x
a(1−α)

]
0

[
1− a(1− α)t

x

] η
1−α

f(t)dt

şeklinde tanımlanır [30].

2015 yılında Daiya ve arkadaşları, Pathway kesirli integralleri için aşağıdaki Chebyshev

tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.
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Teorem 2.2.24 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Bu durumda

(
P η,α

0+ fg
)
(x) ≥

[a(1− α)]Γ
(
2 + η

1−α

)
xη+1Γ

(
1 + η

1−α

) (
P η,α

0+ f
)
(x)
(
P η,α

0+ g
)
(x)

eşitsizliği geçerlidir [14].

Teorem 2.2.25 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her α > 0 ve

γ, η ∈ R ise,

(
P η,α

0+ fg
)
(x)
(
P η,γ

0+

)
(1) +

(
P η,α

0+

)
(1)
(
P η,γ

0+ fg
)
(x)

≤
(
P η,α

0+ f
)
(x)
(
P η,γ

0+ g
)
(x) +

(
P η,γ

0+ f
)
(x)
(
P η,α

0+ g
)
(x)

eşitsizliği geçerlidir [14].

Teorem 2.2.26 fi, i = 1, 2, ..., n, [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. ∃t >

0, α > 0 ve η ∈ R için,(
P η,α

0+

n∏
i=1

fi

)
(x) ≥ [P η,α

0+ (1)]1−n
n∏
i=1

(
P η,α

0+ fi
)
(x)

eşitsizliği geçerlidir [14].

2.2.7 (k, s)-Riemann-Liouville Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli
Eşitsizlikler

Tanım 2.2.8 ((k, s)-Riemann-Liouville Kesirli İntegral Operatörü) f , [a, b] aralığında

sürekli bir fonksiyon olsun. (k, s)-Riemann-Liouville kesirli integrali α > 0, k > 0 ve

s ∈ R\{1} için,

s
kJ

α
a f(x) :=

(s+ 1)1−α
k

kΓk(α)

∫ x

a

(xs+1 − ts+1)
α
k
−1 tsf(t)dt, x ∈ [a, b],

şeklinde tanımlanır [44]. Burada Γk, k-gama fonksiyonudur ve

Γk(α) = lim
k→∞

n!kn(nk)
x
k
−1

(x)n,k
, (k > 0)

şeklinde tanımlanır [15]. k-gama fonksiyonunun aşağıdaki özellikleri vardır:

1. Γk(x+ k) = xΓk(x).

2. (x)n,k = Γk(x+nk)
Γk(x)

.

3. Γk(k) = 1.

4. Γk(x), x ∈ R için logaritmik konvekstir.
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5. a ∈ R için Γk(x) = a
x
k

∫ ∞
0

tx−1e−
tk

k
adt’dir.

6. 1
Γk(x)

= xk−
x
k e

x
k
γ

∞∏
n=1

((
1 +

x

nk

))
e−

x
nk ’dır. Burada γ = limn→∞(1 + ...+ 1

n
− log(n)’dir.

7. Γk(x)Γk(k − x) = π

sin(πxk )
.

2016 yılında Sarıkaya ve arkadaşları, (k, s) Riemann Liouville kesirli integralleri için

aşağıdaki Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.27 f ve g, [0,∞) aralığında senkronize iki fonksiyon olsun. t > a ≥ 0,

α > 0, β > 0, (k, s)-Riemann-Liouville kesirli integralleri için,

s
kJ

α
a (fg)(t) ≥ 1

Jαa (1)

s

k

Jαa f(t)skJ
α
a g(t),

s
kJ

α
a (fg)(t)skJ

β
a (1) + s

kJ
β
a (fg)(t) skJ

α
a (1) ≥sk Jαa (f)(t)skJ

β
a g(t) + s

kJ
α
a (g)(t)skJ

β
a f(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [44].

2.2.8 Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli
Eşitsizlikler

Tanım 2.2.9 (Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatörü) σ(k)(k ∈ N0 = N∪{0})

pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olmak üzere,

Fσρ,λ(x) = Fσ(0),σ(1),...
ρ,λ (x) =

∞∑
k=0

σ(k)

Γ(ρk + λ)
xk, (ρ, λ > 0; x ∈ R)

şeklinde verilen fonksiyonların yeni bir sınıfı Raina [40] tarafından tanımlanmıştır. Bu

fonksiyon yardımıyla, [40]’de Raina ve [1]’de Agarwal ve arkadaşları, λ, ρ > 0, ω ∈ R ve

σ(t) integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

J σ
ρ,λ,a+;ωϕ(x) =

∫ x

a

(x− t)λ−1Fσρ,λ[ω(x− t)ρ]ϕ(t)dt, x > a

J σ
ρ,λ,b−;ωϕ(x) =

∫ b

x

(t− x)λ−1Fσρ,λ[ω(t− x)ρ]ϕ(t)dt, x < b

sol ve sağ taraflı kesirli integral operatörlerini tanımlamışlardır.

2017 yılında Usta ve arkadaşları, genelleştirilmiş kesirli integral operatörü için aşağıdaki

Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.
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Teorem 2.2.28 f ve g, [0,∞) aralığı üzerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her

t, ρ, λ > 0 ve ω ∈ R için,

J σ
ρ,λ,0+;ω(1)(t)J σ

ρ,λ,0+;ω(fg)(t) ≥ J σ
ρ,λ,0+;ωf(t)J σ

ρ,λ,0+;ωg(t),

eşitsizliği geçerlidir [51].

Burada σ(k)(k ∈ N0 = N ∪ {0}) katsayıları, pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisidir.

Teorem 2.2.29 f ve g, [0,∞) aralığı üzerinde senkronize iki fonksiyon olsun. Her t > 0

veρ1, ρ2, λ1, λ2 > 0 ve ω1, ω2 ∈ R için,

J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(1)(t)J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(fg)(t) + J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(1)(t)J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(fg)(t)

≥ J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

f(t)J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

g(t) + J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

f(t)J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

g(t),

eşitsizliği geçerlidir [51].

Burada σ1(k), σ2(k)(k ∈ N0 = N ∪ {0}) katsayıları, pozitif reel sayıların sınırlı bir

dizisidir.

Teorem 2.2.30 (fi)i=1,2,...,n, [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her t, ρ, λ >

0 ve ω ∈ R için,

(
J σ
ρ,λ,0+;ω(1)

)n−1J σ
ρ,λ,0+;ω

( n∏
i=1

fi

)
(t) ≥

n∏
i=1

(
J σ
ρ,λ,0+;ωfi(t)

)
,

eşitsizliği geçerlidir [51].

Burada σ(k)(k ∈ N0 = N ∪ {0}) katsayıları, pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisidir.

2.2.9 Üstel Çekirdekli Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli
Eşitsizlikler

Tanım 2.2.10 (Üstel Çekirdekli Kesirli İntegral Operatörü) f ∈ L[a, b] olsun. Iαa+
ve Iαb− kesirli integralleri, α ∈ (0, 1) olmak üzere;

Iαa+(f)(x) =
1

α

∫ x

a

exp

{
− 1− α

α
(x− t)

}
f(t)dt, x > a

ve

Iαb−(f)(x) =
1

α

∫ b

x

exp

{
− 1− α

α
(t− x)

}
f(t)dt, x < b

şeklinde tanımlanır [2].
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2017 yılında Usta ve arkadaşları, üstel çekirdekli kesirli integral operatörü için aşağıdaki

Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.31 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her x > 0 ve

α ∈ (0, 1) için,

Iα0+(1)(x)Iα0+(fg)(x) ≥ Iα0+f(x)Iα0+g(x)

eşitsizliği geçerlidir [52].

Teorem 2.2.32 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her x > 0 ve

α, β ∈ (0, 1) için,

Iβ0+(1)(x)Iα0+(fg)(x) + Iα0+(1)(x)Iβ0+(fg)(x)

≥ Iα0+f(x)Iβ0+g(x) + Iβ0+f(x)Iα0+g(x)

eşitsizliği geçerlidir [52].

Teorem 2.2.33 fi, i = 1, 2, ..., n, [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her

x > 0 ve α ∈ (0, 1) için,

(
Iα0+(1)(x)

)n−1Iα0+
( k∏

i=1

fi

)
(x) ≥

k∏
i=1

(
Iα0+fi(x)

)
eşitsizliği geçerlidir [52].

2.2.10 Yeni Uyumlu k-Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli
Eşitsizlikler

Tanım 2.2.11 (Yeni Uyumlu k-Kesirli İntegral Operatörü) f , [a, b] sonlu aralığı

üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Genelleştirilmiş sol ve sağ yeni uyumlu k-kesirli

integralleri β > 0, Re(β) > 0, k > 0 ve α ∈ R\{0} için,

β
kJ

α
a+f(x) =

1

kΓk(β)

∫ x

a

[
(x− a)α − (τ − a)α

α

]β
k
−1

f(τ)

(τ − a)1−αdτ

ve

β
kJ

α
b−f(x) =

1

kΓk(β)

∫ b

x

[
(b− x)α − (b− τ)α

α

]β
k
−1

f(τ)

(b− τ)1−αdτ

şeklinde tanımlanır [36]. Burada Γk, k-gama fonksiyonudur.

2018 yılında Qi ve arkadaşları, yeni uyumlu k-kesirli integral operatörleri için aşağıdaki

Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.
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Teorem 2.2.34 f ve g, [0,∞) üzerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.

α, β > 0 için,

( βJαkfg)(x) ≥ Γk(β + k)α
β
k

x
αβ
k

( βJαkf)(x)( βJαkg)(x)

eşitsizliği geçerlidir [37].

Teorem 2.2.35 f ve g, [0,∞) üzerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.

α, β, τ > 0 için,

x
ατ
k

Γk(τ + k)α
τ
k

( βJαkfg)(x) +
x
αβ
k

Γk(β + k)α
β
k

( τJαkfg)(x)

≥ ( βJαkf)(x)( τJαkg)(x)( τJαkf)(x)( βJαkg)(x)

eşitsizliği geçerlidir [37].

Teorem 2.2.36 1 ≤ i ≤ n için fi [a, b] aralığında pozitif ve artan fonksiyonlar olsun.

α, β > 0 için (
βJαk

n∏
i=1

fi

)
(x) ≥

[
Γk(β + k)α

β
k

x
αβ
k

]n−1 n∏
i=1

(
βJαkfi

)
(x)

eşitsizliği geçerlidir [37].

2.2.11 Genelleştirilmiş Katugampola Kesirli İntegral Operatörü İçin
Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

Tanım 2.2.12 (a, b) aralığındaki ‖ϕ‖Xp
c
<∞ şartını sağlayan kompleks değerli Lebesque

ölçülebilir ϕ dönüşümlerinin uzayı Xp
c (a, b) (c ∈ R 1 ≤ p ≤ ∞) olsun. Burada

‖ϕ‖Xp
c

=

(∫ b

a

|xcϕ(x)|pdx
x

)1/p

(1 ≤ p <∞)

ve

‖ϕ‖Xp
c

= esssupx∈(a,b)[x
c|ϕ(x)|].

şeklinde tanımlıdır.

c = 1/p (1 ≤ p <∞) için Xp
c uzayı

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(t)|pdt
)1/p

<∞ (1 ≤ p <∞)

‖f‖∞ = esssupa≤t≤b|f(t)|

normları ile klasik Lp(a, b) uzayına dönüşür [20].
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Tanım 2.2.13 (Genelleştirilmiş Katugampola Kesirli İntegral Operatörü)

0 ≤ a < x < b ≤ ∞, ϕ ∈ Xp
c (a, b), α ∈ R+, ve β, ρ, η, κ ∈ R olsun. Genelleştirilmiş

sol ve sağ Katugampola kesirli integralleri,(
ρIα,βa+,η,κϕ

)
(x) :=

ρ1−βxκ

Γ(α)

∫ x

a

τ ρ(η+1)−1

(xρ − τ ρ)1−αϕ(τ) dτ

ve (
ρIα,βb−,η,κϕ

)
(x) :=

ρ1−βxρη

Γ(α)

∫ b

x

τκ+ρ−1

(xρ − τ ρ)1−αϕ(τ) dτ

şeklindedir [21, 48].

2019 yılında Set ve arkadaşları, genelleştirilmiş Katugampola kesirli integral operatörleri

için aşağıdaki Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerdir.

Teorem 2.2.37 β, κ ∈ R, x, α, ρ ∈ R+ ve η ∈ R+
0 olsun. Ayrıca, f ve g, [0,∞) aralığında

iki integrallenebilir senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde,

(ρIα,βη,κ fg)(x) ≥ 1

Λρ,β
x,κ(α, η)

(ρIα,βη,κ f)(x)(ρIα,βη,κ g)(x)

eşitsizliği geçerlidir [45].

Teorem 2.2.38 β, κ ∈ R, x, α, ρ, σ ∈ R+ ve η ∈ R+
0 olsun. Ayrıca, f ve g [0,∞)

aralığında iki integrallenebilir senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde,

Λρ,β
x,κ(σ, η)(ρIα,βη,κ fg)(x) + Λρ,β

x,κ(α, η)(ρIσ,βη,κ fg)(x)

≥ (ρIα,βη,κ f)(x)(ρIσ,βη,κ g)(x) + (ρIσ,βη,κ f)(x)(ρIα,βη,κ g)(x)

eşitsizliği geçerlidir [45].

Teorem 2.2.39 β, κ ∈ R, x, α, ρ ∈ R+ ve η ∈ R+
0 olsun. Ayrıca

fj : R+
0 → R, (j = 1, ..., n ;n ∈ N)

artan fonksiyon olsun. O zaman,(
ρIα,βη,κ

n∏
j=1

fj

)
(x) ≥ 1{

Λρ,β
x,κ(α, η)

}n−1

n∏
j=1

(ρIα,βη,κ fj)(x) (n ∈ N).

eşitsizliği geçerlidir [45].
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2.2.12 Genelleştirilmiş Uyumlu Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev
Tipli Eşitsizlikler

Tanım 2.2.14 (Genelleştirilmiş Uyumlu Kesirli İntegral Operatörü) Genelleştrilimiş

uyumlu kesirli integrali, λ ∈ C, Re(λ) > 0, ξ ∈ (0, 1], η ∈ R ve ξ + η 6= 0 için,

η
ξI

λΦ(θ) =
1

Γ(λ)

∫ θ

0

(
θξ+η − τ ξ+η

ξ + η

)λ−1
Φ(τ)

τ 1−ξ−η dτ.

şeklinde tanımlanır [22,31].

2019 yılında Nisar ve arkadaşları, genelleştirilmiş uyumlu kesirli integralleri için aşağıdaki

Chebyshev tipli eşitsizlikleri elde etmişlerir.

Teorem 2.2.40 Φ ve Ψ [0,∞) üzerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.

λ ∈ C, Re(λ) > 0, ξ ∈ (0, 1], η ∈ R ve ξ + η 6= 0 için,

( ηξI
λΦΨ)(θ) ≥ Γ(λ+ 1)(ξ + η)λ

θ(ξ+η)λ
( ηξI

λΦ)(θ)( ηξI
λΨ)(θ),

eşitsizliği geçerlidir [31].

Teorem 2.2.41 Φ ve Ψ [0,∞) üzerinde integrallenebilir ve senkronize iki fonksiyon olsun.

λ, τ ∈ C, Re(λ), Re(τ) > 0, ξ ∈ (0, 1], η ∈ R ve ξ + η 6= 0 için,

θ(ξ+η)τ

Γ(τ + 1)(ξ + η)τ
(η
ξ
IλΦΨ

)
(θ) +

θ(ξ+η)λ

Γ(λ+ 1)(ξ + η)λ
(η
ξ
IτΦΨ

)
(θ)

≥
(η
ξ
IλΦ

)
(θ)
(η
ξ
IτΨ

)
(θ) +

(η
ξ
IτΦ

)
(θ)
(η
ξ
IλΨ

)
(θ),

eşitsizliği geçerlidir [31].

Teorem 2.2.42 (Φj)j=1,2,...,n [0,∞) üzerinde pozitif artan fonksiyonlar olsun. θ > 0,

ξ ∈ (0, 1], η ∈ R, λ ∈ C için,

η
ξI

λ

( n∏
j=1

Φj

)
(θ) ≥

(η
ξ
Iλ(1)

)1−n
n∏
j=1

(η
ξ
IλΦj

)
(θ)

eşitsizliği geçerlidir [31].
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI

3.1 Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

3.1.1 Genişletilmiş Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatörü İçin
Chebyshev Tipli Eşitsizlikler

Bu bölümde genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral operatörü ile ilgili bazı tanımlar

ve teoremler verilecektir.

Tanım 3.1.1 Eα(z), ile ifade edilen temel Mittag-Leffler fonksiyonu Re(α) > 0 için

Mittag-Leffler tarafından,

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(1 + αk)

şeklinde tanımlanır [29].

Tanım 3.1.2 α, β, ρ, λ ∈ C, Re(α) > 0, Re(β) > 0 ve f ∈ L[a, b] olsun. ε(α, β, ρ, λ)

kesirli integral operatörü Prabhakar tarafından,

ε(α, β, ρ, λ)f(x) =

∫ x

a

(x− t)β−1Eρ
α,βλ(x− t)αf(t)dt, a < x < b (3.1.1)

şeklinde tanımlanır [33]. Burada

Eρ
α,β =

∞∑
n=0

(ρ)nz
n

Γ(αn+ β)n!
(3.1.2)

ve Γ, gama fonksiyonudur.

Tanım 3.1.3 z, β, γ, ω, κ ∈ C, Re(α) > max{0, Re(κ) − 1}; min{Re(β), Re(κ)} > 0 ve

f ∈ L[a, b] olsun. εω;γ,κ
a+;α,βϕ kesirli integral operatörü Srivastava ve Tomowski tarafından,

(εω;γ,κ
a+;α,βϕ)(x) =

∫ x

a

(x− t)β−1Eγ,κ
α,β[ω(x− t)α]ϕ(t)dt (x > a) (3.1.3)

şeklinde tanımlanır [50]. Burada Eγ,κ
α,β(z) fonksiyonu,

Eγ,κ
α,β(z) =

∞∑
n=0

(γ)κn
Γ(αn+ β)

zn

n!
(3.1.4)

şeklindedir [50].

Özel olarak κ = q (q ∈ (0, 1) ∪ N) ve min{Re(β), Re(γ)} > 0 alınırsa, Shukla ve

Prajapati tarafından tanımlanan,

Eγ,q
α,β(z) =

∞∑
n=0

(γ)qn
Γ(αn+ β)

zn

n!
(3.1.5)
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fonksiyonu elde edilir [47]. Burada (γ)qn,

(γ)qn =
Γ(γ + qn)

Γ(γ)

şeklinde tanımlanan genelleştirilmiş Pochhammer sembolünü gösterir ve Γ, gama fonksi-

yonudur.

Tanım 3.1.4 α, β, γ, δ ∈ C, min{Re(α), Re(β), Re(γ), Re(δ)} > 0, p, q > 0, q ≤
Re(α) + p, f ∈ L[a, b] ve x ∈ [a, b] olsun. εγ,δ,qα,β,p,ω,a+ kesirli integral operatörü Salim ve

Faraj tarafından,

(εγ,δ,qα,β,p,ω,a+f)(x) =

∫ x

a

(x− t)β−1Eγ,δ,q
α,β,p(ω(x− t)α)f(t)dt (3.1.6)

şeklinde tanımlanır [42]. Burada

Eγ,δ,q
α,β,p(z) =

∞∑
n=0

γqn
Γ(αn+ β)

zn

(δ)pn
(3.1.7)

şeklinde olup (γ)qn genelleştirilmiş Pochhammer sembolünü gösterir ve Γ, gama fonksiyo-

nudur.

Tanım 3.1.5 p ≥ 0, q > 0, ω, δ, λ, σ, c, ρ ∈ C, Re(c) > 0, Re(ρ) > 0, Re(σ) > 0,

Re(δ) > 0, f ∈ L[a, b] ve x ∈ [a, b] olsun. (εω,δ,q,ca+,ρ,σf) kesirli integral operatörü Rahman ve

arkadaşları tarafından,

(εω,δ,q,ca+,ρ,σf)(x) =

∫ x

a

(x− τ)σ−1Eδ,q,c
p,σ (ω(x− τ)ρ; p)f(τ)dτ (3.1.8)

şeklinde tanımlanır [38]. Burada Eδ,q,c
ρ,σ (z; p) fonksiyonu,

Eδ,q,c
ρ,σ (z; p) =

∞∑
n=0

Bp(δ + nq, c− δ)
B(δ, c− δ)

(c)nq
Γ(ρn+ σ)

zn

n!
(3.1.9)

şeklindedir. BuradaB beta fonksiyonu, Bp genişletilmiş beta fonksiyonu, (c)qn genelleştirilmiş

Pochhammer sembolü ve Γ gama fonksiyonudur.

Mittag-Leffler fonksiyonunun daha genişletilmiş ve genelleştirilmiş versiyonu literatürde

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.

Tanım 3.1.6 ρ, σ, τ, δ, c ∈ C, Re(ρ), Re(σ), Re(τ) > 0, Re(c), Re(δ), > 0 ile p ≥ 0, q > 0

ve 0 < r ≤ q + Re(ρ) olsun. Eδ,q,r,c
ρ,σ,τ (z; p) genişletilmiş genelleştirilmiş Mittag-Leffler

fonksiyonu,

Eδ,q,r,c
ρ,σ,τ (z; p) =

∞∑
n=0

Bp(δ + nr, c− δ)
B(δ, c− δ)

(c)nr
Γ(ρn+ σ)

zn

(τ)nq
(3.1.10)

şeklinde tanımlanır [4]. Burada B beta fonksiyonu, Bp genişletilmiş beta fonksiyonu, (c)nr

genelleştirilmiş Pochhammer sembolü, ve Γ gama fonksiyonudur.
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Sonuç 3.1.1 (3.1.10)’da verilen Mittag-Leffler fonksiyonu aşağıdaki fonksiyonların bir

genellemesidir, yani

(i) p = 0 alınırsa, (3.1.10) Salim ve Faraj tarafından tanımlanan (3.1.7) fonksiyonuna

indirgenir.

(ii) τ = q = 1 alınırsa, (3.1.10) Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan (3.1.9)

fonksiyonuna indirgenir.

(iii) p = 0 ve τ = q = 1 alınırsa, (3.1.10) Shukla ve Prajapati tarafından tanımlanan

(3.1.5) fonksiyonuna indirgenir(Ayrıca bkz. [50]).

(iv) p = 0 ve τ = q = r = 1 alınırsa, (3.1.10) Prabhakar tarafından tanımlanan (3.1.2)

fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 3.1.1 (3.1.10)’deki seri r < q + Re(ρ) olması koşuluyla z’nin tüm değerleri

için mutlak yakınsaktır. Ayrıca, r = q + Re(ρ) ise, |z| < qqR(ρ)Re(ρ)

rr
için Eδ,q,r,c

ρ,σ,τ (z; p)

yakınsaktır [4].

Genişletilmiş genelleştirilmiş Mittag-Leffler fonksiyonu yardımıyla elde edilen εω,δ,q,r,ca+,ρ,σ,τf

kesirli integral operatörü aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.

Tanım 3.1.7 ω, ρ, σ, τ, δ, c ∈ C, Re(ρ), Re(σ), Re(τ) > 0, Re(c)Re(δ) > 0 ile p ≥ 0,

r > 0 ve 0 < q ≤ r + Re(ρ), f ∈ L[a, b] ve x ∈ [a, b] olsun. εω,δ,q,r,ca+,ρ,σ,τf genişletilmiş

genelleştirilmiş kesirli integral operatörü,(
εω,δ,q,r,ca+,ρ,σ,τf

)
(x; p) =

∫ x

a

(x− t)σ−1Eδ,q,r,c
ρ,σ,τ (ω(x− t)ρ; p)f(t)dt (3.1.11)

şeklinde tanımlanır [4].

Sonuç 3.1.2 (3.1.11)’de verilen kesirli integral operatörü aşağıdaki kesirli integral opera-

törlerinin bir genellemesidir, yani

(i) p = 0 alınırsa, (3.1.11) Salim ve Faraj tarafından tanımlanan (3.1.6) kesirli integral

operatörüne indirgenir.

(ii) τ = r = 1 alınırsa, (3.1.11) Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan (3.1.8)

kesirli integral operatörüne indirgenir.
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(iii) p = 0 ve τ = r = 1 alınırsa, (3.1.11) Srivastava ve Tomovski tarafından

tanımlanan (3.1.3) kesirli integral operatörüne indirgenir.

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa, (3.1.11) Prabhakar tarafından tanımlanan (3.1.1)

kesirli integral operatörüne indirgenir.

(v) p = ω = 0 alınırsa, Iσa+ sol taraflı Riemann-Liouville kesirli integraline indirgenir.

Bu operatör ile ilgili şu özelliği verebiliriz:

Teorem 3.1.2 ω, ρ, σ, τ, δ, c ∈ C, Re(ρ), Re(σ), Re(τ) > 0, Re(c) > Re(δ) > 0, p ≥ 0,

0 < q ≤ r+Re(ρ) ile f ∈ L[a, b], x ∈ [a, b] olsun. εω,δ,q,r,ca+,ρ,σ,τ kesirli integral operatörü L[a, b]

üzerinde sınırlı ve

||εω,δ,q,r,ca+,ρ,σ,τf ||1 ≤ C||f ||1

eşitsizliği geçerlidir [4].

Burada C (0 < C <∞) sabiti aşağıda verildiği gibidir.

C = (b− a)Re(σ)

∞∑
n=0

|Bp(δ + nq, c− δ)|
|B(δ, c− δ)|

|(c)nq|(
Re(ρ)n+Re(σ)

)
|Γ(ρn+ σ)|

|ω(b− a)Re(ρ)|n

|(τ)nr|
.

Bu bölümde yukarıda verilen tanım ve teoremlerden hareketle, genişletilmiş genelleştirilmiş

kesirli integral operatörünü kullanarak Chebyshev ve Chebyhsev tipli eşitsizliklerin yeni

genelleştirmeleri elde edilmiştir.

Teorem 3.1.3 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Her x > 0, α > 0

için,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p) ≥ 1

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)
(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p) (3.1.12)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ve g senkronize fonksiyon olduğundan, τ ≥ 0, ρ ≥ 0 için,

(
f(τ)− f(ρ)

)(
g(τ)− g(ρ)

)
≥ 0 (3.1.13)

yazılır. Buradan

f(τ)g(τ) + f(ρ)g(ρ) ≥ f(τ)g(ρ) + f(ρ)g(τ) (3.1.14)
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eşitsizliği geçerlidir. Şimdi, (3.1.14)’in her iki tarafı τ ∈ (0, x) olmak üzere,

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
ile çarpılırsa,

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(τ)g(τ)

+(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(ρ)g(ρ)

≥ (x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(τ)g(ρ)

+(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(ρ)g(τ) (3.1.15)

eşitsizliği elde edilir. Daha sonra (3.1.15) eşitsizliğinde (0, x) üzerinde integral alınırsa,∫ x

0

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(τ)g(τ)dτ

+

∫ x

0

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(ρ)g(ρ)dτ

≥
∫ x

0

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(τ)g(ρ)dτ

+

∫ x

0

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(ρ)g(τ)dτ

eşitsizliği elde edilir. Sonuç olarak,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p) +

∫ x

0

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
f(ρ)g(ρ)dτ

≥ g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p) + f(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)

eşitsizliği yazılır. Böylece

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p) + f(ρ)g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1) ≥ g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p) + f(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)

(3.1.16)

olur. (3.1.16)’nın her iki tarafı ρ ∈ (0, x) olmak üzere,

(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
,

ile çarpılırsa,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
(3.1.17)

+f(ρ)g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
≥ g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
+f(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
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eşitsizliği elde edilir. Şimdi, (3.1.17) eşitsizliğinde (0, x) üzerinde integral alınırsa,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)
∫ x

0
(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
dρ

+(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)
∫ x

0
(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
f(ρ)g(ρ)dρ

≥ (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)
∫ x

0
(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
g(ρ)dρ

+(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)
∫ x

0
(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
f(ρ)dρ

elde edilir. Böylece

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1) + (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)

≥ (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p) + (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)

bulunur. Sonuç olarak,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p) ≥ 1

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)
(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.3 (3.1.12)’de p = ω = 0 alınırsa, (2.2.3)’deki Riemann-Liouville kesirli integ-

rali için Chebyshev eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 3.1.4 (3.1.12) ’deki farklı parametre seçenekleri için, aşağıdaki gibi kesirli integral

eşitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 alınırsa, [42]’de Salim ve Faraj tarafından tanımlanan kesirli integral opera-

törü için Chebyshev eşitsizliği,

(ii) σ = r = 1 alınırsa, [38]’de Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve σ = r = 1 alınırsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafından tanımlanan

kesirli integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve σ = r = q = 1 alınırsa, [33]’de Prabhakar tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.1.4 α, β, θ, λ > 0, f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun.

∀x > 0, α > 0, β > 0 için,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,σ)(1) + (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,σfg)(x; p)

≥ (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,σg)(x; p) + (εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,σf)(x)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)

(3.1.18)
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eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Teorem 3.1.3 ’de olduğu gibi, benzer argümanlar kullanarak,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
(3.1.19)

+(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
f(ρ)g(ρ)

≥ (x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)

+(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
f(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)

eşitsizliği elde edilir. (3.1.19) eşitsizliğinde (0, x) üzerinde integral alınırsa,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)
∫ x

0
(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c

λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
dρ

+(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)
∫ x

0
(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c

λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
f(ρ)g(ρ)dρ

≥ (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)
∫ x

0
(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c

λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
g(ρ)dρ

+(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)
∫ x

0
(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c

λ,θ,σ

(
ω(x− ρ)λ; p

)
f(ρ)dρ

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.5 (3.1.18)’de p = ω = 0 alınırsa (2.2.4) eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 3.1.6 Eğer f ve g fonksiyonları [0,∞) aralığında senkronize değilse, (diğer bir

deyişle, (f(x) − f(y))(g(x) − g(y)) ≤ 0, ∃x, y ∈ [0,∞)), (3.1.12) ve (3.1.18) eşitsizlikleri

ters çevrilir.

Sonuç 3.1.7 Teorem 3.1.4’de β = θ, α = λ alınırsa, Teorem 3.1.3 elde edilir.

Sonuç 3.1.8 (3.1.18) ’deki farklı parametre seçenekleri için, aşağıdaki gibi kesirli integral

eşitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 alınırsa, [42]’de Salim ve Faraj tarafından tanımlanan kesirli integral opera-

törü için Chebyshev eşitsizliği,

(ii) σ = r = 1 alınırsa, [38]’de Rahman ve arkadaşları tarafından kesirli integral

operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve σ = r = 1 alınırsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafından tanımlanan

kesirli integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği,
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(iv) p = 0 ve σ = r = q = 1 alınırsa, [33]’de Prabhakar tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.1.5 (fi)i=1,...,n [0,∞) aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. Her x > 0,

α > 0, β > 0 için,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ

( n∏
i=1

fi

)
(x; p) ≥

(
(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)

)1−n
n∏
i=1

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfi)(x; p) (3.1.20)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Bu teorem tümevarım yöntemi ile ispatlanır. Açıkca n = 1 ve her x > 0, α > 0

için,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(f1)(x; p) ≥ (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(f1)(x; p)

olduğu görülür. n = 2 (3.1.12)’de uygulanırsa, her x > 0, α > 0 için,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(f1f2)(x; p) ≥ ((εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1))−1(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(f1)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(f2)(x; p)

elde edilir. Şimdi, n = n− 1 için,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)

( n−1∏
i=1

fi

)
(x; p)

)
≥
(
(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)

)2−n
n−1∏
i=1

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfi)(x; p) (3.1.21)

olduğu kabul edilsin (tümevarım hipotezi). (fi)i=1,2,....,n pozitif artan fonksiyonlar olduğundan,

(
n−1∏
i=1

fi)(x; p) artan fonksiyondur. Dolayısıyla
n−1∏
i=1

fi = g, fn = f fonksiyonlarına Teorem

3.1.3 uygulanırsa,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)

( n∏
i=1

fi

)
(x; p) = (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)

≥ ((εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1))−1(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)

( n−1∏
i=1

fi

)
(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(fn)(x; p)

elde edilir. (3.1.21) hipotezi dikkate alınırsa,

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)

( n∏
i=1

fi

)
(x; p) ≥ ((εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1))−1((εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1))2−n

×
( n−1∏

i=1

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfi)

)
(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(fn)(x; p)

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.9 (3.1.20)’de p = ω = 0 alınırsa (2.2.5) eşitsizliği elde edilir.
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Sonuç 3.1.10 (3.1.20) ’deki farklı parametre seçenekleri için, aşağıdaki gibi kesirli integ-

ral eşitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 alınırsa, [42]’de Salim ve Faraj tarafından tanımlanan kesirli integral opera-

törü için Chebyshev eşitsizliği,

(ii) σ = r = 1 alınırsa, [38]’de Rahman ve arkadaşları tarafından kesirli integral

operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve σ = r = 1 alınırsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafından tanımlanan

kesirli integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve σ = r = q = 1 alınırsa, [33]’de Prabhakar tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.1.6 t, [0,∞) aralığında pozitif, f ve g, [0,∞) aralığında iki dife- ransiyel-

lenebilir fonksiyon olsun. f ′ ∈ Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere

her x > 0, α > 0, β > 0 için,

2

∣∣∣∣(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtfg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)− (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtg)(x; p)

∣∣∣∣
≤ ||f ′||r||g′||s

∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||sx
(
εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt(x; p)

)2
(3.1.22)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ve g, Teorem 3.1.6’nın şartlarını sağlayan iki fonksiyon ve t, [0,∞) aralığından

pozitif fonksiyon olsun.

H(τ, ρ) :=
(
f(τ)− f(ρ)

)(
g(τ)− g(ρ)

)
; τ, ρ ∈ (0, x), x > 0 (3.1.23)

şeklinde tanımlansın. (3.1.23),

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
t(τ); τ ∈ (0, x)

ile çarpılıp ve elde edilen özdeşliğin τ ’ya göre (0, x) üzerinde integrali alınırsa,∫ x

0

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
t(τ)H(τ, ρ)dτ (3.1.24)

= (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtfg)(x; p)− f(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtg)(x; p)

−g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtf)(x; p) + f(ρ)g(ρ)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)
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özdeşliği elde edilir. Şimdi, (3.1.24) özdeşliği

(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(ρ); ρ ∈ (0, x)

ile çarpılıp ve elde edilen özdeşliğin ρ’ya göre (0, x) üzerinde integrali alınırsa,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)H(τ, ρ)dτdρ

= (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtfg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)− (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtg)(x; p)

−(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtf)(x; p) + (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtfg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)

özdeşliği elde edilir. Sonuç olarak∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
(3.1.25)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)H(τ, ρ)dτdρ

= 2

(
(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtfg)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)− (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtg)(x; p)

)
elde edilir. Diğer taraftan,

H(τ, ρ) :=

∫ ρ

τ

∫ ρ

τ

f ′(y)g′(z)dydz

olduğundan, çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılırsa,

|H(τ, ρ)| ≤
∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdydz
∣∣∣∣r−1∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

∫ ρ

τ

|g′(z)|sdydz
∣∣∣∣s−1

eşitsizliği yazılabilir. Buradan,∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdydz
∣∣∣∣r−1

= |τ − ρ|r−1

∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣∣r−1

ve ∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

∫ ρ

τ

|g′(z)|sdydz
∣∣∣∣s−1

= |τ − ρ|s−1

∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣∣s−1

olduğundan, H aşağıdaki eşitsizliği sağlar,

|H(τ, ρ)| ≤ |τ − ρ|
∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣∣r−1∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣∣s−1

. (3.1.26)

Diğer taraftan,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
(3.1.27)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤
∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
×
∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣∣r−1∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣∣s−1

dτdρ
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eşitsizliği elde edilir. (3.1.27) eşitsizliğinin sağ tarafına Hölder eşitsizliği uygulanırsa,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣dτdρ]r−1

×
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣dτdρ]s−1

eşitsizliği elde edilir.

Şimdi, ∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣ ≤ ||f ′||rr, , ∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣ ≤ ||g′||ss, (3.1.28)

eşitsizlikleri kullanılarak,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
(3.1.29)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤
[
||f ′||rr,

∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
dτdρ

]r−1

×
[
||g′||ss,

∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
dτdρ

]s−1

elde edilir. (3.1.29)’dan,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||s
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
dτdρ

]r−1

×
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
dτdρ

]s−1

(3.1.30)
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eşitsizliği elde edilir. 1
r
+1
s

= 1 olduğundan;∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

(3.1.31)

≤ ||f ′||r||g′||s
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
dτdρ

]
.

yazılır. (3.1.25) ve (3.1.31) arasındaki ilişkilerle ve modülün özellikleri kullanılarak (3.1.22)’deki

ilk eşitsizlik elde edilir.

0 ≤ τ ≤ x, 0 ≤ ρ ≤ x

olduğundan,

0 ≤ |τ − ρ| ≤ x

olur. Buradan, ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||sx
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(β−1)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− ρ)α; p

)
t(τ)t(ρ)dτdρ

]
= ||f ′||r||g′||s x

((
εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt

)
(x; p)

)2

(3.1.32)

eşitsizliği elde edilir. Böylece Teorem 3.1.6 ispatlanmış olur.

Eğer Teorem 3.1.6’da t(x) = 1 alınırsa, aşağıdaki sonuçlara ulaşılır.

Sonuç 3.1.11 f ve g, [0,∞) aralığında iki diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. f ′ ∈

Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere her x > 0, α > 0, β > 0 için,∣∣∣∣(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σfg)(x; p)− 1

(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)
(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σg)(x; p)

∣∣∣∣
≤ 1

2

(
||f ′||r||g′||sx(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σ)(1)

)
eşitsizliği elde edilir.
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Sonuç 3.1.12 (3.1.22) ’deki farklı parametre seçenekleri için, aşağıdaki gibi kesirli integ-

ral eşitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 alınırsa, [42]’de Salim ve Faraj tarafından tanımlanan kesirli integral opera-

törü için Chebyshev eşitsizliği,

(ii) σ = r = 1 alınırsa, [38]’de Rahman ve arkadaşları tarafından kesirli integral

operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve σ = r = 1 alınırsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafından tanımlanan

kesirli integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve σ = r = q = 1 alınırsa, [33]’de Prabhakar tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 3.1.13 (3.1.22)’de p = ω = 0 alınırsa, (2.2.6) eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.1.7 t, [0,∞) aralığında pozitif, f ve g, [0,∞) aralığında iki dife- ransiyel-

lenebilir fonksiyon olsun. f ′ ∈ Lr
(
[0,∞)

)
, g′ ∈ Ls

(
[0,∞)

)
, r > 1, 1

r
+ 1

s
= 1 olmak üzere

her x > 0, α > 0, β > 0 , λ > 0, θ > 0 için,∣∣∣(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,ptfg)(x; p) + (εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,pt)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtfg)(x; p)

−(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,ptg)(x; p)− (εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,ptf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtg)(x; p)
∣∣∣

≤ ||f ′||r||g′||s
∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||sx(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,pt)(x; p) (3.1.33)

eşitsizliği elde edilir.

İspat. (3.1.24) özdeşliği kullanılırsa,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
(3.1.34)

×Eδ,q,r,c
λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
t(τ)t(ρ)H(τ, ρ)dτdρ

= (εω,δ,q,r,c0+,α,β,σt)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,ptfg)(x; p) + (εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,pt)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtfg)(x; p)

−(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,ptg)(x; p)− (εω,δ,q,r,c0+,λ,θ,ptf)(x; p)(εω,δ,q,r,c0+,α,β,σtg)(x; p)
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özdeşliği elde edilir. (3.1.26) bağıntısından,∫ x

0

(x− τ)(β−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
t(τ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτ (3.1.35)

≤
∫ x

0

(x− τ)(β−1)|τ − ρ|Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
t(τ)

×
∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣∣r−1∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣∣s−1

dτ

yazılır. Buradan,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
(3.1.36)

×Eδ,q,r,c
λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤
∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)|τ − ρ|Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣∣r−1∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣∣s−1

dτdρ

olur. (3.1.36)’nin sağ tarafına çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği uygulanırsa,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
(3.1.37)

×Eδ,q,r,c
λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)|τ − ρ|Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|f ′(y)|rdy
∣∣∣∣dτdρ]r−1

×
[ ∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)|τ − ρ|Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
×Eδ,q,r,c

λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣∣∣ ∫ ρ

τ

|g′(z)|sdz
∣∣∣∣dτdρ]s−1

eşitsizliği elde edilir. (3.1.28) ve (3.1.37)’den,∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
(3.1.38)

×Eδ,q,r,c
λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
t(τ)t(ρ)

∣∣H(τ, ρ)
∣∣dτdρ

≤ ||f ′||r||g′||s
∫ x

0

∫ x

0

(x− τ)(β−1)(x− ρ)(θ−1)|τ − ρ|t(τ)t(ρ)

×Eδ,q,r,c
α,β,σ

(
ω(x− τ)α; p

)
Eδ,q,r,c
λ,θ,p

(
ω(x− ρ)λ; p

)
dτdρ

yazılır. (3.1.34), (3.1.38) ve modülün özellikleri kullanılarak (3.1.33)’deki ilk eşitsizlik elde

edilir.
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Sonuç 3.1.14 (3.1.33)’de parametrelerin farklı seçimleri için, aşağıdaki gibi kesirli integ-

ral eşitsizlikleri belirlenebilir.

(i) p = 0 alınırsa, [42]’de Salim ve Faraj tarafından tanımlanan kesirli integral opera-

törü için Chebyshev eşitsizliği,

(ii) σ = r = 1 alınırsa, [38]’de Rahman ve arkadaşları tarafından kesirli integral

operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve σ = r = 1 alınırsa, [50]’de Srivastava ve Tomovski tarafından tanımlanan

kesirli integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve σ = r = q = 1 alınırsa, [33]’de Prabhakar tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Chebyshev eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 3.1.15 Teorem 3.1.7’de β = θ, α = λ alınırsa Teorem 3.1.6 elde edilir.

Sonuç 3.1.16 (3.1.33)’de p = ω = 0 alınırsa (2.2.7) eşitsizliği elde edilir.

3.1.2 Yeni Uyumlu Kesirli İntegral Operatörü İçin Chebyshev Tipli
Eşitsizlikler

Bu bölümde yeni uyumlu kesirli integral operatörü ile ilgili bazı tanımlar ve teoremler

verilecektir.

Tanım 3.1.8 α, β ∈ C, Re(α), Re(β) > 0 olsun. Sol ve sağ yeni uyumlu kesirli integral

operatörleri sırasıyla,

β
aJ

αf(x) =
1

Γ(β)

∫ x

a

(
(x− a)α − (t− a)α

α

)β−1
f(t)

(t− a)1−αdt; (3.1.39)

βJαb f(x) =
1

Γ(β)

∫ b

x

(
(b− x)α − (b− t)α

α

)β−1
f(t)

(b− t)1−αdt (3.1.40)

şeklinde tanımlanır [17].

Sonuç 3.1.17 (i) a = 0 ve α = 1 alınırsa, (3.1.39)’daki kesirli integral (2.2.1) Riemann-

Liouville kesirli integraline indirgenir.

(ii) b = 0 ve α = 1 alınırsa, (3.1.40)’daki kesirli integral (2.2.2) Riemann-Liouville

kesirli integraline indirgenir.
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(iii) a = 0 ve α → 0 alınırsa, (3.1.39)’daki kesirli integral [3]’deki Hadamard kesirli

integraline indirgenir.

(iv) b = 0 ve α → 0 alınırsa, (3.1.40)’daki kesirli integral [3]’deki Hadamard kesirli

integraline indirgenir.

(v) a = 0 alınırsa, (3.1.39)’daki kesirli integral [19]’daki genelleştirilmiş kesirli integrale

indirgenir.

(vi) b = 0 alınırsa, (3.1.40)’daki kesirli integral [19]’daki genelleştirilmiş kesirli integ-

rale indirgenir.

Bu bölümde bu operatör,

βJαf(x) =
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − tα

α

)β−1
f(t)

t1−α
dt

şeklinde kullanılacaktır.

Teorem 3.1.8 f ve g, [0,∞) aralığında integrallenebilir iki senkronize fonksiyon olsun.

Bu takdirde,

( βJαfg)(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ
( βJαf)(x)( βJαg)(x) (3.1.41)

eşitsizliği geçerlidir. Burada α, β > 0 ve Γ gama fonksiyonudur.

İspat. f ve g, [0,∞) aralığında senkronize olduğu için,(
f(u)− f(v)

)(
g(u)− g(v)

)
≥ 0

veya eşdeğer olarak;

f(u)g(u) + f(v)g(v) ≥ f(u)g(v) + f(v)g(u) (3.1.42)

eşitsizliği geçerlidir. (3.1.42) eşitsizliğinin her iki tarafı (x ∈ R+, 0 < u < x) olmak üzere,

1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

ile çarpılırsa,

1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(u)g(u) +
1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(v)g(v)

≥ 1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(u)g(v) +
1

Γ(β)u1−α

(
xα − uα

α

)β−1

f(v)g(u)
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eşitsizliği elde edilir. Elde edilen eşitsizliğin her iki tarafının (0, x) üzerinde, u değişkenine

göre integrali alınırsa,

1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(u)g(u)

u1−α du+
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(v)g(v)

u1−α du

≥ 1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(u)g(v)

u1−α du+
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − uα

α

)β−1
f(v)g(u)

u1−α du

bulunur. Sonuç olarak,

(βJαfg)(x) + f(v)g(v)
1

Γ(β)

∫ x

0

(xα − uα
α

)β−1 du

u1−α

≥ g(v)( βJαf)(x) + f(v)( βJαg)(x)

ve

( βJαfg)(x) +
xαβ

Γ(β + 1)αβ
f(v)g(v) ≥ g(v)( βJαf)(x) + f(v)( βJαg)(x) (3.1.43)

eşitsizliği elde edilir. Burada∫ x

0

(xα − uα
α

)β−1 du

u1−α = αβ−1

∫ x

0

(xα − uα)β−1uα−1du

= αβ−1xα(β−1)

∫ x

0

uα−1
(

1−
(u
x

)α)β−1

du

=
αβ−1xα(β−1)xα

α

∫ 1

0

(1− t)β−1dt

=
xαβ

αβ
−(1− t)β

β

∣∣∣∣1
0

=
xαβ

βαβ

şeklindedir. (3.1.43) eşitsizliğinin her iki tarafı,

1

Γ(β)v1−α

(xα − vα
α

)β−1

ifadesi ile çarpılırsa,

1

Γ(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β−1

( βJαfg)(x)

+
1

Γ(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β−1
xαβ

Γ(β + 1)αβ
f(v)g(v)

≥ 1

Γ(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β−1

g(v)( βJαf)(x)

+
1

Γ(β)v1−α

(
xα − vα

α

)β−1

f(v)( βJαg)(x) (3.1.44)

olur. Şimdi (3.1.44) eşitsizliğinde (0, x) üzerinde integral alınırsa,
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( βJαfg)(x)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
dv

v1−α

+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
f(v)g(v)

v1−α dv

≥ ( βJαf)(x)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
g(v)

v1−αdv

+( βJαg)(x)
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − vα

α

)β−1
f(v)

v1−αdv.

eşitsizliği elde edilir. Buradan,

xαβ

Γ(β + 1)αβ
( βJαfg)(x) +

xαβ

Γ(β + 1)αβ
( βJαfg)(x)

≥ ( βJαf)(x)( βJαg)(x) + ( βJαf)(x)( βJαg)(x)

yazılır. Gerekli sadeleştirmeler yapılarak istenilen sonuca ulaşılır.

Sonuç 3.1.18 Eğer Teorem 3.1.8’de α = 1 alırsak, (3.1.41) eşitsizliği Riemann-Liouville

kesirli integrallerini içeren (2.2.3) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 3.1.9 f ve g, [0,∞) aralığında integrallenebilir iki senkronize fonksiyon olsun.

Bu takdirde,

xατ

Γ(τ + 1)ατ
( βJαfg)(x) +

xαβ

Γ(β + 1)αβ
( τJαfg)(x)

≥ ( βJαf)(x)( τJαg)(x) + ( τJαf)(x)( βJαg)(x) (3.1.45)

eşitsizliği elde edilir. Burada α, β, τ > 0 ve Γ Gamma fonksiyonudur.

İspat. (3.1.43) eşitsizliğinin her iki tarafı,

1

Γ(τ)v1−α

(xα − vα
α

)τ−1

ifadesi ile çarpılırsa;

1

Γ(τ)v1−α

(xα − vα
α

)τ−1

( βJαfg)(x)

+
1

Γ(τ)v1−α

(xα − vα
α

)τ−1 xαβ

Γ(β + 1)αβ
f(v)g(v)

≥ 1

Γ(τ)v1−α

(xα − vα
α

)τ−1

g(v)( βJαf)(x)

+
1

Γ(τ)v1−α

(xα − vα
α

)τ−1

f(v)( βJαg)(x).
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eşitsizliği elde edilir. Elde edilen eşitsizliğin her iki tarafında v değişkenine göre 0 ile x

arasında integral alınırsa,

( βJαfg)(x)

Γ(τ)

∫ x

0

(xα − vα
α

)τ−1 dv

v1−α

+
xαβ

Γ(β + 1)αβ
1

Γ(τ)

∫ x

0

(xα − vα
α

)τ−1f(v)g(v)

v1−α dv

≥ ( βJαf)(x)

Γ(τ)

∫ x

0

(xα − vα
α

)τ−1 g(v)

v1−αdv

+
( βJαg)(x)

Γ(τ)

∫ x

0

(xα − vα
α

)τ−1 f(v)

v1−αdv.

ifadesi elde edilir. Buradan,

xατ

Γ(τ + 1)ατ
( βJαfg)(x) +

xαβ

Γ(β + 1)αβ
( τJαfg)(x)

≥ ( βJαf)(x)( τJαg)(x) + ( τJαf)(x)( βJαg)(x)

yazılır ve bu eşitsizliğin v değişkenine göre (0, x) aralığında integrali alınırsa, Teorem

3.1.8’in ispatında olduğu gibi istenilen sonuca ulaşılır.

Sonuç 3.1.19 Teorem 3.1.9’da τ = β alınırsa, Teorem 3.1.8 elde edilir.

Sonuç 3.1.20 Teorem 3.1.9’da α = 1 alınırsa, (3.1.45) eşitsizliği Riemann-Liouville ke-

sirli integrallerini içeren (2.2.4) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 3.1.10 (fi)i=1,2,....,n [a, b] aralığında pozitif artan fonksiyonlar olsun. α, β > 0

için, (
βJα

n∏
i=1

fi

)
(x) ≥

(
Γ(β + 1)αβ

xαβ

)n−1 n∏
i=1

( βJαfi)(x). (3.1.46)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Bu teorem n ∈ N için tümevarım yöntemiyle ispatlanır. n = 1 için (3.1.46)

açıkça sağlanır. n = 2 için, f1 ve f2 fonksiyonlarının her ikisi de R+ da artan olduğundan,(
f1(x)− f1(y)

)(
f2(x)− f2(y)

)
≥ 0.

eşitsizliği geçerlidir. Şimdi, n = 2 için (3.1.46)’nın ispatı Teorem 3.1.8’e paralel olarak

devam edecektir. Farz edelim ki eşitsizlik (3.1.46), bazı n ∈ N için geçerlidir. Görülür

ki f :=
∏n

i=1 fi R+ da artandır. Artan her fi için g := fn+1 olsun. n = 2, f ve g

fonksiyonlarına uygulanırsa,(
βJα

n∏
i=1

fifn+1

)
(x) ≥ Γ(β + 1)αβ

xαβ

(
βJα

n∏
i=1

fi

)(
βJαfn+1

)
(x)

≥
(

Γ(β + 1)αβ

xαβ

)n n+1∏
i=1

(
βJαfi

)
(x)
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elde edilir. n için tümevarım hipotezi ikinci eşitsizlik için kullanılırsa ispat tamamlanır.

Sonuç 3.1.21 Teorem 3.1.10’da α = 1 alınırsa, (3.1.46) eşitsizliği Riemann-Liouville

kesirli integrallerini içeren (2.2.5) eşitsizliğine indirgenir.
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4. TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu yüksek lisans tezinin temelini oluşturan üçüncü bölümde, ilk olarak genişletilmiş

genelleştirilmiş kesirli integral operatörü içeren yeni Chebyshev tipli eşitsizlikler elde

edilmiştir. Daha sonra yeni uyumlu kesirli integral operatörü içeren yeni Chebyshev tipli

eşitsizlikler elde edilmiştir. Elde edilen sonuçların bazı özel halleri literatürde mevcut

önceki çalışmaları kapsamaktadır. Elde edilen bu yeni sonuçlar üç farklı makale olarak

hazırlanmıştır. Bu makalelerden birincisi, “On some new Chebyshev type inequalities for

fractional integral operators containing a further extension of Mittag-Leffler function in

the kernel” başlıklı çalışmadır. İkincisi, “Chebyshev type inequalities involving extended

generalized fractional integral operators” başlıklı çalışmadır. Üçüncüsü ise, “Conformable

fractional integral inequalities of Chebyshev type” başlıklı çalışma altında ”International

Conference on Mathematics and Related Sciences (ICMRS 2018)” uluslararası konferans-

ta sözlü bildiri olarak sunulmuş olup “Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas

F́ısicas y Naturales” isimli dergide basılmıştır [46]. İlgili araştırmacılar bu tezde verilen

yöntemlerden, özdeşliklerden ve sonuçlardan faydalanarak bu tezde kullanılmayan kesirli

integral operatörleri için Chebyshev tipli eşitsizlikler elde edebilirler.
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generalized Erdélyi-Kober fractional integral operators. Open Mathematics, 14(1),

89-99.

[9] Belarbi, S. & Dahmani, Z. (2009). On some new fractional integral inequalities.

Journal of Inequalities in Pure and Applied Mathematics, 10(3), 1-12.
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functional involving Erdély Kober operators. Scientia Series A, Mathematical Sci-

ences, 25, 55-63.

[35] Purohit, SD. & Raina, RK. (2013). Chebyshev type inequalities for the saigo frac-

tional integrals and their q-analogues. Journal of Mathematical Inequalities. 7(2),

239-249.

43



[36] Qi, F., Habib, S., Mubeen, S. & Naeem, MN. (2019). Generalized k-Fractional

conformable integrals and related inequalities. American Institute of Mathematical

Sciences Series Applied Mathematics, 4(3), 343-358.

[37] Qi, F., Rahman, G., Hussain, SM., Du, WS. & Nisar, KS. (2018). Some inequalities
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