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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş niteliğinde olup bu 

bölümde Grüss eşitsizliğinin ve kesirli integrallerin tarihsel gelişimi hakkında bilgi 

verir. İkinci bölümde Grüss eşitsizliği ve ispatı, Cauchy-Schwarz eşitsizliği, Gamma 

ve Beta fonksiyonları ile ilgili temel tanımlar ve teoremler verilmiştir. Üçüncü 

bölümde farklı türden kesirli integraller ve bu kesirli integraller yardımıyla elde 

edilen bazı Grüss tipli eşitsizliklere yer verlmiştir. Dördüncü bölümde ise 

genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral operatörü için yeni Grüss tipli 

eşitsizlikler elde edilmiştir. Son bölümde ise bazı sonuç ve önerilerden 

bahsedilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Grüss eşitsizliği, farklı türden kesirli integral operatörleri, 

genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral operatörü. 
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is an introductory and 

provides information on the historical development of Grüss inequality and fractional 

integrals. In the second chapter, basic definitions and theorems related to Grüss 

inequality and proof, Cauchy-Schwarz inequality, Gamma and Beta functions are 

given. Different kinds of fractional integrals and some Grüss type inequalities 

obtained with the help of these fractional integrals consist of in the third chapter. In 

the fourth chapter, new Grüss type inequalities are obtained for the extended 

generalized fractional integral operator. In the last chapter, some result and 

recommendations are given. 

Keywords: Grüss inequality, different type of factional integrals, the extended 

generalized fractional integral operators. 
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SİMGELER ve KISALTMALAR LİSTESİ 

ℕ : Doğal sayılar kümesi 

ℝ : Reel sayılar kümesi 

ℂ : Karmaşık sayılar kümesi 

Γ : Gama fonksiyonu 

Гk : k-gama fonksiyonu 

B : Beta fonksiyonu 

Bp(x,y) : Genişletilmiş beta fonksiyonu 

Re(α) : α kompleks sayısının reel kısmı 

L[a,b] : [a,b] aralığında integrallenebilen fonksiyonlar kümesi 

𝑱𝒂+
𝜶  : α. dereceden sol Riemann-Liouville kesirli integrali 

𝑱𝒃−
𝜶                : α. dereceden sağ Riemann-Liouville kesirli integrali 

𝑰𝒉
𝜶 : h(x)-Riemann-Liouville kesirli integrali 

h' : h fonksiyonunun birinci mertebeden türevi 

𝑰𝜶,𝒌 : Genelleştirilmiş Riemann-Liouville kesirli integral operatörü 

𝑭𝟏
 

𝟐
 (.,.;.;.) : Gauss hipergeometrik fonksiyonu 

𝑰𝒙
𝜶,𝜷,𝜼,𝝁

 : Gauss hipergeometrik kesirli integrali 

𝑫𝟏,𝒙
−𝜶

𝑯
  : Hadamard kesirli integral operatörü 

𝑰𝟎,𝒙
𝜶,𝜷,𝜼

               : Saigo kesirli integral operatörü 

(a)n : Pochhammer sembolü 

(x)nk : Pochhammer k-sembolü 

𝑱𝒂
𝜶

𝒌
  : k-Riemann-Liouville kesirli integrali 

𝑰𝒂.𝒌
𝜶,𝒓

 : Genelleştirilmiş k-Riemann-Liouville kesirli integrali 

𝑰𝒂+,𝜼,𝜿
𝜶,𝜷

 
𝝆  : Genelleştirilmiş sol Katugampola kesirli integrali 

𝑰𝒃−,𝜼,𝜿
𝜶,𝜷

 
𝝆  : Genelleştirilmiş sağ Katugampola kesirli integrali 

𝓘𝝆,𝝀,𝒂+;𝝎
𝝈  : Genelleştirilmiş kesirli integral operatörü 

𝑰𝜶
𝒂 : Sol taraflı uyumlu kesirli integral operatörü 

𝑰𝜶
 

 
 𝒃                : Sağ taraflı uyumlu kesirli integral operatörü 

𝕵 
𝜶

𝒂
𝜷

 : Sol taraflı yeni uyumlu kesirli integral operatörü 

𝕵𝒃
𝜶

 
𝜷  : Sağ taraflı yeni uyumlu kesirli integral operatörü 

𝝐(𝜶, 𝜷, 𝝆, 𝝀) : Prabhakar tarafından tanımlanan kesirli integral operatörü 

𝝐𝒂+;𝜶,𝜷
𝝎;𝜸,𝜿

 : 
Srivastava ve Tomovski tarafından tanımlanan kesirli integral 

operatörü 

𝝐𝜶,𝜷,𝒑,𝝎,𝒂+
𝜸,𝜹,𝒒

 : Salim ve Faraj tarafından tanımlanan kesirli integral operatörü 

𝝐𝒂+,𝝆,𝝈
𝝎,𝜹,𝒒,𝒄

 : 
Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan kesirli integral 

operatörü 

𝝐𝒂+,𝝆,𝝈,𝝉
𝝎,𝜹,𝒒,𝒓,𝒄

 : Genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral operatörü 



1. GİRİŞ

Kesirli analizin başlangıcı, 30 Eylül 1695 tarihinde L’Hospital tarafından sorulan basit

ama ilginç bir soruyla başlamaktadır. Bir gün Leibniz, mektubunda f(x) = x fonksiyonun

n’inci mertebeden türevini Dnx
Dxn

sembolü ile göstermiş ve L’Hospital meraklı bir biçimde

n = 1
2

olması halinde elde edilecek sonucun ne olacağını sormuştur. Leibniz’in bu soruya

cevabı ise kesirli hesaplamaları içeren sayısız çalışmalarda görüleceği üzere ”Bir paradoks

gibi bir gün yararlı bir sonuç olarak ortaya çıkacaktır” şeklinde olmuştur. Gerçekten

de kesirli analiz üzerine aradan geçen 300 yılı aşkın süre boyunca birçok matematikçi

tarafından çalışmalar yapılmıştır ve son yıllarda da bu konu mühendislik, bilim ve ekonomi

gibi alanlarda ilgi çekmektedir. Belki de kesirli analiz 21. yüzyılın en önemli analiz

konusu olacaktır. Literatürde günümüze kadar Riemann-Liouville, k-Riemann-Liouville,

Hipergeometrik, Gauss Hipergeometrik, Saigo, Hadamard, Katugampola, Uyumlu ve

Raina tarafından tanımlanan genelleştirilmiş kesirli integral operatörleri gibi birçok ke-

sirli integral operatörü tanımlanmış, bu operatörler arasındaki ilişkiler verilmiştir ve bu

türden operatörler tanımlanmaya da devam etmektedir. Örneğin son zamanlarda An-

dric, Farid ve Pecaric tarafından genişletilmiş genelleştirilmiş Mittag-Leffler fonksiyonunu

içeren genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral operatörleri tanıtılmıştır. Kesirli analiz

içerisinde önemli bir yere sahip olan bu kesirli integral kavramları sayesinde literatürde

Riemann integralleri için var olan sonuçların birçok yeni genelleştirmesi, genişlemesi ve

yeni versiyonları elde edilmiştir. İlk olarak 2010 yılında Dahmani ve arkadaşları tarafından

yapılan “Z. Dahmani, L. Tabharit, S. Taf, New Generalizations of Grüss Inequality

using Riemann-Liouville fractional integrals, Bull. Math. Anal. Appl., 2(3) (2010),

93-99.” başlıklı çalışmada Riemann-Liouville kesirli integralleri için Grüss eşitsizliğinin

genelleştirmesi elde edilmiş ve bu çalışma bu konu üzerine birçok yeni çalışmanın yapılması-

na öncülük etmiştir. Daha sonraki yıllarda S. Mubeen ve S. Iqbal [27] genelleştirilmiş

Riemann-Liouville k-kesirli integralleri kullanarak, E. Kaçar ve H. Yıldırım [17] Katugam-

pola kesirli integrallerini kullanarak, V. L. Chinchane ve D. B. Pachpatte [7, 8] Hadamard

ve Saigo kesirli integrallerini kullanarak, S. L. Kalla ve A. Rao [18] Hipergeometrik kesirli

integralleri kullanarak, J. Choi ve S. D. Purohit [9] Gauss Hipergeometrik kesirli inte-

gralleri kullanarak, T. Tunç, F. Usta, H. Budak ve M. Z. Sarıkaya [46] Raina tarafından

tanımlanan genelleştirilmiş kesirli integral operatörleri kullanarak, İ. Mumcu ve E. Set [28]

uyumlu kesirli integralleri kullanarak, A. Akkurt, S. Kılınç, H. Yıldırım [3] genelleştirilmiş

Gauss Hipergeometrik kesirli integralleri kullanarak Grüss ve Grüss tipli eşitsizliklerin yeni

genelleştirmelerini elde etmişlerdir.
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Matematiğin birçok alanında kullanılan kesirli analizin kullanıldığı en önemli teori-

lerden bir tanesi de eşitsizlikler teorisidir. Eşitsizlikler teorisi son yılların matematiğin en

popüler araştırma alanlarından bir tanesi olup Hölder, Minkowski, Hermite-Hadamard,

Young eşitsizlikleri ve daha bir çok önemli eşitsizlik matematiğin farklı alanlarında oldukça

sık kullanılmaktadır. Örneğin konveks fonksiyonlar üzerine elde edilmiş Hermite-Hadamard

tipli eşitsizliklerin birçoğunun ispatında Hölder eşitsizliği kullanılmaktadır. Eşitsizlikler

teorisi içerisinde önemli bir yer tutan eşitsizliklerden bir tanesi de Grüss eşitsizliğidir.

Bu eşitsizlik 1935 yılında G. Grüss tarafından elde edilmiş olup iki sınırlı fonksiyonun

çarpımlarının integrali ile integrallerinin çarpımı arasındaki tahmini verir. Bu eşitsizlik

birçok araştırmacının dikkatini çekmiş ve bu araştırmacılar tarafından bu eşitsizliğin

genelleştirmeleri, genişletilmesi ve farklı versiyonları elde edilmiştir. Son yıllarda da

farklı türden kesirli integraller kullanılarak Grüss eşitsizliğinin yeni genelleştirmeleri elde

edilmiştir.

Bu tezin amacı ilk olarak literatürde kesirli integraller yardımıyla elde edilmiş Grüss

ve Grüss tipli bazı eşitsizlikleri konu sınıflandırmasına göre bir arada sunmak daha sonra

Andric ve arkadaşları tarafından tanıtılan kesirli integral operatöründen faydalanarak

yeni genelleştirmiş ve genişletilmiş Grüss ve Grüss tipli integral eşitsizlikleri elde etmek-

tir. Böylece kesirli integraller için Grüss ve Grüss tipli eşitsizlikler bir arada sunulmuş

olacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalışmamızda kullanılacak olan tanımlar, teoremler, bazı iyi bilinen

eşitsizlikler ve temel özellikler ile gerekli olan ispatlar verilecektir.

2.1 Genel Kavramlar

Teorem 2.1.1 (Grüss Eşitsizliği) f, g : [a, b] → R fonksiyonları integrallenebilen iki

fonksiyon olsun. Her x ∈ [a, b], m,M, n,N ∈ R için

m ≤ f(x) ≤M, n ≤ g(x) ≤ N (2.1.1)

şartları altında∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx− 1

(b− a)2

(∫ b

a

f(x)dx

)(∫ b

a

g(x)dx

)∣∣∣∣ ≤ 1

4
(M −m)(N − n)

(2.1.2)

eşitsizliği sağlanır. Literatürde bu eşitsizlik Grüss Eşitsizliği olarak bilinir [14].

İspat. İlk olarak,

T (f, g) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx− 1

(b− a)2

∫ b

a

f(x)dx

∫ b

a

g(x)dx (2.1.3)

tanımlaması yapılır. Korkine eşitliği [23] yardımıyla (2.1.3) ifadesi çift katlı integraller

cinsinden

T (f, g) =
1

2(b− a)2

∫ b

a

∫ b

a

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))dxdy

şeklinde yazılabilir. Burada çift katlı integraller için Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak

T 2(f, g) ≤ T (f, f)T (g, g) (2.1.4)

olduğu kolayca görülür. Şimdi T (f, f) ≥ 0 ve T (g, g) ≥ 0 olduğunu gösterelim. Öncelikle

A(f) =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

integralinin aritmetik ortalamasını göz önüne alalım. Aritmetik ve quadratik ortalama

arasındaki ilişkiden yararlanarak

T (f, f) =
1

b− a

∫ b

a

f 2(x)dx−
(

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

)2

= A(f 2)− A2(f) ≥ 0

3



olduğu gösterilir. Benzer şekilde T (g, g) ≥ 0 olduğu gösterilebilir.

Ayrıca

1

b− a

∫ b

a

(M − f(x))(f(x)−m)dx = MA(f)−Mm− A(f 2) +mA(f)

olarak yazılırsa

T (f, f) = (M − A(f))(A(f)−m)− 1

b− a

∫ b

a

(M − f(x))(f(x)−m)dx (2.1.5)

olduğu kolayca görülür. Burada (M−f(x))(f(x)−m) ≥ 0 olduğundan (2.1.5) ifadesinden

T (f, f) ≤ (M − A(f))(A(f)−m) (2.1.6)

eşitsizliği yazılır.

Benzer şekilde

T (g, g) ≥ (N − A(g))(A(g)− n) (2.1.7)

eşitsizliği yazılabilir. (2.1.6) ve (2.1.7) eşitsizlikleri (2.1.4) ifadesinde gözönüne alındığında

T 2(f, g) ≤ (M − A(f))(A(f)−m)(N − A(g))(A(g)− n)

eşitsizliği elde edilir. Son olarak aritmetik ortalama ve geometrik ortalama arasındaki

ilişkiyi kullanarak

(M − A(f))(A(f)−m) ≤ 1

4
(M −m)2

ve

(N − A(g))(A(g)− n) ≤ 1

4
(N − n)2

eşitsizlikleri elde edilir. Bu iki eşitsizlik yardımıyla,

T 2(f, g) ≤ 1

16
(M −m)2(N − n)2

olur. Buradan,

|T (f, g)| ≤ 1

4
(M −m)(N − n)

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 2.1.2 (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği) f ve g, [a, b] aralığında integrallenebilen

fonksiyonlar olsun. Bu takdirde(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤
(∫ b

a

f(x)2dx

)(∫ b

a

g(x)2dx

)
(2.1.8)

eşitsizliği geçerlidir. Burada eşitlik durumunun sağlanması için gerek ve yeter şart f ve

g’nin lineer bağımlı fonksiyonlar olmasıdır [24].
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İspat. ∀t ∈ R için ∫ b

a

(tf(x) + g(x))2 dx ≥ 0

yani

t2
∫ b

a

f(x)2dx+ 2t

∫ b

a

f(x)g(x)dx+

∫ b

a

g(x)2dx ≥ 0

eşitsizliği geçerlidir. Buradan (2.1.8) eşitsizliğinin doğruluğu kolayca görülebilir.

Tanım 2.1.1 (Gama Fonksiyonu):

z ∈ C olsun.

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

şeklinde tanımlanan fonksiyona Gama fonksiyonu veya Euler-Gama fonksiyonu denir. Bu

fonksiyon Re(z) > 0 için yakınsaktır. Gama fonksiyonunun en temel özelliği

Γ(z + 1) = zΓ(z)

eşitliğidir. Ayrıca bu özellik yardımıyla Γ(1) = 1 elde edilir. Buradan

Γ(2) = 1Γ(1) = (2− 1)! = 1,

Γ(3) = 2Γ(2) = (3− 1)! = 2,

ve n ∈ N için tümevarım yöntemiyle

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n!

eşitliğine ulaşılır [19].

Tanım 2.1.2 (Beta Fonksiyonu):

Γ (α), Euler-Gama fonksiyonu ve Z−0 pozitif olmayan tamsayılar kümesi olsun. O halde

B(α, β) =



∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1 dt (Re(α) > 0; Re(β) > 0)

Γ(α) Γ(β)

Γ(α + β)
(α, β ∈ C \ Z−0 )

fonksiyonuna beta fonksiyonu denir [43]. Ayrıca Bp(x, y), genişletilmiş Beta fonksi-

yonudur.

Bp(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1e−
p

t(1−t)dt (α, β, p > 0)

Burada Re(p) > 0’dır.
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3. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Bu bölümde kesirli integraller ve bu integraller yardımıyla elde edilen Grüss tipli bazı

eşitsizlikler verilecektir.

3.1 Kesirli İntegraller Yardımıyla Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.1 (Lp[a, b] uzayı): [a, b] aralığında tanımlı ve p ≥ 1 için

‖f‖p :=

[∫ b

a

|f(s)|pds
] 1
p

<∞

normuna sahip tüm reel değerli Lebesque anlamında ölçülebilir fonksiyonların kümesi

Lp[a, b] ile gösterilir. Burada

‖f‖∞ := esssups∈[a,b]|f(s)| <∞

olarak tanımlanır.

Özel olarak L1[a, b] uzayı

‖f‖1 =

∫ b

a

|f(x)|dx <∞

normuna sahip fonksiyonlar uzayıdır. Tez boyunca L1[a, b] uzayı L[a, b] ile gösterilecektir

[5].

3.1.1 Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.2 f ∈ L[a, b] ve α > 0 olsun. α. mertebeden sol ve sağ Riemann-Liouville

kesirli integralleri sırasıyla

Jαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 f(t)dt, x > a (3.1.1)

ve

Jαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1 f(t)dt, x < b (3.1.2)

şeklinde tanımlanır ve burada Γ(α), Gama fonksiyonudur. Ayrıca J0
a+f(x) = J0

b−f(x) =

f(x) dir. α = 1 durumunda kesirli integral klasik integrale indirgenir [35].
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Dahmani ve arkadaşları, 2010 yılında Riemann-Liouville kesirli integrallerini içeren

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Lemma 3.1.1 f , [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan integrallenebilen bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde her t > 0, α > 0 için

tα

Γ(α + 1)
Jαf 2(t)− (Jαf(t))2 =

(
M

tα

Γ(α + 1)
− Jαf(t)

)(
Jαf(t)−m tα

Γ(α + 1)

)
− tα

Γ(α + 1)
Jα(M − f(t))(f(t)−m) (3.1.3)

eşitliği geçerlidir [11].

Teorem 3.1.1 f ve g, [0,∞) aralığında

m ≤ f(x) ≤M, p ≤ g(x) ≤ P ; m,M, p, P ∈ R (3.1.4)

şartlarını sağlayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, α > 0 için∣∣∣∣ tα

Γ(α + 1)
Jαfg(t)− Jαf(t)Jαg(t)

∣∣∣∣ ≤ ( tα

2Γ(α + 1)

)2

(M −m)(P − p) (3.1.5)

eşitsizliği geçerlidir [11].

Lemma 3.1.2 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde

her t > 0, α > 0, β > 0 için(
tα

Γ(α + 1)
Jβfg(t) +

tβ

Γ(β + 1)
Jαfg(t)− Jαf(t)Jβg(t)− Jβf(t)Jαg(t)

)2

≤
(

tα

Γ(α + 1)
Jβf 2(t) +

tβ

Γ(β + 1)
Jαf 2(t)− 2Jαf(t)Jβg(t)

)
×
(

tα

Γ(α + 1)
Jβg2(t) +

tβ

Γ(β + 1)
Jαg2(t)− 2Jαg(t)Jβf(t)

)
(3.1.6)

eşitsizliği geçerlidir [11].

Lemma 3.1.3 f , [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan integrallenebilen bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde her t > 0, α > 0, β > 0 için

tα

Γ(α + 1)
Jβf 2(t) +

tβ

Γ(β + 1)
Jαf 2(t)− 2Jαf(t)Jβf(t) (3.1.7)

=

(
M

tα

Γ(α + 1)
− Jαf(t)

)(
Jβf(t)−m tβ

Γ(β + 1)

)
+

(
M

tβ

Γ(β + 1)
− Jβf(t)

)(
Jαf(t)−m tα

Γ(α + 1)

)
− tα

Γ(α + 1)
Jβ(M − f(t))(f(t)−m)− tβ

Γ(β + 1)
Jα(M − f(t))(f(t)−m)

eşitliği geçerlidir [11].
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Teorem 3.1.2 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, α > 0, β > 0 için(
tα

Γ(α + 1)
Jβfg(t) +

tβ

Γ(β + 1)
Jαfg(t)− Jαf(t)Jβg(t)− Jβf(t)Jαg(t)

)2

≤
[(

M
tα

Γ(α + 1)
− Jαf(t)

)(
Jβf(t)−m tβ

Γ(β + 1)

)
(
Jαf(t)−m tα

Γ(α + 1)

)(
M

tβ

Γ(β + 1)
− Jβf(t)

)]
×
[(

P
tα

Γ(α + 1)
− Jαg(t)

)(
Jβg(t)− p tβ

Γ(β + 1)

)
+

(
Jαg(t)− p tα

Γ(α + 1)

)(
P

tβ

Γ(β + 1)
− Jβg(t)

)]
(3.1.8)

eşitsizliği geçerlidir [11].

Tariboon ve arkadaşları, 2014 yılında Riemann-Liouville kesirli integrallerini içeren

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.3 f , [0,∞) aralığında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. ϕ1 ve ϕ2, [0,∞)

aralığında iki integrallenebilen fonksiyon ve ∀t ∈ [0,∞) için

ϕ1(t) ≤ f(t) ≤ ϕ2(t) (3.1.9)

olsun. Bu takdirde t > 0, α, β > 0 için

Jβϕ1(t)Jαf(t) + Jαϕ2(t)Jβf(t) ≥ Jαϕ2(t)Jβϕ1(t) + Jαf(t)Jβf(t) (3.1.10)

eşitsizliği geçerlidir [44].

Teorem 3.1.4 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon ve ϕ1, ϕ2 de (3.1.9)

şartını sağlayan [0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar olsun. Ayrıca ψ1, ψ2 ise

[0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar ve ∀t ∈ [0,∞) için

ψ1(t) ≤ g(t) ≤ ψ2(t) (3.1.11)

olsun. Bu takdirde t > 0, α, β > 0 için

(a) Jβψ1(t)Jαf(t) + Jαϕ2(t)Jβg(t) ≥ Jβψ1(t)Jαϕ2(t) + Jαf(t)Jβg(t),

(b) Jβϕ1(t)Jαg(t) + Jαψ2(t)Jβf(t) ≥ Jβϕ1(t)Jαψ2(t) + Jβf(t)Jαg(t),

(c) Jαϕ2(t)Jβψ2(t) + Jαf(t)Jβg(t) ≥ Jαϕ2(t)Jβg(t) + Jβψ2(t)Jαf(t),

(d) Jαϕ1(t)Jβψ1(t) + Jαf(t)Jβg(t) ≥ Jαϕ1(t)Jβg(t) + Jβψ1(t)Jαf(t) (3.1.12)

eşitsizlikleri geçerlidir [44].
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Lemma 3.1.4 f , [0,∞) aralığında integrallenebilen bir fonksiyon ve ϕ1, ϕ2 [0,∞) aralığında

(3.1.9) şartını sağlayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde t > 0, α > 0

için

tα

Γ(α + 1)
Jαf 2(t)− (Jαf(t))2 = (Jαϕ2(t)− Jαf(t)) (Jαf(t)− Jαϕ1(t))

− tα

Γ(α + 1)
Jα ((ϕ2(t)− f(t)) (f(t)− ϕ1(t)))

+
tα

Γ(α + 1)
Jαϕ1f(t)− Jαϕ1(t)Jαf(t)

+
tα

Γ(α + 1)
Jαϕ2f(t)− Jαϕ2(t)Jαf(t)

+Jαϕ1(t)Jαϕ2(t)− tα

Γ(α + 1)
Jαϕ1ϕ2(t) (3.1.13)

eşitliği geçerlidir [44].

Teorem 3.1.5 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ϕ1, ϕ2,

ψ1 ve ψ2, [0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar olmak üzere (3.1.9) ve (3.1.11)

şartları sağlansın. Bu takdirde her t > 0, α > 0 için∣∣∣∣ tα

Γ(α + 1)
Jαfg(t)− Jαf(t)Jαg(t)

∣∣∣∣ ≤√T (f, ϕ1, ϕ2)T (g, ψ1, ψ2) (3.1.14)

eşitsizliği geçerlidir. Burada T (u, v, w)

T (u, v, w) = (Jαw(t)− Jαu(t)) (Jαu(t)− Jαv(t)) +
tα

Γ(α + 1)
Jαvu(t)− Jαv(t)Jαu(t)

+
tα

Γ(α + 1)
Jαwu(t)− Jαw(t)Jαu(t) + Jαv(t)Jαw(t)− tα

Γ(α + 1)
Jαvw(t)

şeklinde tanımlanır [44].

3.1.2 k-Riemann-Liouville Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss Tipli Eşitsiz-
likler

Diaz ve Pariguan, [12]’da klasik gama ve beta fonksiyonları ve Pochhammer sembo-

lünün genelleştirmesi olan k-gama ve k-beta fonksiyonlarını ve Pochhammer k-sembolünü

aşağıdaki gibi tanımlamışlardır:

k-gama fonksiyonu

Γk(α) = lim
k→∞

n!kn(nk)
x
k
−1

(x)n,k
, (k > 0)

şeklinde tanımlanır. Burada (x)n,k faktöriyel fonksiyon için Pochhammer k-sembolüdür

ve x ∈ C, k ∈ R ve n ∈ N+ olmak üzere (x)n,k = x(x+ k)(x+ 2k)...(x+ (n− 1)k şeklinde
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tanımlanır. k-gama fonksiyonunun aşağıdaki özellikleri vardır:

1. Γk(x+ k) = xΓk(x).

2. (x)n,k =
Γk(x+ nk)

Γk(x)
.

3. Γk(k) = 1.

4. Γk(x), x ∈ R için logaritmik konvekstir.

5. a ∈ R için Γk(x) = a
x
k

∫ ∞
0

tx−1e−
tk

k
adt’dir.

6. 1
Γk(x)

= xk−
x
k e

x
k
γ

∞∏
n=1

((
1 +

x

nk

))
e−

x
nk ’dır. Burada γ = lim

n→∞
(1 + ...+

1

n
− log(n))’dir.

7. Γk(x)Γk(k − x) =
π

sin
(
πx
k

) .

Son olarak Bk(x, y) =
Γk(x)Γk(y)

Γk(x+ y)
formülüyle verilmiş ve bu fonksiyonun aşağıdaki

özellikleri tanıtılmıştır:

1. Bk(x, y) =

∫ ∞
0

tx−1(1 + tk)−
x+y
k dt.

2. Bk(x, y) = 1
k

∫ 1

0

t
x
k
−1(1− t)

y
k
−1dt.

3. Bk(x, y) = 1
k
B
(
x
k
, y
k

)
.

4. Bk(x, y) = (x+y)
xy

∞∏
n=0

nk(nk + x+ y)

(nk + x)(nk + y)
.

Daha sonra yukarıdaki tanımları göz önünde bulundurarak Mubeen ve Habibullah

k-Riemann-Liouville kesirli integralini

kJ
α
a [f(t)] =

1

kΓk(α)

∫ x

a

(x− t)
α
k
−1f(t)dt; α > 0, x > a

şeklinde tanımlamışlardır [26].

Set ve arkadaşları, 2015 yılında k-Riemann-Liouville kesirli integralini içeren aşağıdaki

sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.6 f ve g, [a, b] aralığında (3.1.4) şartlarını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon ve p, [a, b] aralığında pozitif bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, k > 0,

α > 0 için

|(kJαa [p(t)]) (kJ
α
a [pfg(t)])− (kJ

α
a [pf(t)]) (kJ

α
a [pg(t)])|

≤ (kJ
α
a [p(t)])2

4
(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [38].
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Teorem 3.1.7 f ve g, [a, b] aralığında (3.1.4) şartlarını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon ve p [a, b] aralığında pozitif bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, k > 0,

α > 0 ve β > 0 için{(
kJ

α
a [p(t)]

)(
kJ

β
a [pfg(t)]

)
+
(
kJ

β
a [p(t)]

)(
kJ

α
a [pfg(t)]

)
−
(
kJ

α
a [pf(t)]

)(
kJ

β
a [pg(t)]

)
−
(
kJ

β
a [pf(t)]

)(
kJ

α
a [pg(t)]

)}2

≤
{[
M
(
kJ

α
a [p(t)]

)
−
(
kJ

α
a [pf(t)]

)][(
kJ

β
a [pf(t)]

)
−m

(
kJ

β
a [p(t)]

)]
+
[(

kJ
α
a [pf(t)]

)
−m

(
kJ

α
a [p(t)]

)][
M
(
kJ

β
a [p(t)]

)
−
(
kJ

β
a [pf(t)]

)]}
×
{[
P
(
kJ

α
a [p(t)]

)
−
(
kJ

α
a [pg(t)]

)][(
kJ

β
a [pg(t)]

)
− p
(
kJ

β
a [p(t)]

)]
+
[(

kJ
α
a [pg(t)]

)
− p
(
kJ

α
a [p(t)]

)][
P
(
kJ

β
a [p(t)]

)
−
(
kJ

β
a [pg(t)]

)]}
eşitsizliği geçerlidir [38].

Tariboon ve arkadaşları, 2016 yılında k-Riemann-Liouville kesirli integralini içeren

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.8 f , [0,∞) aralığında integrallenebilen bir fonksiyon olsun ve (3.1.9) şartı

sağlansın. Bu takdirde t > 0, α, β > 0 ve k > 0 için

kJ
βϕ1(t)kJ

αf(t) + kJ
αϕ2(t)kJ

βf(t) ≥ kJ
αϕ2(t)kJ

βϕ1(t) + kJ
αf(t)kJ

βf(t)

eşitsizliği geçerlidir [45].

Teorem 3.1.9 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. (3.1.9) ve

(3.1.11) şartları sağlansın. Bu takdirde t > 0, α, β > 0 ve k > 0 için

(a) kJ
βψ1(t)kJ

αf(t) + kJ
αϕ2(t)kJ

βg(t) ≥ kJ
βψ1(t)kJ

αϕ2(t) + kJ
αf(t)kJ

βg(t),

(b) kJ
βϕ1(t)kJ

αg(t) + kJ
αψ2(t)kJ

βf(t) ≥ kJ
βϕ1(t)kJ

αψ2(t) + kJ
βf(t)kJ

αg(t),

(c) kJ
αϕ2(t)kJ

βψ2(t) + kJ
αf(t)kJ

βg(t) ≥ kJ
αϕ2(t)kJ

βg(t) + kJ
βψ2(t)kJ

αf(t),

(d) kJ
αϕ1(t)kJ

βψ1(t) + kJ
αf(t)kJ

βg(t) ≥ kJ
αϕ1(t)kJ

βg(t) + kJ
βψ1(t)kJ

αf(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [45].

Teorem 3.1.10 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ϕ1, ϕ2, ψ1

ve ψ2, [0,∞) aralığında dört integrallenebilen fonksiyon olmak üzere (3.1.9) ve (3.1.11)

şartları sağlansın. Bu takdirde her t > 0, α > 0 ve k > 0 için∣∣∣∣ t
α
k

Γk(α + k)
kJ

αfg(t)− kJ
αf(t)kJ

αg(t)

∣∣∣∣ ≤√T (f, ϕ1, ϕ2)T (g, ψ1, ψ2)
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eşitsizliği geçerlidir. Burada T (u, v, w)

T (u, v, w) = (kJ
αw(t)− kJ

αu(t)) (kJ
αu(t)− kJ

αv(t))

+
t
α
k

Γk(α + k)
kJ

αvu(t)− kJ
αv(t)kJ

αu(t) +
t
α
k

Γk(α + k)
kJ

αwu(t)

−kJαw(t)kJ
αu(t) + kJ

αv(t)kJ
αw(t)− t

α
k

Γk(α + k)
kJ

αvw(t)

şeklinde tanımlanır [45].

3.1.3 (k, r)-Riemann-Liouville Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss Tipli Eşit-
sizlikler

Sarıkaya ve arkadaşları (k, r)-Riemann-Liouville kesirli integralini aşağıdaki gibi tanım-

lamışlardır:

Tanım 3.1.3 f , [a, b] aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. k > 0 ve r ∈ R\{−1} olmak

üzere bir f fonksiyonunun α. mertebeden (k, r)-Riemann-Liouville kesirli integrali

Iα,ra,k f(t) =
(r + 1)1−α

k

kΓk(α)

∫ t

a

(tr+1 − xr+1)
α
k
−1xrf(x)dx

şeklinde tanımlanır. Burada Γk, k-gamma fonksiyonudur [36].

Mubeen ve arkadaşları, 2016 yılında (k, r)-Riemann-Liouville kesirli integralini içeren

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.11 k > 0 için f ∈ L1,r[a, b] ve r ≥ 0, α, β > 0 olsun. ϕ1 ve ϕ2, (3.1.9)

şartını sağlayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde

Iβ,ra,kϕ1(t)Iα,ra,k f(t) + Iα,ra,kϕ2(t)Iβ,ra,k f(t) ≥ Iα,ra,kϕ2(t)Iβ,ra,kϕ1(t) + Iα,ra,k f(t)Iβ,ra,k f(t)

eşitsizliği geçerlidir [27].

Teorem 3.1.12 k > 0 için f ∈ L1,r[a, b] olsun. Her t ∈ [a, b] ve m,M ∈ R için m ≤
f(t) ≤M olduğunu varsayalım. Bu takdirde r ≥ 0, α, β > 0 için

M
(r + 1)

−α
k t(r+1)α

k

Γk(α + k)
Iβ,ra,k f(t) +m

(r + 1)
−β
k t(r+1)β

k

Γk(β + k)
Iα,ra,k f(t)

≥ mM
(r + 1)

−(α+β)
k t(r+1)(α+βk )

Γk(α + k)Γk(β + k)
+ Iα,ra,k f(t)Iβ,ra,k f(t)

eşitsizliği geçerlidir [27].
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Teorem 3.1.13 k > 0 için f ve g, [a, b] aralığında iki integrallenebilen fonksiyon ve r ≥ 0,

α, β > 0 olsun. ϕ1, ϕ2, ψ1 ve ψ2 [a, b] aralığında (3.1.9) ve (3.1.11) şartlarını sağlayan

dört integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde

(a) Iβ,ra,kψ1(t)Iα,ra,k f(t) + Iα,ra,kϕ2(t)Iβ,ra,k g(t) ≥ Iβ,ra,kψ1(t)Iα,ra,kϕ2(t) + Iα,ra,k f(t)Iβ,ra,k g(t),

(b) Iβ,ra,kϕ1(t)Iα,ra,k g(t) + Iα,ra,kψ2(t)Iβ,ra,k f(t) ≥ Iβ,ra,kϕ1(t)Iα,ra,kψ2(t) + Iα,ra,k g(t)Iβ,ra,k f(t),

(c) Iα,ra,kϕ2(t)Iβ,ra,kψ2(t) + Iα,ra,k f(t)Iβ,ra,k g(t) ≥ Iα,ra,kϕ2(t)Iβ,ra,k g(t) + Iβ,ra,kψ2(t)Iα,ra,k f(t),

(d) Iα,ra,kϕ1(t)Iβ,ra,kψ1(t) + Iα,ra,k f(t)Iβ,ra,k g(t) ≥ Iα,ra,kϕ1(t)Iβ,ra,k g(t) + Iβ,ra,kψ1(t)Iα,ra,k f(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [27].

Teorem 3.1.14 k > 0 için f ve g, [a, b] aralığında iki integrallenebilen fonksiyon, ϕ1,

ϕ2, ψ1 ve ψ2 [a, b] aralığında (3.1.9) ve (3.1.11) şartlarını sağlayan dört integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her t ∈ [a, b], r ≥ 0 ve α > 0 için∣∣∣∣∣(r + 1)
−α
k t(r+1)α

k

Γk(α + k)
Iα,ra,k (f(t)g(t))− Iα,ra,k f(t)Iα,ra,k g(t)

∣∣∣∣∣
≤

√
Srk(f, ϕ1, ϕ2)Srk(g, ψ1, ψ2)

eşitsizliği geçerlidir [27].

3.1.4 h(x)-Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.4

Lp,k(a, b) =

{
f : ||f ||Lp,k(a,b) =

(∫ b

a

|f(t)|ptkdt
) 1

p

<∞, 1 ≤ p <∞, k ≥ 0

}

ise f(t) fonksiyonu Lp,k(a, b) uzayındadır denir. k = 0 seçilirse Lp(a, b) uzayına indirgenir

[20, 47].

Tanım 3.1.5 f ∈ L[0,∞), h(x), [0,∞) üzerinde pozitif, monoton artan bir fonksiyon,

h′(x) türevi [0,∞)’da sürekli ve h(0) = 0 olsun. [0,∞) aralığında tanımlı ve 1 ≤ p < ∞
için

||f ||Xp
h

=

(∫ ∞
0

|f(t)|ph′(t)d(t)

) 1
p

<∞

normuna sahip böyle reel değerli Lebesque ölçülebilir f fonksiyonlarının uzayı Xp
h[0,∞)

ile gösterilir. Ayrıca p =∞ için

||f ||X∞h = esssup0≤t<∞[h′(t)f(t)]
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olarak tanımlanır. Özel olarak h(x) = x olarak alınırsa Xp
h[0,∞) uzayı Lp,k[0,∞) uzayı

ile çakışır [16].

Tanım 3.1.6 f ∈ Xp
h(0,∞), h(x) [0,∞) aralığında artan, pozitif monoton fonksiyon ve

aynı zamanda h′(x), [0,∞) aralığında sürekli ve h(0) = 0 olsun. f(x) fonksiyonunun

Riemann-Liouville kesirli integrali başka bir h(x) fonksiyonuna göre

Iαh f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(h(t)− h(x))α−1f(x)h′(x)dx

şeklinde tanımlanır [16, 20, 47].

Kaçar ve arkadaşları, 2018 yılında h(x)-Riemann-Liouville kesirli integrallerini içeren

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.15 f ,h ve h′, Tanım 3.1.6 ’deki şartları sağlayan fonksiyonlar olsun. ϕ1

ve ϕ2, [0,∞) aralığında (3.1.9) şartını sağlayan iki integrallenebilen fonksiyon ve t > 0,

α, β > 0 olmak üzere

Iβhϕ1(t)Iαh f(t) + Iαhϕ2(t)Iβhf(t) ≥ Iαhϕ2(t)Iβhϕ1(t) + Iαh f(t)Iβhf(t)

eşitsizliği geçerlidir [16].

Teorem 3.1.16 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon, h(x) ve h′(x)

Tanım 3.1.6 ’deki şartları sağlayan fonksiyonlar ve t > 0, α, β > 0 olsun. (3.1.9) ve

(3.1.11) şartları sağlansın. Bu takdirde

(a) Iβhψ1(t)Iαh f(t) + Iαhϕ2(t)Iβh g(t) ≥ Iβhψ1(t)Iαhϕ2(t) + Iαh f(t)Iβh g(t),

(b) Iβhϕ1(t)Iαh g(t) + Iαhψ2(t)Iβhf(t) ≥ Iβhϕ1(t)Iαhψ2(t) + Iβhf(t)Iαh g(t),

(c) Iαhϕ2(t)Iβhψ2(t) + Iαh f(t)Iβh g(t) ≥ Iαhϕ2(t)Iβh g(t) + Iβhψ2(t)Iαh f(t),

(d) Iαhϕ1(t)Iβhψ1(t) + Iαh f(t)Iβh g(t) ≥ Iαhϕ1(t)Iβh g(t) + Iβhψ1(t)Iαh f(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [16].

Teorem 3.1.17 f, g, ϕ1, ϕ2, ψ1 ve ψ2 [0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar ve

h(x), h′(x) Tanım 3.1.6 ’deki şartları sağlayan fonksiyonlar olsun. Ayrıca [0,∞) aralığında

(3.1.9) ve (3.1.11) şartları sağlansın. Bu takdirde her t > 0, α > 0 için∣∣∣∣ hα(t)

Γ(α + 1)
Iαh (f(t)g(t))− Iαh f(t)Iαh g(t)

∣∣∣∣ ≤√T (f, ϕ1, ϕ2)T (g, ψ1, ψ2)
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eşitsizliği geçerlidir. Burada T (u, v, w)

T (u, v, w) = (Iαhw(t)− Iαhu(t)) (Iαhu(t)− Iαh v(t)) +
hα(t)

Γ(α + 1)
Iαh(v(t)u(t))

−Iαh v(t)Iαhu(t) +
hα(t)

Γ(α + 1)
Iαh (w(t)u(t))− Iαhw(t)Iαhu(t)

+Iαh v(t)Iαhw(t)− hα(t)

Γ(α + 1)
Iαh (v(t)w(t))

şeklinde tanımlanır [16].

3.1.5 Katugampola Kesirli İntegralleri İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.7 [a, b] reel eksen üzerinde sınırlı bir aralık, f ∈ L[a, b] ve a < x olsun. α > 0

ve k 6= −1 olmak üzere Katugampola kesirli integrali

Iα,kf(x) =
(k + 1)1−α

Γ(α)

∫ x

0

(
xk+1 − tk+1

)α−1
tkf(t)dt,

I0,kf(x) = f(x)

şeklinde tanımlanır [20].

Kaçar ve arkadaşları, 2015 yılında Katugampola kesirli integrallerini içeren aşağıdaki

sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.18 f ∈ L[0,∞) ve k ≥ 0, t > 0, α, β ≥ 0 olsun. ϕ1 ve ϕ2, [0,∞) aralığında

(3.1.9) şartını sağlayan iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde

Iβ,kϕ1(t)Iα,kf(t) + Iα,kϕ2(t)Iβ,kf(t) ≥ Iα,kϕ2(t)Iβ,kϕ1(t) + Iβ,kf(t)Iβ,kf(t)

eşitsizliği geçerlidir [17].

Teorem 3.1.19 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon ve k ≥ 0, t > 0,

α, β > 0 olsun. (3.1.9) ve (3.1.11) şartları sağlansın. Bu takdirde

(a) Iβ,kψ1(t)Iα,kf(t) + Iα,kϕ2(t)Iβ,kg(t) ≥ Iβ,kψ1(t)Iα,kϕ2(t) + Iα,kf(t)Iβ,kg(t),

(b) Iβ,kϕ1(t)Iα,kg(t) + Iα,kψ2(t)Iβ,kf(t) ≥ Iβ,kϕ1(t)Iα,kψ2(t) + Iβ,kf(t)Iα,kg(t),

(c) Iα,kϕ2(t)Iβ,kψ2(t) + Iα,kf(t)Iβ,kg(t) ≥ Iα,kϕ2(t)Iβ,kg(t) + Iβ,kψ2(t)Iα,kf(t),

(d) Iα,kϕ1(t)Iβ,kψ1(t) + Iα,kf(t)Iβ,kg(t) ≥ Iα,kϕ1(t)Iβ,kg(t) + Iβ,kψ1(t)Iαf(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [17].

15



Teorem 3.1.20 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon ve ϕ1, ϕ2, ψ1 ve

ψ2 [0,∞) aralığında (3.1.9) ve (3.1.11) şartlarını sağlayan integrallenebilen fonksiyonlar

olsun. Bu takdirde her t > 0, k ≥ 0, α > 0 için∣∣∣∣tα(k+1)(k + 1)1−α

Γ(α + 1)
Iα,k(f(t)g(t))− Iα,kf(t)Iα,kg(t)

∣∣∣∣ ≤√T (f, ϕ1, ϕ2)T (g, ψ1, ψ2)

eşitsizliği geçerlidir. Burada T (u, v, w)

T (u, v, w) =
(
Iα,kw(t)− Iα,ku(t)

) (
Iα,ku(t)− Iα,kv(t)

)
+

(k + 1)1−αtα(k+1)

Γ(α + 1)
Iα,k(v(t)u(t))− Iα,kv(t)Iα,ku(t)

+
(k + 1)1−αtα(k+1)

Γ(α + 1)
Iα,k(w(t)u(t))− Iα,kw(t)Iα,ku(t)

+Iα,kv(t)Iα,kw(t)− (k + 1)1−αtα(k+1)

Γ(α + 1)
Iα,k(v(t)w(t))

şeklinde tanımlanır [17].

3.1.6 Genelleştirilmiş Katugampola Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss
Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.8 (a, b) aralığındaki ‖ϕ‖Xp
c
< ∞ şartını sağlayan kompleks değerli Lebesque

ölçülebilir ϕ dönüşümlerinin uzayı Xp
c (a, b) (c ∈ R 1 ≤ p ≤ ∞) olsun. Burada

‖ϕ‖Xp
c

=

(∫ b

a

|xcϕ(x)|pdx
x

)1/p

(1 ≤ p <∞)

ve

‖ϕ‖Xp
c

= esssupx∈(a,b)[x
c|ϕ(x)|].

şeklinde tanımlıdır.

c = 1/p (1 ≤ p <∞) için Xp
c uzayı

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(t)|pdt
)1/p

<∞ (1 ≤ p <∞)

‖f‖∞ = esssupa≤t≤b|f(t)|

normları ile klasik Lp(a, b) uzayına dönüşür [21].

Tanım 3.1.9 0 ≤ a < x < b ≤ ∞, ϕ ∈ Xp
c (a, b), α > 0 ve β, ρ, η, κ ∈ R olsun. ϕ

fonksiyonunun sol ve sağ taraflı kesirli integralleri

ρIα,βa+,η,κϕ(x) =
ρ1−βxκ

Γ(α)

∫ x

a

τ ρ(η+1)−1

(xρ − τ ρ)1−αϕ(τ)dτ
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ve

ρIα,βb−,η,κϕ(x) =
ρ1−βxρη

Γ(α)

∫ b

x

τκ+ρ−1

(τ ρ − xρ)1−αϕ(τ)dτ

şeklinde tanımlanır [22].

Sousa ve arkadaşları, 2017 yılında genelleştirilmiş Katugampola kesirli integralini

içeren aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Ayrıca α > 0, x > 0 ve β, ρ, η, κ ∈ R olmak üzere gelişimi ve gösterimi kolaylaştırmak

için

Λρ,β
x,κ(α, η) =

Γ(η + 1)

Γ(η + α + 1)
ρ−βxκ+ρ(η+α)

fonksiyonunu tanımlanmışlardır.

Teorem 3.1.21 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan integrallenebilen fonksi-

yonlar olsun. Bu takdirde her β, κ ∈ R, x > 0, α > 0, ρ > 0 ve η ≥ 0 için∣∣Λρ,β
x,κ(α, η) ρIα,βη,κ fg(x)− ρIα,βη,κ f(x) ρIα,βη,κ g(x)

∣∣
≤

(
Λρ,β
x,κ(α, η)

)2
(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [41].

Teorem 3.1.22 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan integrallenebilen fonksiy-

onlar olsun. Bu takdirde her β, κ ∈ R, x > 0, α > 0, γ > 0 ve η ≥ 0 için(
Λρ,β
x,κ(α, η) ρIγ,βη,κ fg(x) + Λρ,β

x,κ(γ, η) ρIα,βη,κ fg(x)

− ρIα,βη,κ f(x) ρIγ,βη,κ g(x)− ρIγ,βη,κ f(x) ρIα,βη,κ g(x)
)2

≤
[(
MΛρ,β

x,κ(α, η)− ρIα,βη,κ f(x)
)(

ρIγ,βη,κ f(x)−mΛρ,β
x,κ(γ, η)

)
+
(
ρIα,βη,κ f(x)−mΛρ,β

x,κ(α, η)
)(
MΛρ,β

x,κ(γ, η)− ρIγ,βη,κ f(x)
)]

×
[(
PΛρ,β

x,κ(α, η)− ρIα,βη,κ g(x)
)(

ρIγ,βη,κ g(x)− pΛρ,β
x,κ(γ, η)

)
+
(
ρIα,βη,κ g(x)− pΛρ,β

x,κ(α, η)
)(
PΛρ,β

x,κ(γ, η)− ρIγ,βη,κ g(x)
)]

eşitsizliği geçerlidir [41].

3.1.7 Hadamard Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.10 α ∈ R+ olmak üzere bir f(x) fonksiyonunun α. mertebeden Hadamard

kesirli integrali, her x > 1 için

HD
−α
1,xf(x) =

1

Γ(α)

∫ x

1

ln
(x
t

)α−1

f(t)
dt

t
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şeklinde tanımlanır [6].

Chinchane ve arkadaşları, 2014 yılında Hadamard kesirli integralini içeren aşağıdaki

sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.23 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon olmak üzere∣∣∣∣ (ln t)α

Γ(α + 1)
HD

−α
1,xfg(t)−H D−α1,xf(t)HD

−α
1,xg(t)

∣∣∣∣ ≤ ( (ln t)α

2Γ(α + 1)

)2

(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [7].

Teorem 3.1.24 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, α > 0, β > 0 için(
(ln t)α

Γ(α + 1)
HD

−α
1,t fg(t) +

(ln t)β

Γ(α + 1)
HD

−β
1,t fg(t)

−HD−α1,t f(t)HD
−β
1,t g(t)− HD

−β
1,t f(t)HD

−α
1,t g(t)

)2

≤

[(
M

(ln t)α

Γ(α + 1)
− HD

−α
1,t f(t)

)(
HD

−β
1,t f(t)−m (ln t)β

Γ(β + 1)

)

+
(
HD

−α
1,t f(t)−m (ln t)α

Γ(α + 1)

)(
M

(ln t)β

Γ(β + 1)
− HD

−β
1,t f(t)

)]

×

[(
P

(ln t)α

Γ(α + 1)
− HD

−α
1,t g(t)

)(
HD

−β
1,t g(t)− p (ln t)β

Γ(β + 1)

)
+
(
HD

−α
1,t g(t)− p (ln t)α

Γ(α + 1)

)(
P

(ln t)β

Γ(β + 1)
− HD

−β
1,t g(t)

)]
eşitsizliği geçerlidir [7].

3.1.8 Hipergeometrik Kesirli İntegraller İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.11 Cλ uzayı, C[0,∞) aralığında sürekli fonksiyonların kümesi, f1 ∈ C[0,∞),

λ ∈ R, p > λ olmak üzere x > 0 için f(x) = xpf1(x) formunda temsil edilebilen tüm f(x)

fonksiyonlarının uzayıdır [13].

Kalla ve Rao, 2011 yılında bu Cλ uzayında Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile ilgili

olan aşağıdaki kesirli integrali tanımlamışlar ve bu kesirli integral yardımıyla Grüss tipli

eşitsizlikler elde etmişlerdir:
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Tanım 3.1.12 f ∈ Cλ olsun. α > max{0,−(η + 1)}, η − β > −1, β < 1 için Kα,β,ηf

kesirli integrali

(Kα,β,ηf)(x) =
Γ(1− β)Γ(α + η + 1)

Γ(η − β + 1)
xβ(Iα,β,η0+ f)(x)

şeklinde tanımlanır [18]. Burada Iα,β,η0+ f , α. mertebeden sağ taraflı Gauss hipergeometrik

kesirli integrali olup α > 0, β, η ∈ R olmak üzere (0,∞) aralığında reel değerli sürekli bir

f(x) fonksiyonu için

Iα,β,η0+ f(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− t

x

)
f(t)dt

şeklinde tanımlanır [33].

Teorem 3.1.25 f, g ∈ Cλ, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlasın. Bu takdirde her

x > 0; α > max{0,−(η + 1)}; η − β > −1; β < 1 için∣∣Kα,β,ηfg(x)−Kα,β,ηf(x)Kα,β,ηg(x)
∣∣ ≤ 1

4
(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [18].

Teorem 3.1.26 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde

Kα,β,ηfg(x) ≥ Kα,β,ηf(x)Kα,β,ηg(x)

eşitsizliği geçerlidir [18].

Curiel ve Galué, [10]’da Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile ilgili bir kesirli integrali

aşağıdaki gibi tanımlamışlardır.

Tanım 3.1.13 α > 0, δ > −1 ve β, η ∈ R olsun. Bu takdirde reel değerli sürekli bir f(x)

fonksiyonu için α. mertebeden Iα,β,η,δx genelleştirilmiş kesirli integrali

Iα,β,η,δt f(x) =
x−α−β−2δ

Γ(α)

∫ x

0

tδ(x− t)α−1
2F1

(
α + β + δ,−η;α; 1− t

x

)
f(t)dt

şeklinde tanımlanır. Burada 2F1(·) Gauss hipergeometrik fonksiyonu olup

2F1(a, b; c; t) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

tn

n!

şeklinde ve (a)n Pochhammer sembolü olup n ∈ N için

(a)n = a(a+ 1)...(a+ n− 1); (a)0 = 1

şeklinde tanımlanır.Ayrıca N pozitif tam sayı kümesini gösterir.
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Wang ve arkadaşları, 2014 yılında Cλ uzayında Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile

ilgili olan aşağıdaki kesirli integral operatörünü tanımlamışlar ve bu operatörü kullanarak

Grüss tipli eşitsizlikler elde etmişlerdir.

Tanım 3.1.14 f ∈ Cλ olsun. α > max{0,−(δ+ η+ 1)}, β− 1 < η < 0, β < 1 ve δ > −1

için Kα,β,η,δ
t f kesirli integrali

(Kα,β,η,δ
t f)(x) =

Γ(1− β)Γ(α + δ + η + 1)

Γ(η − β + 1)Γ(δ + 1)
xβ+δ(Iα,β,η,δt f)(x)

şeklinde tanımlanır [48]. Burada Iα,β,η,δt , Tanım 3.1.13’de verilen Gauss hipergeometrik

kesirli integralidir.

Teorem 3.1.27 f, g ∈ Cλ olmak üzere [a, b] aralığında tanımlı, integrallenebilen ve [0,∞)

aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki fonksiyon olsun. Bu takdirde her x ∈ [0,∞); α > 0,

δ > −1 ve β, η ∈ R için α + β + δ ≥ 0 ve η ≤ 0 olmak üzere∣∣∣Kα,β,η,δ
t fg(x)−Kα,β,η,δ

t f(x)Kα,β,η,δ
t g(x)

∣∣∣ ≤ 1

4
(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [48].

Teorem 3.1.28 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde her

x ∈ [0,∞); α > 0, δ > −1 ve β, η ∈ R için α + β + δ ≥ 0 ve η ≤ 0 olmak üzere

Kα,β,η,δ
t fg(x) ≥ Kα,β,η,δ

t f(x)Kα,β,η,δ
t g(x)

eşitsizliği geçerlidir [48].

Choi ve arkadaşları, 2015 yılında Tanım 3.1.13’de verilen Gauss hipergeometrik fonksi-

yonunu içeren kesirli integraller için aşağıdaki sonucu elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.29 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon, ϕ1, ϕ2, ψ1 ve ψ2

[0,∞) aralığında (3.1.9) ve (3.1.11) şartlarını sağlayan dört integrallenebilen fonksiyon

olsun. Bu takdirde t > 0, α > max{0,−β − µ}, µ > −1, β < 1 ve β − 1 < η < 0 için∣∣∣∣Γ(1 + µ)Γ(1− β + η)t−β−µ

Γ(1− β)Γ(1 + µ+ α + η
Iα,β,η,µt f(t)g(t)− Iα,β,η,µt f(t)Iα,β,η,µt g(t)

∣∣∣∣
≤

√
T (f, ϕ1, ϕ2)T (g, ψ1, ψ2)
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eşitsizliği geçerlidir. Burada

T (u, v, w) = (Iα,β,η,µt w(t)− Iα,β,η,δt u(t))(Iα,β,η,δt u(t)− Iα,β,η,δt v(t))

+
Γ(1 + µ)Γ(1− β + η)t−β−µ

Γ(1− β)Γ(1 + µ+ α + η
Iα,β,η,µt v(t)u(t)

−Iα,β,η,δt v(t)Iα,β,η,δt u(t)

+
Γ(1 + µ)Γ(1− β + η)t−β−µ

Γ(1− β)Γ(1 + µ+ α + η
Iα,β,η,µt w(t)u(t)

−Iα,β,η,δt w(t)Iα,β,η,δt u(t) + Iα,β,η,δt v(t)Iα,β,η,δt w(t)

−Γ(1 + µ)Γ(1− β + η)t−β−µ

Γ(1− β)Γ(1 + µ+ α + η
Iα,β,η,µt v(t)w(t)

şeklinde tanımlanır [9].

Akkurt ve arkadaşları, 2016 yılında Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile ilişkili kesirli

integral operatörünü tanımlamış ve bu kesirli integral operatörü için aşağıdaki sonuçları

elde etmişlerdir:

Tanım 3.1.15 f ∈ X1
h olsun. α > max{0,−(δ+η+1)}, β−1 < η < 0, β < 1 ve δ > −1

için Kα,β,η,δ
h(t) f kesirli integrali

(Kα,β,η,δ
h(t) f)(x) =

Γ(1− β)Γ(α + δ + η + 1)

Γ(η − β + 1)Γ(δ + 1)
h(x)β+δ(Iα,β,η,δh(t) f)(x)

şeklinde tanımlanır. Burada Iα,β,η,δh(t) f , α. mertebeden genelleştirilmiş Gauss hiperge-

ometrik kesirli integrali olup α > 0, δ > −1, β, η ∈ R ve h(x), (0, x] üzerinde artan,

sürekli türeve sahip pozitif monoton bir fonksiyon olmak üzere reel değerli sürekli bir

f(x) fonksiyonu için

Iα,β,η,δh(t) {f(x)} =
h(x)−α−β−2δ

Γ(α)

∫ x

0

h(t)δ(h(x)− h(t))α−1

×
(

2F1

(
α + β + δ,−η;α; 1− h(t)

h(x)

))
h′(t)f(t)dt

şeklinde tanımlanır [3].

Teorem 3.1.30 f, g ∈ X1
h [a, b] aralığında tanımlı, integrallenebilen ve [0,∞) aralığında

(3.1.4) şartını sağlayan iki fonksiyon olsun. Bu takdirde her x ∈ [0,∞); α > 0, δ > −1 ve

β, η ∈ R için α + β + δ ≥ 0 ve η ≤ 0 olmak üzere∣∣∣Kα,β,η,δ
h(t) fg(x)−Kα,β,η,δ

h(t) f(x)Kα,β,η,δ
h(t) g(x)

∣∣∣ ≤ 1

4
(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [3].
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Teorem 3.1.31 f ve g, [0,∞) aralığında iki senkronize fonksiyon olsun. Bu takdirde her

x ∈ [0,∞); α > 0, δ > −1 ve β, η ∈ R için α + β + δ ≥ 0 ve η ≤ 0 olmak üzere

Kα,β,η,δ
h(t) fg(x) ≥ Kα,β,η,δ

h(t) f(x)Kα,β,η,δ
h(t) g(x)

eşitsizliği geçerlidir [3].

Saxena ve arkadaşları, 2016 yılında Tanım 3.1.13 ile verilen hipergeometrik kesirli

integral operatörü yardımıyla aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.32 f , ϕ1 ve ϕ2, [0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar olsun ve

(3.1.9) şartı sağlansın. Bu takdirde α > max{0,−β−µ}, γ > max{0,−δ−ν}, µ, ν > −1,

β, δ < 1, β − 1 < η < 0 ve δ − 1 < ζ < 0 olmak üzere t > 0 için

Iγ,δ,ζ,νt ϕ1(t)Iα,β,η,µt f(t) + Iα,β,η,µt ϕ2(t)Iγ,δ,ζ,νt f(t)

≥ Iα,β,η,µt ϕ2(t)Iγ,δ,ζ,νt ϕ1(t) + Iα,β,η,µt f(t)Iγ,δ,ζ,νt f(t)

eşitsizliği geçerlidir [37].

Teorem 3.1.33 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ϕ1, ϕ2, ψ1

ve ψ2, [0,∞) aralığında dört integrallenebilen fonksiyon olmak üzere (3.1.9) ve (3.1.11)

şartları sağlansın. Bu takdirde t > 0, α > max{0,−β − µ}, γ > max{0,−δ − ν},

µ, ν > −1, β, δ < 1, β − 1 < η < 0 ve δ − 1 < ζ < 0 için

(a) Iγ,δ,ζ,νt ψ1(t)Iα,β,η,µt f(t) + Iα,β,η,µt ϕ2(t)Iγ,δ,ζ,νt g(t)

≥ Iα,β,η,µt ϕ2(t)Iγ,δ,ζ,νt ψ1(t) + Iα,β,η,µt f(t)Iγ,δ,ζ,νt g(t),

(b) Iγ,δ,ζ,νt ϕ1(t)Iα,β,η,µt g(t) + Iα,β,η,µt ψ2(t)Iγ,δ,ζ,νt f(t)

≥ Iα,β,η,µt ψ2(t)Iγ,δ,ζ,νt ϕ1(t) + Iα,β,η,µt g(t)Iγ,δ,ζ,νt f(t),

(c) Iγ,δ,ζ,νt ϕ2(t)Iα,β,η,µt ψ2(t) + Iα,β,η,µt f(t)Iγ,δ,ζ,νt g(t)

≥ Iα,β,η,µt ϕ2(t)Iγ,δ,ζ,νt g(t) + Iα,β,η,µt f(t)Iγ,δ,ζ,νt ψ2(t),

(d) Iγ,δ,ζ,νt ϕ1(t)Iα,β,η,µt ψ1(t) + Iα,β,η,µt f(t)Iγ,δ,ζ,νt g(t)

≥ Iα,β,η,µt ϕ1(t)Iγ,δ,ζ,νt g(t) + Iα,β,η,µt f(t)Iγ,δ,ζ,νt ψ1(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [37].
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3.1.9 Saigo Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.16 α > 0 ve β, η ∈ R olsun. Bu takdirde reel değerli sürekli bir f(x) fonksi-

yonu için α. mertebeden Iα,β,η0,x Saigo kesirli integrali

Iα,β,η0,x f(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− t

x

)
f(t)dt

şeklinde tanımlanır. Burada 2F1(·) Gauss hipergeometrik fonksiyonudur [33].

Chinchane ve arkadaşları, 2014 yılında Saigo kesirli integralini içeren aşağıdaki sonuçları

elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.34 u ve v, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon, ϕ1, ϕ2, ψ1 ve ψ2

[0,∞) aralığında (3.1.9) ve (3.1.11) şartlarını sağlayan dört integrallenebilen fonksiyon

olsun. Bu takdirde her x > 0, α > max{0,−β}, β < 1, β − 1 < η < 0 olmak üzere∣∣∣∣ Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [uv(x)]− Iα,β,η0,x [u(x)]Iα,β,η0,x [v(x)]

∣∣∣∣
≤

√
T (u, ϕ1(x), ϕ2(x))T (v, ψ1(x), ψ2(x))

eşitsizliği geçerlidir. Burada

T (a, b, c) =
(
Iα,β,η0,x [c(x)]− Iα,β,η0,x [a(x)]

)(
Iα,β,η0,x [a(x)]− Iα,β,η0,x [b(x)]

)
+

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [ba(x)]

−Iα,β,η0,x [b(x)]Iα,β,η0,x [a(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [ca(x)]

−Iα,β,η0,x [c(x)]Iα,β,η0,x [a(x)] + Iα,β,η0,x [b(x)]Iα,β,η0,x [c(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [bc(x)]

şeklinde tanımlanır [8].

Teorem 3.1.35 u, [0,∞) aralığında integrallenebilen bir fonksiyon olsun ve (3.1.9) şartı

sağlansın. Bu takdirde her x > 0, α > max{0,−β}, ψ > max{0,−φ}, β < 1, β − 1 <

η < 0, φ < 1, φ− 1 < ζ < 0 olmak üzere

Iψ,φ,ζ0,x [Φ1(x)]Iα,β,η0,x [f(x)] + Iα,β,η0,x [Φ2(x)]Iψ,φ,ζ0,x [f(x)]

≥ Iα,β,η0,x [Φ2(x)]Iψ,φ,ζ0,x [Φ1(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [f(x)]

eşitsizliği geçerlidir [8].
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Wang ve arkadaşları, 2014 yılında Saigo kesirli integralini içeren aşağıdaki sonuçları

elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.36 f , ϕ1 ve ϕ2, [0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar olsun ve

(3.1.9) şartı sağlansın. Bu takdirde α > max{0,−β}, β < 1, β − 1 < η < 0, γ >

max{0,−δ}, δ < 1 ve δ − 1 < ζ < 0 olmak üzere t > 0 için

Iγ,δ,ζ0,t ϕ1(t)Iα,β,η0,t f(t) + Iα,β,η0,t ϕ2(t)Iγ,δ,ζ0,t f(t) ≥ Iα,β,η0,t ϕ2(t)Iγ,δ,ζ0,t ϕ1(t) + Iα,β,η0,t f(t)Iγ,δ,ζ0,t f(t)

eşitsizliği geçerlidir [49].

Teorem 3.1.37 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. ϕ1, ϕ2,

ψ1 ve ψ2 dört integrallenebilen fonksiyon olmak (3.1.9) ve (3.1.11) şartları sağlansın. Bu

takdirde t > 0, α > max{0,−β}, β < 1, β − 1 < η < 0, γ > max{0,−δ}, δ < 1 ve

δ − 1 < ζ < 0 için

(a) Iγ,δ,ζ0,t ψ1(t)Iα,β,η0,t f(t) + Iα,β,η0,t ϕ2(t)Iγ,δ,ζ0,t g(t)

≥ Iα,β,η0,t ϕ2(t)Iγ,δ,ζ0,t ψ1(t) + Iα,β,η0,t f(t)Iγ,δ,ζ0,t g(t),

(b) Iγ,δ,ζ0,t ϕ1(t)Iα,β,η0,t g(t) + Iα,β,η0,t ψ2(t)Iγ,δ,ζ0,t f(t)

≥ Iα,β,η0,t ψ2(t)Iγ,δ,ζ0,t ϕ1(t) + Iα,β,η0,t g(t)Iγ,δ,ζ0,t f(t),

(c) Iγ,δ,ζ0,t ϕ2(t)Iα,β,η0,t ψ2(t) + Iα,β,η0,t f(t)Iγ,δ,ζ0,t g(t)

≥ Iα,β,η0,t ϕ2(t)Iγ,δ,ζ0,t g(t) + Iα,β,η0,t f(t)Iγ,δ,ζ0,t ψ2(t),

(d) Iγ,δ,ζ0,t ϕ1(t)Iα,β,η0,t ψ1(t) + Iα,β,η0,t f(t)Iγ,δ,ζ0,t g(t)

≥ Iα,β,η0,t ϕ1(t)Iγ,δ,ζ0,t g(t) + Iα,β,η0,t f(t)Iγ,δ,ζ0,t ψ1(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [49].

3.1.10 Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.17 σ(k) (k ∈ N0 = N∪{0}) pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olmak üzere,

Fσρ,λ(x) = Fσ(0),σ(1),...
ρ,λ (x) =

∞∑
k=0

σ(k)

Γ(ρk + λ)
xk, (ρ, λ > 0;x ∈ R)

şeklinde verilen fonksiyonların yeni bir sınıfı Raina [32] tarafından tanımlanmıştır. Bu

fonksiyon yardımıyla, [32]’de Raina ve [2]’de Agarwal ve arkadaşları, λ, ρ > 0, ω ∈ R ve

σ(t) integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

J σ
ρ,λ,a+;ωϕ(x) =

∫ x

a

(x− t)λ−1Fσρ,λ[ω(x− t)ρ]ϕ(t)dt, x > a
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J σ
ρ,λ,b−;ωϕ(x) =

∫ b

x

(t− x)λ−1Fσρ,λ[ω(t− x)ρ]ϕ(t)dt, x < b

sol ve sağ taraflı kesirli integral operatörlerini tanımlamışlardır.

Tunç ve arkadaşları, 2017 yılında genelleştirilmiş kesirli integrali içeren aşağıdaki

sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.38 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki fonksiyon olsun. Bu

takdirde σ(k) (k ∈ N0 = N ∪ {0}) pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olmak üzere her

t, ρ, λ > 0 ve ω ∈ R için∣∣tλFσρ,λ+1[ωtρ]J σ
ρ,λ,0+;ω(fg)(t)− [J σ

ρ,λ,0+;ω(f)(t)][J σ
ρ,λ,0+;ω(g)(t)]

∣∣
≤ 1

4
t2λ
[
Fσρ,λ+1[ωtρ]

]2
(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [46].

Teorem 3.1.39 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki fonksiyon olsun. Bu

takdirde σ1(k), σ2(k) (k ∈ N0 = N ∪ {0}) pozitif reel sayıların sınırlı dizileri olmak üzere

her t > 0, ρ1, ρ2 > 0, λ1, λ2 > 0 ve ω1, ω2 ∈ R için[
tλ2Fσ2ρ2,λ2+1[ω2t

ρ2 ]J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(fg)(t) + tλ1Fσ1ρ1,λ1+1[ω1t
ρ1 ]J σ2

ρ2,λ2,0+;ω2
(fg)(t)

−J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(f)(t)J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(g)(t)− J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(f)(t)J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(g)(t)
]2

≤
[ (
Mtλ1Fσ1ρ1,λ1+1[ω1t

ρ1 ]− J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(f)(t)
) (
J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(f)(t)−mtλ2Fσ2ρ2,λ2+1[ω2t
ρ2 ]
)

+
(
Mtλ2Fσ2ρ2,λ2+1[ω2t

ρ2 ]− J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(f)(t)
) (
J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(f)(t)−mtλ1Fσ1ρ1,λ1+1[ω1t
ρ1 ]
) ]

×
[ (
Ptλ1Fσ1ρ1,λ1+1[ω1t

ρ1 ]− J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(g)(t)
) (
J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(g)(t)− ptλ2Fσ2ρ2,λ2+1[ω2t
ρ2 ]
)

+
(
Ptλ2Fσ2ρ2,λ2+1[ω2t

ρ2 ]− J σ2
ρ2,λ2,0+;ω2

(g)(t)
) (
J σ1
ρ1,λ1,0+;ω1

(g)(t)− ptλ1Fσ1ρ1,λ1+1[ω1t
ρ1 ]
) ]

eşitsizliği geçerlidir [46].

3.1.11 Uyumlu Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.18 α ∈ (n, n+ 1], n = 0, 1, 2, ... ve β = α− n olsun. Bir f fonksiyonunun sol

uyumlu kesirli integrali

(Iaαf)(t) =
1

n!

∫ t

a

(t− x)n(x− a)β−1f(x)dx

ve sağ uyumlu kesirli integrali

(bIαf)(t) =
1

n!

∫ b

t

(x− t)n(b− x)β−1f(x)dx

şeklinde tanımlanır [1].
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Mumcu ve Set, 2017 yılında uyumlu kesirli integral operatörünü içeren aşağıdaki

sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.40 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, α ∈ (n, n+ 1], n = 0, 1, 2, ... için∣∣∣∣tαn!
B(n+ 1, α− n)Iα(fg)(t)− (Iαf(t))(Iαg(t))

∣∣∣∣
≤

(
tα

2n!
B(n+ 1, α− n)

)2

(M −m)(P − p)

eşitsizliği geçerlidir [28].

Teorem 3.1.41 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu takdirde

her t > 0, α ∈ (n, n+ 1] ve β ∈ (k, k + 1], n, k = 0, 1, 2, ... için(
tα

n!
B(n+ 1, α− n)(Iβfg)(t) +

tβ

k!
B(k + 1, β − k)(Iαfg)(t)

−(Iαf)(t)(Iβg)(t)− (Iβf)(t)(Igα)(t)

)2

≤

(
tα

n!
B(n+ 1, α− n)(Iβf

2)(t)
tβ

k!
B(k + 1, β − k)(Iαf

2)(t)− 2(Iαf)(t)(Iβf)(t)

)

×

(
tα

n!
B(n+ 1, α− n)(Iβg

2)(t)
tβ

k!
B(k + 1, β − k)(Iαg

2)(t)− 2(Iαg)(t)(Iβg)(t)

)
eşitsizliği geçerlidir [28].

Teorem 3.1.42 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her t > 0, α ∈ (n, n + 1] ve β ∈ (k, k + 1], n, k = 0, 1, 2, ...

için (
tα

n!
B(n+ 1, α− n)(Iβfg)(t) +

tβ

k!
B(k + 1, β − k)(Iαfg)(t)

−(Iαf)(t)(Iβg)(t)− (Iβf)(t)(Igα)(t)

)2

≤

[(
Mtα

n!
B(n+ 1, α− n)− (Iαf)(t)

)(
(Iβf)(t)− mtβ

k!
B(k + 1, β − k)

)

+

(
(Iαf)(t)− mtα

n!
B(n+ 1, α− n)

)(
Mtβ

k!
B(k + 1, β − k)− (Iβf)(t)

)]

×

[(
Ptα

n!
B(n+ 1, α− n)− (Iαg)(t)

)(
(Iβg)(t)− ptβ

k!
B(k + 1, β − k)

)

+

(
(Iαg)(t)− ptα

n!
B(n+ 1, α− n)

)(
Ptβ

k!
B(k + 1, β − k)− (Iβg)(t)

)]
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eşitsizliği geçerlidir [28].

3.1.12 Yeni Uyumlu Kesirli İntegral Operatörü İçin Grüss Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.19 α, β > 0 olmak üzere bir f fonksiyonunun sol ve sağ taraflı yeni uyumlu

kesirli integral operatörü sırasıyla

β
aJ

αf(x) =
1

Γ(β)

∫ x

a

(
(x− a)α − (t− a)α

α

)β−1
f(t)

(t− a)1−αdt (3.1.15)

ve

βJαb f(x) =
1

Γ(β)

∫ b

x

(
(b− x)α − (b− t)α

α

)β−1
f(t)

(b− t)1−αdt

şeklinde tanımlanır [15].

(3.1.15)’de a = 0 alınırsa

βJαf(x) =
1

Γ(β)

∫ x

0

(
xα − tα

α

)β−1
f(t)

t1−α
dt

olur [39].

Set ve arkadaşları, 2018 yılında yeni uyumlu kesirli integral operatörünü içeren aşağıdaki

sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.43 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her α, β > 0 için∣∣∣∣ tαβ

Γ(β + 1)αβ
βJα(fg)(t)− βJα(f)(t) βJα(g)(t)

∣∣∣∣
≤

(
tαβ

2Γ(β + 1)αβ

)2

(M −m)(P − p)

eşitsizliği sağlanır [39].

Teorem 3.1.44 f ve g, [0,∞) aralığında (3.1.4) şartını sağlayan iki integrallenebilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde her α, β, τ > 0 için(
tαβ

Γ(β + 1)αβ
τJα(fg)(t) +

tατ

Γ(τ + 1)ατ
βJα(fg)(t)

− βJα(f)(t) τJα(g)(t)− τJα(f)(t) βJα(g)(t)

)2
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≤

[(
Mtαβ

Γ(β + 1)αβ
− βJα(f)(t)

)(
τJα(f)(t)− mtατ

Γ(τ + 1)ατ

)

+

(
Mtατ

Γ(τ + 1)ατ
− τJα(f)(t)

)(
βJα(f)(t)− mtαβ

Γ(β + 1)αβ

)]

×

[(
Ptαβ

Γ(β + 1)αβ
− βJα(g)(t)

)(
τJα(g)(t)− ptατ

Γ(τ + 1)ατ

)

+

(
Ptατ

Γ(τ + 1)ατ
− τJα(g)(t)

)(
βJα(g)(t)− ptαβ

Γ(β + 1)αβ

)]
eşitsizliği geçerlidir [39].

Rahman ve arkadaşları, 2018 yılında yeni uyumlu kesirli integral operatörünü içeren

aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir:

Teorem 3.1.45 f , [0,∞) aralığında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. (3.1.9) şartı

sağlansın. Bu takdirde t > 0, α, β > 0 için

βJµϕ1(t)αJµf(t) + αJµϕ2(t)βJµf(t) ≥ αJµϕ2(t)βJµϕ1(t) + αJµf(t)βJµf(t)

eşitsizliği geçerlidir [31].

Teorem 3.1.46 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. (3.1.9) ve

(3.1.11) şartları sağlansın. Bu takdirde t > 0, α, β > 0 için

(a) βJµψ1(t)αJµf(t) + αJµϕ2(t)βJµg(t) ≥ αJµϕ2(t)βJµψ1(t) + αJµf(t)βJµg(t),

(b) βJµϕ1(t)αJµg(t) + αJµψ2(t)βJµf(t) ≥ αJµϕ1(t)βJµψ2(t) + αJµf(t)βJµg(t),

(c) αJµϕ2(t)βJµψ2(t) + αJµf(t)βJµg(t) ≥ αJµϕ2(t)βJµg(t) + βJµψ2(t)αJµf(t),

(d) αJµϕ1(t)βJµψ1(t) + αJµf(t)βJµg(t) ≥ αJµϕ1(t)βJµg(t) + αJµf(t)βJµψ1(t)

eşitsizlikleri geçerlidir [31].

Teorem 3.1.47 f , g, ϕ1, ϕ2, ψ1 ve ψ2, [0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar

olsun, (3.1.9) ve (3.1.11) şartları sağlansın. Bu takdirde her t > 0, α > 0 için∣∣∣∣ tµα

µαΓ(α + 1)
αJµfg(t)− αJµf(t)αJµg(t)

∣∣∣∣ ≤√T (f, ϕ1, ϕ2)T (g, ψ1, ψ2)

eşitsizliği geçerlidir. Burada T (u, v, w)

T (u, v, w) = (αJµw(t)− αJµu(t)) (αJµu(t)− αJµv(t))

+
tµα

µαΓ(α + 1)
αJµvu(t)− αJµv(t)αJµu(t) +

tµα

µαΓ(α + 1)
αJµwu(t)

−αJµw(t)αJµu(t) + αJµv(t)αJµw(t)− tµα

µαΓ(α + 1)
αJµvw(t)

şeklinde tanımlanır [31].
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1 Genişletilmiş Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatörü İçin
Grüss Tipli Eşitsizlikler

Bu bölümde genişletilmiş genelleştirilmiş kesirli integral operatörü ile ilgili bazı tanımlar

ve teoremler verilecektir.

Tanım 4.1.1 Eα(z) ile ifade edilen temel Mittag-Leffler fonksiyonu Re(α) > 0 için

Mittag-Leffler tarafından,

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(1 + αk)

şeklinde tanımlanır [25].

Tanım 4.1.2 α, β, ρ, λ ∈ C, Re(α) > 0, Re(β) > 0 ve f ∈ L[a, b] olsun. ε(α, β, ρ, λ)

kesirli integral operatörü Prabhakar tarafından,

ε(α, β, ρ, λ)f(x) =

∫ x

a

(x− t)β−1Eρ
α,βλ(x− t)αf(t)dt, a < x < b (4.1.1)

şeklinde tanımlanır[29]. Burada

Eρ
α,β =

∞∑
n=0

(ρ)nz
n

Γ(αn+ β)n!
(4.1.2)

ve Γ, gama fonksiyonudur.

Tanım 4.1.3 z, β, γ, ω, κ ∈ C, Re(α) > max{0, Re(κ) − 1}; min{Re(β), Re(κ)} > 0 ve

f ∈ L[a, b] olsun. εω;γ,κ
a+;α,βϕ kesirli integral operatörü Srivastava ve Tomowski tarafından,

(εω;γ,κ
a+;α,βϕ)(x) =

∫ x

a

(x− t)β−1Eγ,κ
α,β[ω(x− t)α]ϕ(t)dt (x > a) (4.1.3)

şeklinde tanımlanır[42]. Burada Eγ,κ
α,β(z) fonksiyonu,

Eγ,κ
α,β(z) =

∞∑
n=0

(γ)κn
Γ(αn+ β)

zn

n!
(4.1.4)

şeklindedir[42].

Özel olarak κ = q (q ∈ (0, 1) ∪ N) ve min{Re(β), Re(γ)} > 0 alınırsa, Shukla ve

Prajapati tarafından tanımlanan,

Eγ,q
α,β(z) =

∞∑
n=0

(γ)qn
Γ(αn+ β)

zn

n!
(4.1.5)
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fonksiyonu elde edilir[40]. Burada (γ)qn,

(γ)qn =
Γ(γ + qn)

Γ(γ)

şeklinde tanımlanan genelleştirilmiş Pochhammer sembolünü gösterir ve Γ, gama fonksi-

yonudur.

Tanım 4.1.4 α, β, γ, δ ∈ C, min{Re(α), Re(β), Re(γ), Re(δ)} > 0, p, q > 0, q ≤
Re(α) + p, f ∈ L[a, b] ve x ∈ [a, b] olsun. εγ,δ,qα,β,p,ω,a+ kesirli integral operatörü Salim ve

Faraj tarafından,

(εγ,δ,qα,β,p,ω,a+f)(x) =

∫ x

a

(x− t)β−1Eγ,δ,q
α,β,p(ω(x− t)α)f(t)dt (4.1.6)

şeklinde tanımlanır[34]. Burada

Eγ,δ,q
α,β,p(z) =

∞∑
n=0

γqn
Γ(αn+ β)

zn

(δ)pn
(4.1.7)

şeklinde olup (γ)qn genelleştirilmiş Pochhammer sembolünü gösterir ve Γ, gama fonksiyo-

nudur.

Tanım 4.1.5 p ≥ 0, q > 0, ω, δ, λ, σ, c, ρ ∈ C, Re(c) > 0, Re(ρ) > 0, Re(σ) > 0,

Re(δ) > 0 f ∈ L[a, b] ve x ∈ [a, b] olsun. (εω,δ,q,ca+,ρ,σf) kesirli integral operatörü Rahman ve

arkadaşları tarafından,

(εω,δ,q,ca+,ρ,σf)(x) =

∫ x

a

(x− τ)σ−1Eδ,q,c
p,σ (ω(x− τ)ρ; p)f(τ)dτ (4.1.8)

şeklinde tanımlanır[30]. Burada Eδ,q,c
ρ,σ (z; p) fonksiyonu,

Eδ,q,c
ρ,σ (z; p) =

∞∑
n=0

Bp(δ + nq, c− δ)
B(δ, c− δ)

(c)nq
Γ(ρn+ σ)

zn

n!
(4.1.9)

şeklindedir. BuradaB, beta fonksiyonu, Bp, genişletilmiş beta fonksiyonu, (γ)qn, genelleştiril-

miş Pochhammer sembolü ve Γ, gama fonksiyonudur.

Mittag-Leffler fonksiyonunun daha genişletilmiş ve genelleştirilmiş versiyonu literatürde

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.

Tanım 4.1.6 ρ, σ, τ, δ, c ∈ C, Re(ρ), Re(σ), Re(τ) > 0, Re(c), Re(δ), > 0 ile p ≥ 0, r > 0

ve 0 < q ≤ r + Re(ρ) olsun. Eδ,r,q,c
ρ,σ,τ (z; p) genişletilmiş genelleştirilmiş Mittag-Leffler

fonksiyonu,

Eδ,r,q,c
ρ,σ,τ (z; p) =

∞∑
n=0

Bp(δ + nq, c− δ)
B(δ, c− δ)

(c)nq
Γ(ρn+ σ)

zn

(τ)nr
. (4.1.10)

şeklinde tanımlanır [4]. Burada B, beta fonksiyonu, Bp, genişletilmiş beta fonksiyonu,

(c)nq, genelleştirilmiş Pochhammer sembolü, ve Γ, gama fonksiyonudur.
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Sonuç 4.1.1 (4.1.10)’da verilen Mittag-Leffler fonksiyonu aşağıdaki fonksiyonların bir

genellemesidir:

(i) p = 0 alınırsa, (4.1.10) Salim ve Faraj tarafından tanımlanan (4.1.7) fonksiyonuna

indirgenir.

(ii) τ = r = 1 alınırsa, (4.1.10) Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan (4.1.9)

fonksiyonuna indirgenir.

(iii) p = 0 ve τ = r = 1 alınırsa, (4.1.10) Shukla ve Prajapati tarafından tanımlanan

(4.1.5) fonksiyonuna indirgenir(Ayrıca bkz.[42]).

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa, (4.1.10) Prabhakar tarafından tanımlanan (4.1.2)

fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.1.1 (4.1.10)’deki seri q < r + Re(ρ) olması koşuluyla z’nin tüm değerleri

için mutlak yakınsaktır. Ayrıca, q = r + Re(ρ) ise, |z| < rrR(ρ)Re(ρ)

qq
için Eδ,q,r,c

ρ,σ,τ (z; p)

yakınsaktır[4].

Genişletilmiş genelleştirilmiş Mittag-Leffler fonksiyonu yardımıyla elde edilen εω,δ,q,r,ca+,ρ,σ,τf

kesirli integral operatörü aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.

Tanım 4.1.7 ω, ρ, σ, τ, δ, c ∈ C, Re(ρ), Re(σ), Re(τ) > 0, Re(c)Re(δ) > 0 ile p ≥ 0,

q > 0 ve 0 < r ≤ q + Re(ρ), f ∈ L[a, b] ve x ∈ [a, b] olsun. εω,δ,r,q,ca+,ρ,σ,τf genişletilmiş

genelleştirilmiş kesirli integral operatörü,(
εω,δ,r,q,ca+,ρ,σ,τf

)
(x; p) =

∫ x

a

(x− t)σ−1Eδ,r,q,c
ρ,σ,τ (ω(x− t)ρ; p)f(t)dt (4.1.11)

şeklinde tanımlanır[4].

Sonuç 4.1.2 (4.1.11)’de verilen kesirli integral operatörü aşağıdaki kesirli integral ope-

ratörlerinin bir genellemesidir:

(i) p = 0 alınırsa, (4.1.11) Salim ve Faraj tarafından tanımlanan (4.1.6) kesirli integral

operatörüne indirgenir.

(ii) τ = q = 1 alınırsa, (4.1.11) Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan (4.1.8)

kesirli integral operatörüne indirgenir.
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(iii) p = 0 ve τ = q = 1 alınırsa, (4.1.11) Srivastava ve Tomovski tarafından

tanımlanan (4.1.3) kesirli integral operatörüne indirgenir.

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa, (4.1.11) Prabhakar tarafından tanımlanan (4.1.1)

kesirli integral operatörüne indirgenir.

(v) p = ω = 0 alınırsa, Iσa+ sol taraflı Riemann-Liouville kesirli integraline indirgenir.

Bu operatör ile ilgili şu özelliği verebiliriz:

Teorem 4.1.2 ω, ρ, σ, τ, δ, c ∈ C, Re(ρ), Re(σ), Re(τ) > 0, Re(c) > Re(δ) > 0, p ≥ 0,

0 < r ≤ q+Re(ρ) ile f ∈ L[a, b], x ∈ [a, b] olsun. εω,δ,r,q,ca+,ρ,σ,τ kesirli integral operatörü L[a, b]

üzerinde sınırlı ve

||εω,δ,r,q,ca+,ρ,σ,τf ||1 ≤ C||f ||1

eşitsizliği geçerlidir[4].

Burada C (0 < C <∞) sabiti aşağıda verildiği gibidir.

C = (b− a)Re(σ)

∞∑
n=0

|Bp(δ + nr, c− δ)|
|B(δ, c− δ)|

|(c)nr|(
Re(ρ)n+Re(σ)

)
|Γ(ρn+ σ)|

|ω(b− a)Re(ρ)|n

|(τ)nq|
.

Bu bölümde yukarıda verilen tanım ve teoremlerden hareketle, genişletilmiş genelleştirilmiş

kesirli integral operatörünü kullanarak Grüss ve Grüss tipli eşitsizliklerin yeni genelleştirme-

leri elde edilmiştir.

Lemma 4.1.1 f , [0,∞) aralığında

m ≤ f(x) ≤M (4.1.12)

şartı altında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu takdirde Tanım 4.1.7’nın hipotezin-

deki parametrelerin şartları altında

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)
)2

=
(
M(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)

)(
(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)−m(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

)
−(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m])(t; p) (4.1.13)

eşitliği geçerlidir.
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İspat. f , [0,∞) aralığında integrallenebilen ve (4.1.12) şartını sağlayan bir fonksiyon

olsun. Herhangi s, l ∈ [0,∞) için

(M − f(l)) (f(s)−m) + (M − f(s)) (f(l)−m)

− (M − f(s)) (f(s)−m)− (M − f(l)) (f(l)−m)

= f 2(s) + f 2(l)− 2f(s)f(l) (4.1.14)

eşitliği yazılır. (4.1.14) eşitliği (t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p) ile çarpılıp [0, t] üzerinde x’e

göre integral alınırsa

(M − f(l))

(∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)f(s)ds

−m
∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)ds

)

+

(
M

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)ds

−
∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)f(s)ds

)
(f(l)−m)

−
∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p) (M − f(s)) (f(s)−M) ds

− (M − f(l)) (f(l)−m)

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)ds

=

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)f 2(s)ds+ f 2(l)

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)ds

−2f(l)

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)f(s)ds

elde edilir. Basit bir hesaplama ile,

(M − f(l))
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)−m(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)
)

+
(
M(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)

)
(f(l)−m)

−(εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m])(t; p)− (M − f(l)) (f(l)−m) (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

= (εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t; p) + f 2(l)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)− 2f(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p) (4.1.15)

yazılır. Şimdi (4.1.15) eşitliği (t − l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t − l)α; p) ile çarpılıp [0, t] üzerinde x’e

göre integral alınırsa(
M

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl −

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)f(l)dl

)
×
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)−m(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)
)

+

(∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)f(l)dl −m

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl

)
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×
(
M(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)

)
−
∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl(εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m])(t; p)

−
∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p) (M − f(l)) (f(l)−m) dl(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

=

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl(εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t; p)

+

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)f 2(l)dl(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

−
∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)f(l)dl2(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)

elde edilir. Basit bir hesaplama ile(
M(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)

)(
(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)−m(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

)
+
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)−m(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)
)

−(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m])(t; p)

−(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m])(t; p)

= (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t; p)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

−2(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p) (4.1.16)

yazılır. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.1.3 Lemma 4.1.1’de p = ω = 0 alalım. Bu takdirde Lemma 3.1.1’deki eşitlik

elde edilir.

Teorem 4.1.3 f ve g, [0,∞) aralığında integrallenebilen ve

m ≤ f(x) ≤M, k ≤ g(x) ≤ K; m,M, k,K ∈ R, x ∈ [a, b]. (4.1.17)

şartını sağlayan iki fonksiyon olsun. Bu takdirde Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parame-

trelerin şartları altında∣∣∣(εω,δ,r,q,cα,β,τ fg
)

(t; p)−
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

∣∣∣
≤

((
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)2

(M −m)(K − k) (4.1.18)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f ve g, Teorem 4.1.3 deki şartları sağlayan iki fonksiyon olsun.

H(s, l) = (f(s)− f(l)) (g(s)− g(l)) ; s, l ∈ (0, t), t > 0 (4.1.19)
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eşitliğini tanımlayalım. (4.1.19) eşitliği (t−s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t−s)α; p)(t− l)β−1Eδ,r,q,c

α,β,τ (ω(t−

l)α; p); s, l ∈ (0, t) ile çarpılıp (0, t) üzerinde s ve l’ye göre çift katlı integrali alınırsa∫ t

0

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)(t− l)β−1Eδ,r,q,c

α,β,τ (ω(t− l)α; p)H(s, l)dsdl

= 2
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ fg

)
(t; p)

−2
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p) (4.1.20)

elde edilir. Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa∫ t

0

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)(t− l)β−1Eδ,r,q,c

α,β,τ (ω(t− l)α; p)H(s, l)dsdl

=

∫ t

0

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)(t− l)β−1

×Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p) (f(s)− f(l)) (g(s)− g(l)) dsdl

≤

[∫ t

0

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)(t− l)β−1

×Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p) (f(s)− f(l))2 dsdl

]1/2

×

[∫ t

0

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)(t− l)β−1

×Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p) (g(s)− g(l))2 dsdl

]1/2

=

[∫ t

0

(∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)f 2(s)ds

−2

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)f(s)f(l)ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)f 2(l)ds

)
(t− l)β−1Eδ,r,q,c

α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl

]1/2

×

[∫ t

0

(∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)g2(s)ds

−2

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)g(s)g(l)ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)g2(l)ds

)
(t− l)β−1Eδ,r,q,c

α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl

]1/2

=

[(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl

−2
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)f(l)dl
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+
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)f 2(l)dl

]1/2

×

[(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g2

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)dl

−2
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)g(l)dl

+
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− l)α; p)g2(l)dl

]1/2

=

[
2
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2

)
(t; p)− 2

((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)2
]1/2

×
[
2
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g2

)
(t; p)− 2

((
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

)2
]1/2

bulunur. Yani[(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ fg

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

]2

≤
[(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2

)
(t; p)−

((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)2
]

×
[(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g2

)
(t; p)−

((
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

)2
]

(4.1.21)

eşitsizliği elde edilir.

(M − f(x)) (f(x)−m) ≥ 0 ve (K − g(x)) (g(x)− k) ≥ 0

olduğundan (
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m]

)
(t; p) ≥ 0,(

εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1
)

(t; p)
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ [K − g][g − k]

)
(t; p) ≥ 0

eşitsizlikleri yazılır. Lemma 4.1.1’den(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2

)
(t; p)−

((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)2

≤
(
M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)
×
((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)
(4.1.22)

ve (
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g2

)
(t; p)−

((
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

)2

≤
(
K
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

)
×
((
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)− k

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)
(4.1.23)
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yazılır. (4.1.21), (4.1.22) ve (4.1.23) eşitsizlikleri kullanılırsa[(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ fg

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

]2

≤
(
M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)
×
((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)
×
(
K
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

)
×
((
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)− k

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)
(4.1.24)

elde edilir. 4rs ≤ (r + s)2 r, s ∈ R temel eşitsizliği kullanılırsa

4
(
M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)
≤

((
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)(M −m)

)2

(4.1.25)

ve

4
(
K
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)− k

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)
≤

((
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)(K − k)

)2

(4.1.26)

eşitsizlikleri elde edilir. (4.1.24), (4.1.25) ve (4.1.26) eşitsizliklerinden istenilen sonuç elde

edilir.

Sonuç 4.1.4 (4.1.18) eşitsizliğinde parametrelerin farklı seçenekleri için

(i) p = 0 alınırsa [34]’de tanımlanan Salim-Faraj kesirli integral operatörü için Grüss

eşitsizliği,

(ii) τ = q = 1 alınırsa [30]’de Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve τ = q = 1 alınırsa [42]’da tanımlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa [29]’de tanımlanan Prabhakar kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.1.5 (4.1.18) eşitsizliğinde p = ω = 0 alınırsa (3.1.5)’deki Riemann-Liouville için

Grüss eşitsizliği elde edilir.
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Lemma 4.1.2 f ve g [0,∞) aralığında integrallenebilen iki fonksiyon olsun. Bu takdirde

Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parametrelerin şartları altında[(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ fg

)
(t; p) +

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ fg

)
(t; p)

−
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ g

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

]2

≤
[(

εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1
)

(t; p)
(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f 2

)
(t; p) +

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2

)
(t; p)

−2
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)

]
×
[(

εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1
)

(t; p)
(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ g2

)
(t; p) +

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g2

)
(t; p)

−2
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ g

)
(t; p)

]
(4.1.27)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Teorem 4.1.3 deki benzer yöntem kullanılarak (4.1.19) eşitliğinin her tarafı (t−

s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)(t− l)θ−1Eδ,r,q,c

α,θ,τ (ω(t− l)α; p); s, l ∈ (0, t) çarpılır ve (0, t) üzerinde

s ve l’ye göre çift katlı integrali alınır, ardından Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa

istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.6 (4.1.27) eşitsizliğinde p = ω = 0 alınırsa (3.1.6) eşitsizliği elde edilir.

Lemma 4.1.3 f , [0,∞) aralığında integrallenebilen (4.1.12) şartını sağlayan bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parametrelerin şartları altında(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f 2

)
(t; p) +

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2

)
(t; p)

−2
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)

=
(
M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

)
+
(
M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)
−
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ [M − f ][f −m]

)
(t; p)

−
(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m]

)
(t; p) (4.1.28)

eşitliği geçerlidir.

İspat. (4.1.15) eşitliği (t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p); l ∈ (0, t) ile çarpılır ve [0, t] üzerinde
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x’e göre integral alınırsa((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)∫ t

0

(M − f(l))(t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p)dl

+
(
M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)∫ t

0

(f(l)−m)(t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p)dl

−
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m]

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p)dl

−
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

∫ t

0

(M − f(l))(f(l)−m)(t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p)dl

=
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2

)
(t; p)

∫ t

0

(t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p)dl

+
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

∫ t

0

f 2(l)(t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p)dl

−2
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

∫ t

0

f(l)(t− l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t− l)α; p)dl

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 4.1.7 Lemma 4.1.3 ’de p = ω = 0 alalım. Bu takdirde (3.1.7) eşitliği elde edilir.

Teorem 4.1.4 f ve g, [0,∞) aralığında integrallenebilen iki fonksiyon olsun. Bu takdirde

Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parametrelerin şartları altında[(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ fg

)
(t; p) +

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ fg

)
(t; p)

−
(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ g

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ g

)
(t; p)

]2

(4.1.29)

≤
[(

M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

)
+
(
M
(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)−m

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)]
×
[(

K
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)− k

(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

)
+
(
K
(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)−

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ f

)
(t; p)

)((
εω,δ,r,q,cα,β,τ f

)
(t; p)− k

(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

)]
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (M − f(x)) (f(x)−m) ≥ 0 ve (K − g(x)) (g(x)− k) ≥ 0 olduğundan

−
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ [M − f ][f −m]

)
(t; p)

−
(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ [M − f ][f −m]

)
(t; p) ≤ 0 (4.1.30)
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ve

−
(
εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,θ,τ [K − g][g − k]

)
(t; p)

−
(
εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1

)
(t; p)

(
εω,δ,r,q,cα,β,τ [K − g][g − k]

)
(t; p) ≤ 0 (4.1.31)

eşitsizlikleri yazılır. f ve g için Lemma 4.1.2, Lemma 4.1.3 ve (4.1.30), (4.1.31) eşitsizlikleri

kullanılarak (4.1.29) eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.1.8 (4.1.29) eşitsizliğinde parametrelerin farklı seçenekleri için

(i) p = 0 alınırsa [34]’de tanımlanan Salim-Faraj kesirli integral operatörü için Grüss

eşitsizliği,

(ii) τ = q = 1 alınırsa [30]’de Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve τ = q = 1 alınırsa [42]’da tanımlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa [29]’de tanımlanan Prabhakar kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.1.9 (4.1.29)’da p = ω = 0 alınırsa (3.1.8)’deki Riemann-Liouville kesirli inte-

grali için Grüss eşitsizliği elde edilir.

Teorem 4.1.5 f , ϕ1 ve ϕ2, [0,∞) aralığında integrallenebilen

ϕ1(t) ≤ f(t) ≤ ϕ2(t) ∀t ∈ [0,∞) (4.1.32)

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonlar olsun. Bu takdirde Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki paramet-

relerin şartları altında

(εω,δ,r,q,cα,θ,τ ϕ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t; p)

≥ (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ϕ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t; p) (4.1.33)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. (4.1.32) eşitsizliğinden, her s ≥ 0, l ≥ 0 için

(ϕ2(s)− f(s)) (f(l)− ϕ1(l)) ≥ 0
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elde edilir. Buradan

ϕ2(s)f(l) + ϕ1(l)f(s) ≥ ϕ1(l)ϕ2(s) + f(s)f(l) (4.1.34)

yazılır. (4.1.34) eşitsizliğinin her iki tarafı (t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p), s ∈ (0, t), t > 0

ile çarpılır ve (0, t) üzerinde s’ye göre integral alınırsa

f(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t; p) + ϕ1(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)

≥ ϕ1(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t; p) + f(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p) (4.1.35)

eşitsizliği elde edilir. (4.1.35) eşitsizliğinin her iki tarafı (t − l)θ−1Eδ,r,q,c
α,θ,τ (ω(t − l)α; p)

l ∈ (0, t), t > 0 ile çarpılır ve (0, t) üzerinde l’ye göre integral alınırsa

(εω,δ,r,q,cα,θ,τ ϕ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t; p)

≥ (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ϕ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t; p)

eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.1.10 f , t ∈ [0,∞) ve m,M ∈ R olmak üzere m ≤ f(t) ≤ M şartını sağlayan

[0,∞) aralığında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. t > 0 ve Tanım 4.1.7’nın hipotezin-

deki parametrelerin şartları altında

m(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p) +M(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t; p)

≥ mM(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t; p)

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.1.11 (4.1.33) eşitsizliğinde parametrelerin farklı seçenekleri için

(i) p = 0 alınırsa [34]’de tanımlanan Salim-Faraj kesirli integral operatörü için Grüss

eşitsizliği,

(ii) τ = q = 1 alınırsa [30]’de Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve τ = q = 1 alınırsa [42]’da tanımlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa [29]’de tanımlanan Prabhakar kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği elde edilir.
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Sonuç 4.1.12 (4.1.33) ’de p = ω = 0 alınırsa (3.1.10)’deki Riemann-Liouville kesirli

integrali için Grüss eşitsizliği elde edilir.

Teorem 4.1.6 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun. (4.1.32)

şartını ve ayrıca [0,∞) aralığında integrallenebilen ψ1 ve ψ2 fonksiyonları

ψ1(t) ≤ g(t) ≤ ψ2(t), ∀t ∈ [0,∞) (4.1.36)

şartını sağlasın. Bu takdirde Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parametrelerin şartları altında

(a) (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p) (4.1.37)

≥ (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p),

(b) (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t, p)

≥ (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ2)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t, p),

(c) (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ2)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p)

≥ (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p),

(d) (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ1)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p)

≥ (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

eşitsizlikleri geçerlidir.

İspat. (a): (4.1.32) ve (4.1.36) eşitsizlikleri yardımıyla her t ∈ [0,∞) için

(ϕ2(s)− f(s)) (g(l)− ψ1(l)) ≥ 0

yani

ϕ2(s)g(l) + ψ1(l)f(s) ≥ ψ1(l)ϕ2(s) + f(s)g(l) (4.1.38)

yazılır. (4.1.38) eşitsizliğinin her iki tarafı s ∈ (0, t) olmak üzere (t − s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t −

s)α; p) ile çarpılır ve (0, t) üzerinde s’ye göre integral alınırsa

g(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p) + ψ1(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

≥ ψ1(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p) + g(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p) (4.1.39)

elde edilir. Daha sonra (4.1.39) eşitsizliğinin her iki tarafı l ∈ (0, t) olmak üzere (t −
l)θ−1Eδ,r,q,c

α,θ,τ (ω(t− l)α; p) ile çarpılır ve (0, t) üzerinde l’ye göre integral alınırsa

(εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p)

≥ (εω,δ,r,q,cα,θ,τ ψ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p) (4.1.40)
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elde edilir. Benzer şekilde

(b) (ψ2(s)− g(s)) (f(l)− ϕ1(l)) ≥ 0,

(c) (ϕ2(s)− f(s)) (g(l)− ψ2(l)) ≤ 0,

(d) (ϕ1(s)− f(s)) (g(l)− ψ1(l)) ≤ 0

eşitsizlikleri kullanılarak (b), (c), (d) ispatlanır.

Sonuç 4.1.13 f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon ve m,M, k,K ∈ R

olmak üzere

m ≤ f(t) ≤M, k ≤ g(t) ≤ K, ∀t ∈ [0,∞)

olsun. Bu takdirde Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parametrelerin şartları altında

(a1) k(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p) +M(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p)

≥ kM(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p),

(b1) m(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p) +K(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t, p)

≥ mK(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,θ,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p),

(c1) MK(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p)

≥M(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p) +K(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p),

(d1) mk(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p)

≥ m(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,θ,τ g)(t, p) + k(εω,δ,r,q,c0+,α,θ,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

eşitsizlikleri elde edilir.

Sonuç 4.1.14 (4.1.37) eşitsizliğinde parametrelerin farklı seçenekleri için

(i) p = 0 alınırsa [34]’de tanımlanan Salim-Faraj kesirli integral operatörü için Grüss

eşitsizliği,

(ii) τ = q = 1 alınırsa [30]’de Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve τ = q = 1 alınırsa [42]’da tanımlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa [29]’de tanımlanan Prabhakar kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği elde edilir.
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Sonuç 4.1.15 (4.1.37) eşitsizliğinde p = ω = 0 alınırsa (3.1.12) eşitsizliği elde edilir.

Lemma 4.1.4 f , ϕ1 ve ϕ2, [0,∞) aralığında integrallenebilen fonksiyonlar olsun. (4.1.32)

şartı sağlansın. Bu takdirde t > 0 ve Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parametrelerin şartları

altında

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t, p)−
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)
)2

=
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)
)(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)
)

−(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ [ϕ2 − f ][f − ϕ1])(t, p)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

+(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1ϕ2)(t, p) (4.1.41)

eşitliği geçerlidir.

İspat. Herhangi s > 0 ve l > 0 için

(ϕ2(l)− f(l)) (f(s)− ϕ1(s)) + (ϕ2(s)− f(s)) (f(l)− ϕ1(l))

− (ϕ2(s)− f(s)) (f(s)− ϕ1(s))− (ϕ2(l)− f(l)) (f(l)− ϕ1(l))

= f 2(s) + f 2(l)− 2f(s)f(l) + ϕ2(l)f(s) + ϕ1(s)f(l)− ϕ1(s)ϕ2(l)

+ϕ2(s)f(l) + ϕ1(l).f(s)− ϕ1(l)ϕ2(s)− ϕ2(s)f(s) + ϕ1(s)ϕ2(s)− ϕ1(s)f(s)

−ϕ2(l)f(l) + ϕ1(l)ϕ2(l)− ϕ1(l)f(l) (4.1.42)

yazılır. (4.1.42) eşitliğinin her iki tarafı s ∈ (0, t), t > 0 olmak üzere (t−s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t−

s)α; p) ile çarpılır ve (0, t) üzerinde s’ye göre integral alınırsa

(ϕ2(l)− f(l))
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)
)

+
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)
)

(f(l)− ϕ1(l))

−
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ [ϕ2 − f ][f − ϕ1])(t, p)
)
− (ϕ2(l)− f(l)) (f(l)− ϕ1(l)) (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

= (εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t, p) + f 2(l)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)− 2f(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

+ϕ2(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p) + f(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)− ϕ2(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)

+f(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p) + ϕ1(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)− ϕ1(l)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)

−(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2f)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1f)(t, p)

−ϕ2(l)f(l)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p) + ϕ1(l)ϕ2(l)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

−ϕ1(l)f(l)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p) (4.1.43)
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elde edilir. (4.1.43) eşitliğinin her iki tarafı l ∈ (0, t), t > 0 olmak üzere (t−l)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t−

s)α; p) ile çarpılır ve (0, t) üzerinde l’ye göre integral alınırsa(
(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

)(
(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)

)
+
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)
)(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)
)

−(εω,δ,r,q,cα,β,τ [ϕ2 − f ][f − ϕ1])(t, p)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

−(εω,δ,r,q,cα,β,τ [ϕ2 − f ][f − ϕ1])(t, p)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

(εω,δ,r,q,cα,β,τ [ϕ2 − f ][f − ϕ1])(t, p)(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)

= (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t, p) + (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t, p)

−2(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

+(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)

+(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p) + (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

−(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2f)(t, p)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1f)(t, p)

−(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2f)(t, p) + (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1ϕ2)(t, p)

−(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1f)(t, p)

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.1.16 Lemma 4.1.4’da p = ω = 0 alalım. Bu takdirde (3.1.13) eşitliği elde edilir.

Teorem 4.1.7 f ve g [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon, ϕ1, ϕ2, ψ1 ve ψ2

(4.1.32) ve (4.1.36) şartlarını sağlayan [0,∞) aralığında dört integrallenebilen fonksiyon

olsun. Bu takdirde her t > 0 ve Tanım 4.1.7’nın hipotezindeki parametrelerin şartları

altında ∣∣∣(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ fg)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)
∣∣∣

≤
√
T (f, ϕ1, ϕ2)T (g, ψ1, ψ2) (4.1.44)

eşitsizliği geçerlidir. Burada T (u, v, w)

T (u, v, w) =
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ w)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ u)(t, p)
)(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ u)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ v)(t, p)
)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ vu)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ v)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ u)(t, p)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ wu)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ w)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ u)(t, p)

+(εω,δ,r,q,cα,β,τ v)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ w)(t, p)− (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ vw)(t, p)

şeklinde tanımlanır.

45



İspat. f ve g, [0,∞) aralığında iki integrallenebilen fonksiyon olsun ve (4.1.32) ve

(4.1.36) şartları sağlansın.

H(s, l) = (f(s)− f(l)) (g(s)− g(l)) , s, l ∈ (0, t), t > 0 (4.1.45)

eşitliğini tanımlayalım. (4.1.45) eşitliğinin her iki tarafı s, l ∈ (0, t), t > 0 olmak üzere

(t − s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t − s)α; p)(t − l)β−1Eδ,r,q,c

α,β,τ (ω(t − l)α; p) ile çarpılır ve (0, t) üzerinde s

ve l’ye göre çift katlı integrali alınırsa

1

2

∫ t

0

∫ t

0

(t− s)β−1Eδ,r,q,c
α,β,τ (ω(t− s)α; p)(t− l)β−1Eδ,r,q,c

α,β,τ (ω(t− l)α; p)H(s, l)dsdl

= (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ fg)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p) (4.1.46)

elde edilir. (4.1.46) için Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa(
(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ fg)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)

)2

≤
(

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t, p)−
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)
)2
)

×
(

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g2)(t, p)−
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)
)2
)

(4.1.47)

elde edilir. (ϕ2(t)− f(t)) (f(t)− ϕ1(t)) ≥ 0 ve (ψ2(t)− g(t)) (g(t)− ψ1(t)) ≥ 0 olduğundan

t ∈ [0,∞) için

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ [ϕ2 − f ][f − ϕ1])(t, p)
)
≥ 0,

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ [ψ2 − g][g − ψ1])(t, p)
)
≥ 0

olur. Lemma 4.1.4 yardımıyla

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f 2)(t, p)−
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)
)2

≤
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)
)(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)
)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1f)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2f)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ f)(t, p)

+(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ϕ1ϕ2)(t, p)

= T (f, ϕ1, ϕ2) (4.1.48)
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ve

(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g2)(t, p)−
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)
)2

≤
(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)
)(

(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ1)(t, p)
)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ1g)(t, p)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)

+(εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ2g)− (εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ2)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ g)(t, p)

+(εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ1)(t, p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ2)(t, p)− (εω,δ,r,q,c0+,α,β,τ1)(t; p)(εω,δ,r,q,cα,β,τ ψ1ψ2)(t, p)

= T (g, ψ1, ψ2) (4.1.49)

yazılır. (4.1.47), (4.1.48) ve (4.1.49) yardımıyla (4.1.44) eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.1.17 (4.1.44) eşitsizliğinde parametrelerin farklı seçenekleri için

(i) p = 0 alınırsa [34]’de tanımlanan Salim-Faraj kesirli integral operatörü için Grüss

eşitsizliği,

(ii) τ = q = 1 alınırsa [30]’de Rahman ve arkadaşları tarafından tanımlanan kesirli

integral operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iii) p = 0 ve τ = q = 1 alınırsa [42]’da tanımlanan Srivastava-Tomovski kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği,

(iv) p = 0 ve τ = r = q = 1 alınırsa [29]’de tanımlanan Prabhakar kesirli integral

operatörü için Grüss eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.1.18 (4.1.44)’de p = ω = 0 alınırsa, (3.1.14)’deki Riemann-Liouville kesirli

integrali için Grüss eşitsizliği elde edilir.
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ

Araştırmanın temelini oluşturan dördüncü bölümde, ilk olarak genelleştirilmiş Mittag-

Leffler fonksiyonunu içeren kesirli integral operatörü için yeni Grüss tipli eşitsizlikler

elde edilmiştir. Elde edilen yeni sonuçların literatürde elde edilmiş olan sonuçların bir

genelleştirmesi olduğu görülmüştür. Elde edilen bu yeni sonuçlar iki farklı makale olarak

hazırlanmıştır. Bu makalelerden birincisi “Grüss type inequalities for fractional integral

operator involving the extended generalized Mittag-Leffler function” başlıklı çalışmada

“International Conference on Mathematics and Related Sciences 2019 (ICMRS 2019)”

isimli uluslararası konferansta sözlü bildiri olarak sunulmuştur. İkincisi “A new gener-

alization of Grüss type inequality via extended generalized fractional integrals” başlıklı

çalışmada “International Conference on Mathematics and Related Sciences 2019 (ICMRS

2019)” isimli uluslararası konferansta sözlü bildiri olarak sunulmuştur ve tam metin olarak

basılmıştır. Konuyla ilgilenen araştırmacılar bu tezde verilen yöntemlerden ve sonuçlardan

faydalanarak bu tezde kullanılmayan kesirli integral operatörleri için yeni Grüss tipli

eşitsizlikler elde edebilirler.
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Universidad del Zulia, Vol. 19, No. l, 17-22.

[11] Dahmani, Z., Tabharit, L. & Taf, S. (2010). New generalisations of Grüss inequality

using Riemann-Liouville fractional integrals. Bulletin of Mathematical Analysis and

Applications, 2(3), 93-99.

49



[12] Diaz, R. & Pariguan, E. (2007). On hypergeometric functions and pochhammer
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