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Bu tez ¢alismasi bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde ¢alismanin
amacindan bahsedilerek bir giris verilmistir. ikinci béliimde ¢alismamizda gerekli
olacak temel tanimlar, teoremler ve genel bilgiler ifade edilmistir. Uglincii blimde
parcali lineer modellerde tahmin edicilerin bazi ayrisimlarindan s6z edilmistir.
Alisilmis en kiiciik kareler tahmin edicisilOLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin
ediciler(BLUE) incelenerek bunlar arasindaki iliskiler detaylica incelenmistir. Pargali
lineer modelerde modeldeki tahmin ediciler ile daha kigik modellerdeki tahmin
ediciler arasindaki iliskiler ele alinmistir. Ayrica genel lineer model ve kisitlamali
lineer model altindaki OLSE ve BLUE tahmin edicileri arasindaki iligkiler
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informations are expressed. In the third chapter, it is talked about some decompositions
of estimators under a Partitioned Linear Model. Ordinary least squares estimators
(OLSE) and best linear unbiased estimators (BLUE) and relations between them are
considered with detailed. The equalities of estimations under a general partitioned
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1. GIRIS

Gunlimuzde matris teorisi, teorik matematik, istatistik, sosyoloji, kimya, fizik egitimi
ve elektrik mithendisligi gibi ¢esitli teknik alanlar i¢inde gerekli matematiksel temel
bilginin ayrilmaz bir pargasi haline gelmistir. Matris hesabi, 19. yiizy1l ortalarindan
beri bilinmektedir. Ingiliz matematik¢i Sylvester, 1850 yilinda ‘matris’ kavrammni
kullanmistir. 1853 yilinda Ingiliz bilgini Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’
isimli eserinde matrislerin bazi 6zelliklerinden faydalanmis fakat matris ismini henuiz
kullanmamustir. Yine bir Ingiliz matematikgisi olan Cavley, 1858 yilinda zamanida
¢ok meshur olan ‘Memorie on the Theory of Matrices’ isimli ¢alismasinda matris
cebirinin temel esaslarini ortaya koymustur. Daha sonralar1 Fransiz Laguerre ve

Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler Gzerinde galismislardir.

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore(1920, 1935) tarafindan
ortaya atilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu konuda herhangi bir
sistematik ¢alismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, Onceki c¢alismalardan
habersiz olarak, Penrose(1955, 1956) biraz farkl bir yoldan Moore tarafindan verilen
invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayni zamanlarda yasayan bilim
adamlarindan birisi olan Rao(1965) tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve
Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlarin tiimiinii saglamamaktadir. Bu nedenle bu
invers, Moore—Penrose inversten farklidir. Rao, daha sonraki ¢alismalarmda, lineer
denklemlerle ilgili problemlerinin ¢6ziiminde yeterli olacak ve Moore ve Penrose’
un vermis oldugu tanimdan daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers,
bir genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1
Rao(1965)’ nun birgok ¢alismasmda yer almustir. Genellestirilmis inverslerle ilgili
sistematik gelismeler ve onlarin gesitli uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices

and Its Applications (Wiley, 1971) adli kitapta verilmistir.

Matris ranki hakkinda iyi bilinen bir gercek sudur: Ayni mertebeden iki 4 ve B
matrisinin benzer, yani UAV = B olacak sekilde iki tersinir U ve V¥ matrisinin
mevcut olmast i¢in gerek ve yeter sart r(4) =r(B) olmasidir. Bir matrisin
situnlarmm veya satirlarmm dogrusal bagimsizligini belirlemek i¢in en basit
yontem, matrisin elementer matris iglemleri ile satir veya siitun eselon formlarina

indirgenmesidir.



Teorik olarak, idempotent matrislerden olusan herhangi bir matris ifadesi igin, bu
ifade ile iligkili baz1 rank esitlikleri kurulabilir. Bu rank esitliklerinden, bu ifadenin
bazi temel Ozellikler elde edilebilir. Rank formiilleri, ¢esitli blok matrisler ve

elementer blok matris islemleri ile olusturulabilir. Baz1 sonuglar asagida verilmistir:

1, .4]_ [Im 0 ]_ [I,,,,—AB cn]
"le 1™ "lo 1,-BAlTTL o I
D —AB] _, [!m 0 ] _, [u I, —AB]
¥:; 0 0 B —BAB B 0
A Aﬂ]zr[ﬂ 0 ]zr[ﬂ—ﬂﬁﬂ D]_
BA B 0 B—BAB 0 B

Son yillarda, bu yontemle birgok yeni ve 6nemli rank esitlikleri elde edilmis ve bu

rank esitliklerinden bir¢ok sonug ¢ikarilmistir.

Y g6zlemlerin nx1 mertebeli vektoru (rasgele vektor), X: nxp (n< p) mertebeli bilinen
sayilarin matrisi, £ px1 mertebeli bilinmeyen parametrelerin vektori, = ise nx1,
rasgele degiskenlerin gdzlenebilir olmayan bir vektoru dyle ki E(s)=0, Cov(s)=E,

olmak lizere bunlar arasinda,
V =X+
biciminde varsayilan bagintiya bir lineer model veya lineer regresyon modeli denir.

Bu model pek cok 6zel durumlara sahiptir. Bu durumlar, = rasgele vektorinin

dagilimina ve kovaryans matrisine; X katsayr matrisinin yapisina ve rankina baghdur.

Aksi belirtilmedikge, r(X)=p oldugunu kabul edecegiz, yani modelimizdeki X matrisi
tam siitun rankl bir matris olacaktir. £ hata vektorinun dagilimi hakkinda asagidaki

U¢ durumu goz 6niine alacagiz:
1. Durum: e~ N(0,6°1)
2. Durum: £ bilinmeyen bir dagilima sahiptir ve E(£)=0 Cov(g)= >/ dir.
3. Durum: Cov(g) = ¢V, V bilinen pozitif definit bir matristir.

Birinci durumda her bir £, , 0 ortalamali bilinmeyen o* varyansh normal dagilima
sahiptir ve &, i=12,...,N ler bagimsizdir. ikinci durumda, her bir £, nin beklenen

degeri sifir ise, =, ler iliskisiz ve &, ler bilinmeyen ortak o= varyansina sahiptirler.



Birinci ve ikinci durumdaki varsayimlar altindaki modellere Gauss - Markov modeli
denir. ikinci durumdaki modellere ise bazen en kiigilk kareler modelleri denir. Hata

terimi normal dagilimli oldugunda modellere hipotez modelleri de denir.

¥ = Xf+e lineer modelinde Xg ¢arpimina modelin deterministik kismi, Y ve e
vektorlerine ise modelin stokastik kismi denir. Y vektorii bagimli degisken, tepki
degiskeni, agiklanan degisken denen bir rastgele degisken ile ilgili gozlemlerin
vektorudir. X matrisine tasarim matrisi, aciklayict degiskenlerin matrisi, bagimli
degiskenlerin gbzlem matrisi gibi isimler verilmektedir. e vektorine ise hata vektor
denmektedir. Gergek diinyadaki olaylarm lineer model olarak modellenmesi
sirasinda Y, X, B ve £ ¢ok degisik sekilde anlamlandirilmaktadir. Baz1 modellerde Y

iiretim miktari, bazilarinda boy uzunlugu, bazilarinda bir ekonomik degisken olabilir.

Dogrusal hareket eden, g, hizi ile hareketine baslayan ve ivmesi £, olan bir cismin

zamana (t ye) bagl olarak aldig: yol miktar1 S, S = g, + B,t formuli ile verilir. Boyle

bir hareket yapan bir cismin hareket hizin1 ve ivmesini "belirlemek™ istedigimizi ve
daha sonra belli bir zamanda aldigi yol miktarin1 bilmek istedigimizi dustinelim.

Bizim sectigimiz belli t,, i=12,...,N zamanlarinda yol uzunluklarint gézlemlemeye

kalkistigimizda Olctimlerdeki hatalardan dolayr s, i=12,..,N gbzlemleri igin

S.=p,+Byt; + £, 1=12,..,N gibi bir model dusinmemiz uygun gérinmektedir.

5, 1 t, £q
1-’ = = , X = = , = = , ﬂ = |:ﬂ0i|
5 1 E ﬁl ol
N a1 P d pr N1

gosterimleri alt1 nda yukarida sdylenenler,
V=XB+=

lineer modeli olarak ifade edilmektedir. Bu modelde Y go6zlem vektorindeki
gOzlemleri veren aciklayici(bagimli) degiskeni Y harfi, X matrisinin ikinci
sttunundaki gozlemler (bunlarin hatasiz olarak gozlendigini kabul ettik) ile ilgili

bagimsiz degiskeni X harfi ve hatay: da £ harfi ile gosterirsek aralarindaki bagint,

Y=[o+ BX +e

bicimindedir.



Ikinci bir ornek olarak, belli bir tir elmadaki meyve suyu miktarini elmanin
agirhgina bagh olarak incelemeyi distnelim. Gercekte bir elmadaki meyve suyu
miktar1 sadece elmanin agirligina bagli degildir, ama agirhik ile meyve suyu arasinda
bir fonksiyonel bagintinin (bilinmeyen parametrelere gore lineer bir ifade olabilir)
varligint kabul edip gd6zlemlerin bunu dogrulayip dogrulamadigini, gézlemlerden
¢ikip bir bagintinin bulunmasini ve bunlarin neticesinde agirhiga bagl olarak meyve
suyu miktarini "belirlemeyi" (tahmin etmeyi) dustinebiliriz. Bu 6rnekteki agiklayici
degisken olan elmanin agirlig: ile agiklanan (bagimli) degisken olan elmadaki meyve
suyu miktary birer rasgele degiskendir. Agirligi X, meyve suyu miktarini Y ile

gosterirsek X ile Y degiskeninin bir ortak dagilimi s6z konusu olacaktir.
E(Y1.X=1x)=g(x)

ifadesine Y nin X Uzerindeki regresyon denklemi dendigini ve X ile Y degiskeninin

ortak dagilimi normal oldugunda bunun,
E(Y1X=x)=f,+Bx

biciminde oldugunu hatirlatalim. Bu takdirde (X, Y) iki boyutlu rasgele degiskeninin

dagihmindan N birimlik érneklem, (X;,¥;) i=12,...,N olmak lzere,

Ifi:ﬂ0+ﬁl‘ri+£i ' i:112|'--1N EE'MN(D,SEIJ

veya
¥, 1 X, £y
Y = - ] X = - ] £ = - 1] ﬁ = |: l}:|
- Bl
Yy Nxl 1 Xy N2 En

goOsterimi altinda,
Y = XB+e, e~ N(0g°1),
modeline bir basit lineer regresyon modeli denir.

Lineer regresyon modelleri de Lineer Modeller cercevesinde disunulebilir. X ile Y
rasgele degiskenleri arasinda bir ortak dagihm distinmeden sadece Y bagimh

degisken ile ilgili gozlemlere dayal: olarak,

Y,= B+ ByX, + 5, 1=12,.,N



biciminde bir ifade s6z konusu oldugunda modele basit lineer model denir.

Elmanin agirhig: X degiskeni ile elmadaki meyve suyu miktar1 Y degiskeninin ortak
dagilimi normal olmayabilir. Amacimiz X degiskeninin g0zlenen degerine bagl

olarak Y degiskeninin g6zlenen degerini 6n goérmek oldugunda,
=B, + B X, +¢,1=12.,N

biciminde bir lineer model s6z konusudur. Bu durumda e hata terimi, birinci
ornekteki yol uzunlugunun 6lgulmesi sirasindaki hataya benzer bir hatay: icermekle
birlikte, X degiskeninin belli bir degeri igin Y degiskenindeki rastgeleligi ve ayrica

model belirlemesindeki hatay: da icermektedir.

Bir lineer modelde aciklayici degisken sayis1 birden ¢ok oldugunda bu modele ¢oklu
lineer model (multiple linear model) denir. Bir modelde bagimli degisken birden ¢ok

oldugunda modele ¢ok degiskenli model (multivariate model) denir.

Sicaklik ile basincin, sertlik tzerindeki etkisinin fonksiyon biciminde bir bagint: ile
ifade edilip edilemeyecegi, bu bagintinin bi¢ciminin ne olacagi veya sicaklik ile
basing degiskenlerinin sertligi ne derece etkileyip etkilemedigi gibi sorunlar ilk
olarak metalrji biliminin sorunlaridir. Metalurji biliminin kanunlarina gore sicaklik
ile basincin sertlik Uzerindeki etkisi tam olarak belirlenmis olabilir, baginti bigimsel
olarak belirlenmis ancak icinde bilinmeyen katsayilar vardir veya aralarinda bir
bagint1 var ama ne oldugu belirlenmemis olabilir. ilk durumda istatistikginin
yapacag: fazla bir sey kalmamistir. Belki belirlenmis olan modelin gecerliliginin
sinanmasinda yardimei olabilir. ikinci ve dclincti durumlarda istatistikgiye 6nemli
gorevler dismektedir. Amag belirlendikten sonra (Ornegin bu amag hangi sicaklik ve
basingta malzemenin sertligi maksimum olmaktadir olabilir) gézlemlerin alinacag:
en iyi deney tasariminin ve ardindan istatistiksel sonu¢ ¢ikarimi yapilmasi istatistik

biliminin sorunudur.

ikinci bir 6rnek olarak belli bir m isir tiriinin verimini incelemeyi dustnelim.
Verim, toprak ve hava ile ilgili birgok tabiat sart1 yaninda sulama, gubreleme, topragi
isleme gibi baz1 etkenlere baglidir. Modelleme sirasinda, ¢cok karma sik olan gercek
dunyadaki iliskilerden bazilarin1 ihmal ederek, verim (Y) icin toplam yagis miktar1

(x,), sicaklik ortalamasi (bitkinin yetismesi boyunca her giin bir defa olguleri



sicakliklarin ortalamas: (x,), giibre miktar: (X;), bir metrekaredeki bitki sayisina

(X,) baglh olarak,
v=F+ X5 + X B+ X8, + X, B, +=

gibi bir modelin gecerli oldugunu varsayalim. Gerek modelin gecerliliginin
sinanmasi, gerekse gegerli olacak bir modelde a¢ iklayici degiskenlerin etkilerinin,
yani parametrelerin tahmin edilmesi amaciyla yapilacak arastirmada veri toplama
safhas1 uygulamada pek kolay olmayacaktir. Modeldeki yagis miktari1 ve sicaklik
ortalamasi ile ilgili agiklayici degiskenler birer rasgele degiskendir, guibre miktari ile
ilgili agiklayic1 degisken bir deterministik degisken olarak gorilebilir. Agiklayict
degiskenlerin birer rasgele degisken olup olmamasina bakmaksizin, bundan sonra a¢
iklayict degiskenler ile ilgili X matrisini, gozlem degerlerinin bir matrisi, yani

sabitlerin bir matrisi olarak diistinecegiz.



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 Bir K cismi tzerinde n bilinmeyenli m tane lineer denklemden olusan
bir denklem sistemi, genel olarak,
i=1 0% =b;,1=i=m

biciminde tanimlanir, burada x;, 1 < j = n, ler bilinmeyenleri, a;;, 1 <i<m ler

Bir
m.n tane Katsayilar1 ve b, ler de bilinen sayilar1 gostermektedir. Bu denklem
sistemi acik bi¢cimde yazilirsa

@y Xy +apx; + ot a,x, = by

Gy Xy + @ypXp + o+ ag,x, = b,

] + s + Opn Xy = bu

elde edilir. Bu denklem sisteminin matris formunda gosterimi ise

ygeya - CIJ_”
oyslan o
aml’ m2 o By

seklindedir (Hacisalihoglu, 1977).

Tamim 2.1.2 i) K bir cisim olsun. m,neN ve 1<i <m, 1<) <n olmak lzere bitln

(i,)) swrali ikililerinin kiimesi 4 = W x M olsun. f: 4 — K fonksiyonu
(i.j) — f(i.j) = a;

olarak tanimlansin. a;; € K olacak sekilde secilen m.n tane elemanin olusturdugu

say1 tablosuna I cismi tzerinde tanimli m x n tipinde bir matris denir.

@1y Q12 e Gy
aﬂ' ﬂﬂﬂ ew aﬂ

A=|"® Tz o in (2.1)
a:l:nl ﬂ'm 2 e a’mn

matrisi kisaca 4 = [a; }-] y seklinde gosterilir. Her bir (i,j), 1<i<m, 1 <j<n
mxn

ikilisine karsilik gelen a;; elemanina A matrisinin (i, j)-yinci bileseni denir.



i) mxn tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi Uzerinden secilen butin

A =[a;] _ matrislerinin kiimesi KT veya K™*" ile gosterilir.
M XN

i) 4 = [“f;‘] ve B = [bi}-] m ¥ n tipinde iki matris olmak tizere, eger her (i, ;) i¢in

a,. =b

ij=Db;, 1=i<m vel<j<n iseAveB matrislerine esit matrisler denir.

iv) A = [a;;] m x n tipinde bir matris olmak Uzere, her bir a,; eleman sifira esitse A

matrisine sifir matris denir.

V) A = [a;;] ve B = [b;;] matrisleri m x n tipinde olmak tizere, A ve B matrislerinin

toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup

7T ™ T
. —
+: 1 X 1 1

(4,B) = A+ B = [a;] +[b,]

a;; +byy agp by, e Qg by,
A+B =0 Thy ay++b, e @gy by,
CI:11-11 + bml ﬂ’mf + bmi ﬂ'mn + bmu

seklinde tanimlanir.

Vi) ¢ € K bir skaler olmak Uzere cA € K" matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

1

matristir. Bagka bir deyisle

.:Kx :'J"I_:‘ ™

1 1

Cilyy Ctlyq e Ol

[ Cllan v Oy
(c,A) mcA=|" 2 ~ 2 7 “ron

C."ﬂ’ml C‘ﬂ',m: camn

olur.
vii) A = [a;;] € KT ve B = [b;] € K olmak lzere, 4 ve B matrislerinin carpimu
¢ =g }-] € K" seklinde bir matris olup
o KD X KE — K
(4,B) = AB=C

[ai}-]. [bi}-] = [ci}-] = aikbk}-], 1=i=m, 1<j=<n



seklinde, yani

(.ﬂ’llbll + -+ ﬂ'lpbpl) [ﬂ'llblu + -+ alp bpu)
A.B =
[amlbll +--+ ﬂ'mpbpl) [ﬂ’mlbln + -+ amp bp:'z)
olarak tanimlanir. Bu durumda matris carpiminin tanimli olabilmesi igin birinci

matrisin siitun sayisi, ikinci matrisin satir sayisina esit olmalidir. Uygun 4 ve B

matrislerinin carpim1 A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.1.3 Eger KK = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, I cismi (zerinde
tanimli m % n tipindeki 4 matrisine bir reel matris ve K = C, kompleks sayilar

kiimesi olarak alinirsa, A matrisine bir kompleks matris denir (Branson R., 1999).

Tamm 2.1.4 i) Bir 4 = [a,] matrisinde m = n ise, yani satir sayis1 siitun

mxn

sayisina esitse, 4 matrisine kare matris denir. Bu durumda

G G2 - Oy
aﬂ' aﬂﬂ W aﬂ

A=|"2 "o o Tin (2.2)
a’ul auf e CT':lz:lz

kare matrisinde ay,, a,,, ..., a,,elemanlarma kosegen (esas kosegen) elemanlar:

denir.

i) Bir 4 = [a:i. j] kare matrisinin kosegen elemanlar1 disindaki tiim elemanlari

nxn

sifir ise bu matrise kosegen matris denir ve 4 = Kés{a,,, a,,, ... ,a,,,} ile gosterilir.
iii) Bir kdsegen matriste a,,, a,,, ..., a,, =k, k € K ise matrise skaler matris denir.

iv) Kosegen elemanlari 1 ve diger elemanlar1 0 olan n x n tipindeki bir matrise birim

matris denir ve

1 - III]
0 - 1

seklinde gosterilir. Herhangi bir 4 € K matrisi igin, I,,4 = AI, = A olur.

't m

n

V) A= [ai }-] matrisinden ayni numarah satirlar ve siitunlar kendi aralarinda yer
1

m X1

degistirilerek elde edilen A” = [a,;] = matrisine A matrisinin transpozu denir.

nxm



Buna gore A ve B uygun matrisler olmak tizere
(A+B)"=AT + BT ve (4B)T =BTAT
esitlikleri saglanir.

vi) 4 bir reel kare matris olmak lzere AT = A4 ise, A matrisine simetrik matris denir.

vii) A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagntis1 varsa, bu matrislere

degismeli matrisler denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.1 Bir K cismi iizerinde tanimlanan m x n tipindeki tim matrislerin
kimesi K" olsun. Herhangi 4,B,C € K" matrisleri ve herhangi k, k, € K
skalerleri igin

i) (A+B)+C=A4A+(B+C)

i) A+0=4

i) A44+(-4)=0

ivVyA+B=B+4

V) k,(A+ B)=k,A+k,B

Vi) (ky +k,)A =k, A+ kA

vii)  (kyky)A=ky(k;)A

viii) 1.4A=4ve 0.LA=0

ozellikleri saglanir (Hacisalihoglu H.H., 1977).
Tamm 2.1.5 i) {1,2,...n} kiimesinin kendisi Uzerine bir birebir ve Orten bagintisi
veya es deger olarak 1,2,..m sayillarmin yeniden bir sralanmasma {1,2,...n}

kiimesinin bir & permitasyonu denir. Boyle bir permditasyon,
/1 2 ..om
7= [fi J R J'u)
veya
0 = Judzrwidn o Ji = (i)
ile gosterilir. Bu permutasyonlarm tlmunin kiimesi S, ile gosterilir. s, de
gelisigiizel bir ¢ permiitasyonu, 6rnegin ¢ = j,, j,, ..., j,, disiiniildiiginde ¢ da Gift

veya tek sayida permiitasyonlar olmasina gore & ya Gift veya tek permutasyon denir.

O halde bir & nin isareti
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_{ 1, eger o ciftise
sgng = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

ii) 4 = [a;;] _ bir K cismi izerinde tanimli kare matris olsun.

nxn
11 @z e Qup
A=|%21 @22 - oy
Apy  Apo e Qg

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alimmak
uzere n elemanm bir ¢arpimi disinilsin. Boyle bir ¢arpim ay; .ay; ....a,;
seklinde yazilir. Burada ¢arpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yizden alt indisler
1,2, ...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkl: siitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi s, de bir ¢ = j,,j,, ..., j, permiitasyonunu olusturur. Tersine, 5,
deki her permitasyon yukaridaki sekilde bir garpim tanimlar. Boylece 4 matrisi

béyle n! garpim kapsar.

A= [aij] kare matrisinin determinant1 det(4) veya |4| seklinde gosterilir ve

nxn

yukaridaki her ¢arpani sgne ile ¢arpilan veya n! tane ¢carpimlarin toplamidir. Yani,

|A| =Egtsgriﬂ)a1}'._la:}' Y

nin

veya
|A| = E:?E.‘-‘,-l (sgrm] al:?':l:l’a::?l:: | ai‘l:?':i'!}
seklinde n mertebedendir.

A= [ai j] matrisinin determinant1 asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.

nxn

iii) 1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinanti1 kendisidir. Baska bir deyisle 4 = [a]

ise, bu durumda det(A4) = |a| = a olur.

iv) 2 x 2 tipindeki bir 4 matrisi icin

o

LT T | f1a
A= [ a:] — det(4) = ‘aﬂ o

a,,y ‘ = @y gy T Qqallyy

olur.

11



V) Bir 4 = [“e;] matrisinin bir a;; elemaninin |Ma;| seklinde tanimlanan minor,

nxn

A matrisinden i-yinci satirin  ve j-yinci siitunun atilmasi ile olusan

(n—1) % (n—1) tipindeki kare matrisin determinantidir.

vi) Bir 4 =[a,;]  matrisinin bir a; elemanmnmn mindrli |M,;| olsun. 4 matrisinin
nxn

bir a;; elemaninin A4, ; seklinde gosterilen kofaktdrii (isaretli mindrii veya es garpani),

Ay = (1) ||

seklinde tanimlanir.

vii) Bir 4 = [ai j] matrisinin determinant1 her hangi bir satir(stitun) elemanlarinin

nxn

kendi kofaktorleriyle garpilip bu garpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i
vej(i,j =123, ..,n)i¢in
det(4) =X2_, a,.4, =X _,(—1)"%a,|M,| (2.3)
det(4) = 2oy ay; Ay = Zimy (1) ay 1My, | (2.4)
seklinde tanimlanir.

Her bir i igin, (2.3) agilimma, A matrisinin determinantinin i—yinci satira gore
acilimi, her bir j i¢in, (2.4) agilimina ise A matrisinin determinantinin j—yinci situna

gore agilimi denir.
viii) Bir 4 = [a,,] } matrisi icin |4| = 0 ise, A matrisine singiler matris, |A4| = 0
nxmn

ise, A matrisine nonsingler (veya reguler) matris denir (Branson R., 1999).

Tamm 2.1.6 i) Bir A = [a,;]  matrisinde bir a,; elemanmm kofaktorii 4,; olsun.

nxn

Bu takdirde Ek(4) = [4,,]" = [A,;] matrisine A matrisinin ek matrisi denir.

T
Ay Ay o Ay, Ay Ay o Ay
Ek(4) = %2 Az T Al =140 Am T Aw
Aul Hu: Amz Alu Aiu A:lm

i) Bir 4 =[a;;]  matrisi icin A.B = B.4 =1, olacak sekilde bir B = [b,]

nxn nxn

matrisi varsa, B matrisine 4 matrisinin inversi denir ve A7 =B ile gosterilir

(Hacisalihoglu H.H., 1977).
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Teorem 2.1.2 Bir A =[a,;]  matrisi ile bu matrisin ek matrisinin garpum bir

nxn

skaler matris olup,

1 0 - 0
A.Ek(A) = Ek(4).A=A[|0 1 - 0)=]a|1, (2.5)
0 0 1

ile verilir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.3 Bir 4 = [a,;]  nonsingtiler matrisinin inversi,
nxn

Al = j.ﬁkm) (2.6)
dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1.41i) Bir A4 = [a,;] .., honsingiler matrisi igin A™Y invers matrisi tektir.
nxn

ii) A nonsingller matris ise A~! matrisi de nonsinguiler olup (47%)™* = 4 dur.
iii) 4 ve B carpmaya uygun nonsingller matrisler ise AB c¢arpimi da nonsinguler
olup (4B)™* = B ta~t dir.

iv) A4 nonsinguler matris ise AT matrisi de nonsingller olup (47)* = (4™1)7 dir

(Branson R., 1999).

Ispat: i) B ve ¢ matrisleri bir 4 matrisinin herhangi iki inversi olsun. Bu takdirde
AB =BA=1ve AC=CA=1olup buradan ¢ =cI =C(AB) =(CA)B=1IB =B

oldugu gorildr.

ii) (471)7! matrisi A™' matrisinin inversi ve ayni zamanda A matrisi de 47!
matrisinin inversidir. Nonsingller bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler

birbirine esittir.

iii) (AB)~* matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica
BlA Y (4B)=B"YA*4a)B=B"'1IB=B"'B=1,
(AB)B At =A(BB™ Y )At=41at =441 =1

oldugundan B~*4~! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsinguler bir matrisin

inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.

13



iv) Oncelikle (A7)~ matrisinin AT matrisinin bir inversi oldugunu belirtelim.
Ayrica IT =1 oldugundan I =17 = (44" HT =(4™)7(4)T olup bu (4™HT
matrisinin AT matrisinin bir inversi oldugunu gosterir. Nonsingller bir matrisin

inversinin tekliginden (A7)~ = (4™ dir.

Tammm 2.1.7 i) Bir 4 = [“e;] y kare matrisi igin eger A% = A4 ise, bu takdirde A4
nxn

matrisine idempotent matris denir.

i) € kompleks sayilar cismi Uzerinde tanimli 4 matrisinin elemanlarinin yerlerine

bunlarin eslenikleri yazilarak elde edilen matrise 4 matrisinin eslenigi (es matrisi)
denir ve A ile gosterilir (Branson R., 1999).

iii) € kompleks sayilar cismi tzerinde tanimli bir A matrisi igin eger [AT )r =4 ise
A matrisine hermitian matris denir ve A* = ( 4 )r ile gosterilir.

iv) Bir 4 matrisi igin AA* = A* 4 ise A matrisine normal matris denir.

V) A= [a] nonsinguler bir matris olmak Uzere, A™* = 4* (veya buna denk
i nxn

olarak 44" = A*A =) ise A matrisine birimsel(unitary) matris denir.
vi) A=la;]  bir kare matris olmak izere, eger A~ = AT ise A matrisine
ortogonal matris denir (Branson R., 1999).
Teorem 2.1.5 4 ve B uygun matrisler olmak Uzere,
i) (A)" =(an).
i) (47)" = A.
i) (A+B)" = 4"+ B~
iv) (AB)* = B*A".

esitlikleri saglanir (Branson R., 1999).

ispat: i) 4 = [a;;] m x n tipinde bir matris ise 4 = [a;] ve @) = [a;;] olur.

Diger taraftan AT = [aﬁ] ve (AT) = [a_ﬁ] oldugundan (AT) = [H)r oldugu goriiliir.

14



ii)a =(4 )T oldugundan (4*)* = ([E )T) = (AT)T = A dir.

iii) Hermitian matris tanimina ve bir matrisin transpozu tanimina gore,

(A+B)'=(A+B) =(A+B) =(A) +(B) =4 +5'

oldugu goriiliir.
iv) Hermitian matris tanimina ve bir matrisin transpozu tanimina gore,

(45 = (a8) = (AB) = (B) (@) =5'a’

yazilabilir.

Tanmm 2.1.8 i) x,,x,, ..x,, vektorler kiimesi verilmis olsun. X", a.x;, = 0 esitligi

ancak a,,a,,..,a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu

durumda x,,x,,..x, Vvektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda yani,
n

a,, a,, .., a, Skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere X, a,x, =0

esitligi saglantyorsa bu durumda x, x,, ...x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

il) 4 matrisi m x n tipinde herhangi bir matris olsun. 4 matrisinin stitun vektorlerini

A AL, .. A, ile, ve satir vektorlerini 4,,,4,,,..,4,, ile goésterelim. Bu

N M

durumda 4. , i =1,2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en buyik lineer

[ £
bagimsiz vektorler kiimesinin eleman sayisma A matrisinin satir ranki ve
A, j=1,2,..,n vektorleri arasmdan olusturulan en blylk lineer bagimsiz

vektorler kiimesinin eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir.

Teorem 2.1.6 Bir matrisin iki satiriin kendi aralarinda yer degistirmesi o matrisin

satir rankini degistirmez (Branson R., 1999).

Ispat: 4 matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin kiimesi
degismeyeceginden bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizligi da

degistirmez. Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.1.7 i) Elemanter islemler herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.

ii) Herhangi bir A matrisi igin satir ranki siitun rankina esittir (Branson R., 1999).

Tamm 2.1.9 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir

ve rank(4) veya r(4) seklinde gosterilir (Branson R., 1999).
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Teorem 2.1.8 Bir A matrisi verildiginde r(4) = (A7) dir, yani bir matrisinin rank

ile transpozunun ranki esittir. (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tammm 2.1.10 n x n tipindeki bir 4 kare matrisi i¢in eger r(4) = n ise 4 matrisine
nonsingtler matris denir. Aksi durumda yani, r{4) < n ise A matrisine singller

matris denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tanim 2.1.11 Eger 4 matrisi n X n tipinde nonsinguler bir matris ise AX = X4 = I,
olacak sekilde bir X matrisi vardir. A1 ile gosterilen X matrisi tektir ve bu matrise
A matrisinin tersi(inversi) denir. Bu durumda 4 ve B matrisleri tersleri olan ayni

tipten matrisler ise
(A =(a)™ ve (AB)'=B"ta?
esitlikleri vardir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Tamm 2.1.12 i) A € K, m % n tipinde bir matris olsun. A (4) = {x: 4x = 0}

n

kiimesine 4 marisinin null (sifir) uzay1 veya sifirh@: denir.

i) A € K, mxn tipinde bir matris olsun. R(4) = {y: Ax =y} kimesine 4

n’

matrisinin ranj (stitun) uzay denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.1.9 Eger A4, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsinguler P ve @ matrisleri vardir. I, r x » boyutlu birim matris

olmak Uzere,

)m=n=r=PAQ =1

ii) m=r <n = PAQ = [I,0]
iii)m}r,n?rz}FAQ=[;;ﬂ
dir (Lancaster, P., 1969).

Teorem 2.1.10 Carpima uygun A ve B matrisleri i¢in AB ¢arpiminin ranki 4 ve B

matrislerinin rankini gegemez. Yani,
r(AB) < min {r(4), r(B)]} (2.7)

dir (Lancaster, P., 1969)

16



2.2 Genellestirilmis Inversler

A matrisinin kare matris olmadig1 durumlarda ya da A matrisinin kare matris fakat

singliler oldugu durumlarda Tanim 2.11 de verilen bilinen anlamda inversi yoktur.

Tanim 2.2.1 ¢™

n’

kompleks sayilar cismi Uzerinde tanimli m x n tipindeki tim
matrislerin kiimesini gostersin. Bir 4 € C]' matrisi i¢in asagidaki dort sart1 (Moore—
Penrose sartlar1) saglayan bir ¢ matrisine 4 matrisinin Moore—Penrose inversi denir

ve 4% veya AT ile gosterilir(Ben-Israel and Charnes, 1963).

(i) AGA = 4,

(i) GAG = G,

(iii) (AG)* = AG,

(iv) (GA)* = GA. (2.8)
Bu durumda eger ¢ matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, 4 matrisinin
bir genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A’ ile gsterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan G matrisine, 4 matrisinin bir dis inversi denir ve A ile gdsterilir.

Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan G matrisine ise, 4 matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A+ veya 4, ile gosterilir.

Bir 4 nonsinguiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose sartlarmi
saglayacagi agiktir. Yani A~ = A% olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A% matrisinin mevcut olup olmadig ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her 4
matrisi icin bir A* matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin birtakim 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.2.1 Eger A matrisi m x n tipinde bir sifir matris ise, bu takdire A% matrisi

de n x m tipinde bir sifir matristir(Ben-Israel and Charnes, 1963).

Teorem 2.2.2 Her A matrisi icin Moore—Penrose sartlarmni saglayan bir ve yalniz bir

tek A¥ matrisi vardir(Ben-Israel and Charnes, 1963).

Teorem 2.2.3 m x n tipindeki herhangi bir 4 matrisinin Moore—Penrose inversi

n ¥ m tipindedir(Ben-Israel and Charnes, 1963).
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Teorem 2.2.4 1) m x n tipinde bir A matrisinin tiim elemanlar1 1 ise, bu takdirde
At = —adir.
ii) @, n x 1tipinde bir stitun vektori ise, bu durumda a™ = (a*a) ta* seklindedir.
iii) @, 1 % n tipinde bir satir vektori ise, bu durumda a* = a*(aa*) ™! seklindedir.
Teorem 2.2.5 Eger A herhangi bir matris ise bu takdirde

(A7 =(4%) (2.9)
esitligi gegerlidir(Ben-Israel and Charnes, 1963).

Teorem 2.2.6 Harhangi bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose
inversi matrisin kendisine esittir. Yani, herhangi bir A matrisi icin, (4¥)* =4

olur(Ben-Israel and Charnes, 1963).

Teorem 2.2.7 herhangi bir matrisin Moore—Penrose inversinin ranki kendi rankina

esittir. Yani, r(4) = r(4™) dir(Ben-Israel and Charnes, 1963).

Bu teoremin sonucu olarak eger herhangi bir 4 matrisinin ranki r ise, bu takdirde
AT, AAY, AT A, AAT A, AT AAT matrislerinin  her birinin rankinm da r oldugu

goralir(Ben-lsrael and Charnes, 1963).

Teorem 2.2.8 Eger A simetrik ve idempotent bir matris ise, bu takdirde A% = 4

dir(Ben-Israel and Charnes, 1963).

Teorem 2.2.9 B = Kog{b,,,b,,, ... ,b,, } ise, B matrisinin Moore—Penrose inversi
B7, i-yinci satir1 ve i-yinci sUtununda yer alan kdsegen elemani b, # 0 ise b3 ve

b,; = 0ise “0” olan bir kdsegen matristir(Ben-Israel and Charnes, 1963).

Teorem 2.2.10 i) A, m xn matrisi tam satir rankli ise, A% = A*(44")™' ve

AAT =1,
i) A, m X n matrisi tam siitun rankli ise, A¥ = (4*4)7'4* ve A4 =1 olur.

Ispat: Her iki durum igin verilen A% matrislerinin Moore—Penrose sartlarini

sagladigmi gostermek yeterlidir. Buna gore,
i) (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA")(AA) A = 4,

(i) ATAAT = A7 (AA")tAa4 (AA0) ™!
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= A" (AA)THAAN)(AA) Tt =47 (440 = A7,
(iii) (AA7)" = (AA*(AAY ™) = (A4 (A ™)y =1 =1
= (AA")(AA") ™ = 44" (AA") Tt = A47,
(iv) (A74) = (A" (44" )14y = A" (44" tA= 474
olur.
i) (i) AATA=A(A"A)TTA"A = A(4A) 71 (A74) = 4,
(i) ATAAT = (4 A)~tar A4 A) 1
= (A"A)7H(ATA) (A" A) AT = (4tA) A = AT,
(iii) (447)" = (A(4"A)7tAa") = A(4A)71A = AA7,
(iv) (A74)" = ((4'4) 74" 4)" = (A A) N (A4 =1 =1
= (A"A)7H(A*A) = (4"A) 14T A=4%4A
dir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

2.3 Lineer Regresyon Modeli

Regresyon, kelime anlamiyla, bir seyi baska bir seye baglama isi ya da bigimidir.
Istatistiksel anlamda ise, bir degisken ile baska bir ya da birden ¢ok degisken
arasinda iliski kurma isi ve bigimi olarak algilanir. Pek ¢ok durumlarda degiskenler
aras1 iliskinin miktarina ek olarak iliskinin bicimi ve durumu bilinen degiskenlerden
yararlanarak bilinmeyenler hakkinda fikir yurttmek istenir. Bu nedenle bu bdlimde
oncelikle bir degisken hakkinda verilen bilgilerden yararlanarak baska bir degisken
hakkinda kestirimde bulunma isi ve bu islemde yararlanilabilecek yontem (izerinde
durulacaktir (Maden ve Korkmaz, 2018).

Istatistiksel olarak iki degisken arasindaki iliski, bunlarm degerlerinin karsilikli
degismeleri arasinda bir baglilik seklinde anlagilir. Yani, bir X degiskeninin degerleri
degisiyorken, buna bagli olarak Y degiskenin degerleri de degisiyorsa, bu iki
degisken arasinda bir iliski oldugu soylenebilir. Ornegin, petrol tiketimi ile arag
sayis1, degisik 6gretim yontemlerinin 6grencilerin basarisi tizerindeki etkisi, kisilerin
gelir diizeyi ile siyasi goriisleri, bir malin iiretim miktar: ile fiyati, insanlarm boy

uzunlugu ile agirhigi vs. arasindaki iligkiler incelenmek istenebilir. Esas itibariye
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degiskenler arasindaki bu iliski bir neden sonug iliskisidir. Gortildigli gibi, 6rnek
problemlerin hepsinde degiskenlerden birinin degisik seviyeleri icin diger degisken

tizerindeki degisimle ilgilenilmektedir.

Degiskenler arasindaki iliskinin incelenmesi konusu ozellikle iktisat, maliye, tip,
muihendislik ve matematiksel istatistik biliminin temel ugraslarindan birisidir.
Ornegin davranislar1 fonksiyonel iliskiler seklinde incelemek ve “ne neye baghdir”
sorusunu cevaplandirmaya c¢alismak iktisat¢ilarin temel gorevlerindendir. Bir Grline
kars1 talebin; o Uriiniin fiyatinin, tiiketici gelirinin ve ilgili (rakip veya tamamlayici)
urtinlerinin fiyatinm bir fonksiyonu olacag: diisiiniilebilir. Iste bir bagimli ve bir ya
da birden ¢ok bagimsiz degisken arasindaki fonksiyonel iliskiye en uygun modelin
secimi, bu modelin parametrelerinin tahminleri ve standart hatalarinin hesaplanmasi

bizi regresyon analizine goturecektir.

Degiskenler arasindaki iliskileri baslica iki kisma ayirabiliriz. Deterministik iliskiler
ve stokastik iliskiler. Deterministik iliskilerde degiskenlerden birisi bagimli digeri
bagimsiz yani agiklayict degisken olmak iizere agiklayici degiskenin bagimlh
degiskendeki degisimi tam anlamiyla izah edebildigi diisiintliir. Ornegin bir dairenin
alaninin A = 7.r olarak verilmesi bir deterministik iliskidir. Zira dairenin 4 alani r
yarigapi ile tam olarak izah edilmektedir. Stokastik iliskilerde ise gesitli nedenlerden
dolay1 agiklayici degiskenlerin bagimli degiskenin degismesini tam olarak izah
edemedigi ve boylece bir hata terimininde fonksiyonel iliskide yer almasi gerektigi
kabul edilir. Ornegin belirli bir Griine olan talep miktari ile iiriiniin fiyat1 arasinda bir
iliski vardir, ancak Urtintin fiyat1 bu Grlintn talebini tamamiyla etkileyen bir faktor
olmayacaktir. Dolayisiyla stokastik iligkilerde, deterministik iliskilerde oldugu gibi
Y = (X, X,,..., X,) gibi bir fonksiyonel iliski almak yerine, ¢ hata terimi olmak

uzere, Y = (X, X,,..., X, &) seklinde bir fonksiyonel iliski sz konusu olabilir.

Regresyon analizi aslinda bir tahmin islemidir. Regresyon analizinde temel amag,
aralarinda deterministik bir iliski bulunmayan degiskenlerden, birinin digerine (veya
digerlerine) olan bagimliliginin matematiksel bigimini ortaya koymak ve bu bigimi
analiz etmektir. Analiz iki asamada yapilabilir. Birinci asamada, ilgilenilen
degiskenlere iligkin gozlem degerlerinin olusturdugu verilere dayanarak, iligkinin

matematiksel bicimi (regresyon egrisi) belirlenir. Bu asamada herhangi bir
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istatistiksel kavram ya da varsayima ihtiyag duyulmayip sadece grafiklere ve
matematiksel kriterlere basvurulur. Ikinci asamada ise verilerden elde edilen
regresyon egrisine iliskin istatistiksel Gikarsamalar yapilir. Burada Once basit

dogrusal model iizerinde durulacaktir.

Iki degisken arasindaki iliskinin ne tiir bir fonksiyon tipine uydugu, yaklasik olarak
serpilme diyagrami adi verilen bir gdsterim yardimiyla belirlenebilir. X ve Y
g0Ozlem iliskileri arasindaki iligki bir grafik lizerinde birer nokta halinde gosterilsin.
Isaretlenen bu noktalarin olusturdugu sekle serpilme diyagrami adi verilir. Serpilme
diyagraminda noktalarin durumu ve genel seyri, iki degisken arasinda iliski olup
olmadigina ve varsa iligkinin ne tiir bir fonksiyon tipine uydugunun belirlenmesine
yardimct olacaktir. Bir grup Universite 6grencisinin boy ve agirlik 6lgiileri asagidaki

sekilde Olgtilmiis olsun.

Agirlik(kg) x| 60 |67 |70 |70 |61 |59 |75 |72 |63 |68 |78 |65

Boy(cm) y | 160 | 170 | 175 | 165 | 165 | 170 | 180 | 175 | 160 | 175 | 180 | 170

Bu durumda serpilme diyagrami asagidaki grafikte verilmistir.

A"
-
M
180 1+ - ™
175 1= . e -
1T0 T = - -
1654+ B
1604 o ° L :
€ . L T R . S B E m— m—
W 60 62 64 66 68 70 72 T4 76 78 80

Serpilme diyagrami, yalniz iliskinin olup olmadigini ve varsa iliskinin fonksiyonel
seklini gostermekle kalmaz, iliskinin derecesi hakkinda da bilgi verir. Bunun igin
noktalarin en dista kalanlar1 birlestirilerek, bir sekil elde edilir. S6z konusu seklin
durumuna gore iliskinin derecesi hakkinda tahminde bulunulur. Eger sekil oldukca

dar bir elipse benziyorsa, iligki kuvvetlidir. Elips genisledikge iliski zayiflayacaktir.
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Iki degisken arasinda olabilecek en basit iliski bir dogru ile agiklanabilen iliskidir.
Regresyon analizinde, biri bagimli degisken olmak {izere, bagimsiz degisken sayisi
bir oldugunda basit regresyon modelinden, iki ya da daha fazla oldugunda ise ¢oklu
regresyon modelinden séz edilir. Ornegin, enflasyon oraniyla para arzi arasmdaki
regresyon basit regresyon; enflasyon oraniyla hem para arzi hem de kamu
harcamalar1 arasindaki regresyon ¢oklu regresyondur. Regresyon analizinde
degiskenler arasindaki iliskinin dogrusal olup-olmadigi da oldukga 6nemlidir.
Degiskenler arasindaki iliski dogrusal oldugunda dogrusal regresyon modeli, aksi
halde dogrusal olmayan regresyon modeli s6z konusu olacaktir. Basit dogrusal

regresyon modeli en genel sekliyle

Y;=p,+ B X, +¢ ,1=12,..,N (2.10)
seklinde verilir, burada X; aciklayict degisken, Y, bagimli degisken, ¢ hata terimi,
B, ve f, ise bilinmeyen regresyon katsayilaridir. Bu durumda X bagimsiz ve Y

bagimli degiskenlerinin ana kuitlelerini olusturan ve bu degiskenler icin akla

gelebilecek butin degerlere sahip olunmasi uygulamada imkansiz oldugundan, s6z
konusu degiskenler igin bir 6rnekleme yapmaya ihtiya¢ duyulur. Béylece 5, ve f,
parametrelerinin tahminleri olan ﬁ’o ve ﬁl bulunabilir. S, dogrusal modelin sabit

terimidir ve X = 0 oldugunda regresyon dogrusunun Y dikey ekseninin kestigi

noktay1 gostermektedir. g, ise dogrusal modelin egimini vermektedir. Bu durumda

Y =4, +BX (2.12)
seklinde regresyon dogrusu tahmin edilmis olur. Bu durum bizi en kiigiik kareler

yontemi olarak adlandirilan ve kisaca EKKY seklinde gosterilen yonteme gotdrar.

Bu yontemin esas1

N N
zgiz = Z(Yi - b _ﬂlxi)2 (2.12)
i=1 i=1

ifadesini en kicuk yapan ,5’0 ve ﬁl degerlerini S, ve p, parametrelerin tahminleri

olarak bulmak gerg¢egine dayanir. Bunun igin, (2.12) esitliginden S, ve p,

parametrelerine gore kismi tiirevler alinmak suretiyle
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o e}
9 Bo

= _22?1:1(&’1'_183_:@)(:) =0

EEE? q
FTR = _22?‘=1(Yj_ﬁﬁ_ﬁxf) X, =0

denklemleri elde edilir. Bu iki denklemi saglayacak sekilde bulunacak olan g, ve g,

Ozel degerlerini sirasiyla ,5’0 ve ﬁl ile gOsterirsek bu degerler denklemlerde yerlerine

yazilarak
N n AN
D Yi=BN+ B X, (2.13)
i=1 i=1
N N N
ZXiYi :ﬂozxi—'—ﬁlzxiz (2.14)
i=1 i=1 i-1

elde edilir. Bu sekilde (2.13) ve (2.14) denklemlerine modelin normal denklemleri

ad1 verilir. Bu sistem Cramer yontemi ile ¢oziilerek

DR
inYi inz
N DX
2% XX

N DY,
DX DXy,
N DX
PREDRS
veya buna denk olarak
ﬁ_ZXiYi—NXV
POy XZ-NX?

A

_ zYiZXiZ_ZXiZXiYi
CONEXP-EX)T

0

A

/- CONY XY DX,

N X=X

ya da

5 - 200 )
R ey

bulunmus olur(Maden ve Korkmaz, 2018).

Normal denklemlerde X ve Y, degerleri yerine aritmetik ortalamalarindan sapmalar1

olan x, =X, — X ve 'y, =Y, =Y degerlerinin konulmasiyla
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ZYi :ﬁoN +181in
inyi :ﬁAoZXi +ﬁlzxi2

denklemleri elde edilir. Ote yandan aritmetik ortalamanin zellikleri ve x, = X, — X

ve y; =Y, =Y oldugu dikkate almirsa »_x, =0 ve Dy, =0 bulunur. Béylece son iki

esitlikten

N o _inyi
B, =0 ve ,B_—ZXiz

elde edilir. ,5'0 nin sifir olmasi, ortalamalar orijinine gore, ,5’0 regresyon dogrusunun
degiskenlerin ortalamalariyla tanimlanan bir noktadan gectigini gosterir. Bu durumda
regresyon denklemi . = ﬁ’lxi veya kisaca § = ﬁlx olacaktir. Bir regresyon dogrusu
ister sifir orijinine, isterse ortalamalar orijinine gore yazilsin egimi degismez. Bu

nedenle her iki orijinine gore hesaplanan Bl katsayis1 aynidir. Buna karsilik ,30 ise,

ZYE = }?-DN+J|§1ZX5

esitliginden hareketle elde edilir. Bu esitligin her iki tarafin1 N ye bolersek
1 ~ 1 A
NZYi =B+ Nﬂlz X,
veya buna denk olarak
Y_:B0+Bl>?:>ﬁO:Y__Bl>? (2.15)
elde edilir. ,5’0 icin bulunan bu deger (2.11) ile verilen regresyon denkleminde yerine

yazilirsa

Y= B +BX=Y-BX+AX=Y+p[(X-X) (2.16)
seklinde de ifade edilebilir.
Bir degiskenin bagka bir degisken tizerindeki regresyonu verilirken regresyon
degerleriyle gozlenen degerler arasinda bazi farkliliklarin olabilecegi, ancak,
genellikle, gelisigiizel yapilacak bir tahminden de daha az hata tasiyacagi agiktir.

Dolayisiyla bir degiskenin baska bir degisken uUzerindeki regresyonunu verdigimizde

yapilan hatanin miktarinin da bir 0Igiisii olmasi gerekir. Baska bir deyisle, regresyon
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denklemi tahmin edildikten sonra, bu denklemin degiskenler arasindaki iliskiyi ne
derece agikladigi ve bu denklem kullanilarak yapilan tahminlerin ne derece hassas
olacaginin aragtirilmast da gerekir. Bunun ic¢in gdzlenen degerler ile bunlarin

regresyon dogrusu kullanilarak yapilan tahminleri arasindaki farka bakmak gerekir.
Zira yapilan hatanin miktart Y ~Y farkinin miktarma bagli olacaktir. Bu durumda
Y-Y=@-Y)=(Y-Y)
ifadesinden her iki tarafin karelerini alip biitiin gézlemler iizerinden toplam alinirsa
SV =D (Y=Y DY =Y =2> (Y -Y)(Y -Y)
elde edilir. Bu esitligin son toplammda Y —Y yerine (2.16) esitliginden B(X =X)
yazilabilir. BOylece
~23 (Y =YY -Y) =23 (Y -V) A(X - X)
==252 (Y -V)(X = X)

=-2B3> (X -X)" ==23 (Y -Y)?
oldugu goriiliir. Buradan
DY (Y=Y =D (Y=Y
ve dolayisiyla

S =YY =3 V) (Y - 217
esitligi elde edilir. Baz1 kaynaklarda bu esitlige regresyonun temel esitligi de denir.
Bu esitligin solundaki toplam ¥’ lerin ortalamadan sapmalarinin kareleri toplamidir
ve SST ile gosterilir. Sag taraftaki birinci toplam regresyondan elde edilen
degerlerden sapmalar toplami (5SE), ikinci toplam ise regresyon degerlerinin

ortalamadan sapmalarmin kareler toplami (55R) dir. Boylece
SST = SSE + SSR (2.18)

yazilabilir. Bu durumda eger goézlenen degerlerin tiimii tahmin edilen regresyon
dogrusu iizerinde olsaydi regresyondan sapmalar toplami SSE =0 olurdu ve

dolayisiyla uyumun son derece iyi oldugu sdylenebilirdi. Baska bir deyisle regresyon
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degerlerinin ortalamadan sapmalarinin kareler toplami, S5T, icindeki pay1 ne kadar
yuksek olursa regresyon denklemi o kadar iyi bir tahmin olacaktir. O halde
denklemin dogrulugunu sayisal olarak 6lgmede SSR/SST oranina bakilir. Bu orana

belirlilik veya belirleme katsayis1 ad1 verilir ve genellikle

_SSR_, SSE

R2=0 o1 =
SST = SST

olarak gosterilir. R?nin tanimma bakilirsa 0 < R? <1olacag1 kolayca gériilmektedir.

Buradan da R?nin 1’ e yaklasan degerleri bize uyumun iyi oldugunu gostermektedir.
(2.18) bagintisindaki toplamlar1 daha kolay bir sekilde hesaplayabilmek igin

_ 1 _
DY =Y)Y=>Y? —W(ZY)2 = D> Y?-NY?,
Y=Y =AY (X=X =AY X*=NX?]
yazilabilecegi dikkate alinarak
S YR =S(-¥)?-3 (F-¥)2=3Y2-NY? - B2[3 X?—NX?]
esitlikleri de kullanilabilir. Diger taraftan bu son esitlikte

~ > XY —NXY
Y IXP-NX?

degeri yerine yazilirsa ve gerekli diizenleme yapilirsa

N2 1 2 2 [NZXY_(ZX)(ZY)]Z
OV = N (I - B s

oldugu kolayca gosterilebilir.

Yukarida kareler toplamlar1 igin verilen degerler bir tablo haline getirilerek

asagidaki Varyans Analizi tablosu elde edilir.

Varyasyon Kaynagi |Serbestlik Derecesi | Kareler Toplami | Kareler Ortalamasi
S55R 1 Z (YA -Y )2 RKQ
SSE N-—2 (Y -Y)? HKO
SST N—1 DY -Y)
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Yukaridaki tabloda verilen serbestlik dereceleri ilgili kareler toplamlarinin
hesaplanmasinda kag¢ tane birbirinden bagimsiz ¥’ lerin gerektigini gostermektedir.
Kareler ortalamalar1 ise kareler toplamlarinin serbestlik derecelerine bolinmesiyle
elde edilir. Bagka bir deyisle,

RKO =EZ(Y+Y):}§§[E X% —NX?]

ko = 2 =Y _ 2 (=YY -3 vy’
N2 N2

:ZYZ—NY_Z _Blz[ZXZ_NXZ]
N-2

yazilabilir. BOylece hata kareleri ortalamasi ger¢cek ¥ degerlerinin tahmin edilen

YAdegerlerinden varyasyonunun Olclsudir. Bu HKQ degerinin karekokiinii alirsak,
yapilan hatanin standart sapma cinsinden bir 6l¢Usiinii bulmus oluruz. Bu standart
sapmaya tahminin standart hatasi adi verilmektedir. Bu standart sapmay1 S ile
gosterirsek
—Y)?
S =+/HKO = —Z(Y )
N-2

olacaktir. 5 nin karesi
SSE D (Y -Y)
N-2 N-2

$?=6°=
X Uzerinde ¥’ nin regresyon dogrusunun varyansinin yansiz tahmin edicisi olacaktir.

2.4 Lineer Regresyonda Matris Gosterimi

Y =4, + £ X +¢ seklindeki bir dogrusal regresyon modelinde daha dnce verilen

yontemlerle ¢alismak yerine pek ¢cok durumda modeli matris notasyonunda yazarak
calismak daha da uygundur. Zira bu durumda formiiller daha kisa ve kolay
anlagilabilir forma getirilmis olmaktadir. Ayrica bu yapildiginda modele iliskin
kavramlar matris terimleriyle daha agik ve daha kolay bir sekilde agiklanabilir.

Yontemi agiklamak amaciyla bu kismin baglangicinda verilen

Yi ::Bo +ﬂ1Xi +g, i=123,..,N
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basit dogrusal regresyon modelinin genel sekline dénelim. Bu modelden

Y, =5 +BX +é&
Y, =5+ B X, +&,
Yy =6+ B Xy +éy

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ise matris notasyonunda

Y, 1 X, g
v _ Y, - 1 X, R ’B:{ﬂo}
Bl
Yy N 1 X, N2 En ya
olmak (zere
Y=XB+¢

seklinde yazabiliriz. Bilindigi gibi en kl¢ik kareler yonteminde amacimiz hatalarin
kareleri toplaminin minimum yapilmasi idi. O halde bir vektdriin elemanlarmin
kareleri toplamimin vektoriin transpozesi ile c¢arpimi oldugu hatirlanirsa, bir wu

vektoriiniin elemanlarinin kareleri toplami u'u olacaktir. Yani, u=(u,,U,,..u,)"

vektord icin

n
2

Zui =u"u = (u,u,,..u,).(u,u,,..u.)’
i=1

olacaktir. Buna gore, hata vektori & oldugundan ve hatalarin kareleri toplamini

aradigimiza gore
gle=(Y = XB) (Y = XB)
olacaktir. Bu durumda
Ee=(YT=BX)WY =XB)=YTY =Y XB— B XY + BT X XS
yazilabilir. (Y"X )" =" XY olup bunlarm her ikisi de skaler oldugundan
ele=YY =28"XY + BTXXp
alinabilir. Matris diferansiyelini kullanilarak

]
e 2) - _oxTy 4 2xTXB=0
op
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esitligini saglayan f nmn &'& degerini minimum yapacak deger olabilecegi dikkate
alinirsa, eger bu deger f3 ile gosterilirse

XTY =(X"X)3 (2.19)
normal denklemi elde edilir. Buradan esitligin her iki tarafi (X7 X)~* ile carpilmak
suretiyle 3 tahmininin

p=(xrnTixTy (2.20)

oldugu elde edilir. Boylece

1 Nt Y,

£=|ﬁﬂl= L{l 1 ... 1] 1 X, B 1 ... 1]15
) L X o Xl D A ¥ | I

1 X, ¥,

elde edilmis olur. Ayrica ¥=X£ denklemi kullanilir ve bu esitligin her iki tarafi
once X7 ve daha sonra da (XTX)™! ile carpilirsa (2.20) denkleminin oldukga kolay

elde edildigi goriiliir.

2.5 Coklu Lineer Regresyon

Istatistiksel uygulamalarm birgogunda bagimli degisken bir tek bagimsiz degisken
tarafindan 6nemli Ol¢lide acgiklanabilir olmasina ragmen bazi durumlarda bagimli
degiskenin birden ¢ok bagimsiz degisken tarafindan agiklanmasi da gerekebilir.
Ornegin, bir secim bolgesinde siyasi partilerin oylarmin dagilimi, segmenlerin egitim
dizeyine ve maddi imkéanlarina bagh olabilir veya bir araziden elde edilecek Ur(n,
kullanilacak giibre miktarina ve araziye diisen yagis miktarma baglh olabilir. Birden

fazla bagimsiz degiskenin yer aldig1 bir ¢coklu dogrusal regresyon modeli genelde

Y=8+BX +LX,+..+ X, +&
seklinde ifade edilebilir. Bu durumda tek bagimsiz degiskenli regresyon modelinde
yapilan tiim varsayimlar ¢oklu dogrusal regresyon modeline de uyarlanabilir.
Dolayisiyla bdyle bir ¢oklu regresyon modelinde amag

i; = Jé[:l + J§1X1+ Jéi‘]ff L +Jé:lqu
seklinde bir tahmin elde ederek B,, B, B,..... B, parametreleri ile 8, B,, f....., B,

tahmin parametreleri arasindaki iliskileri ortaya koymaktir. n = 2 olmas1 durumunda
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Y=6+BX+LX,+&
regresyon modelinde en kiiguk kareler yontemiyle regresyon tahmin denklemini
Y :,30 +,81X1+,6A’2X2
seklinde belirlemek icin, tek bagimsiz degisken durumuna paralel olarak
S = (8, + BX + B X, +6)]

toplammn1 minimum yapacak sekilde Katsayilarin bulunmasi gerekmektedir. Bu

durumda normal denklemleri elde etmek ve tahminlerin formallerini vermek igin

yukaridaki toplamdan 5, , g, B, lere gore kismi tiirevler alinip sifira esitlenirse

N R N N
ZYi = BN +:B1z Xy +ﬂzzxzi
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 i=1
N N N N ,
ZXZiYi = ﬁoz X, +ﬂlz XXy +ﬁzzxm
i=1 i=1 i=1 i=1

elde edilir. Bu sistemden £, , 4,, 3, tahmin degerleri hesaplanarak
Y= J‘éu + £1X1+ Jé:X:

bulunmus olur. Buradan da goriildigi gibi degisken sayisi arttikga tahminlerin
bulunmas1 zorlasacaktir. Bu durumda bilgisayar programlar1 ve matris gosterimleri

daha yaralidir. Bu anlamda regresyon modelinin matris notasyonunda gosterim,

Y 1 Xy Xy o Xy || B &
Y, _ 1 X, Xy oo Xpl|| A 4 &
Yy 1 Xy Xov oo X LA N

veya bunun yerine
Y=X[+¢

seklinde verilebilir. Burada ¥ Nx1; X Nx(n+1); f (n+1)x1 ve & Nx1 boyutlu

matrislerdir. Boylece tek bagimsiz degisken durumunda verilen g =(X"X)™*XTY

tahmin esitligi coklu regresyon igin de gegerlidir.
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3. TAHMIN EDIiCILERIN AYRISIMLARI
3.1 Parcah Lineer Model Altinda OLSE ve BLUE Ayrisimi

Bukisimda {y, X, 8; + X,B,,023} pacali tam lineer modeli ile bu modelden tiiretilen
iki kicuk {y, X;8;,02} ve {y, X, B, , 2Y} modelleri ele alinarak,

(1) Tam model altinda alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisinin iki kiigiik model

altindaki alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicilerinin toplamina esit;

(i) Tam model altinda en iyi lineer yansiz tahmin edicisinin iki kiiciik model

altindaki en 1y1 lineer yansiz tahmin edicilerinin toplamina esit;

(ilf) Tam model altinda en iyi lineer yansiz tahmin edicisinin iki kiigiik model

altindaki aligilmis en kiigiik kareler tahmin edicilerinin toplamina esit

olmalar1 i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir. Temel sonuglarin ispatlar1 genel lineer
modeller altinda degisik tahmin edicilerin karakterize edilmesinde matris rank

metodunun nasil kullanildigimi da agiklamaktadir.
y = X1B1+Xyfr+e E()=0, Cov(e) = o2}, (3.1)

parcali lineer modelinin verildigini varsayalim, burada X; € R™*P1 ve X, € R™*P2
keyfi rankl iki bilinenler matrisi, y € R™ ! gozlenebilir bir rasgele vektor, p; €
RP1*1 ve B, € RP2*1 iki bilinmeyen parametreler vektori, Y € R™ " bilinen keyfi
rankl1 non-negatif definit matris ve o2 bilinmeyen bir pozitif parametredir. Eger ¥
matrisi singiler bir matris ise (3.1) modeline singuler lineer model de denir. (3.1)
modeli genellikle X = [X,,X;] ve B =[ B, B,] olmak izere

M ={y,XB,c* Y }={y, Xip1 + X2B,,0°%} (3.2)

seklinde gosterilir. M tam modeli ile ilgili olarak iki kiiglik modeli de

M, = {y,X,$,,0°%} ve M, ={y,X,5,,0°%} (3.3)

ile gosterelim. Bu kisimdaki amacimiz (3.2) ve (3.3) modelleri altinda tahmin ediciler
arasmdaki iligkileri ortaya koymak olacaktir. Ozellikle, M modeli altinda X mnin
alisgilmig en kiigiik kareler tahmin edicisi(OLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin

edicisi(BLUE) nin M, ve M, modelleri altinda sirasiyla X;; ve X,f, nn alisilmis
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en kiiciik kareler tahmin edicisilOLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin edicisi(BLUE)
nin toplamina esit olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar tiiretilecektir. Bu konudaki baz1
onemli aragtirmalar Bhimasankaram & Saharay(1997), Chu ve Ark.(2004), Grob &
Puntanen(2000), Nurhonen & Puntanen(1992), Werner & Yapar(1995,1996), Zhang
ve Ark.(2004) tarafindan yapilmstir.

Bu kisim boyunca, R™*™ mxn boyutlu tiim reel matrislerin uzayini, A’, r(A) ve R(A)
ise bir A € R™*™ matrisinin sirasiyla transpozu, ranki ve ranj uzaymi gostermektedir.
A € R™*™ matrisinin Moore-Penrose inversi A* ile gosterilir ve AGA = A, GAG =
G, (AG)'=AG ve (GA)'= GA matris denklemlerini saglayan tek G ¢0zUmi olarak
tanimlanmaktadir. Ayrica, P,, E, ve F, ortogonal izdiisiimleri sirasiyla P, = AA™,

E,=1—Py=1—-AA"ve Fy,=1—P,y =1— A*A ile gosterielecektir.
B ve X nin (3.2) deki genel lineer model altindaki OLSE ve BLUE tahmin edicileri
asagidaki gibi verilebilir:
() B parametresinin (3.2) deki genel lineer model altindaki OLSE tahmin edicisi
p=argmin(y — XB)'(y — XB) (3.4)

dir. Bu durumda X nin (3.2) deki genel linner model altindaki OLSE tahmin
edicisi OLSEy(XB) = X.OLSEy(B) dir.

(i) XpB nn (3.2) altindaki BLUE tahmin edicisi, BLUE,,;(Xf) ile gosterilir, bir Gy
lineer tahmin edicisi olarak tanimlanir 6yle ki E(Gy) = B ve XB nin (3.2)
altindaki diger herhangi bir yansiz lineer tahmin edicisi Ly ise

Cov(Ly)- Cov(Gy) farki non-negatif definittir.

(3.4) bagintist ile ilgili normal denklem X'Xf=X'y seklinde olup bu denklemin

¢Oziimii asagidaki iyi bilinen sonugtur.

Lemma 3.1.1 (3.2) modeli altinda 8 nin OLSE tahmin edicisi v € RP1*1 keyfi bir

vektor olmak Uzere
OLSEy(B) = (X'X)*X'y +(I — X*XX)v = Xty + Fyv (3.5)
OLSEw(XB) = XOLSE,(B) = XX*y = Py y, (3.6)

seklindedir.
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(3.2) modeli altinda X nin BLUE tahmin edicisi asagidaki lemma da verilmistir
(bakniz, e.g., Rao, 1973, p.282).

Lemma 3.1.2 Bir Gy tahmin edicisinin (3.2) altinda X nin bir BLUE tahmin edicisi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart G matrisinin

lineer matris denklemini saglamasidir. Bu denklem tutarhidir, baska bir deyisle,

R([X,0]) € R([X,YEx]), veya buna denk olarak,
[X 01 [ X, XEx]" [X.XEx]=[ X.0]

esitligi gergeklenir. Bu durumda (3.7) genel ¢oziimii, Pyy ile gosterilir, U € R™"

keyfi olmak Uzere

Pyys; =[X,01[ X, XEx | " UE x 3£, (3.8)
ve X nin BLUE tahmin edicisi

BLUEy (XB)=Px\5y (3.9)
seklindedir.

Ayrica {Pyy} ve {BLUEy(XB)} ile sirastyla tiim Py;y Ve BLUE) (XpB) lerin ailesini

gosterelim.

Lineer modeller teorisinde (3.2) modelindeki X matrisinin tam siitun rankli ve )
kovaryans matrisinin de pozitif definit oldugu durum en sik rastlanilan durumdur. Bu
durumda, (3.2) modeli altinda, B ve Xf nin OLSE ve BLUE tahmin edicileri

asagidaki standart formlarda tek tiirlii olarak yazilabilir:
OLSEy(B) =(X'X)"'X'y, OLSEy(XB) = X(X'X)"'X'y, (3.10)
BLUE,(B)=(X'S " X)X'Y. "'y, BLUE,(XB) = X(X'S'0X'S ™ty (3.11)

(3.2) altinda B ve XB icin verilen bu tahmin edicilerin dordii de yansizdir. Ayrica
eger X = [X;,X,] matrisindeki

X; ve X, alt matrisleri ortogonal ise, yani X; X, =0 ise bu takdirde, (3.10) ifadesindeki
X'X)71X" ve X(X'X)"'X' matrisleri sirasiyla
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(XIX)—1XI — (X{Xl)_l)({]
(X2 X)X,
ve
X(X,X)_lX, - Xl(X,:le)_lX,l + Xz(X,2X2)_1X,2 (312)

olarak yazilabilir. Buna uygun olarak (3.10) daki OLSE,(f) ve OLSE,(Xf) tahmin

edicileri de sirasiyla

_ [(X1X) ' X1y]_[ OLSEM(B)
L) = |y x| otsEn ) @13
ve
OLSEy (XB) = X; (X1 X)) 7' X1y + X, (X, X,) "' Xy (3.14)

olarak yazilabilir.
Eger X = [X;,X,] matrisindeki X; ve X, alt matrisleri ¥~! —orthogonal, yani
X1Y71X,=0 ise, bu takdirde (3.11) deki (X’Y."1X) 1 X’'Y 1ve X(X'Y 1X)"1 x'y !
matrisleri siratyla

XX X) XY

(K331 135 319

KLHTXLT =
ve
XEXEOTXET = X GETD T H (GETG) TGS (3.16)

olarak yazilabilir. Buna uygun olarak (3.11) deki BLUE),(f) ve BLUE;(XB) tahmin

edicileri

XX X)X Yy BLUEM1(181
BLUEB) = [ 15y a1y | - [BLUEMz(ﬁz l (347
BLUEy(XB) =X, (X1 X' X)) X1 X7y +X, (XX 71 X,) 7T X3~y
= BLUEy, (X151) + BLUEy, (X252) (3.18)

olarak ayristirilabilir.

(3.17) ve (3.18) ifadelerinin sag taraflarindaki gosterim (X;Y,71X)71X/¥ 1y ve
X;(X]Y71X;)71X]¥ 1y tahmin edicilerinin (3.3) modeli altinda B; ve X;B;, i=1,2 nin

BLUE tahmin edicilerinin sembolik gosterimi anlamindadir, bununla birlikte bu

34



tahmin ediciler (3.1) modeli altinda S; ve X;B;, i =1,2 nin BLUE tahmin edicileri
degillerdir.

Agikga gosterilebilir ki (3.13), (3.14), (3.17) ve (3.18) deki ayrisimlar ortogonallik
varsayimlari altinda OLSEy(B), OLSEy(XB), BLUEy(S) ve BLUE,(Xf) tahmin
edicilerinin hesaplanmasina doniistiiriilebilir. Ayrica bunlar tahmin edicilerin ¢esitli
istatistiksel 6zelliklerinin tiiretilmesinde de kullamlabilir. Ornegin, (3.13), (3.14),
(3.17) ve (3.18) deki OLSEy (B), OLSEy,(X;B;), BLUEy,(B;) ve BLUEy, (X;B;)
tahmin edicileri X;X, =0 veya X;Y "X, =0, i=1,2 varsayimlar1 altinda f; ve
X;[; icin yansiz tahmin edicilerdir. OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin bu ayrisimina
motive olarak, (3.2) de verilen M genel lineer modelinde de OLSE ve BLUE tahmin

edicilerinin muhtemel ifadelerini g6zoniine almak olduke¢a ilging olacaktir.

(3.6) ve (3.9) da verilen Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler iceren
OLSEy(XB) ve BLUE(XB) tahmin edicilerini gozoniine alalim. (3.13) (3.14) (3.17)
ve (3.18) ifadelerinin (3.6) ve (3.9) daki tahmin ediciler i¢in kullanilmas1 baz1 kritik
matris islemleri i¢erecektir. Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler i¢eren degisik
matris ifadelerini sadelestirmek igin Moore-Penrose inversler ve keyfi matrisler iceren
bir dizi degisik rank formiillerine ihtiyag¢ duyulmaktadir. Parcali matrisler ig¢in
asagidaki rank formiilleri Marsaglia & Styan (1974) tarafindan verilmistir.

Lemma3.1.34 € R™" B € R*" ve D € R matrisleri verilmis olsun. Bu durumda

r[4, B]=r(A) + r(E4B) = r(B) + r(EgA) (3.19)
A
f| c] =1(A) + r(CE,) =r(C) + r(AF,) (3.20)
r[‘é1 ’8’ =r(B) + r(C) +1(EpAFy), (3.21)
ve
A By _ 0 E,B
r[c pl =T+ [c F, D—CA*B (3.22)
rank esitlikleri saglanir. Eger R(B) € R(A4) ve R(C") < R(A") ise bu takdirde
r[‘(i,1 g] = 1(A) + r(DCA*B) (3.23)
esitlikligi saglanir.
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Bir ¢ok yararli rank formiilii (3.19)-(3.23) esitliklerinden tiiretilebilir. Ornegin, eger
r(PNQ) = r(PN) + r(NQ) —r(N) Frobenius esitsizligini EgAF; ¢arpimina
uygularsak r(EgAF;) = r(EgA) +r(AF;) —r(A) elde edilir. Bunu (3.21) de yerine
yazarsak asagidaki rank esitsizligi elde edilir.

r [‘C‘ ’g] > 7 [‘C‘] + 7[A, B] — r(4) (3.24)

Lemma 3.1.4 A€ R™" B € R™¥ ve C € R™! matrisleri verilmis olsun. Bu

durumda
f[A, B, C1< r[A, B] + r[4, C] — r(A), (3.25)
[ABQ' ’g] = r[4,B] + r(B) (3.26)
r [AB‘}' ’g g] —[4, B, C]+r(B) (3.27)

ifadeleri saglanir. Genel olarak D — CATB Schur bileseninin ranki

A'AA" A'B

—CA*R) =
r(D—-CA*B) =r cA D

] —r(A4), (3.28)

ile hesaplanir (bkz. Tian (2004)).
Ispat: (3.19) ifadesinden (3.25) igin istenildigi gibi
1[4, B,C] = 1(A) + r[EsB,E,C 1< r(A) + r(E,B ) + 1 (E,C)
=r[A,B] + r[A,C]-r(A4)

yazilabilir. Herhangi bir M matrisi icin r(MM') = r(M) esitliginin saglandigini
hatirlayalim. Bu durumda (3.19) ve (3.21) ifadelerinden

r [ABf}' B] = 2r(B) + 1 (EgA4'Ey ) = = 2r(B) + (E, 4) = X(B) + (A, B]

elde edilir ki bu da (3.26) y1saglar. Ayrica r[AA’, B] = r[A, B] dir. Boylece yukaridaki

AA'
BI

rank esitligi R [AB"} |ns [g] = {0} esitligine denktir. Bu nedenle R
0

= {0} olur

Ki bu da (3.27) ifadesine denktir.
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Lemma 3.1.5 A€ R™" B € R™¥ ve C € R™! matrisleri verilmis olsun. Bu

durumda
r[AA' B] > r[4,B,C] + r(B) + r(C) — r[B,C] = r[4,B,C] (3.29)
r[AA' B] > r[4,B] — r(4) + r[4,C] = r[A,B,C] (3.30)

esitsizlikleri gerceklenir.

Ispat: (3.26) dan oncelikle

AA B C
B' 0 0|=r[A4,B,Cl1+7[B,C]l=r[AB,C]+r[B,C]
c 0 0

yazilabilir. Ote yandan (3.24) ve (3.27) esitliklerinden

AA' B C AA" B C ,
B0 ol=r|c o of+r(4 B C]—r[AA B]
' ' C 0 0
C 0 0 B 0 0
=27[A,B,C] +r(B) +r(C) - r[AA g]

yazilabilir. Bu iki ifade birlestirilerek (3.29) daki iki esitsizlik elde edilir. (3.30) daki
iki esitsizlik ise (3.24) ve (3.25) ifadelerinden kolaylikla tiiretilebilir.

Lemma 3.1.6 R(A)S R(B,), R(C,)S R(C,), R(A) S R(C)) ve R(BLS R(B,)

olsun. Bu takdirde

A B, 0
0 B, 0

dir.

Ispat: Matrislerde Moore-penrose invers kavrami dikkate almirsa, R(4)S R(B,),
R(C,)< R(Cy), R(A" € R(C]) ve R(B;)< R(B;) sartlari

B,B,*A=A,c,C,;"C,=C,, AC,"C,=A, B,B;"B,=B,

sartlarna denktir. Elementer islemlerle bir matrisin ranki degigsmeyecegi gercegi

dikkate alinirsa
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o R C, 0 Gl= rlc, 0 0

A B 0 ] 0 B, 0 0 B, 0
=r
0 B, 0 — B,B,*A 0 0 0 0 B,B*AC*C,

=1 (By) +r(C) +r (BB, TAC,"C; )
yazilabilir ki bu da istenilen esitligin saglandigini gosterir.
Lemma3.1.7 A € R™™" ve B € R™k matrisleri verilsin. Bu takdirde

min (A — BX) =r[A,B] —r(B)

XeRkxn

dir. Bu durumda 0zel olarak, BX = A denkleminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart r[A, B] = r(B) olmasidir.

(3.2) modelinin bir dogru model olmasi varsayimi altinda [X, Y][X, X]'[X, X]= [X, Y]
esitliginden
E(XZILX 2]y —y) = [X, ZI[ X, X]"XB - XB =0
Cov([X, 2I[ X, X1y —y ) =o? (X, ZI[ X, Z]*- 1) X (X, ZI[ X, X]*-D' =0

esitlikleri kolaylikla gosterilebilir. Bu iki esitlik [X,Y][ X,X]Ty = y esitliginin 1

olasilikla saglandigini veya buna denk olarak,
P{y eR[X, X]}=1 (3.31)

dir. Rao (1971,1973) tarafindan eger (3.31) esitligi saglanirsa bu takdirde (3.2) deki M

lineer modelinin tutarl oldugu ifade edilmistir.

(3.31) den kolayca gorulir Ki (3.2) deki modelin tutarliligi (3.2) nin dogrulugunu
saglamaz. Gergekten, eger r[X, Y] = n ise bu takdirde (3.2) in tutarli oldugu agiktir

ancak dogru olup olmadig1 s6ylenemez.

Tanmim 3.1.1 (3.2) deki M lineer modelinin dogru(tutarl) oldugunu varsayalim ve L,y
ve L,y M altinda iki lineer tahmin edici olsunlar. Bu takdirde eger (L;-L,)[X, Y] =0
esitligi saglanirsa L,y ve L,y tahmin edicileri 1 olasilikla esittir, yani her y eR[X, Y]
icin (L1-L,)y = 0 esitligi saglanir.

Tanim 3.1.1 den kolayca goriilebilir ki (L;-L,)[X, Y] =0 esitligi r[X, '] = n olmadik¢a
L;=L, denkligini gerektirmez. Bu nedenle L,y = L,y esitliginin 1 olasilikla

38



saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart (L;-L,) [X, Y] matris ifadesinin durumlarina gore
degerlendirilir. Bu durum X model matrisinde icerilen L, ve L, matrislerinin, )
kovaryans matrisinin ve bunlarin genellestirilmis inverslerinin durumlarina gore

degisebilir.

(3.6) esitligine gore, (3.3) de verilen M; ve M, kiiciik modelleri altinda X;3; ve
X, B, nin OLSE tahmin edicileri

OLSEy1(X1B1) = Px,y Ve OLSEy,(X;B;) = Py,y (3.32)
olarak yazilabilir.

Asagidaki lemma (3.32) de verilen iki tahmin edicinin bazi istatistiksel 6zelliklerini

vermektedir.

Lemma3.1.8 OLSE), (X15,) ve OLSEy, (X, f3,) tahmin edicileri (3.32) de verildikleri

gibi olsunlar. Bu takdirde,

(@) OLSEy,(X1B1), OLSEy,(X,f,) ve toplamlarinin beklenen degerleri
E[(X181)]=OLSEy, (X181)*Px, X2, E[OLSEy, (X2B2)]=Px, X181+ X2B, (3.33)
E[OLSEy, (X181)+ OLSEy, (X2B2)]= XB +[Px,X1,Px, X218 (3.34)

ile verilir.

(b) OLSE,;(X;B;) tahmin edicilerinin kovaryans matrisi

COV[OLSE,, (X;8:)]=02Py YPy,, i=1,2... (3.35)
OLSE\y, (X18,) Ve OLSEy,( (X2f,) arasindaki kovaryans matrisi
COV{OLSEy, (X, 1), OLSEy, (X28,)}=0Py, TP, (3.36)

dir.

(3.33) ve (3.34) ifadelerindeki beklenen degerler (3.32) deki tahmin ediciler ve
toplamlarmin (3.2) ve (3.3) altinda X;B; , X,B, ve onlarin toplami olan Xf icin
yansizlig1 gerektirmedigini gosterir.

(3.14) esitligi X;1X, =0ver(X) =p kisitlamalar1 altinda (3.2) deki genel lineer
modelde X nin OLSE tahmin edicisinin bir ayrigtmini vermektedir. Ote yandan (3.2)

deki genel lineer modelde X nin OLSE tahmin edicisinin diger ayrigimlarini
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tiretebilmek icin (3.6) ve (3.32) deki Py, Py, ve Py, ortogonal izdiisiimleri ile ilgili
asagidaki iki sonuca ihtiyag vardir:
Py =Py, + Py, & XX, =0, (3.37)
Py = Py, + Py, — Py, Px, & Px Px, = Py Py, (3.38)

Teorem 3.1.1 OLSEy(XPB), OLSEy, (X,B;1) ve OLSEy,(X,B,) tahmin edicileri (3.6)
ve (3.32) verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) 1 olasilikla OLSEy (XB) = OLSEy, (X1f;) + OLSEy, (Xo,) dir.

(b) Py = Py, + Py,

(c) X,'X,=0
Bu durumda, OLSEy, (X18,) ve OLSE,,(X,B,) tahmin edicilerinin her ikisi de (3.2)

modeli altinda X; 8, ve X,[, i¢in yansiz tahmin edicilerdir.

Ispat: (3.6) ve (3.32) den kolayca goriilebilir ki (a) daki esitligin 1 olasilikla
saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her y € R[X, Y] i¢in

OLSEy (XPB) - OLSEy, (X11) + Ex, OLSEy, (X2f3;)
= (Py - Py, 'sz)yzo
olmasidir. Tanim 3.1.1 e gore bu ise
(Px -Px, -Px,)[X, ¥]=0
ifadesine denktir. Bu ifadeyi acarak ve PyPy, = Py, i = 1,2 esitligini kullanarak
[’PX2X1"PX1X2! (Px - Py, 'PXZ)Z] =0

esitligi elde edilir. Buradaki ilk iki esitlik X;X, = 0 oldugunu gosterir. Bu nedenle bu
esitlik (c) ye denktir. Bu ve (3.37) esitligi dikkate alinirsa (a), (b) ve (¢) nin denkligi

elde edilmis olur.

Teorem 3.1.2 OLSEy (Xp), OLSEy, (X18,) and OLSE,, (X,f,) tahmin edicileri (3.6)
ve (3.32) verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde agagidaki ifadeler denktir:

(a) 1 olasilikla OLSE) (Xf) = OLSEy, (X161)+ Ex, OLSEy,(X,5,) dir.

(b) Py = Py, + Px, — Px Py,
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(c) Px,Px, = Px,Px,
Ozel olarak eger ¥ = | ise bu takdirde asagidaki sonug verilebilir.

Ispat: (3.38) den (b) ve (c) nin denkligikolayca goriilebilir. (3.6) ve (3.32) den (a) daki
esitligin 1 olasilikla saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her y € R[X, Y] igin

OLSEy (XPB) - OLSEy, (X1B1) + OLSEy, (X2f,)
=(Px - Px, - Px,+ Px Py,)y=0
olmasidir. Tanim 3.1.1 e gore bu ise
(Px - Px,- Py, + Px Py,)[X, Y]
=[- Px,X1 + Px,Px,Px,, 0, (Px - Px, - Px, + Px,Px,)X]1=0
esitligine, yani
Px,Px, = Px,Px,Px, Ve (Px - Px,- Px,* Px Px,)}, =0

ifadelerine denktir. Py, Py, Py, simetrik oldugundan, buradaki ilk esitlik (c) ye denktir.

Bdyle bir durumda (3.38) e gore ikinci esitlik otomatik olarak saglanir.

Sonug 3.1.1 Farz edelim ki (3.2) de Y, = I olsun ve OLSEy (Xp), OLSEy, (X15,) ve
OLSE\, (X, B,) tahmin edicileri (3.6) ve (3.32) verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir:

(@) OLSEy(XP) = OLSEy, (X1B1) + OLSEy, (X2;)

(b) Py = Py, + Py,

() X;'X,=0

(d) E[OLSEy, (XiB) 1=XB),i=1.2,...

(e) E[OLSEy, (X181)+ OLSEy,(X,B,] = E[OLSEy (Xp)]

() Cov{OLSEy, (X1B1) , OLSEy,(X25,)} =0

(9) Cov[OLSEy (XB)] = Cov[OLSEy, (X1B1)] + Cov[OLSEy, (X,f5,)]
Ispat: (a), (b) ve (c) ifadeleri Teorem 3.1.1 den direkt olarak goralir. (c), (d) ve (e)
nin denkligi (3.33) ve (3.34) den goriilebilir. (c), (f) ve (g) nin denkligi ise (3.35) ve
(3.36) den kolayca gorulebilir.
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Lemma 3.1.2 den kolayca goriilebilir ki (3.3) deki iki kiiciik model altinda X, ; ve
X, 3, nin BLUE tahmin edicileri

BLUEy, (X1B1) = Px,15¥, BLUEY,(X252) = Px,1xY, (3.39)

seklindedir, burada
PXi"Z:[Xi’ 0 ][Xi'ZEXi]++UiE[Xi,EXi] ) 121,2 (340)

dir. (3.2) nin bir dogru model oldugu varsaymm altinda (3.39) daki tahmin ediciler
gercekte (3.3) deki modeller altinda X;£; ve X,B, nin BLUE tahmin edicileri
degillerdir, yani onlar (3.3) altinda ne X;f; Vve X,f, icin yansizdirlar ne de
minimum kovaryans matrislerine sahiptirler. Bununla beraber, (3.18) de gosterildigi

gibi onlarin toplami ayni sartlar altinda (3.2) modelinde X/ i¢in BLUE tahmin edicidir.

Bu kisimda (3.17) ve (3.18) deki ayrigimlari (3.9) ve (3.39) da verilen BLUE tahmin
edicilere genisletecegiz. Ilk olarak (3.9) ve (3.39) da verilen tahmin edicilerin bazi
temel 6zelliklerini verece§iz ve daha sonra da asagidaki iki ifade i¢cin gerek ve yeter

sartlar ortaya koyacagiz:

(I) BLUEy(XB) = BLUE, (X18,)+BLUEy, (X,8,) olacak sekilde BLUE,, (X1B;)

ve BLUEy,(X,f,) tahmin edicileri mevcuttur.
(I1) Her BLUEy, (X,B1)ve BLUEy,(X,p,)tahmin edicisi i¢in
BLUEy(XB) = BLUEy, (X181) + BLUE,(X2p)

esitligi gergeklenir. Son olarak (3.17) ve (3.18) ifadelerinin saglanmasi i¢in bir dizi
denklik verecegiz. (3.8) ve (3.9) daki Pyy ve BLUE)(Xp) nin baz1 basit dzellikleri

asagida verilmistir.

Lemma3.1.9 Pyy ve BLUE)(Xp) ifadeleri (3.8) ve (3.9) daki gibi verilmis olsunlar.
Bu takdirde,

(@) PxizX =X, PyjyX Ex =0, ve Py yY. carpimi

Py» X=X, 0][X, X Ex]* Y (3.41)

olarak tek tiirlii yazilabilir.
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(b) Pyy tektir ancak ve ancak r[X,3)] = ndir.
(¢) BLUE)(Xp) tahmin edicisi 1 olasilikla yektir eger M tutarl ise.
(d) E[BLUEy(XB)] =XB ve

COV[BLUEM(Xﬁ)] = [X, 0] [X,Z Ex]+ Z([X, 0] [X,Z Ex]+)l’
r(Cov[BLUE (XB)] = r(X) + r(¥) — r[ X, X] = dim [R(X)NR(X)]

dir.  (3.9) un yaninda, BLUE}(Xf) tahmin edicisi bazi alternatif formlarda da

yazilabilir, 6rnegin,
BLUEy(XP) = Pxy- PxYEx(ExXEx ) Exy .
BLUEy(Xp) =y- XEx (ExXEx )" Exy
BLUE,(Xp) =X[X'X + XTX ) X] X' + XTX")y,

burada T matrisi R(3;+XTX") = R[},X] olacak sekilde bir simetrik matristir (bkz.
Albert (1973) ve Rao (1973)).

(3.38) ve (2.39) daigerilen degisik Pyyy , Px1y V€ Pxy )y matris ifadeleri i¢in asagidaki

sonuclara ihtiya¢ duyulacaktir kibunlar 3.1.1, 3.1.5 ve 3.1.9 nolu lemmalardan kolayca

turetilebilir:
R([X; 0]) € R(X;.2X:]), =12 (3.42)
Ex.Ex=Ex , i=1,2 (3.43)
RIX, XEx] = RIX.X], RIX;, ¥ Ex,] = RIX;, X, i=1,2 (3.44)
X X
Ny o =r[YEx, X 1+r(X)=r[XEX;, X1 ]+1(X>), (3.45)
r [5 )f)l] >r[X, X1+ r(X,) +r (X,) —r(X) = r [X, Y], (3.46)
|5 oz s ez ) = x5l 3.47)

Asagidaki Lemma (3.39) da verilen iki tahmin edicinin 6zelliklerini vermektedir.
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Lemma3.1.10 BLUEy, (X15:) Ve BLUEy, (X,5,) (3.39) verildikleri gibi olsunlar.
Bu takdirde,

@) [X;, 0] ve [X;, YEx,] matrisleri igin

[Xi, 0 1[Xi, XEx, 1" [Xi, XEx,] =[X:, 0], i=1,2, (3.48)
ve (3.39) da verilen iki Py 5z Ve Py,;s matrisi igin

Py iz Xi=X; ve Py, x2=[ X, 0 ][X;, X Ex, 7Y, i=1,2 (3.49)
esitlikleri saglanir.

(b)  Px,y matrisi tektir ancak ve ancak r[X;, Y] =n,i=1,2... dir.
(c) BLUE) (X;B;) 1 olasilikla tektir ancak ve ancak R[X;, ¥] = R[X, ¥ ], i=1,2..
(d) BLUEy, (X,81) ve BLUE),(X,B;)tahin edicileri ve bunlarin toplamimin
beklenen degerleri
E[BLUEy: (X1 B)1=X1B1+Pr,i5XaPs (3.50)
E[BLUEw, (X2B2)]=Px, 5 X111t X2P2 (3.51)
E[BLUEy, (X1$1)] + EIBLUEy, (X28,)] = XB+ [ Peyus X1 + PeyisX2 18 (352)
seklindedir.

(e) Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) Py, xX; = 0olacak sekilde bir Py ;s matrisi mevcuttur.

(ii) Py, X; =0 olacak sekilde bir Py, xmatrisi mevcuttur.

> Xl] _ :

(iii) r[XZ, NEURS >] dir.

Bu durumda, BLUEy, (X181),BLUEy,(X,B;) Ve BLUEy, (X18,)* BLUEy,(X;5;)

tahmin edicileri  (3.2) de verilen X;B; , X,B, ve X igin sirasiyla yansiz olacak
sekilde BLUEy, (X15;) ve BLUEy,(X,f,) mevcuttur.

(f) BLUEy,(X;B;) nin kovaryans matrisi
COV[BLUEy, (Xif)1=02[ X;, 0 11 Xi, Ex ]* R ([ X, 01 X, Ex | ) (359)

seklindedir, burada r(Cov[BLUEy, (X;B;)] =r(X;)) +r(X)-r[X; X 1,i=12.. dir.
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(9) BLUEy, (X18,) ve BLUEy,(X,f,) arasindaki kovaryans matrisi
COV[BLUEM1 (X1B1) \BLUE),, (X282)
+ !
=0?[X;, 0][X;, Exi]+2([xz; 0][X2; EXZ] ) (3.54)
seklindedir, burada

r(BLUEy, (X151), BLUEy,(X25,)

X
2|2 0]+ @ - e, 5] (3.55)
2
dir.
(h) Herhangi iki BLUE), (X1/1), ve BLUE),(X,f,) tahmin edicisi iliskisizdir ancak
ve ancak

Rz, o JFrE K -, (350

veya buna denk olarak, r(Ey, Y. Ex,) = r(Ex, Y) + r(CEx,) —r(¥) dir.
Q) Eger
X XL
(AR (357)
ise bu takdirde BLUEy, (X,58;) ve BLUEy,(X,B,) tahmin edicileri mevcut olup

hem iliskisizdirler hem de (3.2) altinda X;[5; ve X,[3, i¢in yansizdirlar.

Ispat: (a) da Py,x Ve Py, 5y hakkindaki sonuglar Lemma 3.1.9(a ) dan kolaylhkla
gorulebilir. (b) deki sonuglar ise Ejx,yg,] = 0, i= 1,2 katsayilar matrisinden
turetilebilir. (3.39) un sonucu olarak BLUE),, (X;f;) tahmin edicisinin 1 olasilikla tek

tiirlii olmasi, yani her yE[X,}]] i¢in Py ;s Yy nin tek olmasi i¢in gerek ve yeter sart
E[XiIZEXi][X ) Z] =0, i= 1,2,
esitliginin saglanmasidir. Bu ise (3.19) a gore

riX, X1=rX,¥1,1=1,
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olmas1 demektir. Ayrica R[X;, Y ]€ R[X, Y] ,i1=1,2 oldugundan bu esitlik (c) de
istenildigi gibi R[X;, X ]= R[X, Y] , 1= 1,2 esitligine denktir. (a) varsayimi altinda

E[BLUEw, (X181)] = Px, 1y [X1, X2] B = X181 +Px, 5 X252,
E[BLUEy,(X252) 1 = Px,15[X1, X21 B = Px,5 X1B1 + X2,
yazilabilir ki bunlar (3.40), (3.41) ve (3.42) nin saglandigmi gosterir. Ote yandan
Py 5 X2 = [ X1, 0l[ X1, XEx, 17X, + Uy E[Xi,ZEXi] X,
Py,is X1 =[X5, 01[X5, X Ex, ]" X, + UzE(x, 58,1 X1
oldugundan (3.32) kullanarak elementer satir islemleriyle,

minr(P X
Pty ( X113 2)

= r{}linr([ X1, 0] [ Xy, XEx,] + X, FULE [, 3By ] X3)

[[X1, 0] [ X1, 2EXi] + X,
l — 1 (B yey,) X2 )

=r
Erxyzex) X2
[[X1,0][X1,XEx,] + X, 0 l
=r L -r[X, ,YEy, X
_ XZ [XliZEXi] [ 1 Z X 2]

[0 —[X,0]
=" x, [Xl,ZEXi]]'r[X'Z]

=r(Xy)+r[Xs Ex, 1-r[XX]
_ [z X1]
=r [Xé 0 —r [X! Z ]
oldugu goriiliir. Simetriklikten dolay1
: 2 Xl]
Py v X{) =T [ p -r[ X,
minr(PoisX) =1y o |- rIXX]

yazilabilir. (e) de verilen ii¢ ifadenin denkligi bu esitliklerden goriilebilir. (f) deki
sonuglar ise Lemma 3.1.9(d) den elde edilir. Ayrica (3.41) ve (3.49) esitliklerinden
(3.44) de istenildigi gibi
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CoV{[BLUEy, (X181) , BLUEy,(X>f5,) }
=0%Py, 13 2
= 0% [X1,01[ X1, X Ex, ]+ X([X2, 01 [X5, X Ex, 17)’

oldugu goriiliir. Ote yandan R([X;, XEx,]") ve R(Y) € R[X;, XEx,], i = 1,2 oldugunu
belirtelim. (3.44) ve (3.31) dikkate almarak elementer islemler kullanilirsa
r[( Xy, 0 ][ X1, XEx,]+) X([X2, 011X, , X Ex,17)'
Y X1 XEx, O
=r| X; 0 0  X3|-r[Xy,XEx]-r[Xz, XEy,]
Exy,> 0 0 0
> 0 0 0

=rlo 0 0 X - X, %] - 1%, 3 ]
0 0—Eyx,YEy, O

=1(Ex,XEx, )+ (X)) +r (X)) +r ) —r[X, X]-r[X;, X ]

:|"[)§é )gl]+r(2)—r[X1,Z]—r[Xz,Z]

elde dilir ki bu da (3.45) in saglandigimi gosterir. (h) daki tartisma (g) nin bir direkt
sonucudur. Boylece eger (3.47) saglanirsa, bu takdirde  BLUEy, (X,5,) Ve

BLUEy,(X,f,) tahminleri mevcut olup swrasiyla X;5; ve X,f, i¢in yansizdirlar.
Ayrica eger (3.47) saglanirsa, bu takdirde (3.46) da saglanir ve dolayisiyla (i) de
istenildigi gibi BLUE ), (X;f;)ve BLUEy, (X,f,) tahmin edicileri iliskisizdirler.

Teorem 3.1.3 BLUEy(Xp), BLUEy, (X18;) ve BLUE),(X,f5,) ifadeleri (3.9) ve
(3.39) da verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(a) Oyle BLUEy,, (X,1) ve BLUE), (X,f3,) tahmin edicileri mevcuttur ki
BLUEy(XB) = BLUEy, (X181) + BLUE\,(X,8,) (3.58)
esitligi 1 olasilikla saglanir.

(b) PX"Z = PX1||Z + PXZ"Z olacak Sekllde PX"Z y PXl"Z ve PXZ"Z mevecuttur.
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© r [)i )81]: FIX T ] ve r(X) = r (X,) +r (X,) dir.

Bu durumda, BLUE),, (X18,) ve BLUEy,(X,f,) tahmin edicileri
E[BLUEy,(X;B:)]=Xp5;, i=1,2 (3.59)
CoV{BLUE, (X181), BLUE), (X28,)}=0, (3.60)
CoV[BLUE (XB)]=COV[BLUE,y, (X1 81)]+CoV[BLUE,, (X,5,)] (3.61)
esitliklerini saglar.

Ispat: Ilk olarak (b) ve (c) nin denkligini gosterelim. Lemma 3.1.2 den kolayca

goralir ki (b) deki esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter
(Pxyiz * Pxyix )X XEx] = [X, 0]

olacak gekilde Py y Ve Py, y nun mevcut olmasidir. Py j» Ve Py,;y degerlerini bu

esitlikte yerlerine yazarsak

Eix, 5Ex,] [ X, Y Ex] _

U, U =
LU, U] Erx, sex,1 [X XEx]

matris denklemi elde edilir, burada
G =[X, 0] —[ X1, 0][ Xy , X Ex,]+[ X1, X Ex] — [ X3, 0] [X2, XEx,1+[X X Ex]

dir. Lemma 3.1.7 ye gore boyle U, ve U, nin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart

G
E X’ E
r| El e 0 2B | = p E[Xl'ZEXi] [[X ;EX]]
Erx, ZEx,] [X, XEx] [ X2 .XEx,] , Ly

olmasidir. Buradan gerekli diizenleme yapilirsa

G
r | Bl x s L% 2Ex]

Ei x, 5Ex,1[X XEx]
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G 0 0
=r|[X2Ex] [X1,XEx,] 0 -1 [ X1, XEx,] — 1 [ X2, YEx,]
[ X, YEx] 0 [ Xz, XEx, ]|
[ [X' O] [Xlﬁ 0] [XZJ 0]
=r|[XXEx] [X1,XEx] 0 -r[X Y] -r[ X, Y]
_[X'ZEX] 0 [XZ , ZEXZ]_
(X 0 0 0 0 0
=r 0 0 0 EXZ — Xz 0 _r[XllZ]_ r[XZIZ]
_O 0 - X; 0 0 YEy,

=r (X)+r[XEx, , X2] +r[XEx,, Xa]-r[X1, 2] -r[X2, 2]

:2r[)§é P ICORIE RIS RIC AR
ve

E[X1 'ZEXL-] [X' ZEX]
Eix, sex,) [X 2Ex]

_ [[X5E] [Xi,3Ex] Ol'
_rI[X'ZEx] 0 Eryagegy | 1K ZEx 11 X BB

X
=% % A% 3 s rinn

=2r[X,X]-r[X 2] -r[Xz,X]
elde edilir. Bu iki rank esitligi yukarida yerlerine yazilirsa
or [)i Wizt e r,
oldugu goriiliir ki bu esitlik alternatif olarak
( Y X Y X1

r X, 0 r[X,Z]>+(r X, 0 r[X,Y]— r(X) — r(X,) + r(X))=O

seklinde de yazilabilir. Bu durumda bu esitligin sol tarafindaki iki terimin non-negatif

oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla (c) deki rank esitligi elde edilmis olur.
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(3.9) ve (3.39) dan kolayca gordaldr ki (3.58) in saglanmasi igin gerek ve yeter sart her
y € R[X, ¥] icin

BLUEM(Xﬁ) - BLUEM1 (X1ﬁ1) - BLUEz\/l2 (Xz.Bz) = (PXHZ - PX1|IZ - szllz)y =0
olmasidir. Bu ise Tanim 3.1.1 e gore
(Pxiz - Pryis- Prap) [ X 21 = (Pay - Pxoiy - Prog X1, X2, X1=0 (%)
olmasina denktir. Buradan
Pay X1=Pyay X1 =X, Ve Pyy Xo =Py iy = Xo.
yazilabilir. Bu nedenle (*) esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
Py,ix X1 =0, Px,yx X2 =0 Ve Pyyy ¥ - P 2 - Px,ip2 =0 **)

olacak sekilde Pxyy, Px,yVe P,y nin mevcut olmasidir. Buradaki ilk iki esitlik (c)

deki ilk rank esitligine denktir. Benzer sekilde
(Pxis -Pxyiz - Proiy ) 2

= [X, 0][X'2Ex]+ >-[X,0] [X1:ZEX1]+ > - [ X201 [ X, ’ZEXZ]JrZ

X, YEy 0 0 Y
=[[X,0], [X1 0], [X2,0]]] O  —[Xy,XEx] 0 +[Z]
0 0 —[ X2, 2Ex, 1| X
oldugu gosterilebilir.
[X, XEx] 0 0
t=r| O —[ X1, XEx] 0 =rXX1+rX, X1+ r[Xz, Xl
0 0 —[ X2, XEy,]

alalim. Bu durumda gerekli hesaplamalar yapilarak

r(PxigX - Pxyiz2 - Py 2)

—[X, X Ex] 0 0 >
=r 0 [ X1, X Ex] 0 X |-t
0 0 [X,,3Ex,] X
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0 -YE. X, 0 X, 0 3
-rl0 0 X, SE 0 0 Y |-t
0 0 0 0 X, YEy, y

=rQEx, , Xi] +r[EXy, Xo J+1 () +1r(X) -t

=2z 0]+ @00 -rr) —r () -

oldugu goriilebilir. Bu rank formiilii gosterir ki (**) daki {igiincii esitligin saglanmasi

icin gerek ve yeter

Y X
2r|g o] FIE TS M ST ) 4 () - (E) - ()
olmasidir. Bu esitligi (C) deki ilk renk esitligiyle birlestirirsek

(rIXZ T+ X, X1+ X, 2 ] - (X)) + (r(Xy) + r(X; ) —r(X))=0

elde edilir ki bu

rX, 21+ r[X;, X 1-r@) ve r(X)=r X)) +r(X;)

olmasmma denktir. Bunlar1 () deki birinci esitlikle birlestirirsek (a) ve (c) nin denk

oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.4 BLUEy(XB), BLUEy,(X16:) ve BLUEy,(X,p,) ifadeleri (3.9) ve
(3.39) da verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(a) Herhangi bir BLUEy, (X11) + BLUEy, (X,,) toplami 1 olasilikla M modeli

altinda X nin BLUE tahmin edicisidir.
(b) BLUE), (X18,) Ve BLUEy,(X,B,) tahmin edicileri 1 olasilikla tektirler ve

bunlarin toplami da 1 olasilikla M altinda X nin BLUE tahmin edicisidir.
(©) {Px,ix * Pxoix} € {Pxig} dir.

@ r[Z B]=r@)ver) =ron) + rex) dir
(&) R(X) S R(Y), X} N* X, = 0 ve RX,)N R X,) = {0} di.

Ispat: Oncelikle (c) ve (d) nin denkligini gosterelim. Bu durumda (c) deki icerme

bagmntisinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

51



Eix, 36y [X2Ex]]

U, U =
U, U] Eix, yex,)  [X XEx]

G

esitliginin herhangi U, ve U, i¢in saglanmasidir ki bu da asagidaki ii¢ esitlige denktir:
E[Xl,ZExl][X' 2Ex] =0, E[XZ,ZEXZ][XJ 2Ex]=0,G=0

Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

r(G)

=r([X,0], [ X, , OI[X1 , XEx, 1+ [X, XEx] - [X2,0 ] [Xz , X XEx, ]+ [X, XEx])

[[X1,XEx, | 0 [X, X Ex]]
=r 0 [X2,XEx,] [X,2Ex]| - r[X1, X]-r[Xz, X]
| [X1,0] [X;,0] [X,0] |
0 E, —-X, 0 0 0
=r|—-X;, 0 0 Ex, 0 Of-r[X{,X]-r[X;,%]
0 0 0 0 X O

=T Ex,, o ]+ [XEx, X ]+r(X)-r[Xy, X]1-r[Xz,X]

=2y O] FrOO-rBGL BT i E1-r ) T ()

“2r[g ] - E1-r e o)+ r0x)

(r)? ’f) —r[X,Z]>+<r§é - E1 - re)-roe) +r0)

elde edilir. Bu son ifadedeki iki ifade de non-negatiftir. Bu nedenle
r[)?‘, )(()1] =r[X,Y] ve r(X)=r(X,)+r(X;)
2

esitlikleri yazilabilir. Bu ifadeler (3.57) ile birlestirilirse r[X, Y] = r(}) esitligi elde
edilir. Bu nedenle (d) saglanmis olur. (d) ve (e) nin denkligi ise (3.22) den tlretilebilir.
Tamm 3.1 den ve PyyY. , Py, y2 Ve Py, 5y Y ifadelerinin tekliginden (a) daki
durumun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

max min

Pxaz Pxy "Pris Prany - Proipt
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max

= Py by, | Pxeiz&1 - PrugXe Pask s Prig Pz |

=0

olmasidir. Bu ise asagidaki ti¢ esitlige denktir:

max max
Pryis ey X1 =00 p,  1(PripX2 ) =00 Pris - Prigh - Pryig X5 0

Bu durumda buradaki ilk iki esitlik
[X2.0] [Xz, XEx, ]+ X1 =0, [X1,0] [X;,XEx, ]+ X, =0
Eix, 5ex,1X1 =0, Epx, 55y, 1X2 =0
esitliklerine denktir.
Farz edelim ki Y pozitif definit olsun. Bu takdirde asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.2  Farz edelim ki Y pozitif definit olsun. Bu takdirde (3.9) ve (3.39) da
verilen BLUEy(Xp), BLUEy, (X181) ve BLUEy,(X,B,) tahmin edicileri tek ttrlu
olup asagidaki ifadeler denktir:

(@) BLUEwW(Xp) = BLUEy, (X11)+ BLUE ), (X f;)

(0) Paz = Prag * Py

() XXX, =0

(d) E[BLUEy (X;B)] = XiB; , i=1,2...

(e) Cov{BLUEy, (X181) + BLUE,(X;5,) =0

(f) Cov[BLUEY(XpB) ] = CoV[BLUEy, (X151) ] + Cov[BLUE,(X;f>) ]
Eger (3.2) de Y positif definit ve r(X) = p alinirsa, bu takdirde (3.2) modeli altinda
p ve XB nin BLUE tahmin edicileri i¢in asagidaki sonug verilebilir.
Lemma 3.1.11 (3.2) modelinde Y. positif definit ve r(X) = p oldugunu varsayalim ve
T=[I,,, 0] ve T, =[0, I, ] olsun. Bu takdirde,
@ M altinda 8 ve Xp nin tek BLUE tahmin edicisi (3.11) deki gibidir, burada

CoV[BLUE,(B)] =a?(X'Y"1X)™1, Cov[BLUEy(XB)]= 02X ( X'y, "1 X)X’

dir.
(b) M altinda B, ve B, nintek BLUE tahmin edicisi
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BLUEy(B) = T,(XY, ~1X)"1X'y 1y, i=1,2. (3.62)

dir, burada
BLUEy (ﬁ)=[gfgg’:’lgg3], (3.63)
E[BLUEy(B)] = B;, 1=1,2.. (3.64)
Cov[BLUE, (B)] =o?T;(X’Y"1X)71T/, i=1,2 (3.65)
CoV{BLUE,,(8,),BLUE(B,)}=cT,(X'Y~1X)~'T,’, (3.66)
r(Cov{BLUEy (B1),BLUEy (B2)})=r(X1"%"'X5) (3.67)
seklindedir.
(c) M altinda X, f3; ve X,8, nin BLUE tahmin edicisi
BLUE, (X,8)=X,T,( X'~ 1X)"1X' Y1y, i=1,2 (3.68)
seklindedir, burada
BLUE,,(X,5,)+BLUEy(X,8,)=BLUE ., (XB), (3.69)
E[BLUE,(X;B)]=X;B;, 1=1,2 (3.70)
CoV[BLUEy(X;B)]=a*(X;T)( X’ X~ "X )" (X;T)', 1=12 (3.71)
CoV{BLUEy(X15:),BLUEy (X282)} = (X1 Ty )( X' X' X) "1 (X,T2)"  (3.72)
r(CoV{BLUEy (X1 1),BLUEN(X2))=r( X1 X' X>) (3.73)
dir.

Sonug 3.1.3 BLUE(B), BLUE(XB), BLUE(X;) ve BLUE\(X;B;), i=1,2.. tahmin
edicileri Lemma 3.1.6 da verildikleri gibi olsunlar. BLUEy, (B;) ve BLUEy, (X;f;)

BLUEy,(B)=(X; 7' X) 71X X7y, i=1.2. (3.74)

BLUEy,(X,B)=X,(X{ ¥ X)X} ¥ 7by, i=1,2. (3.75)
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

_|BLUEw, (B1) : _ .
(@) BLUEy(B) = BLUE,,. (,)|" yani, BLUEy(B;) = BLUEy, (X;B;), i=1,2..

(b) BLUEy(XB) = BLUE,, (X181) + BLUEy, (X,8,) .
(c) BLUEy (X)) = BLUEy, (X;8) i_1,2.

(d) E[BLUEy,(B)] = Bi , i=1,2...

(€) E [BLUEy,(X;B)]= X:B: ,i=1,2...

(f) Cov{BLUE,(B,), BLUE,, (B,)}=0

(9) Cov{BLUE (X,B,), BLUE,,(X,5,)}
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(h) Cov{BLUEy, (1), BLUEy,(B,)} =0
() Cov{BLUEy, (X1f1), BLUE\,(X;5,)} =0
(J)) Cov[BLUE(XB)] = Cov[BLUE,, (X,f1)] + Cov[BLUEy, (X,5,)].
() Pxiz = Pryis + Pryy -
() x1x'X; =0.
Ispat: (b), (e), (i), (j) , (k) ve (I) siklarinin denkligi direkt olarak goriilebilir. Ayrica
BLUE,,(XB) = X BLUEy (8),

BLUEM(XLﬁL) = XLBLUEM(ﬁl), BLUEML(Xlﬁl) = XLBLUEMl(ﬁl)’ = 1,2

IBLUEM1 (B1)

BLUE,, (B2) l=BLUEM1 (X1$1)+BLUE )y, (X,f5,)

Cov{BLUEy (X181), BLUEy (X3,)}=X1Cov{BLUEy (B,), BLUEy (82)}X5,
Cov{BLUEy, (X11), BLUEy;,(X,,)}=X1Cov{BLUE, (B1), BLUEy,(2)}X>,

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler altinda (a) daki esitligin her iki tarafi X ile soldan
carpilarak

BLUEy, (B1)

BLUEy(XB) = X BLUEy(B ) =X [BLUEM (B2)

= BLUEy, (X1,1)+ BLUEy, (X,;)

elde edilir ki bu da (b) dir. Ayrica X* = (X'X )71X’ oldugunu belirtelim. (b) deki
esitligin her iki tarafi X7 ile soldan garpilarak (a) elde edilir. (a) ve (c) nin denkligi
direkt olarak gorilebilir. Benzer sekilde (d) ve (e) yukaridaki esitliklerden elde edilir.
(M, (9), (h), ve (i) nin denkligi (3.47) ve (3.55) ve yukaridaki esitliklerden elde edilir.

Teorem 3.1.5  BLUE y(Xp), OLSEy, (X16,) and OLSEy,(X,B,) tahmin edicileri
daha Once verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

@) BLUE (XB) = OLSEy, (X1B1) + OLSE),(X,;) esitligi 1 olasilikla saglanir.
(b)  Pxyy = Px,+ Py, olacak sekilde bir Py;y mevcuttur.

X1X, =0 ve R(EX)S R(X).
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Bu durumda OLSEy, (X151) Ve OLSEy,(X,f,) tahmin edicileri (3.2) modeli altinda

X,P;1 ve X, B, i¢in yansizdirlar.

Ispat: (3.6) ve (3.9) dan kolayca goriilebilir ki (a) nin saglanmas: icin gerek ve yeter
sart hery € R[ X, ] icin
BLUEy (XPB) - OLSEMl(XLBI) - OLSEy, (X2B;) = (quz - Py, - PXZ)Y:O
olmasidir ki bu Tanim 3.1.1 e gore
(quz - Py, - Py, X X1= ['sz X1, - Px, X3, lelzz - Py, X - Px, 2] =0
esitliginin yani
Py, X1 =0, Py, X, =0, Pyys X - Px, 2. - Py, =0

esitliklerinin saglanmasina denktir. Buradaki ilk iki esitlik X;X, = 0 esitligine denktir.
Bu durumda, Py, + Px, = P, yazilabilir dolayisiyla ii¢lincii esitlik

(Pyiz = Py) Z=IX.011X, XEx]*X-Py £=0
esitligine denktir. Bdylece gerekli diizenleme yapilarak
F(PugZ - Py 2) = r([X,01[X, XE]* X - P X)
—[X,XE] 0 X

=r 0 X'X X'Y|-r[X,XE.]-r(X)
[X,0] X 0

0 -YE, X Y
=rfo 0 X'X XY|-rlX.,X]-r(X)
X 0 0 0
0 0 X ¥
=r{o  X'YE, 0 Of-r[X,X]-r(X)
X 0 0 0
=1 (ExXX)
=r[X,¥X]-r(X) (3.76)

yazilabilir. Bu gosterimler R(}X) S R(X) ifadesine denktir. Boylece (c) elde edilir.

Buradan (b) deki igermenin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

(Px, + Px,) [X, XE] = [X,0] 3.77)
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yani,
PX2 X, =0, PX1 X, =0, (PX1+ sz) YE, =0

olmasidir. Buradaki ilk esitlik X;X, =0 esitligine denktir. Bu durumda, Py + Py, =
Py, olup buradaki tgiincii esitlik Py)E, = 0 esitlifine yani, Py).P, =), P, esitligine
denktir ki bu da R(X) < R(X) ifadesine denktir.

Teorem 3.1.6 BLUE ,,(XB), OLSE), (X1,) and OLSEy,, (X,B,) tahmin edicileri daha
once verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) BLUEy(XB)=OLSEy, (X181) + Ex, OLSE\,(X,f,) esitligi 1 olasilikla saglanir.
(b) Pyys = Px,+ Py, — Px, Py, olacak sekilde bir Py s mevcuttur.

(© Py Px, = Py,Pyx, ve R(ZX)S R(X) dir.

Ispat: (3.6) ve (3.9) dan kolayca goriilir ki (a) nin saglanmasi i¢in gerek ve yeter
sart her y € R[X, ¥] i¢in

BLUEy(XB) - OLSEy,(X1B1) - Ex, OLSEy,(X2p)
= (Pyiz — Px, —Px, + Px, X, ) y=0
olmasidir ki bu Tanim 3.1.1 e gore
(Pyix — Px, —Px, + Px, X5 )[X, Y]
= [=Px, X1 + Px, X2X1,0, Pyyzdl — Px, X —Px, 2+ Px, X23]1=0,  (3.78)
esitligine yani,
Py, X1 = Px, X, X1 Ve Pysd, — Px, X—Px, ) + Px, X5, =0

esitliklerinin saglanmasina denktir. (3.57) deki birinci esitlik Py, X, = Py, X; esitligine
denktir. Bu durumda, Py +Px, - Px. X, = P, dir. Dolayisiyla yukaridaki ikinci esitlik
(Pyix-Px)Y. = O esitligine denktir kibu da R(EX)E R(X) icermesine denktir. Boylece
(c) saglanmus olur. (a) ve (b) nin denkligi ise benzer sekilde gosterilebilir.

Eger (3.2) de Y, pozitif definit ve r(X) = p alinirsa bu takdirde yukaridaki son iki

teoremden asagidaki iki sonug tiiretilebilir:
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Sonug 3.1.4 BLUEy(B), OLSEy, (B,) ve OLSEy,(B,) tahmin edicileri (3.11) ve
(3.13) de verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde

OLSEy. (B
BLUE,,(B) = l OLSE. Egﬁ (3.79)

esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart X; X,=0 ve R(ZX)<S R(X) olmasidur.

Sonug 3.1.5 BLUEy(B), OLSEy, (1) ve OLSEy,(B,) tahmin edicileri (3.11) ve

(3.13) de verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde

OLSEy, (By) — (X1X1) "2 X; X,0LSEy, (Bs)
OLSEy,(B;)

esitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart Py Py,= Py, Py ve R(XX)E R(X)

BLUEM(ﬁ):l (3.80)

olmasidir.

3.2 Genel ve Kisitlamalh Modeller Altinda Tahminlerin Ayrisimi

Bu kisimda bazi karmagik matris islemleri ve genellestirilmis inversler igeren bir genel
lineer model ve onun kisitlamali modelleri altinda parametrik fonksiyonlarin
tahminleri ele alinacaktir. Bununla ilgili olarak genel lineer model ve kisitlamali lineer
model altinda OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin esitligi i¢in bazi1 gerek ve yeter

sartlar verilecektir.

X nxp tipinde keyfi rankl bilinenler matrisi y nx1 tipinde gozlenebilir rasgele vektor,
B px1 tahmin edilecek parametre vektor(, € rasgele hata vektoru, E(e) =0, Cov (¢)
= g2y , a2 bilinmeyen pozitif parametre ve Y ise n x n keyfi rankli bilinen veya

bilinmeyen nonnegatif definit bir matris olmak tizere
y=XB+e, (3.81)

genel lineer modelini g6z 6niine alahm. Ayrica A mxp tipinde bilinen bir matrisi ve

b de mx1 tipinde bilinen bir vektér olmak Uzere bilinmeyen S parametresi hakkinda

AB =D, (3.82)
matris denkleminin tutarli oldugu ek bilgisinin verildigini varsayalim. Bu tip
kisitlamalar genellikle (3.81) modelindeki parametre vektorii ile ilgili hipotez
testlerinde kullanilmaktadir. (3.82) ile birlikte (3.81) modeline kisitlamali lineer model
ad1 verilir. Basitlik olmasi1 bakimmdan (3.81) modelini ve buna karsilik gelen

kisitlamalir modeli sirasiyla
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M ={y,XB,o%}} (3.83)
ve

M.={y, XB |AB =b,0?%}. (3.84)

ile gosterelim. Kisitlamali lineer modeller istatistikte genis bir kullanima sahiptirler
bkz. Amemiya (1985), Chipman ve Rao (1964), Dent (1980), Haupt ve Oberhofer
(2002), Ravikumar (2000). (3.82) deki lineer kisitlamadan dolayr [ parametre
vektoriiniin (3.84) deki tahmini (3.83) teki tahmininden daha karmasiktir. Genel lineer
modellerin (3.84) deki kisitlamali lineer modele doniistiiriilmesi de miimkiindiir.
Model doniistiirme hakkindaki en popiiler doniistimler Lagrange carpanlar1 ve (3.82)
deki denklemin genel ¢oziimiine paralel bir yeniden parametrelestirme islemidir. r(X)
= p and r(A) = m olmak iizere (3.84) odeli altinda 8 parametresinin OLSE tahmin
edicisi
B=(XX) X'y - (XX)ATACXX) T A [ACX'X) X"y — b];
seklinde olacaktir, bkz. Amemiya (1985, p.21), ve Fomby ve Ark. (1984, p.83).

Bu kisimda (3.83) ve (3.84) modelleri altinda Kg tahmin edilebilir parametre vektorii
fonksiyonlarmin tahmin edicilerinin esitligi arastirilacaktir. r(X )< p ise, (3.83) ve
(3.84) modelleri altinda S ve Kf nm OLSE tahmin edicileri i¢in genel ifadeler
matrislerin genellestirilmis inversleri yardimiyla asagidaki Lemma 3.2.1 de verildigi
gibi; (3.83) ve (3.84) modelleri altinda K nin BLUE tahmin edicileri ise Lemma 3.2.2
Lemma 3.2.3 de verildigi gibi olacaktir.

Moore — Penrose inversin bir temel 6zelligi
Mt =M'M)*M' =M'(MM") * (3.85)
dir, bkz. see Penrose (1955).

Lemma 3.2.1 AX = B matris denkleminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AATB = B olmasidir. Bu durumda genel ¢ozimi V keyfi bir vektdr olmak Gzere
X = A™B + F,V formunda yazilabilir. Ozel olarak, AX = 0 1n genel nonnegatif definit

¢6zimi X = F,VV'F, formunda olacaktr.
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Lemma 3.2.2 BU; + U,C = A matris denkleminin U; ve U, igin ¢oziilebilir olmasi

icin gerek ve yeter sart
A Bl _

r[C o] =r(B) + r(C)

olmasidir.
Bu kisimda (3.83) deki modelin tutarli oldugunu yani, 1 olasilikla

y € R[X Y] (3.86)
durumunun saglandigini kabul edecegiz, bkz. Rao (1971,1973).

K matrisi Ixp tipinde bilinen bir matris olsun. Kf ya (3.83) ve (3.84) deki g parametre
vektoriniin bir doniisiimii ad1 verilir. Ozel olarak eger K = I, veya K = X ise bu
takdirde, KB swrasiyla [ parametre vektorinin ve Xp ortalama vektorinin
doniisiimdiir. (3.83) modeli altinda K i¢in iki yansiz tahmin edicinin esitligini vermek

icin Grof ve Trenkler (1998) tarafindan verilen asagidaki sonuca ihtiyag vardir.

Lemma 3.2.3 (3.83) deki M modeli tutarli olsun ve L,y + ¢; ve L,y + ¢, KB icin iKi
yansiz tahmin edici olsunlar, yani, E(L,y + ¢;) = E(L,y + ¢;) = KB olsun.bu takdirde
Ly + ¢, = L,y + ¢, esitliginin 1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart L), =

L,) esitliginin saglanmasidir.

Bu kisimda 6nce (3.83) ve (3.84) modelleri altinda tahmin edilebilir parametre
fonksiyonlarmm OLSE ve BLUE tahmin edicileri i¢in genel ifadeler elde edilecek ve
daha sonra (3.83) ve (3.84) modelleri altinda K nin OLSE ve BLUE tahmin

edicilerinin asagidaki alt1 esitligi saglamasi igin gerek ve yeter sartlar tiiretilecektir:

(i) OLSEp(KB) = BLUE)(KB),
(ii) OLSEj(KB) = OLSEy(KB),
(iii) OLSE;;(KB) = BLUE - (KB),
(iv) OLSEj-(KB) = BLUE)(Kp),
(v) OLSEj(KB) = BLUE(KB),
(vi) BLUEj(KB) = BLUE)-(KP),

Son olarak bu alt1 esitlik (3.83) ve (3.84) modellerinde XS ve S igin verilecektir.
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Verilen K € R™P matrisi icin KB vektori (3.83) veya (3.84) altinda tahmin edilebilir
denir, eger, E (L, +c) = KB saglanacak sekilde bir L€ R™™ matrisi ve bir ¢ vektort

bulunabilirse. Bu durumda
(1) KB nin (3.83) modeli altinda tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

RK') € RX") (3.87)

olmasidir.

(i) KB nimn (3.84) modeli altinda tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
R(K) S R[X',A"] (3.88)

olmasidir, bkz. Alalouf and Styan (1979). (3.87) ve (3.88) den kolayca gorulebilir ki
eger Kp (3.83) modeli altinda tahmin edilebilir ise bu takdirde Kg (3.84) modeli

altinda da tahmin edilebilirdir.

(3.83) ve (3.84) deki lineer modeller i¢in, KB nin OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin
asagidaki gibi oldugu bilinmektedir:

(i) (3.83) modeli altinda B nin OLSE tahmin edicisi, (y — XB)'(y — XB) ifadesini
minimum yapan f vektorii olarak tanimlanir ve OLSE () ile gosterilir. Bu durumda
(3.83) modeli altinda KB nin OLSE tahmin edicisi OLSE;;(Kf ) = KOLSE;;(B) dir.

(ii) (3.84) modeli altmda B nin OLSE tahmin edicisi, AB = b ya gore (y — XB)'(y —
XB) ifadesini minimum yapan S vektorii olarak tamimlanir ve OLSE;q.(B) ile
gosterilir. (3.84) modeli altinda KBS nin OLSE tahmin edicisi OLSE,;.(KB) =
K.OLSE.(B) dir.

(iii) (3.83) modeli altinda KB nmin BLUE tahmin edicisi E (Gy) = KB ve Kf nm

definit olacak sekildeki Gy lineer yansiz tahmin edicisidir ve BLUE,;(KB) ile

gosterilir.

(3.83) ve (3.84) modelleri altinda K nin OLSE ve BLUE tahmin edicileri farklh
kriterlere gére tanimlandigindan onlarin ayni olmasi gerekmez. Bu Kf nin OLSE ve
BLUE tahmin edicilerinin karsilastirilmas: ve 6zellikle bunlarin esit olmalar1 i¢in

gerek ve yeter sartlarin verilmesi uygundur.
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Lemma 3.2.2 den kolayca gorulur ki (3.82) deki tutarli matris denkleminin genel

¢cozimu y keyfi bir vektor olmak tizere
B=A"b + F,y, (3.89)

seklindedir. (3.89) ifadesi (3.81) deki modelde yerine yazilirsa z = y — XA*b olmak

iizere asagidaki yeniden parametrelestirilmis model elde edilir
Z:XAy+g, (390)

Bu nedenle (3.84) altinda tahminler (3.90) dan turetilebilir. K nin (3.83) ve (3.84)

modelleri altindaki OLSE tahmin edicileri asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.2.4 (a) M modeli (3.83) deki gibi verilmis olsun ve Kf nin M altinda
tahmin edilebilir oldugunu varsayalim. Bu takdirde K§ nin M altinda OLSE tahmin
edicisi

OLSE;; (KB ) =KXty (3.91)
dir.
(b) M, modeli (3.84) deki gibi verilmis olsun ve KB nin M, altinda tahmin edilebilir

oldugunu varsayalim. Bu takdirde Kf nin M, altinda OLSE tahmin edicisi K4, = KF,

ve X, = XF4 olmak Uzere
OLSEj;, (KB) = (KA* - Ky X, " XA )b + Ky X7y, (3.92)
dir.

Ispat: (a) durumu kolayca goriilebilir, bkz. Puntanen and Styan (1989). Lemma 3.2.2
den (3.90) modelinde y nin OLSE tahmin edicisinin u keyfi bir vektér olmak Uzere

7V =X,"z2+Fy W, seklinde yazilabilecegi kolayca goriiliir. Bunu (9) da yerine yazarak
OLSEj; (B) = A*b + F4X," z + FyFx ,u
= (A" - Fy X, " XA )b + FyX, Ty + FoFy u.

elde edilir. Bu nedenle (3.92) esitligi saglanir.

Asagidaki lemmada verilen esitliklerin saglandig1 kolayca gosterilebilir, bkz. Drygas
(1970, p.50) ve Rao (1973, p.282).
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Lemma 3.2.5 M modeli (3.83) deki gibi verilmis olsun ve K nin M altinda tahmin
edilebilir oldugunu varsayalim. Bu takdirde K§ nin M altinda BLUE tahmin edicisi

BLUE)(KB) = Px.x;5Y, : (3.93)
seklindedir, burada Py, ifadesi
G[X,VEx] = [K, 0] (3.94)
dir. Bu durumda (3.94) tin genel ¢6zimii U € R ™ keyfi olmak tizere
Py.x;y = [K,O] [X, XEx]" + UE[x 5k, (3.95)
olacaktir. Ayrica,

(@  r[X XEx] =r[X X] ve R[X,, LEx] = R[X, X].
(b)  Pyx;yX carpmu Pyx53 = [K,0][X, YEx] Y olarak tek tiirlii yazilabilir.
(3.93) ifadesine ilaveten BLUE);(Kf) nin bilinen bir gdsterimi

BLUE;(KB) = K(X'T*X)*X'Ty,
ile verilir, burada T= Y, + XUX", olup U simetrik matrisi r(T)=r[},X] olacak sekilde
secilmistir, bkz. Rao (1973).
Lemma 3.2.6 M, modeli (3.84) deki gibi verilmis olsun ve KfS nin M, altinda tahmin
edilebilir oldugunu varsayalim. Bu takdirde K nin M, altinda BLUE tahmin edicisi

BLUE), (KB) = (I - Pxaxa;s) XATD + Pgyxasy, (3.96)
olarak yazilabilir, burada K, = KF, , X, = XF, ve U; € R *" keyfi olmak iizere
Pxaxa;y = [Ka, Ol Xa, 2XFal*™+ UsE x, 5Ex,15 (3.97)
dir. Ayrica,

(@) r[Xa, XEXa] =1[X4, X] Ve R [Xy, XEX)] = R[Xy, X ]
(b) Pa;xay Y. carpimi Pg.xa:5 3= [Ky, O[ X4, X EX,]*Y, seklinde tek tiirlii olarak

yazilabilir.
Ispat: Lemma 3.2.2 den (3.90) altinda K,y nin BLUE tahmin edicisinin
BLUE»(Ka¥)= P yx in?

seklinde yazilabilecegi kolayca goriiliir. Bunu (3.89) ifadesinde yerine yazarak (3.96)
da iddia edildigi gibi
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BLUEy, (KB) = KA*b + BLUE ., (K,¥)
= KA™b + Py . ;5 (V-XATD)

elde edilir.
Teorem 3.2.1 OLSE,;(KB) ve BLUE,;(KB) (3.91) ve (3.93) de verildikleri gibi
olsunlar ve KB nin (3.83) modeli altinda tahmin edilebilir oldugunu varsayalim. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) OLSE;;(KB) = BLUE(KpB ) esitligi 1 olasilikla saglanir.

(b) K, X ve ¥ matrisleri KX*Y Ey = matris denklemini saglar.

(©) RIKX*X)] < R(X),

@ % [X’ZEX] c ER[XI'(X]

X'y XX

I

(e) r —T[XZ X'X = 2r(X)

(0 iR[’é]w “x 1

(9) Ex[¥XX.0]F x5k =0.

(h) XU,+U,(X'X,K") = [3.X,0] denklemi U; ve U, icin ¢ozilebilir.

(i) Y matrisi V matrisi icin Y. = (I, — J*)VV'(I,, — J*]) seklinde ayristirilabilir,
burada, J = KX* — [X, 0][X, XEx]™ dir.

Ispat: (3.83) modeli altmda OLSE;;(KB) ve BLUE;;(KB) nm her ikisinin de Kf
icin yansiz tahmin ediciler oldugunu hatirlayalim. Bu nedenle Lemma 3.2.4 den
kolayca gorulebilir ki OLSE;(Kf) = BLUE;(Kp) esitliginin 1 olasilikla saglanmasi

icin gerek ve yeter sart
KX*Y =KX, ZEx]"X (3.98)

esitliginin saglanmasidir. Bu durumda eger (3.85) esitligi (3.98) esitligine uygulanip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

r(KX*Y - [KOI[X, XEx]*X

= (KX X)* XL - [KOI[X, ZEx]*E
_ X'X 0o T'XZ
‘r<[K'[K'°”[ o oyl |3 >
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X'X 0 X'y
=1l 0 —[XYEx] Y |-r(X)-r[X, XEx]
| K 0 0

X'X —-X'X 0 X'y
=r| o -X =YE; 3 |-rX)-r[X X]

LK 0 0 0
XX 0 XYEy 0]

=ro -X 0 Y o[-r(X)-rlX.X]
K 0 0 0 |

_[X'X X'SEy
[FX 2 vx)

[§§ ; 5]'ﬂ“)

= 1(Ex[XX, 0]F [x7x k)

elde edilir. Esitligin her iki tarafi sifira esitlenerek (d) , (e), (f) ve (g) nin denkligi elde
edilmis olur. (g) ve (h) siklarinin denkligi ise Lemma 3.2.3 den kolaylikla goriilebilir.

(3.91) deki KX katsay1 matrisini (3.94) de yerine yazar ve KX*X =K oldugu dikkate
alinirsa (b) deki KX*Y.Ey = 0 matris denklemi veya buna denk olarak (c) de istenildigi
gibi  R[(KX*Y)’] € R(X) elde edilir. (3.98) deki denklem ¢oziilerek (i) de verilen
¢Oziime ulasilabilir.

Teorem 3.2.2 OLSE,;(KB) ve BLUE, (KB )tahmin edicileri (3.91) ve (3.93) de
verildikleri gibi olsunlar ve KB nin (3.83) modeli altinda tahmin edilebilir oldugunu

varsayalim. Bu takdirde
(a) Asagidaki ifadeler denktir:

() OLSE» (KB) = OLSEj, (KB) esitligi 1 olasilikla saglanir

X'X X'XF, X'y
(i) rlF,X'X 0 = r(X) + r(XF,)
K 0 0

(msqxqgmm)mﬁqgmmwemmwﬂﬁ?ka dir, burada N matrisi

N = [XX XX&§¢mwm:

F,X'X
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(iv) Y matrisi bir V matrisi icin }, = F;}VV'F;  seklinde ayristirilabilir, burada J =
KX*-K, X7 dir.

(b) Y matrisinin pozitif definit olmas1 sarti OLSEy(KB)= OLSE, (KB) esitliginin

saglanmasi icin gerek ve veter sart R(K') € R(X'XF,) olmasidir.
g cing y $ A

Ispat: OLSE, (KB) ve BLUE,;(KB) nm her ikisinin de Kf icin yansiz tahmin
ediciler oldugundan Lemma 3.2.4 den kolayca OLSE, (KB) = OLSEx (Kp)

esitliginin 1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin
KXY = K, X, Y. (3.99)

esitliginin saglanmasi oldugu goriilebilir. Bu durumda eger (3.85) esitligi (3.98)

esitligine uygulanip gerekli diizenlemeler yapilirsa

r(KX*Y - KaXy " %) = ([ K(XCX) XY, - KEg(FAX'XFa)* (XFa) " 3]

—r (m ke[S e lorrs )

[X'X 0 X'y
=r| 0 —(XF)'(XFp) XFE)'X|-r(X—r(X,Fy)
| K KF, 0

' X'X  X'XF, X%
=r|EXX 0 0
K 0 0

—1(X)=r(X,F,)

oldugu goriiliir. Bu esitliklerin her iki tarafi sifira esitlenerek (a) daki (i) ve (ii) nin
denk oldugu goriiliir. (ii) ve (iii) itin denkligi ise rank ozelliklerinden kolayca
gordlebilir. (3.99) denkleminin ¢dzulmesiyle (iv) deki ¢oziime ulasilir. (b) durumu ise
(a) dan kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.2.3 OLSE» (KB ) ve BLUE;; (KB ) (3.91) ve (3.96) de verildikleri gibi

olsunlar ve KB nin (3.83) modeli altinda tahmin edilebilir oldugunu varsayalim. Bu
takdirde agagidaki ifadeler denktir:
@ OLSE(KB) = BLUE, (KB) esitligi 1 olasilikla saglanr.

TX 0 X
® ro o 4 :r[fﬂ+r(X).
XX K 0

66



X
(C) F[X,A]’ [ZO 8] E[X’X,K’] = 0

(d) [fﬂ Uy + U,[X'X, K] = [ZOX 8] matris denklemi U, ve U, igin ¢ozilebilir.

Ispat: (3.91) ve (3.96) da verilen OLSE;;(KB) ve BLUE,. (KB) itahmin edicilerinin
her ikisi de Kf i¢in yansizdir. Bu nedenle Lemma 3.2.4 den kolayca gorilebilir Ki
OLSE»;(KB) = BLUE; (KpB) esitliginin 1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter
sart KX*Y = Pp,.xr .5, olmasidir. (3.855) esitligi kullanilarak gerekli sadelestirmeler

yapilirsa
r(KX+y - PeixF 5 20)

=1 (KX'X)* XY, - [KFy,0][XFy, XExF, 1Y)

=r <[K, [KFA; 0]] XOX —[XFA?ZEXFA] [XZZ >

X'X 0 X'y
=r| 0 —[XFy,XFE4] X | -1(X)-7[XF4, XExr,]
K  [KF,0] 0

X'X -X'XF, 0 X'Y
=r| 0 —-XF, 0 0
| K 0 0 0

—1(X) = r[XFy, X]

X'X 0 X'YExp, O
=r| o XF, 0 2] —1(X) =1 [XFy, X]
LK 0 0 0

. [XI’(X X’ZOEXFA] .

| XX 0 xE) —rex)

YX 0 XF,
YX 0 X

=rl 0 o0 4 -r[fﬂ—r(X)
XX K 0

elde edilir. Esitligin sag taraflar sifira esitlenerek (a) ve (b) nin denkligi elde edilir.
(b) ve (c) nin ve (b) ve (d) nin denkligi ise matris rank Ozelliklerinden kolayca

goralebilir.
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Teorem 3.2.4 OLSEy (KB) ve BLUE,;(Kp) tahmin edicileri (3.92) ve (3.93) de

verildikleri gibi olsunlar ve KB nin (3.83) altinda tahmin edilebilir oldugunu

varsayalim. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
€)] OLSEj; (KB) = BLUE (KP) esitligi 1 olasilikla saglanir.

(b) r

[ X'X

S o R X

0

X
0
A
0

X'

0

>

o C oMo

A
0

0
0
0

—r [)Af |+ X2+ r(x) + r(A) dir.

Ispat: (3.92) ve (3.93) deki OLSEj;. (KB) ve BLUE,(KpB) tahmin edicilerinin her

ikisinin de  Kp i¢in yansiz oldugunu belirtelim. Bu nedenle Lemma 3.2.4 e gore

OLSEj, (KB)= BLUE(Kp) esitliginin 1 olasilikla saglanmast i¢in gerek ve yeter sart

K. X, 'Y = Pk.x,5 Y olmasidir. (3.85) uygulayarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

(AN Py.x,32)

= 1(KFy(FX'XFy) T (XF)" X - [KO][X, XEx]™Y.

- ([KFA, K, 0]] [(XF%,XFA —[X,OZEX]]+ [(XgA),D

O N OO

[(XFy)'XF,

0
KF,

[(XFy)'XF,

XF,
0

X'X

oo R X

0 (XE)'Y.
—[X, Y Ex] > — I(XF,) — r[X,XEx]
[K,0] 0
0 0 0
—X =YEy Y|-r(Xry)-r[XX]
K 0 0
X'y 0 A
o ¥ 0
o o o Il rxm-roo-ra)
X 0 0

elde edilir. Esitligin sag taraflar1 sifira esitlenirse () ve (b) nin denk oldugu goriiliir.
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Teorem 3.2.5 BLUE)(KB) ve BLUE,; (KB) tahmin edicileri (3.93) ve (3.96) da

verildikleri gibi olsunlar ve KB nin (3.83) altinda tahmin edilebilir oldugunu

varsayalim. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(a)

(b)

(©)

BLUE(KB) = BLUE, (KB) esitligi 1 olasilikla saglanr.

Yy 0 X
0 0 4
X K 0
0

0
K'

r =r[§]+r[x,2].

> X
0 A
X0

R CR

Ispat: (3.93) ve (3.96) verilen BLUE,(KpB) ve BLUE,. (KB) tahmin edicilerinin her

ikisi de KB i¢in yansizdirlar. Bu nedenle BLUE)(KB) = BLUE) (KB) esitliginin 1

olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart Py,x53, = Py ,.x;»2, olmasidir. (3.85)

esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

r(Pr,x;y 2 - Praxis 2 )

=r([K,0] [X, X Ex]*Y - [KF4,0][XF4, XExFa] *Y)

X,YE 0 *
:r([[K.o],[KFA,o]] | %X] —[XFA,ZEXFA]] ED

[[X, X Ex] 0 >

=r 0 —[XFa, XExr,] 2| —r[X, XEx] — r[XF4 YExr,]
| [K.0] [KF,,0] 0
X YE, —XF, 0 X

=r|0 0 —XF, —XExp, X |[-TIXZ]-T1[XFs3%]
LK 0 0 0 0
X YEx 0 YExrF, 0

=rfo 0 -XF, 0 Y |- r X Z1-r[XFs X]
LK 0 0 0 0

_ (X 2Exr,]

"k o ] X2l

X K 0

_r_z 0 XF, -r (XFy) —r[XY1]
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0 X' K
=r|X ¥ 0 —r[fﬂ—r[X,Z]
A 0 O

elde edilir. Esitliklerin sag taraflari sifira esitlenirse (a) ve (b) nin denk olacagi kolayca

goriilmiis olur.

Teorem 3.2.6 OLSEy;, (KB) ve BLUE, (KB)tahmin edicileri (3.92) ve (3.96) da
verildikleri gibi olsun ve KB nin (3.84) altinda tahmin edilebilir oldugunu varsayalim.
Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir

(@) OLSEy; (KB) = BLUE., (KP) esitligi 1 olasilikla saglanir.

YXF, 0 XF, ] _

(b) FAX,XFA FAKI 0 - 2r(XFA)
X'X 0 K A
zx X 0 0
0 0 0

O A 0 0

(€ r =2r [fﬂ + r(A).

(d)  XF Uy + U,[FuX'XF4, F4K'] = [XXF,, 0] matris denklemi U; ve U, igin

cozilebilir.

Ispat: OLSEy (KB) ve BLUE) (KB) tahmin edicileri KB igin yansiz oldugundan,
Lemma 3.2.4 den kolayca gorulir ki OLSEj; (KB) = BLUEy, (KB) esitliginin 1
olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart K,X,*Y = [K4.01[ X4, XEx, 1'%

olmasidir. (3.85) uygulanarak gerekli islemler yapilirsa
M(KaXa"Y - [Ka,01[ Xa, ZEXA]+Z)

= I(KFy(FyX'XF)* (XFp)'Y - [KFy, 0][XFA:2EXA]+2)

<[KFA,[1<FA,0]] F“‘XXFA [XFA,ZEXA] [(XFA) ZD

F X' XF, 0 FX'S
=r 0 _[XFA'ZEXA] Z —r(XFA)'r[XFA,ZEXA]
KF, [KF,,0] 0

[ YXE, XF, 0
M rxxE, 0 Rk |72 ED
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YX X 0 0

X'X 0 K A X

=r -2r —r (A
A 0O 0 O [A] (A)
0 A4 0 O

elde edilir. Esitliklerin sag taraflar sifira esitlenirse (), (b) ve (C) nin denkligi elde
edilir. (b) ve (d) nin denkligi ise Lemma 3.2.3 den kolayca gorulebilir.

Lemma 3.2.4-Lemma 3.2.6 dikkate alinirsa (3.83) ve (3.84) deki XfB ortalama
vektdriinun OLSE ve BLUE tahin edicilerinin

OLSE;r(XB) = Pyy, (3.100)
OLSEj;. (XB) =Exg," b+Pxp,Y, (3.101)
BLUE),(XB) = Px;5V, (3.102)
BLUE . (XB) = (I, — Pxr ,.5)XA*D + Py .5y, (3.103)

seklinde olacagi goriilmektedir. Burada U; ve U, € R™" keyfi olmak tizere
Py = [X.0][X, XEx]* + U1 E[x 5]

ve

Pyr ;5 = [XF4.01[ XFp, XExFal* + UzE[xr 5,
dir. Bu durumda, (3.100) - (3.103) de verilen OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin
denkligi icin gerek ve yeter sartlar verilebilir.
Teorem 3.2.7 OLSE,;(XB) ve BLUE;;(XB) tahmin edicileri (3.100) ve (3.102) de
verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
@) OLSE;;(XB) = BLUE;(XP) esitligi 1 olasilikla saglanir. R(3.X) € R(X)
(b)  PxX=%Px,
() Y kovaryans matrisi Y = XU,U,'X’ + ExU,U," Ey, seklinde ayristirilabilir,
burada U; € RP*P1 ve U, € R™™ (ir.
OLSE;;(XB) ve BLUE; /(XB) arasindaki iliskiler ozellikle OLSE);(XB) =
BLUE;;(XB) esitligi etraflica incelenmistir. Esitligin saglanmasi igin pek ¢ok gerek
ve yeter sart literatiirde verilmistir, bkz. Amemiya (1985, p.182), Isotalo ve Puntanen
(2009), Kruskal (1968), Kurata (1998), Puntanen ve Styan (1989), Zyskind (1967) ve
digerleri. Kovaryans matrisinin Y, = XU,U;'X'+ ExU,U,'Ex formunda oldugu
durumda genel lineer model altinda OLSE ve BLUE tahmin edicilerin denkligi
literatirde Rao kovaryans insaas1 olarak adlandirilir.

Ayrica asagidaki sonuglar Teorem 3.2.2 - Teorem 3.2.6 dan turetilebilir.
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Teorem 3.2.8 OLSE,(XB) ve OLSE; (XB) tahmin edicileri (3.100) ve (3.101) de
verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde agsagidaki ifadeler denktir
(@) OLSEp(XB) = OLSE; (XB) esitligi 1 olasilikla saglanir.

0 ®[* OZ] c R [X/'lX].
() RAXY) S RX'XF,).

(d) EXIXFAX’Z =0.

(e) X kovaryans matrisi }; = F;VV'F; seklinde ayristirtlabilir, burada G = Ey,xp, X’
ve V€ R™™ dir.

Teorem 3.2.9 OLSE;(XB) ve BLUE;, (XB) tahmin edicileri (100) ve (103) de
verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) OLSE»(XB) = BLUE) (XB) esitligi 1 olasilikla saglanir.
X X

(o) % | OZ] e [f]

(c) R(XY) S R(XFy).

(d) Exp,2X =0.

Teorem 3.2.10 OLSEy (XB) ve BLUE,(Xp) tahmin edicileri (3.101) ve (3.102) de
verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
(@) OLSEy;, (XB) = BLUE)(Xp) esitligi 1 olasilikla saglanr.
X Y1_.[X XX X]_
O 5 2 =r [ rix - ve r[2 T=ro0+r ).
(©) r(Exp,x) =1 (ExY) ve Ex) XF,=0.

Teorem 3.2.11 OLSE, (XB) ve BLUE, (XB) tahmin edicileri (3.101) ve (3.103) de

verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(@) OLSEy (XB) =BLUE;, (XB) esitligi 1 olasilikla saglanir.
(b) R(EXFa) S R(XF,) .

XX
@r|o  al=r[3]+r®.
a4 0

(d) XXF,=XF ).
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(e) X kovaryans matrisi Y, = XF,U U;'FuX" + Exp,UyU," Exp,, seklinde

ayristirilabilir, burada U; € RP*P1 ve U, € R™™ (ir.

Teorem 3.2.12  BLUE,(XB) ve BLUE, (XB) tahmin edicileri (3.102) ve (3.103)

de verildikleri gibi olsunlar bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
(@) BLUE»(XB) =BLUEy (Xp) esitligi 1 olasilikla saglanur.
X Y1_ X
(b)r[A . =r[% ]+ DX 2T ).
(©) r(Exr,2) =1 (ExY).

BLUE(XB) ve BLUE) (XB) tahmin edicileri arasindaki iliskiler baz1 aragtirmacilar
tarafindan ¢alisilmistir, bkz. Baksalary ve Kala(1979), Hallum ve Ark.(1973), Mathew
(1983), Yang ve Ark.(1987). Mathew(1983) c¢alismasinda BLUE;;(XB)=
BLUEj; (XB) esitliginin 1 olasilikla saglanmasi igin gerek ve yeter sartin R(}¥)N
R(X) € R[X(I,- A*A)] oldugunu gdstermistir.

Sonug 3.2.1  OLSEp(XB), OLSE», (XB), BLUE(XB) ve BLUE, (XB) tahmin

edicileri (3.100) - (3.103) de verildikleri gibi olsunlar ve R(X") n R(A") = 0 olsun.
Bu takdirde asagidaki ifadeler gergeklenir:

(@) OLSE»(XB) = OLSEj (XB) esitligi saglanur.,
(b) BLUE(XB) = BLUEj, (XB) esitligi saglanur.

Sonug 3.2.2 OLSEp(XB), OLSEj;, (XB), BLUE(XB) ve BLUEj (XB) tahmin

edicileri (3.100) - (3.103) de verildikleri gibi olsunlar ve R(X) € R(})) olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler gerceklenir:

(@) OLSE» (XB)=OLSEy; (XB) esitligi 1 olasilikla saglanir < BLUE)¢(XB)=
BLUEj, (XB) esitligi 1 olasilikla saglanir & R(X") N R(A") = {0},

(b) OLSEj;, (XB)= BLUE;(XB) esitligi 1 olasilikla saglanir & R(X") NR(A") =
{0} ve R(EX) € R(X).

Sonug 3.2.3 OLSEp(XB), OLSEy;, (XB), BLUE)(XB) Ve BLUE) (XpB) tahmin

edicileri (3.100) - (3.103) de verildikleri gibi olsunlar ve r(X) = p olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler gerceklenir:
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(@) OLSE)(XB) = OLSEy; (XB) esitligi 1 olasilikla saglanire AX*Y, =0

(b) OLSE»(XB) = BLUEj (XB) esitligi 1 olasilikla saglanir & AX*} = 0 and
REX) € RX).

(c) BLUE) (XB) = BLUEMr(Xﬁ) esitligi 1 olasilikla saglanr & R([4,0]") <
R(IX Z1).

Simdi de r(X) = p ve K = I, oldugunu varsayalim. Bu takdirde (3.83) ve (3.84)

modelleri altinda § vektérinin OLSE ve BLUE tahmin edicileri

OLSE» (B) =X*y, (3.104)
OLSEy; (B) = [A* - Fo(XEy)*XA*1b + F,(XF)*y, (3.105)
BLUE(B) = Py x5y, (3.106)
BLUEj,(B) = (Ip = Pry;xra5)XATD + P .xp 5, (3.107)

ile verilir, burada U, ve U, € RP*™ Kkeyfi olmak izere
PIP;X;Z = [I,,0][X, XEx]™ + UiEfx 5y,

Pr,.xr 5 = [Fa0l[XFy, XExr 1" + UzEixr 5,

dir. Ayrica r(X) = p ve r(})) = n ise yukarida verilen teoremlerden asagidaki sonuglar

turetilebilir.

Teorem 3.2.13 Let OLSEj;(B), BLUEy(B), OLSEy (B) ve BLUEy (B) tahmin
edicileri (3.104 — (3.107) de verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki ifadeler

gerceklenir:

(a) OLSE»(B) = BLUE:(B) © R(IX) € R(X).

(b) OLSEx(B) = OLSEj, (B) & R(X) N R(A") = {0}
() OLSE»c(B) = BLUE:.(B) & R(XXF,) € R(XFy).
(d) OLSEy, (B) = BLUE(B) & R(XXF,) € R(XF,).
(€) BLUE»(B) = BLUE, (B) <A =0.

(f) OLSEy;,(B) = BLUE;,(B) & R(EXE,) € R(XE,).
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3.3 Parcali Lineer Model ve Kisitlamah Model altinda Tahminlerin Ayrisim

Bu kisimda M = {y, XB,02V} = {y, X, f1+X,P,,06%V} seklindeki bir parcali lineer
model ve herhangi bir rank varsayimi olmaksizin kisitlamali model altindaki tahmin
ediciler incelenerek bu iki modele gore X, B, ve Xp parametrelerinin OLSE ve BLUE
tahmin edicilerinin esitligi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilecektir. Bununla ilgili

olarak
y = Xﬁ + &= Xlﬁl +X2ﬁ2 + g, (3108)

burada y n X 1 tipinde gdzlemlenebilir rasgele vektor, X = ( X1, X;) n X (p; + p,),
p = p; + p, bilinenler matrisi, B = [B1B2]" bilinmeyen parametre vektdrii B; ve B,

sirastyla p X 1 ve g X 1 tipinde vektorler, e n X 1 rtipinde rasgele hata vektorudir.
ylap q p p g

Istatistiksel uygulamada, (3.3.1) modelinin 6rneklem bilgisine ilaveten, B parametre

vektori Uzerine
r=Af +e, (3109)

seklinde ilave bir kisitlama konulmus olsun, burada A m X p tipinde bilinen matris, e
m X 1 tipinde rasgele hata vektori, r ise m x 1 tipinde rasgele vektordir. (y',r")’

rasgele degiskenini beklene degeri ve kovaryans matrisi sirasiyla

E(Y) = (i)ﬁ ve Cov (V) = 02 (‘6 V?/) = o2y, (3.110)

seklinde olsun, burada o2 > 0 bilinmeyen bir parametre ve Y ise bilinen non-negatif

bir matristir. ~ (3.3.1) deki genel lineer modeli
M ={y,XB,0?V} = {y, X1$1+X,B,,0°V}, (3.111)

ile ve (3.109) kisitlamasi altindaki modeli de

o (). Cag)- =0 w) @112)

ile gosterelim.

Bu kisimda amacimiz M ve M modelleri altinda X;8; nin OLSE ve BLUE tahmin
edicileri ile X8 nin OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin esit olup olmamasi durumlar1
incelenecektir. Eger 6zel olarak W = 0 alinirsa (3.108) den r = Ap kisitlamasi elde

edilir. Bu nedenle burada biz sadece W = 0 6zel durumu ile ilgilenecegiz.
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Lemma3.3.1 A € R™" B e R™k ¢ e R>"ve D € Rk olsun. Bu takdirde,

r(A,B) =r(A) + r(E,B) = r(B) + r(EgA).

r (/Cl) = (4) +7(CF,) = r(C) + r(AF,).

r(A B

p O) = r(B) + r(C) + r(EzAF,).

r (‘g g) = 1(4) + r(D — CA*B), eger R(B) € R(A4) ve R(C") < R(A").

ve Ozellikle,

(A, B) = r(4) & R(B) € R(A), (f,) = 7(4) © R(C) S KA.

rank esitlikleri saglanir. K € R™P matrisi verilmis olsun. Bu takdirde K8 nin

() (3.111) altinda tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

R(K') € RX'), (3.113)
(i) (3.112) altinda tahmin edilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
R(K') €< R(X', A", (3.114)

olmasidir. Bu durumda (3.113) ve (3.114) den kolayca goriiliir ki eger Kf (3.111)
altinda tahmin edilebilirse (3.112) altinda da tahmin edilebilir olacaktir. Ote yandan
X8, = (X,0)B ve X,B, = (0, X,)B olduguna dikkat edelim. Bu nedenle
X, B, tahmin edilebilir & X, f, tahmin edilebilir
& R[(X,0)'] € RX),
& R[(0, X,)'] € RX'),
= RN R(X,) = {0}
olacaktir. Uygunluk olmasi bakimindan
X, =(X,0), X, =(0,X,),X=(X",4",
9=, V=kss(v,w) = (¥, W),
yazalim.
Lemma 3.3.2 Kp parametresi M’ modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Bu takdirde
OLSE)(KB) = KX™y. (3.115)
ve
BLUE(KB) = Px.x.vY, (3.116)
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yazilabilir, burada Py.y.,
PK;X;V(X' VEy) = (X, 0),
matris denkelmini ¢6ziimi olup U € R™™ keyfi olmak tizere
Pexv = (K,0)(X,VEx) ¥ +UEx yE,),
seklindedir. Ozel olarak eger X[, ve X,B, parametreleri M modeli altinda tahmin
edilebilir ise yani R( X;)NR(X;) = {0} ise bu takdirde
OLSE»:(X:f) = X, X"y, i=1,2, (3.117)
BLUE(XiB)) = Px.xvY, i=12, (3.118)

olacaktir, burada Px..x.y = (X, 0)(X,VEx)* + U;E(xyE,) Olup U; € R*™i =12
keyfi verilmektedir.
BLUE;(KpB) i¢in aligilmus iki gdsterimin

BLUE;(KB) = KX*y — KX*VEy(ExVEy) Exy,

BLUE(KB) = K(X'T*X)*X'T*y,
oldugunu hatirlayalim, burada T

T=V+XUX', r(T)=r{V,X),

olacak sekilde keyfi bir matris ve U p X p tipinde keyfi bir matristir.

Lemma 3.3.3. K parametresi M, modeli altinda tahmin edilebilir olsun. Bu takdirde
(@) Kp nin M modeli altinda OLSE ve BLUE tahmin edicileri sirasiyla,

OLSE 5, (KB) = KX*9, (3.119)

BLUEMS(Kﬁ) = PK;A;VyI (3120)
seklinde olacaktir, burada Py.g.p = (K, 0)()?, I7EX)+ + FE()?,?E;() olup F € R*(m+m)
keyfi verilmistir.

(b) Ozelolarak eger X, B, Ve X,f3, parametreleri M, modeli altinda tahmin edilebilir
ise bu takdirde

OLSE ,,(X;8) =X X'y, i=12 (3.121)

BLUE 3. (X;B:) = Px..2.09, i=1.2 (3.122)
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seklinde olacaktr, burada Px.z,p = ()?l, 0)()?, I7E)?)Jr + FiE()?,VE;() olup F; e
R*xM+m) i = 1,2 keyfi verilmistir.
Bazi varsayimlar altinda M; modeli altinda OLSE tahmin edicileri i¢in ¢esitli
ifadelerin veridigini daha once ifade etmistik. Omegin R(4’) € R(X') varsayimi
altinda Sengupta ve Jammalamadaka (2003, p.280)

BLUE 5. (XB) = p — Cov(B)(AX*)'[Cov (AX*B) + W]~ (AX*B — 1),
burada

B = BLUE)(XB) = [l — VEx(ExVEx) Ex]y,
oldugunu ve Rao et Ark. (2008, p.253) ise V ve W nin pozitif definit ve X model
matrisinin tam satir rankli olmas1 durumunda |,

BLUE 5 (B) = STIX'V~1y + STLA'(W + AS™IA")™! (r — ASTIX'V~1y)
ve
Cov (BLUE ¢, (B)) = (S + AW14) ™,

oldugunu ifade etmistir, burada S = X'V~-1Xx dir.

Simdi M modelinin tutarh oldugunu yani 1 olasilikla
yeLX, ")

oldugunu varsayalim. Bu durumda asagida verilen esitliklerin saglanmasi i¢in bazi

gerek ve yeter sartlar tiiretilebilir:

(1) BLUEM(X151) = BLUEMS(XLBl)-

(i) OLSEMS(X1IB1) = BLUEMS(Xl.Bl)-

(i) OLSEj(X1B1) = BLUE »,(X11)-

(iv) OLSEx(X1B1) = OLSE 5, (X15,).

(V) BLUEj(X11) = OLSE p,(X11).

(Vi) BLUE» (X181) = OLSEj (X1f1)

Teorem 3.3.1 BLUE(X,f,) ve BLUE 5 (X1 ;) tahmin edicileri (3.118) ve (3.122)
de verildikleri gibi olsunlar ve R(X;)NR(X;) ={0} olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir:

(@) BLUE (X181) = BLUE 3, (X, 5,) esitligi 1 olasilikla saglanir.
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(b) 7'([71E)?; X, VEX) = r(X,, VEy) dir,
(c) 2(V1Ez) € £(X,, VEy) dir,

(d) r (?, );2) =r(X,V) +r(X) — r(X,) dir.

Ispat: BLUE,;(X, ;) ve BLUE y,(X18;) tahmin edicilerinin her ikisi de Msmodeli
altinda X; B; i¢in yansiz olduklarmdan BLUE (X18;) = BLUE 5 (X1;) esitliginin 1
olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

Pz.xvV — (Pgux.v, 0)V =0
yani

(X, 0)(X,VE)*V — (X1,0)(X,VEx)*V, = 0
olmasidir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

r| (%, 0)(R, VER)"7 — (%,,0) (X, VE) 7]

X VEg 0 0 V

=rl0 0 X VEx V, |-r(X,V)-r(X,VEy)
X, 0-X, 0 0
X VEg X 0 V

=rl0 0 X VEx VW, |-r(X,V)—r(X VEy)
X 0 0 0 O
X 0o X o 7V

=r|X ViEx 0 VEx 0 |—7(X,V)—r(X,VEy)

X, 0 0 0 O
=r(X, V1Eg, VEy) — (X, VEy) + r(X,)

= r(V1Ex, X5, VEx) — 7(X,, VEx) (by (X,) N £(Xy) = {0})

VX, Vv

=r{% o o ]|-rXVE)-—r(X)-rX)
0 0 X
v X, 0

=rlg o —x'|-r(XVE)—r(X)-rX)
0 0 X'
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=r (%)= r vy = (@) + 106
X 0
oldugu gortiliir. Esitliklerin sag taraflar1 sifira esitlenerek (a), (b), (¢) ve (d) nni denk
oldugu goriiliir.

Teorem 3.3.2 OLSE (X1 81) ve BLUE 5 (X, /5,) tahmin edicileri (3.117) ve (3.122)
de verildikleri gibi olsunlar ve R(X;)NR(X,) ={0} olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir:

(@) OLSE» (X1B1) = BLUE (X1 f8,) esitligi 1 olasilikla saglanur.

(b) X, X*V,E¢ = 0 dir.
Ispat: OLSE; (X,B;) Ve BLUE ;4 (X1 1) tahmin edicilerinin her ikisi de Mgmodeli
altinda X, 8; i¢in yansiz olduklarmdan BLUEj; (X15;) = OLSEj;(X,f,) esitliginin

1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
Pz 20V — (X, X*,0)V =0,
yani
X, OXVEDTV - X, XV, =0
olmasidir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
r|(%,0)(X, VEZ) "V - %, x* 7,

=7 [(£2,0) (%, VER) 7 — £, (X' X)* X'V,

B 5 N( R VE, 0\ (7
= (o) (% 7B 0 ) (5]

X VEg 0 7
=rl 0 0 xx X0 |-r(X7V)-rX
XAl 0 - XAl 0
X VEg X V
=rl 0o 0 xx XxV|-rXV)-rX
X, 0 0 o0
X VE; X V
=r| xx xV, 0 o |-r(X,V)-rX)
X, 0 0 O
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., X'X X'V,Eg
X

: )—roo

A~

X'X 0
- T(Xl )’(\1X+I71EX‘> _T(X)
== T(}?1X+I71EX‘).
oldugu goriiliir. Esitliklerin sag taraflar1 sifira esitlenerek (a) ve (b) nin denk oldugu

goraldr,

W matrisi (3.112) de icerildiginden, Teorem 3.3.1 (a) ve Teorem 3.3.2 (a) daki gerek
ve yeter sartlarin sadece X model matrisine bagli olmayip A katsayr matrisine, V
kovaryans matrisine ve onlarin Moore-Penrose inverslerine de bagl olduguna dikkat
edelim. Eger W =0, alinirsa bu takdirde (3.109) kisitlamasi bir tayin edilmis

kisitlama olur. Bu durumda, farz edelimki BLUE 5, (X;;) X,B; parametresinin r =

AB kisitlamasina gore M altindaki BLUE tahmin edicisi olsun. Bu takdirde

yukaridaki iki teoreme uygun olarak,

BLUEj;(X181) = BLUE 31, (X181) <& BLUE (X1 81) = BLUE 3, (X1/51)
ve
OLSE» (X1f1) = BLUEMS(Xl:Bl) & OLSEj (X151) = BLUEMT(X1B1)

yazilabilir.

Teorem 3.3.3 OLSE 5, (X;81) Ve BLUE j, (X1 ;) tahmin edicileri (3.117) ve (3.122)
de verildikleri gibi olsunlar ve R(X;)NR(X,) ={0} olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir:

(@) OLSEj, (X161) = BLUE 5 (X1 ;) esitligi 1 olasilikla saglanir.

(b) X, X*VE¢ = 0dir.

Ispat: OLSEy (X1B1) ve BLUE, (X1$,) tahmin edicilerinin her ikisi de M modeli

altinda X, B; i¢in yansiz olduklarindan OLSEj¢ (X;6,) = BLUE (X1;) esitliginin

1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

A A

(Pgg,0 — X XDV =0

olmasidir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
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r(Pg .9V — X X1V) =7[(X1, 0)(X, VER)*V — X, (X' X)*X'V]

oldugu goriiliir. Esitliklerin sag taraflar1 sifira esitlenerek (a) ve (b) nin denk oldugu
goraldr.
Teorem 3.3.4 OLSE»;(X15;1) ve OLSE 3, (X1 ;) tahmin edicileri (3.117) ve (3.121)

de verildikleri gibi olsunlar ve R(X;)NR(X,) ={0} olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir:

(@) OLSEp(X181) = OLSE p¢ (X1;) esitligi 1 olasilikla saglanir.

(b)r( X'X X'V o )
X'X X'V X'X, )

c)r(V, - XX*V,X'X,) = r(X,).

©) R(V, —XX*V) € R(X,, VEy).
Ispat: OLSE, (X,B;) and OLSEy (X,,) tahmin edicilerinin her ikisi de M modeli
altinda X;f; i¢in yansiz olduklarindan OLSEj; (X1f;) = OLSEj;(X15,) esitli§inin

1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
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X Xt7 — (X, X,0)V =0
yani
XXtV -XX*V, =0
olmasidir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

T(}?l)?+l7 - )?1)?+I71) = T[Xl(X’X)+XA’I7 - XAl(X’X)-'-XIVl]

~ A T N
o _o(X'X X'V
=rl(X1’ _Xl)( 0 X(’)X) (X'Vl)l

XX XV |-r(X)-rX)

— r()?) —r(X)

_ (XX XV 0 \_ _(o\_
_r<X’X X'7, X’Xz) r(%) - rXz)

=r ("0 —xxger ax,) ) 0%
=r( X'V, —X'XX*V,X'X,) —r(X;)
=r( X'V, - X'XX*V,X'X,) —r(X'X,)

oldugu goriiliir. Esitliklerin sag taraflar1 sifira esitlenerek (a), (b), (c) ve (d) nin denk

oldugu goriiliir.

Teorem 3.3.5 BLUE);(X1B;) ve OLSE » (X,f,) tahmin edicileri (3.118) ve (3.121)
de verildikleri gibi olsunlar ve R(X;)NR(X,) ={0} olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir:
(@)  BLUE»(X1,) = OLSE 5, (X1 5;) esitligi 1 olasilikla saglanir.
Xx 20 )
by r 0 0 =r(X,V) +r(X) — r(Xy).
X V, X, VEy

©  r(,— XX*V,X,, VEx) =71 (X5, VEy).
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(d) 2V, — XX*V) € £(X,,VEy).

Ispat: BLUE,;(X,p;) ve OLSEj (X14,) tahmin edicilerinin her ikisi de M modeli
altinda X, 8, igin yansiz olduklarindan OLSEj (X181) = BLUE»(X15;) esitliginin

1 olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter
XXV — (Pguxw, OV =0
veya
X, X+V — (X,0)(X,VEx)*V, = 0
olmasidir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

r[RR47 = (£, 0) (X, VE) 1] = [2,(X2) X7 — (R, 0) (X, VE)*T;

B - R R X‘/X‘ 0 + XA’V\
=71 _(Xl,_(Xl’ 0))( 0 X, VEx) ( I’/\1 )l

XX 0 0 XV
=r 0 X VEx Vi |—7r(X, VEy)—71(X)

X, =% 0 0

XX 0 0 XV
=r X X VEx V; |—-r(X,VEy) —r(X)

0 —-X, 0 0
(X% XV o0 0\ o
‘r(x 0 X, VEX) r(X,VEy) — (X) + r(Xy)
_ (XX 0 0 0 \_ e
_r(o b - X2V X, VEX) r(X,VEy) —r(X) + r(Xy)
=r(V, — XX*7,X, ,VEy) — r(X,VEy) + r(X;)
= r( Al - XXA+I7iX2 ;VEX) - r(Xz, VEx).

oldugu goriiliir. Esitliklerin sag taraflar1 sifira esitlenerek (a), (b), (c) ve (d) nin denk

oldugu goriiliir.

Teorem 3.3.6 BLUE;;(X,B,) ve OLSE;;(X,,) tahmin edicileri (3.118) ve (3.117)
de verildikleri gibi olsunlar ve R(X;)NR(X,) ={0} olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir:

(@  BLUE;;(X,B1) = OLSE;;(X,B,) esitligi 1 olasilikla saglanir.
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(b)  r(X'X, X'VEy) = r(X'X,).
() 2(X'VEyx) € £(X'X,).
Ispat: BLUE,;(X,f3;) ve OLSE;;(X,$,) tahmin edicilerinin her ikisi de M, modeli
altinda X, B; i¢in yansiz olduklarindan BLUE;(X;B,) = OLSE ) (X,,) esitliginin 1
olasilikla saglanmasi i¢in gerek ve yeter
(Pg,.xv, 0)V — (X1X*,0)V =0,

yani

(X, 0)(X,VE)*V — X, X*V =0
olmasidir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

r[(Xy, 0)(X, VEx)TV — X, X*V]

=r[(X, 0)(X,VE)*V — X, (X' X)*X'V]

@0 (5 ) ()

X VEy 0 V
=r< 0 0-—XX X’V)—r(X,VEX)—r(X)

X 0 X 0

0X, VExk, —X V
=r< 00 0 —XX X’V)—r(X,V)—r(X)
X, 0 0 0 0

_( X, VE, —-X V
~"\—x'x, —XVE, 0 0

= r(X'X,, X'VEy) — r(X,)
=r(X'X,, X'VEy) —r(X'X;) (by r(X'X;) = r(X5))

) —r (X V) = r(X)

oldugu goriiliir. Esitliklerin sag taraflar1 sifira esitlenerek (a), (b) ve (c) nin denk

oldugu gorildr.

BLUE;(X,$1) = OLSE;;(X,8;) esitligi degisik arastirmacilar tarafindan da
incelenmistir, bkz. Chu ve Ark.(2004) ve Tian ve Zhang(2011). X,8; = (X;,0)p8
oldugunu belirtelim. Boylece, X, 5; gercekte K parametrik fonksiyonlarinm bir 6zel
durumudur. BLUE ) (KB) = OLSE;;(KB) esitligi Grof ve Ark.(2001), Isotalo ve
Puntanen(2009) ve Tian (2010) tarafindan incelenmistir.

Lemma 2.2-2.3 den kolayca gorulebilir ki M ve M modelleri altinda XS nin OLSE

ve BLUE tahmin edicileri
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OLSE» (XB) = Pyy, (3.123)

BLUE;;(XB) = Pyyy, (3.124)
OLSE 5. (XB) = XX*9, (3.125)
BLUE 5,(XB) = Px.2.09, (3.126)

olarak yazilabilir, burada U; € R¥*™, U, € R>*(™™) keyfi olmak (izere

PX;V = (X, 0)(X, VEx)+ + UlE(X,VEx)I
PPN +
Pxgy = (X,00(X,VEg)" + UsE(gps,),

dir. Simdi de (3.123) — (3.126) ifadelerinde verilen OLSE ve BLUE tahmin edicilerinin
esitligi i¢in gerek ve yeter sartlar verecegiz. Asagidaki teoremlerin ispatlar1 Teorem

3.3.1-3.3.6 nin ispatlarina benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.3.7 OLSE;;(XB) ve BLUE,;(XB) tahmin edicileri (3.123) ve (3.124) de
verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

(@) OLSE);(XB) = BLUE,;(XPB) esitligi 1 olasilikla saglanir.
(b) R(VX) < R(X) dir.

OLSE,(XB) ve BLUE,;(XB) arasindaki iliskiler ozellikle OLSE;;(XB) =
BLUE;(XPB) esitligi detayli bir sekilde incelenmistir. Literatirde bu esitligin
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar Zyskind (1967), Puntanen ve Styan (1989) ve
Tian (2010) tarafindan verilmistir.

Teorem 3.3.8 OLSE»(XB) ve OLSE 5, (Xp) tahmin edicileri (3.123) ve (3.125) de
verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

(@) OLSE)(XB) = OLSE 5 (Xp) esitligi 1 olasilikla saglanir.

XX XV _ o
(b)r(X’X X’I71>_T(X )

(c) X'V, = X'XX*V.
Teorem 3.3.9 OLSE»(XB) ve BLUE 5 (XB) tahmin edicileri (3.123) ve (3.126) de

verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

(@) OLSE»(XB) = BLUE 3, (XP) esitligi 1 olasilikla saglanir.
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(b) r(7,X,%) = r(%)
(c) X'V,Eg =0
Teorem 3.3.10 OLSE ., (XB) ve BLUE,,(Xp) tahmin edicileri (3.125) ve (3.124) de

verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

(@) OLSE 5, (XB) = BLUE)(XP) esitligi 1 olasilikla saglanir.
XX XV o

ORISR S

(©) R(V, —XX*V) € R(VEy).

) =r(X,V) + T()?) —r(X).

Teorem 3.3.11 OLSE 5 (XB) ve BLUE 5, (X$) tahmin edicileri (3.125) ve (3.126)

de verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:
(@) OLSE 51, (XB) = BLUE 3., (Xp) esitligi 1 olasilikla saglanur.

XX X 0 o
O r(pz o §)=2®
(c) XX*VEg =

Teorem 3.3.12 BLUE»; (X)) ve BLUE 5, (X) tahmin edicileri (3.124) ve (3.126) de
verildikleri gibi olsunlar. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir:

(@) BLUE;(XB) = BLUE 5, (Xp) esitligi 1 olasilikla saglanir.

() r(X7) =r(X, V) + r(X) = r(X).

(c) £(V,Eg) = £(VEy).
Sengupta ve Jammalamadaka (2003, p.375) calismalarmda 7(X,V) = r(X,V) +
r()? ) — r(X) esitliginin saglanmasi halinde BLUE (X)) = BLUE . (Xp) esitliginin

1 olasilikla saglandigin1 gostermislerdir.

A, B ve C matrisleri verildiginde asagidaki rank esitsizligi daima saglanir:

r (/C‘ '(9)) > (2‘) +7(A,B) — r(A).

Bunun sonucu olarak
r()f') +rX, V) —r(X) =rX,V)

>r(X, V) =r(X) +rX, V) -0, (4.7)
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elde edilir ki bu da Teorem 3.3.12(b) nin saglanmasi demektir. Boylece r()?, 17) =
r(X,V) + r()? ) — r(X) rank sart1 oldukca kuvvetli bir sarttir.

Benzer sekilde M ve M modelleri altinda X, 5, parametrelerinin OLSE ve BLUE
tahmin edicilerinin esitligi i¢in denk sartlar gelistirilebilir. Ayrica asagidaki sonug
verilebilir.

Sonu¢ 3.3.1 OLSEp(X;f;), BLUE»(X;B;), OLSE 5, (X;B;) ve BLUE yr (X;f5;)
tahmin edicileri sirasiyla (3.117), (3.118), (3.121) ve (3.122) de verildikleri gibi ve
OLSE» (X)), OLSE 5, (XB), BLUE»(XB)ve BLUE . (Xp) tahmin edicileri ise
sirastyla (3.123)-(3.126) da verildikleri gibi olsunlar. Ayrica R(X;) N R(X,) = {0}

oldugunu varsayalim. Bu takdirde:

() OLSE»;(XB) = BLUE;(XB) & OLSE; (X;8;) = BLUE»(X;B;), i = 1,2
(b) OLSEjp(XB) = OLSE 5 (XB) & OLSEp(X;) = OLSE 5, (X8, i = 1,2

(c) OLSEn(XB) = BLUE 5 (XB) & OLSEp(X;8)) = BLUE 5. (X;8), i = 1,2

(d) BLUE)(XB) = OLSE 5 (XB) & BLUE»(X;8;) = OLSE 5, (X8, i = 1,2

(€) OLSE 5. (XB) = BLUE 5 (XB) & OLSE 5. (X;8;) = BLUE 5. (X;8), i = 1,2

(f) BLUE(XB) = BLUE 5. (XB) & BLUE (X;8;) = BLUE 5, (X;8)), i =1,2
ifadeleri gergeklenir.

Ornek 3.3.1 Genel lineer model ve kisitlamali model altinda X parametresinin BLUE
tahmin edicilerinin esitligi ile ilgili bir 6rnek olarak

Yij=utatej i= 1,...,a j=1,....,n
modelini goz 6niine alalim, burada e;; ler 0 ortalamali ve d;;0% kovaryansl iliskisiz
rasgele degiskenler olsun. Bu ornek i¢in, a = 2, n; =2, n, =2 ve dij =g? =
oldugunu varsayalim. Bu durumda verilen model

M ={y,XB,V},
Gauss-Markov model olacaktir, burada y = (y11, V12, V21, V22)'s Cov(y) =V =14,
B =(uay,a) ve

1111\
X=11100
0011
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olacaktir. Bu modelde

r=Af +e,
kisitlamasini goézoniine alalim, burada r 2 X1 tipinde gozlemlenmis degerler
vektord, g modeldeki ile ayni vektor, e ise 2 X 1 tipinde bir vektor olmak lzere

011)

E(e)=0, Cov(e)=1,=W ve A=(0 5 3

olsun. Bu durumda kolayca gorulebilir ki

r()?, 171') =5= r()?) +r(X,V) —r(X)
ve

r()?, 17) =6+5= r()?) +r(X,V) —r(X).
olacaktir. Ayrica X+ ve X+ matrislerini

/ 1-10 0 0 0V
xt=(0 o)) ve)?l=< 00 1 -10 0)
00 0 0-21

olarak secebiliriz. Farz edelim ki X nin M altindaki BLUE tahmin edicisi G,y ve
XB nin M altindaki verilen kisitlamali BLUE tahmin edicisi ise G,y olsun. Bu
durumda
G(X,VXY) = (X,0) ve G,(X,VX')=(X,0)

olacaktir. Dolayisiyla

(G,0)(X, 7Xt) = (X,0)
ve buradan da

G,(X,VXY) = (G,,0)( X, VXY,
yani

Go(X,7) = (6, 0)(X,7),
yazilabilir ki buda

G29 = (G1,0)y = Gyy

oldugunu gosterir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez c¢alismasinda birinci boliimde Once Matris Cebirinin tarihsel gelisimi ve
kullanim alaninin yaninda basit lineer regresyon modelinden kisaca s6z edilmistir.
Ikinci boliimde Matrisler ve Matris Uzaylar ile ilgili temel bilgiler verilerek lineer
regresyon modellerinin matris gosterimi tlizerinde durulmus olup kovaryans ve
korelasyon kavramlarindan kisaca s0z edilmistir. Tezin amacindan fazla
uzaklasmamak adina bu bolimdeki teoremlerin ispatlarina fazla girilmemistir. Uglinci
bolimde ise pargali lineer regresyon modelleri ele alinarak bu modellerde alisilmis en
kiglk kareler tahmin edicileri(OLSE) ve en iyi lineer yansiz tahmin ediciler(BLUE)
etraflica incelenmistir. Parcali lineer modellerde OLSE ve BLUE tahmin edicilerin
cesitli ayrigimlart ve hangi sartlarda bu tahmin edicilerin denk oldugu konusu etraflica
tartistlmistir. Ayrica genel lineer model ve bu modelden elde edilen kisitlamali
modeller altinda OLSE ve BLUE tahmin edicilerin nasil belirlenebilecegi ve hangi

sartlarda bunlarin denk olabilecekleri tartisilmustr.

Yapilan calismalara ilaveten agirlikli en kiigiik kareler gibi daha degisik tahmin
ediciler de incelenebilir. Regresyon modelinde varyans-kovaryan matrisinin singtler
veya non-singiiler olmast durumlarina ve model matrisinin rank durumlarina gére bu
tahmin ediciler i¢in acik veya kapali form gosterimler elde edilebilecegi gibi bu tahmin
edicilerin denklik sartlar1 da incelenebilir. Lineer modellerin 6zellikle ekonometri,
istatistik ve miihendislik alanlarina uygulanabilirligi arastirilabilir.  Ayrica
genellestirilmis invers kavramlar1 kullanilarak istatistikte parametrik fonksiyonlarin
tahmin edilebilirligi ve tahmin edilebilir olmasi durumunda tahmin edicilerin
yansizligi, esitligi, tekligi, ilave ayrisimlari, iliskisizligi, bagimsizlig1 ve paralelligi

gibi ¢esitli konular da arastirilabilir.

Bu ¢alismada parametreler {lizerindeki kisitlamanin sadece bir esitlik kisitlamasi
seklinde oldugu durum ele alinmistir. Oysa bazi durumlarda bu kisitlamalarin

esitsizlikler seklinde diisiinlilmesi daha uygun olabilir.
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