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ÖZET 
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GÖSTERGELERĐNĐN GEODEZĐK EĞRĐLĐKLERĐ VE TABĐĐ LĐFTLERĐ 
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Ordu Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 
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Danışman: Yrd. Doç. Dr. Süleyman ŞENYURT 

 

 

Bu çalışma dört bölüm halinde düzenlenmiştir. Giriş bölümünde çalışmanın amacı ve 
konunun ele alınma nedeni tartışıldı. Genel bilgiler bölümünde Öklid uzayı ve 
Lorentz uzayı ile ilgili bilgilere yer verildi. Materyal ve yöntem bölümünde Öklid 
uzayında Bertrand eğri çiftleri ile ilgili temel kavramlara yer verildi. 

Bulgular bölümü çalışmamızın orijinal kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümde ( )*,α α

timelike Bertrand eğri çifti alınarak bu eğri çiftlerinin küresel gösterge eğrileri ile 

sabit pol eğrisinin 3IL  e göre yay uzunlukları, 2
1S  Lorentz küresi ve 2

0H  Hiperbolik 

küreye göre geodezik eğrilikleri hesaplanarak bu iki eğrinin yay uzunlukları ile 

geodezik eğrilikleri arasındaki bağıntılar bulundu. Ayrıca *α eğrisinin küresel 
göstergelerinin tabii liftlerinin geodezik spray için integral eğrisi olma şartı α  
eğrisine bağlı olarak ifade edildi. 

 
Anahtar Kelimeler: Lorentz uzayı, Bertrand eğri çifti, Geodezik eğrilik, Geodezik 
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This study consists four fundamental chapter. In introduction, it is discussed aim of 
and why this study is taken into consideration. In general in formation part, the basic 
consepts of Euclidean space and Lorentzian space have been pointed out. In material 
and method part, Bertrand curves are defined in the 3-dimensional Euclidean space. 

In the last chapter is the original part of the study. In this chapter, arc-lengths and 
geodesic curvatures of the spherical indicatrix curves with the fixed pole curve of 

Bertrand curves have been obtained with respect to 3IL  and 2
1S  or 2

0H . In addition, 
the relations among the geodesic curvatures and arc-lengths are given. Finally, the 

condition being the natural lifts of the spherical indicatrix curves of the *α  curve are 
an integral curve of the geodesic spray has expressed depending on α  curve. 
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1. GĐRĐŞ 

3-Boyutlu Öklid uzayında eğrilerin diferansiyel geometrisi üzerinde birçok 

çalışmalar yapılmıştır. Özellikle iki eğrinin karşılıklı noktalarında Frenet çatıları 

arasında bağıntılar kurularak, birçok teoriler geliştirilmiştir. Bunlardan en iyi bilineni  

Bertrand eğrileri, Manheim eğrileri ve Đnvolüt-Evolüt eğrileridir. Bertrand eğri çifti 

ilk olarak 1850 yılında Bertrand Russel tarafından tanımlanmıştır. Bertrand eğri çifti, 

birinci eğrinin aslinormal vektörü ile ikinci eğrinin aslinormal vektörü lineer bağımlı 

olan eğri çiftidir. Bu tanımlamadan sonra Bertrand eğri çifti üzerinde birçok 

çalışmalar yapılmıştır (Görgülü ve Özdamar 1986, Ekmekçi ve Đlarslan 2001, 

Balgetir ve ark. 2004, Şenol ve ark. 2012).   

Manheim eğrisi ilk olarak 1878 yılında A. Manheim tarafından ortaya atılmış ve son 

yıllarda Liu ve Wang tarafından yeniden tanımlanmıştır (Wang ve Liu 2007, 2008). 

Đnvolüt-Evolüt eğri çiftleri ile ilgili bilinen, temel teorem ve problemlere, Millman ve 

Parker (1977), Hacısalihoğlu (1983) ve Sabuncuoğlu (2006) açıklık getirmişlerdir. 

Yukarıda belirtilen eğriler, farklı uzaylarda da ele alınarak incelenmiş ve birçok 

karakterizasyonlar elde edilmiştir. Öklid uzayı ve Lorentz uzayında Manheim eğrileri 

ile Đnvolüt-Evolüt eğrilerin küresel gösterge eğrilerinin eğrilikleri, tabii liftleri ve 

tabii lift eğrilerinin tanjant demeti üzerinde geodezik spray için integral eğrisi olma 

şartları üzerinde çalışmalar yapılmıştır (Çalışkan ve ark. 1984,  Sivridağ ve Çalışkan 

1991, Turgut ve Esin 1992, Bilici ve ark. 2002, Bilici 2009, Bilici 2011, Ergun ve 

Çalışkan 2011, Demet 2012, Şenyurt 2012).  

Bu çalışmada ise α  ve *α  eğrileri timelike alınarak ( )*,α α  timelike Bertrand eğri 

çifti tanımı yeniden ifade edildi. Buradan timelike *α  eğrisinin ( ) ( ),T N∗ ∗  ve ( )*B  

küresel gösterge eğrileri ile ( )C∗  sabit pol eğrisinin 3IL  Lorantz uzayına, 2
1S  Lorentz 

küresine veya 2
0H  hiperbolik küreye göre yay uzunlukları ile geodezik eğrilikleri 

hesaplandı ve bunlar arasındaki bağıntılar bulundu. Ayrıca *α  eğrisinin küresel 

gösterge eğrilerinin tabii liftlerinin geodezik sprayın integral eğrisi olması için, α  

eğrisinin nasıl bir eğri olması gerektiği hakkında önemli sonuçlar verildi.  
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2. ÖNCEKĐ ÇALIŞMALAR 

Çalışkan ve ark. (1984) tarafından yapılan bir çalışmada, : I Mα → eğrisinin  

( ): I Mα χ→
 
tabii liftinin, geodezik sprayın bir integral eğrisi olması için gerek ve 

yeter şartın M  üzerinde bir geodezik eğri olması gerektiğini ifade etmişlerdir. 

Ayrıca bir α  eğrisinin küresel gösterge eğrilerinin tabii liftlerinin geodezik sprayın 

integral eğrisi olması için α  eğrisinin nasıl bir eğri olması gerektiğine dair sonuçlar 

da bulmuşlardır. 

Bilici (2009) doktora tezinde, Lorentz uzayında non-null eğrilerin involütleri için 

eğrilikler ve burulmalar, Frenet vektörleri, Frenet vektörlerinin 2
1S  birim Lorenz 

küresi veya 2
0H  hiperbolik birim küresi üzerindeki küresel gösterge eğrilerinin yay 

uzunlukları, 3IL ,  2
1S  veya 2

0H  ye göre geodezik eğrilikleri ve Frenet ani dönme 

vektörlerinden yararlanarak bazı önemli sonuçlar elde etmiştir. 

Ekmekçi ve Đlarslan (2001) yaptıkları bir çalışmada, nIL  Lorentz uzayında Bertrand 

eğri çiftlerini tanımlayarak bu eğri çiftler arasında uzaklığın sabit olduğunu ve 

eğrilerin teğet vektörleri arasındaki açının sabit olduğunu göstermişlerdir. Ayrıca 

Bertrand eğri çiftleri için Manheim ve Schell teoremlerini ispatlamışlardır. 

Ergun ve Çalışkan (2011) yaptıkları bir çalışmada, Lorentz uzayında integral eğrisi, 

tabii lift eğrisi ve geodezik eğriyi tanımlayarak, : I Mα → eğrisinin  ( ): I Mα χ→
 

tabii liftinin, geodezik sprayın bir integral eğrisi olması için gerek ve yeter şartın M  

üzerinde bir geodezik eğri olması gerektiğini belirtmişlerdir. 

Şenyurt (2012) yaptığı bir çalışmada, Öklid uzayında Manheim eğrilerinin küresel 

göstergelerinin yay uzunluklarını, geodezik eğriliklerini hesaplamıştır. Ayrıca 

( )*,α α  Manheim eğri çifti olmak üzere, *α  eğrisinin küresel göstergelerinin tabii 

litlerinin geodezik sprayın integral eğrisi olması için α  eğrisinin nasıl bir eğri olması 

gerektiğine dair sonuçlar vermiştir. 
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3. GENEL BĐLGĐLER 

Bu bölümde, 3-boyutlu Öklid Uzayı ile Lorentz Uzayına ait temel kavramlara yer 

verilmiştir. 

3.1. Öklid Uzayı 

Tanım 3.1.1: A  boş olmayan bir cümle, V  de  ℑ  cismi üzerinde bir vektör uzayı 

olsun. :f A A V× →  fonksiyonu aşağıdaki aksiyomları sağlarsa A  ya V  ile 

birleştirilmiş bir afin uzay denir: 

( ) ( ) ( )1 : , ,  için , , , ,A P Q R A f P Q f Q R f P R∀ ∈ + =  

( )2 : ,  V için ,A P A f P Qα α∀ ∈ ∀ ∈ =  olacak şekilde bir tek Q A∈  noktası vardır.  

Tanım 3.1.2: V , A  ile birleşen bir afin uzay olsun. 0 1, ,..., nP P P A∈  noktaları için 

{ }0 1 0 2 0, ,..., nP P P P P P  cümlesi V  nin bir bazı ise { }0 1, ,..., nP P P  nokta ( )1n + -lisine A  

afin uzayının bir afin çatısı denir. Burada 0P  noktasına çatının başlangıç noktası ve 

,  1 ,iP i n≤ ≤ noktalarına da çatının birim noktaları denir. boyV n=  ise A  ya n -

boyutlu bir afin uzay denir. 

Tanım 3.1.3: V , A ile birleşen bir afin uzay olsun. 

       , :V V IR〈 〉 × →  

fonksiyonu aşağıdaki aksiyomları sağlarsa bu fonksiyona bir iç çarpım fonksiyonu 

denir:  , ,x y z V∀ ∈  için 

i) Bilineerlik Aksiyomu; 

       

, , , ,

, , , ,

ax by z a x z b y z

x ay bz a x y b x z

〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉

〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉
 

ii) Simetri Aksiyomu; 

       , , ,x y y z〈 〉 = 〈 〉  

iii) Pozitif Tanımlılık (kararlılık) Aksiyomu; 

       , 0,  , 0 0.x x x x x〈 〉 ≥ 〈 〉 = ⇔ =
�

 

Tanım 3.1.4: Reel standart afin uzayı nIR  olmak üzere,  , nX Y IR∀ ∈  için  

       1

, : ,  ,
n

n n

i i

i

IR IR IR X Y x y
=

〈 〉 × → 〈 〉 =∑  
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şeklinde tanımlı fonksiyon bir iç çarpım fonksiyonudur. Bu iç çarpıma nIR  de 

standart iç çarpım veya Öklid iç çarpım denir. Standart iç çarpımın tanımlı olduğu 

nIR  vektör uzayı ile birleşen afin uzayına n -boyutlu standart Öklid uzayı denir ve 

nE  ile gösterilir. 

Örnek 3.1.1: 2,X Y IR∈ olmak üzere  

       
2 2, : ,  , cos ,  0IR IR IR X Y X Y θ θ π〈 〉 × → 〈 〉 = ≤ ≤  

şeklinde tanımlı fonksiyon bir iç çarpım fonksiyonudur. 

Tanım 3.1.5: nX E∈  noktasının afin koordinat sistemine göre koordinatları 

( )1 2, ,..., nx x x  olsun. :  , 1 ,n

ix E IR i n→ ≤ ≤  fonksiyonuna nE  nin i -yinci koordinat 

fonksiyonu denir. 

Tanım 3.1.6: ( ) ( )2

1

: ,  ,
n

n n

i i

i

d E E IR d X Y y x
=

× → = −∑  

şeklinde tanımlanan d  fonksiyonuna nE  Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve 

( ),d X Y IR∈  sayısına da X ile Y  noktaları arasındaki uzaklık denir. 

Tanım 3.1.7: 
nIR  iç çarpım uzayı ile birleşen Öklid uzayı nE  olmak üzere,

{ }0 1, ,..., n

nP P P E∈  nokta ( )1n + -lisi için, { }0 1 0 2 0, ,..., nP P P P P P  cümlesi nE  nin bir 

ortonormal bazı ise { }0 1, ,..., nP P P  cümlesine nE  de bir Öklid çatı veya dik çatı 

denir. 

Tanım 3.1.8: : nI IR Eα ⊂ → , ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., nt t t tα α α α=  diferensiyellenebilir  

fonksiyona nE  de bir eğri denir. Burada I aralığına α eğrisinin parametre aralığı ve 

 t I∈  değişkenine de α  eğrisinin parametresi denir.  

Tanım 3.1.9: : nI IR Eα ⊂ →  diferensiyellenebilir bir eğri olsun. 

       : I IRα ′ → , ( ) ( )t tα α′ ′=  

şeklinde tanımlı α′  fonksiyonuna skaler hız fonksiyonu, ( )t IRα′ ∈  sayısına α

eğrisinin ( )tα  noktasındaki skaler hızı, 

         ( ) ( ) ( ) ( )1 2| , ,..., |n

t t

d t d t d td
t

dt dt dt dt

α α αα
α

 
′ = =  

 
 

vektörüne de α eğrisinin hız vektörü denir. 



5 

 

Tanım 3.1.10: : nI IR Eα ⊂ →  eğrisi için ( ) 1sα′ =
 
ise eğriye birim hızlı eğri, 

s I∈  parametresine de eğrinin yay parametresi denir. Her eğri birim hızlı 

yapılabilir. 

Tanım 3.1.11: : nI IR Eα ⊂ →  bir eğri ve ,a b I∈ için 

   ( )
b

a

s t dsα ′= ∫                ( )3.1.1  

reel sayısına ( ) ( )  ile  a bα α
 
noktaları arasındaki yay uzunluğu denir. 

Tanım 3.1.12: : nI IR Eα ⊂ →  bir eğri ve { }( ), , ,... rφ α α α α′ ′′ ′′′=  cümlesi lineer 

bağımsız olsun.  

   { }( ) ,   k Sp k rα φ∈ >
  

olmak üzere φ  cümlesinden Gram Schmidt ortogonalleştirme yöntemi ile elde 

edilen ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., rV s V s V s  ortonormal sistemine α  eğrisinin ( )sα  noktasındaki  

Serret Frenet r-ayaklısı,  ,  1 ,iV i r∀ ≤ ≤  vektörüne de Serret Frenet vektörü denir. 

Teorem 3.1.1: 3: I IR Eα ⊂ →  eğrisinin ( )sα  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı;  

1) s I∈  yay parametresi ise  

   

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

1

2

3

1

V s s

V s s
s

V s T s N s

α

α
α

 ′=



 ′′= ′′


 = ×

 

2) s I∈  yay parametresi değilse 

   

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

1

2

3

1

1

V s s
s

V s B s N s

V s s s
s s

α
α

α α
α α

 ′= ′




= ×




′ ′′= × ′ ′′×

 

şeklinde verilir (Hacısalihoğlu 1983). 



6 

 

Tanım 3.1.13: : nI Eα → eğrisinin Frenet r -ayaklısı ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., rV s V s V s  olsun.  

    
( ) ( ) ( )1

  : ,   1

       ,

i

i i i

k I IR i r

s k s V s V s+

→ ≤ <

′→ = 〈 〉
 

şeklinde tanımlı ik  fonksiyonuna α  eğrisinin i -yinci eğrilik fonksiyonu,  s I∀ ∈  

için ( )ik s IR∈  sayısına da α  eğrisinin ( )sα  noktasındaki i -yinci eğriliği denir. 

Teorem 3.1.2: : nI Eα → eğrisinin Frenet r -ayaklısı ( ) ( ) ( ){ }1 2, ,..., rV s V s V s , i -

yinci eğriliği ( )ik s  olsun. Bu durumda Frenet vektörleri ile bunların türev vektörleri 

arasında 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2

1 1 1

1

,        1i i i i i

r r r

V s k s V s

V s k s V s k s V s i r

V s k s V s

− − +

−

′ =


 ′ = − + ≤ <


 ′ = −

 

bağıntısı vardır (Hacısalihoğlu 1983). 

3n =  özel halinde α eğrisinin ( )sα  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı { }, ,T N B  ile 

gösterilir. Burada T  ye teğet vektör, N  ye asli normal vektör ve B  ye de binormal 

vektör denir. α eğrisinin birinci ve ikinci eğrilikleri de sırasıyla κ  ve τ  ile gösterilir 

ve κ  ya eğrinin eğriliği, τ  ya da burulması adı verilir. Bu halde Frenet formülleri  

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

   

T s s N s

N s s T s s B s

B s s N s

κ

κ τ

τ

 ′ =


 ′ = − +


 ′ = −

           ( )3.1.2

şeklinde olur (Hacısalihoğlu 1983). 

Diğer taraftan, bir α eğrisi üzerinde ( )sα  noktası eğriyi çizerken bu noktadaki 

{ }, ,T N B  Frenet 3-ayaklısı her s  anında, (bir eksen etrafında) ani bir helis hareketi 

yaptığı kabul edilir ve bu eksene eğrinin ( )sα  noktasındaki Darboux (ani dönme) 

ekseni denir. Bu eksenin yön ve doğrultusunu veren vektör,  
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    ,W N N′= ∧  

   W T Bτ κ= +               ( )3.1.3  

şeklinde olur ve bu vektöre Darboux vektörü adı verilir ( Şekil 3.1.1. ). 

     

    Şekil 3.1.1. Darboux vektörü 

  ile  W B  vektörleri arasındaki açı ϕ  ile gösterilirse şekilden, 

   sin       ,     cos
W W

τ κ
ϕ ϕ= =             ( )3.1.4  

yazılır. W  Darboux vektörü yönündeki birim vektör C ile gösterilirse  

   C T B
W W

τ κ
= +� �  

olur. Burada κ  ile τ  nun yerine ( )3.1.4  deki karşılıkları yazılırsa 

   sin cosC T Bϕ ϕ= +             ( )3.1.5  

bulunur.   

Tanım 3.1.14: : nI Eα →  eğrisinin ( )sα  noktasındaki 1. ve  2. eğrilikleri sırasıyla 

( )1k s  ve ( )2k s  olsun.  

    
( ) ( )

( )

1

1
1

2

:

       

H I IR

k s
s H s

k s

→

→ =
 

şeklinde tanımlı 1H  fonksiyonuna α  eğrisinin 1-inci harmonik eğriliği denir. 

Tanım 3.1.15: : nI Eα →  eğrisinin ( )sα  noktasındaki hız vektörü, sabit bir U  

vektörü ile sabit açı yapıyorsa eğriye bir eğilim çizgisi, { }pS U  ya da eğilim 

çizgisinin eğilim ekseni denir. 

Teorem 3.1.3: 3: I Eα →  eğrisi bir eğilim çizgisidir ( )1 .H s sbt⇔ =  
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Đspat: " "⇒  Kabul edelim ki α  bir eğilim çizgisi olsun. α  eğrisinin ( )sα  

noktasındaki Frenet vektörleri ( ) ( ) ( ){ }, ,T s N s B s  olmak üzere, eğilim çizgisi 

tanımına göre 

   ( ) , cosT s U θ〈 〉 =   

olur. Bu ifadenin s  ye göre türevi alınırsa 

   ( ) , 0T s U′〈 〉 = , 

   ( ) , 0N s Uκ 〈 〉 =  

bulunur. Bu durumda N U⊥  olur. ( ) ( ){ },pU S T s B s∈  olduğundan  

   ( ) ( )  U aT s bB s= +   

şeklinde yazılabilir. Bu ifade sırasıyla T  ve B  ile iç çarpılırsa 

   
( )
( )

, cos

, sin

U T s a

U B s b

θ

θ

〈 〉 = =

〈 〉 = =
            ( )3.1.6  

olur. ( )3.1.6  bağıntısından  

   ( ) ( )cos sin  U T s B sθ θ= +  

bulunur. Diğer yandan  

   ( ) , 0N s U〈 〉 =  

ifadesinin türevi alınır ve gerekli işlemler yapılırsa  

   ( ) ( ), , 0,N s U N s U′ ′〈 〉 + 〈 〉 =  

   ( ) ( ) ( ) ( ) , 0s T s s B s Uκ τ− = , 

   ( ) ( ) ( ) ( ), , 0s T s U s B s Uκ τ〉 − 〈 = , 

   ( ) ( )cos sin 0s sκ θ τ θ− = , 

   
( )
( )

.
s

sbt
s

κ
τ

= , 

   ( )1 .H s sbt=  

elde edilir. 

" "⇐  Kabul edelim ki  s I∀ ∈  için ( )1 .H s sbt=  olsun. Đddia ediliyor ki α bir eğilim 

çizgisidir. 
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( )1 .H s sbt=  ise
 ( )1 tanH s θ=  alınabilir. Buradan  

   
( )
( )

( ) ( )sin
   cos sin 0

cos

s
s s

s

κ θ
θκ θτ

τ θ
= ⇒ − =  

olur. Şimdi  

   ( ) ( )cos sinU T s B s
�

θ θ= +   

vektörünü tanımlayalım. Açının sabit olduğu dikkate alınır ve türev alınırsa  

   cos sinU T Bθ θ′ ′ ′= + , 

   ( ) ( )( ) ( )cos sinU s s N sθκ θτ′ = −   

olur ve norm alınırsa 

    0  U U sbt′ = ⇒ = . 

olduğu görülür. Diğer yandan  

   

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

                , cos sin

                cos .

s U T s U

T s T s B s

sbt

α

θ θ

θ

′〈 〉 = 〈 〉

= 〈 + 〉

= =

 

olur ki bu da α  bir eğilim çizgisi olması demektir. 

Teorem 3.1.4: 3: I Eα →  eğrisinin düzlemsel bir eğri olması için gerek ve yeter şart 

0τ =  olmasıdır (Hacısalihoğlu 1983). 

Đspat: " "⇒  Kabul edelim ki α  birim hızlı düzlemsel bir eğri olsun. Bu durumda 

 s I∀ ∈  için ( )sα  noktalarının tümü bir E  düzlemi içinde bulunur. Düzlemin 

normali q , düzlem üzerinde herhangi bir nokta p  olsun. Bu durumda 

   ( ) , 0s p qα〈 − 〉 =  

olur. Bu ifadenin türevi alınırsa 

   ( ) ( ), , 0,s q s p qα α′ ′〈 〉 + 〈 − 〉 =

    ( ) , 0 s qα ′〈 〉 =  

olur ve tekrar türev alınırsa 

   ( ) , 0s qα ′′〈 〉 =  
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bulunur. Buradan q
 
vektörünün T  ve N  ye dik olduğu görülür. Bu durumda q  

vektörü B  ye paralel olur. Dolayısıyla  

   ( )  
q

B s
q

= ±
 

şeklinde alınabilir. Bu ifadenin türevi alınırsa 

   0B′ =  

bulunur ve  

   ( ) ( ) ( )  B s s N sτ′ = −  

eşitliğinden 

   ( ) 0sτ =  

elde edilir. 

" "⇐  Kabul edelim ki ( ) 0sτ =  olsun. ( ) ( ) ( ) B s s N sτ′ = −  idi. Buradan  

   
( )
( )

0,

.

B s

B s c sbt

′ =

= =
 

olur. Şimdi  

   
( ) ( ) ( ) ( )

:

     0 ,

F I IR

s F s s B sα α

→

→ = 〈 − 〉
 

fonksiyonu tanımlansın. 0s =  ise ( )0 0F =  dır. F nin s  ye göre türevi alınırsa 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 0 ,

        , ,

        0,

F s s B s s B s

T s B s T s s N s

α α α

κ

′ ′ ′ ′= 〉 + 〈 −

= 〉+ < −

=

 

   ( ) .F s sbt=  

Buna göre  

   ( ) ( ) ( )0 , 0s B sα α− =   

eşitliği, α  eğrisinin ( )0α  noktasından geçen ve B  vektörüne dik olan düzlem 

içinde olduğunu gösterir. 

Teorem 3.1.5: 3: I Eα →  eğrisinin doğru olması için gerek ve yeter şart 0κ =  

olmasıdır (Hacısalihoğlu 1983). 
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Đspat: 3: I Eα →  birim hızlı eğrisinin eğriliği 

   ( )( )s sκ α ′′=   

dir. Bu durumda  

   

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 0,

             0 ,   .

                  s =bs+c,   b,c IR.

s s

s s b

κ α

α α

α

′′= ⇔ =

′′ ′⇔ = ⇒ =

∈

 

Tanım 3.1.16: ,nE  n -boyutlu Öklid uzayında  p M∀ ∈ için | 0pf∇ ≠
 
olmak üzere  

( ){ }| : ,  ,  ,   dif.bilir fonk.,  açık alt cümlenM x E f U IR x f x c c IR f U= ∈ → → = ∈  

şeklinde tanımlanan boş olmayan M cümlesine ( )1n − -boyutlu yüzey veya ( )1n − -

yüzey veya hiperyüzey olarak denir.  

Örnek 3.1.2: nE  de birim küre 1nS −  ile gösterilir ve denklemi  

   ( ) ( )1 2
1 2

1

, ,..., |
n

n

n i

i

S X x x x f X x−

=

 
= = = 

 
∑  

şeklinde tanımlanır. Bu küre yüzeyine nE de bir hiperküre adı verilir. Burada 

   ( ) 2

1

n

i

i

f X x
=

=∑  

olmak üzere  

   ( ) ( )1 2 1 2

1 2

, ,..., , ,..., , 2 ,2 ,..., 2n n

n

f x x x x x x
x x x

 ∂ ∂ ∂
∇ = 〈 〉 ∂ ∂ ∂ 

 

şeklinde ve ( )1 2, ,..., 0nx x x ≠  için daima ( )1 2, ,..., 0nf x x x∇ ≠  dır. 

Tanım 3.1.17: 3M E⊂  de bir yüzey, : I Mα →  birim hızlı bir eğri ve M  üzerinde 

diferensiyellenebilir bir vektör alanı X  olsun. 

   ( )( ) ( )( )d
s X s

ds
α α=

           
( )3.1.7  

ise  α  eğrisine X  in bir integral eğrisi denir. M  yüzeyinin P  noktasındaki tanjant 

uzayı ( )MT P , vektör alanı uzayı ( ) ( )M

P M

M T Pχ
∈

= ∪  olmak üzere  

   ( ): I Mα χ→  , ( ) ( ) ( )( ),s s sα α α ′=   
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şeklinde tanımlı eğriye,  : I Mα →  eğrisinin tabii lifti denir (Thorpe 1979, Çalışkan 

ve ark. 1984). M  yüzeyinin birim normal vektör alanı N  olmak üzere 

( ) X Mχ∀ ∈  için  

   ( ) NXS X D=
              

( )3.1.8  

şeklinde tanımlı S  dönüşümüne Şekil operatörü (Weingarten Dönüşümü) denir. 

( )v Mχ∈ için  

   ( ) ( ), N PX v v S v= −
           

( )3.1.9  

şeklinde tanımlanan ( )X Mχ∈  vektör alanına geodezik spray denir (Thorpe 1979). 

   ( ) , NX XD Y D Y S X Y= +          ( )3.1.10  

şeklinde tanımlanan denkleme de  M üzerinde Gauss denklemi denir. Burada; D  

Gauss anlamında kovaryant türev operatörü olup, bu operatör M üzerinde bir 

Riemann konneksiyonudur. 

: I Mα → eğrisinin birim teğet vektörü T olsun. 

       0
T

D T =                                                                                     ( )3.1.11    

ise   α  eğrisine  3E de bir geodezik eğri, 

   0TD T =            ( )3.1.12  

ise   α  eğrisine   M  üzerinde bir geodezik eğri denir. Buna göre; 

   g Tk D T=
           

( )3.1.13  

ifadesine  α  eğrisinin 3E ’e göre geodezik eğriliği ve  

   
Tg

D Tγ =
           

( )3.1.14  

ifadesine de α  eğrisinin M ’ye göre geodezik eğriliği denir. 

α  eğrisinin  , ,T N B  Frenet vektörlerinin birim küre üzerinde çizdiği ( ) ( ),T N  ve 

( )B  küresel gösterge eğrileri ile C  birim Darboux vektörünün birim küre üzerinde 

çizdiği ( )C
 
sabit pol eğrisinin 3E e göre yay uzunlukları ve geodezik eğrilikleri 

sırasıyla, 
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0 0

0 0

,    

s s

T B

s s

N C

s ds s ds

s W ds s ds

κ τ

ϕ

 
= = 

 
 
 
 
  ′= =
  

∫ ∫

∫ ∫

        ( )3.1.15  

   

2 2

1 1

cos sin

,    

11

T B

CN

k k

W
kk

W

ϕ ϕ

ϕ
ϕ

 
 = = 
  

⋅ 
 

    ′
= += +       ′   

          ( )3.1.16                       

2S  ye göre geodezik eğrilikleri,  

   

tan cot

,    
T B

N C

W

W

γ ϕ γ ϕ

ϕ
γ γ

ϕ


 = = 

 
 ′
 = =

′  

             ( )3.1.17  

şeklinde verilir (Hacısalihoğlu 1983).  

Teorem 3.1.6: : I Mα → eğrisinin  ( ): I Mα χ→ tabii lifti, X  geodezik sprayının 

bir integral eğrisi olması için gerek ve yeter şart M üzerinde bir geodezik eğri 

olmasıdır (Çalışkan ve ark. 1984). 

Đspat: : " "⇒  X  geodezik sprayının bir integral eğrisi olsun. Bu durumda 

      ( )( ) ( )( )
( )t

d
X t t

dt α
α α=  

olur. X , ( )Mχ  üzerinde bir geodezik spray olduğundan  

      ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
,

t
X t t S t N

α
α α α= −  

yazılır. Tabii lift tanımından 

      ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
,

tt t t

d d
t t S t N

dt dt αα α α
α α α= −ɺ ɺ ɺ  

bulunur. Bu son eşitlik bütün ( )tα ler için doğru olduğundan ve 

      ( ) ( )( )s

d
D s

ds
α

α
α′
′=
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eşitliği de göz önüne alındığında 

      ( ) ( ) ( )( )( ) ,tD t t S t Nα α α α= −
ɺ
ɺ ɺ ɺ   

olur. Gauss denkleminden   

      ( )( ) 0tD tα α =
ɺ
ɺ  

bulunur. Böylece α nın M üzerinde bir geodezik olduğu görülür. 

" "⇐  α nın M üzerinde bir geodezik olsun. Bu durumda 

       ( )( ) 0tD tα α =
ɺ
ɺ   

olur. Gauss denkleminden  

      ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
, 0t tt

D t t S t Nα αα
α α α+ =ɺ
ɺ ɺ ɺ  

yazılır. X  bir geodezik spray olduğundan 

              

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

0,
t t

t t

d
t X t

dt

d
t X t

dt

α α

α α

α α

α α

− =

=

ɺ ɺ

ɺ ɺ

 

olur. Tabii lift tanımından  

      ( )( ) ( )( )
( )t

d
t X t

dt α
α α=  

bulunur ki bu da ispatı tamamlar. 

Bir α  eğrisinin ( )T
 
teğetler göstergesinin ( )T

 
tabii lifti geodezik sprayın bir integral 

eğrisi olması için 

      0      
T TDα α =
ɺ
ɺ  

dır. Gauss denkleminden 

      ( ) ( ), 0
T T T TD S T sα α α α+ =
ɺ
ɺ ɺ ɺ  

yazılır. Birim küre için 2S I= olduğundan 

      ( )2
0,

T T TD T sα α α+ =ɺ
ɺ ɺ  

      ( )2 0,
T

D N T sα κ κ+ =
ɺ

 

      ( ) ( )2 0
T

d
N T s

ds
κ κ+ =  
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bulunur. Türev alınırsa, 

      ( )2 0.T N B
κ

κ κ τ
κ
′ − + − = 

 
 

0
T TDα α =
ɺ
ɺ olması için 

      

( )

( )

2 0 ,     0,1

0    ,      ,  0

0

sbt

κ κ κ

κ
κ κ

κ

τ

 − = =


 ′

= = ≠


 =

 

olmalıdır. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 3.1.1: α  eğrisi bir birim çember ise α   eğrisinin teğetler göstergesi birim 

küre yüzeyi üzerinde bir büyük çemberdir. Bu durumda, ( )T  tabii lifti ( )2T S  tanjant 

demeti üzerinde geodezik sprayın bir integral eğrisidir (Çalışkan ve ark. 1984). 

α eğrisinin ( )N
 
asli normaller göstergesinin ( )N

 
tabii lifti geodezik spray için bir 

integral eğrisi ise 

      0
N NDα α =
ɺ
ɺ  

dır. Gauss denkleminden 

      ( ) ( ), 0,
N N N ND S N sα α α α+ =
ɺ
ɺ ɺ ɺ  

      ( )2
0,

N N ND N sα α α+ =
ɺ
ɺ ɺ  

      ( ) ( ) ( )2 2 0,
N

D T B N sα κ τ κ τ− + + + =
ɺ  

      ( ) ( ) ( )2
0,

N

d
T B W N s

ds
κ τ− + + =  

olur. Türev alınırsa, 

      ( )3 2
0T W W N Bκ τ− + − + =  

bulunur. 0
N NDα α =
ɺ
ɺ

 
olması için  
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( )

( )

2 2

0 ,     .

0    ,     .

0    veya  1

sbt

sbt

κ κ

τ τ

κ τ κ τ

′ = =


 ′ = =


 = = + =

 

olmalıdır. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 3.1.2: α  eğrisi bir dairesel helis ise α   nın asli normaller göstergesi, birim 

küre yüzeyi üzerinde bir büyük çemberdir. Bu durumda, ( )N  tabii lifti ( )2T S  

tanjant demeti üzerinde geodezik sprayın bir integral eğrisidir (Çalışkan ve ark. 

1984). 

α eğrisinin ( )B
 
binormaller göstergesinin ( )B

 
tabii lifti geodezik spray için bir 

integral eğrisi ise  

      0
B BDα α =
ɺ
ɺ  

dır. Gauss denkleminden 

      ( ) ( ), 0,
B B B BD S B sα α α α+ =
ɺ
ɺ ɺ ɺ  

      ( ) ( )2
0,B B

B

d
B s

ds
α α+ =ɺ ɺ  

olur. Türev alınırsa, 

      ( )2 0T N B
τ

κ τ τ
τ
′ + + − = 

 
 

bulunur. 0
B BDα α =
ɺ
ɺ olması için 

      

2

0 , 

0    , 

0

κ

τ
τ

τ τ

=


 ′

=




− =

 

olmalıdır. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 3.1.3: ( )B  binormaller göstergesi, birim küre üzerinde bir büyük çember 

olacak şekilde herhangi bir α  eğrisi yoktur. Bu durumda, ( )B  tabii lifti ( )2T S  
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tanjant demeti üzerinde geodezik sprayın bir integral eğrisi olamaz (Çalışkan ve ark. 

1984). 

α eğrisinin ( )C  sabit pol eğrisinin ( )C  tabii lifti geodezik sprayın bir integral eğrisi 

ise   

      0
C CDα α =
ɺ
ɺ  

dır. Gauss denkleminden 

      , ( ) ( ) 0,
C C C CD S C sα α α α+ =
ɺ
ɺ ɺ ɺ  

      ( ) ( )2
0C C

C

d
C s

ds
α α+ =ɺ ɺ  

olur. C  nin türevi alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

      

( ) ( )

( )

2 3

2 3

cos sin sin cos sin

sin cos cos 0,

T N

B

θ θ θ θ θ θ κθ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

′′ ′ ′ ′ ′− + + +

′′ ′ ′+ − + =

 

bulunur. 0
C CDα α =
ɺ
ɺ olması için         

       

2 3

2 3

cos sin sin 0 , 

cos sin 0,

sin cos cos 0

θ θ θ θ θ θ

κθ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

′′ ′ ′ − + =

 ′ ′+ =


 ′′ ′ ′− + =

 

olmalıdır. Bu son denklemler 0θ ′ =  veya 0κ τ= =  olduğunu gösterir. Böylece 

aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 3.1.4: α  eğrisi bir helis ise  ( )C  sabit pol eğrisi birim küre üzerinde bir 

büyük çemberdir. Bu durumda, ( )C  tabii lifti ( )2T S  tanjant demeti üzerinde 

geodezik sprayın bir integral eğrisidir (Çalışkan ve ark. 1984). 
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3.2. Lorentz Uzayı 

Tanım 3.2.1: V  bir reel vektör uzayı olsun. 

   :g V V IR× →  

dönüşümü  ,  ve  , ,a b IR u v w V∀ ∈ ∀ ∈  için; 

i) ( ) ( ), , ,g u v g v u=  

ii) ( ) ( ) ( ), , ,g au bv w ag u w bg v w+ = +  

    ( ) ( ) ( ), , ,g u av bw ag u v bg u w+ = +  

özelliklerine sahip ise g  dönüşümüne  V  vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer 

form denir. 

Tanım 3.2.2: V  reel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form g
 
olsun. 

i) ( )  ve 0 için g , > 0v V v v v∀ ∈ ≠  ise g  simetrik bilineer formuna pozitif tanımlı, 

ii) ( )  ve 0 için g , < 0v V v v v∀ ∈ ≠  ise g  simetrik bilineer formuna negatif tanımlı, 

iii) ( )  ve 0 için g , 0v V v v v∀ ∈ ≠ ≥  ise g  simetrik bilineer formuna yarı-pozitif 

tanımlı, 

iv) ( )  ve 0 için g , 0v V v v v∀ ∈ ≠ ≤  ise g  simetrik bilineer formuna yarı-negatif 

tanımlı, 

v) ( )  ve 0 için g , =0 =0v V v v w w∀ ∈ ≠ ⇒ ise g  simetrik bilineer formuna non-

dejeneredir denir (O’neill 1983). 

Tanım 3.2.3: V  bir reel vektör uzayı olsun. 

   :g V V IR× →  

dönüşümü simetrik, bilineer ve non-dejenere ise g  ye V  üzerinde bir skaler 

çarpım, bu durumda V  vektör uzayına da skaler çarpım uzayı denir (O’neill 1983). 

Tanım 3.2.4: V  bir reel vektör uzayı ve :g V V IR× →  simetrik bilineer form olsun. 

   :wg W W IR× →  

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W  altuzayının boyutuna g  simetrik 

bilineer formunun indeksi denir ve v  ile gösterilir. g  skalar çarpımının indeksi v  

ise 0 v boyV≤ ≤  dir.  
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Tanım 3.2.5: V  bir skalar çarpım uzayı olsun. V  nin indeksi v  olmak üzere 1v =  

ve 2boyV ≥  ise V  skalar çarpım uzayına bir Lorentz uzayı denir (O’neill 1983). 

Tanım 3.2.6: nIR , n -boyutlu standart reel vektör uzayı olsun. ( )1 2, ,..., ,nX x x x=  

( )1 2, ,..., nY y y y=  için, 

   
( ) ( )

1

1

:

          , ,

n n

n

i i n n

i

g IR IR IR

X Y g X Y x y x y
−

=

× →

→ = −∑
 

şeklinde tanımlı fonksiyon bir skalar çarpım fonksiyonudur ve bu fonksiyona 

Lorentz metriği denir. 

Tanım 3.2.7: nIR  üzerinde tanımlı Lorentz metriği ile birlikte{ },nIR g  ikilisine n -

boyutlu Lorentz uzayı veya kısaca Lorentz uzayı denir ve nIL  ile gösterilir. 

Tanım 3.2.8: nIL  , n -boyutlu bir Lorentz uzayı olsun. Bir nX IL∈  vektörü için; 

i) ( ) ( ), 0 veya 0g X X X> =  ise X  vektörüne spacelike vektör (uzay benzeri), 

ii) ( ), 0 g X X <  ise X  vektörüne timelike vektör (zaman benzeri), 

iii) ( ), 0g X X =  ise X vektörüne lightlike veya null vektör (ışık benzeri) denir 

(O’neill 1983). 

Tanım 3.2.9: Bir nX IL∈  vektörünün normu  

   ( ),
IL

X g X X=
 

 şeklinde tanımlanır. 

Tanım 3.2.10: ( )0,0,..., 0,1e =  olmak üzere  ( )1 2, ,..., n

nX x x x IL= ∈  timelike vektör 

olmak üzere, ( ) ( )( ), 0  , 0g X e g X e< >
 
ise X  timelike vektörüne future pointing 

(past pointing) denir (O’neill 1983). 

Tanım 3.2.11: , nX Y IL∈  için 0 ve 0X Y≠ ≠  olmak üzere; ( ), 0g X Y =  ise, bu 

durumda X ve Y  vektörlerine ortogonal vektör denir (O’neill 1983). 

Teorem 3.2.1: , nX Y IL∈  için 0 ve 0X Y≠ ≠  olmak üzere; ( ), 0g X Y =  olsun. 

Eğer X timelike vektör ise bu durumda Y  spacelike vektördür (Turgut 1995). 

Teorem 3.2.2: 
nIL  , n -boyutlu bir Lorentz uzayı ve nX IL∈  olsun. Bu durumda, 

i) 0.
IL

X >  
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ii) 0  
IL

X X> ⇔  bir null vektördür, 

iii) X  bir timelike vektör ise ( )2
,

IL
X g X X= −  dir, 

iv) X  bir spacelike vektör ise ( )2
,

IL
X g X X=  dir (O’neill 1983). 

Tanım 3.2.12: :  I nILα →  bir eğri olsun. α eğrisinin teğet vektörü T  olmak üzere; 

i) ( ), 0g T T >  ise α  eğrisine spacelike eğri, 

ii) ( ), 0g T T <  ise α  eğrisine timelike eğri, 

iii) ( ), 0g T T =  ise α  eğrisine lightlike veya null eğri denir (O’neill 1983). 

Tanım 3.2.13: : nI ILα →  bir eğri olsun. ,a b I∈  olmak üzere α  eğrisinin 

( ) ( )  ve  a bα α  noktaları arasındaki yay uzunluğu; 

   ( )
b

a

t dtα ′∫                       ( )3.2.1  

dır (O’neill 1983). 

Tanım 3.2.14: 3IL  , 3-boyutlu bir Lorentz uzayında ( )1 2 3, ,X x x x=
 

ve 

( )1 2 3, ,Y y y y=  olmak üzere 

   ( )3 2 2 3 1 3 3 1 1 2 2 1, ,X Y x y x y x y x y x y x y× = − − −  

vektörüne X  ve Y  nin vektörel çarpımı (dış çarpımı) denir. X Y×  veya X YΛ  

şeklinde gösterilir (Akutagawa ve Nishikawa 1990). 

   

( )1 2 3

1,   ise 

                      ve   e , ,

0,   ise

ij i i i i

i j

i j

δ δ δ δ

=


= =
 ≠

 

olmak üzere vektörel çarpım 

   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

      e

det             .

       y     y  

e e

X Y x x x

y

− − 
 × =  
  

 

 Buna göre 1 2 3,    ve  e e e  birim vektörlerin vektörel çarpımı 

   1 2 3 2 3 1 3 1 2,   ,   ee e e e e e e e× = × = − × = −  

dir. Burada saat yönünün tersi pozitif yön olarak alınmıştır. Eğer saat yönünün tersi 

negatif yön olarak kabul edilirse, 



21 

 

   1 2 3 2 3 1 3 1 2,   ,   ee e e e e e e e× = − × = × =  

olur. Bu durumda vektörel çarpım 

   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

         

det             

            

e e e

X Y x x x

y y y

− 
 × =  
  

 

şeklindedir. 

Tanım 3.2.15: : nI M ILα → ⊂  diferensiyellenebilir eğrisinin Frenet vektörleri 

{ }, ,T N B  olsun. 

i) α  timelike bir eğri olsun. 

Bu durumda α  nın Frenet vektörleri; T  timelike, N ve B  spacelike vektörlerdir.  

Bu vektörlerin vektörel çarpımı 

    ,  , T N B N B T B T N× = − × = × = −  

dir. Buna bağlı olarak Frenet formülleri  

   

T N

N T B

B N

κ

κ τ

τ

′ =

 ′ = −



′ =

             ( )3.2.2  

şeklinde olur (Woestijne 1990). Bu durumda Frenet ani dönme vektörü de  

   W T Bτ κ= −  

şeklinde bulunur (Uğurlu 1997). 

ii) α  spacelike bir eğri olsun. 

Bu durumda α  eğrisi iki farklı Frenet denklem sistemine sahiptir. 

a) 1. Hal: T  ve B  spacelike, N  timelike vektör olsun. Bu vektörlerin vektörel 

çarpımı  

    ,  , T N B N B T B T N× = − × = − × =  

olur ve Frenet formülleri  



22 

 

   

T N

N T B

B N

κ

κ τ

τ

′ =

 ′ = +



′ =

            ( )3.2.3

şeklinde bulunur (Woestijne 1990). Bu durumda Frenet ani dönme vektörü  

   W T Bτ κ= − +  

şeklinde olur (Uğurlu 1997). 

b) 2. Hal: T  ve N  spacelike, B   timelike vektör olsun. Bu durumda 

    ,  , T N B N B T B T N× = × = − × = −  

ve Frenet formülleri  

   

T N

N T B

B N

κ

κ τ

τ

′ =

 ′ = − +



′ =

                          

şeklinde bulunur (Woestijne 1990). Frenet ani dönme vektörü de  

   W T Bτ κ= −  

olur (Uğurlu 1997). 

Teorem 3.2.3: 

i) , nX Y IL∈ pozitif (negatif) timelike vektör olsun. Bu durumda  

   ( ),g X Y X Y≤  

eşitsizliği vardır. Bu eşitsizlikte eşitlik olması için gerek ve yeter şart X  ve Y nin 

lineer bağımlı olmasıdır. X  ve Y  pozitif(negatif) timelike vektörler ise  

   ( ) ( ), cosh ,  ,g X Y X Y X Yϕ ϕ η= =  

olacak şekilde bir tek 0ϕ > reel sayısı vardır. Bu ϕ açısına X  ve Y  vektörleri 

arasındaki Lorentzian timelike açı denir. 

ii) , nX Y IL∈  spacelike vektörler olsun. Bu durumda  

   ( ),g X Y X Y≤  

eşitsizliği vardır. Eğer X  ve Y  nin gerdiği düzlem spacelike ise  
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   ( ) ( ), cos ,  ,g X Y X Y X Yϕ ϕ η= =  

olacak şekilde bir tek 0 ϕ π≤ ≤  reel sayısı vardır. Bu ϕ  açısına X  ve Y vektörleri 

arasındaki Lorentzian spacelike açı denir. 

iii) , nX Y IL∈  spacelike vektör olsun. Eğer X  ve Y nin gerdiği düzlem timelike ise 

   ( ),g X Y X Y≥  

eşitsizliği vardır. Bu durumda   

   ( ) ( ), cosh ,  ,g X Y X Y X Yϕ ϕ η= =  

olacak şekilde bir tek 0ϕ > reel sayısı vardır. Bu ϕ açısına X  ve Y vektörleri 

arasındaki Lorentzian timelike açı denir. 

iv) nX IL∈ spacelike ve nY IL∈ pozitif timelike vektör olsun. Bu durumda  

   ( ) ( ), sinh ,  ,g X Y X Y X Yϕ ϕ η= =  

olacak şekilde bir tek 0ϕ >  reel sayısı vardır. Bu ϕ  açısına X  ve Y  vektörleri 

arasındaki Lorentzian timelike açı denir (Ratcliffe 1984). 

Teorem 3.2.4: 3IL  Lorentz uzayında ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , ,  , ,X x x x Y y y y= =
 

ve 

( )1 2 3, ,Z z z z=  olsun. Bu vektörler için  

i) ( ) ( ), det , , ,g X Y Z X Y Z× = −  

ii) ( ) ( ) ( ), , ,X Y Z g X Z Y g Y Z X× × = − +  

iii) ( ) ( ), 0  ve  , 0,g X Y X g X Y Y× = × =  

iv) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
, , , ,g X Y X Y g X X g Y Y g X Y× × = − +  

bağıntıları vardır (Turgut 1995). 

Teorem 3.2.5. 3IL  Lorentz uzayında iki vektör X  ve Y olsun. Bu durumda  

i) X  ve Y spacelike vektör ise X Y×  bir timelike vektördür. 

ii) X  ve Y timelike vektör ise X Y×  bir spacelike vektördür. 

iii) X  spacelike ve Y timelike vektör ise X Y×  bir spacelike vektördür. 

iv) X  ve Y null vektör ise X Y×  bir spacelike vektördür. 

v) X  timelike veY null vektör ise X Y×  bir spacelike vektördür. 

vi) X  spacelike ve Y  null vektör olmak üzere ( ), 0g X Y =  ise X Y×  bir null 

vektör, eğer ( ), 0g X Y ≠  ise X Y×  spacelike vektördür (Turgut 1995). 
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3.3. Yarı-Riemann Manifoldu 

Tanım 3.3.1: M  bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M  üzerinde simetrik non-

dejenere ve sabit indeksli  

   ( ) ( ) ( ): ,g M M C M IRχ χ ∞× →  

fonksiyonuna bir metrik tensör denir.  

 Tanım 3.3.2: nIR , n -boyutlu standart reel vektör uzayı üzerinde  nP IR∀ ∈  ve

( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,..., ,  , ,..., nP n P n IR
X x x x Y y y y T P= = ∈  için 

   
( )

0 1

,Y
n v n

P P i i i i

i i n v

g X x y x y
−

= = − +

= −∑ ∑  

 eşitliğiyle verilen v -indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya yarı-

Öklidyen uzay denir ve n

vIR  ile gösterilir (O’neill 1983). 

Tanım 3.3.3: n

vIR , yarı-Öklidyen uzayında 1 ve 2v n= ≥  ise 1
nIR  yarı-Öklidyen 

uzayına Minkowski n -uzay denir. 

Tanım 3.3.4: M , bir diferensiyellenebilir manifold g  de M  üzerinde sabit indeksli 

bir metrik tensör olsun. ( ),M g  ikilisine bir yarı-Riemann manifoldu denir ve M  

ile gösterilir. 

Tanım 3.3.5: M , bir yarı-Riemann manifoldu olsun. g  nin sabit indeksine yarı-

Riemann manifoldunun indeksi denir. 

Tanım 3.3.6: M , bir yarı-Riemann manifoldu olsun. boy 2M ≥  ve M  nin indeksi 

1 ise M  ye bir Lorentz manifoldu denir.  

Tanım 3.3.7: M  bir Lorentz manifoldu, M  de M  nin bir Lorentz altmanifoldu ve  

M  üzerindeki konneksiyon D  olsun. 

   ( ) ( ) ( ):D M M Mχ χ χ× →  

şeklinde tanımlı fonksiyona M  Lorentz alt manifoldu üzerine indirgenmiş 

konneksiyon denir. 

Tanım 3.3.8: M  , M  nin bir Lorentz altmanifoldu ve M  üzerindeki konneksiyon 

D  olsun. ( ) ,X Y Mχ∀ ∈  için 

   tanX XD Y D Y=  
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şeklinde tanımlı D  fonksiyonu M  üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir 

(O’neill 1983). 

Tanım 3.3.9: M  , M  nin bir Lorentz altmanifoldu olsun. 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

:

                  , , X

II M M M

X Y II X Y norD Y

χ χ χ
⊥

× →

→ =

 

şeklinde tanımlı fonksiyona M nin ikinci temel form tensörü denir (O’neill 1983). 

Tanım 3.3.10: n -boyutlu bir M  Lorentz manifoldunun ( )1n − -boyutlu bir M  

Lorentz alt manifolduna M  nin Lorentz hiperyüzeyi denir. 

Tanım 3.3.11: M  nin bir Lorentz hiperyüzeyi M ve M nin birim normal vektör 

alanı N  olsun. ( ) ,X Y Mχ∀ ∈  için  

   ( )( ) ( )( ), , ,g S X Y g II X Y N=  

şeklinde tanımlı S  ye M nin N  den elde edilen şekil operatörü denir. S  şekil 

operatörü M nin her P  noktasında  

   ( ) ( ):P M M
S T P T P→  

 lineer ve self adjoint (eki kendisine eşit) bir dönüşümdür (O’neill 1983). 

Teorem 3.3.1: M  nin Lorentz hiperyüzeyi M , M nin N  birim normal vektör 

alanından elde edilen şekil operatörü S  olsun. Bu durumda ( )X Mχ∈  için  

   ( ) XS X D N= −  

dir (O’neill 1983). 

Tanım 3.3.12: M  bir Lorentz manifoldu, M de M  nin bir hiperyüzeyi olsun. M

nin N  normalinden elde edilen şekil operatörü S , M  üzerindeki konneksiyon D  ve

M  üzerindeki konneksiyon D  olmak üzere, ( ),X Y Mχ∈  için Gauss denklemi 

   ( )( ),X XD Y D Y g S X Y Nε= +                   (3.3.1)  

şeklindedir. Burada ( ),g N Nε =  dir (O’neill 1983). 

Tanım 3.3.13: M  Lorentz manifoldunun bir Lorentz hiperyüzeyi M olsun. 

: I Mα → eğrisinin birim teğet vektörü T  olmak üzere  
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   ( )( ), 0g S T T =  

ise α  eğrisine asimptotik çizgi denir. 

Tanım 3.3.14: M  Lorentz manifoldunun bir Lorentz hiperyüzeyi M olsun. M  

üzerindeki konneksiyon D  ve M üzerindeki konneksiyon D  olsun. : I Mα →  

eğrisinin birim teğet vektörü T  olmak üzere 

   0       TD T =              ( )3.3.2  

ise α  eğrisine M  üzerinde geodezik eğri, 

   0              TD T =             ( )3.3.3  

ise α  eğrisine M  üzerinde geodezik eğri denir. 

Tanım 3.3.15: 1
1
nIR + , Minkowski ( )1n + -uzayında  

   ( ) ( ){ }1 2
1 1 , ,  ,  n nS r X IR g X X r r IR r sabit+= ∈ = ∈ =  

ile tanımlanan hiperkuadriğe n -boyutlu Lorentz hipeküresi veya n -Lorentz 

hiperküresi denir. 

   ( ) ( ){ }1 2
0 1 , ,  ,  n nH r X IR g X X r r IR r sabit+= ∈ = − ∈ =  

nokta kümesine de n -boyutlu r -yarıçaplı hiperbolik küre denir.  

3n =  için özel halinde  

   ( ) ( ){ }2 3 2
1 1 , ,  ,  S r X IR g X X r r IR r sabit= ∈ = ∈ =  

nokta kümesine r -yarıçaplı Lorentz küresi, 

   ( ) ( ){ }2 3 2
0 1 , ,  ,  H r X IR g X X r r IR r sabit= ∈ = − ∈ =  

nokta kümesine de r -yarıçaplı hiperbolik küre denir.
 

 

Tanım 3.3.16: 3: I ILα →  birim hızlı non-null eğrisinin ( )sα  noktasındaki Frenet 

3-ayaklısı { }, ,T N B olsun. { }, ,T N B  Frenet vektörlerinin başlangıç noktaları eğriyi 

çizerken uç noktalarının cümlesi 2
1S  birim Lorentz küresi veya 2

0H  hiperbolik birim 

küresi üzerinde çizdiği eğrilere α  eğrisinin teğetler göstergesi (birinci küresel 

göstergesi), asli normaller göstergesi (ikinci küresel göstergesi) ve binormaller 

göstergesi (üçüncü küresel göstergesi) denir ve sırasıyla ( ) ( ) ( ), ,T N B
 
ile gösterilir. 
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  Şekil 3.3.1. Timelike bir eğrinin (Time konisi üzerinde) teğetler göstergesi 

  

 Şekil 3.3.2. Timelike bir eğrinin (Lorentzian küresi üzerinde) binormaller göstergesi 

C  birim Darboux vektörünün 2
1S  veya 2

0H  üzerinde çizdiği eğriye sabit pol eğrisi 

denir ve  ( )C  ile gösterilir.  

Tanım 3.3.17: 

1) 3: I ILα →  birim hızlı timelike eğrisinin Frenet çatısı { }, ,T N B , eğriliği κ  ve 

burulması τ  olsun. Bu durumda T  timelike, N  ve B  spacelike vektörlerdir. Buna 

bağlı olarak α eğrisinin Frenet ani dönme vektörü 

   
2 2,       

IL
W T B Wτ κ κ τ= − = −           ( )3.3.4  

şeklinde olur. Bu halde birim Darboux vektörü için iki durum vardır: 

a) W  spacelike ise ( )κ τ>  B−  ile W  vektörleri arasındaki Lorentzian timelike açı 

ϕ  olmak üzere  

   ( )2 2 2

cosh

,      ,

sinh

W

W g W W

W

κ ϕ

κ τ

τ ϕ

 =


= = −
 =

        ( )3.3.5  
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olur ve birim Darboux vektörü 

   sinh coshC T Bϕ ϕ= −            ( )3.3.6  

şeklinde bulunur.  

b)  W timelike  ( )κ τ<  ise 

   ( ) ( )2 2 2

sinh

,      ,

cosh

W

W g W W

W

κ ϕ

κ τ

τ ϕ

 =


= − = − −
 =

       ( )3.3.7  

olur ve birim Darboux vektörü 

   cosh sinhC T Bϕ ϕ= −            ( )3.3.8  

şeklinde bulunur.  

2) 3: I ILα →  birim hızlı spacelike bir eğri olsun. T  ve B  spacelike, N  timelike 

vektör  olarak alınırsa α  eğrisinin Frenet ani dönme vektörü 

   2 2,       W T B Wτ κ κ τ= − + = −
  

         ( )3.3.9  

şeklinde olur. Burada ( ) 2 2, 0g W W τ κ= − >  olduğundan W  spacelike vektördür. B  

ile W  vektörleri arasındaki Lorentzian spacelike açı ϕ  ile gösterilirse, 

  

cos

sin

W

W

κ ϕ

τ ϕ

 =


 =

                 ( )3.3.10  

olur ve birim Darboux vektörü 

   sin cosC T Bϕ ϕ= − +           ( )3.3.11  

şeklinde bulunur. 

3) 3: I ILα →  birim hızlı spacelike bir eğri olsun. T  ve N  spacelike, B  timelike 

vektör olarak alınırsa α  eğrisinin Frenet ani dönme vektörü 

   
2 2,       W T B Wτ κ τ κ= − = −         ( )3.3.12  

şeklinde olur. Bu halde birim Darboux vektörü için iki durum vardır: 

a) W  spacelike  ( )τ κ>  ise  
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   ( )2 2 2

sinh

,      ,

cosh

W

W g W W

W

κ ϕ

τ κ

τ ϕ

 =


= = −
 =

      ( )3.3.13  

olur ve birim Darboux vektörü 

   cosh sinhC T Bϕ ϕ= −          ( )3.3.14  

olur. 

b)  W  timelike  ( )τ κ<  ise 

   ( ) ( )2 2 2

cosh

,      ,

sinh

W

W g W W

W

κ ϕ

τ κ

τ ϕ

 =


= − = − −
 =

     ( )3.3.15  

olur ve birim Darboux vektörü   

   sinh coshC T Bϕ ϕ= −          ( )3.3.16  

şeklinde bulunur. 
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4. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde Öklid uzayında Bertrand eğri çiftleri ile ilgili temel kavramlara yer 

verildi. 

Tanım 4.1:  3: I Eα →  ve 3: I Eα ∗ →  diferensiyellenebilir iki eğri, α  eğrisinin 

( )sα  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı ( ) ( ) ( ){ }, ,T s N s B s
 
ve *α  eğrisinin ( )sα ∗  

noktasındaki Frenet 3-ayaklısı ( ) ( ) ( ){ }, , Bs sNT s∗ ∗∗  olsun. α  ile *α  eğrisinin 

aslinormal vektörleri lineer bağımlı ise ( )*,α α  ikilisine Bertrand Eğri Çifti denir 

(Hacısalihoğlu 1983, Sabuncuoğlu 2006). 

 

Şekil 4.1. Bertrand Eğri Çifti 

Bu tanıma göre Bertrand eğri çiftinin denklemi; 

   ( ) ( ) ( )* *s s N sα α λ= +  

veya 

   ( ) ( ) ( )* *s s N sα α λ= −  

şeklindedir. Bu eğrilerin Frenet çatıları arasında 
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    *

*

cos sin

sin cos

T T B

N N

B T B

θ θ

θ θ

∗ = −




=


 = +

 

bağıntısı mevcuttur. Burada θ , T  ile *T  vektörleri arasındaki açıdır (Sabuncuoğlu 

2006). 

Teorem 4.1: ( ),α α∗  Bertrand eğri çifti olsun. Bu eğriler arasındaki uzaklık sabittir 

(Hacısalihoğlu 1983, Sabuncuoğlu 2006). 

Đspat: Şekil 4.1.’den 

   ( ) ( ) ( )*
s s N sα α λ= +  

yazılır. Bu bağıntının türevi alınırsa 

   ( ) ( ) ( )
* * *

*

d d ds
s N s N s

ds ds ds

α α
α λ λ′ ′ ′= = + +  

olur  ve Frenet formüllerinden 

   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

* * 1
ds

T s s T s N s s B s
ds

λκ λ λτ′= − + +  

bulunur. ( ) ( ){ }*,N s N s  lineer bağımlı olduğundan 

   0,λ′ =  

   .sbtλ =  

olur. Diğer yandan 

   ( ) ( ) ( )*
s s N sα α λ− =  

olduğundan 
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( ) ( )( ) ( )*,

                         

                         .

d s s N s

sbt

α α λ

λ

=

= =
 

bulunur.    

Teorem 4.2: ( ),α α∗  Bertrand eğri çifti olsun. Bu eğrilerin karşılıklı noktalardaki 

teğet vektörleri arasındaki açının ölçümü sabittir (Sabuncuoğlu 2006). 

Đspat: 3: I Eα →  ve * 3: I Eα →  eğrilerinin Frenet çatıları ( ) ( ) ( ){ }, ,T s N s B s  ve 

( ) ( ) ( ){ }* * *, ,T s N s B s  olmak üzere, 

   

( ) ( )
* *

* *

*

*
* * *

*
* * *

, , , .

                          

                          , ,

                          

                          , ,

d dT dT ds
T s T s T T

ds ds ds ds

ds
N T T N

ds

ds
N T T N

ds

κ κ

κ κ

= +

= +

= +

 

yazılabilir. ( ) ( ){ }*,N s N s  lineer bağımlı olduğundan  

   *, 0N T =  

ve 

   *, 0T N =  

olur. Bu ifadeler yukarıdaki eşitlikte yerine yazılırsa 

   ( ) ( )*, 0
d

T s T s
ds

=  

bulunur. Buradan 
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   ( ) ( )*, .T s T s sbt=  

olur. T  ile *T  vektörleri arasındaki açı θ  ile gösterilirse 

   ( ) ( )*, cosT s T s sbtθ= =  

olduğu görülür. 

Teorem 4.3: ( ),α α∗  Bertrand eğri çifti olsun. α  eğrisinin eğrilikleri κ  ve τ  ise 

bunlar arasında  

   1 ,λκ µτ+ =          cotµ λ θ=                ( )4.1  

bağıntısı vardır (Hacısalihoğlu 1983). 

Đspat: ( ) ( ) ( )* *s s N sα α λ= +  ifadesinin s  ye göre türevi alınırsa 

   ( ) ( )
*

* 1
ds

T T s B
ds

λκ λτ= − +             

olur. Bu ifade sırasıyla T  ve B  ile iç çarpılır ise 

    

*

*

cos 1

sin

ds

ds

ds

ds

θ λκ

θ λτ


= −




 =


  

bulunur. Bulunan ifadeler taraf tarafa oranlanırsa 

cos sin

1

θ θ
λκ λτ

=
−

 

veya 

  
1

cot
λκ

θ
λτ
−

=  

olur. Burada cotµ λ θ=  alınırsa 

  1λκ µτ+ =  

bulunur.  
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Teorem 4.4: ( ),α α∗  Bertrand eğri çifti olsun. α  eğrisinin eğrilikleri κ  ve τ , *α  

eğrisinin eğrilikleri *κ  ve *τ  olmak üzere bu eğrilikler arasında 

   

( )

2
*

2
*

2

sin

1

sin

λκ θ
κ

λ λκ

θ
τ

λ τ

 −
= −




 =


                ( )4.2  

bağıntısı vardır (Sabuncuoğlu 2006). 

Đspat:  ( ) ( ) ( )* *s s N sα α λ= +  ifadesinin s  ye göre türevi alınırsa 

   ( ) ( )
*

* 1
ds

T T s B
ds

λκ λτ= − +  

olur. Bu ifade sırasıyla T  ve B  ile iç çarpılırsa 

   

*

*

cos 1

sin

ds

ds

ds

ds

θ λκ

θ λτ


= −




 =


               ( )4.3  

bulunur.  ( )*,α α  Bertrand eğri çifti olduğundan ( ) ( ) ( )*
s s N sα α λ= −  yazılabilir. 

Burada s  ye göre türev alınırsa 

   ( )
* *

* * * *1
ds ds

T T B
ds ds

λκ λτ= + −  

olur. Bu ifade sırasıyla *T  ve *B  ile iç çarpılırsa 

   

( )*

*

*

*

cos 1

sin

ds

ds

ds

ds

θ λκ

θ λτ

 = +



 =


              ( )4.4  
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bulunur. ( )4.3  ve  ( )4.4  bağıntılarından cosθ  ifadeleri taraf tarafa çarpılırsa 

   

( ) ( )2 *

* 2 *

cos 1 1

          1

θ λκ λκ

λκ λκ λ κκ

= − +

= + − −

 

olur. Burada son eşitlikten *κ  ifadesi 

   
( )

2
* sin

1

λκ θ
κ

λ λκ
−

=
−

 

şeklinde bulunur. Benzer şekilde ( )4.3  ve ( )4.4  bağıntılarından sinθ  ifadeleri taraf 

tarafa çarpılırsa 

   2 2 *sin ,θ λ ττ=  

   
2

*

2

sin θ
τ

λ τ
=  

olur.  

Sonuç 4.1: ( )4.1  ifadesinden 1 λκ−  değeri, ( )4.2  de yerine yazılırsa 

   
2

*

2

sin
tan

θ λκ
κ θ

λ τ
−

=  

şeklinde olur. 
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5. BULGULAR 

 

Bu bölüm çalışmanın orijinal kısmını oluşturmaktadır. Burada ( )*,α α  Bertrand eğri 

çifti timelike alındığında ilk olarak eğrilerin Frenet çatıları arasındaki bağıntılar 

bulundu. Ayrıca Darboux vektörlerinin lineer bağımlı olduğu gösterildi. Đkinci olarak 

*α  eğrisinin ( ) ( ) ( )*, ,T N B∗ ∗  küresel gösterge eğrileri ile ( ) C ∗   sabit pol eğrisinin 

3IL  Lorentz uzayına, 2
1S  Lorentz küresine veya 2

0H  Hiperbolik küreye göre yay 

uzunlukları ve geodezik eğrilikleri hesaplanarak, bunlar arasındaki bağıntılar 

bulundu. Son olarak *α  eğrisinin küresel göstergelerinin tabii liftlerinin geodezik 

spray için integral eğrisi olma şartı araştırılarak α  eğrisinin nasıl bir eğri olması 

gerektiği ifade edildi. 

 

5.1. Timelike Bertrand Eğri Çiftleri 

Tanım 5.1.1 : 3: I ILα →  ve 3: I ILα ∗ →  diferensiyellenebilir timelike iki eğri 

olsun. α  eğrisinin ( )sα  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı ( ) ( ) ( ){ }, ,T s N s B s
 
ve *α  

eğrisinin ( )sα ∗  noktasındaki Frenet 3-ayaklısı ( ) ( ) ( ){ }, , Bs sNT s∗ ∗∗  ile gösterilsin. 

α  ile *α  eğrilerinin aslinormal vektörleri lineer bağımlı ise, ( )*,α α  eğri ikilisine 

Timelike Bertrand eğri çifti denir. 

Lorentz uzayında ( ),α α ∗  Bertrand eğri çifti için aşağıdaki durumlar söz konusudur: 

1. 3: I ILα →  eğrisi timelike olduğunda * 3: I ILα →  eğrisi timelike veya spacelike 

olabilir. Buna göre 

a) *T  timelike vektör, * * ile N B spacelike vektördür, 

b)  *T  ile *N  spacelike vektör, *B  timelike vektördür. 

Bu durumda 
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* *
0

* *

* *
0

( , ) 1( , ) 1

( , ) 1    ve    ( , ) 1

( , ) 1 ( , ) 1 .

g T Tg T T

g N N g N N

g B B g B B

ε

ε

 = ± == −

 

= + = + 
 
 

= +  = ± = 

 

2. 3: I ILα →  spacelike binormalli spacelike eğri olduğunda * 3: I ILα →  spacelike 

binormalli spacelike eğri olur. Bu durumda 

   

* *

* *

* *

( , ) 1( , ) 1

( , ) 1   ve    ( , ) 1

( , ) 1 ( , ) 1.

g T Tg T T

g N N g N N

g B B g B B

 = += +

 

= − = − 
 
 

= +  = + 

  

3. 3: I ILα →  timelike binormalli spacelike eğri olduğunda * 3: I ILα →  eğrisi 

timelike veya spacelike olabilir. Buna göre,  

a) *T  timelike vektör, * * ile N B spacelike vektördür, 

b) *T  ile *N  spacelike vektör, *B  timelike vektördür. 

Bu durumda 

   

* *
0

* *

* *
0

( , ) 1( , ) 1

( , ) 1    ve    ( , ) 1

( , ) 1 ( , ) 1 .

g T Tg T T

g N N g N N

g B B g B B

ε

ε

 = ± == +

 

= + = + 
 
 

= −  = ± = 

 

Teorem 5.1.1: ( ),α α ∗  timelike Bertrand eğri çiftleri arasındaki uzaklık sabittir 

(Ekmekçi ve Đlarslan 2001). 

Đspat: ( ),α α ∗  timelike Bertrand eğri çifti olduğundan ( ) ( ) ( ) ( )*
s s s N sα α λ= +  

yazılabilir. s  ye göre türev alınırsa 

   ( ) ( )
*

* ds d
T T N s N s

ds ds

λ
λ ′= + +  

              ( ) ( )d
T N s T B

ds

λ
λ κ τ= + + −  
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              ( )1
d

T N B
ds

λ
λκ λτ= + + −  

    

olur. Son eşitlikte her iki taraf N  ile iç çarpılır ise 

   

( )
*

*, 1 , , , ,

0

ds d
T N T N N N N B

ds ds

sbt

λ
λκ λτ

λ

λ

〈 〉 = + 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉

′ =

=

 

bulunur. Diğer taraftan iki nokta arasındaki uzaklık fonksiyonu tanımından 

    

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

* * * *,

                          

                          

d s s s s

N s

sbt

α α α α

λ

λ

= −

=

= =

 

bulunur ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 5.1.2: ( ),α α ∗  timelike Bertrand eğri çifti olsun. Bu eğrilerin ( )sα  ve 

( )*sα  noktalarındaki teğet vektör alanları arasındaki açının ölçümü sabittir 

(Ekmekçi ve Đlarslan 2001).  

Teorem 5.1.3: ( ),α α ∗  timelike Bertrand eğri çifti olsun. α eğrisi ile *α  eğrisinin 

Frenet çatıları sırasıyla { }, ,T N B  ve { }* * *, ,T N B  olmak üzere, bu çatılar arasında 

   

*

*

*

cosh sinh

sinh cosh

T T B

N N

B T B

θ θ

θ θ

 = − +




=


 = − +

            ( )5.1.1  

bağıntısı vardır. Buradaki θ  açısı, T  ile *T  timelike vektörleri arasındaki açıdır. 

Đspat: ( ) ( ) ( )* *s s N sα α λ= +  ifadesinin s  ye göre türevi alınırsa 

   ( ) ( )
*

* 1
ds

T T s B
ds

λκ λτ= + −            ( )5.1.2  
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olur. Bu ifade sırasıyla T  ve B  ile iç çarpılır ise 

    

*

*

cosh 1

sinh

ds

ds

ds

ds

θ λκ

θ λτ


− = +




− =


           ( )5.1.3  

bulunur. Bu ifade ( )5.1.2  de yerine yazılırsa 

   * cosh sinhT T Bθ θ= − +            ( )5.1.4  

olur. Buradan tekrar türev alınırsa 

   
*

* * cosh sinh
ds

N N N
ds

κ κ θ τ θ= − +            ( )5.1.5  

                ( )cosh sinhN κ θ τ θ= − +  

bulunur. Son eşitlikte norm alınırsa 

   
*

* cosh sinh
ds

ds
κ κ θ τ θ= − +  

olur. Bu ifade ( )5.1.5  de yerine yazılırsa 

   *N N=              ( )5.1.6  

bulunur. ( )* * *B T N= − ×  ifadesinden 

   * sinh coshB T Bθ θ= − +            ( )5.1.7  

elde edilir. Böylece ( )5.1.1  bağınıtısı gösterilmiş olur. 

Teorem 5.1.4: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. α  eğrisinin eğriliği κ  ve 

torsiyonu τ  ise bunlar arasında 

  1   ve    cothµτ λκ µ λ θ− = =            ( )5.1.8  

bağıntısı vardır. 

Đspat: ( )5.1.3  ifadesi taraf tarafa oranlanırsa 

  
cosh sinh

1

θ θ
λκ λτ

=
+

 

veya 

  
1

coth
λκ

θ
λτ
+

=  
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olur. Burada cothµ λ θ=  alınırsa 

  1µτ λκ− =  

bulunur.  

Teorem 5.1.5: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. α eğrisinin eğriliği κ  ve 

torsiyonu τ , *α  eğrisinin eğriliği *κ ve torsiyonu *τ  olmak üzere bu eğrilikler 

arasında 

  

( )

2
*

2
*

2

sinh

1

 

sinh
 

λκ θ
κ

λ λκ

θ
τ

λ τ

 −
= +



 = −


            ( )5.1.9  

bağıntısı vardır. 

Đspat: ( )*,α α  Bertrand eğri çifti olduğundan ( ) ( ) ( )*
s s N sα α λ= −  yazılabilir. 

Burada s  ye göre türev alınırsa 

( )
* *

* * * *1
ds ds

T T B
ds ds

λκ λτ= − +  

olur. Bu ifade sırasıyla *T  ve  *B  ile iç çarpılırsa  

  

( )*

*

*

*

cosh 1

sinh

ds

ds

ds

ds

θ λκ

θ λτ

− = −



 =


         ( )5.1.10  

bulunur. ( )5.1.3  ve ( )5.1.10  bağıntılarından coshθ  ifadeleri taraf tarafa çarpılırsa 

  

( )( )2 *

* 2 *

cosh 1 1

           1

θ λκ λκ

λκ λκ λ κκ

= + −

= − + −

 

bulunur. Burada son eşitlikten *κ  ifadesi 

  
( )

2
* sinh

1

λκ θ
κ

λ λκ
−

=
+

          ( )5.1.11  

şeklinde olur. Benzer şekilde ( )5.1.3  ve ( )5.1.10  bağıntılarından sinhθ  ifadeleri 

taraf tarafa çarpılırsa 
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  2 2 *sinh ,θ λ ττ= −  

  
2

*

2

sinh θ
τ

λ τ
= −  

bulunur. 

Sonuç 5.1.1: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. α eğrisinin eğriliği κ  ve 

torsiyonu τ , *α  eğrisinin eğriliği *κ olmak üzere bu eğrilikler arasında 

  
2

*

2

sinh

coth

λκ θ
κ

λ τ θ
−

=            ( )5.1.12  

bağıntısı vardır. 

Đspat: ( )5.1.8  ifadesinden 

  1 cothλκ λτ θ+ =            ( )5.1.13  

olur. Bu ifade ( )5.1.11  de yerine yazılırsa 

  
2

*

2

sinh

coth

λκ θ
κ

λ τ θ
−

=  

bulunur. 

Teorem 5.1.6: ( )*,α α
 
timelike Bertrand eğri çifti olsun. α  eğrisinin W  Darboux 

vektörü ile *α  eğrisinin *W  Darboux vektörü arasında 

  * sinh
W W

θ
λτ

=           ( )5.1.14  

bağıntısı vardır. 

Đspat: *α  timelike eğri olduğundan * * * * *W T Bτ κ= −  dir. ( )5.1.4 , ( )5.1.7 ,  ( )5.1.9  

ve ( )5.1.12  bağıntıları burada yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

  ( )* sinh 1
 tanh 1W T B

θ
θ λκ κ

λτ λ
 = + −  

 

olur. Burada ( )5.1.13  eşitliği yerine yazılırsa 

  [ ]* sinh
 ,W T B

θ
τ κ

λτ
= −  

  * sinh
 W W

θ
λτ

=  

bulunur. 
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5.2. Timelike α  Eğrisinin Küresel Göstergelerinin Yay Uzunlukları 

Çalışmamızın bu bölümünde α  timelike eğrisinin ( ) ( ) ( ),  ,  T N B
 
küresel gösterge 

eğrileri ile ( )C
 
sabit pol eğrisinin yay uzunlukları hesaplanmıştır. Burada T  timelike 

vektör, N  ve B  spacelike vektörlerdir. 

 

( )T  Teğetler göstergesinin yay uzunluğu Ts  ile gösterilirse Tanım 3.2.13 den, 

   
0 0

,
s s

T

dT
s ds N ds

ds
κ= =∫ ∫  

   
0

s

Ts dsκ= ∫               ( )5.2.1  

olur. 

( )N  aslinormaller göstergesinin yay uzunluğu Ns  ile gösterilirse, 

   
0

,
s

N

dN
s ds

ds
= ∫  

   2 2

0 0

,
s s

Ns T B ds dsκ τ κ τ= − = − +∫ ∫  

   
0

s

Ns W ds= ∫                   

şeklinde bulunur. 

( )B  binormaller göstergesinin yay uzunluğu Bs  ile gösterilirse, 

   
0 0

,
s s

B

dB
s ds N ds

ds
τ= =∫ ∫  

   
0

s

Bs dsτ= ∫              ( )5.2.2  

olur. 

( )C  sabit pol eğrisinin yay uzunluğu Cs  ile gösterilirse, 

  
0

,
s

T

dC
s ds

ds
= ∫  
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0

s

Ts dsϕ ′= ∫                   

şeklinde bulunur. 

 

5.3. Timelike α  Eğrisinin Küresel Göstergelerinin 3IL  e Göre Geodezik 

Eğrilikleri 

( )T  teğetler göstergesinin 3IL  e göre geodezik eğriliği Tk ile gösterilsin. ( )T
 
nin yay 

parametresi Ts  ve birim teğet vektörü TT  olmak üzere geodezik eğrilik 

   
      

TT T Tk D T=
               

 

şeklinde yazılır. ( )T
 
eğrisinin denklemi 

  ( ) ( )T Ts T sα =  

şeklinde yazılır. Bu ifadenin Ts  parametresine göre türevi alınırsa, 

   ,T T

T T

d d ds

ds ds ds

α α
=  

   
T

T

ds
T N

ds
κ=  

olur. Norm alınırsa 

   
1

T

ds

ds κ
=                ( )5.3.1  

bulunur. Bu ifade TT
 
de yerine yazılırsa 

   TT N=              ( )5.3.2  

olur. Tekrar türev alınırsa  

  
,

T

T T
T T

T T

dT dT ds
D T

ds ds ds
= =  

   

  
TT T

T

dN ds
D T

ds ds
=  

veya ( )3.2.2  ve ( )5.3.1  denklemlerinden  
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TT TD T T B

τ
κ

= −
            

( )5.3.3  

bulunur. Geodezik eğrilik tanımından  

   
2

2
 1Tk

τ
κ

= − +             ( )5.3.4  

olur. Bu ifade; 

a) W  spacelike ise ( )3.3.5  denkleminden 

    tanh
τ

ϕ
κ

=   

olur ve buna göre geodezik eğrilik 

   2 1 tanh ,
T

k ϕ= − +
 

   

1

coshTk
ϕ

=
             

( )5.3.5
 

şeklinde bulunur. 

b) W  timelike ise ( )3.3.7  denkleminden  

   

coth
τ

ϕ
κ

=   

olur ve bu durumda geodezik eğrilik 

   2 1 coth ,Tk ϕ= − +  

   

1

sinhTk
ϕ

=                ( )5.3.6  

şeklinde olur. 

( )N  aslinormaller göstergesinin 3IL  e göre geodezik eğriliği Nk  ile gösterilsin. ( )N

nin yay parametresi Ns  ve birim teğet vektörü NT  olmak üzere geodezik eğrilik 

   NN T Nk D T=
                 

 

şeklinde yazılır. ( )N
 
eğrisinin denklemi 

  ( ) ( )N Ns N sα =  

dir. Burada Ns  ye göre türev alınırsa 
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N

N

ds
T T B

ds
κ τ= −  

olur. Norm alınırsa, 

   
1

N

ds

ds W
=  

bulunur. Bu değer NT  ifadesinde yerine yazılırsa 

   NT T B
W W

κ τ
= −

            
( )5.3.7

olur. Burada; 

a) W  spacelike ise ( )5.3.7  ifadesi ( )3.3.5  denkleminden  

   cosh sinhNT T Bϕ ϕ= − +
 

şekline dönüşür. Bu ifadenin türevi alınırsa 

   ( ) 1
sinh cosh

NT ND T T W N B
W

ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= + −
        

( )5.3.8

                     

 

olur. Geodezik eğrilik tanımından, 

  
( ) 221

 Nk W
W

ϕ′= +
           

( )5.3.9  

şeklinde bulunur. 

b) W  timelike ise ( )5.3.7  ifadesi ( )3.3.7  denkleminden  

   

sinh coshNT T Bϕ ϕ= − +
 

şekline dönüşür. NT  nin türevi alınırsa 

   ( )cosh sinh
NT ND T T B N

W

ϕ
ϕ φ

′
= − + +

                                   

 

olur. Geodezik eğrilik tanımından, 

   ( ) 221
 Nk W

W
ϕ′= − +

         
( )5.3.10  

şeklinde bulunur.

 
( )B  binormaller göstergesinin 3IL e göre geodezik eğriliği  Bk  ile gösterilsin. ( )B

 

nin yay parametresi Bs  ve birim teğet vektörü BT  olmak üzere geodezik eğrilik 

  BB T Bk D T=
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şeklinde yazılır. ( )B
 
nin denklemi 

  ( ) ( )B Bs B sα =  

dir. Her iki tarafın Bs  parametresine göre türevi alınırsa, 

   
B

B

ds
T N

ds
τ=  

olur. Norm alınırsa, 

   
1

B

ds

ds τ
=

           

 

bulunur. Bu değer BT  ifadesinde yerine yazılırsa   

   BT N= ±  

olur. Pozitif yönlendirme seçilirse,  

   BT N=  

alınabilir. Buradan tekrar türev alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 

   
BT BD T T B

κ
τ

= −
          

 

elde edilir. Geodezik eğrilik tanımından 

   
2

1Bk
κ
τ

 = − + 
 

           ( )5.3.11  

olur. Bu ifade;   

a) W  spacelike ise ( )3.3.5  denkleminden 

    coth
κ

ϕ
τ

=   

olur. Bu değer ( )5.3.11  de yerine yazılırsa 

   
1

sinhBk
ϕ

=
           

( )5.3.12
 

şekline dönüşür. 

b) W  timelike ise ( )3.3.7  denkleminden  

   sinh
κ

ϕ
τ

=
 

olur. Bu değer ( )5.3.11  de yerine yazılırsa 
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1

coshBk
ϕ

=             ( )5.3.13  

şeklinde bulunur. 

( )C  sabit pol eğrisinin 3IL  e göre geodezik eğriliği Ck  ile gösterilsin. ( )C
 
nin yay 

parametresi Cs ve birim teğet vektörü CT  olmak üzere geodezik eğrilik 

  CC T Ck D T=
        

 

şeklinde yazılır. ( )C
 
nin denklemi 

  ( ) ( )C Cs C sα =  

dir. Burada C  nin spacelike veya timelike olmasına göre geodezik eğrilik 

değişecektir. Buna göre; 

a) W  spacelike ise ( )3.3.6  dan 

   sinh coshC T Bϕ ϕ= −   

olur. Cs  parametresine göre türev alınırsa, 

   cosh sinhCT T Bϕ ϕ= −  

olur. Tekrar türev alınırsa, 

   sinh cosh
CT C

W
D T T B Nϕ ϕ

ϕ
= − +

′         
( )5.3.14  

bulunur. Geodezik eğrilik tanımı dikkate alınırsa 

   

2

 1C

W
k

ϕ
 

= +  ′ 
          ( )5.3.15

olur. 

b) W  timelike ise ( )3.3.8  den  

   cosh sinhC T Bϕ ϕ= −   

olur. Bu ifadenin türevi alınırsa  

   sinh cosh ,
C

T T Bϕ ϕ= −  

tekrar türev alınırsa, 

   cosh sinh
CT C

W
D T T B Nϕ ϕ

ϕ
= − −

′         
( )5.3.16  

bulunur. Geodezik eğrilik tanımından 
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2

 1
C

W
k

ϕ
 

= − +  ′ 
          ( )5.3.17

şeklinde olur. Bu durumda aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 5.3.1: 3: I ILα →  timelike eğrisinin ( ) ( ),  T N  ve ( )B  küresel gösterge 

eğrileri ile ( )C  sabit pol eğrisinin 3IL  göre,  

yay uzunlukları; 

   0 0

0 0

 

     ,     ,

 

s s

T B

s s

N C

s ds s ds

s W ds s ds

κ τ

ϕ

 
= = 

 
 
  ′= = 
 

∫ ∫

∫ ∫
 

geodezik eğrilikleri; 

 a) W  spacelike ise 

   2 2

1 1

cosh sinh

     ,     ,

 1  1

T B

N C

k k

W
k k

W

ϕ ϕ

ϕ
ϕ

 = = 
 
    ′ = + = +      ′   

 

b) W  timelike ise 

   2 2

1 1

sinh cosh

     ,     

 1  1

T B

N C

k k

W
k k

W

ϕ ϕ

ϕ
ϕ

 = = 
 
    ′ = − = − +      ′   

 

şeklinde verilir. 
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5.4. Timelike α  Eğrisinin Küresel Göstergelerinin 2
1S  veya 2

0H  ye göre 

Geodezik Eğrilikleri 

2
1S  Lorentz küresi veya 2

0H  hiperbolik küreye göre ( ) ( ) ( ),  ,  T N B  küresel 

gösterge eğrilerinin geodezik eğriliklerini hesaplayabilmek için 3IL  deki 

konneksiyon D , 2
1S deki konneksiyon D , 2

0H  deki konneksiyon D , 2
1S ve 2

0H  nin 

birim normal vektör alanı ξ  olmak üzere 

   ( )( ) ( ), ,        ,X XD Y D Y g S X Y gε ξ ε ξ ξ= + =  

ve 

   ( )( ) ( ), ,        ,X XD Y D Y g S X Y gε ξ ε ξ ξ= + =  

Gauss denklemlerinden yararlanılacaktır. Burada S , 2
1S  ve 2

0H  nin şekil operatörü 

olup, buna karşılık gelen matris 

    2

1       0

  0   1 
S I

− 
= =  − 

 

şeklindedir (Bilici 2009). 

( )T  teğetler göstergesinin 2
0H  deki geodezik eğriliği Tγ  ile gösterilirse, 

   
TT T TD Tγ =  

dir. Gauss denkleminden  

   ( )( ),
T TT T T T T TD T D T g S T T Tε= +  

yazılır. Burada 

   ( ) ( ) ( )( ), 1,     ,   ve  g , 1T T T Tg T T S T T S T Tε = = − = − = −  

dir. Bu değerler yerine yazılırsa Gauss denklemi  

   
T TT T T TD T D T T= −  

şeklinde olur. ( )5.3.3  bağıntısı bu son eşitlikte yerine yazılırsa 

   
TT TD T B

τ
κ

= −               ( )5.4.1  

veya norm alınırsa 
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T

τ
γ

κ
=  

bulunur. Bu ifade; 

a) W  spacelike ise ( )3.3.5  denkleminden 

   tanh ,Tγ ϕ=               ( )5.4.2
       

b) W  timelike ise ( )3.3.7  denkleminden 

   cothTγ ϕ=              ( )5.4.3  

şeklinde olur. 

( )N  aslinormaller göstergesinin 2
1S  deki geodezik eğriliği Nγ  ile gösterilirse, 

   
NN T ND Tγ =  

dir. Gauss denkleminden 

   ( ( ), )
N NT N T N N ND T D T g S T T Nε= +  

yazılır. Burada 

   ( , ) 1,     ( ) ,   ve  g( ( ), ) 1N N N Ng N N S T T S T Tε = = + = − = +  

dir. Bu değerler yukarıda yerine yazılırsa 

   
N NT N T ND T D T N= −  

olur. ( )5.3.8  bağıntısı bu son eşitlikte yerine yazılırsa 

    ( )sinh cosh
NT ND T T B

W

ϕ
ϕ ϕ

′
= −           ( )5.4.4  

bulunur. Bu ifadenin normu alınırsa geodezik eğrilik  

   N
W

ϕ
γ

′
=              ( )5.4.5  

şeklinde olur. 

( )B  binormaller göstergesinin 2
1S  deki geodezik eğriliği Bγ  ile gösterilirse, 

   
BB T BD Tγ =  

dir. Gauss denkleminden 

   ( )( ),
B BT B T B B BD T D T g S T T Bε= +  

yazılır. Burada 
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   ( ) ( ) ( )( ), 1,       ve  g , 1B B B Bg B B S T T S T Tε = = + = − = −  

dir. Bu değerler Gauss denkleminde yerine yazılırsa 

   
B BT B T BD T D T B= +  

olur. ( )5.3.11  bağıntısı bu son eşitlikte yerine yazılırsa 

   
BT BD T T

κ
τ

=              ( )5.4.6  

bulunur. Buradan norm alınırsa 

   
B

κ
γ

τ
=  

elde edilir. Bu ifade; 

a) W  spacelike ise ( )3.3.5  denkleminden 

   coth ,Bγ ϕ=              ( )5.4.7  

b) W timelike ise ( )3.3.7  denkleminden 

   tanhBγ ϕ=               ( )5.4.8  

şeklinde olur. 

( )C  sabit pol eğrisinin 2
1S  deki geodezik eğriliği Cγ  ile gösterilirse, 

   
CC T CD Tγ =  

dir. Gauss denkleminden 

   ( ( ), )
C CT C T C C CD T D T g S T T Cε= +  

yazılır. Burada 

   ( ) ( ) ( )( ), 1,     ,   ve  g , 1C C C Cg C C S T T S T Tε = = + = − = −  

dir. Bu değerler Gauss denkleminde yerine yazılırsa 

   
C CT C T CD T D T C= −  

olur. Buna göre; 

a) W  spacelike ise ( )3.3.6  ve ( )5.3.14  bağıntılarından 

   ( )sinh cosh sinh cosh ,
CT C

W
D T T B N T Bϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
= − + − −

′
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CT C

W
D T N

ϕ
=

′
            ( )5.4.9  

olur. Burada norm alınırsa 

   C

W
γ

ϕ
=

′
           ( )5.4.10  

bulunur.  

b) W  timelike ise ( )3.3.8  ve ( )5.3.16  bağıntılarından 

   ( )cos sinh cosh sinh ,
CT C

W
D T T B N T Bϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
= − − − −

′
 

   
CT C

W
D T N

ϕ
=

′
          ( )5.4.11  

olur. Burada norm alınırsa 

   C

W
γ

ϕ
=

′
           ( )5.4.12  

elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 5.4.1: 3: I ILα →  timelike eğrisinin ( ) ( ),  T N  ve ( )B  küresel gösterge 

eğrileri ile ( )C  sabit pol eğrisinin 2
1S  deki geodezik eğrilikleri sırasıyla; 

tanh ,     
1) 

coth ,     
T

T

W spacelike ise

W timelike ise

γ ϕ

γ ϕ

=


=
 

2) N
W

ϕ
γ

′
=  

coth ,     
3) 

tanh ,     
B

B

W spacelike ise

W timelike ise

γ ϕ

γ ϕ

=


=
 

4) C

W
γ

ϕ
=

′
 

şeklindedir. 
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5.5.  Timelike *α  Eğrisinin Küresel Göstergelerinin Yay Uzunlukları 

Çalışmamızın bu bölümünde timelike *α  eğrisinin ( ) ( ) ( )* * *,  ,  T N B  küresel 

gösterge eğrileri ile ( )*C  sabit pol eğrisinin yay uzunlukları hesaplandı. Ayrıca α  

ile *α  eğrilerinin küresel gösterge eğrileri ile sabit pol eğrilerinin  yay uzunlukları 

arasında bağıntılar bulundu. 

( )*T  teğetler göstergesinin yay uzunluğu *
T

s  ile gösterilirse Tanım 3.2.13 den, 

   

*

*

*
*

*
0

s

T

dT
s ds

ds
= ∫  

veya 

   *

*

0

s

T

dT
s ds

ds
= ∫              ( )5.5.1  

yazılır. ( )5.1.4  bağıntısının türevi alınırsa 

   ( )
*

cosh sinh
dT

N
ds

κ θ τ θ= − +  

olur. Norm alınırsa 

   
*

cosh sinh
dT

ds
κ θ τ θ= − +  

bulunur. Bu ifade ( )5.5.1  bağıntısında yerine yazılırsa 

veya   

*

*

0

0 0

cosh sinh ,

 cosh  sinh  

s

T

s s

T

s ds

s ds ds

κ θ τ θ

θ κ θ τ

= − +

≤ +

∫

∫ ∫

 

olur. Buradan ( )5.2.1  ve ( )5.2.2  bağıntıları yerine yazılırsa 

   *  cosh  sinh  T BT
s s sθ θ≤ +  

elde edilir. 

( )*N  aslinormaller göstergesinin yay uzunluğu *
N

s  ile gösterilirse, 
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   *

*

0

s

N

dN
s ds

ds
= ∫  

olur. Burada ( )5.1.6  bağıntısı dikkate alınırsa 

   

*

*

*

0 0

,

.

s s

N

NN

dN dN
s ds ds

ds ds

s s

= =

=

∫ ∫
 

( )*B  binormaller göstergesinin yay uzunluğu *
B

s  ile gösterilirse, 

   *

*

0

s

B

dB
s ds

ds
= ∫             ( )5.5.2  

dir. ( )5.1.7  ifadesinin türevi alınırsa, 

   ( )
*

sinh cosh
dB

N
ds

κ θ τ θ= − +  

bulunur. Norm alınırsa 

   
*

sinh cosh
dB

ds
κ θ τ θ= − +  

olur. Bu ifade ( )5.5.2  bağıntısında yerine yazılırsa 

veya   

*

*

0

0 0

sinh cosh ,

sinh  cosh  

s

B

s s

B

s ds

s ds ds

κ θ τ θ

θ κ θ τ

= − +

≤ +

∫

∫ ∫

 

bulunur. Burada ( )5.2.1  ve ( )5.2.2  bağıntıları yerine yazılırsa 

   * sinh  cosh  T BB
s s sθ θ≤ +  

elde edilir. 

( )*C  sabit pol eğrisinin yay uzunluğu *
C

s  ile gösterilirse, 

   *

*

0

s

C

dC
s ds

ds
= ∫             ( )5.5.3  

dir. Buna göre;  
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a) *W  spacelike ise ( )3.3.6  bağıntısından 

   * * * * *sinh coshC T Bϕ ϕ= −  

olur. Burada *ϕ , *W  ile *B  vektörleri arasındaki açıdır. Bu ifadenin türevi alınırsa 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

*
* * * * * * * * * *

*
* * * * *

cosh sinh sinh cosh ,

cosh sinh

dC
T B N

ds

dC
T B

ds

ϕ ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ

ϕ ϕ ϕ

′= − + −

′= −

 

bulunur. Norm alınırsa 

   ( )
*

*dC

ds
ϕ ′=  

olur. Bu ifade ( )5.5.3  de yerine yazılırsa  

   ( )*

*

0

 
s

C
s dsϕ ′= ∫             ( )5.5.4  

şeklinde bulunur. Diğer yandan ( )3.3.5  bağıntısı dikkate alındığında 

   

*
*

*

*
*

*

*
*

*

sinh

  tanh

cosh

W

W

τ
ϕ

τ
ϕ

κ
κ

ϕ


= 




⇒ =

=


 

olur. *κ  ve *τ  ın ( )5.1.9  ve ( )5.1.12  deki değerleri burada yerine yazılır ve gerekli 

işlemler yapılırsa 

   
2

*

2

sinh coth
arctan

sinh
h

θ θ
ϕ

θ λκ
 

=  − 
 

şeklinde bulunur. Her iki tarafın türevi alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 

   ( ) ( )
*

2 2 2

sinh cosh

sinh 1 2

λκ θ θ
ϕ

λ κ θ λκ
′′ =

− +
          ( )5.5.5  

olur. Bu ifade ( )5.5.4  de yerine yazılırsa 

   
( )* 2 2 2

0

sinh cosh
  

sinh 1 2

s

C
s ds

λκ θ θ
λ κ θ λκ

′
=

− +∫  
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elde edilir. 

b) *W  timelike ise ( )3.3.7 ,  ( )3.3.8 , ( )5.1.9  ve ( )5.1.12  bağıntıları dikkate alınır 

ve a)’ da yapılan işlem sırası takip edilirse, *W  ın spacelike olması durumudaki 

sonuç elde edilmektedir. 

Bunların neticesinde aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Sonuç 5.5.1: ( ),α α ∗  timelike Bertrand eğri çifti olsun. 
*α eğrisinin * * *{ , , }T N B  

Frenet vektörlerinin ( ) ( ) ( )* * *,   ve T N B  küresel gösterge eğrileri ile birim Darboux 

vektörünün çizdiği ( )*C  sabit pol eğrisinin 3IL  e göre yay uzunlukları sırasıyla 

aşağıdaki gibidir: 

) *1   cosh  sinh  T BT
s s sθ θ≤ +  

) *2  NN
s s=  

) *3   sinh  cosh  T BB
s s sθ θ≤ +  

)
( )* 2 2 2

0

sinh cosh
4     .

1 2 sinh

s

C
s ds

λκ θ θ
λ κ λκ θ

′
=

− +∫  

 

5.6. Timelike *α  Eğrisinin Küresel Göstergelerinin 3IL  e göre Geodezik 

Eğrilikleri 

( )*T  eğrisinin 3IL  e göre geodezik eğriliği *
T

k  ile gösterilsin. ( )*T  ın yay 

parametresi *
T

s  ve birim teğet vektörü *
T

T  olmak üzere 

   * *
*T

TT T
k D T=  

yazılır. *α  eğrisinin yay parametresi *s  ve birim teğet vektörü *T  olmak üzere, ( )*T  

eğrisinin denklemi 

   ( ) ( )* *

* * *

T T
s T sα =  

dir. Burada *
T

s  parametresine göre türev alınırsa 
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( ) ( )* *

* *

* * *

*

T T

T T

d s dT s ds

ds ds ds

α
=  

veya 

   *

*

*

T

T

dT ds
T

ds ds
=              ( )5.6.1  

olur. ( )5.1.4  bağıntısından *T  ın türevi alınırsa 

   ( )
*

cosh sinh
dT

N
ds

κ θ τ θ= − +  

bulunur. Bu ifade ( )5.6.1  de yerine yazılırsa 

   ( )*

*

cosh sinh  
T

T

ds
T N

ds
κ θ τ θ= − +           ( )5.6.2  

olur. Norm alınırsa 

   
*

1

cosh sinh
T

ds

ds κ θ τ θ
=

− +
           ( )5.6.3  

şeklinde bulunur. Bu ifade ( )5.6.2  de yerine yazılırsa 

   *
T

T N=  

elde edilir. Bu ifadenin tekrar türevi alınırsa  

   *
*

*

 
T

T T

T

dN ds
D T

ds ds
=  

olur. ( )3.2.2  ve ( )5.6.3  bağıntıları burada yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa  

   *
* cosh sinhT

T T

T B
D T

κ τ
κ θ τ θ

−
=

− +
          ( )5.6.4  

bulunur. Norm alınırsa 

    

     ,
cosh sinhT

T B
k

κ τ
κ θ τ θ

∗

−
=

− +
 

    

   ,
cosh sinhT

W
k

κ θ τ θ
∗ =

− +
 

veya    
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1

cosh sinh
T

k

W W

κ τ
θ θ

∗ =
−

+

 

elde edilir. Bu ifade;   

a) W  spacelike ise ( )3.3.5 , ( )5.3.5  ve ( )5.3.12  bağıntılarından 

   
1

,
cosh .cosh sinh .sinhT

k
ϕ θ ϕ θ

∗ =
− +

 

    

   
1

,
1 1

cosh sinh
T

T B

k

k k
θ θ

∗ =

− +

 

    

   
. 

sinh cosh
T B

T
T B

k k
k

k kθ θ
∗ =

−
 

şeklinde olur. 

b) W  timelike ise ( )3.3.7 , ( )5.3.6  ve ( )5.3.13  bağıntılarından aynı sonuç elde 

edilir.  

( )*N  eğrisinin 3IL e göre geodezik eğriliği *
N

k
 

ile gösterilsin. ( )*N  nin yay 

parametresi *
N

s
 
ve birim teğet vektörü *

N
T

 
olmak üzere, 

   * *
*

  
N

TN N
k D T=  

yazılır. ( )*N  eğrisinin denklemi 

   * *

* * *( ) ( )
N N

s N sα =  

dır. Bu denklemin *
N

s  parametresine göre türevi alınırsa 

   
*

*

*

* * *

*

( ) ( )NN

N
N N

d s dN s ds
T

ds ds ds

α
= =  

olur. Burada  ( )3.2.2  ve  ( )5.1.6  bağıntıları dikkate alınırsa  

   ( )*

*

 
N

N

ds
T T B

ds
κ τ= −            ( )5.6.5  

bulunur. Norm alınırsa 
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*

2 2

1 1

N

ds

ds Wτ κ
= =

−
           ( )5.6.6  

olur. Bu ifade ( )5.6.5  de yerine yazılırsa  

   *N
T T B

W W

κ τ
= −  

bulunur. Burada;   

a) W  spacelike ise ( )3.3.5
 
bağıntısından 

   * cosh sinh
N

T T Bϕ ϕ= −             ( )5.6.7  

olur. *
N

T  ın türevi alınırsa 

   
*

*
*

*
N

N
T N

N

dT ds
D T

ds ds
=  

olur. Bu son ifadede ( )5.6.6  ve ( )5.6.7  bağıntıları yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa  

   ( ) ( )*
*

1
sinh cosh cosh sinh  ,

N
T N

D T T B N
W

ϕ ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ′= − + −    

    

   ( )*
*

1
 sinh cosh .   ,

N
T N

D T T B N W
W

ϕ ϕ ϕ′=  − +    

    

   ( )*
*

sinh cosh
N

T N
D T T B N

W

ϕ
ϕ ϕ

′
= − +          ( )5.6.8  

bulunur. Norm alınırsa 

    ( )*

1
 sinh cosh .  ,

N
k T B N W

W
ϕ ϕ ϕ′= − +  

    

   ( )*

221
,

N
k W

W
ϕ′= +  

    

   *

2

 1
N

k
W

ϕ ′
= +  
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olur. ( )5.3.9  bağıntısı dikkate alınırsa  

   * NN
k k=  

olduğu görülür. 

b) W  timelike ise ( )3.3.7  bağıntısından 

   * sinh cosh
N

T T Bϕ ϕ= −            ( )5.6.9  

olur. Bu ifadenin türevi alınırsa 

   
*

*
*

*

.
N

N
T N

N

dT ds
D T

ds ds
=   

olur. ( )5.6.6  ve ( )5.6.9  bağıntıları burada yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 

   ( ) ( )*
*

1
cosh sinh sinh cosh  ,

N
T N

D T T B N
W

ϕ ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ′= − + −    

    

   ( )*
*

1
 cosh sinh .   ,

N
T N

D T T B N W
W

ϕ ϕ ϕ′=  − −    

    

   ( )*
*

cosh sinh
N

T N
D T T B N

W

ϕ
ϕ ϕ

′
= − −        ( )5.6.10  

 

bulunur. Norm alınır ve gerekli işlemler yapılırsa  

    

   ( )*

1
 cosh sinh .  ,

N
k T B N W

W
ϕ ϕ ϕ′= − −  

    

   ( )*

2 21
 ,

N
k W

W
ϕ′= −  

    

   *

2

 1
N

k
W

ϕ ′
= −   

 
 

 

olur. ( )5.3.10  bağıntısı dikkate alınırsa 
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   * NN
k k=  

olduğu görülür.  

( )*B  eğrisinin 3IL  e göre geodezik eğriliği *
B

k  ile gösterilsin. ( )*B  nin yay 

parametresi *
B

s  ve birim teğet vektörü *
B

T  olmak üzere 

   * *
*B

TB B
k D T=  

yazılır. ( )*B  eğrisinin denklemi 

   * *

* * *( ) ( )
B B

s B sα =  

dir. Bu ifadenin *
B

s  a göre türevi alınırsa 

    

   
*

* *

* *

*

( )
. ,B

B B

d dB s ds

ds ds ds

α
=   

    

   ( )*

*

sinh cosh  
B

B

ds
T N

ds
κ θ τ θ= − +         ( )5.6.11  

olur. Burada norm alınırsa 

   
*

1

sinh cosh
B

ds

ds κ θ τ θ
=

− +
         ( )5.6.12  

bulunur. Bu değer ( )5.6.11  bağıntısında yerine yazılırsa 

   *
B

T N=  

olur. Buradan tekrar türev alınır ( )3.2.2 , ( )5.6.12  bağıntıları yerine yazılır ve gerekli 

işlemler yapılırsa 

 

   *
*

*

.
B

T B

B

dN ds
D T

ds ds
=  

    

   *
* sinh cosB

T B

T B
D T

κ τ
κ θ τ θ

−
=

− +
         ( )5.6.13  
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bulunur. Bu ifadenin normu alınırsa 

     ,
sinh coshB

T B
k

κ τ
κ θ τ θ

∗

−
=

− +
 

    

   ,
sinh coshB

W
k

κ θ τ θ
∗ =

− +
 

veya    

   
1

sinh cosh
B

k

W W

κ τ
θ θ

∗ =
−

+

 

elde edilir. Bu ifade; 

a) W  spacelike ise ( )3.3.5 , ( )5.3.5  ve ( )5.3.12  bağıntılarından 

   
1

,
cosh .sinh sinh .coshB

k
ϕ θ ϕ θ

∗ =
− +

 

    

   
1

,
1 1

sinh cosh
B

T B

k

k k
θ θ

∗ =

− +

 

    

   
. 

cosh sinh
T B

B
T B

k k
k

k kθ θ
∗ =

−
 

şeklinde olur. 

b) W  timelike ise ( )3.3.7 , ( )5.3.6  ve ( )5.3.13  bağıntıları dikkate alınırsa aynı 

sonuç elde edilmektedir. 

( )*C  eğrisinin 3IL  e göre geodezik eğriliği *
C

k  ile gösterilsin. ( )*C  eğrisinin yay 

parametresi *
C

s  ve birim teğet vektörü *
C

T  olmak üzere 

   * *
*C

TC C
k D T=  

yazılır. 

   ( ) ( )* *

* * * *

C C
s C sα =  

eğrisinin türevi alınırsa  
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*

*

* *

* *

*
C

C

C C

d dC ds
T

ds ds ds

α
= =          ( )5.6.14  

olur. Burada;  

a) *W  spacelike ise ( )3.3.6  bağıntısından 

   * * * * *sinh coshC T Bϕ ϕ= −  

yazılır. Burada türev alınırsa 

   ( ) ( ) ( )
*

* * * * * * * * * *cosh sinh sinh cosh ,
dC

T B N
ds

ϕ ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ′= − + −  

    

   ( ) ( )
*

* * * * *cosh sinh
dC

T B
ds

ϕ ϕ ϕ′= −  

olur. Bu ifade ( )5.6.14  bağıntısında yerine yazılırsa 

   ( ) ( )*

*

* * * * *cosh sinh  
C

C

ds
T T B

ds
ϕ ϕ ϕ′= −        ( )5.6.15  

bulunur. Norm alınırsa  

   

( )* *

1

C

ds

ds ϕ
=

′
           ( )5.6.16  

olur. Bu değer ( )5.6.15  bağıntısında yerine yazılırsa 

   *

* * * *cosh sinh
C

T T Bϕ ϕ= −          ( )5.6.17  

elde edilir. Buradan tekrar türev alınırsa 

   
*

*
*

*
C

C
T C

C

dT ds
D T

ds ds
=  

olur. Burada ( )5.6.16  ve ( )5.6.17  bağıntıları yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa 

  

 ( ) ( ) ( )
( )

*
*

* * * * * * * * * *

*

1
sinh cosh cosh sinh  ,

C
T C

D T T B Nϕ ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ
ϕ

 ′= − + −  ′ 
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   ( ) ( )
( )

*
*

* * * * * * *

*

1
 sinh cosh .   ,

C
T C

D T T B N Wϕ ϕ ϕ
ϕ

 ′= − +  ′ 
 

    

   

( )
*

*

*

* * * * *

*

sinh cosh
C

T C

W
D T T B Nϕ ϕ

ϕ
= − +

′
       ( )5.6.18  

bulunur. Norm alınır ve gerekli işlemler yapılırsa  

   

( )
*

*

* * * * *

*

 sinh cosh  ,
C

W
k T B Nϕ ϕ

ϕ
= − +

′
 

    

   

( )
*

2

*

*

 1
C

W
k

ϕ

 
 = + ′ 
 

 

olur. Burada ( )5.1.14  ve ( )5.5.5  bağıntıları yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa 

   
( ) ( )

( )

22 2 2 2 2

22 2

1 2 sinh
 1

cosh
C

k
κ τ λ κ λκ θ

λ τκ θ
∗

 − − + = +
′

 

elde edilir. 

b) *W  timelike ise ( )3.3.8  bağıntısından 

   * * * * *cosh sinhC T Bϕ ϕ= −  

yazılır. Burada türev alınırsa  

   ( ) ( ) ( )
*

* * * * * * * * * *sinh cosh cosh sinh ,
dC

T B N
ds

ϕ ϕ ϕ κ ϕ τ ϕ′= − + −  

    

   ( ) ( )
*

* * * * *sinh cosh
dC

T B
ds

ϕ ϕ ϕ′= −  

olur. Bu ifade ( )5.6.14  bağıntısında yerine yazılırsa 

   ( ) ( )*

*

* * * * *sinh cosh  
C

C

ds
T T B

ds
ϕ ϕ ϕ′= −        ( )5.6.19  
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bulunur. Norm alınırsa 

   

( )* *

1

C

ds

ds ϕ
=

′
            ( )5.6.20  

olur. Bu ifade ( )5.6.19  bağıntısında yerine yazılırsa  

   *

* * * *sinh cosh
C

T T Bϕ ϕ= −          ( )5.6.21  

elde edilir. Burada tekrar türev alınırsa 

   
*

*
*

*
C

C
T C

C

dT ds
D T

ds ds
=  

olur. Burada ( )5.6.20  ve ( )5.6.21  bağıntıları yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa 

  

 ( ) ( ) ( )
( )

*
*

* * * * * * * * * *

*

1
cosh sinh cosh sinh  ,

C
T C

D T T B Nϕ ϕ ϕ τ ϕ κ ϕ
ϕ

 ′= − − −  ′ 
 

    

   ( ) ( )
( )

*
*

* * * * * * *

*

1
 cosh sinh .   ,

C
T C

D T T B N Wϕ ϕ ϕ
ϕ

 ′= − −  ′ 
 

    

   

( )
*

*

*

* * * * *

*

cosh sinh
C

T C

W
D T T B Nϕ ϕ

ϕ
= − −

′
       ( )5.6.22  

bulunur. Norm alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 

   

( )
*

*

* * * * *

*

 cos h sinh  ,
C

W
k T B Nϕ ϕ

ϕ
= − −

′
 

    

   

( )
*

2

*

*

 1
C

W
k

ϕ

 
 = − +  ′ 
 

 

olur. Burada ( )5.1.14  ve ( )5.5.5  bağıntıları yerine yazılırsa ve gerekli işlemler 

yapılırsa 
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( ) ( )

( )

22 2 2 2 2

22 2

1 2 sinh
 1

cosh
C

k
τ κ λ κ λκ θ

λ τκ θ
∗

 − − + = − +
′

 

elde edilir. 

Böylece şu sonuç verilebilir: 

Sonuç 5.6.1: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. *α  eğrisinin ( ) ( )* *,  T N  ve 

( )*B  küresel gösterge eğrileri ile ( )*C  pol eğrisinin 3IL  e göre geodezik eğrilikleri 

arasındaki  bağıntılar 

)1   
sinh cosh

T B

T
T B

k k
k

k kθ θ
∗

⋅
=

⋅ − ⋅
 

    

)

2

2

 1,    

2  

  1 ,     

NN

NN

k k W spacelike ise
W

k k W timelike ise
W

ϕ

ϕ

∗

∗

  ′ = = +    





 ′ = = −   
 

 

 

)3   
cosh sinh

T B

B
T B

k k
k

k kθ θ
∗

⋅
=

⋅ − ⋅
 

 

)

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

22 2 2 2 2

*

22 2

22 2 2 2 2

*

22 2

1 2 sinh
 1 ,     

cosh

4   

1 2 sinh
 1 ,    

cosh

C

C

k W spacelike ise

k W timelike ise

κ τ λ κ λκ θ

λ τκ θ

τ κ λ κ λκ θ

λ τκ θ

∗

∗

  − − +  = + ′






 − − +  = − +
′

 

şeklindedir. 
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5.7. Timelike *α  Eğrisinin Küresel Göstergelerinin 2
1S  veya 2

0H  ye göre 

Geodezik Eğrilikleri  

2
1S  veya 2

0H  ye göre ( ) ( ) ( )* * *, ,T N B  ve ( )*C  eğrilerinin geodezik eğriliklerini 

hesaplayabilmek için 2
1S  ve 2

0H  deki konneksiyonları kullanıp Gauss denkleminden 

yararlanacağız. 

( )*T  teğetler göstergesinin 2
0H  ye göre geodezik eğriliği 

T
γ ∗  ile gösterilirse 

   * *
*T

TT T
D Tγ =  

yazılır. Burada D , 2
0H  ye göre kovaryant türev operatörüdür. Gauss denkleminden  

   ( )( )* * *
* *

*
*,

T T
T T TT T T

D T D T g S T T Tε= +  

yazılır. Burada  

   ( ) ( ) ( )( )* * * *

* *, 1,     ,   ve  g , 1
T T T T

g T T S T T S T Tε = = − = − = −  

dir. Bu değerler yukarıda yerine yazılırsa 

   * *
* *

*

T T
T TT T

D T D T T= −  

olur. Burada ( )5.1.4  ve ( )5.6.4  bağıntıları burada yerine yazılırsa 

        *
*

cosh . sinh
cosh sinh cosh sinhT

T T
D T T B

κ τ
θ θ

κ θ τ θ κ θ τ θ

   −
= + + − ⋅      − + − +   

 

                  ( )5.7.1  

olur. Norm alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 

  

 *

2 2

 cosh sinh ,
cosh sinh cosh sinhT

κ τ
γ θ θ

κ θ τ θ κ θ τ θ
−   = − + + −   − + − +   

 

    

   
( )

2 2

2
  1+

cosh sinhT

τ κ
γ

κ θ τ θ
∗

−
=

− +
          ( )5.7.2  

elde edilir. Burada;  
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a) W  spacelike ise ( ) ( )3.3.5 ,  5.3.5  ve ( )5.3.12  bağıntıları ( )5.7.2  de yerine yazılır 

ve gerekli işlemler yapılırsa 

   
( )

*

2

2
 1 ,

cosh cosh sinh sinh
T

W

W W
γ

ϕ θ ϕ θ
= −

− +
 

    

    

   * 2

1
 1 ,

1 1
cosh sinh

T

T Bk k

γ

θ θ

= −
 
− + 

 

 

    

    

   *

2
.

 1
sinh cosh

T B

T
T B

k k

k k
γ

θ θ
 

= − − 
 

bulunur. 

b) W  timelike ise ( ) ( )3.3.7 ,  5.3.6  ve ( )5.3.13  bağıntıları ( )5.7.2  de yerine yazılır 

ve gerekli işlemler yapılırsa 

   
( )

*

2

2
 1 ,

sinh cosh cosh sinh
T

W

W W
γ

ϕ θ ϕ θ
= +

− +
 

    

   * 2

1
 1 ,

1 1
cosh sinh

T

T Bk k

γ

θ θ

= +
 
− + 

 

 

    

    

   *

2
.

 1
sinh cosh

T B

T
T B

k k

k k
γ

θ θ
 

= +  − 
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bulunur. ( )T ∗  eğrisi geodezik sprayın bir integral eğrisi olması için  

   *
*

0
T

T T
D T =  

olmalıdır. Bu durumda ( )5.7.1  bağıntısından 

   

cosh 0
cosh sinh

sinh 0
cosh sinh

κ
θ

κ θ τ θ

τ
θ

κ θ τ θ

 + = − +


 −
 − =
− +

 

olur. Bu ifade 0κ > , =0τ  ve 0θ =  için sağlanır. Bu durumda şu sonuç verilebilir: 

Sonuç 5.7.1: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. α  eğrisi bir düzlemsel eğri 

ve çatılar denk ise ( )*T  teğetler göstergesinin ( )*T
 
tabii lifti geodezik sprayın bir 

integral eğrisidir. 

( )*N  aslinormaller göstergesinin 2
1S  ye göre geodezik eğriliği *

N
γ  ile gösterilirse 

   *
*N

TN N
D Tγ ∗ =  

yazılır. Burada D , 2
1S  ye göre kovaryant türev operatörüdür. Gauss denkleminden 

   ( )( )* * *
* *

*
*,      

N N
T T NN N N

D T D T g S T T Nε= +  

yazılır. Burada 

( ) ( ) ( )( )* * * *

* * 1  ,       
, 1,     ,   ve  g ,

1  ,       N N N N

W spacelike ise
g N N S T T S T T

W timelike ise
ε

+
= = + = − = 

−
 

dir.  

a) W  spacelike ise Gauss denklemi 

   * *
* *

*

N N
T TN N

D T D T N= −  

olur. Burada ( )5.1.6  ve ( )5.6.8  bağıntıları yerine yazılırsa  

   ( )*
*

sinh cosh
N

T N
D T T B

W

ϕ
ϕ ϕ

′
= −           ( )5.7.3  

bulunur. Norm alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 
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   ( )*  sinh cosh  ,
N

T B
W

ϕ
γ ϕ ϕ

′
= −  

    

   *

2 2 sinh cosh ,
N W

ϕ
γ ϕ ϕ

′
= − +  

    

   *N W

ϕ
γ

′
=              ( )5.7.4  

elde edilir. ( )5.4.5  bağıntısından 

   * NN
γ γ=  

olduğu görülür. Diğer yandan ( )3.3.5  bağıntısından 

   

sinh

   tanh

cosh

W

W

τ
ϕ

τ
ϕ

κ
κ

ϕ

= 


⇒ =

=


 

olur. Burada her iki tarafın türevi alınır ve gerekli işlemler yapılırsa  

   
2

W

τ κ κ τ
ϕ

′ ′−′ =  

bulunur ve bu ifade ( )5.7.4  bağıntısında yerine yazılırsa 

   * 3NN
W

τ κ κ τ
γ γ

′ ′−
= =  

elde edilir. 

b) W  timelike ise Gauss denklemi 

   * *
* *

*

N N
T TN N

D T D T N= +  

olur. Burada ( )5.1.6  ve ( )5.6.10  bağıntıları yerine yazılırsa 

   ( )*
*

cosh sinh
N

T N
D T T B

W

ϕ
ϕ ϕ

′
= −            ( )5.7.5  

bulunur. Norm alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 
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   ( )*  cosh sinh  ,
N

T B
W

ϕ
γ ϕ ϕ

′
= −  

    

   *

2 2 cosh sinh ,
N W

ϕ
γ ϕ ϕ

′
= − +  

    

   *N W

ϕ
γ

′
=              ( )5.7.6  

elde edilir. ( )5.4.5  bağıntısından 

   * NN
γ γ=  

olduğu görülür. Diğer yandan ( )3.3.7  bağıntısı dikkate alınırsa 

   

cosh

   tanh

sinh

W

W

τ
ϕ

κ
ϕ

τ
κ

ϕ

= 


⇒ =

=


 

olur. Burada her iki tarafın türevi alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 

   
2

W

κ τ τ κ
ϕ

′ ′−′ =  

bulunur ve bu ifade ( )5.7.6  bağıntısında yerine yazılırsa 

   * 3NN
W

κ τ τ κ
γ γ

′ ′−
= =  

elde edilir. ( )N ∗  eğrisinin geodezik sprayın bir integral eğrisi olması için 

   *
*

0
N

T N
D T =  

olmalıdır. Bu durumda ( )5.7.3  ve ( )5.7.5  bağıntıları dikkate alınırsa  

   0ϕ′ =  

bulunur. ( )3.3.5  ve ( )3.3.7  bağıntılarından 

    .sb
κ
τ

=  
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olduğu görülür. Bu durumda şu sonuç verilebilir: 

Sonuç 5.7.2: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. α  eğrisi bir helis ise *α  

eğrisinin ( )*N  aslinormaller göstergesinin  ( )*N  tabii lifti geodezik sprayın bir 

integral eğrisidir. 

( )*B  binormaller göstergesi için 2
1S  ye göre geodezik eğrilik *

B
γ  ile gösterilirse 

   * *
*B

TB B
D Tγ =  

olur. Burada D , 2
1S  ye göre kovaryant türev operatörüdür. Gauss denkleminden 

   ( )( )* * *
* *

*
*,

B B
T T BB B B

D T D T g S T T Bε= +  

yazılır. Burada 

   ( ) ( ) ( )( )* * * *

* *, 1,     ,   ve   g , 1
B B B B

g B B S T T S T Tε = = + = − = −  

dir. Bu değerler yukarıda yerine yazılırsa  

   * *
* *

*

B B
T TB B

D T D T B= +  

bulunur. ( )5.1.7  ve ( )5.6.13  bağıntılarından 

 *
*

sinh cosh
sinh cosh sinh coshB

T B
D T T B

κ τ
θ θ

κ θ τ θ κ θ τ θ

   −
= − + +      − + − +   

 

                 ( )5.7.7

olur. Norm alınır ve gerekli işlemler yapılırsa 

  

 *

2 2

 sinh cosh ,
sinh cosh sinh coshB

κ τ
γ θ θ

κ θ τ θ κ θ τ θ
−   = − − + +   − + − +   

 

    

   
( )

2 2

2
  1+

sinh coshB

τ κ
γ

κ θ τ θ
∗

−
= −

− +
         ( )5.7.8  

şeklinde bulunur. Bu son ifade;  

a) W  spacelike ise ( )3.3.5 , ( )5.3.5  ve ( )5.3.12  bağıntıları ( )5.7.8  de yerine yazılır 

ve gerekli işlemler yapılırsa 
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( )

*

2

2
 1 ,

cosh sinh sinh cosh
B

W

W W
γ

ϕ θ ϕ θ
= − −

− +
 

    

    

   * 2

1
 1 ,

1 1
sinh cosh

B

T Bk k

γ

θ θ

= − −
 
− + 

 

 

    

    

   *

2
.

 1
cosh sinh

T B

B
T B

k k

k k
γ

θ θ
 

= − −  − 
 

bulunur. 

b) W  timelike ise ( )3.3.7 , ( )5.3.6  ve ( )5.3.13  bağıntıları ( )5.7.8  de yerine yazılır 

ve gerekli işlemler yapılırsa  

   
( )

*

2

2
 1 ,

sinh sinh cosh cosh
B

W

W W
γ

ϕ θ ϕ θ
= − +

− +
 

    

    

   * 2

1
 1 ,

1 1
sinh cosh

B

T Bk k

γ

θ θ

= − +
 
− + 

 

 

    

   *

2
.

 1
cosh sinh

T B

B
T B

k k

k k
γ

θ θ
 

= − +  − 
 

şeklinde bulunur. ( )B∗  eğrisi geodezik sprayın bir integral eğrisi olması için 

   *
*

0
B

T B
D T =  
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olmalıdır. Bu durumda ( )5.7.7  bağıntısından 

   

sinh 0
sinh cosh

cosh 0
sinh cosh

κ
θ

κ θ τ θ

τ
θ

κ θ τ θ

 − = − +


 −
 + =
− +

 

olur. Bu ifade ancak 0  ,  0   ve  0κ τ θ= ≠ =  için sağlanır. Bu durumda şu sonuç 

verilebilir: 

Sonuç 5.7.3: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. ( )*B  binormaller 

göstergesinin  ( )*B  tabii lifti eğrisi yoktur. 

( )*C  eğrisinin 2
1S  ye göre geodezik eğriliği *

C
γ  ile gösterilirse 

   * *
*C

TC C
D Tγ =  

olur. Burada D , 2
1S  ye göre kovaryant türev operatörüdür. Gauss denkleminden 

   ( )( )* * *
* *

*
*,

C C
T T CC C C

D T D T g S T T Cε= +  

yazılır. Burada 

   ( ) ( ) ( )( )* * * *

* *, 1,     ,   ve  g , 1
C C C C

g C C S T T S T Tε = = + = − = +  

dir. Bu değerler yukarıda yerine yazılırsa 

   * *
* *

*

C C
T TC C

D T D T C= −             ( )5.7.9  

bulunur. Bu ifade; 

a) *W  spacelike ise ( )3.3.6  ve ( )5.6.18  bağıntıları ( )5.7.9  da yerine yazılır ve 

gerekli işlemler yapılırsa 

   

( )
*

*

*

* * * * * * * * *

*

sin cos sin cos ,
C

T C

W
D T T B N T Bϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
= − + − +

′
 

    

   

( )
*

*

*

*

*C
T C

W
D T N

ϕ
=

′
          ( )5.7.10  
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olur. Norm alınırsa 

   

( )
*

*

*
C

W
γ

ϕ
=

′
  

bulunur. ( )5.1.14  ve ( )5.5.5  eşitlikleri burada yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa 

   
( )2 2 2

2

1 2 sinh

coshc

W λ κ λκ θ
γ

λ τκ θ
∗

 − + =
′

 

elde edilir. 

b) *W  timelike ise ( )3.3.8  ve ( )5.6.22  bağıntılarından *W  ın spacelike olmasıyla 

aynı sonuç bulunur. ( )C∗  eğrisi geodezik sprayın integral eğrisi olması için 

   0
C

T
C

D T ∗∗ =  

olmalıdır. Bu durumda ( )5.7.10  bağıntısından 

   * 0W =  

bulunur. Bu ifade  

   * * 0κ τ= =  veya * *κ τ=  

olması ile mümkündür. * *κ τ=  ise  ( )5.1.9  ve ( )5.1.12  bağıntılarından 

   
( )sinh sinh coshθ θ θ

κ
λ

−
=  

olur. Bu durumda şu sonuç verilebilir: 

Sonuç 5.7.4: ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti olsun. α  eğrisi 

   
( )sinh sinh coshθ θ θ

κ
λ

−
=  

şartını sağlayan bir eğri ise ( )*C  eğrisinin ( )*C  tabii lifti geodezik sprayın bir 

integral eğrisidir. 
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Sonuç 5.7.5: ( ),α α ∗  timelike Bertrand eğri çifti olsun. *α  eğrisinin ( ) ( )* *,  T N  ve 

( )*B küresel gösterge eğrileri ile ( )*C  sabit pol eğrisinin 2
1S  veya 2

0H  ye göre 

geodezik eğrilikleri ile α  eğrisinin küresel gösterge eğrilerinin  3IL  e göre 

geodezik eğrilikleri arasındaki bağıntılar 

)

*

*

2

2

 1 ,     
sinh cosh

1  

 1 ,     
sinh cosh

T B

T
T B

T B

T
T B

k k
W spacelike ise

k k

k k
W timelike ise

k k

γ
θ θ

γ
θ θ


  = −  − 







 
= +   − 

   

    

)

3

3

,    

2  

,     

NN

NN

W spacelike ise
W

W timelike ise
W

τ κ κ τ
γ γ

κ τ τ κ
γ γ

∗

∗

′ ′− = =




 ′ ′−

= =


 

    

)

*

*

2

2

 1 ,     
cosh sinh

3  

 1 ,      
cosh sinh

T B

B
T B

T B

B
T B

k k
W spacelike ise

k k

k k
W timelike ise

k k

γ
θ θ

γ
θ θ


  = − −  − 






 
= − +   − 

 

 

)
( )2 2 2

2

1 2 sinh
4  

coshc

W λ κ λκ θ
γ

λ τκ θ
∗

 − + =
′

 

 

şeklinde verilir.  
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6. SONUÇ VE ÖNERĐLER 

Bu tezde ilk olarak ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti alınarak α  eğrisinin 

{ }, ,T N B  Frenet vektörleri ile *α  eğrisinin { }* * *, ,T N B  Frenet vektörleri arasındaki 

bağıntılar bulundu. Bu bağıntılardan yararlanılarak α  eğrinin W  Darboux vektörü 

ile *α  eğrisinin *W  Darboux vektörünün lineer bağımlı olduğu gösterildi. 

Đkinci olarak *α  eğrisinin { }* * *, ,T N B  Frenet vektörlerinin ve bu vektörlere bağlı 

olarak oluşan C∗  birim vektörünün Lorentzian veya Hiperbolik küre üzerinde 

meydana getirdikleri ( ) ( ) ( )*, ,T N B∗ ∗  küresel gösterge eğrileri ile ( )C∗  sabit pol 

eğrisinin 3IL  e ve 2
1S  veya 2

0H  ye göre yay uzunlukları ve geodezik eğrilikleri 

hesaplandı. Bunlardan faydalanılarak α  eğrisi ile *α  eğrisinin yay uzunlukları ve 

geodezik eğrilikleri arasındaki bağıntılar bulundu. 

Son olarak da *α  eğrisinin küresel göstergelerinin tabii liftlerinin geodezik spray için 

integral eğrisi olma şartları α  eğrisine bağlı olarak ifade edildi. 

Bu çalışma ( )*,α α  timelike Bertrand eğri çifti alınarak yapılmıştır. Benzer şekilde 

3: I ILα →  ve * 3: I ILα →  Bertrand eğri çiftleri sırasıyla timelike-spacelike ve 

spacelike-spacelike alınarak yapılabilir. Ayrıca bu çalışmanın Dual ve Dual-Lorentz 

uzaylarında da karşılıkları bulunabilir. 
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