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OZET

IKi MATRISIN TOPLAMININ DRAZIN INVERSI VE DRAZIN
INVERSLERIN CESiTLI UYGULAMALARI

Emine GULDEREN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2014
Yiksek Lisans Tezi, 118s.

Danigman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde ¢aligmanin amacindan
bahsedilerek bir giris verilmistir. Ikinci boliimde c¢alismamizda gerekli olacak temel
tanim ve teoremler ifade edilmistir. Bu boliimde genellestirilmis inversler ve Moore-
Penrose tipi inversler incelenmis ve bir algoritma verilerek orneklerle desteklenmistir.
Ucgiincii bdliimde Drazin invers kavrami verilmis ve 2x2 lik blok matrislerin Drazin
inverslerinin hesaplanmasinda gesitli formiiller kullanilmistir. Dordiincii boliimde ise iKi
matrisin toplaminin Drazin inverslerine ait formiiller ve bazi uygulamalar verilmistir.
Ayrica matris toplammnin Drazin inversinin hesaplanmasinda blok matrisler
kullanilmistir.

Anahtar Sozciikler: Matris, Kare Matris, Singiiler Matris, Nonsingiiler Matris, Rank,
Determinant, Bir Matrisin Inversi, Genellestirilmis Invers,
Moore-Penrose Invers, Drazin invers, Iki Matrisin Toplaminin
Drazin Inversi.



ABSTRACT

THE DRAZIN INVERSE OF THE SUM OF TWO MATRICES AND
SOME APPLICATIONS OF THE DRAZIN INVERSE

Emine GULDEREN

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis, 118p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consist of six chapters. In the first chapter, it is given an introduction
and the aim of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems in this
thesis stated and proved. In this chapter, generalized inverses are considered, an
algorithm is given and improved with examples. In the third chapter, it is given the
concept of Drazin inverse and it is used some formulas for calculate the Drazin inverse
of 2x2 block matrices. In the fourth chapter, the Drazin inverse of the sum of two
matrices. Also, the block matrices are used for calculating of the Drazin inverse of sum

of matrices.

Key Words: Matrix, Square Matrix, Singular Matrix, Nonsingular Matrix, Rank,
Determinant, Inverse of a Matrix, Generalized Inverse, Drazin Inverse,

Drazin Inverse of Sum of Two Matrices.
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1. GIRIS

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore (1920, 1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng
(19494, 1949b, 1956) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda her hangi bir sistematik calismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki
calismalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore
tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamustir. Penrose ile ayni1 zamanlarda
yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiiler matrisin Pseudo
Inversi olarak adlandirdig1, en kiiciik kareler teorisinde singiiler matrisli normal
denklemlerin ¢Ozlimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda
kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan gelistirilen Pseuda
invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiini
saglamamaktadir. Bu nedenle de bu invers, Moore—Penrose inversten farklidir, fakat
gézlem denklemlerinin ranklar1 iizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi
durumunda en kiiclik kareler yonteminin genel teorisinin ortaya konulmasinda
oldukga yararlidir. Rao (1962), daha sonraki bir ¢aligmasinda, lineer denklemlerle
ilgili problemlerinin ¢dziimiinde yeterli olabilecek ve Moore ve Penrose’un vermis
oldugu tanimdan c¢ok daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao

(1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun bir¢ok ¢alismasinda yer almistir.

Genellestirilmis inversler ilizerinde 1955’lerden itibaren calisan baslica bilim
adamlar1 arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve
Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell
(1966) sayilabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adli ders notlarinda g—inversi
kullanmigtir. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali inversini
tamimlamistir ki bu invers bilinen g-inversten farklidir ve baz1 uygulamalarda
kullanilir. Chernoff (1953), singiiler nonnegatif tanimli bir matrisin g—inversini goz
Online almistir ki bu invers, bir g—invers olmamasina ragmen bazi tahmin
problemlerinin incelenmesinde yararhidir. Rao (1962) tarafindan verilen daha zayif
tanim1 saglayan g—invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma
olarak kabul edilir. 1967 yilinda bir yayminda Rao (1967), degisik amaclarla



kullanilmak tizere g—inverslerin bir siniflandirmasini vermistir. Bu ¢alismalar daha
sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir siniflandirmasini ortaya atan Mitra (1968a,
1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir.
Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a, 1968b,
1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir dizi ¢alismada ele alinmustir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve onlarin
cesitli uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley,

1971) adl kitapta verilmistir.

Literatiirde n X n bigimindeki bir M matrisi i¢in M nin Drazin inversinin agik bir
ifadesini elde etmede kullanilan ¢ok 6nemli sartlar ortaya konulmustur. Bu sonuglar
altinda 3. kisimda pargali bir matrisin Drazin inversinin bazi1 ilging acik
gosterimlerini ve gesitli 6rnekler verecegiz. Bu durumda verilecek sonuglar Drazin

inverslerin bulunmasinda olduk¢a kullaniglidir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1. a. K bir cisim olsun. m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak iizere biitiin

(i, ) siralu ikililerinin kiimesi A = N x N olsun.
fiA — K

fonksiyonu

(@) — fG,)) = ay

olarak tanimlansin. a;; € K olacak sekilde segilen m.n tane elemanin olusturdugu

aqq aqy . Qg
A (2.1)
A1 (0 ) e Qpn

say1 tablosuna K cismi lizerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir.

a;n Az e Qip
A=|% G2 - Ao (2.2)
Am1 A2 Amn

matrisi kisaca A = (aij )mxn seklinde gosterilir. Her(i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen a;; elemanina A matrisinin (i, j)-yinci bileseni denir.

b. m X n tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi tizerinden segilen biitiin

A= (al-j )mxn matrislerinin kiimesi K7 ile gosterilir.

C.A= (ai]-) ve B = (bi]-) m X n tipinde her hangi iki matris olmak {tizere, her (i, j)
i¢cin

a; =b;, 1<i<mvel<j<n isebuiki matrise esit matrisler denir.

d. A= (al-]-) m X n tipinde bir matris olmak iizere, her bir a;; elemani sifira esitse A

matrisine sifir matris denir.

e. A= (aij) ve B = (bi]-) m X n tipinde iki matris olmak {izere, A ve B

matrislerinin toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup



+: K™ x K® — K™

(A,B) — A+ B = (a;) + (by)

aqq + bll aqy + b12 . Q1n + bln
A+ B = arzq + b21 as» + +b12 e Aoy + bzn
Am1 + bml A2 + me B + meL

seklinde tanimlanir.

f. c € K bir skaler olmak iizere cA € K" matrisi (i, j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Yani

KX KT — K™
Ccaqq Caqy .. CQqy
(cA) —cA=| G Gz - Clon
CAyp1 CQy2 e COpn

olur. O halde her A € K' matrisi i¢in 0 € K olmak tizere, 04 = 0 € KI* matrisi,

m X n tipinde sifir matristir.
9.A=(a;) €KJ veB = (b;) € K\ olmak iizere, A ve B matrislerinin ¢arpim
C = (cl-j) € K' seklinde bir matristir ve
K x KD — K
(4, B) > A.B=C
(a;). (by) = (cj) = Tk aubyy), 1<i<m, 1<j<n
seklindedir, yani
[a11b11 + -+ alpbpl] [allbln + -+ alpbpn]
A.B =
[am1b11 + et ayy, bpl] [amlbln + ot apy bpn]

olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci ¢arpanin
slitun sayist, ikinci c¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi A ve B

matrislerinin ¢arpimi A. B veya AB ile gosterilir (Hacisalihoglu 1977).

Tanmm 2.2. a. K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, KK cismi iizerinde tanimli

m X n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.



b. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, KK cismi iizerinde tanimli m X n

tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir (Branson 1999).

Tamm 2.3. a. Bir A= (a;)  matrisinde m = n ise, A matrisine kare matris

denir.
ai aiy . QA

A=| %1 Q2 .. Qg (2.3)
a,1 Ay e Qpp

kare matrisinde a1, @y, ..., ,, clemanlarina kosegen (esas kosegen) elemanlari

denir.

b. Bir A = (aij )an kare matrisinin aqq,ayy, ..., a,, kosegen elemanlar1 digindaki

tiim elemanlar sifir ise yani, a;; = 0 (i # j) ise bu matrise kosegen matris denir ve

A = Kos{aq1,az;, .. ,py } ile gosterilir.

c. Bir kdsegen matriste a1, ays, ..., a4y, =K, k € K ise bu matrise skaler matris

denir.

d. Kosegen iizerindeki elemanlar1 1 ve kdsegen disindaki elemanlart 0 olann X n

tipindeki bir matrise birim matris denir ve

1 - 0
I, = ( :
0 - 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K" matrisi i¢in, I, A = Al,, = A olur.
e. Bir A= (aij )mxn matrisinden ayni numaral satirlar ve siitunlar kendi aralarinda

yer degistirilerek elde edilen AT = (aﬁ)nXm matrisine A matrisinin transpozu

(transpoze matrisi) denir. Buna gore A ve B uygun matrisler olmak tizere
(A+B)T =A" + BT ve (AB)T =BTA"

esitlikleri saglanir.

f. A bir reel kare matris olmak tizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

g. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagintis1 varsa, bu matrislere degismeli

(komutatif ) matrisler denir (Hacisalihoglu 1977).



Tamm 2.4. a. {1,2, ... n} kiimesinin kendisi lizerine bir birebir ve 6rten bagintis1 veya
es deger olarak 1,2,...n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ...n} kiimesinin

bir ¢ permiitasyonu denir. Bdyle bir permiitasyon

1 2 ..
o= (jl J2 ]T:l)
veya

0 = jujarewodn o Ji = 0()

ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S, ile gosterilir. S, de
gelisigiizel bir o permiitasyonu, ornegin o = jq, j,, ..., j, distiniildiigiinde o da cift
veya tek sayida permiitasyonlar olmasina gore o ya c¢ift veya tek permiitasyon

denir. O halde bir ¢ nin isareti

_{ 1, eger o ciftise
Sgne = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

b.A= (al-j )an bir K cismi {izerinde taniml1 kare matris olsun.

ai;n Az e Qqp
A= G Gz - G
Am1 Am2 e Qmn

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak
izere n elemanin bir ¢arpimi diigiiniilsiin. Boyle bir carpim
Ajyr A2jps e s Anjy

seklinde yazilir. Burada carpanlar ardigik satirlardan gelir ve bu ylizden alt indisler
1,2, ...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli stitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi S,, de bir o = ji,j, ..., j, permiitasyonunu olusturur. Tersine, S,
deki her permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Boylece A matrisi

boyle n! carpim kapsar.

A= (aij)nxn kare matrisinin determinant1 det(A) veya |A| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpani sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir. Yani

|A| = Xs(sgno)ayj,, azj,, - , Anj,



veya
|A| = ZG‘ESn (Sgno-)ala(l)f A26(2)r =+ » Ano (n)
seklinde n mertebedendir.

A= (ai-) matrisinin determinant1 asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
T Inxn

c. 1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinant1 kendisidir.
A= (a)ise, det(4) = lal =a
olur.

d. 2 x 2 tipinde bir A matrisinin determinant1 asagidaki gibi tanimlidur.

a1 agp aip agp
A=( )=>detA=| |=aa —ara
Ay Qo (4) Ay, Ay 11422 12421

olur.

n > 2 icin bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir indirgeme

islemi ve mindrleri ile igsaretli mindrleri kullanilan bir a¢ilimla hesaplanir.

e. Bir A= (aij) matrisinin bir a;; elemanmin |Ml-]-| seklinde tanimlanan
nxn

minorii, A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci slitunun atilmasi ile olusan
(n—1) x (n— 1) tipindeki kare matrisin determinantidir.

f. Bir A= (a;) __ matrisinin bir a; elemanmin minérii |M;; | olsun. A matrisinin
§ ) xen i i

bir a;; elemanmin A;; seklinde gosterilen kofaktérii (isaretli minérii veya es
carpani)

Aij = (=D, |Mij
seklinde tanimlanir.

g.Bir A= (a--) matrisinin determinanti her hangi bir satir (siitun) elemanlarinin
Y /nxn

kendi kofaktorleriyle ¢arpilip bu ¢arpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i
vej (i,j = 1,23, ..,n) igin

det(4) = Yi—; ag. Ay = Xp—1 (=D ay My, | (2.4)

det(4) = Xi_; ay;. Ay = Zhot (=1 Y ay; |My| (2.5)



seklinde tanimlanir.

Her bir i igin, (2.4) ile verilen toplama, A matrisinin determinantinin i—yinci satir
elemanlara goére agilimi, her bir j igin, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin
determinantinin j—yinci siitun elemanlarina gore agilimi denir.

h. Bir A = (aif)an kare matrisi i¢in |A| =0 ise A matrisine singiiler (tekil)
matris, |A| = 0 ise, A matrisine nonsingiiler (tekil olmayan veya regiiler) matris

denir (Branson 1999).

Tamm 2.5.a. Bir4 = (al-j )nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.

Ek(A4) = (Aij )T = (Aji)

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore

Ay A o Ap\' A Ay v Ap
Ek(A) =42t Az v Aw | =(Az Az Aw
Anl AnZ Ann Aln AZn Ann

olur.

b. BirA = (ai]-) , matrisi i¢in A. B = B. A = I, olacak sekilde bir B = (bi]-)

nx nxn

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve  A™! = B ile gosterilir
(Hacisalihoglu 1977).

Teorem 2.1. Bir A = (aif)m matrisi ile bu matrisin ek matrisinin garpimi bir

skaler matris olup

1 0 0
AEk(A) =Ek(A).A=14]| 0 1 0| =14lL, (2.6)
0 O 1
ile verilir (Hacisalihoglu 1977).
a1 Qi .. Qg Ay Ay o Apg
ispat: AEk(4) =| %21 %22 o G| | A Az Anz
Ap1 Ap2 - Qpp Aln Azn Ann



olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde

|A]
0

0 O

0
0

Al

Ay Ay A1 ayr A A1p
Ek(A).A = Az Az Apz | Q21 G2z A2n

Ay Az A an1  Qn2 Ann

Al 0 w0

0 0 A

oldugu goriiliir. O halde

1 0 0
AEK(A) = Ek(A).A=A|| 0 1 0| =14,
0 0 1

bulunur.

Teorem 2.2. Bir A = (a;)  nonsingiiler matrisinin inversi

-1 _ i
AT = ZEk(A) (2.7)

dir (Hacisalihoglu 1977).

Ispat: (2.6) bagintisindan dolayr A.Ek(A) = |A|I olur. Bu ifadenin her iki yan1 A~}
ile carpildiginda

(A7'A).Ek(A) = A7 A|ll = Ek(4) = |A|A™'1 = Ek(4) = |A|A7!
olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |A| # 0 olup

-1 _ i
AT = Bk (4)

elde edilir.

Teorem 23. A = (ai]-)nm nonsingiiler bir matris ve B ve C garpima uygun

matrisler olmak tizere AB = AC ise B = C olur (Hacisalihoglu 1977).

Ispat: AB = AC esitliginin her iki tarafi soldan A~! ile garpilmasiyla



A71AB = A71AC vyani B = C elde edilir.
Teorem 2.4.a. Bir 4 = (a;) _ nonsingiler matris olsun. A~" matrisi tektir.

b. A nonsingiiler matris ise A~ matrisi de nonsingiiler olup (A~1)~! = A dur.

c. A ve B garpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB matrisi de nonsingiiler olup
(AB)™' = B4 ! drr.

d. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (47)~! = (4~H)T dir
(Branson 1999).

Ispat: a. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsin. O
zaman AB = BA =1 ve AC = CA = I olur. Buradan

C=Cl=C(AB)=(CA)B=IB =B
elde edilir.

b. (A1)~ matrisi A~ matrisinin inversidir. Aym1 zamanda A matrisi de A1
matrisinin inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler

birbirine esittir.

c. (AB)~! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica

B 1A' (AB) =B ' (A 'A)B=B ' IB=B"'B=1
ve

(AB) B 'A ' = ABB DA ' = AIA ' =441 =1

yazilabilir. Béylece B~1A~! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingiiler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.
d. (AT)~! matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrica I” = I oldugundan
I=1"=M@UAD =A@ D'’

olur. Bu durum, (A=1)T matrisinin A" matrisinin bir inversi oldugunu gosterir.

Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden (A7)~ = (4™1)7 elde edilir.

Tamm 26. a. Bir A = (a;)  matrisi igin A*> = A ise, A matrisine idempotent

matris denir.
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b. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A
ile gosterilir.

Cc. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisi igin (Z )T =A ise A
matrisine hermitian matris denir ve A* = (A )T ile gosterilir.

d. Bir A matrisi i¢in AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.

e.A = (ai]- )annonsingﬁler bir matris olmak iizere, A1 = A* (ve ya AA* = A*A =
I) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

f.A = (a;) _ bir matris olmak iizere, A~! = A" ise A matrisine ortogonal (dik)
j Joxcn

nx

matris denir.

9.4 = (a--) reel simetrik bir matris olmak {izere, sifirdan farkli her xeR}
Y/ nxn

vektorii icin xTAx > 0 (xTAx >0) ise, A matrisine Pozitif Tamimh (Pozitif Yar

Tanimh) Matris denir.

h. A, n X n tipinde bir kare matris olsun. (A — Al)x =0 esitligini saglayan A
skalerine A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de A matrisinin bir

ozvektorii denir (Hacisalihoglu 1977).

Teorem 2.5. A ve B uygun matrisler olmak iizere

a (4) =@n

b.(4)" =4

C.(A+B) =A"+B

d. (AB)* = B*A*

esitlikleri saglanir (Branson 1999).

Ispat: a. A = (a;;) m x n tipinde bir matris olsun. Bu takdirde
A=(@) ve (@) =)

olur. Diger taraftan

11



AT = (a) ve (A7) = ()
oldugundan

— T

(4" = (4)

oldugu gortiliir.

—\T
b. A" = (A) oldugundan

T
@Ay = <(A7)T> = (A" = 4

elde edilir.

. Hermitian matris tanimina gore

(A+B)y =(A+B) =(A+B) =(A) +(B) =4 +B"
elde edilir.

d. Hermitian matris tanimina gore

(4B) = (AB) = (AB) =(B) (A) =BA°

yazilabilir,

Teorem 2.6. Reel simetrik bir A matrisinin pozitif tanimli (pozitif yari tanimli)
olmasi igin gerek ve yeter sart, tim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir (Hacisalihoglu 1977).

Ispat: A matrisi pozitif tanimli olmak iizere, A dzdegerine ve ilgili x dzvektdriine
sahip olsun. Bu takdirde bu x vektorii i¢in Ax = Ax ve (Ax,x) > 0 bagmtilar
vardir. O halde 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = A{x,x) olur. x bir 6zvektor oldugundan,

sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidur.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak {izere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine sahip

olsun. Bu takdirde bu x vektorii i¢in
Ax = Ax ve (Ax,x) >0

bagintilar1 vardir. O halde
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0 < (Ax,x) = (Ax, x) = Ax, x)

olur. x bir 6zvektor oldugundan, sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu

durumda A = 0 olmalidir.

Tim (sifirdan farkll) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif tanimh

(pozitif yar1 tanimli) olacagi benzer sekilde gosterilebilir. (Lanchester 1969)

Tamm 2.7. a. xq, Xy, ... x, vektorler kiimesi verilmis olsun. Y, ; a;x; = 0 esitligi
ancak aq,ay, ...,a, skalerlerinin timi birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu
durumda xq, x5, ...x, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani,
ay, ay, ..., a, sSkalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tzere )\ ; a;x; =0

esitligi saglaniyorsa bu durumda x1, x5, ... x;, vektorlerine lineer bagimhdir denir.

b. A matrisim X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A, Ay, . Ay, ile, ve satir  vektorlerini  Aq,, Ay, .. , Ay, ile  gosterelim.
A;., i=1,2,...,m vektorleri arasindan olusturulan en biiylik lineer bagimsiz

vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki, 4,;, j =1,2,.. ,n

*j
vektorleri arasindan olusturulan en biiylik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin

eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir (Hacisalihoglu H.H., 1977).

Teorem 2.7. Bir matrisin iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi matrisin satir

rankin1 degistirmez (Branson 1999).

Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizlig

degistirmez. Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.8. AX = 0 ve BX = 0 denklemlerinin ¢6ziim kiimeleri ayn1 ise, o0 zaman

A ve B n X n tipindeki matrislerin siitun ranklar1 aynidir (Branson 1999).
Ispat: AX = 0 sistemi
x141 + x4, + -+ x,4, =0 (2.8)

olarak yazilabilir. Burada A, A matrisinin i -yinci siitunudur ve

X = [x1, %3, ..., %, ] olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi

x131 + szZ + - ann =0 (29)
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olarak yazilabilir.

A matrisinin siitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A matrisinin
stitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiik kabul edilsin. Béylece a > b olur.
Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir. Genellik
kaybedilmeden, bunlarin A matrisinin ilk a stitunu oldugu varsayilabilir. (Eger
degilse, A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.7’ ye benzer sekilde A matrisinin siitun rankin1 degistirmez.) Ancak a > b
kabul edildiginden B matrisinin ilk a siitunu lineer bagimlidir. Boylece, hepsi sifir

olmayan oyle dy, dy, ..., d,, vardir ki

diBy +d;By; +--+d;B, =0

olur. Buradan

diBy + dyB, + -+ dyB, + 0By q + -+ 0B, =0

ve (2.9) sisteminin ¢6ziimii olarak

xp=dy Xp=dy .. Xg=dg Xg41 =Xg42 = =%, =0
bulunur. Bu ayni1 degerler (2.8) sisteminin de ¢oziimii olarak verildiginden
diA +dAy + -+ d, A, =0

dir. Burada, belirtildigi gibi, dy, d;, ..., d, sabitlerinin tiimii sifir degildir. Ancak bu

Ay, Ay, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir ¢eligkidir.

A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir ¢alisma, B matrisinin
stitun rankinin da A matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

Boylece bu iki matrisin siitun ranklar1 esit olmalidir.

Teorem 2.9. Elementer satir islemleri herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez
(Branson 1999).

Ispat: A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun.
Bu durumda Ax =0 ve Bx =0 homojen denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimeleri

aynidir. Teorem 2.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklari aynidir.

Teorem 2.10. Herhangi bir A matrisi igin satir ranki siitun rankina esittir (Branson
1999).
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Ispat: m x n tipindeki bir A matrisinin satir rankinn r ve siitun rankinin ise c
oldugu kabul edilsin. r = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlar1 ilk r satir1
lineer bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde
yeniden diizenlenirse, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8 yardimiyla bu islemin A matrisinin
satir ve slitun ranklarini degistirmedigi goriiliir. A matrisinin satirlart sirasiyla

Ay, Ay, ... , A, ile gosterilsin ve C ve D matrisleri

Al Ar+1
C = AZ ve D = AT‘+2
A, A,

olarak tanimlansin. O zaman A matrisi (C) bloklanmis matrisidir. Ayrica D

D

matrisinin her bir satir1 C matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, dyle

bir T matrisi vardir ki, D = TC olur. Ozel durumda eger
Ar+1 = d1A1 + dzAz + -+ dTAT

ise 0 zaman (dq,d,, ..., d,) vektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, her hangi bir

n boyutlu x vektorii igin

Ax = (gi) - (TCCxx>

yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx =0 ise Ax = 0 olur ve Teorem 2.8.
den dolay1 A ve B matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlari r

boyutlu vektorlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki  den biiyiik olamaz. Yani
c<r (2.10)
olur.

Yukaridaki durum AT matrisi icin tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankinin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacag: goriiliir. Ancak, A7 matrisinin
stitunlart A matrisinin satirlar1 oldugundan bu durum A matrisinin satir rankinin A

matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacagi anlamina gelir. Yani
r<c (2.11)

olur. (2.10) ve (2.11) bagmtilarindan r = ¢ oldugu goriliir.
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Tamm 2.8. Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir (Branson 1999).
Teorem 2.11. A bir matris olmak iizere r(A4) = r(AT) dir.(Hacisalihoglu 1977)

Ispat: A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar1 AT

matrisinin satirlar1 oldugundan, Teorem 2.10° dan istenilen sonug elde edilir.

Tamm 2.9. n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(A) = n ise A matrisine
Nonsingiiler (Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, r(4) < nise A
matrisine Singiiler (Tekil) Matris denir (Hacisalihoglu 1977).

Tamm 2.10. a. A € KJ', m X n tipinde bir matris olsun.

N(A) = {x:Ax = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye A marisinin null (sifir) uzay denir.
b. A € K, m x n tipinde bir matris olsun.

R(A) = {y:Ax = y}

seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin ranj (siitun) uzayr denir (Hacisalihoglu
1977).

Teorem 2.12. Eger A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak tzere
a m=n=r= PAQ =1

b. m =r <n = PAQ =(,0)

_ (1 0
c. m>r,n>r = PAQ = (O 0) (2.12)
Ispat:( Lancaster 1969) da verilmistir.

Teorem 2.13. Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpiminin ranki A ve B

matrislerinin rankini gecemez. Yani
r(AB) < minifir(4), r(B)} (2.13)

dir (Lancaster 1969).
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Ispat: AB matrisinin her bir siitunu A matrisinin siitunlarimm bir lineer
kombinasyonu oldugundan AB matrisinin siitun uzayl A matrisinin siitun uzayinin
alt kiimesi olur. Boylece r(AB) < r(A) esitsizligi bulunur. Benzer sekilde r(AB) <
r(B) esitsizligi de saglanir. Boylece r(AB) < min{r(A),r(B)} elde edilir.

2.2. Genellestirilmis Inversler

Herhangi bir A matrisi bir inverse sahip olabilmesi i¢in A matrisinin nonsingiiler ve

kare matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla

AX =B (2.14)

lineer denklem sisteminin var olan tek ¢oziimii X = A~!B seklindedir. Ayrica
AATY = 4714 =

sartin1 saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A~! matrisi vardir.
Bununla birlikte A matrisinin kare matris olmadigi durumlarda ya da A matrisinin
kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda A~!
matrisinin 6zelliklerini de igeren ve genellestirilmis invers (g—invers) matris adini

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir ¢dzliimii olabilir.

Crt, kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli m X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir A € C' matrisi igin asagidaki dort sarti (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir ve A*

veya AT ile gosterilir.

()  AGA = A,

(i) GAG = G,

(i) (AG)* = AG,

(V) (GA)" = GA. (2.15)

Eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa bu G matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya AM ile gosterilir. Sadece (ii)

sarti1 saglayan G matrisine A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
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Hem (i) hem de (ii) sartim saglayan G matrisine ise A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A2 veya A, ile gosterilir.
2.3. Bir Matrisin Genellestirilmis Inversi I¢in Bir Algoritma

Moore—Penrose sartlarindan sadece (i) sartin1 saglayan, yani

AGA = A (2.16)
olacak sekildeki G matrisine A matrisinin bir g-inversi (genellestirilmis inversi)

denir.

Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilir.
Algoritma 2.1. A = (al-j )an r rankli herhangi bir matris olsun.

1. Adim: r rankli A matrisinde, r X r tipinde nonsingiiler her hangi bir B alt matrisi
secilir.

2. Adim: Secilen B alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.

3. Adim: A matrisinde B alt matrisinin her bir elemanina karsilik gelen yere (B~1)"

matrisinin elemanlari yerlestirilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A

matrisinin bir g—inversidir.

Ornek 2.1. Algoritma 2.1 3 x 3 tipindeki

2 31
A=|-1 5 O>
4 6 2

matrisine uygulansin. A matrisi ranki 2 olan singiiler bir matristir.

1. Adim: A matrisinin 2 X 2 tipinde bir nonsingiiler

/2 3
B= (—1 5)
alt matrisi segilsin.

2. Adim: |B| = 10-(-3) = 13 # 0 oldugundan B~! mevcut olup
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g -3 38

elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa

e (5/13  1/13
(B 1)T_(—3/13 2/13)

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Bulunan (B~1)T matrisi A matrisinde elemanlar1 B alt matrisinin
elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlart

stfir alinir. Boylece

5/13 1/13 0
-3/13 2/13 0
0 0 0
matrisi elde edilir.
5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak
5/13 -3/13 0
G =<1/13 2/13 0)
0 0 0

matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi A matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten
2 31 5/13 -3/13 0 1 0 O
AG=(-1 5 0]).|1/13 2/13 0)=(0 1 O
4 6 2 0 0 0 2 0 0
olup
1 0 0 2 31 2 1
AGA=({0 1 O -1 5 0J=(-1 5 0]=4
2 0 0 4 6 2 4 6 2
oldugu gortiliir.

Verilen A matrisinin bagka bir B alt matrisini segerek, segilen bu yeni B alt matrisine

Algoritma 2.1 uygulansin.

1. Adim: A matrisinin ranki 2 oldugundan B matrisi
_(5 0
B= (6 2)
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seklinde secilsin.

2. Adim: |[B| =10 — 0 =10 # 0 oldugundan

Bl = ﬁEk(B) =1/10 (—26 g) - (—13//55 122>

bulunur. Boylece

o =(5 )

elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda
0 0 0

<O 1/5 —3/5)

0 0 1/2

olur.

5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda

0 0 0
G=<0 1/5 0 )
0 -3/5 1/2

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi A matrisinin bir g—inversi olur. Ger¢ekten

2 31 0 0 0 0 0 0
AG=(—1 5 O).(O 1/5 0 ):(O 1/5 0 )
4 6 2 0 -3/5 1/2 0 -3/5 1/2

ve

0 0 1/2 2 31 2 31
AGA={0 1 0 J.{-1 5 0)J=(-1 5 0)=A4
0 0 1 4 6 2 4 6 2

oldugu gortiliir.

Sonug 2.1. Yukaridaki iki se¢im, bir matrisin g—inversinin tek olmadigin1 gosterir.

Bu nedenle bir matrisin tanimli birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

Ornek 2.2. 2 x 3 tipindeki

Ez(i —11 _11)
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dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.1 E

matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda M matrisi
_(1 1

M= )

olarak secilebilir.

2. Adim: [M|=-1-1=-2 % 0olup

M1 = ﬁEk(M)=—1/2 G _11) B (1% —11//22>

ve dolayisiyla

M7 = (5; —11//22)

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

(1/2 1/2 0)
1/2 -1/2 0
bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

1/2  1/2
G = (1/2 —1/2)
0 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten

12 1/2
o= (4 (e 12)-( )
0 0
ve
EGE = ((1) (1)) G —11 _11) = G —11 _11) =E
oldugu gortiliir.

Ornek 2.3. 5 x 2 tipindeki
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[50)
3 0
E=|-2 1
22
-1 2
dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi aciktir. Algoritma 2.1 E

matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda M matrisi
(2 1

M= ( 0 2)

olarak secilebilir.

2. Adim: [M| =—-4—-0= —4 # 0olup

w = ek =-1/4( % D=7 15)

ve dolayisiyla

(M™H" = (_1%2 122)

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

0 0
0 0 \
-1/2 0
~1/4 1/2/
0 0
bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

(30 Y

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Ger¢ekten

/ 1 1\ /0 0 —-1/2 3/4 0\
EG=]|-2 1 ]. 0 0 0 1/2 0 =10 0 1 0 o
0 2 0 0 0 1 0
-1 2 0 0 1/2 3/4 0
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ve

EGE = 1 0 o -2 1 |=|-2 1

0 -1/2 3/4 0 1 1 1 1
0 —-3/2 3/4 0\ 3 O\‘ 3 0\
0 . =F
o 0 1 o/ 0 2/ 0 2/

0 1/2 3/4 0 -1 2 -1 2

o O O o O

oldugu gortiliir.

Algoritma 2.1. ranki 1 olan matrislerin g—inversini bulmak i¢in asagidaki sekilde
uyarlanabilir.

Algoritma 2.2.

1. Adim: A matrisinin sifirdan farkli her hangi bir eleman1 B olarak segilir.

2. Adim: Sec¢ilen bu elemanin inversi bulunur.

3. Adim: Bulunan bu invers A matrisinde karsilik gelen yere yazilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlariin yerine sifir yazilir.

Ornek 2.4. A matrisi

4=({ 5 3)

olarak alinsin. A matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2 A matrisine uygulansin.
1. Adim: B = (3) alinsin.

2. Adim: B~! = (1/3) olur.

) 0 0 O
3.ve 4. Adimlar: Buradan (O 1/3 0) olacaktir.
0 0
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [ 0 1/3 | matrisi A matrisinin bir g—
0 0

inversidir. Gergekten

0 O
wo=C 5 Do 13)-( )

0 O
ve
aca=(o ) 5 D=0 5 3)=4
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olur.

Ornek 2.5. 3 x 4 tipindeki

1 2 3 4
L=<2 4 6 8)
3 6 9 12

matrisi alinsin. L dikdortgen matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2. L matrisine
uygulansin.

1. Adim: M = (8) segilsin.

2. Adim: M~1 = (1/8) olur.

0 0 0 O
3. ve 4. Adimlar: Buradan <0 0 0 1/8 |eldeedilir.
0 0 0 O
0 o0 0
. . 0 o0 0 . L
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = 0 0 0 matrisi L matrisinin bir
0 1/8 0

g-inversidir. Gergekten

1234883 0 1/2 0
LG=|2 4 6 8 =0 1 0
36 9 12/\% 0 0
0 1/8 0

ve

0 1/2 0N/1 2 3 4 1 2 3 4
LGL=({0 1 0|2 4 6 8 |=|2 4 6 8 |=L
0 3/2 0/\3 6 9 12 3 6 9 12

olur. L matrisi 3 X 4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.

Sonug¢ 2.2. Genel olarak 1 rankli ve m X n tipindeki matrislerin m.n tane g-inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tiim
elemanlarim sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi

bulunur. Eger A matrisi

a1 agp o Qi
A=| % %2 7 Ao
Am1 Amz2 " Amn

seklinde 1 rankl1 bir matris ise, A matrisinin
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()™t 0 0
l-ncisi;| 0 0 0
0 0 0
0 0 0
2-ncisi: (al.?.)_l... 0 0
0 0 0
0 0 0
(m.n)-ncisi;[ 0 0 - 0
0 0 (@)

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.

2.4. Moore-Penrose inverslerin Varhg

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose sartlarimi
saglayacag aciktir. Yani A~! = A" olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A" matrisinin mevcut olup olmadig ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A* matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 2.14. Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde

sifir matristir.
Ispat: Acik olarak A' = 0 alindiginda Moore—Penrose sartlarinin saglandigi goriiliir.

Teorem 2.15. Her A matrisi igin Moore—Penrose sartlarin1 saglayan bir AT matrisi

vardir.

Ispat: Eger A = 0ise AT = 0 oldugu aciktir. A # 0 olsun. A matrisinin r rankli

oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi

A = BC (2.17)
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seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli ve C matrisi
r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup, B*B ve CC* garpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A* matrisi
At =c*(cc)"Y(B*B)"'B* (2.18)
olarak alinirsa, A™ matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten

(i) AATA = (BCO)C*(cc*)~Y(B*B)"'B*(BC)
= B(ccH(ccHY(B*B) Y (B*B)C
= BC = A,

(i) ATAAT =c*(cc)Y(B*B)"'B*(BC)C*(cCc*)"Y(B*B)"'B*
=c*(ccH YB*B)(B*B)(cCcH(CCcH)(B*B) 1B
= C*(cCc) Y (B*B)"'B* = A™,

(iii) (44D =[(Bc)c*(cc)"Y(B*B)"'B*]* = B(B*B)"Y(cc*)~t(cCc)B*
= B(B*B)~'B* = B(cc*)(cCc*)~Y(B*B)~'B*
= (BC)C*(CC*)"Y(B*B)™'B* = AA™,

(iv) (A*A)"=[c*(cCc)'(B*B)"'B*(BO)]"
= C*(B*B)(B*B)"'(ccH)™'c

=C*(ccH)Ic

=Cc*(cc’)"Y(B*B)"Y(B*B)C

= C*(CC*)"Y(B*B)"'B*(BC) = A*A
oldugu goriiliir.

Teorem 2.16. Herhangi bir A matrisi igin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir tek

A" matrisi vardir. Yani her A matrisinin bir tek Moore—Penrose inversi vardir.
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Ispat: A matrisinin Moore—Penrose sartlarini saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi AT ve A3 olsun. Bu durumda
AT = ATAAT = AT (AAT)" = AT (A])" A" = AT (A)"(AAfA)
= Af (A])"A"(A3) A" = AT (AA]) " (AAD)" = ATAATAAT = ATAAS
= ATA(ATAAT) = (ATA) (A3A)° AT = A"(A1) A" (A3)"A
= (AATA)*(A3)*AT = A*(AD)* A} = (ATA)"AS = ATAAS = AT
oldugundan Af = A7 olur. Yani A* matrisi tektir.

Teorem 2.17. m X n tipindeki bir A matrisinin bir Moore—Penrose inversi varsa

n X m tipindedir.
Ispat: AA* matrisinin simetrik ve dolayisiyla kare olmasi ger¢eginden ispat goriiliir.

Teorem 2.18. a. m X n tipindeki bir A = (al-j) matrisinin tiim elemanlar1 1 ise bu
takdirde

g

mmn

At =
dir.
b. a, n x 1 tipinde ve a # 0 olan bir siitun vektorii ise bu durumda a™*
at = (a*a) ta*

seklindedir.

c.a, 1 xntipinde ve a # 0 olan bir satir vektorii ise bu durumda a*
at =a*(aa*)!

seklindedir.

Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen A™ matrisinin Moore—Penrose sartlarini

sagladigini gostermek yeterlidir. Bu durumda
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i +a = a1 4 — A (AA) = 4 4 —
()AA*A=A(——A" JA=A—(A'A) = A—.mn=A4,

1

(i) ataat = (—a Ja(=a ) =—@a(=a )=—.

mmn

:(LA* ):A+,

mn

(i) (44" = (A#A*)* = A—— A" = AA*,

(iv) (AT A)" = (ﬁA*A)* =L aa=4t4

oldugu gortiliir.

b. a* matrisi Moore-Penrose sartlarini saglar. Gergekten

() aata = a(a*a) 'a*a = a(a*a) '(a*a) = a,

(ilataa® = (a*a)la*a(a*a)ta* = (a*a) '(a*a)(a*a) ta*
= (a*a) la* = at,

(iii) (aa™)* = [a(a*a)'a*]* = a(a*a) 'a* = aa™,

(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a)'a*a = ata

oldugu gortiliir.

c. at matrisi Moore—Penrose sartlarii saglar. Ger¢ekten

() aaTa = aa*(aa*)'a = (aa*)(aa*)la = a,

(ilataa™ = a*(aa*)taa*(aa*)™! = a*(aa*)(aa*)(aa*)™?
=a*(aa”)"! = at,

(iii) (aa®)* = [aa*(aa®)"']* = aa*(aa*)"! = aa™,

(iv) (ata)* = [a*(aa®)ta]* = a*(aa*)la = ata

oldugu goriiliir.
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Ornek 2.6. A = G

1 1
m=2 n=3veA =1 1

1 1

D matrisi verilmis olsun.

olarak alinirsa

1 1 1/6 1/6
A =4 = %(1 1) = (1/6 1/6)
' “\1 1 1/6 1/6

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1/6 1/6
wan=( 1 ;).(1/6 1/6):(;;; 172)

1/6 1/6
(12 1/2\ 101 1y /1 1 1y_
AA+A_(1/2 1/2)'(1 1 1)‘(1 1 1)_‘4’
1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
(ii)A+A=<1/6 1/6).(1 i i)=<1/3 1/3 1/3)
1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3\ /1/6 1/6\ /1/6 1/6
A+AA+=<1/3 1/3 1/3).(1/6 1/6>=<1/6 1/6>=A+,
1/3 1/3 173/ \1/6 176/ \1/6 1/6
e (/2 172\ _ (1/2 1/2\ _ ..
(iff) (447 _<1/2 1/2) _<1/2 1/2)_‘4‘4 ’

*

1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3
(iv) (ATA)* = (1/3 1/3 1/3) = <1/3 1/3 1/3) =A%A
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

oldugu goriiliir.

Ornek 2.7. a = (1

2)ohun.Budununda

at = (a*a)la* = [(1 2) (%)]_1 1 2)

=) 2)=@1/5.(1 2)=@1/5 2/5)
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matrisi Moore—Penrose sartlarini1 saglar. Gergekten

()aa* = (5)-(1/5 2/5) = Gfg i;g)

_(1/5 2/5\ 1\ _ (1) _
aata = (2/5 4/5).(2) = (2) =a,
(i) ata = (1/5 2/5).(%) = (1)
ataa® =(1).(1/5 2/5)=(1/5 2/5)=at,
e (1/5 2/5\" _(1/5 2/5\ _ .
(iff) (aa™)” = (2/5 4/5) = (z/s 4/5) = aa’,
(iv) (ata)*= ()*=(1) =a’a

oldugu gortiliir.

Ornek2.9. a=(1 2 1) almirsa

1 Nyt 1/6
at =a*(aa*)"! = (2) 1 2 1 <2>] = <2> (6)71 = <1/3)
1 1 1 1/6

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1/6
(Yaat=(1 2 1).(1/3>=(1)
1/6

aata=(1).(1 2 D=1 2 1) =a,

1/6 1/6 1/3 1/6
(ﬁ)a+a::(1/3>.(1 2 1)::<1/3 2/3 1/3)

1/6 1/6 1/3 1/6
1/6 1/3 1/6\ /1/6 1/6

ataat = (1/3 2/3 1/3).(1/3) = (1/3) =a",
1/6 1/3 1/6/ \1/6 1/6

(ii)) (aa™)" = (1)" = (1) = aa™,
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1/6 1/3 1/6\" 1/6 1/3 1/6
(iv)(a+a)*=<1/3 2/3 1/3) =<1/3 2/3 1/3>=a+a
1/6 1/3 1/6 1/6 1/3 1/6

oldugu gortiliir.

Teorem 2.19. A herhangi bir matris olmak iizere

(A=A (2.19)

esitligi gecerlidir.

Ispat: (2.17) bagmtisindaki gibi A = BC olsun. A* = C*B* oldugundan

At = Cc*(CC)~Y(B*B)"1B"

alinirsa

(AN =B(B*B)"(cc*)~Ic (2.20)

olur ki bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten

(i) A*(A")TA* = C*B*B(B*B)~1(CcC*)"'CC*B* = C*B* = A",

(i) (AN TA* (4" = B(B*B)~1(cCc*)~'cCc*B*B(B*B)~1(cCHIC

=B(B*B)"'(CCHTIC = (A)*,

(iii) [4"(A)*]" = [(¢*B")B(B*B)~ (CcCHTIC] = [c*(cchH~'er
=c*(cc)tc=c*(B*B)(B*B)I(cc*)ic = A* (AN,

(iv) [(A)*A'] = [B(B"B)'(CC)~'C(C*BM)]" = [B(B*B)'B']*
= B(B*B)"'B* = B(B*B)1(CC*)"Y(CC*)B* = (A")*A*

olur. Boylece

(ANt =B(B*B)~(cc*)Ic (2.21)

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagintilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi

varsa tek olacagindan dolay1
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(A" = (@AY
oldugu gortiliir.

Teorem 2.20. Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi

matrisin kendisine esittir. Yani her hangi bir A matrisi i¢in
(A" =4

olur.

Ispat: Moore—Penrose invers tanimimdan

(i) AT(AT)TAT = ATAAT = AT,

(i) ADTAT(AN)T = 4ATA = A = (4N,

(iii) [AT(AD)T] = [ATA]* = ATA = AT (AD)T,

(iV) [(ADTAT]" = [AAT]" = AAT = (AD)TA +T

oldugu gortiliir.

Teorem 2.21. A matrisinin Moore—Penrose inversinin ranki A matrisinin rankina

esittir. Yani

r(A) =r(A") (2.22)
esitligi saglanir.

Ispat: Teorem 2.13 AATA = A Moore-Penrose sartina uygulandiginda

r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(A")} <r(4") (2.23)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 2.13 A*tAA* = AT Moore—Penrose sartina

uygulanirsa
r(AT) = r(ATAAY) < min{r(4), r(4M)} < r(4) (2.24)

elde edilir. (2.23) ve (2.24) bagintilarindan dolayi (2.22) bagintis1 saglanir.
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Sonu¢ 2.3. A matrisinin ranki 7 ise, At, AAT, ATA, AATA, ATAAT matrislerinin

her birinin ranki da r dir.

Teorem 2.22. A simetrik ve idempotent matris ise, AT = A olur.
Ispat: Moore—Penrose invers tanimimdan

(i) AATA = AAA = A’A = AA = A% = A,

(i) ATAAT = AAA = A’A = AA = A*> = A = AT,

(iii) [AAT]* = [AA]* = [A%]" = A* = A = A?> = AA = AAT,
(V) [ATA]" = [AA]" = [A’]"= A" =A=A> =AA=ATA
oldugu gortiliir.

Teorem 2.23. B = Kos{bq1,byy, ... , by, } iSe, B matrisinin Moore—Penrose inversi
B*, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kosegen elemani b; # 0 ise bj;! ve

b;; = 0ise “0” olan bir kdsegen matristir.

Ispat: B matrisinin Moore—Penrose sartlarii sagladig agik¢a goriiliir.

Ornek 2.10.

2 0 0 0
[0 1 0 o
b=10 0 0 o

00 0 3

seklinde verilen D matrisinin Moore—Penrose inversi

Dt =

S O ONIR
o O O O
oS O© O
_/

SO = O
W
S—

matrisidir. Gergekten
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1
2000/5000\1000
ppr=(0 1 0 0)Jo 1 901 fo 100
0000'0000) 00 0 0
00 0 3 1 00 0 1
\o 0 0
ve
100 0, /200 0 2 0 0 0
+n_f(0 1 0 0\[0o 1 0 0} _ [0 1 0 0)_
bD™D =14 0 0 oJlo 0 0 o/=lo 0 o o]=P
000 1 0 0 0 3 00 0 3

oldugu gortiliir.

Teorem 2.24. a. A, m X n tipinde tam satir rankl1 bir matris ise, bu durumda
AT = A*(AA)7! ve AAT =1,

olur.

b. A, m X n tipinde tam siitun rankli bir matris ise, bu durumda

AT = (A"A)714" ve ATA=1,

olur.

Ispat: Teoremde verilen AT matrislerinin Moore—Penrose sartlarin1 sagladigint

gostermek yeterlidir. Buna gore
a. (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA") (447 TA = 4,
(i) ATAAT = A*(AA")TAA*(AA) ™1 = A*(AA") L (AA") (44D
= A*(4A")71 = A™T,
(iii) (AAT)* = (AA*(AA)™D)* = ((AAHAAY D) =1" =1
= (AA)(AA)™ 1 = AA*(AA*)™! = AAT,
(iv) (ATA)* = (A" (AA")"1A) = A*(AA) 1A = AT A

oldugu goriiliir. Benzer sekilde
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b. (i) AA*A = A(A*A) T A*A = A(A*A)"1(A*A) = 4,
(i) AYAAT = (A"A)TTATA(ATA)TIAY = (A" A) (A" A)(A*A) 1A
= (A"A)1A" = A,
(iii) (AA")* = (A(A"A)1A")" = A(A"A) 14" = AA™,
(iv) (A*A)" = (AT = (A A)TI@A)) =I"=1
= (A"A)71(4*A) = (A*A)"14"A=ATA
oldugu goriiliir.
2 1 2

1 1 2
oldugu agiktir. Yani A tam satir rankli bir matristir. O halde Teorem 2.24. a.’dan

Ornek 2.11. 2x3 tipindeki bir A = ( ) matrisi alindiginda rank(A) = 2

dolay1
2 1 2 1\T" /2 1 1
A+=A*(AA*)—1=<1 1)[(? 1 §)<1 1)] =<1 1).(3 Z)
2 2 2 2 2 2
2 1 5 4
(i 1)(J2 7)-(10rs 1375)
2 2 32/5 26/5
olur.
.o 2 1
Ornek 2.12. 3x2 tipinde bir A = <2 0) matrisi verilmis olsun. Bu durumda
1 1

rank(A4) = 2 oldugu agiktir. Yani, A tam siitun rankli bir matristir. O halde

caofo) ez

11

AT = (A"A)714" =

-1 1 1/3
2(3 g) (i 3 1)2(1/3 2/9)'@ (2) D
7/3 2 43
=(8/9 2/3 5/9)
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oldugu gortiliir.

Teorem 2.25. B # 0 ve C # 0 matrisleri sirasiyla m X r ve r X n tipinde matrisler

olmak tizere r rankli olsun. Bu durumda

(BO)t =ctB* (2.25)
esitligi gerceklenir.

Ispat: Teorem 2.24’¢ gore

ct=cr*(c*)™! ve Bt =(BB*)"'B*

olur ve buradan

c*Bt =c*(cc*)"Y(BB")'B*

elde edilir. Bu deger zaten (BC)™* matrisidir. O halde
C*B* = (BC)*

oldugu gortiliir.
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3. DRAZIN INVERS VE BLOK MATRISLERIN DRAZIN INVERSI
3.1. Bir Matrisin Drazin inversi

Tamm 3.1. A € C¥" olsun. r( A¥*1) = r(4*) kosulunu saglayan en kiiciik k
pozitif tamsayisina A matrisinin indeksi denir ve Ind(A) ile gosterilir. Eger A €

C™™ matrisi i¢in ind(A4) = k ise
AFIX = Ak XAX =X, AX = XA (3.1)

kosullarini saglayan bir ve yalniz bir tek X € C"™" matrisi vardir. Bu X matrisine A
matrisinin Drazin inversi denir ve X = AP ile gosterilir. Ozel olarak Ind(A) < 1
oldugunda AP matrisine A matrisin grup inversi adi verilir ve A% ile gosterilir.
Acikga goriilmektedir ki Ind(A) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin
nonsingiiler olmasidir. Bu durumda A? = A™! yazilir. I uygun boyutta birim matris
olmak iizere olmak iizere A™ = I — AAP ile V' (4¥) iizerindeki R(A4) boyunca iz
diisiimii gosterecegiz. Notasyon uygunlugu i¢in bir toplamin alt limiti {ist limitinden
daha biiyiik ise toplami daima 0 olarak tanimlayacagiz. Ornegin k < 2 igin ¥¥" 2«
toplam1 0 olarak tanimlanir. Herhangi bir G kare matrisi i¢in G° = I alacagiz. I, ile
Ind(A) y1 gosterecegiz.

A € C™ matrisi i¢in eger Ind(A) =k ve r(A¥) =rise Anm bir tek X = A

Drazin inversi mevcuttur. Farz edelim ki

a=1(§ Y

A matrisinin Jordan ayrigimi olsun. Burada C matrisi r boyutlu bir nonsingiiler

matris ve N matrisi k indeksli bir nilpotent matristir. Bu durumda

AP =T (C: 8) 71

olacaktir.

Lemma 3.1. A nonsingiiler bir matris olmak iizere

M= »)
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olsun. Bu takdirde r(4) = r(M) olmas: icin gerek ve yeter sart D = CA™'B

olmasidir.

Simdi asagidaki Teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1. A € C™" matrisi icin Ind(A) = k ve r(4*) = r olsun. Bu takdirde
Akx =0, XxAk=0, X’=X, r(X)=n-r
olacak sekilde n mertebeli bir ve yalniz bir tek X matrisi mevcuttur. Bu sekilde ki X
matrisi i¢in

A I —X\ _
r ( I x v ) =1(4)
olacak sekilde n mertebeli bir ve yalniz bir tek Y matrisi mevcuttur. Iste bu sekildeki
Y matrisi A € C™*" matrisinin AP Drazin inversi olup X = I — AAP dir.

Ispat: A € C™" matrisinin yukarida verilen Jordan ayrisimin1 goz dniine alalim. Bu

durumda

Ak = T(Ck 0) T-1
0 0

olur. Simdi X matrisini

_r(0 0\
¥=7(o 4,.)7

olarak alalim. Buradan X? =X, r(X) =n—r

k
AkX=T<C0 O)T—lT(O O)T‘1=0

0 0 L,
ve
k
XAsz(O 0 )T—1T<C O)T—lzo
0 L, 0 0

oldugu goriiliir. Simdi de X matrisinin tek oldugunu gosterelim. Farz edelim ki ayn1
kosullar1 saglayan baska bir X, matrisi bulunsun. Bu durumda X; = T~1X,T alalim

ve

=(5 u)
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seklinde pargalansin. A*X, = 0 gerceginden T *A¥TT~1X,T = 0 yani
ck 0) E F\ _
(0 0 (G H) =0

elde edilir. C* matrisi nonsingiiler oldugundan E = F = 0 oldugu goriiliir. Boylece

_(0 O

X1 = (G H)

olacaktir. Benzer sekilde X,A* = 0 dan G = 0 oldugu goriiliir. Bu durumda da
_(0 0

X1 = (0 H)

olur. X3 = X, ve r(X,) = n — r olacagindan H = I, _, olacaktir. Yani

0 0
%= (0 In_r)

olur ki buradan da X, = X elde edilir yani X tektir. U =1— AAP olsun. Bu

durumda
AU =0, UAk =0, Uz =uU,

yazilabilir. W (AAP) = R(I — AAP) ve N (AAP) = W (AP) olacagindan r(U) =
n—1(AP) = n —r olacaktir. Bu nedenle U matrisi Teoremin sartlarmi saglar.

Teklikten X = I — AAP elde edilir. Boylece

G2 'Y= ) *)
yazilir. Ote yandan
Lo D G 7)=6 v 2w &

olacagindan (*) ve (**) ifadelerinden
A [ —X\ _ D
r(I—X Y )_(A)‘:’Y_A
elde edilir ki bu da Teoremin ispatin1 tamamlar.

Simdi yukarida verilen Lemma ve Teoremi kullanarak A € C™" matrisinin AP
Drazin inversini hesaplamada kullanilan bir metot verelim. A(a|B8) A matrisinin

r X r tipinde nonsingiiler bir alt matrisi 6yle ki @ = {iy, ...., i,.} satir indis kiimesi ve
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B =1{ji,..,J-} sutun indis kimesi ve N ={1,2,....,n} olsun. Bu durumda

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2. A € C™" matrisi i¢in r(A) =r =1 olsun. A(a|B) matrisi A

matrisinin r X r tipinde nonsingiiler bir alt matrisi olsun. X matrisi
Akx =0, XxAk=0, X?’=X, r(X)=n-r

olacak sekilde n mertebeli bir matris olmak tizere

AP = (I - X)WNIBIAIBIHU = X)(alN)

dir.

Ispat: Teoremin ispati igin

_( Alp) (I = X)(a|N)
M_((I—X)(NI,B) AP )

alalim. Bu durumda r(M) > r[A(«a|B)] = r = r(A) elde edilir. Teoremden 3.1. den

A U- X)) B
r(M) Sr((I—X) AP =r(A)
oldugu goriilir. Bu nedenle de r(M) = r[A(a|B)] = r(A) elde edilir. Bu esitlik ve

lemma 3.1. den istenen sonug elde edilmis olur.
Algoritma 3.1. A € C*" olsun. Bu durumda

1. Adim: k = Ind(4) ve r =r(A4) bulunur. s =7r(4%) bulunur. @ ve B indis
kiimeleri belirlenir. r X r tipinde A(a|B) matrisi belirlenir.

2. Adim: [A(a|B)]™! hesaplanr.

3. Adim: T~AT matrisi A nin Jordan normal formu olacak sekilde nonsingiiler T

matrisi insa edilir ve

matrisi olusturulur.
4. Adim: I — X matrisinin (I — X)(N|B) ve (I — X)(a|N) alt matrisleri hesaplanir.
5. Adim: A matrisinin A? Drazin inversi hesaplanur.

Simdi bu algoritmay1 aciklayan agagidaki 6rnegi verebiliriz.
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2 0 0

Ornek 3.1. A= (—1 1 1> matrisinin Drazin inversini belirleyelim. Bu
-1 -1 -1

durumda kolayca goriilebilir ki Ind(A) = 2 ve r(4) = 2 ve r(4?) = 1 dir. Buna

gore a = {1,2} ve B = {1,2} alabiliriz. Boylece

2 0

Ay = (% 7

) ve [Aalp)] ™ =

N[N -

olacaktir. Ote yandan

8 0 0
T = <—8 1 0)
0 0 1

alalim. Bu durumda

T-! =

SO R, |-

0 0
1 0
0 1
olur. Boylece

0 0 O
X=(1 1 0
0 0 1

elde edilir. Ote yandan
1 0

(I -X)(NIB) = <—1 o) ve (I —X)(a|N) =(

1 0 O
0 O )

-1 0 O

olacaktir. Buradan da AP Drazin inversinin

! 0 0
2

AP = 1 0 o
>0 o/
0 0 O

oldugu goriiliir.
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3.2. Blok Matrislerin Drazin inversi

A B

D C) € C™" olsun. Eger

Teorem 3.3. A ve C kare matrisler olmak lizere M = (

DA = 0ve DB = 0 ise bu taktirde

w (" o) e
dir. Burada i = 1, 2 i¢in
X = (T% (APYHHBC) (1 — ccP)

+(I — AAP) (B AV B(CPY 1) — BT (APY F1B(CP), (3.3)

dir. Ayrica Ind(M) < Ind(A) + Ind(C) + 2 dir.

Ispat: (3.2) in sag tarafin1 X ile gosterelim ve X = MP oldugunu (3.1) in direk

saglamasi ile gosterelim. Ilk olarak basit bir hesaplama ile
APA+ X,D = AAP + AX,D + B(CP)?D

APB + X,C = AX; + BCP

DX, =0, DX, =0,

oldugu goriiliir. Bu ise

D D
APA+X,D A B+X1C) (3.4)

MX = XM = <
c’D cPc

esitligini saglar.
DXl = 0, DX2 == O,
APAX,D + APB(CP)?D + X,C°D = X,D

AAPX, + APBCP + X, cCcP = X,
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alinarak (3.4) den

APA + X,D ADB+X1C) (AD+X2D Xl)

XMX =
( cPD cPc (c®? D P

B (AD + X,D Xl)
- (CD)ZD CD

elde edilir. Yani XMX = X dir.

Son olarak her k > Ind(A) + Ind(C) + 2 tam sayisi1 icin M¥T1X = M¥ oldugunu
gosterelim. Gergekten DA = DB = 0 oldugu dikkate alinirsa k > 2 tamsayisi

uzerinden timevarimla

uF = (Ak + k2 ABCH172D Zi‘;olAchk—i—l), 35)

Ck—lD Ck
elde edilir. (3.4) ve (3.5) bagntilar1 birlestirilerek
MktIY = MFMX

_ (Ak + Yk zaipck-i-2p ykl Achk—i—l) (ADA +X,D APB+ ch)
ck'p ck c’D chc

_ (AkADA + AKX,D + Yk AIBCk—12¢PD  A¥APB + A¥X,C + z{.:olAchk—i—chC)
ckcPp ckebc

_ (Ak +YigAIBCk 2Dy Al’Bck—i—l)

- ck1p ck
elde edilir. Boylece her k > Ind(A) + Ind(C) +2 tam sayis1 i¢in M**1x = Mk
olur. Buradan X = M? ve Ind(M) < Ind(A) + Ind(C) + 2 oldugu elde edilir ki bu

da ispat1 tamamlar.

A B

Teorem 3.4. A ve C kare matrisler olmak lizere M = ( D

) € C™" olsun. Eger

BD =0veCD =0 ise
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(3.6)

MD:( AP X )

D(APY? P + DX,

olur. Burada X; ve X, (3.3) de tamimlanmustir. Ayrica Ind(M) < Ind(A) +
Ind(C) + 2 olacaktir.

Ispat: Teoremin ispat1 Teorem 3.3. iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Belirli sartlar altinda PQ + RS uyarlanmis matrisi ve onun PQ + RS genellestirilmis
matrisinin Drazin inverslerinin gesitli agik gosterimleri verilecetir. Bununla ilgili
olarak once 2 Lemma verilecek ve daha sonra da uyarlanmis matris ve onun

genellestirilmis matrisi ile ilgili ¢esitli yeni sonugclar tiiretilecektir.
Lemma3.2. A € C™" ve B € C™™ olsun. Bu takdirde (AB)” = A[(BA)P]?B dir.

A B

Lemma 3.3. A ve C kare matrisler olmak tlizere M = (D c

) € C™" olsun. Bu

takdirde asagidaki iddialar saglanir.
Eger DA =0ve DB =0, ise

(A"Y2 +X,D X )

WD)ZZ( (CP)D  (CP)? (3.7)

dir. Benzer sekilde eger BD = 0 ve CD = 0, ise

(4P)? $
D(AP)® (CP)* + DX2> (38)

(MD)Z — <
olacaktir. Burada i = 1,2 igin
X; = X;(A,B,C) = (3,5, (A?) I *2BCI)(I - CCP)

+(I — AAP) (T, AT B(CPYH*2) — X _o(4PY H1B(CP) T, (39)

alinir.
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Ispat: Dogru bir hesaplama yapilarak (3.7) ve (3.8) iddialar1 sirastyla Teorem 3.3
ve Teorem 3.4 den direk olarak elde edilir.

Teorem 3.5. P € C™**,Q € C**™,R € C™*! ve S € C*™ olsun.
Eger SPQP = 0 ve SPQR = 0, ise bu takdirde
(PQ + RS)? = P((QP)P)?Q + PX,SPQ + PX:S + R((SR)?)3SPQ + R((SR)P)?s

_ ((@P)*)? + x,SpP X1 Q
=R (S Garss ) ()
dir. Burada X; = X;(QP,QR,SR) i = 1,2 (3.9) deki gibi tanimlanir.

Ispat: Lemma (3.2) e gore

(PQ +RS)” = [ (P, R) (g)] - (P, R)[ gg gg (g) (3.10)

oldugundan (3.10) ve (3.7) bagintilar1 kullanilarak
(PQ + RS)? = ((QP)P)?Q + PX,SPQ + PX;S + R((SR)P)3SPQ + R((SR)P)%S,
elde edilir. Burada X; = X;(QP,QR,SR) i = 1,2 (3.9) daki gibi tanimlanr.

Teorem 3.6. P € C™*",Q € C"*™,R € C"*! ve § € C'*™ olsun. Eger QRSP = 0
ve SRSP = 0, ise bu takdirde

(PQ + RS)? = P((QP)P)?Q + RSPX,S + PX,S + RSP((QP)?)3Q + R((SR)?)?s

_ ((I3k X1 Q
= (P.R) (SP((QP)D)3 SPX, + ((SR)D)Z) (5)

dir. Burada X; = X;(QP,QR,SR) i = 1,2 (3.9) deki gibi tanimlanir.

Ispat: Ispat Teorem 3.5. dekine denktir.
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Teorem 3.5Q =1ve R =1, 6zel durumlarima uygulanirsa S + P matrisinin Drazin

inversinin asagidaki agik gosterimi elde edilir.

Sonu¢ 3.1. S,P € C™*™ olsun. Eger SP = 0 ise

(S +P)P =37 (PPY 1S/ (1 = SSP) + X755 (1 — PPP) P (SP)H
— ZJI-S:_Ol(PD)jHSj (I — SSP) + Z]I.P:Bl(l — PPP) pi(§P)i+1

elde edilir. Eger Teorem 3.5. de R =P ve Q = P*"1(k>1) ve Q =1 olmasi
durumunda ve Teorem 3.6. da R = Q*~' ve S = Q ve R = I olmas1 durumlarim goz

Oniine alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2. (1) P,Q ve S € C™*™ olsun. Herhangi bir k > 1 tamsayisi i¢in asagidaki

iddialar dogrulanir.

(i) Eger SP¥*! = 0 ise bu takdirde

(P¥ + PS)P = (PPY* + (PS)? + P((SP)?)?P¥~1 + PX,S + PX,SPk,
(ii) Eger Q**1P = 0 ise

(PQ +QM)P = (@™ + (PQ)” + Q¥ 1((@P)")?Q + PY;Q + Q" PY,0,

olacaktir. Burada X; = X;(P¥,P*,SP) ve Y, = X,(QP,Q%,Q%), i = 1,2, ler (3.3)
deki gibi tanimlidir.

(2) P € C™*", R € C™*! ve S € C*™ olsun. Bu takdirde asagidaki iddialar saglanir.
(i) Eger SP? = 0 ve SPR = 0, ise bu takdirde

(P + RS)? = PP + R((SR)?)2S + R((SR)?)3SP + PX,S + PX,SP,

(ii) Eger SPR = 0 ve P2R = 0 ise bu takdirde

(P + RS)? = PP + R((SR)?)?S + PR((SR)?)3S + RY,P + PRY,P

46



olacaktir. Burada X; = X;(P,R,SR) ve Y; = X;(SR, S, P),i = 1,2 i¢in (3.9) daki gibi

tanimlidir.

Simdi de S = D — CAPB, A matrisinin M deki genellestirilmis Schur complementi

olmak lizere
AA™B =0, CA™B =0, AAPBSS™ = 0,

SSPcwAAP (AW)™ = 0 ve (AW)"AAPBSSP =0,

c g) seklindeki bir blok matrisin Drazin inversi i¢in
bir gosterim verelim. Eger A matrisi ve S =D — CA™'B Schur komplementi

varsayimlari altinda M = (A

nonsingiiler ise bu takdirde M de nonsingiilerdir ve M nin inversi
1 _ (At + AT'BSTicATt —AT'BST?

M= ( —s~tcA™t 51 )

seklinde ifade edilir. S = D — CAP B ile gosterilen A min M deki Schur komplementi

(3.11)

MP nin gdsterimlerinde dnemli bir rol oynamaktadir. M ve A matrisleri nonsingiiler
oldugundan M nin Drazin inversinin ne sekilde olacagina odaklaniriz. Bu durumda
A1 ve S71in yerine sirastyla AP ve SP yazilmak iizere MP nin (3.11) formunda
olup olmadig1 dogal olarak akla gelir. Son zamanlarda bu problem icin gerek ve

yeter sartlar verilmistir.

S nonsingiiler ya da sifir oldugundan (Miao 1989) da verilen sonuglar A"B = 0,
CA™B = 0 varsayimlar1 ile CA"B = 0 ve AA™B = 0 varsayimlarin1 yer degistirerek
genisletmiglerdir (Hartwing ve ark. 2006). Martinez-Serrano ve Castro-Gonzalez
(2009), A2A™B =0, CAA™B = 0 ve CA"B = 0 daha zayif kosullar1 altinda bazi
yeni sonuclar vermistir ve S nin sifir olmast durumunda ise A2A™B = 0, CAA™B =
0 ve BCA"B = 0 (veya ABCA™ = 0, BCA™ = 0 nilpotent) varsayimlar1 altinda M?
icin ifadeler vermislerdir. S =0 oldugunda Yang ve Liu (2011), AA™BC =
0, CA"BC = 0 varsaymmlari altinda MP igin bir formiil ortaya koymuslardir. Deng
ve Wei (20011) ise MP ve M* i¢cin formiilleri hakkinda bazi yeni sonuglar elde
etmislerdir. Castro-Gonzalez ve Martinez-Serrano (2010), Ind(S) < 1veW =1+
APBS™CAP matrisinin nonsingiilerligi varsayimlar1 altinda M? igin bir formiil
gelistirmiglerdir. Li (2011), ise S nin grup tersinir olmasi durumunda belirli sartlar

altinda bir gdsterim elde etmistir.
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S nin genellestirilmis Schur komplementi keyfi bir matris olmasi durumunda M?
icin kesin bir formiil bulmak bizim i¢in ¢ok agik bir problemdir. Yukarida sozii
edilen sonuglarin pek ¢cogu S matrisinin bir sifir matrisi veya Ind(S) < 1 olmasi
durumunda elde edilmistir. Bu kisimda Ind(S) <1 ve W =1+ APBS™CAP
matrisinin nonsingiiler olmasi kisitlamalar1 olmaksizin M nin Drazin inversi i¢in

cesitli gosterimler verilmistir.
Eger A ve B matrisleri benzer ise yani A = PBP~! olacak sekilde nonsingiiler

matrisi mevcut ise A = PBP P~ oldugu bilinmektedir.

Lemma 3.4. M matrisi M = (‘21 g) seklinde bir blok matris ve S = D — CAPB
matrisi A nin M deki genellestirilmis Schur komplementi olsun. Bu takdirde

P = (AD + APBSPcAP —ADBSD)
B —sPcaP sD

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
A™BS? = APBS™, STCAP = SPCAT
ve

(s7car 5s7)

Matrisinin bir nilpotent operator (veya matris) olmasidir.

Asagidaki kissmda S = D — CAPBve W =1 + APBS™CAP alinacaktir.

Lemma 3.5. Ind(A) = r olmak iizere A € C™™ olsun. Bu takdirde

(A2APW)P = AAP (AW)P = (AW)PAAP = (AW)P,

(A2APWH™ = (AW)T; (3.12)
(WAZAPYD = AAP (W A)P = (WA)PAAP = (WA)P,

(WA2APY™ = (WA (3.13)
dir. Diger yandan eger W nonsingiiler ise

(A2APWHP = w=1AP, (A2APW)™ = A7,

(WAZAD)D — ADW_l, (WAZAD)H = A"
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dir. Ayrica asagidaki ti¢ ifade birbirine denktir.

(1) W nonsingiilerdir.

)  AAP(AW)™ = (AW)"AAP = 0;

(3) AAP(WA)™ = (WA)TAAP = 0.

Ispat: Genelligi bozmaksizin A ve BS™ matrislerinin

_ ((BS™C)yy  (BSTC)
A= (g 1(\)/) BS" = ((BS”C)i (BS”C)Z)'

seklinde yazilabilecegini varsayalim. Burada Y nonsingiiler bir matris N, r indeksli
nilpotent bir matris olmak {izere X' ve (BS™(); ayn1 boyuta sahiptir. Bu nedenle

S+ £Y(BS™), 27! 0) S+ ZY(BS™), 271 0)
0 0/’ 0 N

dir. Bunun sonucu olarak (3.12) ifadesi saglanir. Benzer sekilde (3.13) bagmntis1 da

A2APW = ( AW = (
ispatlanir. W nun nonsingiiler olmasi durumunda ifade edilen sonuglar (Castro-
Gonzalez ve Martinez-Serrano 2010) da gosterilmistir. Boylece (1)-(3) ifadelerinin
denkligi kolayca gosterilebilir.

Bu kisimda daha zayif kosullar altinda MP? igin cesitli gosterimler verilmistir ve
ayrica bazi sonuglar elde edilmistir. Lemma 3.5. e gore W nun nonsingiilerligi
AAP (AW)™ = (AW)"AAP =0 durumu vyerine SSPCWAAP(AW)™ =0 ve

(AW)"AAP BSSP = 0 durumu alindiginda MPnin yeniden bir gdsterimi verilmistir.

Yardimc1 Lemma: PQ = 0 olacak sekilde P, Q € C™*" ve Ind(P) =,
Ind(Q) = s olsun. Bu takdirde

(P + Q)P = Q7 Y521 Qi(PP)i*! + XI=d(QP)I+1PipT

dir.

Teorem 3.7. Ind(A) =1, Ind(S) =s olmak tlizere M matrisi M = (A B)

cC D
seklinde verilen bir blok matris olsun. Bu durumda eger

AA™B =0, CA"B =0, AAPBSS™ =0, SSPCWAAP (AW)™ =0
ve
(AW)"AAPBSSP =0
esitlikleri saglanirsa, bu takdirde M matrisinin Drazin Inversi
D _ I 0\, (A"BS™CA® A"B s—1 0 0\ o/
M™ = [(S"CAD 1)+( 0 0 )R+ f=1(sfS”CAD o)R
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s—1 (A"BS/STCAP 0 ,-+1] I 0
+ j=1( 0 O)R Rx[(—S”CAD 1)

+R (—BS”CAD BST™ )
C(I-W) CAPBS™

—1 pi 0 0 1 pi BSTCA!A™ 0
+Xis R (CAl'A” 0) +Xi R (CADBS” CA'A™ 0)] (3.14)

seklindedir. Burada

R= ((AW)D + (AW)PBSPCcw (AW)P —(AW)DBSD)
B —SPcw (aw)P s

olacaktir.

Ispat: M matrisinin

M= (S”éAD (1)) M (—S”ICAD ?)

seklindeki ayristmini géz oniine alalim. Burada

o ( A+ BS"CAP B )
SS™CAP + SSPCAPBS™CAP + CA™ + SSPCAAP S+ SSPCAPB

dir. Bu nedenle

MP = (S”éAD (1)) M> (—S”ICAD (1)> (3.15)

elde edilir. M matrisini

¥ = ( AZAPw AAPB )
SSTCAP + SSPcwAAP S+ SSsPcAPB)’

Y = (A"BSO”CAD AEB>’

2= (cir o)

olmak tzere
M=X+Y+Z
olarak yazalim.

AA™B = 0, CA"B = 0 oldugundan Z(X +Y) =0, XY =0, Y2=0ve Zninr +1
indeksli nilpotent bir matris oldugu elde edilir. Buradan Yardimci Lemma

uygulanirsa

50



MP = Yi_o((X +Y)P)*1Z, (3.16)
X +Y)? = xP + y(xP)?,

ve i = 0 olmak tizere
(X + Y)D))H'l = (XD)i+1 4 y(xD)i+2
elde edilir. Sonug olarak MP matrisinin

MP = ;‘=0((XD)1'+1 + Y(xD)i+2)zi (317)

bigiminde oldugu goriiliir. Simdi X” yi hesaplayalim. Bunun i¢in X matrisini nce

_ ( AZAPW AAPBSSP ) (0 AAPBS™ ) ( 0 0 )
SSPcwAAP  s2SP + SSPcAPBSSP 0 SSPcAPBs™ SS™CAP  ss™

olarak yeniden yazalim. AAPBSS™ = 0 oldugundan (X; + X,)X; = 0, X5, s indeksli
bir nilpotent matris X,X; = 0,X,% =0 oldugu gdriilir. Bunun sonucu olarak

Yardimci Lemma kullanilirsa

XP = T XE (O + X"V, (3.19)
ve j = 0i¢in
(1 + X"V = (PYH + (xPy X, 3.20)

oldugu goriiliir. (AW)*AAPBSSP = 0 oldugundan
5280 + SSPCAPBSSP — SSPCWAAP (A?APW)P AAPBSSP
= 525D + SSPCAPBSSP — SSPCW (AW)P AAPBSSP
= S§25P + SSPCcAPBSSP — SSPCAP AW (AW)P AAPBSSP
= 525D + SSPCAP (AW)" AAPBSSP
= 525D

elde edilir. Yani A24PW nim X, deki genellestirilmis Schur komplementi S2SP dir.
Verilen varsayimlarda X; matrisinin Lemma 3.4. iin sartlarii sagladig

gosterilebilir. Boylece
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AWM + (AWHPBSPcw (AwW)P  —(AW)PBSP
! —sPcw (Aaw)P sP (3.21)
elde edilir. (3.21) ifadesi (3.20) de yerine yazilirsa
Dyj+1 — pj+1 j+2 0 BS™
(@ + )P+ = R R (0 D) (3:22)
elde edilir. (3.22) ifadesi (3.19) da yerine yazilirsa
0 0\ p; 0 BS"
=1+ 53 (ggrepp ) RIRIFR(G caopsr)l (3.23)

bulunur. Ayrica her i > 0 igin (3.17) ve (3.23) bagintilar1 gz oniine alindiginda

P [1+ = 1(515,96141) g)R + YR+YXZ 1(51579&10 8)RJ’+1]R

T [RiZi 4 Ritl (8 C,ﬁ’SE;TS”)Zi]

_ A"BS™CAP A"B 0 0 s— 1(A”BSJS”CAD 0) ,-+1]
_[H( 0 o JR+E A (ggrear )R+ 0 o/ F

0 BS™ r—1 pi+1 0 r—1 L+2( BS”CAiAn 0>]
xR[1+R(O CADBS”)+Z R (CAiA” )+2 ROZ( ot o

(3.24)
bulunur. (3.24) ifadesi (3.15) da yerine yazilarak (3.14) esitligi elde edilmis olur.
Teorem 3.7 in bir uygulamasi olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

. . A B .
Sonu¢ 3.3. Ind(A) = r,Ind(S) = s olmak tizere M matrisi M = (C D) seklinde

verilen pargali matris olsun. Eger AA™B = 0, CA"B = 0, BSS™ = 0,BS™C = 0 ise

s— 1
M= = (S"CAD 1)+ R+ . S/S”CAD )R
]:

xR [(—S”ICAD ADlIgSﬂ) +Eiz R <CA?A’r g)]

dir. Burada R ve W = I olmak iizere Teorem 3.7. deki gibi tanimlanmustir.

Benzer sekilde asagidaki Teoremi verebiliriz.
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A B)
C D
seklinde verilen parcali bir matris olsun. Bu durumda eger AA"B =0, CA"B =0,
SSTCAAP =0, SSPCWAAP (AW)™ = 0 ve (AW)"AAPBSSP = 0 ise bu takdirde

MP = [(S" (I;'AD (I)) " (A”BSO”CAD AT(T)B) R] R

Teorem 3.8. Ind(A4) =r,Ind(S) =s olmak ilizere M matrisi M =(

I 0 —BS™CAP 0) s—1 pj+1 (0 BS/S™ )
X[(—S"CAD 1)+R<C(1—W) o) TRy carpsin

r—1pi+1( O 0 r—1ys—1 (i+j+2)( BSISTCA'A™ 0)]
IR (pgege o)+ TSR CAPBSISTCAIA™ 0

seklinde olacaktir. Burada R, Teorem 3.7 deki gibi tanimlanmuigtir.

Ispat: Eger SS"CAAP =0 ise bu durumda (3.18) bagmntis1 X = X; + X, olur.

Burada

¥ =( AZAPwW AAPBSSP )
1= \ssPcwaaP s2sP + ssPcAPBSSP)

¥, = (0 AAPBS™ )
27\0 SS™+5SsPcaPBs™

dir. X,X; = 0 ve X, nin s + 1 indeksli nilpotent bir matris oldugunu belirtelim.

Yardimci Lemma ve (3.21) bagintis1 goz Oniine alinirsa

¥DYi+1 — pitl [1 4 ys—1pj+ (0 BS/S™ )]
&™) J=0 0 CAPBS/S™

oldugu goriiliir. (3.17) bagintisindan

oD _ A"BS™CAP A"B r i+1[ s—1 ,-+1(0 BS/S™ )] i
7P =1+ i . )R] Zio R |1+ Z550R O crneien)|Z

=[1+(A”BS”CAD A"B) g g [1+zj-;éRj+1 (0 BSIS™ )

0 0 0 CAPBSIS™
v pi AT 0), yr ys—ipitj+1 (0 BSIST ALAT 0
+3r R‘( . )+ L YTy RIT ( . )( . )]
Zia R cpmign o) T Eima 2= 0 CAPBS/S™)\cA=lA™ 0

elde edilir. Boylece Teoremin ispati tamamlanmais olur.

Teorem 3.8 dikkate alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 3.4. Ind(A) =r,Ind(S) = s olmak ilizere M matrisi M = (‘2, g) seklinde

verilen pargali bir matris olsun. Eger AA™B = 0,CA™B = 0,SS"C =0ve BS™C =
0 ise bu takdirde

W=l O+ Rl

STCAP | 0 0
I s—1 pj+1 <0 BSjSﬂ ) r—1 pi+1 0 0 ]
% [(—S”CAD ) T2j=0R 0 CAPBS/sS™ Lizo R (CAiA” o)

bi¢imindedir. Burada R, W = I olmak tizere Teorem 3.7 de tanimlandig1 gibidir.

Eger Ind(S) <1 ise Lemma 3.5 e gore Teorem 3.7. ve Teorem 3.8. asagidaki

sonuca doniisiir.

Sonu¢ 3.5. Ind(A) =r,Ind(S) < 1 olmak ilizere M matrisi M = (é g) seklinde

verilen pargali bir matris olsun. Eger AA™B = 0,CA™B = 0 ve W nonsingiiler ise,

bu durumda

L (O ) L G S L Ll (W)

—BS™CcAP  BST ) z”Rl“( 0

0 r—1 pi+2 ( BSTCAIA™ o)]
+R(C(1_W) CADBS” CAiA” 0)+21:0R

CAPBS™CA'A™ 0
bi¢iminde olacaktir. Burada

R= (Wo—l (I)) (AD +_,§l;lgi'; cAP —AEESD)

olarak verilir.
Burada Teorem 3.7. ve Teorem 3.8. de AA™B = 0 sartt CAA™ = 0 ile degistirilirse

benzer bir yaklasimla asagidaki sonuglar verilebilir.

Teorem 3.9. Ind(A) = r,Ind(S) = s olmak lizere M matrisi M = (A B

c D) seklinde

verilen pargali bir matris olsun. Bu durumda da eger

CAA™ =0, CA"B=0, SS"CAAP =0, SSPc(WA)"AAP =0
ve

(WA)"AAPWBSSP =0

ise bu takdirde M? Drazin inversi
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R+ XiZ

MP = [(1 —ADBS”)_l_(—ADBS”C (I—W)B) ~ (0 AiA™B

0 I STC S™CAPB 0

r—1(A'ATBS™C A'A"BSTCAPB l+2] I ADBS”
+ ‘0( 0 0 )R [( )

APBS™CA™ 0 - 0 ADBSJS”
+R(ABSEAT 0)+ 3 (§ )

4 o~ D j T T
pysipin (A BSOS CA g)]

bi¢imindedir. Burada

= ((WA)D+(WA)DWBSDC(WA)D —(WA)DWBSD)
—-sPc(wA)P sb '

olacaktir.
Ispat: M matrisinin

M= (é —ADIBS”)M ((1) ADfS”),

pargalanisini g6z 6niine alalim. Burada

i = (A +APBS™C A"B + AAPBSSP + APBSS™ + APBS™ CAPBSSP

C S+ CcAPBSS?

dir. Bu durumda

D = ((1) —ADIBS”) e ((1) ADIIBS”)

elde edilir. Ore yandan M matrisini

¥ = <WA2AD AAPWBSSP + ADBSS">
CAAP S+ CAPBSSP ’

y = (ADBC.SZHCA” 8)’

7 - (Aglﬂ A’;B)

olmak lizere

M=X+Y+2Z
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olarak yazabiliriz. Geri kalan tiiretme yontemi Teorem 3.7. deki ile ayn1 oldugundan
burada detaya girilmeyecektir.

Asagidaki sonu¢ Teorem 3.9 dan kolayca elde edilebilir.

Sonug 3.6. ind(A) = r,ind(S) = s olmak tizere M matrisi M = (fC1 g)
verilen pargali bir matris olsun. Eger CAA™ = 0,CA™B = 0,SS"C =0ve BS™C =
0 ise bu takdirde

seklinde

r—1
I —APBS™ 0 A'A™B) pi+1
(S”CAD I )+Z<O 0 )RH
=0

=

MP = R

I — APBSPCA™ APBS™ s—1 5 (0 ADBSfS”>]
X TR
[( sbcar I )+ 2j=1 0 0

dir. Burada R Teorem 3.9. daki gibi tamimlanmistir.
Benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.10. Ind(A) =r,Ind(S) =s olmak lizere M matrisi M=(A B)

C D
seklinde verilen pargali bir matris olsun. Bu durumda da eger

CAA™ =0, CA™B =0, AAPBSS™ =0, SSPc(wA)TAAP =0
ve

(WA AAPWBSSP =0

ise bu takdirde MP Drazin inversi

MP = [((I) —ADIBSH) N (_ADgsﬂC a —(;/V)B)ﬁ £y (Sf;)”C SfS”(éADB) Ri+1

— igm ~ _ _ iam ] T i ] T D o
+ yrod (8 A/(l) B)Rl+1+2?=01 s (AA BOS STC AlA BSOS CA B)RHHZ]

% B [((1) AD?S”) + ﬁ(ADBCiTnCA" 8)]

bigimindedir. Burada R Teorem 3.9 daki gibi tamimlanmistir.

Teorem 3.10 dan asagidaki sonug verilebilir.
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Sonu¢ 3.7. Ind(A) =r,Ind(S) = s olmak ilizere M matrisi M = (‘2, g)
verilen parcali bir matris olsun. Eger CAA™ = 0,CA™B = 0,BSS™ = 0ve BS™C =
0 ise bu takdirde MP

MD:[((I) _ADIBS”)Jr Js;‘l’(sfg’fc 51'5”2,4’3153)@+1

seklinde

3 (O A4BY R xR [(1 4B 4R (S, O]

bigimindedir. Burada R W = I olmak iizere Teorem 3.9. daki gibi tanimlanmistir.
Eger Ind(S) < 1 ise Teorem 3.8 ve Teorem 3.10 asagidaki sonuca doniisiir.

Sonu¢ 3.8. Ind(A) =r,Ind(S) <1 olmak lizere M daha Once verilen matris
olsun. Eger CAA™ = 0,CA™B = 0 ve W nonsingiiler ise bu takdirde M Drazin

inversi

MP = [(1 —ADBSH) N (—ADBSnC (I - WD)B)ﬁ - (0 AiAnB>ﬁi+1
0 I sTC S™cAPB 0 o0

r—1(A'A"BS™C A'A"BS"CAPB ~i+2]~ I APBST
+Zi:°( 0 0 )R R[(o I )

(IR )

bi¢imindedir. Burada

—sPcaP sb o I/
olacaktir.
Ornek 3.2.
0O 1 -1 1 1 -1
(o 1 -1 1), [1 o0 11 /10 -1 0
A4=1o 1 -1 1871 =1 'C_(o o)”eD‘(1 0 -1 o)
0O 0 0 1 0O O
) (A B
olmak lizere M = (D C) olsun.
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00 0 1 100 -1
, [0 0 0 1 {010 -1
A=lo 00 1] ¥4 o 01 -1
00 0 1 000 0

oldugu kolayca hesaplanabilir. Bu durumda (i)-(viii) sartlarinin saglanmadigi

kolaylikla gortilebilir. Gergekten

(i) rank(4) = 2 #rank(M),

(i) B*0veD %0,

(i) CD # 0,

(iv) BD # 0,

(v) DA™ #0,

(vi) C — DAPB = C matrisi ne nonsingiiler ne de sifirdir,
(vil) AA™B # 0,

(viii) €D # 0,BC # 0

dir. Ote yandan C matrisi idempotent, C® = C ve APB = 0 oldugundan

O R R R
O R R

elde edilir. Boylece Teorem 3.3. de (3.2) bagintist kullanilarak M? nin

2 0 -2 1 1 1
2 0 -2 1 1 1
p_ |12 0 -2 1 1 1
M_000100
2 0 =2 0 1 1
00 0 0 0 O

seklinde oldugu goriiliir.

Asagidaki ornek (i)-(viii) sartlarinin higbirinin saglanmadigr ve Teorem 3.4. {in

gecerli oldugu bir durumu ifade etmektedir.
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Ornek 3.3. A= (é é),B =C= G g) ve D = (82 (1)) olmak iizere M = (g ?.)

olsun. Bu durumda (i)-(viii) sartlarinin hig¢birinin saglanmadigi ve Teorem 3.4. iin
sartlarinin saglandig1 kontrol edilebilir. Dolayisiyla yukarida Teorem 3.4. de verilen

MP matrisinin gosterimi kullanilarak

1 1 -3 0

»p. [0 0 1 o0
M‘o 0 1 0
-2 =2 12 0

oldugu elde edilir.

Asagidaki Ornek genellestirilmis uyarlanmig matrislerin Drazin inverslerinin

hesaplanabilmesi i¢cin Teorem 3.5 den nasil yararlanilacagini agiklamaktadir.

(")rnek3.4.S=(:2 _15 ; _15 _75),Q=(_55 (5) —55 —05 8)

3 1 0 -6
G (57
P=|2 3| veR=|6 6|
1 2/ -3 3/

1 2 —6 0

olmak tlizere

-7 —-13 11 =23 6
M=PQ+RS=k—43 -14 29 -34 —72)

/26 45 =28 15 30\

-7 —-13 11 -23 6

17 -1 -1 =11 42
olsun. Bu takdirde SPQP =0 ve SPQR = 0 oldugu gosterilebilir. Bu nedenle
Teorem 3.5 e gore 5 X 5 tiiriindeki M matrisinin Drazin inversini 2 X 2 tiiriindeki

QP ve SR matrsilerinin Drazin inverslerini hesaplayarak ve ilave birka¢ hesaplama

yaparak bulabiliriz. Yani

o _opmD? 1,5 _ D1 ,_
(QP)Dz(zz':;S 2200) =5(55 44)'(SR)D=(L7% 51) =m(1§ —47)
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elde edilir ki bu ise bize

X; = (I = QP(QP)P)QR((SR)?)? — (QP)PQR((SR)®)? — ((QP))*QR(SR)?

1 (—229

_ 1 199 )
T 4320\ 229 ’

-199

X, = (I = QP(QP)")QR((SR)")* — (@P)’QR((SR)")?

—((@P)*)?QR((SRY®)* — ((QP)")*QR(SR)”

1 (38251
"~ 3110400 \—38251

—32281)
32281

oldugunu gosterir. Bu durumda da (I — QP(QP)?)QP =0 ve I — SR(SR)? =0

esitliklerinin saglandigini belirtelim. Bu nedenle

P)?)? + X,SP X
MP = (PQ +RS)® = (P, R) (((Q ) )+ 5 L) (9)
((SR)”)°spP ((SR)")“/\S
3991 3559 229 199
31 0 -6 / 10800 10800 4320 4320\
1 2 -3 3 3991 3559 229 199 -5 5 -5 -5 0
B B - t{f5 0 5 0 0
2 3 6 6 10800 10800 4320 4320
__7 __7 17 11l -2 1 1 1 -7
12 -3 3 2592 2592 5184 5184 |\_g _5 3 _5 _5
1 2 —6 0 61 61 143 101
10368 10368 20736 20736
35 27127 149 33679 149
54 8640 540 8640 1080
11 9049 53 10753 23
36 5760 360 5760 720
_ 17 13591 77 16687 77
- 54 8640 540 8640 1080
11 9049 53 10753 23
36 5760 360 5760 720
1 47 2 59 1
3 30 15 30 15
elde edilir.
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4. IKi MATRIiSIN TOPLAMININ DRAZIN INVERSI

4.1 Giris

Bir 6nceki kissmda A € C™" herhangi bir matris olmak iizere r( A1) = r(4%)
kosulunu saglayan en kii¢iik k pozitif tamsayisina A matrisinin indeksi adin1 vermis

ve Ind(A) ile gostermistik. Eger A € C™" matrisi i¢in Ind(A) = k ise
Aktly = Ak XAX = X, AX = XA

kosullarini saglayan bir ve yalniz bir tek X € C™" matrisi varligini belirtmis, buna

A matrisinin Drazin inversi adini vermis ve X = AP ile gostermistik.

Bu kisimda ise P ve Q ayni boyuttan matrisler olmak {izere P ve Q matrislerinin
toplaminin (P + Q)” Drazin inversi ile ilgilenecegiz. Bu problem ilk kez 1958
yilinda Drazin tarafindan ortaya atilmistir. Drazin bu calismasinda PQ = QP =0

olmasi sartiyla,
(P+Q)P =PP+¢@P (4.1)

oldugunu ispatlamistir. Daha sonra yan sartlar olmaksizin (P + Q) nin P, 0,
PP ve QP nin fonksiyonlar1 olarak nasil ifade edilebilecegi sorusu tartisiimaya
baglanmistir. Bu soru zor bir sorudur ve halen agik bir soru olarak durmaktadir. Biz
bu kisimda sadece PQ = 0 yan sart1 altinda bu soruya cevap arayacagiz. Bununla
ilgili olarak, oncelikle (4.1) in baz1 6zel durumlarini inceleyecegiz ve bunun PQ = 0
olmak tzere degismeli olmayan duruma genisletecegiz. Bu durum o6zellikle

iterasyon teorisindeki ¢esitli uygulamalarda yaygin sekilde kullanilmaktadir.

Drazin, ayrica komutatif bir halkada A, B matrisleri Drazin anlamda tersinir ve
AB = BA = 0 olmak iizere (4 + B)? = AP + B? oldugunu ispatlamistir. Hartwing
ve arkadaslar1 ise AB = 0 sart1 alunda A, B € C™" olmak iizere (4 + B)” icin bir

ifade ortaya koymustur.

Son yillarda iki matrisin ya da operatoriiniin toplaminin Drazin inversi farkli kosullar
altinda detayli bir sekilde ortaya konulmustur. Ornegin C.Y. Deng PQ = AQP ve
PQ = PQP sartlan altinda X. Liu ve arkadaslari P3Q = QP ve Q3P = PQ sartlar
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altinda ve C.D. Meyer ve arkadaslar1 ise PQP = 0 ve P?Q = 0 sartlan1 altinda
(P + Q)toplaminin Drazin inversini verilmistir. Bu sonuglar P?Q = PQP ve
Q?P = QPQ sartlar1 altinda (P + Q)toplaminin Drazin inversini agik bir sekilde
nasil ifade edecegimiz konusunda bize yol gosterir ki bu sartlar PQ = QP sartiyla
saglanir.

Bu boliimde asagidaki yol izlenmistir. 2. kistmda bazi ilave sonuglar verilmistir. 3.
kisimda bazi 6nemli lemmalar verilmistir. 4. kisimda ise P ve Q gibi ¢arpima ve
toplamaya uygun herhangi iki matris olmak iizere P?Q = PQP ve Q%P = QPQ
sartlar1 altinda P ve Q matrislerinin toplamlarinin ve ¢arpimlarinin Drazin inversleri

olan (P + Q)? ve (PQ)? i¢in acik ifadeler ortaya konacaktir.

4.2. Baz1 ilave Sonuclar

Bu kisimda oncelikle bazi 6nemli sonuglart verelim. Bu amagla ilk olarak eger A

singiiler bir matris ise A matrisinin C nonsingiiler ve L nilpotent matrisler olmak

lizere (g 2) seklindeki bir blok matrise benzer oldugunu belirtelim.

Tamm 4.1. A € C™*" olsun. Eger AS C S ise bu durumda S € C" altuzayina A ile

carpim altinda invaryanttir denir.

Onerme 4.1. A € C*™ olmak iizere Ind(A) = k ise bu durumda R(A*) ve V' (4")

altuzaylar 4 ile ¢arpim altinda invaryanttir.

ispat: Oncelikle AR(AX) = R(4¥*1) = R(4¥) olacagindan R(A4*) altuzaymin A4 ile
carpim altinda invaryant oldugunu belirtelim. V' (A*) altuzayinin A ile carpim altinda
invaryant oldugunu gostermek icin x € AN (A*) alalm. Bu takdirde Aw = x olacak
sekilde en az bir w € N (4¥) = M (4**1) mevcuttur. Buradan her iki taraf A* ile
carpilirsa A¥x = A**lw = 0 elde edilir. Bu nedenle iddia edildigi gibi x € N (4%)
ve AN (AF) € v (A¥) elde edilir.

Onerme 4.2(Core-Nilpotent Ayrisimi). A € C*** singiiler bir matris olmak iizere
Ind(A) = k ve r(4%) = r olsun. Bu takdirde C matrisi r rankli nonsingiiler bir

matris ve L matrisi k indeksli bir nilpotent matris olmak tizere
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CO)

etae=(; | (4.2)

olacak sekilde nonsingiiler bir Q matrisi mevcuttur.

Ispat: X = (xq, %3, ...,x,) R(AY) icin ve Y = (¥, 41, Vrazs onr V) is€ N (4F) igin

Uan )

tabanlar ve Q = [xq: X311 X, 1V Yoi ot Vo] olmak iizere Q7! = (V(n_r)Xn

olsun ve A*Y = 0 oldugunu belirtelim. Bu durumda

& 9)-C O -0 -ae

_(U\ gk ex.vy = (U k.k=<UAkX0)
(V)A (X:Y) (V) (@4 = (0%
elde edilir. Boylece L¥ = 0 olup L matrisi nilpotentlik derecesi en azindan k olan bir
nilpotent matristir. Nilpotentlik derecesinin kesin olarak k oldugunu gostermeden

once C matrisinin rankmi hesaplayalim. C¥ min bir 7 xr matris ve r(C*) =

ck 0)_ kAN p Ak g . . ,
o =r(Q "A*Q) =r(A°) =r oldugunu ifade edelim. Bdylece

[det(C)]* = det(C¥) #0 ve dolayisiyla det(C) # 0 elde edilir. Bu nedenle
r(CP) =1,1 < p < k dir. Ote yandan eger olup L matrisi k dan daha kiigiik bir

nilpotentlik derecesine sahipse bu durumda L*=! = 0 ve dolayisiyla da r(4*~1) =

k— k—
Aty =r (€7 0 )=r (€7 Y=ty =r =ra)

olacaktir. Bu ise boyR(4*~1) = boyR(A¥) demektir. Fakat R(A*"1) 2 R(4¥)
oldugundan R(A*~1) = R(A*) elde edilir ki bu Ind(A) = k hipoteziyle gelisir. O

halde L matrisinin nilpotentlik derecesi tam1 tamina olarak k dir.

-2 0 -4
Ornek 4.1. A= ( 4 2 4 ) matrisi verilsin. det(4) = —2(—4) —4(2) =0
3 2 2

oldugundan A matrisi singiilerdir. Ote yandan
-2 0 -2

N(A) = < 2 )Ive R(A) = (1)( 2 >
1 1 1
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olup V(A) N R(A) = NM(A) # 0 dir. Ote yandan

()} o= 1) 0

dir. Boylece V' (4%) N R(A%) = 0 olup Ind(A) = 2 ve r(4%) =1 elde edilir. Bu

x 0 0
durumda A matrisinin Core-Nilpotent ayrigimi (0 * *> bi¢ciminde olacaktir.
0 *x =%

-8 -8 0
A>=(12 12 0 |olup R(4?) =
8 8 0

Buradan da

-2 -1 0 2 0 0
Qz[R(AZ):N(AZ)]z(S 1 0>olup Q—lAQ=<0 -2 4)
2 0 1 0 -1 2

elde edilir. Burada C'*! = (1) ranki 1 olan nonsingiiler bir matris ve
2 _ (<2 A - .
Le*e = (_1 2) indeksi 2 olan bir nilpotent matristir.

Lemma 4.1. Eger AB = BA olmak lizere A =C4 + Ny, ve B = (Cp + Np sirasiyla

A ve B nin core-nilpotent ayrisimlari ise, bu takdirde
(A+ B)? = (C4 + Cp)P[1 + (C4 + Cp)° (Ny + Np)] ™

= (C4 + Cp) [ + (Ca + Cg)’ NI X [I + (C4 + Cp)°Np] ™" (4.3)
dir.

Ispat: N, + Ny nilpotent olmak iizere A+ B = (C4 + Cg) + (N4 + Ng) yazalim.
Eger N¥ = 0 ve AN = NA ise bu takdirde

(A+ N)P = AP[1 + APN] 1 ve A2 = (A+ N)P[I — (A+ N)PN]?
olacaktir. Ornegin, eger B = Z, = I — AAP alinirsa bu durumda
(A + ZA)_l = (CA + ZA)_1(1+NA)_1 (44)

olur,burada A+ Z4, = (I + Ny)(Cy + Z4) ve A=(A—Zy) + Z, dir.o
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Teorem 4.1. A = P + Q olmak tizere eger PQ = 0 ise bu takdirde
(P+@Q)° = —QQ")I + QPP + -+ Q*~H(PP)*1]pPP

+QP[I + QPP + - + (QPY*=1P*=1](1 — PPP), (4.5)
(P+Q)(P+Q)° =U—-QQ"I+ QPP + -+ Q1 (PP)]PPP

+QQP[I + QPP + -+ (QP)Y*~1P*=11(1 — PPP) + QQPPPP (4.6)
olacaktir, burada maks{Ind(P), Ind(Q)} < k < Ind(P) + Ind(Q) dir.
Ispat: PQ = 0 varsayim altinda
PPQ=PQ” =0, ZpQ=Q ve PZ, =P 4.7

elde edilir. (AB)? = A[(BA)P]?B seklinde verilen Cline formiiliinii dikkate alirsak

e+or=[ao (") —(IQ)IP ) ](,)

yazilabilir ki burada PQ = 0 konulursa

(P O)D 3 <PD 0 )

I Q)] “\rR ¢@°

olur, burada maks{Ind(P),Ind(Q)} < k < Ind(P) + Ind(Q) ve
Ve = Q1+ Q 2P + -+ QP 24P

olmak tizere

R =-QPpP + ZQYk(PD)k+1 + (QP)r+1y, Z,

dir. Bu nedenle de

<P+Q>D—<IQ)[P ) ](,)

=P? + QRPPP + QQPRP + QP
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olur ki burara R nin yerine yazilmasiyla (4.5) de istenen sonug elde edilir. (4.6) ise

(4.5) ve (4.7) esitliklerinden kolayca gosterilebilir.

Sonu¢ 4.1. PQ = 0 olmak tizere maks{Ind(P),Ind(Q)} < k < Ind(P) + Ind(Q)

oldugunu varsayalim. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

(i)  Eger Q nilpotent ise (P + Q)? = P + Q(PP)? + --- + QK1 (PP)* dir.

(i) Eger Q* = 0ise (P + Q)? = PP + Q(PP)? dir.

(iii) Eger P nilpotentise (P + Q)2 = Q° + (QP)?P + --- + (QP)kP*~1 dir.

(iv) Eger P2 = 0iise (P + Q)P = QP + (QP)?P dir.

(v) Eger P2=P ise (P+Q)°=U-QQP)[I+Q+ -+ Q1P+ QP(U—-P)
ve (P+Q)°(U—-P)=QP{—P) olacaktir.

(vi) Eger Q?=Q ise (P+Q)» =U—-Q)P? +Q[I+P + -+ P 1](1 — PPP)
ve(I—Q)(P+ Q) =U-Q)PP dir

(vii) Eger PR =0ise (P + Q)’R = (I — QQP)PPR + QPR = QPR dir.

Teorem 4.1 i asagidaki sekilde genellestirmek miimkiindiir. Her k = 1,2, ... i¢in

(P PQ)D “ (P PQ)" P PP+ QFT P+ Q) 1Q)
I Q I\ @ NP+ P+OF

oldugundan yukaridaki durumu P(P + Q)*"1Q = 0 durumuna genisletebiliriz.
Gergekten

erar=coll T (6 27

L0 (P(P +Q)F 0 >D (P(P +QF3 PP+ Q)"‘3Q> ()
NP+ PO N PO (PO

yazilabilir. Bu ise [P(P + Q)*11? ve [(P + Q)* Q] nin hesaplanmasin1 gerektirir
ki bu da (P + Q)? nin hesaplanmasindan gercekten daha da kolaydir.
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Ote yandan Ind(A) = k olacak sekildeki her A € C™"* matrisi i¢in, C nonsingiiler

bir matris ve N ise k indeksli nilpotent bir matris olmak {izere,

_v(C 0Yy—1
a=x( ; N) X 4.8)
olacak sekilde nxn tipinde nonsingiiler bir X matrisi vardir. Bu durumda,
p_y(Ch 0)y-1
A =x( . 0) X (4.9)

oldugu kolayca gosterilebilir.

Eger A matrisi nilpotent bir matris ise A” = 0 oldugu bilinmektedir. Bundan sonraki

kistmlarda A™: = I — AAP alacagiz.

4.3. Baz1 Yararh Lemmalar

Bu kisimda bir sonraki kisimda verilecek olan iki matrisin toplaminin Drazin
inversinin tartigilmasi i¢in bazi genel bilgiler verilecektir. Bu amagla dncelikle bazi

lemmalar verelim.

Lemma 4.2. BC = 0 olmak iizere A € C"", B e C™" ve C € CY"* matrisleri

verilsin ve M matrisi de

A0
M= i B) (4.10)
seklinde tanimlansin. Bu takdirde M? matrisi

AP 0

seklinde olacaktir.

Lemma 4.3. P,Q € C™" olsun. Eger, P?Q = PQP ise, bu takdirde herhangi i, j
pozitif tamsayilar i¢in,

(i) P**Q = PIQP=PQP', P*Q= P'QP',

(i) PP Q' = (PQ)

dir, ayrica Q?P = QPQ ise

PQi pi = pitl Qi (4.12)
esitligi gerceklenir.

Ispat: (i) indiksiyondan sonuglar kolayca elde edilir.
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(ii) i = 1 icin iddia asikardir. i = k i¢in esitligin saglandigini, yani, P* Q* = (PQ)*
oldugunu varsayalim. i = k + 1 olmasi durumunda (i) den asagidaki esitligi elde
ederiz:
pi+l Qi+l = pQpi Qi = PQ (PQ)i = (PQ)i*! (4.13)
Bu nedenle tiimevarimdan, herhangi bir i igin P'Q'= (PQ)' esitliginin
saglandigini elde ederiz. Q?P = QPQ oldugunu varsayalim. (4.12) igin j iizerinden
timevarim uygulayalim. Acik¢a goriiliiyor ki, j =1 oldugunda (i) ifadesinden
dolay1 esitlik saglamir. j = k igin esitligin saglandigini, yani, P Q¥ P! = pi*1 Qk
oldugunu varsalim. j = k + 1 oldugunda
P Qk+1 pi = pQk=1Q2p pi-1 = p Qk (PQP)

= PQ* PiQ = Pl QkQ = pi+l Qk+1 (4.14)
elde edilir. Bundan dolay1 (4.12) esitligi herhangi bir j saglanmis olur.
Lemma 4.4. P,Q € C™™" olsun. P2Q = PQP ve Q?P = QPQ oldugunu varsayalim.
Bu takdirde herhangi bir m sayist igin, C}-i =jl/il(j—1i)!,j =i binom katsayilari

olmak lizere
P+ Q™ =3t Ch_y(P™71Q  + Qm'PY) (4.15)
dir.

Ayrica, PS =0 ve Q' =0 olmak iizere eger P,Q matrisleri nilpotent ise, bu

takdirde P + Q da nilpotent olup indeksi s + t den daha kiigiik olacaktir.

Ispat: (4.15) bagntisinin saglandigini yine tiimevarimla gosterecegiz. Acik¢a
goriilir ki m =1 igin (4.15) ifadesi saglanir. m = k i¢in (4.15) nin saglandigim

varsayalim, yani,
(P+ Q) =Yk} ci_ (P Q! + Q*ipPY) (4.16)
olsun. Bu takdirde m = k + 1 igin Lemma 4.3. den
(P + Q)k*1 = Z;;—(} C]i_l(Pk—i Q! + Q*=PH)(P + Q)
— Z{fz—ol Cli_l(PlH-l—i Qi + Pk—iQi+1 + Qk—iPi+1 + Qk+1—iPi)
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+Q" T + NI (Cima + GIDQHTPY + QP
— Pk+1 + Z{';_ll Clipk+1—i Qi + PQk + Qk+1 + Z{';_ll C]i Qk+1—ipi + QPk
=Yk CLPKITI QN + Xk ¢l QK 1IIP (4.17)

oldugu goriiliir. Bu nedenle herhangi bir m > 1 i¢in (4.15) ifadesi saglanmis olur.
Eger PS =0 ve Q' = 0 olmak iizere P ve Q matrisleri nilpotent ise bu takdirde
(4.15) de m = s + t — 1 almarak (P + Q)S**~! = 0 oldugu, yani, P + Q matrisinin

indeksi s + t den daha kiigiik olan bir nilpotent matris oldugu goriiliir.
Lemma4.5. P,Q € C™" olsun. Eger PQ = QP ise, bu takdirde
(PQ)® = QPP = PPQP ve PPQ = QPP

esitlikleri gerceklenir.

Lemma 4.6. P, Q € C*" olmak lizere P matrisi tersinir matris olsun. Eger
PQ = QP ise, bu takdirde

P+QP=U+P Q)PP =Pl +P1Q)P (4.18)

dir. Ayrica eger Q, t indeksli nilpotent bir matris ise, bu takdirde P + Q toplami da

tersinir olup,
(P+Q) " =ZiS(-Q P =X P (= Q) (4.19)
dir.

Ispat: P + Q = P(I + P~1Q) = (I + P71Q)P oldugundan, Lemma 4.5 e gore
P+QP=U+P Q)PP =P U +P1Q)P (4.20)
yazilabilir.

P ile degismeli olmak iizere Q nun nilpotentliginin P~1Q nun da t indeksli nilpotent
olmasini sagladigim belirtelim. Béylece I + P~1Q matrisi tersinirdir ve dolayisiyla

P + Q toplamui da tersinir olup,

(P+Q)=(+P Q) Pt =3zl (-@)P " =TI PTTI(—Q)  (4.21)
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dir.

Lemma 4.7. Q = Q1 @ Q, olmak tizere P,Q € C™" olsun, burada @ tersinir

matris ve Q, t indeksli nilpotent matris ve

_ (P P
P—(P4 Pz) (4.22)

matrisi Q ya uyumlu olarak pargalanmis olsun. Ayrica P2Q = PQP ve Q*P = QPQ

oldugunu varsyalim. Bu takdirde P; = 0 ve

Q1P1 = P10y, (4.23)
Q:Py = P,P, =0, (4.24)
Q5P = Q2P2Q; , (4.25)
P?Q; = PQ:Pi, i =12, (4.26)

olacaktir. Ayrica, eger P s indeksli nilpotent bir matris ise, bu durumda P,P;™! =0
dir.

Ispat: Q?P = QPQ oldugundan Lemma 4.3 ¢ gére Q?'P = QP Qf dir. Yani,

o w)=(§ 6 R 0

1 =<l 1 4.27
(0 0/\Py P, 0 0/\P P;J\0 0 #.27)
esitligi ve dolayisiyla
( P 12tP3)=(QfP1Qf 0) (4.28)
0 0 0 0

esitligi saglanir. Ayrica Q in tersinirliginden P; = 0 oldugu goriiliir. Boylece
Q*P = QPQ ve P*Q = PQP

esitliklerinden sirasiyla,

PiQ; = QiPy, Q3P =Q,P,Q1, Q3P,=Q,P,0,, (4.29)
ve dolayistyla da
P,P,Q1 = P,Q,P,, P!Q,=PQP,, i=12, (4.30)
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esitlikleri elde edilir. Ote yanda Q% = 0 oldugundan
Q2P = Q7PQ7T" = Q5PQT ! =0 (4.31)

olup, su halde P,P, = P,Q,P,Q{ ' = 0 dir. Buradan

0 ) (4.32)

P
PPt P;

ifadesinin dogrulugu kolayca goriiliir. Boylece, eger PS =0 ise PP 1 =0

olacaktir.
4.4. Temel Sonuclar

Bu kisimda P2Q = PQP ve Q%P = QPQ sartlan altinda, (P + Q)? ve (PQ) igin

acik ifadeler verecegiz. Simdi asagidaki teoremle ise baglayalim.

Teorem 4.2. Ind(Q) = t olmak iizere Q € C™" olsun. Ayrica P° = 0 olmak iizere
P e C™" matrisi nilpotent bir matris olsun. Eger P2Q = PQP ve Q?P = QPQ ise bu
takdirde,

(P+Q)° =Xi5@QD) ™ (=P)' + QTP XL (-D)'(i + 1) (Q7)*?P!

= QQ" XiZs(=P)' (@")*! + Q"PQQP XiF(—1)'(i + DP' (QP)'*? (4.33)
esitligi gerceklenir.
Ispat: Eger t = 0 ise Q matrisi tersinirdir ve dolayisiyla QP = PQ olur. Bdylece
Lemma 4.6. ya gore (4.33) esitligi saglanr.
Simdi t > 0 oldugunu ve genelligi bozmaksizin Q; matrisi tersinir ve Q, matrisi ¢t
indeksli nilpotent bir matris olmak tizere Q matrisinin Q = Q;®Q, seklinde
yazilabildigini varsayalim. Bu nedenle QP = Q70 olacaktir. P2Q = PQP ve
Q?P = QPQ oldugundan Lemma 4.7. ye gére P matrisini Q matrisine uygun olarak
asagidaki gibi pargalayabiliriz.

=3 2)
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Burada P nilpotent matris oldugundan P;, P, matrisleri de nilpotenttir. I matrisini

de Q ya uygun olarak I = I;®I, seklinde pargalayalim.

P; matrisi nilpotent ve Q matrisi ise tersinir oldugundan, Lemma 4.6 ya goére

(P+ QD™ = X5 Q0 (P = Ei5(=P) Q' (4.34)
yazilabilir. Ayrica Lemma 4.4 e gére P, ve (, matrislerinin nilpotentligi

(P, + Q)P = 0 oldugunu gbsterir. (4.24) den (P, +2)P, =0 dir. Dolayisiyla
Lemma 4.2, yukaridaki inceleme ve (4.23) esitliginden

Py + 0 0 Q'L +Qr'P)™ 0
P+Q) = ( ! ) = 4.35
(P+Q Po  Pr+Q2) T \PQTE(L + QP 0 (@3
esitligi elde edilir. Ote yandan (4.34) ifadesi dikkate alinirsa
(I + QP = TS (=1 (i + DO Pf = XS (=D ( + 1)P{Q7 (4.36)

oldugu kolayca goriilir. P° = 0 oldugundan, Lemma 4.7 ye gore P,Pi ™1 =0
olacaktir ve dolayisiyla (4.36) e gore

QTP Y3 (—1)i(i + 1)(QP)i*2p
sm2, vi (0 O\ (Pr 0)\(o @D o\(Pf 0
=0(-1) (0 12)<P4 Pz)( 10 0) % Pl
. 0 0
= R @+ D) (p, g-tr2pr )

0 0
~(rorta+ortey? o) (4.37)
yazilabilir.

Yukaridaki incelemeye benzer sekilde, Lemma 4.6 dan

Zfz—&(QD)iﬂ(_P)i — (Q1—1(11 +0Q1—1P1)—1 g) (4.38)

oldugu goriiliir.
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Boylece, (4.37) ve (4.38) ifadeleri (4.36) bagintisinda yerlerine yazilirsa (4.35) deki

birinci esitlik saglanir.

(4.37) nin tartisilmasinda yapilanlara benzer sekilde

. , -1 -1 -1
QQD z9=—&(_P)L(QD)L+1 — (Ql (I +0Ql Pl) 8)

T s— i(: i i+2 _ 0 0
Q'PQQ"SER DI DP @ = (o2 s gripy e o) (439

yazilabilir ve daha sonra bunlar1 (4.35) esitliginde yerine yazarsak (4.33) deki ikinci

esitligin saglandig goriiliir.

Asagidaki teorem bizim bu kisimdaki ana sonucumuzdur ve Teorem 4.2 ve Lemma

4.6 bunun birer 6zel durumu olarak diisiiniilebilir.

Teorem 4.3. Ind(P) = s = 1 ve Ind(Q) = t olmak lizere P, Q € C™" olsun. Eger

P?Q = PQP ve Q%P = QPQ ise, bu takdirde

(i) (PQ)? = PPQP = PPPQ"QP = PQ"(PP)? (4.40)
Q*PP = QPPQ (4.41)
(PP)2Q = PPQPP (4.42)

(ii)(P+ Q)P = PP+ PPQ)" + P*Q[PP(I + PPQ)"]* +
+ X720 (=P) P" + QTP XT3 (=1 + 1)(QP) PP (4.43)
dir.

Ispat: Eger s = 0 ise, bu takdirde P matrisi tersinir olup PQ = QP esitligi saglanr.
Boylece Lemma 4.13 ve Lemma 4.5 den sirasiyla (4.40) ve (4.43) esitlikleri saglanir.
Bu nedenle s > 0 oldugunu ve genelligi bozmaksizin P; tersinir ve P, de s indeksli
nilpotent matris olmak tlizere P = P;@®P, oldugunu varsayalim. Hipotezlerden ve
Lemma 4.7 ye gére Q matrisi P ye uygun olarak

=4 3
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seklinde pargalanabilir ve dolayisiyla da Lemma (4.7) ifadesinde verilen esitlikler

saglanir. Boylece

¢ <Q4(Q?)2 @D°) ¢ Q4Q; Q3 (4.45)

esitlikleri yazilabilir.

(i) (4.23) ve (4.24) ifadelerinden

QipPt 0> <Q1Pf1Q1 0)
2pb — = = QPPQ,
¢ (040110;1 o) ~\a.prto, 0)=9¢
pnzn — (PT2Q; O) _ (P7QPTY 0\ _ ppapDd
(P)Q_(lo1 0)_(1 011 0)_PQP (4.46)

PQP(PP)? = (Pngpl_z 8) _ (Pf;Qf 8) — pPP

Dp-1
(g e

(4.47)

P Q=(P1(? 1 PZ%Z)_(Qlopl PZOQZ)

esitlikleri yazilabilir.

(4.26) bagmtis1 ve Lemma 4.3. gozoniine alinirsa (P,Q,)° = P;Q5 = 0 oldugu
goriiliir. Ote yandan Lemma 4.5. ve (4.47) esitliginden

_ ((Q1P)? 0 \_ /(PP o) _
(PQ)” = ( 0 (PZQZ)D> a ( ' 0 ' o) =P"Q° (4.48)

oldugu goriiliir. Bu da gosterir ki (4.40) esitligi de saglanir.

(if) Lemma 4.7. den (P, + Q,)Q,4 = 0 ve dolayisiyla Lemma 4.2. a gére

(4.49)

p_ (P1+0Q1 0\ _ (P + Q)P 0
(P+Q)y" = ( Q4 P, + QZ) a <Q4[(P1 +0QP1* (P + Qz)D>

elde edilir. Bu durumda Lemma 4.6. den
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D

D DAYD — pt 0)<11+P1_1Q1 0)
PY (I + P~Q) (0 0 0 I,

- (Pfl(ll +0P;101)D 8> _ ((P1 +00,1)D 8> (4.50)

ve dolayisiyla da

(Q4[(P1 ‘?‘ QP 1? 8) - (8 I(;) (gzlx Qoz) <[(P1 -l_OQl)D]2 8)

= P"Q[PP (I + PPQ)P]? (4.51)

elde edilir. Ote yandan (4.33) ifadesinden

0 o f) =0 siretymcny s s atyen)
0 (P2+0Q)") ~\0 EiZ(Q) ' (=Po)' + Q5P XiZo(—1)'(i + DQE)™?P;
= 25 (@D) T (=P)'PT + QTP I (=D (i + DQP) AP P (4.52)

elde edilir. Boylece, (4.50), (4.51) ve (4.52) ifadeleri (4.49) ifadesinde yerine
yazilirsa (4.43) esitliginin saglandig goriiliir.

Simdi PQ = QP esitliginin P2Q = PQP ve Q?P = QPQ esitliklerini sagladigin

belirtelim. Bu durumda asagidaki sonuglari verebiliriz.
Sonu¢ 4.2. PQ = QP ve Ind(P) = s olmak lizere P,Q € C™™™" ise

(P + Q)P = (U +PPQ)PPP + P Y522 (QP)*+1(—P) (4.53)
dir.

Ispat: (4.50) bagintis1 ve Lemma 4.6. gbz dniine alinirsa,
(I+PPQ)PPP = PP(1 + PPQ)P (4.54)
esitligi yazilabilir.

Bazi k lar i¢in P¥Q = 0 oldugundan PPQ = 0 olacaktir. Béylece asagidaki sonug

verilebilir.

Sonu¢ 4.3. Ind(P) = s = 1 ve Ind(Q) = t olmak lizere P,Q € C™" olsun.
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P2Q = PQP ve Q?P = QPQ oldugunu varsayalim. Eger P*Q =0 ve Q"P =0

olacak sekilde iki k ve h pozitif tamsayilar1 mevcut ise, bu takdirde

(P+Q)? =P + QP +Q(PP)? (4.55)
olacaktir.

Son olarak yukarida verdigimiz sonug¢larimizi agiklamak i¢in bir 6rnek ele alalim.

Ornek 4.2. Asagida verilen P ve Q matrislerini goz oniine alalim:

1
10 0 0 /5000\
[0 1 0 0 10 0 0 O
P‘0001’Q_0000| (4.56)
0 0 0 0 000&/

Bu durumda P?Q = PQP ve Q%P = QPQ oldugu halde PQ # QP oldugunu
belirtelim. Ote yandan s = Ind(P) = 2 oldugu aciktir. Bdylece

10 0 0 30 0 0
p [0 1 0 0 b _ [0 0 0 O
P‘0000’Q_0000 (4.57)
0 0 0 O 0 0 0 3
olup (4.43) bagintisina gore
—% 0 0 o\
P+QP2-pP= 0 0 0 0 (4.58)
0 0 0 9/
0 0 0 3
elde edilir.

4.5, iki Matrisin Farkinin Drazin inversinin Gosterimi

Lemma 4.8. P,Q € C™ olsun. Ayrica P2Q = QP oldugunu ve i nin herhangi bir

pozitif tamsay1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde
(i) QP' = P3Q ve Q'P = P¥ @,
(ii) Eger Q3P = PQ ise bu durumda,

PQ = P?%{(PQ)Q? (4.59)
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olacaktir.

Ispat: Tiimevarimdan (i) nin saglandig1 kolayca elde edilir. Hipotezden

PQ = Q3P = P?7Q3 = p26(PQ)Q? = P26 (PQ)Q*

dir.

Lemma 4.9. P,Q € C™" olsun. P2Q = QP ve Q3P = PQ oldugunu varsayalim. Bu
takdirde,

(i) PQ ve QP grup tersinirdir.

(ii) Eger Q nilpotent matris ise bu takdirde, PQ = QP = 0 ve PPQ = QPP = 0 dr.

Ayrica eger P nonsingiiler bir matris ise, bu takdirde Q = 0 dur.

Ispat: (i) PQ = Q%QP = Q?P?PQ = QP>(PQ)? oldugundan 7(PQ) = r(PQ)?
olacaktir ve dolayisiyla PQ matrisi grup tersinirdir. Benzer sekilde, QP de grup

tersinirdir.
(ii) t, QF = 0 olacak sekilde bir tamsay1 olsun. Bu takdirde (4.59) ifadesine gore
PQ = P2 (PQ)Q* =0

dir. Benzer sekilde, QP = 0 dir. Ayrica PPQ = (P?)?PQ = 0 dir. Benzer sekilde
QPP = 0 dir. Eger P nonsingiiler ise, bu takdirde Q = 0 oldugu agiktir.

Lemma 4.10. P,Q € C™" olsun. P2Q = QP oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

(i) P veya Q matrislerinden birisi nilpotent ise, bu takdirde PQ, QP ve PQP matris

carpimlari da nilpotenttir.

(i) P ve Q matrislerinin her ikisi de nilpotent ise, bu takdirde P + Q toplami da
nilpotenttir. Ayrica eger Q3P = PQ ise bu takdirde,

(P+ Q)" = P+ Q* (4.60)
olacaktir.

Ispat: (i) P veya Q dan birisi nilpotent matris olsun. Bu takdirde P¢ = 0 ya da
Q! = 0 olacak sekilde en az bir pozitif t tamsayist vardir. P3Q = QP esitligi

saglandigindan ve 3'—1> 2t odufundan (PQ)‘ = PG'~D/2Qt =0 dir ve bu
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nedenle de(QP)!*! = Q(PQ)'P = 0dir. (PQ)P = P3(QP) ve QP matrisi nilpotent
oldugundan yukaridaki agiklamadan PQP carpimi da nilpotenttir.

(ii) Ilk énce k iizerinden tiimevarim alarak k > 1 ve k bir pozitif tamsay1 olmak
iizere (P + Q)* nin genisletilmis formunu dogrulayalim. Yani j, h negatif olmayan

s _ i h .
tamsayilari ve ¢; , skalart igin fi ; = Y. ¢; , P'Q" olmak {izere,

P+ Q)" =0 P'Q'fi, (4.61)
yazilabildigini gosterelim. (P + Q)% = P2 + PQ + QP + Q? = P*(PQ +1) + PQ +
Q? oldugu agiktir. (4.61) bagintisinin k igin saglandigini varsayalim. Bu takdirde,

P(Pk_iQifk,i) — Pk+1_iQifk,i ,
Q(Pk_iQifk,i) — ng_SiQi+1fk,i — P(k+1)+(2k_3i_1)Qi+1fk,i

pk+ig, k > 312—“ ise, burada g = (P#371Q1 ) f

—(3i— i— 3i+1 . _2i
Pk+1 @3i 2k+1)Q3l 2k+1g' k < _ ise, burada g= QZk ZIfk,i

yazilabilir. Bu nedenle indiksiyon varsayimi ve yukaridaki esitlikler goz Oniine

alinirsa k + 1 i¢in

(P+ Q! =P(P+Q)F +Q(P +QF =TIIZ5 P**' Q" firn,

oldugu goriiliir. Bu nedenle herangi bir pozitif k tamsayist i¢in (4.61) esitligi
saglanir.

s, P* =0 ve Q° = 0 olacak sekilde bir pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda k > 2s
olacak sekilde bir k tamsayisi alalim. Boylece i(< k) negatif olmayan bir tamsay1

olmak tizere max{k — 1,i} = s olacaktir. Bu nedenle (4.61) ifadesinin sag tarafi sifir

olur yani P + Q toplami nilpotenttir.

Simdi de (4.60) nin saglandigin1 gosterelim. Lemma 4.9 ye gore PQ = QP =0
olacaktir ve dolayisiyla (4.60) bagintis1 (4.61) esitliginden kolayca elde edilir.
Lemma4.11. A,B,C € C™", s = Ind(A) ve t = Ind(B) olmak lizere

u-¢ )

C B

olsun. Bu takdirde,
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X = [X3Z0(BPY'2CA™M (U — AAP) + (I — BBP)[X, 24 B"C(AP)"*?] — BPCAP

olmak tizere MP

M" = (/;: 50)

seklindedir.

Lemma 4.12. P,Q € C™" olsun. Eger PQ = QP = 0 ise, bu takdirde
(P+Q)° =P"+Q"

olacaktir.

Simdi iki matrisinin toplammin ve farkinin Drazin inversinin elde edilmesinde

kullanilan agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.4. P,Q € C™" olsun. Eger P2Q = QP ve Q3P = PQ ise bu takdirde,
(P +Q)” =2QQ°(3P* £3Q° — P T Q)PP" + (I - QQP)P” £ Q" (1 — PPP)
dir.

Ispat: Q yerine —Q yazarak P + Q durumu elde elde edilebildiginden, teoremin

ispatinda sadece P —  durumunu g6z 6niine alalim.

Eger PQ = 0 ya da QP = 0 ise bu takdirde, digeri de sifir olacaktir ve dolayisiyla
QPP = 0 ve QPP = 0 elde edilir. Béylece Lemma 4.12 ye gore

£QQP (3P =3Q% — P + Q)PP” + (I — QQ")PP — Q" (1 — PP") = PP — Q@°

=(P-Q)
yazilabilir. Simdi de PQ # 0 ve QP # 0 durumunu g6z Oniine alalim. P ve Q

matrislerini P;; ve Qq; matrisleri tersinir, P,, ve Q,, matrisleri ise nilpotent matris

omak tizere

_ Py 0 —1 _ Q11 0) -1
P—W1(0 Pzz)Wl’ Q—W1(0 Q22 "

seklinde yazalim.

P3Q = QP ve QP = PQ oldugundan P;}Q; = QP; ve Q}P; = P;Qy , i =12,
esitlikleri saglanir. Bundan dolayi, PQ # 0 ve P,;Q,; = 0 oldugundan Lemma 4.9
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(ii) ye gore Q1 matrisi nilpotent degildir. Eger Qq; singiiler ise Q; tersinir ve Q,

nilpotent olmak {izere,
Q1 0 ) -1
=W, ( W
Qu 2\o ¢,)"
olacak sekilde bir W, tersinir matrisi vardir.

P;1 matrisini Q;; matrisine benzer sekilde

P, P
Pu =W, (lel 522) Wi

olarak parcalayalim. Bu durumda yukaridaki ¢ikarimdan P2 Qqq = Qi1 Py; Ve
Q3,P;; = P;1Q41 Ve Py, =0, P,; = 0 oldugu ve dolayisiyla P; ve P, nonsingiiler
olmak tizere,

P’Q; = QP ve QPP = PiQ;, i =12, (4.62)
oldugu elde edilir. Boylece Lemma 4.9 (ii) ye gore Q, = 0 olacaktir. Dolayisiyla

_ w, 0 ,
w=w; ( 0 I) olmak tizere,
P, 0 O Qi 0 O
P=W<O P, 0>W—1, sz(o 0 0>W—1 (4.63)
0 0 Pzz 0 0 QZZ
almabilir. Bu durumda
Pr=0Q 0 0
P-Q= W( 0 P 0 )W‘l (4.64)
0 0 Py —0Q2

yazilabilir. Eger Qq; matrisi nonsingiiler ise bu takdirde,

(P11 — Q11)P 0 ) Wyt (4.65)

P-Q)7 =W ( 0 (P22 — Q22)P

olur. Bu nedenle, basitlik olmas1 bakimindan, 2.satir ve siitun bloklarin1 yok sayarak

(4.65) ifadesi (4.64) iin 6zel bir durumu olarak diisiiniilebilir. Bu takdirde,

(P,—Q)” 0 0
(P-Q)°=w 0 PP 0 wt
0 0 (P — Q)P
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elde edilir. P,, matrisi nilpotent oldugundan Lemma 4.9. (ii) ye goére P,,Q,, =0 =
Q,,P5, ve dolayisiyla Lemma 4.12. ye gore (P,; — Q50)° = P2 — 05, = 0%,
esitlikleri elde edilir.

Simdi de (P; — Q)" ifadesini goz oniine alalim. (4.62) e gére P;Q; = Q#PZ(P10Q;)
dir. Boylece P; ve Q; matrislerinin nonsingiilerliginden Q#P? = I oldugu goriiliir.
Dolayisiyla (4.62) esitliginden Q; = P,Q;P; = P{*Q, ve buradan da P} =1 elde
edilir. Buradan Q? = PZ olup Qf =1, P2Q, = Q3 = Q,P?, Q?P, = P} = P,Q? ve
P; = Q1P;Q; esitlikleri saglanmis olur. Boylece

(P, — Q1)* =Pf — P1Q; — Q1P + QF

(P, — Q)% =P} — PLQ1Py — Q1P + QP — P£Q; + P1Q7 + Q1P1Q1 — Q3
=3P =3Q{ +P1 = Q1

(P — Q) = (P, —Q1)*(Py — Q1) = 61 —3P1Q; —3Q:P; + (P — Q1)*,

(PL—Q)° =P —Q)*(P1— Q1) =2(P, — Q1) +8(P, — Q1) , (4.66)
(PL— Q1) =[2(P1 — Q1)* +8(P1 — QD](P1 — Q1)?
=2(P; —Q1)° +8(P, — Q)3 (4.67)

esitlikleri elde edilir. Simdi X matrisini
1 1 3 3 1 1
Xe=c(P— Q) —5(PL— Q1) =§P13 —ng —3hit;O

olarak alalim. Bu durumda X(P;_Q;) = (P;_Q;)X oldugu acgik¢a goriiliir. Ote
yandan (4.66) esitligine gore

X(PL_QX = [¢(P = Q)° =7 (PL — @*] |5 (P — @)* 1]
=P -Q) [z —Q)?-71| =X

ve (4.67) esitligine gore de

(P = Q1)°X = (P, — Q° [ (PL — @) =7 (P — Q1
= (P — QD [z (P — Q) =5 (P - Q)|

=P - Q)P — Q) =P — Q)
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elde edilir. Buradan X matrisi (P; — Q1) matrisinin Drazin inversi olup

3

1 1
‘Q13—§P1 +30 (4.68)

(Pl_Ql)D:%(Pl_Ql)g_%(Pl_Ql):§P13_8

dir. Bunun sonucu olarak
1
LGB -3Qi-P+Q) O 0
P-QP=w 0 Pt 0 (4.69)
0 0 -0
esitligi yazilabilir. Ote yandan

I 0 0 I 0 0
QP =w <0 0 0 )W—l ve PPP=w (o I 0) w1t (4.70)
0 0 Q0%

esitlikleri gézoniine alinirsa

%QQD(3P3 —Q° =P+ QPP + (U —QQ")P” —Q°(I — PPP)

1
s(BP =307 —P +0Q) 0 0 » 0 0 0y
0 0 0 0 0 0

0 O 0
+W(0 0 0 )W—lz(P—Q)D
0 0 —Q%

elde edilir.

Simdi PQP = 0 ve PQ? = 0 sartlar1 altinda P + Q toplaminin Drazin inversi igin

bazi alternatif formiiller verecegiz.

Teorem 4.5. P,Q € C¥"* matrisleri Ind(P) =r, Ind(Q) =s, PQP =0 ve
PQ? = 0 olacak sekilde verilsin. Bu takdirde, (P + Q)" Drazin inversi

(P+Q)° = Q" X5 Q'(PPY !+ XI5 (V) PIP™ + Q" Xi5; Q1(PP)+2Q
+ ;’z—OZ(QD)i+3Pi+1P7rQ _ QDPDQ _ (QD)ZPPDQ
seklindedir.

Ispat: (AB)? = A((BA)?)PB esitligini kullanarak
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es0r=(@ () <o o )0

2 2 2\D
=0 (50" reseg) () 4.71)

yazilabilir. PQP = 0 ve PQ? = 0 oldugundan

(P2+PQ P2Q+PQ2)_<P2+PQ P%Q )._M
P+Q PQ+Q*/) \P+Q PQ+Q%

dir. Simdi MP yi hesaplayalim. Bunun i¢in M matrisinin

0= (2 Ty &)=or

seklinde bir pargalanisini géz 6niine alalim. PQP = 0 ve PQ? = 0 sartlarindan

GF = 0 ve G? = 0 oldugu goriiliir. Bu durumda
X = Zl!(zrﬂ_l)/zj(QD)Zi+4(P + Q)PZiPT[ + Zigo_l)/zj QT[QZi(P + Q)(PD)2i+4-

—(@")*(P + Q)(PP)?

olmak iizere,

MP = (G + F)? = FP + (FP)?G, (4.72)
B (PD)Z 0
w _< X (QD)2> | “r

yazilabilir. Eger (4.73) ifadesi (4.72) de yerine yazilirsa,

P = ( (PP)? + (PP)°Q (P")?Q )
X +XPPQ +(Q")?XPQ (Q")* + XPP"Q + (Q")*XP*Q + (@")*PQ

(4.74)

elde edilir. Benzer sekilde (4.74) ifadesi (4.72) esitliginde yerine yazilirsa teoremin
ifadesi kolaylikla dogrulanir. Bunun sonucu olarak, Teorem 4.5 in bir simetrik

formunu asagidaki sekilde verebiliriz.

Teorem 4.6. P,Q € C™™ matrisleri Ind(P) =r, Ind(Q) =s,QPQ =0ve
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PQ? = 0 olacak sekilde verilmis olsun. Bu takdirde,
(P+ Q)" = Qi Q' (PP + XIS (@) PIPT + P XS5 (Q7) 2P PT
+P Y122 QT Qi+ (PP)+3 — PQP PP — pQQP (PP)?
dir.
4.6. ki Matrisin Toplamimn Drazin Inversine Ait Baz1 Formiiller
Bu kisimda oncelikle kullanacagimiz bazi yararli Lemmalar1 ispatsiz olarak verelim.

Lemma 4.13. A € C™", B € C™™ olsun. Bu takdirde, (4B)? = A((BA)”)?B dir.

A B

Lemma 4.14. A ve C kare matrisler olmak tizere M = (0 c

) e C™ | k = Ind(4)

ve j = Ind(C) olsun. Bu takdirde
X = Z{;(}(AD)i+2Bcicn + AT Z{:ol AiB(CD)i+2 —APB D

olmak tizere M?

MP = (AOD 5)

seklindedir.
Lemma4.15. P,Q € C™"; Ind(P) = r, Ind(Q) = s indeksli matrisler olsun.
Yy =35 QTR (PP, Yy = TS (QP) HPIPT (4.75)
olsun. Eger PQP% = 0, PQPQ = 0, PQ?P = 0 ve PQ3 = 0 ise, bu takdirde
(P+Q)° =Y +Y; + (Yi(P")* + (@)Y, — i1 (QP)'(PP)*)PQ

+(1(PP)? + (QP)*Y; — EL1(QP) (PP) ) (PQP + PQ?)
dir.

Lemma4.16. P,Q € C™; Ind(P) = r, Ind(Q) = s indeksli matrisler olsun. Y; ve
Y, (4.75) de tamimlandig1 gibi olmak iizere, eger QPQ = 0 ve P2Q = 0 ise, bu
takdirde
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(P+ Q)P =1, +Y, + PQ(Y1(PP)? + (QP)?Y, — X2, (QP)!(PP)3)
seklindedir.

A B
¢ D

S=D—-CAPB =0, A"B =0 ve CA™ = 0 ise, bu takdirde W = AAP? + APBcAP

Lemma 4.17. A ve D kare matrisler olmak iizere M = ( ) € C™ olsun. Eger

olmak iizere,

M = () ((AWIPIPAG 4PB),

olacaktir.

Teorem 4.7. S; matrisi S; = (P + Q)" formunda bir matris ve P,Q € C™" olsun.
Eger Sy;_1PSy;_1P = 0, S5;_1PS5;_1QS3i-1) = 0 Ve QS;-1)PQS2;-1)Q* = 0 ise,
bu takdirde

3
(P+Q)P = 52i+1((51Q52(i—1))D) S22i-1)

seklindedir, burada

((510520-1)")” = Y1((PQS2a-1)")" + ((@%S2-1)") Y2
_212=1((0252(i—1))0)j ((PQS2-1")" + PQSy1-1)Q*S2-1)
X (Yl ((PQSZ(i—l))D>4 + ((QZSZ(i—l))D)4 Y

5 ((Q%S24-1)") ((PQS26-1)")° )

ve
Y = 5423(0%S20-1)" (@%S2i-1)) ((PQS2-1)?)
Y, = ]t';%)((QZSZ(i—l))D)Hl(PQSZ(i—D)j (PQSZ(i—l))nv (4.76)

t = maX{Ind(PQSZ(l‘_l)),Ind(QZSZ(l‘_l)) }

dir.
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Ispat: Lemma 4.13 uygulanarak

2
o= D((gr o) ) (@)= gsr o) (o)
<o n(g pome(y D()=cr sowm(ly) um
elde edilir. Simdi

sP 1
= )
51085, P $,0Q

alalim. Bu durumda S; yukarida tanimlandigi gibi olmak tizere

, S2i—1P Soai-1)
Ml = ( ) 4.78
$1QS82i—1P  $1Q8;¢-1) (4.78)

yazilabilir. M' matrisini

S2i-1P So6i-1) 0 0
0 $10Q08;¢i-1) 51Q82;4P 0

olmak {izere M = F + G seklinde parcalayalim. Bu durumda G2 =0 ve G? =0
oldugu kolayca gortiliir. Sy;_1PSy;_1P = 0 Ve Sy;_1PSy;_10S52(-1) = 0 oldugundan,
FGFG = 0, FGF? = 0 ve dolayisiyla,

(MHP = FP + G(FP)? + (FP)2G + G(F?)3G + (F?)3GF + G(FP)3GF (4.79)

oldugu goriiliir. Buradan

FD — <(52i—1P)D > )
0 (51QS2i-1)"

yazﬂabilir. SZi—1PSZi—1P =0ve SZi—lp'SZi—lQSZ(i—l) =0 Oldugundan

(Sy;—1P)P =0 ve X = Sa3i-1) (SlQSz(i_l))ZD olacaktir. Gerekli hesaplamalar

yapilirsa k > 1 i¢in

(FP) = <O SZ(H)((SlQSZ(i_”)i)kH), (4.80)
D
0 (($51QS2i-1))")
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elde edilir. R = PQS,;_1) Ve T = Q%S,;_1) olmak iizere S$1QS,;—1)=R+T
alalim. Bu durumda QS;(;_1)PQS3-1)Q* = 0 oldugundan TRT = 0, R*T = 0 elde

edilir. Boylece Y; ve Y, yukarida tanimlandig1 gibi olmak iizere

(51082-1)? = Y1 + Yo + (PQS,-1)Q%S2¢1-1))
D\?2 2 D\?
X (Yl ((PQSZ(i—l)) ) + ((Q SZ(i—l)) ) Y,

— 32,((Q*S20-1)") ((PQS2-1))")"” )

elde edilir. Buradan da k > 1 olmak tizere
D k D k-1 2 D k-1
((51Q52(i—1)) ) =1 ((PQSZ(i—l)) ) +((Q SZ(i—l)) ) Y,
—ij:_%((QzSz(i—l))D)j((PQSZ(i—l))D)k_j) + PQS-1yQ%S2¢i-1)
k+1 k+1
X (Y1 ((PQSZ(i—l))D) + ((QZSZ(i—l))D) Y,

— R (@%S20-1)") ((PQSa-1)”) ) (4.81)

yazilabilir.(4.80) ve (4.81) ifadelerini (4.79) de yerine yazarsak ve daha sonara da
(4.79) ve (4.78) ifadelerini (4.77) de yerine yazarsak Teorem (4.6) daki sonucu elde
ederiz.

Teorem (4.7) in bir sonucu olarak i = 1 i¢in asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 4.4. P,Q € C™" olsun. Eger

(P+Q)P(P+Q)P=0,(P+Q)P(P+Q)Q =0veQPQ3 =0 ise, bu takdirde

P+ =P+ (P+QDO)P +0)°

olacaktir. Burada
(P + Q") = Yi((PO")* + (@P)*Y, — T2, (@D ((PQ)P)*

+PQ3} (V1 ((PQP)* + (@P)BY, — T QD)X ((PQ)P)T)
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ve

1 = EiS @)™ (@ (PO,

¥, = Ein @DV (PQ) (PO

t = max{Ind(PQ),Ind(Q?)}

dir.

i = 2 olmasi durumunda asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.5. P,Q € C™" olsun. Eger (P + Q)3P(P + Q)3P =0, (P + Q)3P(P +
Q)30Q(P+ Q)2 =0ve Q(P + Q)?PQ(P + Q)%Q? = 0 esitlikleri saglanirsa, bu
takdirde

P+ =P+ 0P (((P+ 0P +02)") P+

olacaktir. Burada

(P + @0 +@2)°) = KPP + QD) + (Q*P + ©H),
=21 ((Q%(P + @DP) ((PQ(P + Q)P
+PQ(P + Q)*Q*(P + Q)°
X (Y ((PQ(P + QD) + ((Q*(P + D)),
—SE1 QP + QHP)((PQP + @H)P)5),

ve

Y = Zi5(Q*(P + @™ (Q*(P + @)% ((PQ(P + Q)HP)™,

Y, = Zi5((Q*(P + Q)P (PQ(P + @)% (PQ(P + @)D"

t = max{Ind(PQ(P + Q)?),Ind(Q*(P + Q)?) }

dir.

Yorum4.1. P,Q € C*" i¢in P? =0, QPQ? = 0 ve PQPQ = 0 olmas1 durumunda
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(P+Q)” =Q" +(@")*P + (Q°)°PQ + (Q®)*PQP + P(QP)* + P(QP)*P
+P(Q")*PQ + P(Q”)°PQP
olacaktir.

P2 =0, QPQ? = 0 ve PQPQ = 0 sartlar1 alinda (P + Q)” nin gosterimini

aciklamak i¢in asagidaki 6rnegi gézoniine alalim.

Ornek 4.3. P, Q € C*** matrislerini asagidaki sekilde alalim.

01 0 0 1 0 0 0
[0 0 0 O -1 -1 1 1
P‘0001’Q_1000

0 0 0 O -1 -1 1 1

Buradan QP matrisini

QP =

S = O
S O OO
S O OO
O O OO

seklinde elde ederiz. Bu durumda P? =0, QPQ?> =0, QPQ # 0 ve PQP # 0
oldugu kolayca goriiliir. P2 = 0, QPQ? = 0 ve PQPQ = 0 oldugundan sonug 4.5. i
uygulayarak

0 -1 1 2

p_ [0 0 0 0
(P+Q)_0—112
0 0 0 O

olarak bulunmus olur.

4.7. 2x2 Tipindeki Bazi Blok Matrislerin Drazin inversi i¢cin Bazi Formiiller
Bu kisimda genellestirilmis Schur komplementi sifir olan blok matrislerin bir sinifini,
yani

A B

M:(c D

) e C¥™, Ae C™,D = CA"B (4.82)
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bigimindeki matrisleri gézoniine alacagiz. Bu durumda AA"BCA =0, CAT"BCA =
0 ve BCA™BC = 0 kosullar1 altinda M” icin bazi ifadeler elde edecegiz.

Teorem 4.8. M matrisi (4.82) bi¢iminde tanimlanmis bir 2x2 lik blok matris olsun.
Eger AA"BCA=0, CA"BCA=0 ve BCA"BC =0 ise, bu takdirde MP Drazin

inversi

e =(1+(y %5 )E)E <I + BB (e 8)>
(14 (g 15)E)E <(g )+ ERE (g CAi?4”B)>
(14 )E)E <(An(])% o) * ZI B (g g 8)>

+(1+( AT(I)B)E)E4 <(8 AntAnB)JrZ?;OlEiH (8 CAL'A”%CA”B))’

bi¢imindedir, burada Ind(A) = k olup W = AAP + APBCAP ve i > 1 igin

o

o o

B = () (AW *14G 2B)

dir.

0 A"B A AAPBY. _
0 0 )+(C CADB).—P+Q olarak alallm. Bu durumda

AATBCA =0, CATBCA =0 ve BCA"BC = 0 oldugundan P? =0, QPQ%? =0 ve

Ispat: M = (

PQPQ = 0 olacaktir. Béylece Sonug 4.5. i uygulayarak

MP = QP + (Q")*P + (Q")*PQ + (Q")*PQP + P(Q")* + P(Q")°P
+P(Q)*PQ + P(Q)°PQP

elde edilir. Simdi

0= (AA” 0)+(A2AD AAPB

:=P.
CA™ 0 CAAP CADB) 1+ O
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alalim. Bu durumda P;Q; = 0, Pf*! = 0, k = Ind(A) oldugu kolayca goriiliir.
Buradan

Q7 = Q7 +QF LSy (@) P

olduguve i > 1 i¢in

. . . i+1 gm
(@7) = (@) + (@) S (@Py*1pf*t, Pt = (47147 0)

oldugu gosterilebilir. Boylece Q; i¢in
S1=CAPB — CAAP (A2APYPAAPB = 0, (A?AP)"AAPB = 0 ve CAAP (A%AP)™ =0
esitlikleri elde edilir.

E = QP olsun. Bu durumda Lemma 4.17 ten W = AAP + APBCAP olmak iizere

E= (CAD) [(AW)P1?A - APB),

oldugu goriiliir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa i > 1 igin

E' = (Cilu) ((AW)P) 1A 4PB)

elde edilir. Bunu (QP)* icin yukarida verilen ifade de yerine yazarak Teorem 4.8.

deki sonug elde edilir.

Ornek 4.4.Teorem 4.8 yi agiklamak igin

01 0 0 0 0 0
~[1 0 0 0 (o 0 1
A_0001’B_100’
0 0 0 0 0 0 0
11 0 1 0 0 1
c={(0 0 0 0), D=|0 0 O
0 0 0 0 0 0 0
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A B

olmak lizere M = ( ) e C7*7 matrisini gozoniine alalim. Bu takdirde

C D
01 0 0 0 0 0 0
B » [1 0 0 0 - [0 0 0 0
Ind(A)—ZqupA—OOOO,A—0010
0 0 0 0 0 0 0 1
ve
010 0 0 0 0
/1000001\
OO OO O 0 O]
E=!l0 0 0 0 o0 o0 o]
110000 1]
0000000/
000 0 0 0 O

elde edilir. Bu durumda A™BC # 0 ve D = CAPB oldugu agiktir. Ayrica
AATBCA = 0,CA"BCA =0, BCA"BC = 0ve D = CAPB oldugundan Teorem 4.8.

e gore
0O 1.0 0 0 0O
/1 0 0 0 0 O 1\
|1 1 0 0 0 0 1|
MP=]l0 0 0 0 0 0 O
11 0 0 0 0 1
0O 000 0 0O
0O 000 0 0O
elde edilir.

Simdi CA™BC = 0, BCA"AB = 0 ve BCA™A? = 0 kosullar1 altinda MP Drazin

inversi i¢in bir ifade verelim.

Teorem 4.9. M matrisi (4.82) de tanimlandig1 gibi bir blok matris osun. Eger
CA™BC =0, BCA"AB = 0 ve BCA™A* = 0 ise bu takdirde

D _ 0 0 k—1(0 AiA”B) i+1 k-1 (0 0 i+2>
M _(IJr(CA’r 0)E+Zi=° o o JE +Zi=°(o CAiAﬂB)E E

0 0 2 0 0
% (1 +E(ar o) T E (cara CA”B)>’
olacaktir, burada Ind(4) = kve W = AAP + APBCAP olmak iizere
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B = () (AW PAG p2B), 121

dir.

. (0 0 A B \._ 5 TRC —
Ispat.M—(CAﬂ O)+(CAAD CADB)-—P+Qalahm.Eger CA"™BC =0,

BCA™AB = 0ve BCA"A? = 0 ise P> = 0, QPQ? = 0 ve PQP = 0 olacaktir. Bu

durumda Sonug 4.5. uygulanirsa,
MP = Q" + (Q")’P + (Q")*PQ + P(Q")* + P(Q")*P + P(Q")*PQ
elde edilir. Simdi

0= (AZAD AADB) N (AA” A”B)

=P
CAAP CcAPB 0 0 1+

parcalanigin1 g6zoniine alalim. Bu durumda P;Q; = 0 olup k = Ind(A4) olmak

k+1
1

lizere Q = 0 dir. Boylece

Q° =P + X5 QT (POY Y

vei > 1icin

_ . . . Ai+1AT[ AiAT[B
(@°) = (PP)’ + Tl Qi (DY PPy, it = (47 AT AATE)

elde edilir. P, matrisi icin S;=CAPB — CAAP (A2APYP AAPB =0,
(A2APY"AAPB = 0 ve CAAP (A%AP)™ = 0 olacaktir. E = QF alalm. Bu durumda
W = AAP + APBCAP olmak iizere

E= () [AWPPAG a7B),

yazilabilir. Boylece gerekli hesaplamalar yapilirsa i > 1 i¢in

E' = (Cin) ((AW)P)Y A1 APB)

elde dilir. Bu ifade yukarida (QP)® igin verilen ifadede yerine yazilirsa ve gerekli

hesaplamalar yapilirsa Teorem 4.9. deki sonug elde edilir.

Ornek 4.5. Teorem 4.9. i agiklamak igin
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S O O

1
c:(o
0

olmak {lizere M =(

1
0
D _
A7=1y
0
Ve
1
(o
| 0
E=1|o0
| 1
\o
0

SO r OO

0 0
0 0
0 0
1 0
0 0 1
1 0 0
-1 0 O

S OO OO oo

o O OO

SO OO O OO

[N

SO OO O OO

(=Nl

S OO OO OO

C D
Ind(A) = 3 olmak lizere

0 0 1
0 1 1
0 -1 0/’
0 0 O

0 01
>, D=<O 0 O)
0 0 O

A B

)e C7*7  matrisini gdzoniine alalim. Bu durumda

AT =

SO OO O OO

SO RrRr OO OO

\.
)

[ iNe N
SO RO
SR OO
— O O O

elde edilir. Bu durumda CA™BC =0 ve CA"AB # 0. CA™A%*> +#0 ve D = CAPB
oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla CA®BC =0, BCA"AB =0 BCA™A? =0

ve S = CAPB oldugundan Teorem 4.8. den

1

( 0

0

MP =10
1

0

0

elde edilir.

-1
0
0
0

-1
0
0

S oo oo oo

OO OO O OO

S oo oo oo

-1

0
0
0

0

o O O

Lemma 4.18. P,Q € C™" olsun. Eger PQ =0 ise, t = max{Ind(P),Ind(Q)}

olmak tlizere
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(P + Q)D — Qn 1{;& Qi(PD)i+1 + Z’{:&(QD)Hl Pipn
olacaktir.

Lemma 4.19. A ve B kare matrisler, Ind(A) = r ve Ind(B) = s olmak {izere

=G p)M=(g )

olsun. Bu takdirde,

e 2wy D

olacaktir, burada X = Y'-}(BP)I*2CA'A™ + ¥7-3 B*B'C(AP)*? — BPCAP dur.

A B

Lemma4.20. M = (C D

) € C™" (A ve D kare matrisler) olsun. Eger

S=D—-CAPB=0,A"B =0ve CA™ = 0ise, butakdirde W = AAP + APBCAP

olmak lizere

MP = (o) WP A7)

dir.

Teorem 4.10. P, Q € C™" olsun. Eger P?2Q + QPQ = 0ve P3Q = 0 ise, bu
takdirde

PQX, + (P?Q + PQZ)(PQ)D)

_ -1 ((PQ)”
(P + Q)D - (I Q) Zizé( 0 (PQ)n

><(POQ PZQP-I;?PQZ)i<(P;:)2 (gﬁ)z)m(?)

i+1

w0 (Y o) (-6 f202>i

X (PD + Q(P}j’n)2 + Q%X QO”) (113)

olacaktir, burada t = max{Ind(P?),Ind(Q?), Ind(PQ)} olmak iizere
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Xy = XiZ5(QP)* (P + Q)P*P™ + TiZ5 Q7 Q% (P + Q)(PP)*+*

—(Q")2(P + Q)(PP)?,
Xy = XiZo((PQ)PY 2 (P2Q + PQ*)(PQ) (PQ)"

+ X5 (PQT(PQ) (P*Q + PQH((PQ)P)™ —(PQ)P (P*Q + PRH)(PQ)®
dir.

Ispat: Lemma 4.13. kullanilarak

evor=(o o() -0 o(G 7)) C)

P2+ PQ P2Q +PQ?%\" /P
=d Q)(P+Q Q2+PQ) (1)

oldugu goriiliir. Bu durumda

(e &)= )

olmak tzere

M= (PZ +PQ P?Q+PQ*

P+Q  Q2+PQ )=E+F’

olsun. Buradan P?Q + QPQ = 0 ve P3Q = 0 oldugundan EF = 0 oldugu elde edilir.
Lemma 4.18. den t = max{Ind(E), Ind(F)} olmak iizere

MD — Zf;& FT[FL'(ED)i+1 + Z?;&(FD)HJ EiETL'
oldugu goriiliir. Lemma 4.19 dikkate alinirsa

=% @) =T )

yazilabilir, burada t = max{Ind(P?), Ind(Q?), Ind(PQ)} olmak iizere

X, = YI25QD)YHH (P + Q)PP P™ + XIZ3 QTQ% (P + Q) (PP)?i+*
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—(@"*(P +Q(P")?,
X, = Bio(PQ")™2 (P2Q + PQH(PQ)' (PQ)T

+2i20(PQT (PQ)' (P?Q + PQ((PQP)* —(PQ)P (P?Q + PQ®)(PQ)°
dir. EP ve F? ifadeleri (P + Q)? de yerine yazilarak istenen sonug elde edilmis olur.
Teorem 4.11. P,Q € C™" olsun. Eger PQ? + PQP = 0 ve PQ3 = 0 ise, bu takdirde

t— PT 0
P+QP=0U O (PD+Q(PD)2+Q2X1 Qn)

; i+1
X(prQ ) <(P8)D (P)g)”> (1
+ Q)Zf;é((ifl)z (Qg)z)m(PoQ PZQ;QPQZY

PQ)" PQX,+ (P?Q +PQ?)
X(( o) 2JF(PQ)”JF )(1;)

olacaktir, burada t = max{Ind(P?),Ind(Q?), Ind(PQ)} olmak iizere

Xy = XiZ(QP)HH (P + Q)PHP™ + XI5 Q™Q% (P + Q)(PP)*+
—(Q")*(P +Q)(P")?,

Xy = TiS((PQP) 2 (P2Q + PQH(PQ) (PQ)™

+ XS5 (PO (PQY (P?Q + PQA((PQPY™ — (PQ)P(P?Q + PQ*)(PQ)”

dir.

Simdi P2Q =0 ve Q% = 0 sartlarin1 saglamayan fakat yukarida verilen Teorem

4.10. un sartlarini saglayan bir sayisal ornek verelim.

Ornek 4.6. P, Q € C** matrisleri
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coor
cooo
cooo
cCoRr O
R ooo
cooo
o R RO
cooo

olarak verilsin. Bu durumda P?Q =0 ve Q2 # 0 oldugu kolayca goriiliir. Ote
yandan P2Q + QPQ =0, P3Q =0 esitlikleri saglanir. Ote yandan Ind(P?) = 1,
Ind(Q?) =1, Ind(PQ) =2ve X, =0, (PQ)? =0 olup

1000 1000 0 0 0 0
[0 0 1 0 p_[0 0 0 0 p_[0 0 1 0
=10 010 P=loooo] 9 Floo 1 o0
1000 00 0 0 00 0 0
olacaktir, dolayistyla Teorem 4.10. uygulanirsa
1000
(P+Q)P =PP +PQPP +Qx,p+@° =1 0 10O
00 1 0
1000

oldugu gortiliir.

Simdi de blok matrisin Drazin inversi i¢in bazi ilave gosterimler verecegiz. Burada

Schur komplementinin sifira esit oldugu dikkate alinacaktir.

A B
Cc D

durumda eger S =D — CAPB = 0, BCA™A = 0 and BCA™B = 0 ise, bu takdirde

Teorem 4.12. A ve D kare matrisler olmak tizere M = ( ) e C™" olsun. Bu

D _ pD 0 0 DN\3 0 0 D
M™=Pp +(CAA” CA"B)(P) +(CA2A” CAA”B)le

AN )

olacaktir, burada i > 1 ve t = max{Ind(A?), Ind((AW)?)} olmak iizere

(PP = (PPY + (PDY ™ (50 o)

(PP) = (o) [AWYPIH1AG 4PB),
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W = AAP + APBCAP

A B _ AZiAn AZi—lAnB A B .
Xl = (C D) (PD)4 + zt=11< )( )(PD)21+4

0 0 C D
dir.
Ispat: P = (AZ?D ‘éﬁﬁg ), Q= (Agl” AZ)B) olmak iizere
M= (‘2 g) =P+Q
olsun.

BCA™A = 0 ve BCA™B = 0 oldugundan P2Q + QPQ = 0 ve P3Q = 0 olacaktir. Bu
durumda Q matrisi t = Ind(A) olmak iizere (t + 1) — nilpotent ve dolayisiyla
QP =0 Q" =1 dir. Ote yandan (PQ)? = 0 olacagindan (PQ)? = 0 olacaktir. Bu

durumda Teorem 4.11. e gore X; matrisi daha 6nce verildigi gibi olmak iizere
MP = PP + PQ(PP)3 + PQ?X, PP + QX,P
elde edilir.

A*AP AAPB 0 0
P= A

CAAP CAPB cCA™ 0
durumda P,P; = 0 ve P? = 0 olacaktir. Buradan Lemme 4.18. ¢ gore

) olmak tizere P = P; + P, olsun. Bu

(PP) = (P))' + (P) Py, i 21

oldugu goriiliir. Simdi S; matrisi  P; matrisinin genellestirilmis Schur komplementi

olsun. Bu takdirde
S, = CAPB — CAAP (A2AP)P AAPB = 0
(A2APY"AAPB = 0, CAAP (A2AP) =0
olacaktir. Boylece

(PPY = (o) (AW’ 114G 4PB)
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W = AAP + APBCA? , i>1
elde edilir.

A B

Teorem 4.13. A ve D kare matrisler olmak lizere M = ( c D

) e C™" olsun. Eger

S=D—-CAPB =0, A"BCA™ = 0, ve ABCA™ = 0 ise, bu takdirde

P = pP 4 (FCAT D) (prys 4 (BEATA 0y
" (?ﬁz 8) A (é:il; CABDB)

olacaktir, burada i > 1 ve t = max{Ind(4?), Ind ((AW)?)} olmak iizere
Dyi — (pDyi 4 (O ATBY ppyit1
PPy = PPy +(, A7) PP

PPy = (1) (WY1 1AG aPB), W = AAP + APBCAP,

cAP
_ (A B\ ppy4 t—1( A*AT O) A B\ pDy2i+4
x=(0 e+ (A4 9@ D)en
dir.
e o (A%AP B _(AA" 0 . _ (A B\ _
Ispat.P—(CAAD CADB)’ Q_(CA,r O)OImakuzereM—(C D)—P+Q

olsun. Ispatin geri kalan kism1 Teorem 4.12. den direkt olarak elde edilir.

Simdi elde ettigimiz sonucun bir uygulamasi olarak Schur komplementi sifir olan ve

Teorem 5.6.5 in sartlarin1 da saglayan bir sayisal 6rnek verelim.

Ornek 4.7.
1 0 O 1 1

A=(0 0 1),B=<O 0>,C=(} _11 _11),D=((1) é)olmakﬁzere
0 0 O 0 0
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M = (A B) olsun. Gerekli hesaplamalar yapilirsa S =D —CA’?B=0 ve

c D
BCA™A =0 ve BCA™B =0 oldugu goriilir. Ote yandan  Ind(4?) =1,

Ind((AW)?) = 1,
0 0 0 O
0 ,An:<0 1 0)
0 00 1

1 0 0
ADz(O 0 0>, (Aw)P =
oldugu goriiliir. Bu durumda Teorem 4.12. uygulanarak

S ONI-

0 0 O

/10011\
4 4 4
[0 000 0]
MP=10 0 0 0 O]
1 1 1
zoozz/
000 0 O
elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen anlamda
inversi mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve lineer denklem sistemlerinin
genel durumda ¢6ziimiinde kullanilan ve bilinen anlamdaki invers ozelliklerini de
saglayan genellestirilmis invers adi verilen bir kavram ele alinmis, bir matrisin
genellestirilmis inversi, yansimali genellestirilmis inversi ve Moore—Penrose tipi
genellestirilmis inversi tanimlar1 verilerek bu inverslerin gesitli 6zellikleri ortaya
konulmustur. Ayrica bir matrisin Drazin inversi kavrami tanimlanmis ve her hangi
bir matrisi 2x2 lik blok matrise pargalayarak cesitli durumlarda bu matrisin Drazin
inversi ve bu inversi hesaplama yontemleri verilmistir. Son olarak iki matrisin
toplammin Drazin inversi i¢in ¢esitli formiiller ve hesaplama yoOntemleri

gelistirilmistir.

Yapilan bu ¢aligmalara ilaveten daha degisik tipte par¢alanmis matrislerin ve
ikiden fazla matrisin toplaminin Drazin inversleri i¢in hesaplama yontemleri
gelistirilebilir. Ayrica bu inverslerin hesaplanmasinda kullanilmak {izere cesitli
bilgisayar programlar1 tiiretilerek bu programlardan veya algoritmalardan
faydalanilabilir. Elde edilen bu inversler lineer denklem sistemlerinin ¢oziimlerine

uygulanabilir.
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