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OZET

LINEER MODELLERDE ESITLIiK VE ESIiTSIZLIK KISITLAMALARI
ALTINDA PARAMETRE TAHMINLERI VE BAZI HIPOTEZLERIN
TESTLERI

Canan KOCAK

Ordu Universitesi
Fen Bilimler Enstitiist
Matematik Anabilim Dali, 2013
Yiiksek Lisans Tezi, 83s.

Danigsman: Prof. Dr. Cemil YAPAR

Bu tez ii¢ bolimden ibarettir. Giris bolumiinde Lineer Modellerde kullanilan matris
cebiri ele alinmistir. lkinci bolimde, materyal ve yontem boliimiinde, Lineer

Modeller ve Tahmin Edilebilirlik ile ilgili temel kavramlara yer verilmisgtir.

Son bolimde Lineer Modellerde Esitlik ve Esitsizlik Kisitlamalan Altinda Parametre

Tahminleri ve Bazi Hipotezlerin Testlerine yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Modeller, Parametre Tahmini, Kisitlanmis model

Kisitlanmamis Model,



ABSTRACT

PARAMETER ESTIMATIONS AND TESTS OF SOME HYPOTHESES IN
LINEAR MODELS SUBJECT TO EQUALITY AND INEQUALITY
CONSTRAITS

Canan KOCAK

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematic, 2013
MSc. Thesis, 83p.

Supervisor: Prof. Dr. Cemil YAPAR

This thesis consist three chapters. In the instroduction part, Matrix algebra used in
linear models has been discussed. In second chapter, entitled materials and methods

have been inclueded with the concepts of linear models and estimability.

Finally, parameter estimation and hypothesis tests subject to equality and inequality

constraits in linear models have been given in the last chapter.

Key Words: Linear models, parameter estimation, Restricted linear model,

unrestricted linear model.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

L - n-boyutlu Oklid Uzay1
|| || - Norm

R() : Matrisinin satir uzayi
BLUE : En lyi Lineer Yansiz Tahmin
C() - Matrisin siitun uzay1
Con - Kisttlanmisg

GM . Gauss- Markov

HKT . Hata Kareler Toplami
koseg - Kosegen

N() - Stfir uzay

R() - Rank

Unc : Kisitlanmamisg

D() : Dagilim Matrisi
kov() - Kovaryans

var( ) : Varyans
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ONCEKIi CALISMALAR

Hallmos, (1958), Hoffman ve Kunze (1971) yaptiklari ¢aligmalarda vektor uzaylarini
ve izdisimleri aynntili bir sekilde ele almiglar ve o6nemli sonuglar ortaya
koymuglardir.

Burdick ve ortaklan (1974) kisitlamig model ile ilgili yaptiklan ¢alismalarda émenli
sonuglar ortaya koymuslar ve X(X'X)',X' ve X, (X'X)"'X'doniisim giftlerini
sirastyla “en 1yl tahmin koprisi” ve “en iyl uyum kopristi” olarak adlandirmislardir.
Coleman, (1977) yaptig bir galigmada geometrik yaklagimin, hem kisitlanmig hem

de kisittanmamis modellere uygulanan tahmin ve hipotez testi i¢in tutarli bir teoriyi

verdigini incelemis ve 6nemli sonuglar ortaya koymustur.

Charles J. Monlezun, F.M. Speed. (1980), kisittanmig lineer modelde tahmin ve
hipotez testinin geometrisini tam-rankli durum igin incelemis ve 6nemli sonuglari

ortaya koymustur.

R.B. Bapat, (2000), Lineer modeller ve lineer modellerde matris cebirini ayrintilt bir

sekilde incelemis ve birg¢ok teoremi ortaya koyarak ispatlamistir.
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1. GIRiS

1.1. Matris Cebiri

Bu kisimda belirli temel kavramlan ele alacagiz. Sadece reel matrisleri goz ontine
alacagiz. Islemimiz gerekli kisimlan kapsamakla beraber, okuyucunun matrisler
uzerindeki temel islemleri bildigi kabul edilir. Determinantin basit ozelliklerinin

bilgisine de sahip oldugumuzu kabul edecegiz.

Tamim 1.1.1. Bir mxn matris, m satir ve # siitunda diizenlenen m tane reel sayidan
ibarettir. Matrisleri koyu harflerle gosterecegiz. A matrisinin /-yinci satir, j-yinci

situnundaki elemani; a, ile gosterilir. Bir mx/ matrisine m mertebeli bir situn

i
vektor; ayni sekilde bir /xn matrisine de # mertebeli bir sarir vektor denir. Eger m—n

ise bir mx# matrisine bir kare matris denir.

Eger A, B mxn matrisler ise, bu takdirde, A+B ; (/, j)-yinci elemant g, +b, olan mxn

matris gibi tammlamr. Eger A bir matris ve ¢ bir reel sayi ise, bu takdirde, ¢A, A’nin

her bir elemanini ¢ ile ¢arpmak suretiyle elde edilir.

Eger A bir mxp ve B bir pxn matris ise, bu takdirde, C=AB c¢arpim (7,j)-yinci

elemani

y
C‘.}. = Z a,.kb i
k1

ile verilen bir mxn matristir. Asagidaki 6zellikleri saglanir:

(AB)C=A(BC)

A(B+(C)=AB+AC

(A+B)C=AC+BC
A mxn matrisinin A" ile gosterilen transpozesi, (/,/)-yinci elemam @, olan bir nxm
matristir. (A'Y =A,(A+B) =A'+B’,(AB) =B'A’ oldugu gerceklenebilir.

Matris ¢arpiminin taniminin iyi anlasiimasi oldukg¢a faydalidir. Sik sik gerekli olan
bazi basit gergekleri belirtelim. Burada ortaya ¢ikan tim g¢arpimlarin, matrislerin
mertebelerinin onlar ¢arpim igin uygun kilabilmesi anlaminda, tamimli olduklarini

kabul edecegiz.



(1) AB’nin j-yinci stitunu, B nin j-yinci siitunu ile A’nin ¢arpiminin aynisidir.
(it) AB’nin j-yinci satiri, A’nin 7-yinci satirl ile B’nin ¢arpiminin aynisidir.
(iii) ABC’nin (7,/)-yinci eleman, (x,,x,,...,X,), A’'nin /i-yinci satir1 ve (3,,3,,.., ¥, ),

C’nin j-yinci sttunu olmak uzere,

N
(X]9X29-~- X )B

>y
y(]
olarak elde edilir.
(iv) a;’ler A’nin siitunlarim ve b;’ler de B’nin satirlarini gostermek tizere, eger
b,
A=[a,..a,] ve B=
b,
1se, bu takdirde,
AB= ab,+..+a b
dir.

Tamm 1.1.2. Bir koésegen matris, 7 # j igin @, =0 olacak sekilde bir A kare

matrisidir.
A4 0
0 4
0 0 A

kosegen matrisini, kogeg(4,,.... 4, ) ile gosterecegiz. Her 7 i¢in A, =1 oldugunda, bu
matris, I, ile gosterecegimiz veya mertebe igerikten agik ise basit olarak 1 ile

gosterecegimiz n-mertebeli birim matrise indirgenir. Herhangi bir A kare matrisi i¢in

Al=IA=A oldugunu belirtelim.

Tamim 1.1.3. a,,,...,a,, elemanlarina A’nin asil kogegen elemanlan denir. A’'nin izi,



iz(A)=a,+,....,+a

nn

olarak tanimlanir. Eger A ve B matrisleri hem AB hem de BA taniml1 olacak sekilde

matrisler ise, bu takdirde,
iz(AB)=1z(BA)
oldugu bu tantmdan gorulir.
Tamm 1.1.4. Bir A sxn matrisinin, |A| ile gosterilen determinanti, toplam, {1.,...,n}
In tim {o-( 1),,,.,o-(n)} permutasyonlari Uzerinden olmak tzere ve £(0), o 'nin g¢ift

veya tek olusuna gore 1 veya -1 olmak tizere,

A= Sy
T

olarak tanimlanir.
Determinantin bazi temel 6zelliklerini ispatsiz ifade edecegiz.

(1) Determinant, bir satir veya bir sutun boyunca agmak suretiyle degerlendirilebilir.

Bu nedenle A,;. A’nin birinci satir ve j-yinci siitununu silmek suretiyle elde edilen

alt matris olmak tzere, birinci satir boyunca agma,
Al=D (-1, A,
J=l

dir.

olduguna da dikkat edelim.
(i1) Eger iki satirin (veya siitunun) yerleri degistirilirse, determinant isaret degistirir.

(ii1) Eger bir satirin bir sabit katina baska bir satir eklenirse, determinant degismez.

Benzer 6zellik siitun i¢in de gegerlidir.

(iv) Diger tim siitunlar (satirlar) sabit tutuldugunda, determinant herhangi bir

sttununun (satirinin) bir lineer fonksiyonudur.

(v) |AB|=|A||B]| dir.



Tamm 1.1.5. Eger 7 > j i¢in a, =0 ise, bu takdirde, A matrisi Gist tiggenseldir. Bir

ust Gggensel matrisin transpozesi alt iggenseldir.

Tamim 1.1.6. Her bir A, B;; 'nin kendisi bir matris olmak uzere,

An AI" Bn BI"
A= *| ve B= ’
A21 A22 le Bzz

iki matris olsun. Eger matnis carpimi i¢in uygunluk timiyle kabul edilirse, bu

durumda, matrislere uygun sekilde parcalanmiglardir diyecegiz. Bu takdirde,

A,B,+A.B,, A B,+A,B,
AB= s - .
AZIBII + AZZBZI AZIBIZ + A22B22

yazabiliriz.
1.2. Vektor Uzaylari ve Altuzaylar

Tammm 1.2.1. Eger asagidaki sartlar saglanirsa, bos olmayan bir § kumesine bir

vektor uzayi denir.

(1) §°deki herhangi x, y elemani i¢in, x+y tanimlidir ve S’dedir. Ayrica,
x+ty=y+x (degisme ozelligi)

ve
x+H(y+z)=(x+y)+z (birlesme ozelligi)

vardir.

(i1) Her x i¢in x+0=x olacak sekilde S’de, 0 ile gosterilen bir eleman mevcuttur.

(ii1) S’deki herhangi bir x elemani igin x+y=0 olacak sekilde, $°de bir y elemam

mevcuttur.

(iv) S°deki herhangi bir x elemani ve herhangi bir ¢ reel sayisi i¢in ¢x tanimlidir ve

§S’dedir. Ayrica herhangi bir x elemani i¢in 1x=x dir.

(v) §deki herhangi x,, x, elemanlan ve ¢,,c, reel sayilar igin,
G (x, ¥x,)=¢xX, +C)X,

(€ +6)%, =6x, 6%,



¢(6x,)=(¢¢,)x,

dir. S°deki elemanlara vektorler denir. Eger x, y vektor iseler, bu takdirde onlarin
x+y toplamini alma iglemine vektor toplam: olarak bagvurulur. (ii)’deki vektore(yani
0’a) sifir vektor denir. (iv)’deki isleme skalarla ¢arpim denir. Bir vektor uzay
herhangi bir cisme basvurarak tanimlanabilir. Amacimiz igin yeterli olacagindan,

cismi reel sayilar cismi olarak aldik.

n mertebeli situn vektorlerin kiimesi (veya nx/ matrisler) bir vektor uzayidir. Bu
nedenle 7 mertebeli satir vektorlerin kiimesi de bir vektor uzaydir. Bu iki vektor

uzayi ¢ogu zaman ele alacagimiz vektor uzaylarndir.

R reel sayilar kimesi olmak tizere, R", n kere ¢arpilan, K x R x ...x R kiimesi olsun.

R”’nin elemanlarini, verilen bir durumdaki uygunluga bagl: olarak ya satir vektorleri

ya da sttun vektorlerinden biri olarak yazacagiz.

Tammm 1.2.2. Eger S, T vektor uzaylan ve S <7 ise, bu takdirde, S’ye 7’nin bir

altuzay1 denir.

R’ an tim mimkin olabilir altuzaylarnim tammlayalim. Agik olarak R’ bir vektor

uzayidir ve bu nedenle yalniz sifir vektoriinden ibaret olan uzay da bir vektor

uzaydir. ¢,¢,,c, reel sayilar olsun.
X +CX, +¢x, =0

bagintisini saglayan tiim x € R’ vektorlerinin kiimesi, R’ iin bir altuzayidir (burada
X, X,, %, ’ler X’in koordinatlanidir). Geometrik olarak, bu kiime orijinden gegen bir
dizlemi gosterir. Orijinden gegen iki farkli diizlemin ara kesiti orijinden gegen bir
dogrudur ve bu dogru da bir altuzaydir. Bunlar K*’iin yegane miimkiin olabilir

altuzaylaridir.
1.3. Taban ve Boyut

Tanmm 1.3.1 x,,X,,..,X, vektorlerinin lineer gereni (veya bu vektorlerle gerilen

m

uzay) ¢,¢,...,C

i

reel sayillar olmak Uzere, tim ¢x, +¢,x,+...+¢ X, lineer

kombinasyonlarinin kiimesi olarak tanimlanir. Lineer gerenin bir altuzayi oldugu

tanimdan gorilir.



Tanm 1.3.2. Eger en az bir ¢, sifirdan farkli ve ¢x, +¢,x,+..+¢, x_=0 olacak

mm

sekilde c¢,c,,...,c, reel sayilarn varsa, X;,X,,..,X,, vektorlerinin kiimesine lineer

bagimlidir denecektir. Bir kiime lineer bagimli degilse, lineer bagimsizdir. Agikcasi
yukandaki iki tanimda, bir vektorler kiimesinden ziyade, bir vektorler demetine
basvurmaliyiz. Bu nedenle lineer bagimh veya bagimsiz olan x;,X,,..,X,
vektorlerinden soz ettigimizde, ister istemez farkli olmayan vektorlerin mimkiin
olabilirligine izin veririz.

Asagidaki ifadeler kolayca ispatlanr,

(1) Sadece sifir vektoriinden ibaret olan kiime lineer bagimlidir.

(it) Eger X <Y ve X lineer bagimli ise, bu takdirde, ¥ de lineer bagimhdir.

(iit) Eger X <Y ve ¥ lineer bagimsiz ise, bu takdirde, X de lineer bagimsizdir.

Bir vektorler kiimesine bir S vektor uzayi i¢in bir taban olusturur denecektir, eger bu

kiime lineer bagimsiz ve onun gereni S”ye esitse.

e;, nxn birim matrisinin 7-yinci situnu olsun. e,e,,...,e, kiimesi, R” i¢in, standart
taban denilen bir taban olusturur. Eger X,,X,,...,X,, 3 i¢in bir taban ise, bu takdirde,
S’deki herhangi bir x vektéri bir ¢x, +¢,x, +...+¢, X, lineer kombinasyonu olarak

tek bir gosterimi kabul eder. Eger

mem = dlxl + dZXZ +..t dmxm

X=C X, +0,X, +...+C, X
seklinde iki tirla gosterilseydi, bu takdirde,

(q —d)x, +(c,—d))x, +..+(c,—d, )x =0

m " m

dir ve X;,X,,...,X,, ler lineer bagimsiz olduklarindan, her bir / i¢in ¢, =d, olacaktir.

m
Bir vektor uzayt eger sonlu bir ¢cok vektdrden ibaret olan bir tabana sahip ise, bu
vektor uzayina sonlu-boyutlu denir. Yalniz sifir vektoriina thtiva eden vektor uzayi
da sonlu-boyutludur. Sadece sonlu boyutlu vektor uzaylarini géz ontne alacagiz.
Genellikle sifir vektoriinden baska diger vektorleri de igeren vektor uzaylarnni ele

alacagiz.



Teorem 1.3.1. § bir vektor uzay: olsun. Bu takdirde $’nin herhangi iki taban: ayni

sayida vektore sahiptir.

ispat: X;sX 50000 X VE yl,yz,...,yq’nin S i¢in taban olduklarint farz edelim.

P
Mumkunse, p >¢ olsun. Her X;’yi y,,¥,,..,¥, nun bir lineer kombinasyonu olarak
ifade edebiliriz. Bu nedenle,

g

X; :Zaijyj’ =1,...p (13.1)

J=1

olacak sekilde bir A =(a,), pxq matrisi vardir. Ayni sekilde,

14
Y, =D bux, Sl (132)
i

olacak sekilde bir sekilde bir B=(5,), ¢ x p matrisi vardir.

C=AB olmak uzere, (1.3.1) ve (1.3.2) bagintilarindan,
[)
X, :Zcmxk i=1,...p (1.3.3)

oldugunu goruriiz. (1.3.3) bagmntisindan ve Teorem 1.3.1°den evvel yapilan
gozlemden AB=I oldugu gorilir. Burada 1, p boyutlu bir birim matristir. U pxp
matrisini elde etmek i¢in, A’ya p-g tane sifir siitun ekleyelim. Ayni sekilde V pxp
matrisini elde etmek icin de B’ye p-¢ tane sifir satir ekleyelim. Bu takdirde
UV=AB-=I dir. Bu nedenle |UV| =1dir. Bununla beraber, U bir sifir siituna ve V de
bir sifir satira sahip oldugundan, |U|=|V|=0 dir. Boylece bir ¢eliskiye sahip oluruz
ve bu nedenle p<q dur. Aynmi sekilde ¢ < p oldugunu da gosterebiliriz. O halde
g=p dir.

Teorem 1.3.1’in ispatlanmasi suresince faydali olacak olan asagidaki ifadeyi

ispatladik. .§ bir vektor uzayr olsun x;,X,,..,x ’nin § igin bir taban oldugunu ve

Y1¥20e ¥, kiimesinin de §’yi gerdigini farz edelim. Bu takdirde p <g dur.



Boy(S) ile gosterilen, .S vektdr uzayinin boyutu, $’nin bir tabanini olusturan bagimsiz
vektorlerin sayisidir. Sadece sifir vektorunden ibaret olan uzayin boyutu sifir kabul
edilir.

Tamm 1.3.3. § ve 7 vektor uzaylan olsun. f, lineer, yani, S°deki her x, y elemani
ve reel ¢ sayilan igin  f(x+y)=f(x)+ f(y) ve f(ex)=cf(x) olacak sekilde, eger
tizerine bire-bir f:§ — 1" doénistimi varsa S, 7”ye izomorftur denir.

Teorem 1.3.2. S, 7" vektor uzaylan olsun. Bu takdirde S, 7°nin izomorf olmalart i¢in

gerek ve yeter sart, boy(S)=boy(7) olmasidir.

ispat: ik olarak yeter kismini ispatlayacagiz. f:S—1’nin bir izomorfizm
oldugunu farz edelim. Eger Xx,,X,,..,x, S i¢in bir taban ise, bu takdirde,
f(x), f(x,),.., f(x,)’min 7 igin bir taban oldugunu gosterecegiz. Ik olarak
of(x)+e,f(x)+..+¢, f(x,)=0 oldugunu farz edelim. Izomorfizmin tanimindan
Jex,+ex,+...+¢,x, ) =0 oldugu gortlir ve buradan da ¢x; +¢,%x, +...4+¢,x, =0
dir. X,,X,,...,X, "lar lineer bagimsiz olduklarindan, ¢, =c, =...=¢, =0 dir ve boylece
J(x), f(X5),..., f(x,)’]ar lineer bagimsizdir. Eger ve ' ise, bu takdirde, f(u)=v
olacak sekilde ues mevcuttur. Herhangi d.d,,.d, i¢in
u=dx, +d,x,+..+d,x, yazabiliriz. Simdiv=f(u)=d f(x,)+..+d f(x,) dr
Bu nedenle f(x,), f(x,),..., f(x,), 7"yi gerer ve boylece 7 i¢in bir taban olusturur.
Bu da gosterir ki boy(7)=k dir.

Tersini ispatlamak 1¢in, X;,X;yeesX) 3 ¥;5¥2se-Y, Strastyla S, 7'igin taban olsunlar

(boy(S)=boy(7) oldugundan, tabanlar ayni sayida bagimsiz vektorlere sahiptirler).
§S”deki herhangi bir x vektori, bir tek

X=X, 06X, ++ 0%,

gosterimine  sahiptir.  y=qy, +cy, +...+cy, olmak tzere, f(x)=Yy'yi

tanmimlayalim. f ’nin izomorfizmin tanimini sagladigi gerceklenebilir.



Teorem 1.3.3. . bir vektdr uzay: olsun ve $'nin x,,X,,...,X, vektorlerinin lineer
gereni oldugunu farz edelim. Eger herhangi bir x;, X ,....X, ;,X;,5...,X,, 'in bir lineer
kombinasyonu ise, bu takdirde, bu son vektorler de S’yi gerer.

Teorem 1.3.4. §, n boyutlu bir vektor uzayr olsun ve x,,X,,....x,, Sdeki lineer

bagimsiz vektorler olsun. Bu takdirde § i¢in X;,X,,...,X, 1 i¢eren bir taban

m

mevcuttur.

Ispat: y,,¥,sey, S igin bir taban olsun. X ,X,,uesX .Y >¥,seey, Kimesi lineer

bagimlidir. Bu nedenle, bazi ¢, veya d,’ler sifirdan farkhi olmak tizere bir

cx, +o,x, +....+e x +dy +...+dy, =0

mm

lineer kombinasyonu mevcuttur. Bununla beraber , x,,X,,...,x, ler lineer bagimsiz
olduklarindan herhangi bir d, ’nin sifirdan farkli oldugunun dogru olmasi gerekir. Bu
nedenle herhangi bir y,, geri kalan vektorlerin bir lineer kombinasyonudur. Teorem
1.3.3’e gore,

XpoXpoees Xy, Yo ¥aoeer¥ipoYisrr ooy
kimesi de S’yi gerer. Eger kiime lineer bagimsiz ise, bu takdirde, istenen tabani elde

ederiz. Aksi takdirde, islemi x,,X,,...,X,, y1 igeren bir taban elde edinceye kadar

strdiriuraz.
Teorem 1.3.5. R"’de n - I sayida vektorin herhangi bir kiimesi lineer bagimhidir.

ispat: Eger kime lineer bagimsiz ise, bu taktirde, Teorem 1.3.4°e gore R” i¢in
kiimeyi ihtiva eden bir taban bulabiliriz. R” i¢in her tabanin kesin olarak » sayida
vektor igermesi gerektiginden bu bir ¢elismedir.

Teorem 1.3.6. R”’in herhangi bir § altuzayi bir tabana sahiptir.

Ispat: $°de her bir asamada lineer bagimsiz olacak sekilde ardisik olarak
X;»X,4e00 X, vektorlerini secelim. Herhangi bir asamada eger vektorler S’yi gererse,
bu takdirde bir taban elde ederiz. Aksi takdirde $°de x,,X,,...,X,, ’in lineer gerenin de

x .. kumesine

olmayan bir x,,,, vektorll vardir ve lineer bagimsiz olan X;,X,5.0s X, X,



ulaginz. Teorem 1.3.5.°e gore, R"’deki vektorler lineer bagimli olduklarindan iglem

sona ermelidir.

Teorem 1.3.7. Eger §, 7"nin bir altuzayi ise, bu takdirde, boy(S) <boy(7) dir. Ayrica

esitligin saglamasi i¢in gerek ve yeter sart S=7 olmasidir.

Ispat: Yalniz sonlu-boyutlu vektér uzaylarini ele aldigimizi hatirlayalim. boy(S)=p,

boy(7)=¢ oldugunu varsayalim ve X;sX,se.sX, V€ ¥;5¥,5esy, Sirasiyla S ve 7 igin

q
tabanlar olsun. Teorem 1.3.6’nin ispatindakine benzer bir muhakemeyi kullanarak,
eger r-q ise, bu takdirde, 7°deki 7 tane vektoriin herhangi bir kiimesinin lineer
bagimli oldugunu gosterebiliriz.  x;,X,,...,x,, Sc7"deki vektorlerin bir lineer

bagimsiz kiimesi oldugundan, p < ¢ elde ederiz.

Ikinci kismu ispatlamak igin p—¢q ve S#7' oldugunu varsayalim. Bu takdirde
xl,xz,...,xp’nin gereninde olmayan bir ze</ vektori mevcuttur. Bu durumda
X;sX, 500X, ,Z klimesi lineer bagimsizdir. Daha evvel yapilan uyarmaya gore 7"deki
herhangi p+1 sayidaki vektor lineer bagimli olmasi gerektiginden bu bir celismedir.
Boylece S, 7°nin bir altuzayr ve boy(S)=boy(7) ise, bu takdirde, S—7" oldugunu
gosterdik. Tersine olarak eger S—7 ise, bu takdirde, boy(S)=boy(7) oldugu agiktir ve

ispat tamamlanir.
1.4. Rank

Tamim 1.4.1. A bir mxn matris olsun. A’nin sttun vektorleri tarafindan gerilen R”
’in bir altuzayina, A’nin siitun uzayl veya stutun gereni denir ve ((A) ile gosterilir.
Ayni sekilde A’nin satirlan tarafindan gerilen R”’nin altuzayina A’nin satir uzay1
denir ve ‘R(A)ile gosterilir. Asikar olarak, R(A), ((A')’ne izomorftur. Siitun
uzayinin boyutuna matrisin siitun ranki ve satir uzayinin boyutuna da matrisin satir
ranki denir. Asagida gosterecegimiz gibi iki rank daima esit oldugundan bu iki tanim
herhangi bir lineer cebir kitabinda gok kisa olarak ortaya ¢ikar. Ikisi beraber ¢ok

nadir kullanmlir.

Teorem 1.4.1. Bir matrisin siitun ranki, onun satir rankina esittir.



Ispat: A, 7 situn rankli bir mxn matris olsun. Bu takdirde C(A) b,,b,,...,b,
diyecegimiz r tane vektorden olusan bir tabana sahiptir. B, mxr boyutlu
[b,sb,s..,b,] matrisi olsun. A’nin her situnu b,,b,,...,b 'nin bir lineer

kombinasyonu oldugundan, herhangi bir rxn boyutlu C matrisi i¢in A=BC
yazabiliriz. Bu takdirde A’nin  her satin C’nin satirlarinin = bir  lineer

kombinasyonudur ve bu nedenle R(A) c R(C)dir. Teorem 1.3.7°den gorilir ki
A’nin satir ranki olan R(A) ’nin boyutu en fazla r dir. Ayni gekilde situn ranki satir

rankint agmayacagini ve bu nedenle de ikisinin esit olmast gerektigini gosterebiliriz.

A’nin sttun rankinin ve satir rankinin ortak degerine, bundan boyle A’nin ranki
denecektir ve R(A) ile gosterilecektir. Bu notasyon A’nin satir uzayim gostermek

i¢in kullanilan notasyonla, yani R(A)ile kanigtinnlmamalidir.
R(A)=R(A")oldugu agiktir. A’nin rankinin sifir olmasi igin gerek ve yeter sart
A’nin sifir matrisi olmasidir.

Teorem 1.4.2. A ve B matrisleri AB carpimi tanimli olacak sekilde matrisler

olsunlar. Bu takdirde
R(AB) <min {R(A), R(B)}
dir.

Ispat: C(AB)’deki bir vektor herhangi bir x vektorii igin ABx bigimindedir ve bu
nedenle bu vektor C(A)’ya aittir. Boylece, C(AB)c C(A) ve bu nedenle Teorem
1.3.7’ye gore,

R(AB) = boyC(AB) < boyC(A)=R(A)
dir. Simdi bu gergegi kullanarak,
R(AB)=R(A'B')<R(B)=R(B)
elde ederiz.

Teorem 1.4.3. A, r#0 olmak tizere, r rankli bir mxn matris olsun. Bu taktirde
R(B)=R(C)=r ve A=BC olacak sekilde sirasiyla mxr ve rxn mertebeli B, C matrisleri

mevcuttur. Bu ayrisima A’nin bir rank ayrisimi denir.
y y
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Ispat: ispat, Teorem 1.4.1’in ispatindaki aym yolu izler. Bu nedenle B, mxr ve C,
rxn matrisler olmak uzere A=BC yazabiliriz. B’nin sutunlart lineer bagimsiz
olduklarindan, R(B)=r dir. C, r tane satira sahip oldugundan, R(C) < r dir. Bununla
beraber Teorem 1.4.2’ye gore = R(A)< R(C), bu nedenle R(C)= r dir.

Bu calismada bastan sona her ne zaman bir matrisin rank ayrigimindan soz

edildiginde, onun dolaylt olarak sifir olmayan bir matris oldugu kabul edilir.
Teorem 1.4.4. A ve B mxn matrisler olsun. Bu taktirde R(A+B)< R(A)+R(B) dir.

ispat: A=XY, B=UV A, B’nin rank ayrigimlart olsun. Bu takdirde
Y
A+B=XY+UV=[X, U] [V]

dir. Bu nedenle Teorem 1.4.2°ye gore

R(A+B)<R[X,U]

OlUr. X;3X;5000sX, V€ Uysunl, , strastyla C(X) , C(U) igin taban olsunlar. [X,U] nun

sutun uzayindaki herhangi bir vektér p1g sayida vektorin lineer kombinasyonu

olarak elde edilebilir. Boylece,
R[X,U] <RX)+ R(U)= R(A)+ R(B)

olur ve ispat tamamdir.

Tamim 1.4.2. Bir A matrisi tizerinde yapilan agagidaki islemlere elementer siitun
islemleri denir;

(1) A’min iki stitununu yer degistirme,

(it) A’nin bir sitununu ‘0’ olmayan bir skalarla ¢arpma,

(111) Bir stiitununu bir skalarla ¢arpip bagka bir siituna ekleme.

Bu islemler acik olarak ("(A)’y1 degistirmez. Bu nedenle matrisin ranki degismez.
Ayni sekilde elementer satir iglemlerini tanimlayabiliriz. Bu elementer satir ve siitun
islemleri, 6zellikle hesaplamalarda kullantlir. Bu nedenle bir matrisin rankint bulmak
i¢in ilk olarak onu bu iglemlerle birgok elemani ‘0’ olan bir matrise indirgeriz ve

bundan sonra ortaya ¢tkan matrisin rankini hesaplarz.



1.5. Diklik (Ortogonallik)

Tamm 1.5.1. S bir vektdr uzayi olsun. S’deki her x, y vektor ¢iftine, bir reel (X, y)

sayist kargilik getiren bir fonksiyona i¢ ¢arpim denecektir, eger o asagidaki sartlan

saglarsa:

() x vy =, x

(i) {x, x)=0 ve esitligin saglanmas i¢in gerek ve yeter sart x=0 olmasidir.
(iii) (ex, y)=c(x, y)

(iv) (x+y, z)=(x, z)+y, z)dir.

R" de, (x, y)=x"y=x,+...+x,y, nin bir i¢ carpim olacag: kolayca gorulur. Aksi
belirtilmedikge R” ve onun altuzaylanyla ilgilenirken bu i¢ ¢arpim ile galisacagiz.

Tamm 1.5.2. Herhangi bir x vektori igin (X, X) i¢ ¢arpiminin pozitif karekokiine
x’in normu denir ve |x| ile gosterilir. Eger (x,y)=0 ise, bu takdirde, x, y

vektorlerine ortogonal ya da diktir denecektir. Bu durumda x Ly yazarnz.

Teorem 1.5.1. Eger x,,..,x, ikiser ikiser dik, sifir olmayan vektorler ise, bu

m

takdirde, onlar lineer bagimsizdirlar.

Ispat: ¢x, +..+¢,x,, =0 oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

moTm

ex,+..+t¢,x,,, x,7,=0

mom?

ve bu nedenle,

ch(xi, x,)=0
il
dir. x,,....x,, vektorleri karsilikli ikiser ikiser ortogonal olduklarindan, ¢ (x,, x,)=0

dir ve x; sifirdan farkli oldugundan, ¢, =0 dir. Aym sekilde, her bir ¢ ’nin sifir

oldugunu gosterebiliriz. Bu nedenle, bu vektorler lineer bagimsizdirlar.



Tanimm 1.5.3. Bir x,,...,X,, vektorlerinin kiimesine S vektor uzay1 i¢in bir ortonormal

m
taban olusturuyor denir, eger bu kiime S icin bir taban ise ve bundan baska eger

i # j oldugunda (x,, x,)=01ise, /= j oldugunda (x,, x,)=1 ise.
Simdi verilen bir x,,...,x,, tabaniyla baslayarak bir ortonormal taban ureten Gram-
Schmidt yontemini tanimlayacagiz.

Yy, =X, alalim. Tamimlanan y,,....,y, ,'e sahip olarak, a,, \,....q, 'ler y ; y,,....¥, ¢

ortogonal (dik) olacak sekilde secilmek tizere,
Y, =X, = Yo~ T Ay,
bagintisini tammlanz. Bu nedenle (y,, y,)=0, j 1,...,i-1 denklemini ¢dzmeliyiz.

Bu bizi,
il
XY= @Yy =0, j=1..,i-1
A

bagintisini veren,
&=, ¥ ——a,y, ¥y =0, j=1.,i-1l
bagintisina gotirur. Simdi y,,..,¥,, bir ortogonal kiime oldugundan,

<xi’ yJ> _ag; <y.i’ yJ> =0
dir ve bu nedenle de,

(XY - .
a,=——-, J=1,. -1
Cyyy

bagintilarint elde ederiz. Bu islem ikiger ikiser ortogonal vektorlere sahip olan
Yisesy, tabanmm elde etmek icin surdurilir. X,..,X, ’ler lineer bagimsiz

olduklarindan, her bir y, sifirdan farklidir. §imdi, eger z, =i koyarsak, bu

[l

takdirde z,,...,z, bir ortonormal tabandir. Her bir / i¢in, z,,...,z, 'nin lineer gereninin

X, X; ‘Nin lineer gerenine esit olduguna dikkat edelim. x,,...,x,, lineer bagimsiz



vektorlerinin verilen bir kiimesi i¢in yukarida ifade edilen Gram-Schmidt yonteminin
y;’'ler X;yweX, > /=1,....m nin bir lineer kombinasyonu olacak sekilde ikiger ikiger
ortogonal bir y,,...,y, kimesini Uretmek i¢in kullanilabildigini hatirlatalim. Bu
gercek bir sonraki sonucun ispatinda kullanilir.

w bir § vektor uzayindaki vektorlerin bir kiimesi (bir altuzay olmasi gerekmez)

olsun.

W ={x:xeS,(x,y)=0heryeW igin}

kiimesini tanimlayalim. Tanimlardan ¥ ’nin S nin bir altuzayi oldugu gériliir.

Teorem 1.5.2. S, 7 vektdr uzayinin bir altuzayr olsun ve x €7 olsun. Bu takdirde

ueS ve veS" olacak sekilde bir tek x=u+v ayrisimi meveuttur. u vektoriine x’in

S vektor uzayi tizerindeki ortogonal izdiisimii denir.

Ispat: x <& ise, bu takdirde, x=x+0 istenen ayngimdir. Aksi takdirde, X,,...,x,, , S

m?

igin bir taban olsun. Ikiser ikiser ortogonal vektorlerin y,,....y,,,v dizisini elde etmek

1¢In X;y..., X, ,X kiimesi tizerinde Gram-Schmidt yontemini kullanalim v her bir y,

m?

‘ye dik oldugundan ve y,,...y,, in lineer gereni x,,...,X,, in lineer gerenine esit

m

oldugundan veS' olur. Ayni zamanda Gram-Schmidt yontemine gore, x-v de

Y s+ Y, 1N bir lineer kombinasyonudur ve bu nedenle x—ve.§ dir. Simdi, x=(x-
v)+v istenen ayrisimdir. Geriye tekligi gostermek kalir.
Eger x=u,+v,=u,+v,, u, S, u,eS, v,eS', v,eS saglayan iki ayrigim
ise, bu takdirde,

(u,-u,)+(v,-v,)=0
dir.  (u,-u,,v,-v,)=0 oldugundan, (u,-u,,u,-u,)=0 oldugu yukandaki
bagintidan goralir. Bu takdirde w, -u,=0 ve buradan da u, =u, oldugu gorulir.

v, =v, oldugu da kolaylikla gortliir. Boylece ayrigim tektir.

Teorem 1.5.3. W, 1" vektdér uzaymin bir altuzay: olsun ve S, W’nin lineer gereni

olsun. Bu takdirde,



boy(S)+boy( W )=boy(7)
dir.
ispat: boy(S)=m, boy(W')=n, boy(T)=p oldugunu farz edelim. x,,..,X, ve

m

Yisee ¥, strastyla S, W igin taban olsunlar.

cxX,+..+e x +dy, +.+dy =0

mom

oldugunu farz edelim. u=c¢x, +..+¢ X, v=d|y, +..+d,y, olsun. Her bir j, j i¢in
x;,y; ortogonal olduklarindan u, v ortogonaldirlar. Bununla beraber u+v=0 ve bu
nedenle u=v=0 dir. Her bir /, j i¢in ¢, =0, d, =0 oldugu goriillir ve bu nedenle
Xysees Xy, > ¥ oeees ¥, DIr lineer bagimsiz kiimedir. Boylece m+n<p dir. Eger m+n<p
ise, bu takdirde, X y...sX,,, ¥ s+0Y,, Z bir lineer bagimsiz kiime olacak sekilde bir z
vektori meveuttur. M, X yes X, , ¥;see ¥, Nin lineer gereni olsun. Teorem 1.5.2°ye
gore ueM , veM ' olacak sekilde bir z=u+v ayrigimi mevcuttur. Bu takdirde her
bir /i¢in, v, x,’e ortogonaldir ve bu nedenle vel/’ dir. Aym zamanda her bir / icin
v, vy, ’ye ortogonaldir ve bu nedenle {v,v)=0 ve buradan da v=0 dir ve z=u oldugu
gorulir. Bu, z’nin X,,..y X, , Y5+ Y, den lineer bagimsiz oldugu gercegiyle gelisir.
Bunedenle m - # p dir.

Teorem 1.5.4. Eger S, S, 7" vektor uzaylan ise bu takdirde, (i) (S,)' <(S)';
(i) (S, ) =, dir.

Tamm 1.5.4. A bir mxn matris olsun Ax=0 olacak sekilde tim x € R” vektérlerinin

kimesinin R"’in bir altuzayr olacagi kolayca goriiliir. Bu altuzaya A’min sifir uzayt

denir ve N(A) ile gosterilir.
Teorem 1.5.5. A bir mx# matris olsun. Bu takdirde N(A)= C(A')" dir.

Ispat: Eger xe N(A)ise, bu takdirde, Ax=0 dir ve bu nedenle her ye R” igin,

y'Ax=0 dir. Bundan dolay, x, C'(A’)’deki herhangi bir vektore ortogonaldir.



Tersine olarak eger, xe( '(A')I 1se, bu takdirde, x, A’’nun her sitununa

ortogonaldir ve bu nedenle Ax=0 dir.

Teorem 1.5.6. A, » rankl1 bir mxn matris olsun. Bu takdirde boy(N(A))= n-r dir.

Ispat: boyN(A y=boy C(A")" (Teorem 1.5.5’e gore)
=n—boyC(A") (Teorem 1.5.3’¢ gore)
=n—-r

elde ederiz. Bu da ispati tamamlar.

Tamm 1.5.5. A’nin sifir uzayinin boyutuna A nin sifirlig denir. Bu nedenle Teorem

1.5.6, rank+sifirlik=siitunlarin sayist oldugunu saglar.
1.6 Tekil Olmama

Tamm 1.6.1. x,x,...x, bilinmeyenli m tane lineer denkleme sahip oldugumuzu

varsayalim. A bir mxn matris olmak (zere, denklemler tek bir Ax=b matris
denklemiyle uygun bir sekilde ifade edilebilir. Ax=b denklemine tutarli denecektir
eger bu denklem en az bir ¢oziime sahipse, aksi takdirde denklem tutarsizdir. Eger
b=0 ise denklem homojendir. Ax=0 homojen denkleminin ¢oziimlerinin kiimesi

asikar olarak A’nin sifir uzayidir.
Eger Ax=Db denklemi tutarl: ise, bu takdirde, a,....a, A’nm situnlart olmak UGzere
. 4] 0 [
herhangi x,,x,,...x, i¢in
_ .0 0
b= x/a, +xa,+,...+x a

yazabiliriz. Bu nedenle be ('(A) dir. Tersine olarak eger be ('(A) ise, bu takdirde,

Ax=b tutarli olmalidir. Eger denklem tutarli ise ve x° denklemin bir ¢oziimii ise bu

takdirde denklemin tim ¢oziimlerinin kiimesi,
{x" +X:X€ N(A)}

ile verilir. Agtk olarak, Ax=b denklemi ya ¢oziime sahip degildir ya bir tek ¢oziime
sahiptir ya da sonsuz bir¢ok ¢oziime sahiptir. Eger R(A)= n ise, nxn mertebeli bir A

matrisine tekil degildir denir; aksi halde, A matrisi tekildir.
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Teorem 1.6.1. A bir nxn matris olsun. Asagidaki sartlar esdegerdirler.

(1) A tekil degildir yani R(A)=# dir.

(i1) Herhangi bir be R”igin Ax=b bir tek ¢6zlime sahiptir.

(ii1) AB=BA=I olacak sekilde bir teck B matrisi vardir.

Ispat: (i)=(ii); R(A)= » oldugundan (((A)=R"yazanz ve bu nedenle Ax=b bir
cozime sahiptir. Eger Ax=b ve Ay=Db ise bu takdirde A(x-y)=0 dir. Teorem 1.5.6’ya
gore boy(NV(A))=0 ve boylece x=y dir. Bu, tekligi gosterir.

(iy=(111): (1) sitkkina gore, e,, birim matrisin /-yinci siitunu olmak iizere, Ax=e,, b,
diyecegimiz, bir tek ¢cozime sahiptir. Bu takdirde B= [bl,bz,...,bn], AB=I egitligini
saglayan yegane matristir. Ayn1 muhakemeyi A'’ne uygulayarak, CA=Il olacak
sekilde bir tek C matrisinin varlig sonucunu ¢ikaririz. Simdi B=(CA)B=C(AB)=C
dir.

(i11)=(1): (111) stkkinin dogru oldugunu varsayalim. Bu takdirde herhangi bir x € R”,

x=A(Bx) olarak ifade edebilir ve buradan da (((A)=R" dir. Bu nedenle tanimdan,
C(A) nin boyutu olan R(A) »# olmalidir,

Teorem 1.6.1%in (iii) stkkinin B matrisine A’nin tersi denir ve A™ ile gosterilir. Eger

A, B mxn matrisler ise, bu takdirde, (AB)B'A7')=Idir ve bu nedenle
(AB)" = B'A™ dir. Ozellikle, iki tekil olmayan matrisin garpimi tekil degildir.

Teorem 1.6.2. A bir #xn matris olsun. A’nin j-yinci satir ve j-yinci stitununu silmek

suretiyle A’dan elde edilen alt matrisi A,

; 1le gosterecegiz. a,’nin kofaktori

olarak tamimlanmir. ek(A) ile gosterilen, A’nin eki, (7,7)-yinci

(esearpan) (1) |A,

elemani @, ’nin eg garpani olan #1x# matristir.

Determinantlarin teorisinden,

Doa, =1y

7

Aijl =[A|

1
=

ve i =k igin,



Zn]:a,j.(—l)""klA,\.j|=O
7

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemler Aek(A)=|A|l olarak yorumlanabilir. Bu

nedenle eger |A| =0 ise, bu takdirde, A™ mevcuttur ve,

A 1=]—ek(A)

Al
dir. Tersine olarak eger A tekil degil ise, bu takdirde, AA™ =Iesitliginden
|AA“|=|AI|A“|=Ioldugu sonucunu gikarinz ve bu nedenle |A|#0 dir. Boylece
asagidaki sonucu ispatladik.

Bir kare matrisin tekil olmamasi icin gerek ve yeter sart onun determinantinin

sifirdan farkl: olmasidir.

Bir matrisin bir rxr minoéri A’nin bir sxr alt matrisinin determinanti olarak
tanimlanir. A » rankl bir mx# matris olsun, 5= olsun ve A’nin, /,/,....0 satirlar ve
JisJas-.j, sutunlant tarafindan olusturulan, A, bir sxs minérini dasiinelim.
JisJas-J, stutunlarinin lineer bagimli olmas: gerektiginden yukaridaki ifade edilen

sonuca gore mindr sifir olmalidir. Tersine olarak eger A, r rankli ise, bu takdirde, A,

i,1,....1 satirlart diyece@imiz, r tane lineer bagimsiz satira sahiptir. B, bu r tane satir

tarafindan olusturulan alt matris olsun. Bu takdirde B, r rankina sahiptir ve boylece
B, » stutun rankina sahiptir. Bu nedenle B’nin rx# boyutlu bir C alt matrisi vardir ve
bu nedenle A’nin ranki da » dir. Yine yukanda ifade edilen sonuca gére C, sifirdan
farkl bir determinanta sahiptir. Béylece rankin mindrlere dayanan asagidaki tanimini

elde ederiz:
(1) Sifirdan farkli bir #xr minér varsa,
(i1) Her sxs minor (s r) sifirise,

A matrisinin ranki r dir. Daha 6nce hatirlatildig gibi, rankin sifir olmasi i¢in gerek

ve yeter sart A’nin sifir matrisi olmasidir.

1.7. Frobenius Esitsizligi



Teorem 1.7.1. B r rankh bir mxr matris olsun. Bu takdirde XB=I olacak sekilde

B’nin sol tersi denilen bir X matrisi vardir.

ispat: Eger m—r ise, bu takdirde, B tekil degildir ve bir ters kabul eder. Bu nedenle

#<m oldugunu farz edelim. B’nin sutunlar lineer bagimsizdir. Bu nedenle B’nin
sttunlanyla birlikte R” i¢in bir taban olusturan m-r tane sttunun bir kimesini

bulabiliriz. Diger bir degisle [B,U] tekil olmayacak sekilde mx(m-r) mertebeli bir U

matrisi bulabiliriz. X, rxm mertebeli bir matris olmak iizere, [B,U] nin tersi [V]

olarak par¢alanmis olsun,

[f]] [B,U]=I

oldugundan, XB=I elde ederiz.

Ayni sekilde » rankli bir C rxn matrisinin bir sag terse sahip oldugunu gosteririz.
Yani CY=I olacak sekilde bir Y matrisi buluruz. Matris kare ve tekil olmadik¢a sol

ve sag tersin tek olmadigina dikkat edelim.

Teorem 1.7.2. B, r rankli bir m x » matris olsun. Bu takdirde

o

olacak gekilde tekil olmayan bir P matrisi mevcuttur.

. , X
Ispat: Ispat Teorem 1.7.1°in aymisidir. Eger P:{V} alirsak, bu takdirde P istenilen

sarti saglar. Aym sekilde eger C,  rankli rxn matris ise bu takdirde CQ=[1,0]

olacak sekilde tekil olmayan bir Q matrisi mevcuttur. Bu iki sonug ve rank ayrigimi

derhal bizi asagidaki sonuca gotirir.

Teorem 1.7.3. A, » rankl1 bir #m#xn matris olsun. Bu takdirde

PAQ= Lo
0 0
olacak gekilde tekil olmayan P, Q matrisleri mevcuttur.
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Teorem 1.7.4. A, B sirasiyla mxn ve nxp mertebeli matrisler olsun. Eger R(A)=n ise
bu takdirde R(AB)=R(B) dir. Eger R(B)=# ise bu takdirde R(AB)=R(A) dur.

Ispat: ilk olarak R(A)=n oldugunu farz edelim. Teorem 1.7. 1’¢ gore XA=I olacak

sekilde bir X matrisi mevcuttur. Bu takdirde
R(B)=R(XAB)<R(AB)<R(B)

dir ve bu nedenle R(AB)= R(B) dir. Ikinci kisim benzer sekilde gortiliir. Teorem
1.7.4°0n  bir sonucu olarak rankin tekil olmayan bir matrisle ¢arpimdan

etkilenmedigini goriuriz.

Teorem 1.7.5. A, r rankli bir mxn matris olsun. Bu takdirde A+Z, n rankina sahip

olacak sekilde #-+ rankh bir Z mxn matrisi vardir.

Ispat: Teorem 1.7. 3’e gore,

PA L0
Tl 0
olacak sekilde tekil olmayan P, Q matrisleri vardir. W, n-r rankh herhangi bir matris

olmak tzere

Z—P“O 0o
- OWQ

alalim. Bu takdirde P(A+Z)Q’nun rankinin # oldugu kolayca gerceklenir. P, Q tekil
olmadiklarindan, uyarmayla hemen gorilur ki, (A+Z)'nin ranki # dir. (Teorem

1.7.5’in rank aynigimini kullanarak ispatlanabildigini de belirtelim.)

Teorem 1.7.6. (Frobenius Esitsizlii) A ve B sirasiyla mxn ve wmxp mertebeli

matrisler olsun. Bu takdirde
R(AB)= R(A)+ R(B)-n
dir.

Ispat: Teorem 1.7.5°¢ gore A+Z. n rankli olacak sekilde - R(A) rankli bir Z matrisi

vardir.
R(B)=R((A+Z)B) ( Teorem 1.7 .4°¢ gore)

—R(AB+ZB)
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<R(AB)tR(ZB) (Teorem 1.4.4°¢ gore)
< R(AB)+R(Z)
= R(AB)*+n-R(A)
dir ve bu nedenle R(AB)= R(A)+ R(B)-# olur.
1.8. Ozdegerler ve Spektral (Goriinge) Teoremi

Tamim 1.8.1. A bir #x# matris olsun. |A - )Ll| determinanti 2 ( kompleks de olabilir)

degiskenine gére » -inci dereceden bir polinomdur. Bu polinoma A’nin karakteristik

polinomu denir.
|A —A1|=0

denklemine A’nin karakteristik denklemi denir. Cebirin temel teoremine gore bu
denklem » tane koke sahiptir ve bu koklere A’nin 6zdegerleri denir.(Cebirin temel
teoremi #-inci dereceden bir (1) =0 denklemi reel ya da kompleks » tane koke
sahiptir. Koklerden birisi kompleks ise eslenigi de koktur.)

Ozdegerlerin hepsi farkli olmayabilir. Karakteristik denklemin bir kokii olarak ortaya

ctkan bir ozdegerin tekrar sayisina ¢zdegerin cebirsel katliligr denir. Karakteristik

polinomu,

[A-Al|=(4 - 2)..(4, - ) (18.1)

gibi carpanlara ayinnz. (1.8.1) bagmntisinda 2=0 koyarak |A| ‘nin - A’nin
ozdegerlerinin bir ¢arpimi oldugunu hemen  goririz. Ayni sekilde (1.8.1)
bagintismin  her iki tarafinda A" “’in katsayisin1  esitleyerek A min izinin

ozdegerlerinin toplamina esit oldugunu goririiz.

Bir kare matrisin bir esas alt matrisi, satirlarin bir kiimesi ve siitunlarin karsilik gelen
kumesiyle olusturulan bir alt matristir. A’nin bir esas minorQ bir esas alt matrisin

determinantidir.

Tamm 1.8.2. Eger A= A’ ise, A kare matrisine simetrik denir. Bir A #x/# matrisine

pozitif-tanimli denecekti, eger A simetrik ve sifirdan farkli herhangi bir x vektori
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icin x’Ax > Oise. Birim matrisin pozitif-taniml1 oldugu aciktir ve bu nedenle kdsegen

elemanlart pozitif olan bir késegen matris de pozitif-tanimlidir.
Teorem 1.8.1. Eger A pozitif-tanimli ise, bu takdirde, A tekil degildir.

ispat: Eger Ax=0 ise, bu takdirde, x’Ax=0 dir ve A pozitif-tanimli oldugundan x=0

dir. Bu nedenle A tekil olmamalidir. Bir sonraki sonu¢ tanimdan agiktir.

Teorem 1.8.2. Eger A, B pozitif-tanimli ve & + £ >0 olmak iizere, & 20, f =0 ise,

bu takdirde, crA + B pozitif-tanimlidir.
Teorem1.8.3. Eger A pozitif-tanimli ise, bu takdirde, |A|>0 dir.

Ispat: 0< o <1 igin,

fla)=|aA+(1-a)l|

fonksiyonunu tanimlayalim Teorem 1.8.2’ye gore A +(1—-a)l pozitif-tammlidir ve
bu nedenle Teorem 1.8.1°e gore f(ax)#0, O<a <1 dir. Asikar olarak f(0)=1 dir.

Jf surekli oldugundan f(1)=|A|>0 dir.

Teorem 1.8.4. A pozitif-tanimli ise, bu takdirde, A’nin herhangi bir esas alt matrisi

pozitif-tanimlhidir.

Ispat: A pozitif-tanimh oldugundan, her x=0igin x'Ax >0 dir. Bu sarti j,..., j,
koordinatlarinda sifirlar olan vektorler kiimesine uygulayalim. Boyle bir x vektoru
i¢in x'Ax, y'By tipinden bir ifadeye indirgenir. Burada B, A'nin j,...,j satir ve
situnlarini silmek suretiyle olusturulan esas alt matristir. B’nin ve aym sekilde

A’nin herhangi bir esas alt matrisinin pozitif-tanimh oldugu gorulir.

Tamim 1.8.3. Eger her x € R” i¢in x’Ax > 0ise, simetrik bir A #xn matrisine pozitif

yari-tanimli denir.

Teorem 1.8.5, Eger A bir simetrik matris ise, bu takdirde, A’nin 6zdegerlerinin timi

reeldir.
Ispat: 4 ’nin A’nin bir 6zdegeri oldugunu farz edelim ve a, f reel sayilar v

/=-1 olmak tizere, #=c/+if3 olsun. |A— 41| =0 oldugundan,



|(A—ul)—ipl|=0

elde ederiz. Yukaridaki determinantin eglenigini alarak ve ikisini ¢arparak,
|(A— D) —iBl||(A—pd)+ipBl|=0

elde ederiz. Bu nedenle,
(A =1y’ + 3°1| =0 (1.8.2)

dir. A simetrik oldugundan, A’nin karesinin pozitif yari-tanimli oldugu gergektir

(tammdan herhangi bir B matrisi igin BB'nln pozitif yari-tamimli oldugu gortliir).

Bu nedenle eger S #0 ise, bu takdirde,

(A—ul)’ + ﬁzll pozitif-tanimlidir ve bu

takdirde Teorem 1.8.1. ¢ gore (1.8.2) bagintis1 saglanamaz. Bu nedenle f=0ve u
reel olmalidir. Eger A bir simetrik #xn matris ise, A’nin dzdegerlerini ara sira

A(A)=...>1,(A) ile ve eger kanstirma olasilig1 yoksa 4 >...> 4, ile gosterecegiz.
Tanim 1.8.4. A bir simetrik nxpn matris olsun. Bu takdirde herhangi bir i i¢in
|A—21|=0 dir ve bu nedenle A— A1 tekildir. Bu nedenle A— A1 nin sifir uzay
en az | boyutuna sahiptir. Bu sifir uzayina A’nin 4, ’ye karsilik gelen 6zuzay: denir
ve Ozuzayda sifir olmayan herhangi bir vektore A’nin A ’ye karsilik gelen bir

ozvektora denir. Sifir uzayinin boyutuna A, ’nin geometrik katliligi denir.

Teorem 1.8.6. A bir simetrik #x# matris olsun ve x, y sirasiyla 1 ve g ’ye karsilik

gelen ozvektorler olmak iizere A # i, A’nin 6zdegerleri olsun. Bu takdirde x'y =0

dir.

Ispat: Ax= 2xve Ay=puy elde ederiz. Bu nedenle, y'Ax=y'(Ax) = Ay'x dir. Ayni
zamanda Y'Ax=(y'A)x=Ay'xdir. Béylece, Ay'x = uy'xdir. A#x oldugundan,

x'y =0 oldugu gorilir.

Tanim 1.8.5. Eger P ' =P’ ya da PP'=P'P =1 ise, bir P kare matrisine ortogonal

matris denecektir, eger bir #x» kare matrisin satirlan (ya da sttunlart) R” igin bir
ortonormal taban olusturursa. Birim matrisin ortogonal oldugu agiktir. Birim

matristen, onun satirlarinin (veya sttunlarinin) permitasyonu ile elde edilen bir
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matrise bir permiitasyon matris denir ve bu matris ortogonaldir. Ortogonal

matrislerin ¢arpiminin ortogonal olacag: kolayca gorilir.
Teorem 1.8.7. Spektral Teoremi: A simetrik bir 77x# matris olsun. Bu takdirde

P'AP = kioseg(4,.... ) (1.8.3)
olacak sekilde ortogonal bir P matrisi mevcuttur. Burada A4,.,4, ’ler A’min
ozdegerleridir.

Ispat: »=ligin sonug aciktir. #—1 mertebeli matrisler i¢in sonucu kabul edelim ve

timevanmla ilerleyelim. x, |x||=1 olmak iizere, A,’e karsihk gelen bir ¢zvektor

olsun. Q, birinci situnu x olan bir ortogonal matris olsun (boyle bir Q matrisi

mevcuttur. Tlk olarak x’i K" igin bir tabana genisletiriz ve sonra Gram-Schmidt

yontemini uygulanz). Bu takdirde
A 0 0
, 0
QAQ=| .
0
dir. Q'AQ ’niin 6zdegerleri ayn1 zamanda 4,,..., 4, dir. Bu nedenle B’nin 6zdegerleri

de 4,,...4 dir. Q'AQ simetrik oldugundan B’'nin de simetrik oldugu agiktir.

Inditksiyon varsayimina gore,
R'BR =koseg(4,,...4,)

olacak sekilde bir ortogonal R matrisi mevcuttur. $Simdi,

P

I
O

alalim. Bu takdirde P'AP = kosg(A,,..., A,) dir.

Teorem 1.8.7°deki P matrisinin X,,...,X, sttunlarina sahip oldugunu farz edelim. Bu

takdirde



AP =Phsg(A,.... )

oldugundan Ax, = Ax, elde ederiz. Bir bagka ifadeyle x;, A’nin 4, ye karsilik gelen

bir 6zvektoridur. (1.8.3) bagintisint yazmanin bagka bir bigimi,

_ ' ’
A=Axx +. . +4X X

dir. Bu A’nin spektral ayrisimi olarak bilinir.

Teorem 1.8.8. A bir simetrik sxn matris oldun. Bu takdirde A’min pozitif-tanimli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart A’nin 6zdegerlerinin tiimintn pozitif olmasidir.
Ispat: Spektral teoremine gore bir ortogonal P matrisi i¢in P’AP =koseg(A,,...,A,)

dir. Sonug, A’nin pozitif-tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart P’AP 'nin de pozitif-
tanimli olmasi gergeginden goriiliir. Ayni gekilde bir simetrik matrisin pozitif yari-
tanimli olmast ic¢in gerek ve yeter sart onun ozdegerlerinin her birinin negatif

olmamasidir.

Teorem 1.8.9. Eger A pozitif yari-tamiml ise, bu takdirde, B* = A olacak sekilde bir
tek pozitif yari-tanimli B matrisi vardir. B matrisine A nin karekokii denir ve AY? ile
gosterilir.

ispat: (1.8.3) bagintisini gercekleyecek sekilde bir ortogonal P matrisi vardir. A
pozitif yan-tanimh oldugundan A >0, i =1,...,n dir.

1 1

B = Pkoseg(A2,.., AP
alalim. Bu takdirde B> = A dir.

Tekligi ispatlamak icin, eger B ve C, A =B’ =C" bagintisini saglayan poxzitif yari-
taniml1 matrisler ise, bu takdirde, B=C oldugunu gostermeliyiz. D= B-C olsun.
Spektral teoremine gore Z=QDQ’' bir koésegen matris olacak sekilde bir Q
ortogonal matrisi meveuttur. E=QBQ’, F =QCQ’ olsun. E=F oldugunu gostermek

yeterli olacaktir. Z=E-F bir kogegen matris oldugundan, e, =f,, /= jdir. Aym

zamanda,

EZ+ZF = E(E-F)+(E-F)F = E>-F> =Q(B>-C*)Q' =0
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ve bu nedenle,

(eii + fu )Zu' = O’ I = 1

n

LR

dir. Eger z, =0 1ise, bu takdirde, ¢,=f, dir. Eger z, #0 ise, bu takdirde,
e, +f,=0 dir. Bununla beraber E, F pozitif yari-tanimli olduklarindan,
e, >0, >0 dirve ¢, = f, =0 oldugu gorilir. Bu nedenle ¢, = f,, i =1,...,n dir ve
ispat tamamdir.

Tamim 1.8.6. Eger A> = A ise, A matrisine idempotent denir.

Teorem 1.8.10. Eger A idempotent ise, bu takdirde, A min her bir 6zdegeri ya O ya

da 1 dir.

Ispat:  4...A, A’mn ozdegerleri olsun. Bu takdirde A7,..,4°, A?’nin

ERERT R s by

ozdegerleridir. A>=A oldugundan, {4’,...4}}={4....4,} dir ve her bir i igin 4,

EREEERAA

=0 ya da 1 oldugu gorulir.

Tersine olarak, eger A simetrik ve A’nin her bir 6zdegeri 0 ya da 1 ise, bu takdirde,
A idempotenttir. Bu spektral teoreminin bir uygulamasiyla gorulur. Bir matrise tam
satir(veya sutun) ranklidir diyecegiz, eger onun ranki, satirlarinin(veya sttunlarinin)

say1sina esitse.
Teorem 1.8.11. Eger A idempotent ise, bu takdirde, R(A)=1zA dir.

ispat: A=BC bir rank ayrisimi olsun. B tam situn rankli oldugundan Teorem 1.7.1e

gore B bir sol terse sahiptir. Ayni sekilde C de bir sag terse sahiptir. B, , (. sirastyla
B, C’nin sol ve sag tersi olsun. Bu takdirde A’ =A bagntisi,

B,BCBCC, =BBCC, =1
Oldugunu gosterir ve bu nedenle CB=I dir. Burada I birim matrisinin R(A) dir.
Boylece ,

1izA=1zBC=izCB= R(A)
dir.

1.9. Genellestirilmis Tersler
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Tammm 1.9.1 A bir mxn matris olsun. Eger AGA=A ise nxm mertebeli bir G

matrisine A’min genellestirilmis tersi (veya bir g-tersi) denir,
Eger A kare ve tekil degilse bu takdirde A™ A’nin yegane g-tersidir. Aksi takdirde
kisaca gorecegimiz gibi A sonsuz bir¢ok g-terse sahiptir.

Teorem 1.9.1. A, G sirasiyla mxn ve nxm mertebeli matrisler olsun. Bu takdirde

asagidaki sartlar esdegerdirler

(1) G, A’nin bir g-tersidir.

(i1) Herhangi bir y € ’(A) igin x =Gy, AX =Yy ’nin bir ¢éziimidur.

Ispat:(i) = (ii): Herhangi bir y € C(A), herhangi bir z i¢in y=Az bigimindedir. Bu
takdirde, A(Gy)=AGAz=Az=y dir.

(i1) = (i): Herhangi bir y € (/(A) igin AGy=y oldugundan her z i¢in AGAz=Az elde
ederiz. Ozellikle eger z’yi birim matrisin i-inci siitunu olarak alirsak, bu takdirde

AGA ve A’nin /-yinci sutunlarmin aynmi olduklarini goriiriz. Bu nedenle AGA=A
dir.

A=BC bir rank ayrisgmi olsun. B’nin bir B’ sol tersine ve C nin C, sag tersine

sahip oldugunu goriiriiz. Bu takdirde,
AGA=BC(C.B; )BC=BC=A

oldugundan, G=C_B; A’nin bir g-tersidir. Bunun yerine, eger A r rankl: ise, bu

takdirde, Teorem 1.7.3’e gore,
A=P L0 Q
0 0

olacak sekilde tekil olmayan P, Q matrisleri vardir. Uygun boyutlara sahip herhangi

U, V, W icin, gosterilebilir ki,

v

matrisi,
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5 o

matrisinin bir g-tersidir. Bu takdirde,

I U
G = -1 T P-l
A’nin bir g-tersidir. Bu ayn1 zamanda kare ve tekil olan herhangi bir matrisin sonsuz
g-terse sahip oldugunu gosterir. Bir g-tersi hesaplamak igin ozellikle uygun olan

baska bir yontem asagidaki gibidir. A, r rankli olsun. A’nin rxr boyutlu tekil

olmayan herhangi bir alt matrisini segelim. Uygunluk igin,
A= {Au AIZ}
A21 AZZ
oldugunu kabul edelim. Burada A, #xr ve tekil degildir. A, » rankli oldugundan,

A, =A X, A,, =A, X olacak sekilde bir X matrisi vardir. Simdi,

G=A'l‘1 0
0 0

olarak tamimlanan G mxm matrisinin A’nin bir g-tersi oldugu gergeklenebilir.(Bu

gerekli carpimi yapmak suretiyle gergeklenir.) A’nin bir g-tersini gostermek igin sik

stk A notasyonunu kullanacagiz.
Teorem 1.9.2, Eger G, A nin bir g-tersi ise R(A)=R(AG)=R(GA) dir.
ispat: R(A)=R(AGA) <R(AG) <R(A) dir. ikinci kisim ayni sekilde goriiliir.

A’nin bir g-tersine bir reflexive(doénislii) bir g-ters denir, eger o ve ayni zamanda
GAG=G esitligini de saglarsa. Eger G, A'nin herhangi bir g-tersi ise, bu takdirde,

GAG'nin A’nin bir reflexive g-tersi olduguna dikkat edelim.

Teorem 1.9.3. G, A’nin bir g-tersi olsun. Bu takdirde R(A) < R(G) dir. Ayrica

esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G’nin reflexive olmasidir.

Ispat: Herhangi bir G g-ters icin, R(A)>R(AGA) < R(G) elde ederiz. Eger G
reflexive ise, bu takdirde, R(G)=R(GAG) < R(A) ve bu nedenle R(A)=R(G) dir.
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Tersine olarak R(A)=R(G) oldugunu farz edelim. ilk olarak C(G)<=(C(GA)
olduguna dikkat edelim. Teorem 1.9.2’ye goére R(A)=R(GA) ve bu nedenle
((G)=C(GA) dir. Bundan dolay: herhangi X i¢in G=GAX dir. Simdi,

GAG=GAGAX=GAX=G
dir ve G reflexivedir.

Teorem 1.9.4, A bir mx#n matris olsun, G, A’nin bir g-tersi olsun ve y € C(A) olsun.

Bu takdirde Ax=y’nin ¢éziimler simfi Gy +(1-GA)z ile verilir. Burada z keyfidir.(
ze R")
Ispat: y € C(A) oldugundan herhangi bir z igin,

A{Gy +(1 —GA)z}=AGy=y
dir ve bu nedenle Gy +(1-GA)z bir ¢oziimdiir. Tersine olarak, eger u bir ¢oziim
ise, bu takdirde, z=u-Gy koyariz.

Gy +(1-GA)z=u
Oldugunu gercekleriz. Bu da ispati tamamlar.

Eger AGA=A’ya ¢k olarak, (GA) = GA saglamirsa A’nin bir G g-tersine A’nin

minimum norm g-tersi denecektir. Bu terminolojinin sebebi asagidaki sonuctan agik

olacak.
Teorem 1.9.5. A bir mx# matris olsun. Bu takdirde agagidaki sartlar esdegerdirler.
(1) G, A’nin bir minimum norm g-tersidir.

(i1) Herhangi bir ye(C(A) i¢in x=Gy, Ax=y’nin minimum norma sahip bir

¢Ozumudir.

Ispat:(i) = (ii): Teorem 1.9.4 ‘e gore herhangi bir y € C(A) ve herhangi bir z igin,
|Gy| <[|Gy + (1-GA)|| (1.9.1)

oldugunu gostermeliyiz.

Gy +(1-GAY| =[Gy +|[(1-GA)| +2y'G'(1-GA)z (1.92)
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yazariz. Y € ('(A) oldugundan herhangi u i¢in y=Au dur. Bu nedenle,

y'G'(1-GA)z = WA'G'(1-GA)z
=u'GA(I-GA)z

dir. Bunu (1.9.2) bagintisinda yerine koyarak (1.9.1) bagintisini elde ederiz.

(i) =(i): Herhangi bir y € C(A) igin x=Gy, Ax=y’nin bir ¢6zimt oldugundan
Teorem 1.9.1°e gore G, A’nin bir g-tersidir. Simdi her z igin (1.9.1) bagintisini elde

ederiz ve bu nedenle her u, z i¢in,
0=[(1-GA)[ +20'A'G'(I-GA)z (1.9.3)

dir. (1.9.3) bagintisinda w’nun yerine « u koyalim. Eger w’A'G’(1-GA)z <0 ise, bu
takdirde, « ’v1 buyiik ve pozitif secerek (1.9.3) bagintisina bir ¢elisme elde ederiz.
Ayni sekilde W'A'G'(1-GA)z >0 ise, bu takdirde, o ’y1 bilyilk ve negatif segerek

bir gelisme elde ederiz. Béylece her u, z igin,
WA'G(1-GA)z=0

ve bu nedenle A'G'(1-GA)z =0 oldugu sonucuna variriz. Bundan dolay1 A'G’,
simetrik olan, (GA)'GA ’ya esittir.

Tamm 1.9.2. A’nin bir G g-tersine A nin bir en kugiik kareler g-tersi denir. Eger o

AGA=A"ya ¢k olarak (AG) = AG bagintisim da saglarsa.
Teorem 1.9.6. A bir mxn matris olsun. Asagidaki sartlar esdegerdirler.
(1) G, A’nin bir en kugtik kareler g-tersidir.
(ii) Herhangi bir x, y i¢in [|AGy - y|| <[|Ax - y| dir.
Ispat:(i) =(ii): x-Gy =w olsun. Bu takdirde,
|AGy -y| <|AGy -y + Aw| (1.9.4)
oldugunu gostermeliyiz.
|AGy -y + Aw| =[(AG- l)y|| +|Aw[| +2wA(AG-D)y (1.9.5)

elde ederiz. Fakat (AG) = AG oldugundan,
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WA'AG-Dy=w(A'G'A'-A)y=0
dir bunu (1.9.5) bagintisinda yerine koyarak (1.9.4) bagintisini elde ederiz.
(i1) = (i): Herhangi bir x vektori igin, (i1)’de y=Ax koyalim. Bu takdirde,

|[AGAx- Ax||<[|Ax- Ax||=0
ve buradan da AGAx=Ax oldugunu goririiz. x keyfi oldugundan, AGA=A dir ve bu
nedenle G, A’nin bir g-tersidir. Ispatin geriye kalan kismi1 Teorem 1.9.5. de (i) = (ii)
ispatina paraleldir.

Tutarli olmayan Ax=y denklemine sahip oldugumuzu ve |Ax-y| minimum olacak

sekilde bir x ¢ozimi bulmayi istedigimizi varsayalim. Bu takdirde, teorem 1.9.6’ya
gore bu ¢ozim, A’nin herhangi bir en kiguk kareler g-tersi i¢in x=Gy almak
suretiyle elde edilir.

Tamm 1.9.3. Eger G, A’nin bir reflexive g-tersi ise yani hem minimum norm hem
de en kucuk kareler g-tersi i1se, bu takdirde, G’ye A’nin bir Moore-Penrose tersi

denir. Bagka bir deyisle eger G,

AGA=A, GAG=G, (AG) =AG, (GAY=GA (19.6)
bagintisini saglarsa G, A’nin bir Moore-Penrose tersidir. Béyle bir G’nin mevcut ve
gercekten tek oldugunu gosterecegiz. 1lk olarak tekligi gosterelim. G, ve G, nin her

ikisinin de (1.9.6) bagintisin1 sagladigim varsayalim. Bu takdirde G, =G, oldugunu

gostermeliyiz. Asagidaki adimlarin her biri (1.9.6) bagintisini uygulamak suretiyle
goraliir. Altlart ¢izilen terimler her bir kerede bir sonraki adimi elde etmek igin

yeniden yorumlanacaktir.
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G, =G AG,
-GG A’
=G G/A'G,A’
=G,G|A'AG,
=G AG AG,
=G AG,
=G AG ,AG,
=G, AA'GG,
=A'GIAGG,
=A'G'G,
=G,AG,
=(;2

dir. A’min Moore-Penrose tersini A~ ile gosterecegiz. Simdi varh@ gosterecegdiz.

A=BC, A’nin bir rank ayrigimi olsun. Bu takdirde,
B =BB)'B, C =C(CC)'
ve sonrada,
A'=CB

olacag: kolaylikla gergeklenebilir.



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1. Lineer Modeller

Tamm 2.1.1. y, ),,),,.....p, bilesenli bir sttun vektor olsun. Eger her bir y, bir
rastgele degisken ise y’ye bir rastgele vektor diyecegiz. y’nin beklenen degeri /:(y)

ile gosterilen i-yinci bileseni £( y,) olan stitun vektordiir.

X, y rastgele vektor ve B, C rastgele olmayan sabit matrisler olmak lzere
K(Bx+Cy)= BE(x)+CE(y)

oldugu agiktir.

Tamm 2.1.2. Eger x, y sirasiyla m, # mertebeli rastgele vektorler ise, bu takdirde, x,

y arasindaki kov(x, y) ile gosterilen kovaryans matrisi (/, j)-yinci elemani kov(x,, ,

) olan bir mxn matristir. y'nin, /X(y) ile gosterilen, dagilim matrisi veya varyans-
kovaryans matrisi kov(y, y) olarak tammlamr. Dagilim matrisinin simetrik oldugu

aciktir. Eger b, ¢ sabit vektorler ise, bu takdirde,

kov(b'x,¢'y ) =kov(bx, +....+b, X, .y +.....+C,),)

mm?
m.n

= Z Z bicjk OV(xf > yj)

=
=b'k ov(x,y)c
dir. Eger B, C sabit matrisler ise bu taktirde
kov(Bx, Cy)=Bkov(x,y)C’
oldugu gorilir. x=y ve b=c alarak
var(b'x) =b'D(x)b
elde edilir. Varyans negatif olmadigindan, D(x)'in pozitif vari-tanimhi oldugu
sonucunu ¢ikaririz. Kesinlikle sabit olan bir b’x linecer kombinasyonu mevcut

olmadik¢a D(x)’in pozitif tanimli olduguna dikkat edelim. Simdi bir lineer model

kavramim ortaya koyacagiz. y,,y,......y, rastgele degiskenlerinin ortaya koyan bir

deneyi yurittigumiza farz edelim. Rastgele degiskenlerin dagiliminin  bazi

bilinmeyen parametrelerle kontrol edildigini varsayalim. Bir lineer modelde, temel
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varsayim, /:{y,)'nin, bilinen katsayilar ile A,...,8, parametrelerinin bir lineer

fonksiyonu oldugudur. Matris notasyonu ile bu

L(y)=Xp
olarak ifade edilebilir. Burada y, y,,v,,....y, bilesenli nx/ vektordur, X, nxp
mertebeli rastgele olmayan matristir ve B, f,.., [, parametrelerinin  px/

vektoridir. y,,y,,.....y, lerin iliskisiz olduklarimi ve her i igin var( y,)=c" oldugunu

da kabul ederiz. Bu o6zellige homoscedasticity(esit varyanshilik durumu) denir. Bu

nedenle
D(y)=0c1
dir. Modeli yazmak igin baska bir yol
y=Xp+¢
dir. Burada & vektorii £(&)=0, /)(¢)=0c"1 olan bir rastgele vektordiir. Simdilik y’nin

dagilimi hakkinda herhangi baska varsayimlar yapmayacagiz. Birinci amacimiz

By,..... B, nin ve onlann lineer kombinasyonlarinin tahminlerini bulmaktir. Aymi
zamanda & ’nin de bir tahminin arastiracagiz.
2.2, Tahmin Edilebilirlik

y #xd vektor, X, nxp matris ve B, px{ vektor olmak iizere
KHy=Xp, Dy=ol 2.2.1)

lineer modellerini g6z oniine alalim. Her B e R”igin £(c'y }=¢'B olacak sekilde
gozlemlerin bir ¢y lineer fonksiyonu varsa, £'Blineer parametrik fonksiyonuna
tahmin edilebilir denecektir. /(c'y )=¢'f sartt /XP=/p ya denktir ve bu R? deki
her B icin saglanmasi gerektiginden ¢'X =¢' yazmaliyiz. Bu nedenle ¢'f nin tahmin
edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart #"€R(X) olmasidir. Genellestirilmis tersi

ilgilendiren asagidaki gerg¢ekler bu ve bundan sonraki bélimde sik sik

kullanilacaktir.



(1) Herhangi bir X matrisi igin R(X)=R(X'X)dir. Bu asagida gosterilmistir.
RX'X) cR(X) oldugu agiktir. Bununla beraber X'X ve X aym ranka sahiptirler ve
bu nedenle onlarin satir uzaylart ayni boyuta sahiptir. Bu, uzaylarin ayni uzaylar (esit
uzaylar) olmalan gerektigini ifade eder. Bir sonug olarak herhangi bir M matrisi i¢in
X=M X'X yazabiliriz.

(1) Eger C(B) < ((C) ve R(A)cR(C) ise, bu takdirde, C’nin C g-tersinin

secimi altinda AC'B degismez. Bu, asagidaki gibi gorilir. Bazi U, V matrisleri igin
B=CU ve A=V yazabiliriz. Bu takdirde

ACB=VCC CU=VCU
dur. Yani A C" B g-tersin se¢imine bagl degildir.(U, V matrislerinin ister istemez tek
olmadiklarina dikkat edelim. Bununla beraber, eger B=CU,, A=V, C bagka bir
gosterim ise, bu taktirde,
V,CU,=V,CC CU,=AC B=VCC CU=VCU
dur))

(i) X(X'X) X"matrisi g-tersin secimi altinda degismez. 3(X) =R(X'X) oldugundan
bu hemen goriilir.

(v) XX'XyX'X=X, X'X(XXyX'=X' dur. Bu, X=MX'X vyazarak kolayca
ispatlanir.

Teorem 2.2.1. ¢'B bir tahmin edilebilir lineer parametrik fonksiyon olsun ve G, X
in en kigik kareler g-tersi olsun. Bu takdirde ¢ Gy, ¢'f’nin tim yansiz lineer
tahminleri arasinda minimum varyansh bir yansiz lineer tahminidir. /' Gy’ye ¢'B 'nmin
en iyi lineer yansiz tahmini diyecediz ve bundan boyle en iyi lineer yansiz tahmin

yerine “BLUE” yi kullanacagiz. # Gy nin varyansi ¢ ¢'(X'X) ¢ dir.
ispat: #'B tahmin edilebilir oldugundan herhangi u i¢in ¢’ =u’X dir. Bu takdirde

E(V'Gy)=u'XGXp=u'Xp=/
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dir ve bu nedenle ¢ Gy, ¢'B i¢in yansizdir. w'X =0 olmak tzere diger herhangi bir

lineer yansiz tahmin (#'G+w’)y formuna sahiptir. Simdi,
var {(/j”G +w')y‘} =’ ({'G+w)G'l+w)
=6’ (W'XG +wW ) G'X'u+w)
dur. G, X’in bir en kii¢iik kareler g-tersi oldugundan,
u'XGw=u'G'X'w=0
ve bu nedenle,

var{(¢'G +w)y} = o’ (W' (XGYXG)u+w'w)
> 620’ (XG )(XG)u
=var(£'Gy)

dir. Boylece ¢ Gy, ¢'f min BLUE’sidir. 7 Gy’ nin varyansi ¢ ¢'GG'¢ dir. g-tersin
herhangi bir se¢imi i¢in (X'X) X" ’niin X’in bir en kiigiik kareler g-tersi oldugu
kolayca goruliir. Ozellikle #(X'X) £ ='X(XX) X'u, g-tersin secimine gore
degismez oldugundan, Moore-Penrose tersi kullanarak,

GG = (XX XX(X'X) 4
=0"(X'X)"/
="(X'X) ¢

dir.
2.3. Hata (Tahmin Edilmis Hata) Kareler Toplami

Tanmm 2.3.1. X'Xp =Xy denklemlerine “normal denklemler” denir.

C(X')y=C(X'X) oldugundan, denklemler tutarlidirlar(¢éziimlidirler). |} normal

denklemin bir ¢oziimi olsun. Bu takdirde g-tersin herhangi bir sec¢imi ig¢in

~

Pp=(X'X) X'y dir. Hata kareler toplam: (HKT)
(y-XB)(y-XB)
olarak tammlanir. Her ne kadar |3 g-tersin se¢imine bagli olmakla beraber HKT,

(X'X)™ g-tersinin se¢imi altinda degismez. Bu nedenle ﬁ tek degildir ve herhangi bir
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istatistiksel yorumu kabul etmez. “Uygun Model” ile genel olarak ilgili parametrik

fonksiyonlarin BLUE?’ lerini hesaplamay1 ve HKT yi hesaplamayi ifade ederiz.
Teorem 2.3.1. (y-XB)(y-Xp) nin minimumuna ﬁ “da ulagilir.
ispat: X'(y-XB)=X'(y-X(X'X) X'y)=0 oldugundan,

(y-Xp(y-Xp)

=(y ~ X+ XB—XB)(y - X + X —Xp)

=(y~XB)(y~XB)+ (BB XX(B ~P)
dir. Buradan

(v - XB)'(y -XB) = (y - XB) (y - XB)
oldugu gorulir. Bu da ispati tamamlar.
Teorem 2.3.2. R(X)=r olsun. Bu takdirde £(y— Xﬁ)’(y — Xﬁ) =(n—r)o’ dir.
ispat: Z(y—XP)Xy—XB) = D(y) =0l elde ederiz. Bu nedenle,

E(yy) = E(y)BX'+ XBE(y') - XBB'X' +071

=XBpX +0’1 (23.1)

dir. Bu ve sonraki bolumde,

P=1-XXX) X’

notasyonunu kullanacagiz. P’nin, bir simetrik-idempotent matris ve PX=0 olduguna
dikkat edelim. Bu ozellikler yararli olacaktir. Simdi, (2.3.1) bagintisindan ve PX=0

gerceginden,
E(y -XB)(y —XB) = L(y - X(X'X) X'y) (y - X(X'X) Xy)
= Ey'Py
= E izly'Py)
= I iz(Pyy')
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=iz Plyy")
=0’ izP
dir ve son olarak (X'X) X'X idempotent oldugundan,

iz(P)y=n—izX(X'X) X’
=n—iz(X'Xy X'X
- R((X'X) X'X)

dir. Halbuki
RXX)yXX)=R(XX)=R(X)=r

dir ve ispat tamamdir. Teorem 2.4.2’den HK%’_I,) ’nin ¢ ’nin bir yansiz tahmin

o/HKT] _ E{HRT}  (n-r)o?
n-r  on—r  n-r

edicisi oldugu sonucunu ¢ikaririz, yani = ¢’ dir.

Hesaplamalar icin, HKT=y'y-p'X'XPp=y'y-y'XB ifadelerini kullanmak daha
uygundur.

2.4. Kisitlamalara Bagh Tahmin

y. bir ax/ vektor X, bir nxp matris olmak iizere bilinen E(y)=Xp, D(y)=0’l

modelini goz onune alalim. Parametreler uzerinde bir 6n lineer LB =z kisitlamasina

sahip oldugumuzu varsayalim. R(L)cR(X) oldugunu ve LB=z’nin tutarh

oldugunu kabul edelim. Sabit bir (X'X)~ g-tersi i¢in p=(X'X) X'y olsun ve
B=B—(XX) (LX) L) (LB —2)

olsun.

Teorem 2.4.1. (y—XBp)(y—Xp)'nin LPp=z’ye bagli minimumuna B:ﬁ’da
ulagtlir.

ispat: RL)cRX) ve R(X)=R(X'X) oldugundan herhangi bir W icin
L=WX'X dir. T=WX’ olsun. Simdi,
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LX'’X) L' = WX'X(X'X) X'XW
= WX'XW'
=TT

dir. LP =z tutarli oldugundan, herhangi v i¢in Lv=z dir. Boylece,

L(X'X) L'(L(X'X) L)z = L(X’X) L'(L(X’X) L) Lv
=TT (TT)TXv
=TXv
=Lv

=Z

dir. Benzer sekilde,

L(X'X) L'(L(X'X) L)L = TT'(TT'y WX'X(X'X) X'y
=TT(TT) WX'v
=TT(TT) Ty

ve
LB =L(X'X) X'y
= WX'X(X'X) X'y
=WX'y

2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

dir. (2.4.1), (2.4.2) ve (2.4.3) bagintilarint kullanarak, L=z oldugunu ve béylece

E nin LP =z kisitlamasint sagladigint goriirtiz.

Simdi, (B-BYX(y-XB)=0 oldugunu asagidaki gibi gdsterebilecegimizden, yani,

L' = X'XW’ oldugundan;

X'XB = X'XB - X'X(X'X) L'(L(X’X) L) (LB -2)
=X'y- L (L(X’X)’ L) (LB-z2)

bagintisint elde ederiz. Bu nedenle
X(y-Xp) =L'(LXX) L) (L§-2)

dir ve LB=LB =z oldugundan,
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(B-BYX'(y-XB) = (B-BYL'(LXX) (LB-2)=0
oldugu goriilir. LB =z denklemini saglayan herhangi bir B igin,
(y-XBY(y-Xp)

=(y-XB+XB-B)(y-XB+X(B-B)) (2.4.4)
= (y-XB)(y-XB)+(B-BYX'X(B-B)

elde edilir. (2.4.4) bagintisindan, eger LB =z ise,

(v - XBY (v - XB) > (y - XB (v - XP)
oldugu agiktir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.4.2. R(L)=R(T)=R(L(X'X)" L') dir.

Ispat:  L(XX)L'=TT  oldugundan R(L(X’X)L)=R(TT)=R(T) dur.
R(L)=R(TX) <R(T) oldugu agiktir. R(X)=R(X'X) oldugundan herhangi bir M
icin  X=MX'X dir. Boylece T=WX=WXXM =LM' dir. Bu nedenle
R(T) < R(L)dir ve buradan R(T)=R(L) dir.

Eger ek varsayimlar yapilirsa bazi sadelestirmelerin ortaya ¢iktigina dikkat edelim.
R(X)=p oldugunu, bu nedenle bir tam-rankli modele sahip oldugumuzu varsayalim.

Ayni zamanda L’nin m rankli bir mxp matris oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

Teorem 2.4.2°ye gore
R(LX'X)'L)Y=R(L)=m
dir ve bundan dolayt L(X’X)"'L’ tekil degildir. Eger m=1 ise L(X’X)"'L’ bir skalar
olur.
2.5. Lineer Hipotezlerin Testleri
2.5.1. Schur Tiimleyenleri

Eger A pozitif tamiml ise, bu takdirde, A’min tim esas alt matrisleri pozitif
tanimhidir. Bu nedenle A’nin tim esas mindrleri pozitiftir. Simdi tersini
ispatlayacagiz. Determinanti bir situn boyunca birkag defa agmak suretiyle ispati

ortaya konan asagidaki sonug kullanilacak.
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Teorem 2.5.1.1. A bir nxn matris olsun. Bu takdirde herhangi bir sz i¢in

|A+;1l|:i‘u" s, (2.5.1.1)

=0

dir. Burada s,, A’min tim ixi ana minorlerinin toplamidir. s, =1 alalim. s, =|A|

olduguna dikkat edelim. Eger A bir nx# simetrik matris ise ve A’nin tim ana

mindrleri pozitif ise, bu takdirde, Teorem 2.5.1.1’e gore herhangi bir 2 >0 igin (
4=0 oldugunda, [A|>0 gergegini kullaniriz.) |A +zl|>0 dir. Boylece A pozitif

olamayan bir 6zdegere sahip olamaz ve bu nedenle A pozitif tanimlidir. Bu gézlemi

Teorem 1.8.3 ve Teorem 1.8.4 ile bir araya getirerek asagidaki ifadeyi elde ederiz.

Teorem 2.5.1.2. A bir #x# matris olsun. Bu takdirde A’nin pozitif tanmimli olmasi igin

gerek ve yeter sart A’nin tim ana minoérlerinin pozitif olmasidir.

Teorem 2.5.1.3. Aymi sekilde bir simetrik matrisin pozitif yari tanimli olmast igin

gerek ve yeter sart onun tiim ana minorlerinin negatif olmamasidir.
Tamm 2.5.1.1. B, D kare matrisler olmak tzere,

N 2.5.12
¢ D @5.1.2)

olarak parcalanmis olan bir simetrik matris olsun. Eger B tekil degilse bu takdirde
B’nin A’daki Schur tiimleyeni D-C'B'C olarak tamimlamr. Aym sekilde eger D
tekil degilse, bu takdirde D’nin A’daki Schur timleyeni B-CD'C'dir. B tekil
olmasin ve X=-C'B' olsun. Asagidaki ozdeslik basit matris ¢arpimiyla

gerceklenebilir;

x 1€ oo 1o p-cor] '
, = . (2.5.1.3)
X 1|c pllo 1| |0 D-CB'C

dir. Bir ¢ok faydali gergekler (2.5.1.3) bagintist kullanilarak gosterilebilir.

Teorem 2.5.1.4. Asagidaki iddialar dogrudur.

(i) A pozitif tammli ise, bu takdirde, D-C'B"'C poxzitif tanimlidir.

(1) A simetrik olsun. Eger A’nin bir ana alt matrisi ve onun A’daki Schur tiimleyeni

pozitif tanimh ise bu takdirde A da pozitif tanimlidir.
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(iii) |A| =[B|[D-C'B"C] dir.

ispat: (i): Agik olarak eger A pozitif tamimli ise, bu takdirde, herhangi bir tekil

olmayan S matrisi icin SAS’ pozitif tammlidir. Onceden oldugu gibi X=-C'B"

olmak Uzere eger,

e ¥

ise, bu takdirde, [S|=1 dir ve bundan dolay1 S tekil degildir. Boylece SAS’ pozitif

tantmhdir (bkz. 2.5.1.3), ve D-C'B'C, SAS' 'nin bir esas alt matrisi oldugundan bu

matris pozitif tanimhdir.

(ii): A’nin (2.5.1.2) bagintisindaki gibi pargalandigint ve B ve D-C'B"'C ’nin pozitif
tanimli oldugunu farz edelim. Bu takdirde (2.5.1.3) bagintisinin sag-yani pozitif
tanimlidir ve (1)’de tanimlanan S tekil olmadigindan, A’nin pozitif tanimlt oldugu
gorulir.

(ii1): Bu, (2.5.1.3) bagintisinda her iki yanin determinantim1 almak suretiyle hemen
gorulir. (2.5.1.2) bagintisinda A’nin bir #7xn matris oldugunu ve B’nin de (1-1)x(n-1)
matris oldugunu farz edelim. Bu takdirde C bir sutun vektordur ve D /x/ matristir,

yani, bir skalardir. (2.5.1.2) bagintisini;

B ¢
A—[c, (J (25.1.4)

olarak yazalim. B’nin A’daki Schur timleyeni bir skalar olan, d-¢'B’¢ dir. Teorem
2.5.1.4 kisim (iii)’e gore,
A
ol-c'B"c=u (2.5.1.5)

[B|
dir.
Tamim 2.5.1.2. Herhangi bir 4 i¢in /,...,k satir ve /,... &k situn tarafindan olusturulan
bir esas alt matrise bir bas esas alt matris denir ve onun determinantina da bir bas

esas mindr denir. Pozitif tanimli matrislerin baska bir tanimimi elde etmek i¢in simdi

haziriz.



Teorem 2.5.1.5. A, bir nxn simetrik matris olsun. Bu takdirde A’nin pozitif taniml

olmasi igin gerek ve yeter sart A’nin tim bag esas mindrlerinin pozitif olmasidir.

ispat: Asikar olarak eger A pozitif tamimli ise, bu takdirde, onun bas esas minorleri
pozitiftir. Tersini induksiyonla ispatlariz. #=1 i¢in sonu¢ agiktir. (n-1)x(n-1)
matrisleri i¢in sonucun dogru oldugunu kabul edelim. A, (2.5.1.4) bagintisindaki gibi
pargalanmis olsun. B’nin herhangi bir bas esas minorii pozitif olmak zorunda
oldugundan, indiikksiyon varsayimina gore B pozitif tanimhdir. Ayni zamanda
|A|>0" dir ve bu nedenle (2.5.1.5) bagintisina gére B’ nin A’daki Schur tiimleyen,
yani, d-¢'Bc, pozitiftir. Bu nedenle Teorem 2.5.1.4 kisim (iii)’e gore A pozitif

tanimlidir ve ispat tamamlanir.

A ve B nxn matrisler olsunlar. A, B ve A-B’nin timinln pozitif yar-tanimli
matrisler olduklari gercegini gostermek igin A > Byazariz. Eger B> A dogru ise

A <B yazarnz.
Teorem 2.5.1.6. A, B, A>=B olacak sekilde pozitif tanimli matrisler olsun. Bu

takdirde A" <Bdir.

Ispat: ilk olarak, B=I oldugunu farz edelim. Bu takdirde A >1 olmasi A-I’mn

pozitif yari-tanimli oldugunu ifade eder. Bu nedenle A’nin her bir 6z degeri 1 den
biiyiik veya 1 e esittir. Boylece, A"’ in her bir 6z degeri 1 den kiigiik veya 1 e esittir
ve A" <I dir. Genel olarak A >B;

B%AB”: >1
oldugunu ifade eder ve artik birinci kistm ispatt bitirmek i¢in kullanilabilir.
2.5.2 Cok Degiskenli Normal Dagilhim
Tanmm 2.5.2.1. u, #,,...,u, bilesenleri bagimsiz standart normal dagilima sahip olan,
n mertebeli bir rastgele vektor olsun. X bir #xs matris olsun ve u sabit bir rx/ vektor
olsun. y=Xu+ u vektorine bir r-boyutlu ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir
denir. Agik olarak E(y)=XE()+u=pu ve D(y)=XD(u)X' =XX'dir. T=XX

olsun. Simdi y’nin,

¢, (t) = L(exp(ity))
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olarak tanimlanan, ¢, (t) karakteristik fonksiyonunu elde edecegiz.

Tk olarak,
¢,(t) = F(exp(it'w)) = [ | Zo(exp(it,u;))
7
. 1 t't
=| |exp(——L) =exp(-—
]j_][ p(-)=exp(=-)

elde ederiz. Simdi,
@, (t) = E(exp(it'y)) = E(exp(it' (Xu + 1))
=exp(it'w)l:(exp(it'Xu)) = exp(it’u)g, (t'X) (252.1)

=exp(it')exp(— % t'XX't) = exp(it’u — %t'Zt)

dir. Bu nedenle y’nin dagilimi yalmz u ve X’ya baghdir. Bundan dolayr y~
N(u, ¥) notasyonunu kullanacagiz. Simdi, X tekil olmadiginda y’nin yogunluk

fonksiyonunun

fy)= %exl)[—l(y —u) T (y- mj (25.22)
(2m)3|Z

!
2

ile verildigini gosterecegiz. Eger bir y rastgele vektoru (2.5.2.2) ile verilen yogunluk
fonksiyonuna sahipse bu takdirde y’nin karakteristik fonksiyonunun (2.5.2.1) ile
verildigini gosterecegiz. Bu takdirde bir karakteristik fonksiyona karsilik gelen

dagihmin tekligiyle, X tekil olmamak tGzere eger vy, N(u, X) ise, bu takdirde, y’ nin

yogunluk fonksiyonunun (2.5.2.2) oldugu gorilecektir.
Tk olarak (2.5.2.2)’deki fonksiyonun integralinin 1’e esit oldugunu ve bu nedenle

onun bir yogunluk fonksiyonu oldugunu gercekleyelim. z = Zf% (y — ) dontsimini

(E‘ZI J
2
y,

olacag goruliir. Bu nedenle, ¢arpimdaki her bir

yapalim. Dénigsimiiniin jakobiyeni * nun determinantinin mutlak degeridir

ve jakobiyeninin kolaylikla |Z %

terim bir standart normal yogunlugun tam integrali oldugundan,



j j )y,

—in =t

|..dz

n

1,
lxexp(—gzzj

L. ;exp(_giz,}b, &,

(271,)1 £ o il

17 | e
ﬂ[me"p[ 3o

=1

dir. y’ nin karakteristik fonksiyonu,

*£ o

: XP(—E(y w'E Ny - #)Jexwty)d}l dy, (25.23)
- *‘(272')2|2|2

ile verilir. (2.5.23) bagintisinda z=y—x donusimii yapalim. Jakobiyen asikar

olarak 1 dir. Bu nedenle (2.5.2.3) bagintisindaki integral,

I %exp(—%z’z ]z]exp(it'(z+,u))dzl...dzn (252.4)
dir. Bu ise,
P — j j (——(z TSz - Et)jdz 7.
(27:)2|z|z .

olmak tzere
N
exp[zt,u—EIEtJXA

ile aymdir. A’da uw=z—Xt donisimuni yapalim. Bu takdirde A bir standart normal
yogunlugun integraline indirgenir. Bu nedenle 1’e esittir. Boylece y’ nin karakteristik

fonksiyonunun,

exp(it’p—%t'ﬁt]
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ile verildigi sonucunu ¢ikaririz.

Teorem 2.5.2.1. y~ N(u,X)olsunvey, 4 ve L’ nin

S, %,
y:[yl} p:(#l} 2:[ " “} (25.2.5)
Yy, Hy 2y 2y

olarak uygun bir sekilde pargalandiklarini farz edelim. Bu takdirde y, ~ N(y,,Z,))

ve y,~N(i,.2,,) dir.

. t . . -
Ispat: t :[ IJ, t’ nin karsilik gelen pargalanmasi olmak lizere, y,’ nin karakteristik
2

fonksiyonu t,=0 koyarak elde edilir. Boylece,

ret 1 14
¢y, (t,)= exp(’tlﬂl _Etlzlltlj

dir ve bu nedenle y, ~ N(y,,%,,) dir. Ayni sekilde y,~ N(4,,%,,) dir.

Teorem 2.5.2.2. y~ N(x,X) olsun ve y, 4 ve X’nin (2.5.2.5) bagintisindaki gibi
uygun bir sekilde pargalandiklarini ifade edelim. Bu takdirde y, ve y,’ nin bagimsiz

olmalari igin gerek ve yeter sart X, =0 olmasidir.

ispat: Eger y, ve y,bagimsiz iseler, bu takdirde kov(y,,y,) =Z,=0 dir. Simdi
tersinin de dogru oldugunu gosterecegiz. Bu nedenle Z,,=0 oldugunu farz edelim.

Bu takdirde,

=t t, +t,2,.t,
dir. Boylece

9, (t) =9, (t,)4, (t,)
dir ve y, ve y, bagimsizdirlar.

Teorem 2.5.2.3. y~N(,u,O'ZI) olsun ve A, B; AB'=0 olacak sekilde matrisler
olsunlar. Bu takdirde Ay, By bagimsizdirlar.

Tspat: Teorem 2.5.2.1° e gore
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Al Ay
B|' | By
‘mn ¢ok degiskenli normal dagilima sahip olduguna dikkat edelim. Bu nedenle

Teorem 2.5.2.2°ye gbre Ay, By’ nin bagimsiz olmalan i¢in kov(Ay, By)= AB'=0

olmasi gerekir.

Simdi X ’nin tekil olmadigini farz edelim ve y, verildiginde y, ’nin sarth dagilimim

elde edecegiz. (2.5.1.3) ozdesliginin X’ya uygulandi@im dustinelim. Bu takdirde
X=-%,% dir.

i

olsun bu takdirde,

. 1 0

X 1

1 0%, 0 1 X
> =

X 1[0 =, - 5.0 1

oldugu sonucunu ¢ikaririz. Boylece £,,=%,, -5, 5!S, ¥’ da £,,° mn Schur

dir.

tumleyeni olmak tizere

-
s og| ~01 S (2.52.6)
0o
dir. Simdi (2.5.2.6) bagintisim kullanarak,
-1z (y-p)
, , Y- K
:((yl_lul)a(yz_luz))z l[ I l}
Y- i,
:(yl - Iul)'zll] (yl - lul) + ((yz _ruz)' + (yl _iul)lxr)izg((yz _luz) + X(y1 - ,Lll))

oldugu goriiliir. Ayni zamanda,
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|Z| = |le| izz

dir.y, verildiginde y, 'nin sartli yogunlugunu elde etmek igin, (2.5.2.2) bagintisinda
verilen y’nin yogunluk fonksiyonunda bu ifadeleri yerine koyariz ve sonra da y,’in
marjinal yogunlugu ile yani N(x,,%,;) yogunlugu ile boleriz. Bu, y, verildiginde y,
‘nin sarth dagiliminin

1y =Xy~ ) = 1, + Ty T (Y, — 1)
ortalama vektorii ve Z,, dagilim matrisine sahip gok degiskenli normal dagilim
oldugunu ortaya koyar.
2.5.3 Kuadratik (Karesel) Formlar ve Cochran Teoremi
Teorem 2.5.3.1. y~ N(0,1) olsun ve A nxn boyutlu bir simetrik matris olsun. Bu

takdirde y’Ay’ nin r serbestlik dereceli ki-kare (y’) dagilima sahip olmasi igin

gerek ve yeter sart A’ nin idempotent ve R(A)=r olmasidir.

ispat: Eger A, r rankli idempotent bir matris ise, bu takdirde,

T, o
A=P P
00

olacak gekilde bir ortogonal (PP=PP'=1) P matrisi mevcuttur.

z=Py olsun. Bu takdirde z ~ N(0,1 ) dir. Boylece,

0 0
Lo
=z Z
0 0
=z +.+z
:Xfe

elde ederiz.

Tersine olarak y'Ay ~ y oldugunu farz edelim. Bu takdirde,

A=Phoseg(,...A,)P
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olacak sekilde bir ortogonal P matrisi vardir. Burada A,,..,A ler A’nin
ozdegerleridir. Yine, z=Py olsun. Bundan dolayt z~N(0,I,) dir. =5~/
oldugundan, y’nin karakteristik fonksiyonu,
(1) = L:(exp(ity'Ay))
=li(exp(it Y A.z7))
il
= . 5 2531
=[] E(exp(irA,z})) ( )
il
n 1
=[Ja-2i4) *
il

ile verilir. Bununla beraber y'Ay ~ y” oldugundan onun karakteristik fonksiyonu

N

(1) = (1-2if) 72 (2.53.2)
dir. (2.5.3.1) ve (2.5.3.2) bagintilarini esitleyerek her # igin,
-2ty =] Ja-2itd,) (2.5.3.3)
J=1

elde ederiz. (2.5.3.3) bagintisinin sol yani #’ye gore bir polinomdur. Timi %’ye esit
i

olan r tane koke sahiptir. Bu nedenle sag yan da ayni koklere sahip olmahdir. 4,

"lerin r tanesi 1’e, geri kalan1 0’a esit oldugunda bu kesin olarak mimkiin olabilir.

Bu nedenle, A, » rankli idempotent bir matristir.

Teorem 2.53.2. y~N(0,I) olsun ve A,, A, simetrik idempotent matrisler
olsunlar. Bu takdirde y'Ay, y'A,y karesel formlarinin bagimsiz olmalan i¢in gerek

ve yeter sart A, A, =0 olmasidir.

ispat: A A, =0 oldugunu farz edelim. Bu takdirde Teorem 2.52.3’¢ gore Ay,
A,y bagimsizdirlar. Bagimsiz rastgele degiskenlerin fonksiyonlar olduklarindan bu

nedenle;

YAY=(Ay) (Ay). YAy=(A.y) (A,y)
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bagimsizdirlar.

Tersine olarak y'A|y, y'A,y bagimsiz olsunlar. Teorem 2.5.3.1°¢ gore y'Ayy,

Y'A,y ki-kare degiskenlerine sahiptirler ve bu nedenle,

YAY+YAy =y (A +A,)y
ki-kare degiskenine sahip olmalidir. Yine Teorem 2.5.3.1°e gore A, + A, idempotent
dir. olur. Bu nedenle,

A +A,=(A +A))
=AT+AL+A A +ALA,
=A +A,TAA, +AA

dir. Buradan,
AA,+AA =0
dir. Bu esitligi A, ile sondan ¢arparak
AA,+AAA,=0 (2.5.3.4)
bagintist elde edilir. (2.5.3.4) bagintisimi A, ile 6nden ¢arparak
AAA +AAA,=2AAA,=0
elde ederiz. Bu nedenle, A,A;A, =0 dir. Bunu (2.5.3 4) bagintisinda yerine koyarak

A A, =0 elde ederiz.

Teorem 2.5.3.3. y~N(0,1,) olsun. A bir simetrik idempotent matris olsun ve
feR", sifirdan farkl bir vektor olsun. Bu takdirde y'Ay ve ¢’y 'nin bagimsiz
olmalarn igin gerek ve yeter sart A¢ =0 olmasidir.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin, |¢|=1 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
B = ¢¢" bir simetrik idempotent matristir.

Ik olarak y'Ay ve f'y’ nin bagimsiz olduklarini farz edelim. Bu takdirde 6nceden

oldugu gibi, bagimsiz rastgele (6lgiilebilir) degiskenlerin fonksiyonlarinin bagimsiz

olduklar ger¢egini kullanarak y'Ay ve y'By’nin bagimsiz olduklarini gortriz.
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Teorem 2.532den AB=0 oldugu gorilir ve bu takdirde A¢=0 oldugunu
gostermek kolaydir. Tersine olarak, A¢=0ise, bu takdirde, Teorem 2.5.2.3’den Ay

ve f'y bagimsizdirlar. Bundan dolayt y’Ayz(Ay)' (Ay) ve /'y bagimsizdirlar. Bu

ispatt tamamlar. Simdi, Cochran teoreminin bir uyarlamasinin bir matris teorisi

formiillemesini ifade ve ispat edecegiz.

k
Teorem 2.5.3.4, ZAi =TI olmak uzere, A,,...A, sxn matrisler olsun. Bu takdirde
il

asagidaki sartlar denktirler.
.

() > R(A)=n
il

(i) A=A, i=L..k

(i) A,A, =0, i=j

ispat: (1) =>(i): A, =B, ,i—1, ...k bir rank ayrisimi olsun. Bu takdirde,
B,C, +..+B,C, =1

ve bu nedenle,

Ci

k
dir. Y R(A,)=n oldugundan [B,...B,] bir kare matristir ve bu nedenle,
il

Cl
: [B,...B,]=1
Gy
dir. Boylece CB, =0, #;dir. 7 %/ igin,

AA =BCBC, =0
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oldugu gorilir.

.
(iii) = (ii): D_A, =T oldugundan,
il

A
AJ.(Z]:AJ:AJ., J bk,
dir. A?=A; oldugu gorilir.

(ii)) =(): A, idempotent oldugundan, R(A,)=izA, dir. Simdi,

% % ;
SR(A)=YizA, =iz(ZAij —n
il il i1

dir. Bu da ispati tamamlar.

2.5.4. Bir-Yénlii ve iki-Yonlii Smiflandirmalar

Tamm 2.54.1. Gozlemlerin vektorinin y~AN(0,L,) oldugunu farz edelim.

vy =ny "ye ham Kkareler toplami denir. Eger, A ’ler simetrik ve A/A; =0,/ #/

i=1

olmak tizere y'y 'yi
YYy=YAyt+..tyAy

olarak ayrigtirabilirsek, bu takdirde Cochran teoremine gore y'Ajy lerin bagimsiz ki-
kare rastgele degiskenleri olduklar sonucunu ¢ikarabiliriz. Bu takdirde serbestlik

dereceleri A, nin ranklaryla verilirler.

Ilk olarak, daha once incelenen bir-yonlii siniflandirma modeline bir uygulamayi

agiklayalim. Model,

Y, =HtotE,, i—1, ..k j—1,.., n

dir. Simdi burada g, lerin N(0,6%) dagilimhi bagimsiz rastgele degiskenler
olduklarini kabul edecegiz.

o= =a,



hipotezini test etmek istedigimizi farz edelim.

M=o

.. _—
U 2
ag

olsun. Eger H, dogru ise, z,’ler standart normal dagilima sahiptirler ve burada «,

a,,...,o, " larin ortak degerini gosterir. z,

(ZII"'"Zlnl;ZZI""’ZZn2;Zk]’“"an,()

k
vektori olsun ve n= Zn,, olsun. Nokta notasyonunu kullanacagiz. Boylece,
il

N

] -
“i
z = z. =L
i i i
il

.

i

dir ve benzer bir notasyon ikiden fazla alt indis oldugunda da kullanilir. Capraz

carpim terimleri O‘a esit oldugundan,

koon koon
2’ = (z,-Z +z -z +2)° (2.5.4.1)
i i i i . w

i=l j= =l j=1

3

A
(2, )+ n(Z ) +nz’ (25.42)
1 i=1

7=

ozdesligini elde ederiz. Ornegin;

L] k 7
>3z, -ENE -2) =3 ) (2, -5) =0 (2543)
= j=1 i=1 =1
dir.
z’Az, ZAz, zZAz,

strastyla (2.5.4.2) bagintisindaki ii¢ forma esit kuadratik formlar olacak sekilde A,
A,, A, simetrik matrisler olsun. Her bir form bir kareler toplam: oldugundan A’

ler gergekten pozitif yari-tantmlidir. Bir moment distncesi (2.5.4.3) bagintisinin

A A, =0 ifade ettigini gosterecek. Ayni sekilde,

AA,=AA, =0
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dir. Cochran teoremine gore z'Az, z'A,z 'nin bagimsiz ki-kare degiskenleri oldugu

sonucunu ¢ikaririz. Geriye serbestlik derecelerini bulmak kalir. Bunlar sirasiyla,

R(A)), R(A,) dir. A A, idempotent(yine Cochran teoreminden goriilir)

oldugundan iz A, , iz A, ’yi bulmak yeterlidir.

i 1,k j I, .., n igin, 2% (i,j) koordinatinda 1 ve diger yerlerde 0’lar olan iizere

»n mertebeli situn vektor olsun. Bu takdirde,

koo
izA, =D > (z"yA 2"

=l j=1

dir. Bununla beraber,

i }1;
n, -1 n, -1
= n =
n’ n
dir. Bu nedenle,
& n— ]
izA1=Znix ’” =n-k
= i

dir. Aym sekilde izA, =k —1°dir. Bir bagka sekilde her bir  igin, 3 (z,~Z )’ *nin
J1
n 1 serbestlik dereceli ki-kare olarak dagildifima ve bagimsiz ki-karelerin bir

E on
toplamu olan, > > (z,—Z,)* ninde,

il g1
.
Z(ﬂi -)=n-k
il

serbestlik dereceli ki-kare olarak dagildigina dikkat edelim. Ay sekilde 2’4,z de -

1 serbestlik dereceli ki-kare dagilimina sahiptir. Boylece, /7, hipotezi altinda,



.
D (E ) k=1
i=]

ii(l,j—?,.)z/n—k

=l j=1

~Fk—1,n—k)

dir. y,’lere bagh olarak,

k
@ -3y k-1
il

£
D= in-k

=l j=1

~F(k—1,n—k)

olarak yazabiliriz ve bu oran A, hipotezini test etmek igin kullamlabilir. Bu test

istatistigi sezgisel olarak dogrulanabilir. Eger her bir kitledeki farki karsilagtirmada
kitleler arasindaki fark biyiikse bu takdirde, istatistik buyik olacak ve H,
reddedilecektir. Simdi etkilesimsiz bir yonli siniflandirmayr tanimlayacagiz. Ayni

zamanda bu istatistigin belirli optimal 6zelliklere sahip oldugunu gosterecegiz.

Tanim 2.5.4.2, Etkilesimsiz Bir Yonlii Simflandirma: Biri a seviyesinde ve digeri
b seviyesinde iki faktorin(etmen) var oldugunu farz edelim. Birinci faktoriin bir

seviyesinin ve ikinci faktéran bir seviyesinin her bir kombinasyonu igin bir gézleme

sahibiz. ¢, ler 6zdes bagimsiz N(0,6%) dagilimli rastgele degiskenler olmak uzere,

model,

Y, =uto+p e, i~1,..,a,  j-1..b,

dir. Burada ¢, birinci faktoriin i-yinci seviyesinin etkisini ve S, ikinci faktoriin /-
yinci seviyesinin etkisini gosterir. H, o, =...= ¢, hipotezini test etmek istedigimizi
varsayalim. Bundan sonraki inceleme /7’ in dogru olmasi varsayimi altindadir. o,

Q,,...,a, mn ortak degeri olsun.

. _W-wmap

c

olsun. Bu takdirde z,’ler 6zdes bagimsiz N(0,1) dagilimhidirlar. z,

(21552152 2313205052

20300
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vektor olsun.
Z :(Zy' _Z; _Zj +E)+(Z _ZA)J’_(Z} _Z)'i_i

elde ederiz ve ¢apraz ¢arpim terimleri sifir oldugundan onceki gibi,

« b « b o b
DD =D DUz, =5, - +IV +bY (5, I ) +a) (E,-Z) +abz’
i=l i=l

=l =l =l j=I
dir. Bu nedenle, A/A; =0, i = j olacak sekilde, A,A,,A;,A, simetrik (gercekten
pozitif yari-tanimli) matrisler olmak tizere,

2z2=2Az+7'Az+7'A;z+72'Az
yazabiliriz. Cochran teoremine gore z'A,z’ler bagimsiz ki-kare rastgele

degiskenleridir. R(A,)=(a-1)b-1), R(A,)=a-1, oldugunun kontroluni bir

alistirma olarak birakiyoruz.

o b _ _ _ ]
ZZ(‘:U B AR +:")2 N ?

=l =1

)
(yij _vvl. _v_V.j +~‘_))L
=l

=l

Ve

> (E -2 == (5 -5

i=l

olduklanna dikkat edelim. Bu nedenle,

b33 -5 ) a=)

il g
(a—1, (a=1)(b-1)) serbestlik dereceli F dagilimina sahiptir ve H, 1 test etmek igin

kullanilabilir. Aym sekilde 7, : B, =...= 3, nin bir testi kurulur. Eger her bir seviye

kombinasyonlar bagina, gozlemlerin sayisini birden daha ¢ok fakat esit alirsak bu
takdirde, n, her bir seviye kombinasyonu bagina gozlemlerin sayisini gostermek

uzere model,

Ya=uto+p e, i=l..,a j=1..b k=1,.n
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dir. Bu durumda analiz benzerdir ve H, : o, =... =, hipotezi altinda,

Y (3 -y )/ (a=1)

«f b
ny > (v, =¥ =y, +7 ) /(abn-a-b+1)

il j1
oraninin  (a—1,abn—a—b+1) serbestlik dereceli F dagilimina sahip oldugu
gosterilebilir. Eger £=1,..., n_ ise, bu takdirde, genel olarak istatistik kapali bir

bigimde ifade edilemez. Bununla beraber eger #,,

A
"

bagintisin1 saglarsa, bu takdirde, F-istatistigi 7, lerin esit oldugu duruma benzer bir

sekilde elde edilebilir.

Tamm 2.5.4.3. Etkilesimli Tki-Yonlii Siiflandirma: #>1 ve &, 'larn her biri

ik

N(0,0) dagilimina sahip bagimsiz rastgele degiskenler olmak iizere,
Vo=Htro+ Bty e, Lo, a,  jT1b, k—1,...n

modelini goz ontine alalim. Bu takdirde, y,’lerin tiimaniin esit olduklar hipotezi

altinda,

a b
ny (¥, =¥ -V, +¥)

e N ab(n—1)
4] H »n _ R _] b—]
YN, -3,y @D
=1 =l k=l

istatistiginin 7*((a—1)(b—1),ab(n—1)) dagilimina sahip oldugu gosterilebilir
2.5.5. Genel Lineer Hipotez

Simdi lineer modelimize bir normallik varsayimi getirecegiz ve y, bir ax/ vektor, X,

nxp matris ve B bir px/ vektor olmak iizere,
y ~ N(XB,o’l,)

oldugunu kabul edecegiz. R(X)=r olsun.
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HKT = min(y- XB)(y - X$)

oldugunu ve
B= XXy XYy

da minimumuna ulagtigini gdérmustik.

nr

HKT
Teorem 2.5.5.1. ——~ y7  dir.
o

ispat: Onceki gibi, P=1-X(X'X) X’ olsun. PX=0 oldugundan Teorem 2.3.2’nin
ispatindan HKT =y'Py =(y- XBYP(y- Xp)dir. Bu nedenle Teorem 2.5.3.1°den

HKT/o” nin y° daglimina sahip oldugu goriiliir. Serbestlik derecesi R(P) dir ve

bunun (#2-r) oldugu gorulir.

Simdi A :LB=z hipotezini diisiinelim. Onceki gibi R(L)cR(X) ve LB=z
denkleminin tutarli oldugu varsayimi yapacagiz. Kisitlamalara baglh tahmin
bolumunii izleyerek, L =WX'X, WX'=T olsun. Bu takdirde,

B =B-XXL(TT)(L§-2)
olmak uizere,

HKT, = ﬁni’l‘l‘g(y -XB)(y - XB)
f de minimumunu alir. Boylece,

XB=(1-P)y-T(TT) (Ty-z)

(2.5.5.1)
=(1-P)y-T'(TT) (Ty-TXB+TXB-z)

dir. Eger H dogru ise, bu takdirde, TXp=LB=zdir ve boylece U=T(TT')T

olmak iizere (2.5.5.1) bagintisina gore,

y-XpB =Py +U(y-Xp)

dir. Bu nedenle PU =0 iken,
HKT,, =(y- XB)'(y - XB) =y Py +(y - XB) U(y - XB)

dir. U idempotent oldugundan,
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HKT,, —HKT N
[;_2 ~X}"((U) (2552)

sonucunu ¢ikannz. Aym zamanda PU=0 oldugundan HKT ve HKT, —HKT

bagimsiz olarak dagilirlar.

R(U)=R(T(TT) T) =izT(TT') T
=iz(TT'y TT =R(TT) TT')
=R(TT')=R(T)
yazariz. Teorem 2.4.2’den R(U)=R(L) oldugu gorulur. Boylece,

(HKT, —HKT)/R(L)
HKT/(n-r)

~I'(R(L),n—r)

sonucunu elde ederiz ve bu oran H hipotezini test etmek i¢in kullanilabilir.
2.5.6. Kuadratik Formlarm Maksimum ve Minimumlari
Teorem 2.5.6.1. A bir #xn simetrik matris olsun. Bu takdirde,

x'Ax
max =

=0 x'x

z

dir ve maksimuma A’nin A4, ’e karsilik gelen herhangi bir 6zvektoriinde ulasir.

Ispat: P ortogonal ve alisildig gibi, 4 >4, >... >4 ler A nin 6zdegerleri olmak
uzere, A =Pkoseg(A,..,A,)P yazanz (¢inki A reel simetrik matristir) ve bu

nedenle 6zdegerleri de reeldir. Bu takdirde, x = 0 (sifirdan farkli x vektorii) igin,

XAx  yhosg(A,...A,)y
x'x y'y
:/’J'Iylz +---+/1n)/§
Yoty

AN AR
Yttty

. (=P

dir. Boylece,

4

A
max > XSA

3

=0XX
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dir. Acik olarak eger x, 4, e karsilik gelen bir 6zvektdr ise bu takdirde,

x' Ax
—=4

x'x
dir ve sonug ispatlanmistir.

Teorem 2.5.6.2. A ve B simetrik ve B pozitif tammli olmak uzere nxn matrisler

olsunlar. Bu takdirde, uz, AB™ in en biiyiik 6zdegeri olmak iizere,

max X'Ax
=0 x'Bx #
dur.
ispat:
x'Ax X Ax
max

=max ——————
0 x'Bx  x0 (xX'B"*)(B"?x)
r-1/2 -1/2
—max 3B _ABTY
y/0 Yy

dir. Teorem 2.5.6.1°e gore bu son ifade BY*AB™* nin en bilyiik dzdegerine esittir.
Bununla beraber B"?AB™"? ve AB™ aym o6zdegerlere sahiptir ve ispat tamamdur.

Teorem 2.5.6.2°deki maksimumuna BY?ABY?’min u o6zdegerine karsilik gelen

herhangi bir 6zvektorinde ulagilir.

Teorem 2.5.6.3. B bir pozitif tanimli zzx,2 matris olsun ve y € R” olsun. Bu takdirde,

(x'y)2 -1 .
max———=v'By dir.
=0 x'Bx yey

ispat: max—(x,y) = max X2
=0 x'Bx =0 x'Bx

yazariz. Bu ise, Teorem 2.5.6.1’e gore yy’'B™ in en biiyik 6zdegeridir. Yine yy'B™

ve B? AB™* nin 6zdegerleri esittirler. Son matris simetrik ve ranki 1 oldugundan

katlilik iceren sifir olmayan yalniz bir 6zdegere sahiptir. Bu 6zdeger;
izB"yy'BV =izy'B'y =yB'y

‘ye esittir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 2.5.6.370 herhangi bir pozitif tammli B matrisi igin,
(x'y)* <(x'Bx)(y'By) (25.6.1)
olarak yazabiliriz.

(2.5.6.1) bagintisinin degisik bir ispati,

(Sun) =(Zw)(E)

Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak verilebilir.

2.5.7. Coklu Korelasyon ve Regresyon modelleri
(.ya x])"’)'xp )'

(p+{ mertebeli) rastgele vektoriiniin,

0_2 ur
V= (25.7.1)
u X
dagilim matrisine sahip oldugunu varsayalim. Burada X, p-inci mertebeden pozitif-
tanimlidir.
aX=0pX +. X, az0

lineer kombinasyonunun y ile maksimum korelasyona sahip oldugunu bulmak

istiyoruz. Maksimum degere y ve Xx,,..,x, arasindaki goklu korelasyon katsayisi

denir ve r, .., ile gosterilir. Bu nedenle Teorem 2.5.6.3"e gore,

5 2
re = max {l{orela.syon( V. a'x)}
e 0

Plapnay)

o 0V @)
a0 var(y)var(a'x)
— max (t} u)
w0 og'Za

_u'Z'n

2

c
dir. Maksimuma a =X 'u da ulasir. rl‘ __, icin bagka bir ifadeyi asagidaki gibi elde

ederiz.
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) 1
]‘v_ = ] -
U endp) 0.—-2”

dir. (y,x,,..,x,) vektoriniin (z,x')" ortalama vektérld ve (2.5.7.1) bagintisindaki

gibi parcalanmis ve dagilim matrisli ¢ok degiskenli normal dagilima sahip oldugunu
farz edelim. x,...x  verildiginde y’ nin sarth dagilimu,
Nir+uZ '(X=p),0”—u'S 'u)

dir. Bu nedenle, x =(x,,...,x,) verildiginde y* nin sartl varyansi ,

o’ (] -t )
Fp)

dir. x verildiginde y’ nin sartli beklenen degeri (x tizerinde y’nin regresyon dogrusu
olarak da bilinen),
u 'x+7-u'T 'y

diir ve uw’S 'x in kesin olarak y ile maksimum korelasyona sahip olan X5, X, NN
lineer kombinasyonu oldugunu hatirlayalim. Bu nedenle, eger degiskenlerin dagilimi
cok degiskenli normal dagilim ise, coklu korelasyon katsayisi 6zel yorum kabul eder.
Verilen bir durumda y,x,,..., x, rastgele degiskenlerinin var oldugunu ve y ve x, ler
arasindaki iligkiyi incelemek istedigimizi farz edelim. Ozellikle x,lerin degerleri
verildiginde y nin degerini tahmin etmeyi isteyebiliriz. Ilk olarak, x,,..x,ye

dikkatle bakalim. Bu takdirde onlari sabit gibi isleme tabi tutarak, gerekli olabilen
sirecte, herhangi bir denemeye bagladiktan sonra y lzerinde bir gozlem alinz.

Simdi, eger y tizerindeki alisilmig varsayimlarla,

L) =8,+Bx +..+B,x,



modelini 6ngorebilirsek, bu takdirde bir lineer model elde ederiz. Modeldeki E(y)

terimi E(y| X.....x,) sarth beklenen degeri olarak yorumlanacaktir. Eger degiskenler

eeeee

uizerinde n tane veri noktasina sahipsek model,

Ey)=0,+px,+..+ 5 x i—1,...n, (2.5.7.2)

pip

olarak yazilabilir ve lineer model igin gelistirilen yontemlerle analiz edilebilir. Boyle

bir modele bir regresyon modeli denir. x, ler bir rastgele degisken tizerindeki

i
gozlemler olduklarindan, modeli tam rankli olarak kabul edebiliriz(yani x in ranki

stitun sayisina esittir). Gergekten x,...,x,” nin dagihmi tzerindeki ilimlt varsayimlar

altinda modelin katsay: matrisinin bir olasilikla(kesin olarak) tam ranka sahip oldugu

gosterilebilir. Bu nedenle tam rankli model ve regresyon modeli terimleri birbirinin
yerine kullanilir. y,,....y, lerin bagimsiz N(0,0)oldugu (2.5.7.2) modelini goz

dnlne alalim. e, elemanlariin timi 1 olan bir model,
B,
r=le X1
B,

olarak ifade edilebilir. Modelin tam rankli oldugunu kabul ederiz ve boylece,

ﬂo,...,ﬂp’ninBLUE’leri,
i
AN M
B,

| neX ey

| Xe X'X||XYy

ile verilir. M =X(X'X)'X,Q=1 -lee' ve z= -l(X'QX)'IX'e olmak iizere,
n n
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[ noex } ! z
=| n-eMe

X'e XX 2 (X'QX)"
oldugu gosterilebilir. Bu nedenle, £, ..., 8, 'nin BLUE’leri,

B,
= (X'QX)'X'Qy (2.5.7.3)

A

B,

ile verilir. (y,x,..,x,) deSiskenlerinin 6rneklem dagilim matrisi agagidaki gibi

hesaplanir;

Y
olsun. Bu takdirde dagilim matrisi,
14 1 ’ !, 13
S'S-—S'ee’'S=S'QS

1
_|¥Qy vyQx
X'Qy XQX

dir. Boylece x,,...,x, 'nin y ile maksimum korelasyona sahip olan lineer fonksiyonu,
a=(X'QX)'X'Qy

olarak elde edilir ve bu (2.5.7.3) ile cakigir. Kisaca y ile maksimum korelasyona

sahip olan Bx +..+ B x, lineer fonksiyonu ,3, S nin en kigik kareler tahmini

olmak tizere, g = /é, alarak elde edilir.

V=B Bxy ot B, i1 ..n

. . . . A . = ~ 1.
¥, ’nin tahmin edilen degeri olsun. y = (y,,...,y,,)’Z(X,. —-X)ve y=—e'yolsun. Bu
il A

takdirde,



2
¥

FONLLSp )

{korela.syon( v.Bx +..+p X, )}:

= {l«)rela.syon( ¥, f)} :
{z =P, -5 )}
— il E
PG NG
i il

dir. Yukaridaki ifadenin karekokii bir érneklemden hesaplanan ¢oklu korelasyon

katsayisidir ve determinasyon katsayisi olarak bilinir.
Simdi H:J =..=p,=0 hipotezi i¢in F-istatistigini ortaya koyacagiz.
HKT =3 015,
elde ederiz ve karsilik gelen serbestlik derecesi n—p—1 dir. HKT,, ’1 bulmak igin,
>0 A

toplamini minimum yapmaliyiz ve bu £, =¥ oldugunda minimum olur. Simdi

serbestlik derecesi p’ dir. Bu nedenle,

(HKT, ~HKT)/p _ 2 =7V =2 0=0) np-l )
HKT/(n—p-1) Zjl(y, -3 P .

test istatistigi eger A hipotezi dogru ise, I'( p,n— p—1) dagilimina sahiptir.
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3. BULGULAR

3.1. Kisitlanmis Lineer Modelde Tahmin ve Hipotez Testinin Geometrisi-Tam

Rankli Durum

Lineer modellere geometrik yaklagimda dikkat, tahmin ve hipotez testinin bilinen

vektor uzay: tekniklerini kullanarak basarilabildigi; gézlem uzayi tizerinde toplanir.

Eger Y, n-boyutlu E” oklid uzaymmin bir g-boyutlu alt uzay: olan, Q da oldugu

bilinen, /(Y) ortalama vektoriine sahip olan gozlemlerin bir nx/ vektori ise, bu
takdirde, ortalama vektor \A(=PQY ile tahmin edilir. Burada P,, E"’nin
tzerindeki ortogonal (dik) izdisimudir. @ ,{2°min r-boyutlu bir altuzayt olmak
tzere, sifir hipotezleri I(Y)<c@ olarak ifade edilirler. v, 'min () daki ortogonal
timleyeni alinarak, o ®@y=0 olarak yazilir (y, VEY ve wewicin v'w=0

olacak sekilde, €2’nin 4 boyutlu bir altuzayidir. Burada V', v’ nin transpozesini

gosterir).
(|||>7Y||2 : (q-r))/(|||>n V[ :(n -q)) =(Y'P,Y:(q-)/(Y'P, Y:(n-q)

dur. £(Y)e®m sifir hipotezini test etmek i¢in aligtimis orandir. Bununla beraber eger
77, Y nin herhangi bir altuzay1 ve & ’Ql ‘nin herhangi bir altuzayi ise, bu takdirde,

sifir hipotezi dogru oldugunda,
(IR, YIF:b)/ (I ;Y | )

bir merkezi F-dagilimina sahiptir (b ve d sirasiyla 77 ve 6 'nin boyutlaridir. ve E"

igin, ||v||2 = v'v dir) (bkz. Scheffe 1959 ss. 8-12, 38, 42-45; Kruskal 1960; Seber 1977

$5.43-45, 96, 97, 120).

Klasik yaklagim (tamamen cebirsel olan) E(Y)=XB parametrelendirilmis modeli
ile baglar (bir ANOVA, yani, varyans analizi modelinde, B pekala goze

ortalamalarinin vektora olabilir). Sifir hipotezleri, H_ :H'B=0 olarak parametre
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vektoriine gore ifade edilirler. p’min ptahmini B’ya gore bir kuadratik (karesel)

formu minimumlastirarak tahmin edilir ve ]','(Y), \A(=X|A3 ile tahmin edilir. Sifir

N -1 A
hipotezinin test edilmesi icin pay kareler toplami, |3'H(H‘(X'X)'1 H) H'B ile
verilir. Kisitlanmis modelde parametre vektoriiniin C' =0 sartini saglamasi istenir.
B 'nin |A3C tahminini hesaplamak ic¢in PB’ya gore bir kuadratik form C'p=0

kisitlamasina bagl olarak minimumlastinlir. Bu, Lagrange carpanlan teknigini

kullanarak basarilir. (bkz. Graybill 1976 s. 222; Searle1971 ss. 112, 113, Seber 1977
s. 84). Ortalama vektori \Af( = Xﬁ(-, ile tahmin edilir. Kisitlanmig modelde H'B=0

hipotezini test etmek igin, C ve H matrisleri yeni bir T=(C, H) matrisi olusturmak

icin bitistirilirler. Bu test i¢in pay kareler toplamu,

. -1 -1 IS
ss(C,H)=|3'[T{T'(x'x)“ T} T-c{c(xX)'c} C'][i (.1.1)
dir. Sifir hipotezi dogru oldugunda, kisitlanmis modelde P nin fi(““ ‘nin tahmini

T'B=0 kisitlamasina baglh Z(Y)=XB kisitlanmis modelinde, sanki B’ nmn

tahminiymig gibi hesaplanir. Hesaplama tormiila,
Bew = [l (XX T XX T T']B (3.1.2)

dir (bkz. Searle 1971 s. 207; Seber1977 ss. 121-123). Sifir hipotezi dogru oldugunda
kisitlanmis modelde \‘(C,H = XﬁCH, F(Y)’yi tahmin eder. Eger C ve H sirasiyla gx/
ve gxs boyutlu matrisler ise, bu takdirde, T, ¢x(#+s) boyutludur ve (7+$)x(1—s)

boyutlu T’(X’X)'1 T matrisinin (3.1.1) ve (3.1.2) deki tersi var olmalidir.

Bu kisimda kisitlanmis lineer modele iliskin tim cebirsel hesaplamalar geometrik

olarak harekete gecirecegiz. Baglangi¢ olarak model ve ilgili hipotez,

C'B =0 ile kisitlanmis l‘f(Y) =Xp

H,:Hp=0
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gibi parametrik olarak ifade edilirler ve sonra da geometrik analiz i¢in gozlem

uzayina donustiralirler.

Geometrik yaklasim hem kisitlanmis hem de kisitlanmamis modellere uygulanan
tahmin ve hipotez testi i¢in tutarh bir teoriyi verir (Lagrange ¢arpanlar yontemi
kisitlanmig modelde kullanilmaz). Bundan bagka, geometrik distnceler SS(C,H) i¢in
bu kuadratik form, sadece X'X hari¢ x7 ve sxs matrislerinin terslerini igerdiginden,

A

(3.1.1) bagintist ile verilen, B’ya gore iki kuadratik formun farkindan, hesaplama

bakimindan daha etkin olan, ﬁc “ya gore tek bir kuadratik form olarak daha dogal bir

ifadeye goturar. (Coleman:1977)

Tahminin geometrisi uygun bir ortogonol izdisim yoluyla herhangi bir ncelden (\?
‘nin onceli Y’dir) elde edilebilen tig ardisik Y, \"(C ve \A{C,,, tahminlerinden herhangi

birini aciklar. Ayni sonug, ortogonal olmayan izdiusumler disinda, parametrenin
tahminleri i¢gin dogrudur. Alti tahminin (ortalamanin ve parametre vektorlerinin)

tiiminii hesaplama igin etkin bir hesaplama semasi da verilir.

C'B =m = 0 ile kisitlanmis 72(Y) = XB
H,:HB=h=0

durumu zorluk arz etmez. C ve H’ nin sutunlari lineer bagimsiz iseler, bu takdirde,

C'B=m ve H'fp=h bir ortak ¢ozime sahiptirler (Aslinda ortak ¢éziimlerin kiimesi

C ve H'ye gore tammlanabilen gercekten donustiurulmus bir altuzaydir) ve veri,

(3.1.3) bagintisi,

C'B=0 ile kisitlanan £(Y)= Xp

N (3.1.4
H,:H'§=0 )

olarak yazilabilecek sekilde donustiriilebilir.

Notasyon
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Bu kistmda bagindan sonuna kadar X tam siitun ranka sahip bir #xg matris, g bir gx/
sabit vektor (parametre vektori) ve 1 #xa birim matris olmak tizere, Y, E(Y) =Xp

ortalama vektoriine ve o°T kovaryans matrisine sahip olan nx/ boyutlu ¢ok
degiskenli bir normal rastgele vektordiir; €2, X’in situnlari tarafindan gerilen E"
‘nin altuzayini gosterecek, gx/ kisitlama matrisi C ile gosterilecek ve 7+5 < ¢ olmak
uzere hipotez matrisi gxs boyutlu H matrisi ile gosterilecek. C ve H’nin situnlar

birlikte E* da 71 s tane lineer bagimsiz vektorin bir kiimesini olustururlar.

P, sembolii A iizerine ortogonal izdiigiimii ve Q, =I-P,, A* iizerine ortogonal

izdisimi gosterecek. Burada A=, A’nin siitun uzayinin ortogonal timleyenidir (I,

A’nin, E"’nin veya E*’nun bir altuzay1 olup olmamasina bagli olarak »n veya ¢

boyutlu birim matristir).
3.2. Kisitlanmamis Model

3.2.1. Tahmin

Eger £(Y)=XBise, bu takdirde, /(Y), Q da uzanir. P, =X(X'X)"'X', E"’nin Q
uzerine ortogonal izdiisimu olmak Uzere, £(Y) nin GM (Gauss-Markov) tahmini
\A(=PD_Y ile verilir. Ortalama vektéri tahmin edildiginde, Bp=p=(X'X)"'X'Y,
XB=Y denklemine tek bir ¢ozimi verir. Y igin P,Y’yi B icin tanimlanan
denklemde yerine koyma daha fazla bilinen g=(X'X)'X"'Y sonucunu verir (bkz. Ek
2, Teorem 1; Herr 1979; Kruskal 1960; Schefte 1959 s. 11; Seber 1977 ss. 43, 44).

3.2.2. Hipotez Testi

H'B =0 hipotezini test etmek i¢in ,y, =X(X'X)'Holmak tizere, H'B =0 olmasi

i¢in gerek ve yeter sartin y,,77(Y)=0 oldugunu belirtelim.

0y, Yy 1n €2°daki ortogonal timleyeni olsun. Bu takdirde wy @ v, =Q dir (kisim

32.2’de buraya kadar, y,, hem X(X'’X)'H matrisini hem de E"’nin X(X'X)"H

matrisinin situnlart tarafindan gerilen altuzayimi gostermek i¢in kullanilmigtir). Eger
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ortalama vektortd y,'L(Y)=0 bagintisin1 saglar ise, bu takdirde, (Y ), w,’da

uzanir ve bu nedenle, sifir hipotezi (Y)< w,, olarak ifade edilir. Sifir hipotezinin

testi i¢in pay kareler toplami ”l)y(H)Y”2 dir. Burada P,(H), vy(H)=y, .Uzerine
ortogonal izdustimdir. Cebiri asagida yiritecegiz (P,(H)'in hesabi icin bkz. Ek 2:

Tcorem 1),

L

v

\(“2 “Y'P, Y

(D)
=Y, (vu'v )-I'Yn'Y

| (3.22.1)
= V'X(X'X)"H{H'(X'X)"H} H'(X'X)"X'Y

=pH{H'X'X)"H}" H'p

dir. Hata kareler toplami, yani, Q,, E" nin € tzerine ortogonal izdigimu olmak
iizere, HKT(HI?C)qu“Y"z =Y'Q,Y ile verilir (Burada “unc.” Kisulanmamus
sozcugunu ifade eder). Q,=I-P, oldugundan, bilinen
HKT () = Y{I- X(X'X)" X'} Y formiiliinii elde ederiz. (bkz. Searle 1971 s. 92;

Seber 1977 s. 120).
3.3. Kisitlanmis Model
3.3.1. Tahmin

Parametre vektori, C'B=0 ile kisitlandiginda C'B=0 olmasi igin gerek ve yeter
sart vy .E(Y)=0 oldugundan, /(Y)=Xp ortalama vektori y.=X(X'X)'C’ye
ortogonal olmalidir. y,. nin €2’daki ortogonal timleyenini €. alarak (bu nedenle,
Y. ®Q.=Q alarak), C'B=0 kisitlamasi, /:(Y) ortalama vektorinin €. de

uzanmas! kisitlamasini koyar. Bu nedenle Q(C)=Q_.olmak iizere, #(Y)'nin GM

tahmini Y. = P, Y dir.

EgerC'B=0 ise, bu taktirde, p, C’nin situnlarina ortogonal olmahdir, yani, B, C'

"de uzanmalidir. Burada C', C‘nin E%’daki ortogonal tiimleyenidir. Bu nedenle, vy,

71



ile C ve Q. ile C' altuzaylarimin dogal bir eslemesi vardir. Altuzay giftlerinin

baglanmasi i¢in uygun doniisimler agagida verilirler.

XX'X)' : C =17, :X
X:C'e= 9 :XX)'x

dir (bkz. Ek 2; Teorem 2). Burdick ve ortaklann (1974), X(X'X)',X' ve X,
(X'X)"'X'dontistim ¢iftlerini sirastyla “en iyi tahmin képriisii” ve “en iyi uyum
koprusu” olarak adlandinrlar. P, ’yi hesaplamak i¢in, y(C)=1,. olmak lzere,

I’Q(C) = P!l = Py((;') yazahm-

P, =X(X'X)'X' ve
Py =vclrc've )'re
=XxX)' c{oxx)' ) Cxxy X
oldugundan,
Py = XA(‘(X'X)_l X (3.3.1.1)
diir ve burada,

A.=1-(X'X)'c{oxxy'cl c (3.3.1.2)

, E*“nun (X'X)"'C boyunca veya (X'X)"'C’ye paralel olarak C- tizerine izdiisiimu
degildir (bkz. Ek 2; Teorem 5). (Bundan boyle A, sembolii, (3.3.1.2) bagintist ile
tanimlandig1 gibi daima E*'nun (X'X)'C boyunca C' iizerine izdisiiminii

gosterecektir.) \A(c =P,,,Y =XA.(X'X)'X'Y hesaplanmis oldugundan, B,

B. =(X'X)'X'Y, =A(X'X)"'X'Y 3.

(O8]
(S
W
N

72



ile tahmin edilir. B=P,.’nm XB=Y,. denkleminin bir tek ¢oziim oldugu ve B, € C

oldugu kolayca gosterilebilir.
3.3.2. Hipotez Testi

Q.’nin, F(Y)e . olmas i¢in gerek ve yeter sartin, A(Y)=XB ve C'B=0
denklemlerinin aym anda saglamasi Ozelligine sahip olan E"’nin bir altuzay
oldugunu hatirlayalim. ilk isimiz £(Y)<Q.ve H'B=0 olmasi igin gerek ve yeter
sart E(Y)< ., olacak sekilde Q.'nin o, altuzayimi bulmaktir. Bu takdirde,

Wy I Q. deki Tl ortogonal timleyenini olusturacagiz. Kisitlanmig modelde

T

H'B=0 hipotezini test etme igin pay ve payda kareler toplamlar sirasiyla

Y'P,

TI(CL I

Y ve Y'Q,Y ile verilirler. Burada TT(C, H) =TT, dir.

Kisitlanmig modelde sifir hipotezi dogru oldugunda, C'B=0ve H'B=0 dir. Bu iki
denklem, T=(C, H) olmak uzere, bir tek T'B=0denklemi olarak yeniden

yazilabilir. Ancak T'B=0 olmas: igin gerek ve yeter sart y'(Y)=0 olmasidir.
Burada y, = X(X'X)"T dir. Bu nedenle, kisitlanmis modelde sifir hipotezi dogru

oldugunda, E(Y)€ @y, ¥, nin, ( o, @y, =) daki ortogonal timleyenidir.

W 10 Q. deki ortogonal timleyenini I, alma, bu nedenle @ ;; @ M =
alma,
P]_I(C,H) = PQ(C) - Pm(CJT) (3 3 2 l )

oldugunu gosterir. (3.3.2.1) bagintisinda P, ve P,.,, yerine sirasiyla P, -P, . ve

€ @ F(®]
P,-P,, koyma,
P T — R/('l‘) - R/((‘f)

= X(X'X) [T {T'(x'X)-‘T}" T'- (:{C'(x'xy‘c}'1 C'J(X'X)" X'



bagintisini ortaya koyar. P, ., i¢in bu formil T genigletilmis matrisini igerir ve

Y'DP

e Y de yerine konuldugunda (3.1.1) bagintisini Gretir. P, icin yalniz H

11(C,H)

ve C ye gore (T 'nin olmadigr) bir ifadeyi elde etmek igin,
Yo =YetYn =Ye @Q-,((:)Yu (3.3.2.2)

yazaniz (bkz. Ek 2; Teorem 4). (3.32.2) bagintisit Q.= ., ®Q oldugunu

o H
ifade eder. Bu nedenle, ., =Q. ¥, =XA(X'X)'H dir ve A.(X'X)"'H ve

I1..,, arasinda dogal bir tekabiil, yani, her ikisinin de birebir ve {izerine olan,
X:A XXy He=[]; : X'X)'X'

donugiimleri vardir (bkz. Ek 2; Teorem 2).(A.(X'X)"'H, C’ye ortogonal olmakla

beraber T°de ihtiva edilmez ve bu nedenle T  “ne ortogonal degildir). E"’nin []

Uzerine ortogonal izdisimii,

Pl I(C,1) = Q«,((:)'}'u (“In'Qy((:)'}'u )_I Yll'Qy(C) (3-3 ~2-3)
ile verilir.

Tu'Quey = H'(X'X)" X'Qu= H'(X'X)'X'X(X'X)" X'Qu =7u'PaQ,, =7u'P,

20
oldugundan (3.3.2.3) bagintist,
Pican = PV Pao i) i Paco (33.2.4)
= XA (X'X)'H{H'A (X'X)" H}'1 H'A(X'X)"'X' (3.3.2.5)
olarak yeniden yazilabilir. Test i¢in pay kareler toplami,

Y' Pu(c,u)Y =Y'P, sz(C)Vll(Tll. Psz((‘)'YM )! ' PQ.(C)Y

. PR T
BH{H'A(X'X)'H} H'B, 3.3.2.6)
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ifadesine esittir. Burada 'y“'liz(c)Y=7“'\A(c=H'(X'X)'1X'\A((T=H'|A3(‘ gercegini

kullandik. Bu nedenle Y'P Y, ﬁ(. ’ya gore bir kuadratik form olarak yazilabilir

1I(C,H)
ve bu formun H{H‘A(ﬂ(X'X)‘IH}-1 H' ¢ekirdeg sadece /x/ ve sxs matrislerinin (

X'X harig) terslerini ihtiva eder. (3.3.2.6) ve (3.2.2.1) arasindaki bigim benzerligine
dikkat edelim. Bunlarin her ikisi de model i¢in parametre vektoriiniin tahminine gore

kuadratik formlardir.

Kisitlanmig hata kareler toplami, yani, HKT(con) i¢in asagidaki esitlik ortaya ¢ikar.
HKT(con)= [Que Y[ = Y'Qu,Y
C) =y. DO

oldugundan,

pcr(con [Que ¥ =[Py 410, @327)

=Y R,«:)Y + HKT(unc)

dir. YP,Y= \('X(X'X)'lC{C’(X'X)'IC}_l C'(X'X)"'X'Y ’nin E(Y)=Xp
kisittanmamig modelinde, /7, : C'B =0 hipotezini test etmek igin pay kareler toplami
olduguna dikkat edelim.

3.4. Sifir Hipotezi Dogru Oldugunda Kisitlanmis Modelde Tahmin

Bu durumda ortalama (gozlem ortalamasi) vektoriiniin tahmini Y’yi, @(C,H) Gizerine

izdiisiirmek suretiyle elde edilir. w(C,H)@ [1(C, H) = (C) oldugundan,

P.,.(( an =P P

T (3.4.1)

Wy~

dir.  (33.1.1) ve (3325) ifadelerini (34.1Yde yerine koyarak

L]

PM,)=X[l-A(‘(X'X)“H{H'A(ﬂ(X'X)"H}'IH‘JA(‘(X'X)“X' elde ederiz. Bu



nedenle, P((,,,,)=X[I-A(,(X'X)-'H{H‘AC(X'X)-‘H}H']AC(X'X)“X'Y sifir

hipotezi dogru oldugunda kisitlanmis modelde ortalama vektériana ( ve

|~3(,,“ =(X'X)" X'{’m, parametre vektoriini ) tahmin eder. |3=|A3(<’“’nin X|3=§’(,’“
denkleminin tek ¢6zimii olduguna ve Bm, e T  olduguna dikkat edelim.
3.5. Tahminler Arasindaki Tliskiler

Ortalama vektoriniin tahminlerinin her biri 6nceden hesaplananlardan elde edilebilir.

Ornegin,

>

c= PQ(C)Y = Qy(c:)PszY
A (Ek 2 Teorem 3’iin (b) kismindan)
= Q*{(C)Y

dir. \A{(,‘” = Qe ,)Yc ve \A{m . =QT((,,,,)Y oldugu da gosterilebilir. Parametre vektorii

icin benzer sonuglar gegerlidir. Bununla beraber, i1zdisumler ortogonal degildirler.

Ornegin,

B. = (X'X)'X'Y, =(X'X)'X'Q,, ¥ = (X'X)'X'Q,, XB

dir. Cebirsel olarak, (X'X)'X'Q Lo X donisiamiinin A, ye, yani, E* nun (X'X)"'C
boyunca C~ uzerine izdlisimune, esit oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica,
Be =(XX)"'X'Q, . XBe:
ve
Xp

B, =(X'X)"'X'P,

w(C,Hy

dir. T=(C,H) olmak lizere, (X'X)'IX'PO,(C,H)X, (X'X)'T boyunca, T (zerine
izdisimken, Dy, =(X'X)'X'Q,, X = 1-AX'X)" H{H'A (X'X)'H} H'A,

donistimi A .(X'X)"'H boyunca (X'X)'C+T- lizerine izdiisiim (ortogonal degil)
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dir (Bu izdisimlerin daha 6te incelemest i¢in bkz. Herr 1978). Alt1 tahminin hesab1
icin  etkin  bir gema asagida  gorulur. (AB. =B oldugundan,
F., = I-AC(X'X)‘IH{H'AC(X'X)“H}_I H' olmak iizere D, B =F.,B. olduguna

dikkat edelim.)

1. CB=m=0, H'B=h=0 DURUM
Bu kisimda (3.1.3) sisteminin (3.1.4) gibi yeniden nasil yazilabilecegini gosterecegiz.

o, (o, ), HB=h (C'B=m) denklemi herhangi bir ¢6ziim olsun. Bu denklemin tiim
¢oziimlerinin kiimesi asagidaki gibi tanimlanabilir: H'B=h (C'B=m) olmas: i¢in

gerek ve yeter sart e a, +H" (o, +C")olmasidir. Bu nedenle,
S={B:C'B=m ve H'B=h}=(0, +C")( (o, +H")

dir. Ek 2’nin Teorem 6’sina gore S, bos degildir. Gergekten, herhangi bir a, €S
i¢in S=a,+(C"~H") ile tanimlanabilir. B,, S’de herhangi bir vektor olsun. Bu
taktirde ¢'B,=m ve H'B, =hdir. (3.1.3) bagintisinda g=p-B, ve Y=Y-XB,
koyarak (3.1.4) bagintisini elde ederiz.

Ek 1 :Ortogonal Ayrisimlar Ve Ortogonal Izdiisiimler

M ve N k-boyutlu E* 6klid uzayimin yalmz sifir vektorii ortak olan altuzaylar olsun.

Eger her bir v=E" igin v=m+nolacak sekildle m e M ve n € Nvektorleri varsa
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(diger bir deyisle M ve N’nin boyutlan toplami k ise), bu taktirde, E* =M+ N’ye

E* *nin bir ayrisimi denecektir.

(') transpozeyi gostermek iizere, eger v'u=u'v=0 ise, E*’nin u ve v vektorlerine
ortogonaldir denir ve bu durum u | v seklinde yazilacaktir.

Egerher meM ve neN i¢in m L n (veya m'n=n'm =0) ise, bu takdirde, M ve
N altuzaylan ortogonaldirlar. Bu durumda M L N yazilir.

Eger E* =M+N, E*>nin bir aynsimi ve M L N ise, bu taktirde, E* =M®N
yazariz ve M® N’ye ortogonal ayngim durumu olarak bakarniz. N’ye M’nin
ortogonal tiimleyeni denir ve N =M olarak yazilir.

Eger P> =P (yani P idempotent ) ise, bu takdirde, P kxk matrisi bir izdisimdir
(izdusuricidir). Her bir P izdisimi igin , meM i¢in P, =m ve neN igin
P, =0 olacak sekilde bir E* =M+N aynsimi vardir. M, P’nin siitun uzayidir ve

N, P’nin sifir uzayidir (M, P’nin situnlan tarafindan gerilir; S, P’nin satirlan

tarafindan gerilen uzay olmak lzere, N=.S5- dir) Bu nedenle her izdisim, kendi
stitun uzay: uzerinde birim ve kendi sifir uzay: tizerinde 0 rolunii oynar. P’ye N

boyunca M fzerine izdigim denir. Eger P bir ortogonal izdugim ise (yani,

P’ =P=P'yani P idempotent ve simetrik ise), bu taktirde, me M i¢in P, =m ve
neN igin P, =0 olacak sekilde bir ortogonal E*=M®NN=M'") ayrigimi

vardir ve P’ye M iizerine ortogonal izdiisiim denir. (M'boyunca M iizerine
ortogonal izdustim) Her izdlisim kendi sifir uzayr ve kendi sutun uzayi ile tam olarak

tanimlanir.
EK 2: Teoremlerin Ifadeleri

Teorem 1: Eger S, E"’nin bir m-boyutlu altuzay1 ve M, situnlarn .S i¢in bir taban
olugturan, bir nxm matris ise, bu taktirde, E"nin § t{izerine ortogonal izdiisimu

M(M'M)'M' diir.
Teorem2: Kisim 3.1° nin C'B=0, H,:H'B=0 , Q. Dy . =Q, 0.z Pz =Q

ile beraber /(Y)=XP varsayimlarina bagh kisitlanmis modelde hipotez testi
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problemine yon vermektir. Belirtilen altuzaylara kisitlandiginda, asagidaki alti
doniisimiin timi bire bir ve tizerinedir. Bundan baska, bir ¢iftteki her bir donisim

digerinin tersidir.

X'y, =—=C:X(X'X)"
(X'X)'X": 0., ==(C+H)" : X
X'X)'X":TT | e A(XX)"H: X
dir.

Teorem 3: D= A ® Bolmak tzere D keyfi bir V vektor uzayimin bir altuzayr olsun.
Bu takdirde,

a) P,=P +P; ve
b) Q.P,=PQ,=F
dir.

Teorem 4: D=A+B olmak tzere, (A ve B ortogonal degildirler.) D keyfi herhangi bir

V vektor uzaymin bir altuzayidir. Bu takdirde Q,(B)={Q,b|b<B} olmak izere,

D=A®Q,(B) dirve Q,,Vnin A' iizerine ortogonal izdiisimudiir.

Teorem 5: X ve C sirasiyla her biri tam siitun rankli 7xg ve gxt boyutlu matrisler
olsun. Bu takdirde gxg boyutlu A, =I-(X'X)"C{C'(X'X)"C}" C' matrisi siitun
uzayl C' ve sifir uzayr (X'X)'C olan izdiisimdur (ortogonal degil).

Teorem 6: C ve H, C’nin situnlart H’min siitunlarindan lineer bagimsiz olmak
Uzere, sirasiyla, gx/ ve gxs boyutlu matrisler olsun. m ve h sirasiyla C ve H’nin
stitun uzaylanndaki vektorler olsun. a,, ve a,, Ca, =m ve Ha, =h olacak sekilde

vektorler olsun. Bu taktirde
() C+H =(CAH) =E".
(b) S=(g, +C' )~ (o, +H ) bos degildir ve herhangi bir a, €8 igin,

() S=g,+(C' AN")dir.
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SONUC VE ONERILER

Uc boliimden olusturdugumuz ¢alismamizda Lineer modellerde kullanilan matris
cebiri ve ozellikle matrislerin genellestirilmis terslerini ele aldik. Daha sonra Lineer
Modeller ve Tahmin Edebilirlik ile ilgili temel kavramlara yer vererek bir on bilgi
olusturduk. Calismamizin asil konusu olan Lineer Modellerde Esitlik ve Esitsizlik
Kisitlamalar: Altinda Parametre Tahminleri ve Bazi Hipotezlerin Testlerini ayrintih
bir sekilde incelemeye galistik. Kisitlanmig Lineer Modelde Tahmin ve Hipotez
Testinin Geometrisi-Tam Rankli Durum mevzusunun incelenmis oldugu yabanci
dilde bir makale dilimize gevrilerek bilim dinyasina kazandirilmistir. Yine bu
makalede goze carpan Kisitlanmig ve Kisitlanmamis Lineer Modelde tahminler
konusunu inceleyerek ¢aligmaya ekledik. Tahminler arasindaki iligkilere de yer

vererek caligsmadan ¢ikabilecek bulgular ortaya konuldu.
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