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alınmadığını, kullanılan verilerde herhangi bir tahrifat yapılmadığını, tezin herhangi bir
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ÖZET

NORDEN MANİFOLDLARI ÜZERİNE
Yasemin ATEŞOĞLU

Ordu Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı, 2014
Yüksek Lisans Tezi, 89 sayfa

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Seher ASLANCI

Bu tez Norden manifoldlarının geometrisi hakkında olup 7 bölüm halinde hazırlanmıştır.
Birinci bölümde çalışmanın amacından bahsedilerek bir giriş verilmiştir. 2. bölümde ge-
ometride uygulanan iki boyutlu cebirler teorisi, holomorf fonksiyonlar ve cebirsel yapılar-
dan bahsedilmiştir. 3. bölümde pür tensörlere uygulanan Tachibana ve Vishnevskii
operatörlerinden bahsedilmiştir. 4. bölümde Norden manifoldları hakkında bilgi ve-
rilmiş ve Tachibana operatörü kullanılarak Kahler Norden manifoldlarının Riemannian
eğriliği ve skaler eğriliği hakkında bazı özelliklerden bahsedilmiştir. 5. bölümde Norden-
Walker metriklerinden bahsedilmiş ve dört boyutlu Walker manifoldları üzerinde hemen
hemen Norden yapının integrallenebilirliği ve holomorf (Kähler) şartlarına bakılmıştır.
6. bölümde ise Norden-Walker 4- manifoldları üzerindeki zıt hemen hemen kompleks
yapılardan bahsedilmiş ve Goldberg varsayımları hakkında bilgi verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Norden Metriği, Norden Manifoldu, Walker Manifoldu, Kähler
Norden Manifoldu, Tachibana Operatör, Holomorf Tensör, Pür
Tensör
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ABSTRACT

ON NORDEN MONIFOLDS
Yasemin ATEŞOĞLU

Ordu University
Institute for Graduate Stadies in Science and Technology

Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis Thesis, 89 page

Supervisor: Yrd. Doç. Dr. Seher ASLANCI

The introduction part and the aim of the thesis are covered in the first chapter. In the
second chapter, the theory of the two-dimensional algebra applied to Geometry holomorp-
hic functions and algebraic structures are given. The third chapter is included with the
operators of Tachibana and Vishnevskii which are applied to pure tensor fields. The
information about Norden manifolds is given and by considering the theory of Tachibana
operators, some properties about Riemannian curvature tensors and curvature scalars of
Kähler-Norden manifolds are presented in the fourth chapter. In the fifth chapter, Norden-
Walker metric are discussed and, the integrability and holomorphic(Kähler) conditions of
almost Norden structures on 4-dimensional Walker manifolds are given. Lastly in the
sixth chapter opposite almost complex structures on 4-dimensional Walker manifolds are
discussed and the information about Goldberg conjecture is given.

Keywords: Norden Metric, Norden Manifold, Walker manifold, Kähler-Norden Manifold,
Tachibana Operator, Holomorpic Tensor, Pure Tensor.
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3.2.2 s ≥ 2 İçin (1, s) Tipli Tensör Alanına Uygulanan φϕ−Operatörü . . . 22
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Rh
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V : Dikey Lift

IX



1. GİRİŞ

XIX. yüzyılın sonundan başlayarak iki boyutlu cebirler geniş biçimde geometride uygu-

lanmaya başlamıştır. (Vishnevskii ve ark., 1985), (Norden, 1960) sonlu boyutlu değişmeli

birleşmeli cebirler hakkında bazı çalışmalar yapmışlardır.

Diferensiyel Geometride 1960’lı yıllardan başlayarak hızlı gelişen alanlardan biride Norden

manifoldların teorisidir. Rusya’nın Kazan Üniversitesisinin profesörü A.P. Norden yazdığı

makalesinde (Norden, 1960) 4-boyutlu pseudo-Riemannian neutral uzaylarda hemen he-

men kompleks yapıya göre B-metrik denilen metriklerin varlığı hakkında konuşmuştur.

XX. yüzyılın 70. yıllırından sonra Norden metrikleri karşımıza pür ismi ile çıkmaya başla-

mıştır (Kruchkovich, 1972), (Salimov, 1983), (Vishnevskii, 1985). Norden metrikleri kendi

ve anti hermitian ismi ile XX. yüzyılın 80. yıllarından sonra literatürlerde görünmeye

başlamıştır (Dragomir ve Francaviglia, 2000), (Ganchev ve Borisov, 1986).

(Matsushita, 2004), (Walker, 1950) çalışmasından faydalanarak simplektik yapıya sahip

olan 4-boyutlu Walker manifoldlarını tanımlıyor. Simplektik geometride ve fizikte, özellik-

lede genel izafiyet teorisinde geniş uygulamalar bulan Walker manifoldları günümüzde

aktif biçimde öğrenilmektedir (Matsushita, 2005), (Davidov ve ark., 2008).

Manifoldlar üzerindeki cebirsel yapıların öğrenilmesinde φ-operatör denilen operatörlerin

öğrenilmesi büyük önem taşır. Bu operatörler ilk olarak hemen hemen kompleks ve

kompleks yapılar ile bağlantılı olarak ortaya çıkmış ve bu tür yapılara göre pür diferan-

siyel geometri objelerinin uygun olarak hemen hemen analitiklik ve analitiklik konularının

araştırılmasında vazgeçilmez bir operatör olduğu kanıtlanmıştır. İlk olarak bu operatör

(Tachibana, 1960) çalışmasında hemen hemen kompleks yapı için verilmiştir. Sonra ise

bu operatör (Tachibana ve Koto, 1962), (Yano ve Ako, 1968), (Sato, 1966),

(Shirokov, 1966), (Kruchkovic, 1972) tarafından kullanılmıştır. (Salimov, 1994) çalışmala-

rında ise φ-operatör yapılarının liflerin modellenmesinde önemli yeri olabileceği konusunda

yol gösterimi vermiş ve bu operatörü kullanarak bir sürü çalışmalar yapmıştır. Ve ”Tensör

operatörleri ve onların uygulamaları” adlı bir kitap yazmıştır (2013).

Diferensiyellenebilir manifold üzerinde verilmiş sonlu sayıda (1, 1)- tipli tensör(afinör)

alanlarıyla tanımlanan π-yapılar modern diferensiyel geometrinin önemli konularındandır.

π-yapılar özel durumlarda cebirsel olabilmektedir. Cebirsel π-yapı integrallenebilir oldu-
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ğunda ise, bu cebir üzerinde inşaa edilmiş uzayların, cebrin temsilini taşıyan manifoldlar

ile modelllerini vermeye imkan sağlar. Cebirsel π-yapının integrallenebilir olması, reel

manifolda cebirsel holomorf manifoldların dahil edilmesine imkan sağlamaktadır.

g metriği, ϕ-hemen hemen kompleks yapıyı, X ve Y ise manifold üzerinde keyfi vektör

alanlarını göstermek üzere, eğer g, ϕ’ye göre pür ise yani g(ϕX,ϕY ) = −g(X, Y ) ise bu

durumda bu tür manifoldlara Norden manifoldları denir.

Bu tez çalışması Norden manifoldları üzerine derleme bir tezdir. Ve bu tez, öncelikli olarak

(Salimov, Iscan, 2009), (Iscan, Salimov, 2010) ve (Salimov, Iscan, 2010) çalışmalarından

ve ”Tensor operators and their applications” adlı Salimov’un kitabından faydalanılarak

yazılmıştır.

Bu kaynaklar ışığında Norden Walker metrikleri, Norden Walker manifoldları ve Kähler

Norden manifoldlarının bazı özellikleri incelenmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Cebirsel Teori

2.1.1 Birleşimli Cebirler

R üzerinde birleşimli m-boyutlu Am cebrini ele alalım (hiperkompleks cebir [?]). Cebirin

bazı {eα}, α = 1, . . . ,m ve yapı sabitleri Cγ
αβ olsun:

eα • eβ = Cγ
αβeγ

Cγ
αβ yapı sabitleri, • : Am × Am → Am şeklinde (1,2)-tipli tensörün bileşenleridir. Bu

çalışmada Am nin birimli cebir olduğunu, yani e1 = 1 olduğunu kabul edeceğiz.

Matrisleri

Cα = (Cγ
αβ), C̃α = (Cγ

βα), (2.1.1)

şeklinde gösterelim. Burada γ ve β sırasıyla satır ve sütun numaralarını göstersinler. O

zaman birleşimli olma şartı aşağıdaki birbirine denk olan üç şarttan biri ile verilir:

CαCβ = Cσ
αβCσ, (2.1.2)

C̃ ′αC̃
′
β = Cγ

αβC̃
′
γ, (2.1.3)

CαC̃β = C̃βCα. (2.1.4)

Burada C̃ ′α , C̃αnin transpozudur. e1 = 1 = εσẽσ den

εσCσ = εσC̃σ = I = (δβα) (2.1.5)

eşitliğini yazabiliriz. Burada δβα Kronecker deltasıdır.

C(A) ve C̃ ′(A), sırasıyla Cα ve C̃ ′α tipindeki matrislerin cebirleri olsunlar (bakınız (2.1.2)

ve (2.1.3)).

Am � a = aσeσ → aσCσ = C(a) ∈ C(A), a1, . . . , am ∈ R

şeklinde ρ1 : Am → C(A) dönüşümüne I tip regüler tasvir denir. ρ1 tasvirinin izomorfizm

olduğu açıktır. Benzer şekilde II tip ρ2 : Am → C̃ ′(A) regüler tasvirini

Am � a = aσeσ → aσC̃ ′σ = C̃ ′(a) ∈ C̃ ′(A), a1, . . . , am ∈ R

şeklinde tanımlayabiliriz. Bu tasvir de izomorfizmdir. Bu çalışmada ele alınan tasvirleri I

tip tasvirler olarak kabul edeceğiz. Burada hatırlatalım ki, sadelik açısından I tip regüler

tasvir yerine genelde regüler tasvir ifadesini kullanacağız.
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(2.1.4)’den, her A = aσC̃σ, a1, . . . , am ∈ R’nin C(A) cebrinin komütatörüne ait olduğunu

söyleyebiliriz. Tersine, (2.1.5)’i kullanarak her C ∈ C(A) için AC = CA ise A = aαC̃α

olduğunu kolayca söyleyebiliriz. Gerçekte, C = Cα, α = 1, . . . ,m yazarsak, AσγC
γ
αβ =

Cσ
αγA

γ
β yazabiliriz. εβ ile bu eşitliğin kontraksiyonundan

AσγC
γ
αβε

β = Cσ
αγA

γ
βε

β,

Aσγδ
γ
α = Cσ

αγa
γ,

A = (Aσγ) = aγ(Cσ
αγ) = aγC̃γ,

eşitliği elde edilir. Burada aγ = Aγβε
β yani A = C̃’dir. Dolayısıyla aşağıdaki teoremi

yazabiliriz [?]:

Teorem 2.1.1 A (m × m)-tipinde bir matris olsun. ACα = CαA olması için gerek ve

yeter şart A = aαC̃α olmasıdır.

Benzer şekilde aşağıdaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 2.1.2 A (m × m)-tipinde bir matris olsun. AC̃ ′α = C̃ ′αA olması için gerek ve

yeter şart A = aαC ′α olmasıdır.

2.1.2 Değişimli Cebirler

Değişimli hiperkompleks cebirleri ele alarak sınırlama yapacağız. Bu ve bundan son-

raki bölümlerde Am cebrimizin değişimli hiperkompleks cebir olduğunu kabul edeceğiz.

Değişimli olma şartı olarak, eα • eβ = eβ • eα şartına denk olan

Cγ
αβ = Cγ

βα(Cα = C̃α), (2.1.6)

Cγ
ασC

σ
βδ = Cγ

βσC
σ
αδ(CαCβ = CβCα) (2.1.7)

formlardan birini yazabiliriz.

Cα = C̃α için (bakınız (2.1.1)), C̃ ′(A)=C ′(A) eşitliğini yazabiliriz. Bu yüzden, C ′(A)’ya

değişimli cebirlerin tronspoz regüler tasvirleri denir. Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.2’den

aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.1.3 Am değişimli hiperkompleks cebir olsun. O zaman C(A) ve C ′(A) (m×m)-

tipindeki matrisler cebrinin maksimal değişimli alt cebirleridir.
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Değişimli cebirler arasında önemli rolü Frobenius cebirleri oynar. Eğer öyle λγ sabitleri

varsa ki,

ϕαβ = Cγ
αβλγ (2.1.8)

matrisi regüler olsun, onda ϕαβ metriğine Frobenius metriği denir. Burada {eα} bazı için

eα = ϕαβeβ olacak şekilde {eα} dual bazını tanımlayabiliriz. Frobenius metriği için

ϕασC
σ
γβ = ϕβσC

σ
γα, ϕασCβ

γσ = ϕβσCα
γσ, (2.1.9)

eα • eβ = Cα
βγe

γ, eα • eβ = ϕασCβ
γσe

γ, ϕαβε
β=λα, (2.1.10)

eşitliklerini yazabiliriz. Burada εβ’lar, e1 = 1’in bileşenleridir.

ψ: Am → Am otomorfizmi için ψ involüsyon ise yani ψ2 = id ise ψ otomorfizmine Am

cebrinde eşlenik işlemi denir. ψ:x→ x̄, x̄ ∈ Am eşlenik işlemi tanımından

ēα = ψ(eα) = ψβαeβ, ψαγψ
γ
β = δαβ , (2.1.11)

Cγ
αβψ

α
σψ

β
ε = Cτ

σεψ
γ
τ , (2.1.12)

ψβαε
α = εβ, (2.1.13)

eşitliklerini yazabiliriz. Burada e1 = 1 = εβeβ şeklindedir. a ∈ Am için eşlenik eleman

a = aαeα → ā = aαēα = aαψσαeσ

ile verilir. (2.1.11)’den, Am’nin ψαβ = ±δαβ olacak şekilde uygun bazı vardır.

ψαβ =

{
ψα1
β1
, ψβα = δαβ ise,

ψα2
β2
, ψβα = −δαβ ise

yazalım. Burada 1 ≤ αi < α, 1 ≤ βi < β, i = 1, 2 şeklindedir. Bu durumda (2.1.11)’den,

ēα1 = eα1 , ēα2 = −eα2

yazabiliriz. ψ(e1) = e1 olduğu için (bakınız (2.1.13)), e1 ∈ {eα1} olur. Burada {eα1},

eα1 , 1 ≤ α1 < α ile gerilen düzlemi tanımlar. Örneğin, A2 = C(m = 2) kompleks bir cebir

ise

(ψαβ ) =

(
1 0
0 −1

)
ve

ē1 = e1 = 1, ē2 = −e1 = −i, i2 = −1
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olur. (2.1.14)’ü gözönünde bulundurarak, farklı indisler için (2.1.12) ifadesini yazarak

adapte olmuş baza göre

Cγ2
α1β1

= 0, Cγ2
α2β2

= 0, Cγ1
α1β2

= Cγ1
β2α1

= 0

eşitliklerini bulabiliriz.

2.1.3 Holomorfik fonksiyonlar

Am cebrinde z = xαeα değişkenini alalım. Burada xα(α = 1, . . . ,m) reel değişkenler

olsunlar. Reel değerli yβ(x) = yβ(x1, . . . , xm, β = 1, . . . ,m C∞-fonksiyonlarını kullanarak

z ∈ Am değişkeninin

w = yβ(x)eβ

hiperkompleks fonksiyonunu tanımlayabiliriz. dz = dxαeα ve dw = dyαeα sırasıyla z ve

w(z)’nin diferensiyelleri olsunlar.

dw = w′(z)dz (2.1.14)

olacak şekilde w′(z) fonksiyonları varsa w = w(z) fonksiyonuna holomorfik fonksiyon

w′(z)’ye de w(z)’nin türevi denir.

Teorem 2.1.4 [?], [68], [71], [81] w = w(z) hiperkompleks fonksiyonunun holomorfik

olması için gerek ve yeter şart

CαD = DCα (2.1.15)

Scheffers şartlarını sağlamasıdır. Burada D =
(
∂yα

∂xβ

)
, yα(x)’nın Jacobian matrisidir.

İspat. w = w(z) holomorfik fonksiyon olsun. w′(z) = w̃αeα yazalım. Bu durumda

(2.1.14)’ten

dw = dyαeα =
∂yα

∂xβ
dxβeα = w̃αeαdx

βeβ = w̃αdxβCγ
αβeγ

eşitliğini yazabiliriz. Buradan,
∂yα

∂xβ
= w̃αCγ

αβ (2.1.16)

elde ederiz. Böylece, w = w(z) hiperkompleks fonksiyonunun holomorfik fonksiyon olması

için gerek ve yeter şart
(
∂yα

∂xβ

)
Jacobian matrisinin (2.1.16) formunda olmasıdır. (2.1.16)’yı

εσ(1 = εσeσ) ile kontraksiyon yaparak ve (2.1.5)’i kullanarak

w̃γ = εβ
∂yγ

∂xβ
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eşitliğini, yani

w′(z) = εβ
∂yγ

∂xβ
eγ (2.1.17)

eşitliğini buluruz.

(2.1.16)’yı Teorem 2.1.1’e uygularsak (2.1.16) şartının Scheffers şartına denk olduğunu

görürüz. Böylece ispat tamamlanır.

(2.1.17)’den, εβ
∂yγ

∂xβ
nun Jacobian matrisi

D′ =

(
εβ

∂2yγ

∂xβ∂xα

)
= εβ∂βD

bileşenlerine sahiptir. Burada D =

(
∂yγ

∂xα

)
şeklindedir ve ayrıca D′ = εβ∂βD Jacobian

matrisi Scheffers şartını sağlar. Buradan anlarız ki, w(z) nin w′′(z), w′′′(z), . . . türevleri

de vardır.

Örneğin, A2 = C ise, (2.1.15) Scheffers şartı Cauchy-Riemann şartına indirgenmiş olur.

Gerçekten,

C1 =

(
C1

11 C1
12

C2
11 C2

12

)
=

(
1 0
0 1

)
, C2 =

(
C1

21 C1
22

C2
21 C2

22

)
=

(
0 −1
1 0

)
eşitliklerine dayanarak, (2.1.15) den z = x1 + ix2, w = y1(x1, x2) + iy2(x1, x2), i2 = −1

olmak üzere
∂y1

∂x1
=
∂y2

∂x2
,
∂y2

∂x1
= −∂y

1

∂x2

yazabiliriz.

Not 2.1.1 Holomorfik ve analitik kompleks fonksiyonlar kavramlarının birbirine denk

oldukları bilinir. Eğer w(z) yakınsak kuvvet serileri şeklinde yazılabilirse, w = w(z)

holomorfik fonksiyonunun analitik olduğu söylenir. Genelde, hiperkompleks fonksiyonlar

için holomorfik ve analitik fonksiyonlar kavramları denk değillerdir (bakınız [101, s.88],[7]).

Holomorfik hiperkompleks fonksyonlar kavramı çok cebirsel değişkenler için genelleştiri-

lebilir.

zu = x(u−1)m+αeα, (u = 1, . . . , r)

Am cebrinin değişkenleri olsun. w(z1, . . . , zr) = yβ(x1, . . . , xrm)eβ fonksiyonunun z1, . . . , zr

değişkenlerinin holomorfik fonksiyonu olması için gerek ve yeter şart keyfi u için Du =(
∂yα

∂x(u−1)m+β

)
, u = 1, . . . , r olmak üzere CαDu = DuCα şartının sağlanmasıdır.

Holomorfik hiperkompleks fonksyonlar aşağıdaki özelliklere sahiptir:
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i. w1 ve w2 holomorfik fonksiyonlar ise o zaman w1 + w2 holomorfik fonksiyonudur ve

(w1 + w2)′ = w′1 + w′2 dir,

ii. w1 ve w2 holomorfik fonksiyonlar ise o zaman w1w2 holomorfik fonksiyonudur ve

(w1w2)′ = w′1w2 + w′2w1 dir,

iii. F ve w sırasıyla w ve z’nin holomorfik fonksiyonları ise o zaman F = F (w(z)), z’nin

holomorfik fonksiyonudur ve F ′z =
dF

dz
, w′ =

dw

dz
olmak üzere F ′z =

dF

dw
w′ şeklindedir.

İspat. (i.) w1w2 = wα1w
γ
2eαeγ = wα1w

γ
2C

β
αγeβ = w = wβeβ dersek, (2.1.17)’den

(w1w2)′ = εσ(∂σw
β)eβ = εσCβ

αγ(∂σ(wα1w
γ
2 ))eβ

= εσCβ
αγ((∂σw

α
1 )wγ2 + wα1 (∂σw

γ
2 ))eβ

= ((εσ∂σw
α
1 )wγ2 + wα1 (εσ∂σw

γ
2 ))eαeγ

= w′1w2 + w′2w1

yazılır ve (ii.)’ye benzer şekilde (i.)’de ispatlanır.

(iii.) F = Fαeα, w = yβ(x)eβ, z = xγeγ diyelim. dF
dw

= F̃αeα, w
′ = w̃αeα ise

(2.1.17)’den,

F ′z =
dF

dz
= εα

∂F β

∂xα
eβ

= εα
∂F β

∂yγ
∂yγ

∂xα
eβ

= εαF̃ σCβ
σγw̃

θCγ
θαeβ

= F̃ σCβ
σγw̃

θδγθ eβ
= F̃ σw̃γeσeγ

=
dF

dw

dw

dz
=
dF

dw
w′

yazarız. Böylece ispat tamamlanır.

Örnek 2.1.1 A2 = R(ε), {1, ε}, ε2 = 0 kanonik bazına sahip dual cebir olsun. C2 =(
C1

21 C1
22

C2
21 C2

22

)
=

(
0 0
1 0

)
eşitliğini kullanarak (2.1.15) şartını z = x1 + εx2, w(z) =

y1(x1, x2) + εy2(x1, x2), ε2 = 0 olmak üzere aşağıdaki denk şarta indirgemiş oluruz:

∂y1

∂x2
= 0,

∂y2

∂x2
=
∂y1

∂x1
.

Bu son denklemden

w(z) = f(x1) + ε(x2f ′(x1) + g(x1))

eşitliğini yazabiliriz. Bu formdaki w = w(z), synectic fonksiyon formundadır denir

[93], [101, s.165]. g(x1) = 0 ise, w(z) = f(x1) + εx2f ′(x1) fonksiyonuna f(x1) C∞-

fonksiyonlarının R(ε) cebrine doğal genişlemesi denir.
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Örnek 2.1.2 A2 = A(e), e2 = 1 parakompleks sayılar cebiri olsun. C2 =

(
0 1
1 0

)
eşitliğinden Scheffers şartını z = x1 + ex2, w(z) = y1(x1, x2) + ey2(x1, x2), e2 = 1 olmak

üzere
∂y1

∂x1
=
∂y2

∂x2
,
∂y2

∂x1
=
∂y1

∂x2

para-Cauchy-Riemann şartlarına indirgemiş oluruz [7], [16], [16].

2.2 Manifoldlar üzerinde cebirsel Π−yapılar

Eğer M manifoldu üzerinde ϕ
1
, ϕ

2
, . . . (1,1)-tipli tensör (afinor) alanlarının kümesi ve-

rilmiş ise bu yapıya M üzerinde poliafinor yapı (veya Π−yapı) denir ve Π = {ϕ} ile

gösterilir. Eğer her ϕ ∈ Π, manifoldun herhangi bir x noktasının Ux komşuluğunda belli

bir {Xi} , i = 1, . . . , n çatısında (genelde holonomik değil) sabit forma indirgenebilirse

yapıya sert yapı denir [?]. Bu durumda, {Xi} , i = 1, . . . , n çatısına Π−yapısına göre

adapte olmuş çatı denir. Eğer her ϕ ∈ Π, diferensiyellenebilir bir atlasın {Xi} = {∂i} , i =

1, . . . , n holonomik (doğal) adapte olmuş çatıları üzerinde sabit ise, o zaman Π−yapı inte-

grallenebilirdir denir. Açıkça, integrallenebilir Π−yapı her zaman serttir. Tersi durum ise

Π−yapı üzerinde sadece belli ilave koşullar altında alınır. Örneğin, Π = ϕ ise yani Π−yapı

bir afinordan oluşuyorsa ve sert ϕ−yapıyı koruyan M üzerindeki∇ ϕ-konneksiyonu burul-

masız ise yani ∇ϕ = 0 ise, ϕ−yapı integrallenebilirdir [69], [?]. Sade sert yapılar (hemen

hemen kompleks, hemen hemen parakompleks yapılar v.b.) için integrallenebilirliğin Ni-

jenhuis tensörünün sıfıra eşit olmasına denk olduğu iyi (bakınız Bölüm II) bilinir.

Tanım 2.2.1 ∇, M üzerinde lineer konneksiyon olsun. Her ϕ ∈ Π için ∇ϕ = 0 ise ∇ ya

Π−yapıya göre Π−konneksiyon denir.

Tanım 2.2.2 M üzerinde burulmasız Π−konneksiyon varsa, M üzerindeki Π−yapıya

hemen hemen integrallenebilirdir denir.

Burada hatırlatalım ki, bazı sade Π−yapılar için (ϕ−yapılar, regüler Π−yapılar v.s.)

integrallenebilirlik ve hemen hemen integrallenebilirlik kavramları denktir.

Am hiperkompleks cebir olsun. Eğer Am ↔ Π izomorfizmi varsa, yani M üzerindeki

hemen hemen hiperkompleks yapı

ϕ
α
•ϕ
β

= Cγ
αβ
ϕ
γ

(2.2.1)
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şeklinde ise o zaman poliafinor Π−yapıya M üzerindeki hemen hemen hiperkompleks

yapı denir. Burada ϕ
α

’lar, eα ∈ Am, α = 1, . . . ,m baz elemanlarına karşılık gelen yapısal

afinörlerdir.

Tanım 2.2.3 ϕ
α

matrisleri α = 1, . . . ,m, {Xi} adapte olmuş çatısına göre aynı anda

(
ϕij
α

)
=


Cα0 . . . 0
0Cα . . . 0
. . . . . . . . .
00 . . . Cα

 , α = 1, . . . ,m; i, j = 1, . . . , n (2.2.2)

formuna indirgenebilirse, M üzerindeki hemen hemen hiperkompleks yapıya regüler (veya

r-regüler) Π−yapı denir. Burada Cα =
(
Cγ
αβ

)
, Ar nin regüler tasviri, r ise Cα−bloklarının

sayısıdır.

Not 2.2.1 (2.2.2)’de C ′α yazarsak, M üzerinde transpoz regüler Π−yapıya sahip olmuş

oluruz. Tanımdan direkt alırız ki, regüler Π−yapılar sert yapılardır.

Örneğin, hemen hemen kompleks ve parakompleks yapılar için (2.2.2) şartı (2.2.1) şar-

tından direkt çıkar, yani M üzerindeki (boyM = 2r) hemen hemen kompleks ve para-

kompleks yapılar otomatik olarak regüler yapılardır. M üzerindeki Π = {I, ϕ} , I =

idM , ϕ
2 = 0 şeklindeki Π−yapı, R(ε), ε2 = 0 dual cebrinin izomorfik tasviridir. Fakat

genelde, yapı M üzerindeki regüler olmayan Π−yapıdır (bakınız [79], [80]).

Π =

{
ϕ
α

}
, α = 1, . . . ,m, M üzerinde regüler Π−yapı olsun. O zaman (2.2.2)’den,

n = mr (n = boyM,m = boyAm), (2.2.3)

yazabiliriz. Burada r, Cα−bloklarının sayısıdır. Böylece, (2.2.3) şartı M üzerindeki

regüler Π−yapıların varlığı için gerek şarttır. Bu durumda

i = (u− 1)m+ α (i = 1, . . . , n;u = 1, . . . r;α = 1, . . . ,m)

veya

i = uα, j = vβ, k = wγ, . . .

yazabiliriz. Başka bir ifadeyle, ϕ
α

yapısal afinorları

ϕij
σ

= ϕuαvβ
σ

= δuvC
γ
σβ (2.2.4)

(δuv -Kronecker deltası) koordinatlarına sahiptir.
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Xi′ = Sii′Xi (Det(Sii′) 6= 0), regüler Π−yapısına göre {Xi} adapte olmuş çatısının

dönüşümleri olsun. O zaman (Si
′
i ) = (Sii′)

−1 olmak üzere

(ϕi
′

j′)
α

= (Si
′

i )(ϕij
α

)(Sjj′) (2.2.5)

eşitliğini yazabiliriz. Eğer {Xi′} adapte olmuş çatı iseXi → Xi′ dönüşümüne uygun(makul)

dönüşüm denir. Bu durumda {Xi′} adapte olmuş çatı olduğu için (ϕi
′

j′

α

) = (ϕij
α

) olur ve

(2.2.5)’den

S ϕ
α

= ϕ
α
S (2.2.6)

yazabiliriz. Burada S = (Sjj′) ve ϕ
α

= (ϕij
α

) şeklindedir. Böylece aşağıdaki teoremi yazabi-

liriz.

Teorem 2.2.1 Π =

{
ϕ
α

}
, M üzerinde regüler Π−yapı olsun. Adapte olmuş çatıların

S : Xi → Xi′ dönüşümünün uygun dönüşüm olması için gerek ve yeter şart (2.2.6)

şartının sağlanmasıdır.

Teorem 2.1.1’i ve Teorem 2.2.1’i kullanarak S matrisinin

Sii′ = ∆uσ
u′ C

α
σα′ (i = uα, i′ = u′α′) (2.2.7)

özel yapısına sahip olduğunu görürüz. Benzer yöntemler ile ters matris için

Si
′

i = ∆u′σ
u Cα′

σα (i = uα, i′ = u′α′) (2.2.8)

eşitliğini yazabiliriz. Am cebrinden

∗
S = (

∗
Suu′) = (∆uσ

u′ eσ)
∗
S
−1

= (
∗
Su
′

u ) = (∆u′σ
u eσ) (2.2.9)

matrislerini elde edebiliriz. Buradan kolayca

∗
S
∗
S
−1

=
∗
I

olduğunu görebiliriz. Burada

(
∗
I) =

 e1 0 . . . . . . 0
0 e1 . . . . . . 0
0 0 . . . . . . e1

 =

 1 0 . . . . . . 0
0 1 . . . . . . 0
0 0 . . . . . . 1

 =
(
δij
)

şeklindedir. Gerçekten (2.2.7) ve (2.2.8)’den

δij = Sii′S
i′

j = ∆uσ
u′ C

α
σα′∆

u′ε
v Cα′

εβ
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= ∆uσ
u′ ∆

u′ε
v Cγ

σεeγ = ∆uσ
u′ eσ∆u′ε

v eε

∗
= Suu′

∗
Su
′

v

eşitliğini elde ederiz. {Xi}, M üzerinde adapte olmuş çatı olmak üzere, herbir ξ = ξiXi =

ξuαXuα vektör alanına karşılık getirilen Am cebirinden
∗
ξu(u = 1, . . . , r) r koordinatlarını

∗
ξu = ξuαeα

şeklinde verebiliriz. ξi
′

= Si
′
i ξ

i ise, o zaman
∗
ξu
′

=
∗
Su
′

u

∗
ξu şeklinde olduğu kolayca görülür.

Gerçekten, (2.2.7)’den

ξu
′α′ = S

u′α′

uα ξuα = ∆
u′σ

u Cα′

σαξ
uα

veya
∗
ξu
′
= ξu

′α′eα′ = ∆
u′σ

u Cα′

σαξ
uαeα′

= ∆
u′σ

u eσξ
uαeα =

∗
Su
′

u

∗
ξu

eşitliklerini yazabiliriz.

ϕ ∈ Π alırsak ϕ = aα ϕ
α

olur. ξ = ξiXi vektör alanı üzerindeki ϕ’nin etkisi, yani ηi = ϕijξ
j

denklemi
∗
ηu = ηuαeα = aσ ϕij

σ

ξjeα = aσδuvC
α
σβξ

vβeα

= aσδuv ξ
vβeσeβ = aσeσξ

uβeβ = a
∗
ξu,

şekline indirgenmiş olur. Burada i = uα, j = vβ, a ∈ Am şeklindedir. Dolayısıyla

aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.2.2 Eğer Π, M üzerinde regüler yapı ise, x ∈ M için herbir Tx(M) tanjant

uzayı Am cebiri üzerindeki Tr(Am) modülünün reel modeli olarak görev yapar.

Özel durumda,
∗
ηu = a

∗
ξu den ϕ = ϕ

α
olması durumunda

∗
ηu = eα

∗
ξu

eşitliğini yazabiliriz.
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2.3 İntegrallenebilir regüler Π- yapı

Π =

{
ϕ
α

}
, Mmr üzerinde integrallenebilir regüler Π−yapı olsun. xi = xuα ve xi

′
= xu

′α′ ,

Ux(x ∈ Mmr)’de adapte olmuş lokal koordinatlar olsun. ϕ
α

yapısal afinorların,

{
∂

∂xi

}
ve{

∂

∂xi′

}
adapte olmuş koordinatlarına göre (2.2.2) şeklindeki sabit forma sahip olduk-

ları iyi bilinir. Bu durumda uygun dönüşüm
∂

∂xi′
= Sii′

∂

∂xi
formuna sahiptir. Bu-

rada Sii′ =
∂xi

∂xi′
, Sii′ = ∆uσ

u′ C
α
σα′ , S

i′
i = ∆u′σ

u Cα′
σα, i = uα, i′ = u′α′ şeklindedir (bakınız

(2.2.7) ve (2.2.8)). O zaman Teorem 2.2.1’den sabit tutulmuş u ve u′ için

(
∂xuα

∂xu′α′

)
Cσ =

Cσ

(
∂xuα

∂xu′α′

)
yazabiliriz. Yani zu

′
= xu

′α′eα′ , z
u = xuαeα’nin holomorfik fonksiyonudur.

(2.1.17) ve (2.2.9)’yı kullanarak

∂zu
′

∂zu
= εα

∂x
u′α′

∂xuα
eα′ = εα∆

u′σ

u Cα′

ασeα′ = ∆
u′σ

u δα
′

σ eα′ = ∆
u′σ

u eσ =
∗
Su
′

u

yazabiliriz. Benzer yöntemlerle,
∂zu

∂zu′
=

∗
Suu′

yazabiliriz. Böylece, xuα ve xu
′α′ lokal adapte olmuş koordinatlarına sahip iki koordi-

nat komşuluklarının kesişimi üzerinde zu
′

= zu
′
(zu), (zu = xuαeα, z

u′ = xu
′α′eα′) geçiş

fonksiyonları holomorfik olur. Yani Mmr, holomorfik r boyutlu A−manifolddur: Xr(A).

Tersine, Xr(A), holomorfik A−manifold olsun. O zaman iki A−koordinat komşuluklarının

arakesiti üzerinde zu
′
= zu

′
(zu) geçiş fonksiyonları holomorfiktir. O halde Teorem 2.1.4’den

dolayı sabit tutlmuş u ve u′ için(
∂xuα

∂xu′α′

)
Cσ = Cσ

(
∂xuα

∂xu′α′

)
yazabiliriz. Buradan, keyfi u ve u′ için(

∂xuα

∂xu′α′

)
ϕ
σ

= ϕ
σ

(
∂xuα

∂xu′α′

)

yazabiliriz. Burada ϕij
σ

= ϕuαvβ
σ

= δuvC
γ
σβ şeklinde olur, bundan dolayı Π =

{
ϕ
α

}
yapısına

integrallenebilirdir ve regüler Π−yapıdır diyebiliriz. Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.3.1 Xr(A), holomorfik A−manifoldunun reel modeli, Π =

{
ϕ
α

}
integral-

lenebilir regüler Π−yapıya sahip Mmr reel manifoldudur.

Not 2.3.1 Mmr, regüler Π−yapıya sahip reel manifold olsun. O zaman aşağıdaki özellikler

denktir [31]:
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i. Regüler Π−yapı integrallenebilirdir,

ii. Regüler Π−yapı hemen hemen integrallenebilirdir,

iii. NΠ = 0 dır ve buradaNΠ, regüler Π−yapı ile tanmlanan Nijenhuis-Shirokov tensörünü

tanımlar.

Örnek 2.3.1 Xr(C), kompleks analitik (C-holomorfik) manifold olsun. Göstereceğiz ki,

her kompleks analitik manifold Xr(C), M2r reel modeli üzerinde doğal bir hemen hemen

kompleks yapı taşır. (x1, . . . , xr, y1, . . . , yr) koordinat sistemine göre R2r (Cr’nin reel mo-

deli) üzerindeki bir ϕ hemen hemen kompleks yapısı

ϕ

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂yi
, ϕ

(
∂

∂yi

)
= − ∂

∂xi
, i = 1, . . . , r (2.3.1)

ile tanımlanır.

Xr(C)’nin iki haritasının geçiş fonksiyonlar C-holomorfik olduğundan dolay M2r üzerinde

hemen hemen kompleks yapı tanımlamak için, böyle haritalar vasıtasıyla M2r’ye (2.3.1)

formunda R2r’nin hemen hemen kompleks yapısını transfer edeceğiz. (2.3.1) ile verilen

ϕ hemen hemen kompleks yapısının inşasından, x1, . . . , xr, y1, . . . , yr lokal (holonomik)

koordinat sistemine göre ϕ’nin bileşenlerinin sabit olduğu ve bundan dolay ϕ’nin inte-

grallenebilir olduğu açıktır. Diğer taraftan, hemen hemen kompleks yapılar regülerdir.

Gerçekten,
{

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xr
, ϕ

(
∂
∂x1

)
, . . . , ϕ

(
∂
∂xr

)}
’nun R2r (Cr’nin reel modeli) için bir baz

olacak şekilde, ϕ için Cr’nin ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xr
elemanları vardır (bakınız [23], s. 141).{

∂

∂x1
, ϕ

(
∂

∂x1

)
,
∂

∂x2
, ϕ

(
∂

∂x2

)
, . . . ,

∂

∂xr
, ϕ

(
∂

∂xr

)}
yazarsak, o zaman ϕ’nin

(ϕ) =


(

0 −1
1 0

)
. . . 0

0 . . .

(
0 −1
1 0

)


matrisi ile verildiğini görebiliriz. Yani ϕ regüler yapıdır. Böylece Xr(C) kompleks analitik

manifoldunun reel modeli (2.3.1) ile verilen ϕ integrallenebilir regüler doğal hemen hemen

kompleks yapıya sahip M2r reel manifoldudur.

Örnek 2.3.2 Benzer yöntemlerle, Xr(A(e)) parakompleks (paraholomorfik) manifoldu-

nun reel modeli (bakınız [7], [16]),

ψ

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂yi
, ψ

(
∂

∂yi

)
=

∂

∂xi
, i = 1, . . . , r
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ile verilen ψ integrallenebilir regüler doğal hemen hemen parakompleks yapıya sahip M2r

reel manifoldudur. Burada A(e) = {zi : zi = xi + eyi, e2 = 1} şeklindedir.

Örnek 2.3.3 T (Mn), Mn’nin tanjant demeti olsun (detaylar için bakınız [85]). Mn’nin

tanjant demeti (x, y) çiftini içerir, burada x ∈ Mn ve y ∈ Tx(Mn)’dir. π(x, y) = x ile

tanımlanan π : T (Mn) → Mn, T (Mn)’den Mn üzerine doğal izdüşüm olsun. (U, x =

(x1, . . . , xn)), Mn üzerinde koordinat haritası ise, o zaman π−1(U) üzerinde

(x1, . . . , xn, x1̄, . . . , xn̄)

lokal koordinatları oluşur. Burada x1̄, . . . , xn̄, {∂i} =

{
∂

∂xi

}
lokal çatısına göre Mn

üzerinde vektör alanlarının bileşenlerini temsil eder. Bundan sonra i = 1, . . . , n için

ī = i+ n notasyonunu kullanacağız.

Eğer (U ′, x′ = (x1′ , . . . , xn
′
)) Mn üzerinde diğer bir koordinat haritası ise, o zaman

π−1(U ′)’ne göre (x1′ , . . . , xn
′
, x1̄′ , . . . , xn̄

′
) indirgenmiş (induced) koordinatlar olur. Buda{

xi
′
= xi

′
(xi), i = 1, . . . , n,

xī
′
= ∂xi

′

∂xi
xī, ī = n+ 1, . . . , 2n.

(2.3.2)

ile verilir.

(2.3.2)’in Jacobian

S =

(
∂xα

′

∂xα

)
=

(
∂xi
′

∂xi
0

xs̄ ∂2xi
′

∂xi∂xs
∂xi
′

∂xi

)
, α = 1, . . . , 2n

matrisi ile verilir.

Sϕ = ϕS olacak şekilde

ϕ =
(
ϕαβ
)

=

(
0 0
I 0

)
(I , n-yinci dereceden birim matristir)

doğal afinor alan vardır. Yani, S : {∂α} → {∂α′} dönüşümü, ϕ yapısına göre uygun

(makul) bir dönüşümdür. ϕ’nin integrallenebilir olduğu ve ϕ2 = 0 olduğu açıktır. Ayrıca

ϕ, R(ε), ε2 = 0 dual sayılar cebrinin regüler temsilidir. Gerçekten,

{∂1, ∂2, . . . , ∂n, ∂1̄, ∂2̄, . . . , ∂n̄}

nin yerine {∂1, ∂1̄, ∂2, ∂2̄, . . . , ∂n, ∂n̄} yazarsak, ϕ afinor alanı {∂1, ∂1̄, ∂2, ∂2̄, . . . , ∂n, ∂n̄}
çatısına göre

ϕ =


(

0 0
1 0

)
. . . 0

0 . . .

(
0 0
1 0

)
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matrisine sahip olur. Yani, ϕ regülerdir. Böylece, T (Mn) tanjant demeti üzerinde R(ε)

(Burada genelde, R(ε)’nin izomorfik temsilinin regüler olmadığını not edelim (bakınız [80])

dual sayılar cebrinin regüler temsili olan doğal integrallenebilir afinor ϕ-yapısı vardır.

Bu yüzden, π−1(U) ⊂ T (Mn)’deki her bir
(
xi, xī

)
indirgenmiş koordinatlar ile X i =

xi + εxī, ε2 = 0 lokal dual koordinatları eşleştireceğiz. (2.3.2) ifadesini kullanırsak,

X i = xi + εxī lokal dual koordinatlarının

X i
′

= xi
′

(xi) + εxs̄∂s(x
i
′

(xi)) (2.3.3)

şekline dönüştüğünü görürüz. (2.3.3) denkleminden X i
′

değerlerinin, X i = xi + εxī’nin

R(ε)-holomorfik fonksiyonları olduğunu görürüz (bakınız, Örnek 2.1.1 ve [14]). Böylece,

doğal integrallenebilir regüler ϕ-yapısına sahip T (Mn) tanjant demeti, R(ε)-holomorfik

Xn(R(ε))-manifoldunun reel modelidir.
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3. GEREÇ VE YÖNTEM

3.1 Afinor Alanlarına Göre Pür Tensör Alanları

M, sonlu n-boyotlu C∞-manifold olsun. M üzere F (M) üzerinde (r, s)-tipli tüm C∞-

tensör alanlarının modülü =rs(M) ile işaretlensin. Burada F (M), M üzerinde C∞−fonksi-

yonların cebiridir.

Tanım 3.1.1 ϕ, M üzerinde afinor alanı yani ϕ ∈ =1
1(M) olsun. (r, s) tipli t tensör alanı

her X1, X2, . . . , Xs ∈ =1
0(M) ve

1

ξ,
2

ξ, . . . ,
r

ξ ∈ =0
1(M) için

t(ϕX1, X2, . . . , Xs;
1

ξ,
2

ξ, . . . ,
r

ξ) = t(X1, ϕX2, . . . , Xs;
1

ξ,
2

ξ, . . . ,
r

ξ)

...

= t(X1, X2, . . . , ϕXs;
1

ξ,
2

ξ, . . . ,
r

ξ) (3.1.1)

= t(X1, X2, . . . , Xs;
′ ϕ

1

ξ,
2

ξ, . . . ,
r

ξ)

= t(X1, X2, . . . , Xs;
1

ξ,′ ϕ
2

ξ, . . . ,
r

ξ)

...

= t(X1, X2, . . . , Xs;
1

ξ,
2

ξ, . . . , ϕ
r

ξ)

şartını sağlarsa t tensör alanına ϕ’ye göre pür tensör alanı denir. Burada ϕ′ operatörü

ϕ’nin adjoint operatörüdür:

(ϕ′ξ)(X) = ξ(ϕX).

x1, x2, . . . , xn, M ’de lokal koordinat sistemi olsun. (3.1.1)’de X1 =
∂

∂xi1
, . . . , Xs =

∂

∂xis

ve
1

ξ = dxj1 , . . . ,
r

ξ = dxjr yazarak, pür tensör alanlarını, ϕij ve tj1...jri1...is
bileşenlerine göre

tj1...jrmi2...is
ϕmi1 = tj1...jri1m...is

ϕmi2 = . . . = tj1...jri1i2...m
ϕmis = (3.1.2)

tmj2...jri1...is
ϕj1m = tj1m...jri1...is

ϕj2m = . . . = tj1j2...mi1...is
ϕjrm

şeklinde ifade edilebileceğini görebiliriz. Vektör, kovektör ve skaler alanlarını pür tensör

alanları olarak düşüneceğiz.

Pür tensör alanları [1], [?], [11], [17], [19], [?], [26–28], [38], [40], [43–45, 47, 48, 58–60, 63–

65], [67], [70], [74], [75], [78] çalışmalarında farklı açılardan çalışılmıştır.

Örnek 3.1.1 t ∈ =1
1(M), (1, 1)-tipli pür tensör alanı olsun. O halde (2.1.11) ifadesini

ϕ(tX) = t(ϕX)

olarak yazabiliriz.
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Böylece, (ϕ◦t)X =

(
ϕ
C
⊗ t
)
X = ϕ(tX) (

C
⊗, C kontraksiyonu ile tensör çarpımıdır) olmak

üzere, t ∈ =1
1(M) ve ϕ ∈ =1

1(M)

ϕ ◦ t = t ◦ ϕ (3.1.3)

değişimli olma şartını sağlarsa, t’ye, ϕ’ye göre pürdür ve tersine ϕ’ye, t’ye göre pürdür

denir.

(3.1.3)’den kolayca görebiliriz ki, ϕ’nin kendisi ve I birim afinor alanı pür tensör alanlarına

örnekdir. Ayrıca (3.1.3)’den, ϕ regüler afinor alanı ise yani det(ϕij) 6= 0 ise, bileşenleri

ϕ’nin ters matrisinin elemanları olan ϕ−1 afinor alanı da pürdür.

Örnek 3.1.2 g = (gij), ϕ = (ϕij), ϕ
T transpoz matrisler olmak üzere

ϕTg = gϕ, (3.1.4)

matris eşitliğini alalım. (3.1.4)’den ve (3.1.2)’den dolayı g ∈ =0
2(M) tensör alanının pürlük

şartını

gimϕ
m
j = gmjϕ

m
i

şeklinde elde ederiz.

Not 3.1.1 g, Riemannian metriği olduğunda g (ϕX, Y ) = g (X,ϕY ) şartını sağlayan ϕ

lineer operatörüne self adjoint dendiğini hatırlatalım.

(3.1.1)’den, K ve L’nin her ikisi (r, s) tipli pür tensör alanı ise, K + L ve fK (f ∈

F (M))’nın da pür tensör alanı olduğunu söyleyebiliriz.

ϕ afinor alanına göre M üzerindeki (r, s) tipli bütün pür tensör alanlarının modülü
∗
=rs(M)

ile işaretlensin. λ pozitif tamsayısını sabitleyelim. K ve L sırasıyla (p1, q1) ve (p2, q2) tipli

pür tensör alanları ise,

K
C
⊗L = (K

i1...mλ...ip1
j1...jq1

L
r1...rp2
s1...mλ...sq2

)

kontraksiyonuna sahip K ve L tensörel çarpımı da yine pür tensör alanıdır. Sadelik

açısından, K ∈
∗
=1

1(M) ve L ∈
∗
=0

2(M) olduğu durumun ispatını yapacağız. Gerçekten,

X, Y ∈ =1
0(M) için

(K
C
⊗L)(ϕX, Y ) = K(L(ϕX, Y )) = K(L(X,ϕY )) = (K

C
⊗L)(X,ϕY )

olduğu görülür.
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K ∈
∗
=p1q1 (M) ve L ∈

∗
=p2q2 (M)’nin pür çarpımını (

C
⊗ veya “◦” ile işaretlenir) tanımlayarak,

∗
=(M) =

∑∞
r,s=0

∗
=rs(M) direkt toplamını R reel sayılar üzerindeki cebire dönüştürelim:

C
⊗ : (K,L)→ (K

C
⊗L) =


K
i1...mλ...ip1
j1...jq1

L
r1...rp2
s1...mλ...sq2

for λ ≤ p1, q2 (λ, spt),

K
i1...ip1
j1...mµ...jq1

L
r1...mµ...rp2
s1...sq2

for µ ≤ p2, q1 (µ, spt),

0 for p1 = 0, p2 = 0,
0 for q1 = 0, q2 = 0.

(Burada spt; sabitlenmiş pozitif tamsayı demektir.) Örneğin, K = X ∈ =1
0(M) ve L ∈

Λq(M) q−form olsun. O zaman ιXL iç çarpımı ile X
C
⊗L pür çarpımı çakışır.

3.2 Tachibana Operatörleri

Tanım 3.2.1 [63] ϕ ∈ =1
1(M) ve =(M) =

∑∞
r,s=0=rs(M), R üzerinde tensör cebiri olsun-

lar. φϕ :
∗
=(M)→ =(M) dönüşümü aşağıdaki şartları sağlarsa M üzerindeki φϕ−operatö-

rüne Tachibana operatörü denir:

i. φϕ, sabit katsayılara göre lineerdir,

ii. Her r, s için φϕ :
∗
=rs(M)→ =rs+1(M) şeklindedir,

iii. Her K,L ∈
∗
=(M) için φϕ(K

C
⊗L) = (φϕK)

C
⊗L+K

C
⊗φϕL şeklindedir,

iv. LY , Y ’ye göre Lie türevini göstermek üzere, herX, Y ∈ =1
0(M) için φϕXY = −(LY ϕ)X

şeklindedir,

v. ιY ω = ω (Y ) = ω
C
⊗Y olmak üzere, her ω ∈ =0

1(M) and X, Y ∈ =1
0(M) için

φϕX(ιY ω) = (d(ıY ω))(ϕX)− (d(ıY (ω ◦ ϕ)))(X) = (ϕX)(ιY ω)−X(ιϕY ω)

şeklindedir.

Not 3.2.1 Tanım 2.2.1’in (iv.) şıkkından

φϕXY = [ϕX, Y ]− ϕ [X, Y ]

yazabiliriz. Herhangi f, g ∈ F (M) için

[fX, gY ] = fg [X, Y ] + f (Xg)Y − g (Y f)X
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olduğundan dolayı, φϕXY , X’e göre lineerdir fakat Y ’ye göre lineer değildir. Yani

φϕ(fX)Y = [fϕX, Y ]− ϕ [fX, Y ]
= f [ϕX, Y ]− (Y f)ϕX − ϕ (f [X, Y ]) + ϕ (Y f)X
= f ([ϕX, Y ]− ϕ [X, Y ])
= fφϕXY,

φϕX (gY ) = g (φϕXY ) + ((ϕX) g)Y − (Xg)ϕY

eşitliklerini yazabiliriz. Daha sonra, φϕXY için (φϕY )X ifadesini yazacağız.

3.2.1 (1, 1) Tipli Tensör Alanlarına Uygulanan φϕ−Operatörü

t ∈
∗
=1

1(M), yani t ◦ ϕ = ϕ ◦ t olsun (bakınız Örnek 3.1.1). Herhangi Y ∈ =1
0(M) için

tY ∈ =1
0(M) ve Tanım 3.2.1’in (iii.) şıkkı ile

(φϕtY )X = ((φϕt)X)
C
⊗Y + t

C
⊗ (φϕY )X

= (φϕt) (X, Y ) + t ((φϕY )X)
(3.2.1)

eşitliğini yazabiliriz. (3.2.1)’i kullanarak, Tanım 2.2.1’in (d) şıkkından

(φϕt) (X, Y ) = (φϕtY )X − t ((φϕY )X)
= (−LtY ϕ+ t (LY ϕ))X
= [ϕX, tY ]− ϕ [X, tY ]− t [ϕX, Y ] + ϕt [X, Y ]
= Qϕ,t (X, Y )

(3.2.2)

eşitliğini yazabiliriz. Qϕ,t ∈ =1
2(M) tensör alanına Nijenhuis-Shirokov tensör alanı denir

[70]. Dolaysıyla aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.2.1 t ∈
∗
=1

1(M) olsun. O zaman φϕt Nijenhuis- Shirokov tensör alanıdır. t◦ϕ =

ϕ ◦ t eşitliği, t = ϕ olması durumunda direkt sağlandığından, (3.2.2)’den

(φϕϕ) (X, Y ) = (−LϕY ϕ+ ϕ (LY ϕ))X
= [ϕX,ϕX]− ϕ [X,ϕY ]− ϕ [ϕX, Y ] + ϕ2 [X, Y ]
= Nϕ (X, Y )

eşitliğini elde ederiz. Burada Nϕ , ϕ den oluşturulan Nijenhuis tensör alanıdır [39].

O halde aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.2.2 Nϕ , ϕ’nin Nijenhuis tensör alanı ise, o zaman

Nϕ = φϕϕ

olur.
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t ◦ ϕ 6= ϕ ◦ t, yani t /∈
∗
=1

1(M) olsun. Bu durumda φϕt tensör alanı değildir. Bu durumda,

ϕ ve t nin aşağıdaki şekilde Sϕ,t burulma tensöründen konuşabiliriz [39], [70]:

(φϕt+ φtϕ) (X, Y ) = [ϕX, tY ] + [tX, ϕY ] + ϕt [X, Y ] +
+tϕ [X, Y ]− ϕ [X, tY ]− ϕ [tX, Y ]− t [X,ϕY ]− t [ϕX, Y ] .

Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.2.3 ϕ, t ∈ =1
1(M) olsun. t ◦ ϕ = ϕ ◦ t pürlük şartını sağlamayan φϕt + φtϕ

ifadesi (1, 2)- tipli Sϕ,t tensör alanını tanımlar. Burada Sϕ,t, ϕ ve t nin burulma tensör

alanıdır.

(3.2.2)’nin ifadesinden ve Teorem 2.2.3’den aşağıdaki sonucu yazabiliriz.

Sonuç 3.2.1 t, pürlük şartın sağlamayan (1,1)-tipli tensör alanı olsun. O zaman

Sϕ,t(X, Y ) = Qϕ,t(X, Y )−Qϕ,t(Y,X) + (ϕt− tϕ) [X, Y ]

olur.

Basit bir hesaplamayla, her t, t1, t2 ∈
∗
=1

1(M) ve X, Y ∈ =1
0(M) için, I birim afinor ve

(Qϕ,t)Y X =

(
Qϕ,t

C
⊗Y

)
X = Qϕ,t (X, Y ) ,

(t1 ◦Qϕ,t2)(X,Y ) =

(
t1

C
⊗Qϕ,t2

)
(X,Y )

= Qϕ,t2 (X, t1Y ) ,

(Qϕ,t1 ◦ t2)(X,Y ) = t2(Qϕ,t1(X, Y ))

olmak üzere

i. φϕI = 0,

ii. φϕ(tY ) = (Qϕ,t)Y + t ◦ (φϕY ) ,

iii. (φϕt) (X, Y ) = Qϕ,t (X, Y ) = −Qt,ϕ (Y,X) = − (φtϕ) (Y,X) ,

iv. Qϕ,t1◦t2 = Qϕ,t1 ◦ t2 + t1 ◦Qϕ,t2 ,

v. Qϕ,ϕ◦t2 = Nϕ ◦ t2 + ϕ ◦Qϕ,t2

eşitliklerini yazabiliriz.
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3.2.2 s ≥ 2 İçin (1, s) Tipli Tensör Alanına Uygulanan φϕ−Operatörü

t ∈
∗
=1
s(M), yani

ϕ(t(Y1, Y2, . . . , Ys)) = t(ϕY1, Y2, . . . , Ys)
...

= t(Y1, Y2, . . . , ϕYs)

olsun. Tanım 3.2.1’in (iii.) ve (iv.) şıklarını kullanarak

(φϕt)(X, Y1, Y2, . . . , Ys) = (φϕ(t(Y1, Y2, . . . , Ys)))X (3.2.3)

−
s∑

λ=1

t(Y1, Y2, . . . , (φϕYλ)X, . . . , Ys)

eşitliğini yazabiliriz. (3.2.3) ifadesi M ’deki doğal koordinat sistemine göre

(φϕt)
h
kj1...js

= ϕmk ∂mt
h
j1...js

− ϕhm∂ktmj1...js − t
m
j1...js

∂mϕ
h
k +

s∑
λ=1

thj1...m...js∂jλϕ
m
k (3.2.4)

bileşenlerine sahiptir.

Not 3.2.2 Özel durumda, t ∈ =1
2(M) olsun. (φϕt)kj1j2 ’nin, k, j1 ve j2’ye göre alternas-

yonunu kullanarak (φϕt)
h
[kj1j2]’nin, t’nin pürlük şartı olmadan (1, 3)-tipli bir tensör alanının

bileşenleri olduğunu temel tensör hesaplamasıyla kontrol edebiliriz [85].

T.J. Willmore [84] göstermiştir ki, (φϕt)
h
[kj1j2] bileşenlerine sahip tensör alanı Slebodzins-

ki [72] tarafından verilen tensör alanı ile çakışır ve t = Nϕ, ϕ2 = −id olduğunda Sle-

bodzinski tensör alanı sıfıra eşittir .

3.2.3 1-Forma Uygulanan φϕ−Operatörü

ω ∈ =0
1(M) olsun. Tanım 3.2.1’i kullanarak, ω ◦ ϕ 1-formu

(ω ◦ ϕ)Y = (
′
ϕω)Y = (ω

C
⊗ϕ)Y = ω (ϕY )

ile tanımlanmak üzere, herhangi bir X, Y ∈ =1
0 ∈ (M) için

(φϕω) (X, Y ) = (φϕXω)Y
= φϕX (ιY ω)− ω (φϕXY )
= (ϕX) (ιY ω)−X (ιϕY ω) + ω ((LY ϕ)X)
= (LϕXω − LX (ω ◦ ϕ))Y

(3.2.5)

eşitliğini yazabiliriz. (3.2.5)’den, φϕω ∈ =0
2(M) tensör alanının, doğal çatıya göre

(φϕω)ij = ϕmi ∂mωj − ∂i
(
ωmϕ

m
j

)
+ ωm∂jϕ

m
i
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bileşenlerine sahip olduğunu görebiliriz. (φϕω)ij, genelde i ve j’ye göre anti-simetrik

değildir. (φϕω)[ij] tensör alanı, Frolicher ve Nijenhuis tarafından tanımlanan tensör alanı

ile çakışır [14], [39].

Teorem 3.2.4 ω tam (exact) 1-form olsun. ω ∈ Kerφϕω olması için gerek ve yeter şart

ω ◦ ϕ birleşimli 1-formunun kapalı omasıdır.

İspat. ω ∈ =0
1(M) olsun. Her X, Y ∈ =1

0 ∈ (M) ve ω ∈ =0
1(M) için

(dω) (X, Y ) =
1

2
{X (ω (Y ))− Y ω (X)− ω ([X, Y ])}

ifadesini kullanarak [22],

(dω)(Y, ϕX) =
1

2

{
Y (ω(ϕX))− (ϕX)(ω(Y ))− ω([Y, ϕX])

}
=

1

2

{
Y (ω(ϕX))− (ϕX)(ω(Y )) + ω([ϕX, Y ])

}
(3.2.6)

=
1

2

{
Y (ω(ϕX))− (ϕX)(ω(Y )) + ω([ϕX, Y ]

−ϕ[X, Y ]) + ω(ϕ[X, Y ])
}

eşitliğini yazabiliriz. (3.2.5)’den

(φϕω) (X, Y ) = (ϕX) (ω (Y ))−X (ω (ϕY ))− ω ([ϕX, Y ]− ϕ [X, Y ]) (3.2.7)

eşitliğini yazarız. (3.2.7)’i (3.2.6)’da yerine yazarsak,

(dω)(Y, ϕX) =
1

2

{
− (φϕω)(X, Y ) + Y (ω(ϕX))−X(ω(ϕY )) + ω(ϕ[X, Y ])

}
=

1

2

{
− (φϕω)(X, Y ) + Y ((ω ◦ ϕ)(X))−X((ω ◦ ϕ)(Y ))

−(ω ◦ ϕ)([Y,X])
}

= −1

2
(φϕω)(X, Y ) + (d(ω ◦ ϕ))(Y,X)

eşitliğini elde ederiz. Buradan da φϕω = 0 eşitliğinin,

(d (ω ◦ ϕ)) (Y,X) = (dω) (Y, ϕX)

eşitliğine denk olduğunu görürüz. Burada ω = df için

(d (df ◦ ϕ)) (Y,X) =
(
d2f
)

(Y, ϕX) = 0

şeklinde yazabiliriz. Yani df ◦ ϕ, kapalı 1-formdur.
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Teorem 3.2.5 ω ∈ =0
1(M) ve ϕ2 = −id olsun. ω ◦ϕ ∈ Ker φϕ olması için gerek ve yeter

şart ω ∈ Ker φϕ olmasıdır.

İspat. ω yerine ω ◦ ϕ ve X yerine ϕX yazarsak, (3.2.5) denklemi

(φϕ (ω ◦ ϕ)) (ϕX, Y ) = (Lϕ2X (ω ◦ ϕ)− LϕX (ω ◦ ϕ2))Y
= − (LX (ω ◦ ϕ) + LϕXω)Y
= − (φϕω) (X, Y )

veya

((φϕ (ω ◦ ϕ)) ◦ ϕ) (X, Y ) = − (φϕω) (X, Y )

şeklini alır. Buradan da detϕ 6= 0 olduğundan dolayı φϕ (ω ◦ ϕ) = 0 olması için gerek ve

yeter şartın φϕω = 0 olduğunu görürüz.

Sonuç 3.2.2 ω ∈ =0
1(M) ve ω ∈ Kerφϕ olsun. ϕ2 = −id ise ω ◦ Nϕ = 0 olur. Burada

(ω ◦Nϕ) (X, Y ) = ω (Nϕ (X, Y )) şeklindedir.

İspat. Teorem 3.2.5 ve

φϕ (ω ◦ ϕ) = (φϕω) ◦ ϕ+ ω ◦Nϕ

formülünden istenen elde edilir.

3.2.4 s ≥ 2 İçin (0, s) Tipli Tensör Alanına Uygulanan φϕ−Operatörü

Teorem 3.2.6 ω ∈
∗
=0
s(M) olsun. O zaman

φϕX (ω (Y1, . . . , Ys)) = (ϕX) (ω (Y1, . . . , Ys))−X (ω (ϕY1, . . . , Ys))

eşitliği geçerlidir.

İspat. ωY2,...,Ys , ωY2,...,Ys (Y1) = ω (Y1, Y2, . . . , Ys) olacak şekilde 1-form olsun. Tanım

(3.2.1)’in (e) şıkkından

φϕX (ω (Y1, . . . , Ys)) = φϕX (ωY2,...,Ys (Y1))
= (ϕX) (ιY1ωY2,...,Ys)−X (ιϕY1ωY2,...,Ys)
= (ϕX) (ω (Y1, . . . , Ys))−X (ω (ϕY1, Y2, . . . , Ys))

eşitliğini yazabiliriz. Şimdi ω ∈
∗
=0

2(M), yani

ω (ϕX, Y ) = ω (X,ϕY ) (3.2.8)
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alalım. (3.2.8)’i gözönünde bulundurarak, Teorem 3.2.6 ve φϕXY = − (LY ϕ)X eşitli-

ğinden,

(φϕω) (X, Y, Z) = φϕX (ω (Y, Z))− ω (φϕXY, Z)− ω(Y, φϕXZ)
= (ϕX) (ω (Y, Z))−X (ω (ϕY, Z)) + ω ((LY ϕ)X,Z) + ω (Y, (LZϕ)X)
= (LϕXω − LX (ω ◦ ϕ)) (Y, Z)

(3.2.9)

eşitliğini yazabiliriz. Burada ω ◦ ϕ tensör alanı

(ω ◦ ϕ) (X, Y ) = ω (ϕX, Y )

ile tanımlanır.

Not 3.2.3 Burada not edelim ki, ω ∈
∗
=0

2(M), simetrik (antisimetrik) pür tensör alanı ise

o zaman ω ◦ ϕ ∈
∗
=0

2(M)’da simetrik (antisimetrik) pür tensör alanıdır.

(3.2.9)’dan, φϕω ∈ =0
3(M) tensör alanı doğal çatıya göre

(φϕω)kij = ϕmi ∂mgij − ∂k (ω ◦ ϕ)ij + ωmj∂iϕ
m
k + ωim∂jϕ

m
k

bileşenlerine sahiptir. Burada

(ω ◦ ϕ)ij = ωmjϕ
m
i = ωimϕ

m
j (3.2.10)

şeklindedir.

(φϕω)[kij] ifadesi (3.2.10) pürlük şartı olmadan (0, 3) tipli tensör alanının bileşenleridir. ω,

2-form ise, o zaman (φϕω)[kij], Frolicher ve Nijenhuis tarafından tanımlanan tensör alanı

ile çakışır [14], [39].

ω ∈
∗
=0
s(M), s > 2 ise Teorem 3.2.6’yı göz önünde bulundurarak

(φϕω) (X, Y1, . . . , Ys) = φϕX (ω (Y1, . . . , Ys))−
∑s

λ=1 (Y1, . . . , φϕXYλ, . . . , Ys)

(3.2.11)

eşitliğini yazabiliriz. Burada ω ◦ ϕ

(ω ◦ ϕ) (Y1, . . . , Ys) = ω (ϕY1, Y2, . . . , Ys)
...

= ω (Y1, Y2, . . . , ϕYs)

ile tanımlanır.

(3.2.11)’i kullanarak Teorem 3.2.5’in ispatını benzer şekilde yapabiliriz.
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Teorem 3.2.7 ω ∈
∗
=0
s(M), s ≥ 2 ve ϕ2 = −id olsun. ω ◦ ϕ ∈ Kerφϕ olması için gerek

ve yeter şart ω ∈ Kerφϕ olmasıdır.

Sonuç 3.2.3 ω ∈
∗
=0
s(M), s ≥ 2 ve ω ∈ Kerφϕ olsun. ϕ2 = −id ise ω ◦ Nϕ = 0 olur.

Burada (ω ◦Nϕ) (X, Y1, . . . , Ys) = ω (Nϕ (X, Y1)Y2, . . . , Ys) şeklindedir.

3.2.5 (r, s) Tipli Tensör Alanına Uygulanan φϕ−Operatör

t ∈
∗
=rs(M), r > 1, s ≥ 1 olsun. (0, s) tipli tξ1,ξ2,...,ξr ∈

∗
=0
s(M) tensör alanının bileşenleri

(tξ1,ξ2,...,ξr)j1j2...js = ti1...irj1...js
ξ1
i1
ξ2
i2
. . . ξrir

olmak üzere pür tensör alanı tξ1,ξ2,...,ξr (Y1, Y2, . . . , Ys) = t (Y1, Y2, . . . , Ys, ξ
1, ξ2, . . . , ξr) ile

tanımlanır.

Teorem 3.2.6’ya göre

φϕXt(Y1, . . . , Ys, ξ
1, ξ2, . . . , ξr) = φϕXtξ1,...,ξr(Y1, . . . , Ys)

= (ϕX)tξ1,...,ξr(Y1, . . . , Ys)−Xtξ1,...,ξr(ϕY1, . . . , Ys)

= (ϕX)t(Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr)

−Xt(ϕY1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr)

eşitliğini buluruz. O halde φϕXξ
µ = LϕXξ

µ − LX (ξµ ◦ ϕ) (bakınız (3.2.5)) eşitliğini kul-

lanarak, t ∈
∗
=rs(M), r > 1, s ≥ 1 için φϕt tensör alanı ile (r, s+ 1) tipli tensör alanı

(φϕt)(X, Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr) = (φϕXt)(Y1, . . . , Ys, ξ

1, . . . , ξr)

= φϕXt(Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr) (3.2.12)

−
s∑

λ=1

t(Y1, . . . , φϕXYλ, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr)

ile verilir.

(3.2.12) eşitliğinde X = ∂k, Yλ = ∂jλ , ξ
µ = dxiµ , λ = 1, . . . , s; µ = 1, . . . , r alınarak,

x1, . . . , xn lokal koordinat sistemine göre φϕt nun (φϕt)
i1...ir
j1...js

bileşenleri

(φϕt)
i1...ir
kj1...js

= ϕmk ∂mt
i1...ir
j1...js

− ∂k(t ◦ ϕ)i1...irj1...js
+

s∑
λ=1

(∂jλϕ
m
k )ti1...irj1...m...js

(3.2.13)

eşitliği ile ifade edilebilir. Burada

(t ◦ ϕ)i1...irj1...js
= ti1...irm...js

ϕmj1 = . . . = ti1...irj1...m
ϕmjs = tm...irj1...js

ϕi1m = . . . = ti1...mj1...js
ϕirm
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şeklindedir.

(3.2.13) operatörünü ilk olarak Tachibana tanımlamıştır [74]. Bu tür operatörler ve

cebirsel yapılar kullanılarak onların genelleştirmeleri [20] [?], [43], [44], [67], [70], [75]

çalışmalarında çalışılmıştır.

3.3 Vishnevskii operatörleri

∇’nın M üzerinde lineer konneksiyon olduğunu kabul edelim ve ϕ ∈ =1
1(M) olsun. Tanım

2.2.1 (d) şıkkını her X, Y ∈ =1
0(M) için

(d
′
)ψϕXY = ∇ϕXY − ϕ (∇XY )

ile değiştirebiliriz. O zaman aşağıdaki gibi yeni bir operatör alırız.

Tanım 3.3.1 M üzerinde Vishnevskii operatörü veya ψϕ−operatörü, Tanım 2.2.1’in (a),

(b), (c), (e) şartlarını ve (d
′
) şartını sağlayan ψϕ :

∗
=(M)→ =(M) dönüşümüdür.

Not 3.3.1 ∇ konneksiyonunun tanımına göre, ψϕXY ’nin X’e göre lineer fakat Y ’ye göre

lineer olmadığını kolayca görebiliriz. Bundan sonra ψϕXY yerine (ψϕY )X yazacağız.

3.3.1 s ≥ 0 İçin (1, s) Tipli Tensör Alanına Uygulanan ψϕ−Operatörü

t ∈
∗
=1
s(M) olsun. t (Y1, Y2, . . . , Ys) ∈ =1

0(M) olduğu için, Tanım 3.3.1’i kullanarak

(ψϕXt)(Y1, Y2, . . . , Ys) = (ψϕt)(X, Y1, Y2, . . . , Ys)

= ψϕXt(Y1, Y2, . . . , Ys)

−
s∑

λ=1

t(Y1, . . . , (ψϕYλ)X, . . . , Ys)

(ψϕXt)(Y1, Y2, . . . , Ys) = (∇ϕXt)(Y1, . . . , Ys)

+
s∑

λ=1

t(Y1, . . . ,∇ϕXYλ, . . . , Ys)

−ϕ(∇Xt)(Y1, . . . , Ys) (3.3.1)

−ϕ(
s∑

λ=1

t(Y1, . . . ,∇XYλ, . . . , Ys))

−
s∑

λ=1

t(Y1, . . . , (ψϕYλ)X, . . . , Ys)
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yazabiliriz. t pür tensör alanı olduğu için

ϕ(
s∑

λ=1

t (Y1, . . . ,∇XYλ, . . . , Ys)) =
s∑

λ=1

t (Y1, . . . , ϕ (∇XYλ) , . . . , Ys) (3.3.2)

eşitliği yazılır. (3.3.2)’u (3.3.1)’de yerine yazarsak,

(ψϕt)(X, Y1, . . . , Ys) = (∇ϕXt− ϕ(∇Xt))(Y1, . . . , Ys)

+
s∑

λ=1

t(Y1, . . . ,∇ϕXYλ − ϕ(∇XYλ), . . . , Ys)

eşitliğini elde ederiz. Böylece

(ψϕt) (X, Y1, . . . , Ys) = (∇ϕXt− ϕ (∇Xt)) (Y1, . . . , Ys) (3.3.3)

olur. (3.3.3)’den aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.3.1 t ∈
∗
=1
s(M) olsun. ∇t = 0 olması durumunda t ∈ Kerψϕ olacak.

3.3.2 (0, s) Tipli Tensör Alanına Uygulanan ψϕ−Operatörü

ω ∈ =0
1(M) olsun. Tanım 3.3.1’i kullanarak, (ω ◦ ϕ)Y = ω (ϕY ) olmak üzere her X, Y ∈

=1
0(M) için

(ψϕω) (X, Y ) = (ψϕXω)Y
= ψϕX(ιY ω)− ω(ψϕXY )
= (ϕX)(ιY ω)−X(ιϕY ω)− ω (∇ϕXY − ϕ (∇XY ))
= (∇ϕXω −∇X (ω ◦ ϕ))Y

(3.3.4)

yazabiliriz. (3.3.4)’den, ψϕXω = ∇ϕXω −∇X (ω ◦ ϕ)’nun 1-form olduğu görülür.

ω ∈ =0
s(M), s > 1 olsun. Teorem 3.2.6’yı kullanarak benzer yöntemlerle

(ψϕω) (X, Y1, . . . , Ys) = (ψϕXω) (Y1, . . . , Ys)
= ψϕXω (Y1, . . . , Ys)−

∑s
λ=1 ω (Y1, . . . , ψϕXYλ, . . . , Ys)

yazabiliriz. Böylece

(ψϕω) (X, Y1, . . . , Ys) = (∇ϕXω −∇X(ω ◦ ϕ) (Y1, . . . , Ys) (3.3.5)

olur. (3.3.5)’den aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.3.2 ω ∈
∗
=0
s(M) olsun. ∇ω = 0 olsa bile ω /∈ Kerψϕ.
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3.3.3 r > 1 İçin (r, s) Tipli Tensör Alanına Uygulanan ψϕ−Operatörü

t ∈
∗
=rs(M) olsun. Benzer yöntemlerle (bakınız bölüm 2.2.4)

(ψϕt)(X, Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr) = ψϕXt(Y1, . . . , Ys, ξ

1, . . . , ξr) (3.3.6)

−
s∑

λ=1

t(Y1, . . . , ψϕXYλ, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr)

yazabiliriz. (3.3.6)’da

t(Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . ,∇ϕXξ

µ −∇X(ξµ ◦ ϕ), . . . , ξr)

= t(Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . ,∇ϕXξ

µ − (∇Xξ
µ) ◦ ϕ− ξµ ◦ ∇Xϕ, . . . , ξ

r)

= t(Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . ,∇ϕXξ

µ −′ ϕ∇Xξ
µ, . . . , ξr)

−t(Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξµ ◦ ∇Xϕ, . . . , ξ

r)

ifadesini yerine yazarsak

(ψϕt)(X, Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξr) = (∇ϕXt−∇X(t ◦ ϕ))(Y1, . . . , Ys, ξ

1, . . . , ξr)(3.3.7)

+
r∑

µ=1

t(Y1, . . . , Ys, ξ
1, . . . , ξµ ◦ ∇Xϕ, . . . , ξ

r)

elde edilir. ∇ϕ = 0 olsun. O halde (3.3.7)’den

ψϕXt = ∇ϕXt− (∇Xt) ◦ ϕ (3.3.8)

eşitliğini elde ederiz. (3.3.8)’den, ψϕt’nin {∂i} doğal çatısına göre

(ψϕt)
i1...ir
kj1...js

= ϕmk ∇mt
i1...ir
j1...js

− ϕj1m∇kt
mi2...ir
j1...js

bileşenlerine sahip olduğunu görürüz.

(3.3.8) operatörü, integrallenebilir ϕ−yapılar için ilk olarak V.V. Vishnevskii [76] tarafından

tanımlanmıştır.

ϕ afinor alanına sahip manifoldda ∇ϕ = 0 ise ∇ konneksiyonuna ϕ−konneksiyon denir.

Teorem 3.3.3 ∇ ϕ−konnesiyonunun burulma tensörü pür ise, her t ∈
∗
=rs(M) için φϕXt =

ψϕXt olur.
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İspat. ∇ϕ = 0 ve ϕT (X, Y ) = T (ϕX, Y ) = T (X,ϕY ) olsun. Burada T (X, Y ) =

∇XY −∇YX − [X, Y ] dir. Tanım 3.2.1’in (d) şıkkından ve (d′) den

φϕXY = − (LY ϕ)X
= [ϕX, Y ]− ϕ [X, Y ]
= ∇ϕXY −∇Y ϕX − T (ϕX, Y )− ϕ (∇XY −∇YX − T (X, Y ))
= ∇ϕXY − ϕ (∇XY )− (∇ϕ) (Y,X) + ϕT (X, Y )− T (ϕX, Y )
= ∇ϕXY − ϕ (∇XY )
= ψϕXY

yazabiliriz. Sıfır burulma tensörü pür olduğundan herhangi bir burulmasız ϕ−konneksi-

yonu için φϕXY = ψϕXY olur.

3.3.4 Pür Konneksiyona Uygulanan ψϕ−Operatörü

ϕ ∈ =1
1(M) ve ∇ burulmasız ϕ−konneksiyon, yani ∇ϕ = 0 olsun. Bu durumda ϕ’nin

integrallenebildiği yani, ϕ =
(
ϕij
)

matrisinin her x ∈M nin Ux koordinat komşuluğundaki

belli holonomik doğal çatıda sabit forma indirgenebileceği bilinir.

∇ burulmasız ϕ−konneksiyon ise ∇’nın bileşenleri Γkij olmak üzere adapte olmuş lokal

koordinatlara göre ∇ϕ = 0’dan

Γkmjϕ
m
i = Γkimϕ

m
j = Γmijϕ

k
m (3.3.9)

yazabiliriz. Bu konneksiyon ϕ’ye göre pür konneksiyondur [?], [98].

R ile X, Y, Z ∈ =1
0(M) için =1

3(M)’e ait olan

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

şeklinde ifade edilen ∇ pür konneksiyonunun eğrilik tensörünü tanımlayalım.

ϕ’yi Ricci özdeşliğine uygulayarak

∇X ((∇Y ϕ)Z)−∇Y ((∇Xϕ)Z) = R(X, Y )ϕZ − ϕ (R(X, Y )Z) +
(
∇[X,Y ]ϕ

)
Z

+ (∇Y ϕ) (∇XZ)− (∇Xϕ) (∇YZ)

eşitliği elde edilir. ∇ϕ = 0’dan

ϕR (X, Y )Z = R (X, Y )ϕZ

bulunur. Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 3.3.4 ϕ ∈ =1
1(M) olsun. ∇, ϕ’ye göre pür konneksiyon ise her X, Y, Z ∈ =1

0(M)

için

ϕR (X, Y )Z = R (X, Y )ϕZ (3.3.10)

yazılır.

Teorem 3.3.5 ϕ ∈ =1
1(M) ve ∇, ϕ’ye göre pür konneksiyon olsun. ∇’ın R eğrilik tensör

alanının ϕ’ye göre pür tensör alanı olması için gerek ve yeter şart her X, Y, Z ∈ Kerψϕ
için

ψϕX (∇YZ) = ∇ϕX∇YZ − ϕ (∇X∇YZ) = 0

olmasıdır.

İspat. X, Y, Z ∈ Kerψϕ (bakınız (d′)) ve

ψϕYX = φϕYX = − (LXϕ)Y = 0 (∇ϕ = 0, T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0)

olduğundan,

R(X,ϕY )Z = ∇X∇ϕYZ −∇ϕY∇XZ −∇[X,ϕY ]Z
= ∇Xϕ (∇YZ)−∇ϕY∇XZ −∇(LXϕ)Y+ϕLXYZ
= ϕ

(
∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
+ ϕ (∇Y∇XZ)−∇ϕY∇XZ

= ϕR (X, Y )Z − ψϕY (∇XZ)

yazarız. Böylece

R(X,ϕY )Z = ϕR(X, Y )Z − ψϕY (∇XZ) (3.3.11)

olur. R (X, Y )Z = −R (Y,X)Z olduğundan dolayı, (3.3.11)’den

R(ϕX, Y )Z = −R(Y, ϕX)Z
= −ϕR (Y,X)Z + ψϕX (∇YZ)

(3.3.12)

yazarız. (3.3.10) - (3.3.12)’den, ∇ pür konneksiyonunun R eğrilik tensörünün pür olması

için gerek ve yeter şart her X, Y, Z ∈ Kerψϕ için

ψϕX (∇YZ) = 0

olmasıdır. Böylece Teorem 2.3.5 ispatlanmış olur.

(3.3.12)’den

ψϕX (∇YZ) ∈ =1
3(M)

olduğunu görürüz. Bu yüzden, bundan sonra ψϕX (∇YZ) için (ψϕ∇) (X, Y, Z) yazarız.

Burada

(ψϕ∇) (X, Y, Z) = ∇ϕX∇YZ − ϕ (∇X∇YZ)
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şeklindedir. Böylece ψϕ∇, ∇ pür konneksiyonuna uygulanan ψϕ−operatörüdür (veya

φϕ−operatörüdür).

∇ pür konneksiyonu Kähler-Norden manifoldlarının konneksiyonu ise, otomatik olarak

ψϕ∇ = 0 şartının sağlandığını göreceğiz (bakınız Bölüm III).

3.4 Regüler Π−Yapıya Göre Pür Tensörler

(1, 1)−tipli t tensör alanının regüler Π−yapısına göre pürlük şartı, her ϕ ∈ Π için lokal

koordinatlarda

tmj ϕ
i
m = timϕ

m
j (3.4.1)

şartının sağlaması anlamındadır. i = uα, j = vβ, m = wσ ve ϕ
γ

=
(
δuvC

α
γβ

)
yazarsak,

(3.4.1)’den
twσvβ δ

u
wC

α
γσ = tuαwσδ

w
v C

σ
γβ,

tuσvβC
α
γσ = tuαvσC

σ
γβ

(3.4.2)

buluruz. εβ
(
1 = εβeβ

)
ile kontraksiyonu ve (3.2.1)’i kullanarak, (3.4.2)’den

σ

=uv = tuσvβε
β

olmak üzere

tuσvβε
βCα

γσ = tuαvσC
σ
γβε

β = tuαvσ δ
σ
γ = tuαvγ

veya

tij = tuαvγ =
σ

=uv Cα
σγ (3.4.3)

yazarız. Böylece, t ∈
∗
=1

1 (M) pür tensör alanı (3.4.3) formuna sahip olur.

Tersine (3.4.3)’den,
σ

=’lar keyfi fonksiyonlar ise (1,1)-tipli t tensör alanı pür olur. Gerçekten,

(3.4.3)’yi (3.4.1)’de yerine yazarsak

σ

=wv Cσ
εβδ

u
wC

α
γσ =

σ

=uw Cα
εσδ

w
v C

σ
γβ

ε

=uv
(
Cσ
εβC

α
γσ − Cα

εσC
σ
γβ

)
= 0

(3.4.4)

buluruz. Am değişimli
(
Cσ
εβC

α
γσ = Cα

εσC
σ
γβ

)
olduğundan (3.4.1) denklemi

ε

= keyfi fonksi-

yonları için sağlar.

Böylece, (1, 1)-tipli t tensör alanının regüler Π−yapısına göre pür olması için gerek ve

yeter şart t’nin
σ

= keyfi fonksiyonları için (3.4.3) formuna sahip olmasıdır.
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g ∈
∗
=0

2 (M) olduğu durumda, benzer yömtemlerle, (0, 2)-tipli g tensör alanının pür olması

için gerek ve yeter şart g nin =..σ keyfi fonksiyonları için

gij = guvvβ = =uvσCσ
αβ

formuna sahip olmasıdır.

G ∈
∗
=2

0 (M) olduğunda durum çok daha zordur. G’nin pürlük şartı her ϕ ∈ Π için

Gmjϕim = Gimϕjm

ile verilir. Benzer şekilde

GuσvβCα
γσ = GuαvσCβ

γσ (3.4.5)

yazılır. λα ile (3.4.5)’in kontraksiyonundan sonra ϕαβ = λγC
γ
αβ olmak üzere

ϕγσG
uσvβ =

σ

=uv Cβ
γσ (

σ

=uv = Guαvσλα) (3.4.6)

yazılır.

Det (ϕαβ) 6= 0 ise, yani Am Frobenius cebir ise, (3.4.6)’dan

tij = tuαvβ =
σ

=uv Cα
σµϕ

µβ (3.4.7)

çözümü elde edilir. Tersine, (3.2.3)’e dayanarak (3.4.7)’den
σ

= keyfi fonksiyonlar ise G ∈
∗
=2

0 (M) tensör alanı pür olur. Böylece G ∈
∗
=2

0 (M) olduğu durumda Am cebiri Frobenius

cebir olmak zorundadır.

Genelde, t ∈ =rs (M) olduğu durum için Am uzayında

Bα
β1β2...βs

= Cα
β1σ1

Cα1
β2σ2

. . . C
αs−2

βs−1σs
(s > 2),

Bα
β1β2

= Cα
β1β2

, Bα
β = δαβ

Kruchkovich tensörleri dahil edilir[?]. Am, ϕαβ metriğine sahip Frobenius cebiri ise, o

zaman
Bα1...αr
β1...βs

= Bαr
β1...βsλ1...λr−1

ϕλ1α1 . . . ϕλr−1αr−1 ,

Bα1...αr = Bαr
λ1...λr−1

ϕλ1α1 . . . ϕλr−1αr−1 ,

Bβ1...βs
= Bα

β1...βs−1
ϕαβs

yazılır.

Bα1...αr
β1...βs

Kruchkovich tensörleri için bazı özellikleri ifade edelim:

B1)Bα1...αr
β1...βs

, α1 . . . αr ve β1 . . . βs indislerine göre simetrik tensördür,

B2)Cλ
σµB

σα1...αr
β1...βs

= Bλα1...αr
µβ1...βs

, Cσ
λµB

r1...rs
σβ1...βs

= Br1...rs
λµβ1...βs

,
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B3)Bσα1...αr
β1...βs

λσ = Bα1...αr
σβ1...βs

εσ = Bα1...αr
β1...βs

.

B1, B2, B3’ün ispatları (3.2.1), (3.2.3) ve (3.2.5)’den kolayca yapılabilir.

Benzer şekilde,
σ

= adapte olmuş U koordinat haritasında keyfi fonksiyonlar olmak üzere

regüler Π−yapılarına göre (r, s) tipli t ∈
∗
=rs (M) pür tensör alanı

ti1...irj1...js
=

σ

= u1...ur
v1...vs

B
α1...αr
β1...βs

,

(ia = uaαa, jb = vbβb, a = 1, . . . , r, b = 1, . . . , s)
(3.4.8)

formundaki bileşenlerine sahiptir.

Am cebiri Frobenius cebiri değilse, r = 0 ve r = 1 olduğu durumda (3.4.8) formülü

doğrudur.

(3.4.8)’deki her bir pür tensör alanı ile Am’den

∗
t u1...ur
v1...vs

= ti1...irj1...js
εβ1 . . . εβsλα1 . . . λαr−1eαr =

σ

= u1...ur
v1...vs

eσ (3.4.9)

hiperkompleks değerlerini dahil edelim.
∗
t u1...ur
v1...vs

, (r, s)-tipli hiperkompleks tensör alanının

bileşenleridir. Yani

∗
t
u
′
1...u

′
r

v
′
1...v

′
s

=
∗
S

u
′
1
u1
. . .

∗
S

u
′
r
ur

∗
S

v1
v
′
1

. . .
∗
S

vs
v′s

∗
t u1...ur
v1...vs

şeklindedir. Gerçekten, kolaylık açısından r = s = 1 alırsak, (2.2.7) ve (2.2.8)’den

ti
′

j′
= tu

′
α
′

v′β′
= S

u
′
α
′

uα S
vβ

v′β′
tuαvβ = ∆u

′
σ

u Cα
′

σα∆vε
v′
Cβ

εβ′
tuαvβ ,

yazabiliriz. Burada (2.2.9)’dan dolayı

∗
t
u′

v′ = ti
′

j′ε
β′eα′

= tv′β
′u′α′εβ

′
eα′

= ∆u′σ
u Cα′

σα∆vε
v′C

β
εβ′t

uα
vβ ε

β′eα′

= ∆u′σ
u ∆vβ

v′ eσeαt
uα
vβ

= ∆u′σ
u ∆vβ

v′ eσeα
ε

Iuv B
α
εβ

= ∆u′σ
u ∆vβ

v′

ε

Iuv eσeβeε

=
∗
S
u′

u

∗
S
v

v′

∗
tuv

şeklindedir.

Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 3.4.1 Π, Mmr üzerinde regüler integrallenebilir Π−yapı olsun. Mmr üzerindeki

(r,s) tipli t pür tensör alanları Xr (Am) A−holomorfik manifoldunda
∗
t hiperkompleks

tensörlerinin reel modelidirler.

Not 3.4.1
∗
t hiperkompleks tensör alanları genelde A−holomorfik değildirler.

Sonraki bölümlerde,
∗
t’ın A−holomorfik şartlarının reel modelini çalışacağız.

3.5 Reel Koordinat Sisteminde A−Holomorfik Tensörler

Am, Frobenius hiperkompleks cebir ve
∗
t ∈ =rs (Xr (Am)), Xr (Am) üzerinde hiperkompleks

tensör alanı olsun. Böyle bir tensör alanının reel modeli Mmr üzerindeki (r,s)-tipli t pür

tensör alanıdır. Genelde
∗
t, A−holomorfik değildir. Tachibana operatörünü kullanarak

reel koordinat sistemlerinde A−holomorfik tensörlerinin şartlarını verelim. Yani aşağıdaki

teorem doğrudur [?], [63]:

Teorem 3.5.1 Mmr üzerinde integrallenebilen regüler Π−yapısı verilsin.
∗
t ∈ =rs (Xr (Am))

hiperkompleks tensör alanının A−holomorfik tensör alanı olması için gerek ve yeter şart

t ∈
∗
=rs (Mmr) (

∗
t’ın reel modeli) pür tensör alanının Φϕ

α
t Tachibana operatörü olmak üzere

Φϕ
α
t = 0, α = 1, . . . ,m

denklemini sağlamasıdır.

İspat. x1, . . . , xmr lokal koordinat sistemine göre Φϕ
α
t’nin

(
Φϕ
α
t
)

i1...ir
j1...js

bileşenleri (3.2.3)’deki

gibi ifade edilebilir. Adapte olmuş haritalarda
(
∂kϕ

i
j = 0

)
(3.4.8)’e dayanarak (3.2.3)’den

(ia = uaαa, jb = vbβb, k = wγ, a = 1, . . . , r, b = 1, . . . , s)

(Φϕ
α
t)i1...irj1...js

= ϕ
α

m

k
∂mt

i1...ir
j1...js

− ∂k(t ◦ ϕ
α

)i1...irj1...js
= (Cµ

αγ∂wµ
λ

=
u1...ur

v1...vs
− Cλ

ασ∂wγ
σ

=
u1...ur

v1...vs
)Bα1...αr

λβ1...βs
= 0

yazabiliriz. Buradan ve B3 özelliğinden (bakınız Bölüm 2.4), Φϕ
α
t = 0 şartı

Cµ
αγ∂wµ

λ

= u1...ur
v1...vs

= Cλ
ασ∂wγ

σ

= u1...ur
v1...vs

şartına denktir. Bu şart Xr (Am)’den zu = xuαeα lokal koordinatlarına göre
∗
t
u1...ur
v1...vs =

σ

= u1...ur
v1...vs eσ’nun A− holomorfikliğinin Scheffers şartıdır (bakınız (2.1.15)). Böylece ispat

tamamlanır.
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Mmr üzerindeki regüler Π−yapısının infinitesimal otomorfizmi LX ϕ
α

= 0, α = 1, . . . ,m,

olacak şekilde X vektör alanıdır. Burada LX , X ∈ =1
0 (Mmr)’a göre Lie diferensiyellen-

mesini tanımlar. Teorem 3.5.1 ve Tanım 3.2.1’in (d) şıkkından aşağıdaki teoremi yazabi-

liriz.

Sonuç 3.5.1 Mrm üzerinde integrallenebilir regüler Π−yapı verilsin. X ∈ =1
0 (Mmr)

vektör alanının Π−yapının infinitesimal otomorfizmi olması için gerek ve yeter şart X’in

A−holomorfik olmasıdır.

Not 3.5.1 Mrm üzerinde integrallenemeyen regüler Π−yapı verilsin. t ∈ KerΦϕ
α

ise, t’ye

hemen hemen A−holomorfik tensör alanı denir.

3.6 Pür Konneksiyonlar

Bu bölümde, regüler Π−yapının her zaman integrallenebilir olduğunu kabul edeceğiz.

Lokal koordinatlar ile, Π−yapıya göre adapte olmuş koordinatlar anlaşılacaktır.

∇, Mmr üzerinde Π−konneksiyon olsun. Yani her ϕ ∈ Π için ∇ϕ = 0 olsun. x1, . . . , xmr

lokal adapte olmuş koordinatlara göre ϕ bileşenleri sabit olduğundan dolayı

∇ϕ = 0⇔ Γikmϕ
m
j = Γmkjϕ

i
m. (3.6.1)

yazabiliriz. Bölüm 2.4’te geliştirilen aynı argümanlar ile, adapte olmuş U haritasında
σ
τ −keyfi fonksiyonlar olmak üzere Π−konneksiyonu

Γikj = Γuαwγvβ =
σ
τ uwγvC

α
σβ(i = uα, j = vβ, k = wγ) (3.6.2)

formundaki bileşenlerine sahiptir. Gerçekten, ϕ = ϕ
σ

(3.4.1)’dan, εβ ile kontraksiyonu

kullanarak,
ε
τ uwγv = Γuεwγvβε

β,m = tε olmak üzere

Γuαwγtεϕ
σ

tε

vβ
= Γtεwγvβϕ

σ

uα

tε
,

Γuαwγtεδ
t
vC

ε
σβ = Γtεwγvβδ

u
t C

α
σε,

Γuαwγvσ = Γuεwγvβε
βCα

σε

=
ε
τ
u

wγvC
α
εσ

elde edeziz. (3.6.2)’daki her bir Π−konneksiyon ile Am’den

∗
Γ
u

wv = Γuαwγvβε
γεβeα =

σ
τ
u

wγvε
γeσ. (3.6.3)

hiperkompleks değerlerini dahil edebileriz.
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Tanım 3.6.1 (3.6.3) hiperkompleks değerleri

∗
Γ

u
′

w′v′
=
∂zu

′

∂zu
∂zw

∂zw
′
∂zv

∂zv
′

∗
Γ

u
wv +

∂2zu

∂zv
′
∂zw

′
∂zu

′

∂zu
,

konneksiyon şartlarını sağlarsa, yani
∗
Γ u

wv , Xr (Am) de
∗
∇ hiperkomplek konneksiyon-

larının bileşenleri ise, Π−konneksiyon olan ∇ pürdür denir.

Teorem 3.6.1 Π, Mmr üzerinde regüler integrallenebilir Π−yapı olsun. Mmr üzerindeki

Π−konneksiyonunun pür olması için gerek ve yeter şart (3.6.2)’deki
σ
τ u

wγν ’ların

α
τ u

wγv =
σ
τ u

wvC
α
σγ (3.6.4)

şartını sağlamasıdır.

İspat. Γikj = Γuαwγvβ, ∇ Π− konneksiyonunun bileşenleri olsun. O zaman
(
Si
′

i

)
=(

∂xi
′

∂xi

)
=

(
∂xu
′
α
′

∂xuα

)
matrisine sahip adapte olmuş çatıların uygun {∂i} → {∂i′} dönüşümüne

göre

Γu
′
α
′

w′γ′v′β′
=
∂xu

′
α
′

∂xuα
∂xwγ

∂xw
′γ′

∂xvβ

∂xv
′β′

Γuαwγvβ +
∂2xuα

∂xw
′γ′∂xv

′β′
∂xu

′
α
′

∂xuα

yazabiliriz. εγ
′
εβ
′
eα′ ile kontraksiyonundan sonra, (2.2.7) , (2.2.8) ve (2.2.9)’dan dolayı

∗
Γ
u′

w′v′ = Γu
′α′

w′γ′v′β′ε
γ′εβ

′
eα′

=
σ

∆
u′

u C
α′

σα

ε

∆
w

w′C
γ
εγ′

θ

∆
v

v′C
β
θβ′Γ

uα
wγvβε

γ′εβ
′
eα′ +

σ

∆
u′

u C
α′

σα(
∂

∂xw′γ′
(
ε

∆
u

v′C
α
εβ′))ε

γ′εβ
′
eα′

veya

∗
Γ
u′

w′v′ =
σ

∆
u′

u

ε

∆
w

w′
θ

∆
v

v′eσeαδ
γ
ε δ

β
v

ω
τ
u

wγvC
α
ωβ +

σ

∆
u′

u eσε
γ′(

∂

∂xw′γ′
(
α

∆
u

v′))eα

=
∗
S
u′

u

∗
S
v

v′

γ

∆
w

w′
θ
τ
u

wγveθ +
∗
S
u′

u ε
γ′(

∂

∂xw′γ′
(
α

∆
u

v′))eα

eşitliğini elde ederiz. Burada
∗
S u

′

u = ∂zu
′

∂zu
, Su

u′
= ∂zu

∂zu
′ , zu = xuαeα (bakınız Bölüm 1.3)

şeklindedir. (2.1.17)’yi kullanarak,

εγ
′

(
∂

∂xw
′γ′

(
α

∆
u
v′

))eα =
∂2zu

∂zw
′
∂zv

′

olduğunu görürüz. Böylece

∗
Γ

u
′

w′v′
=
∂zu

′

∂zu

γ

∆w
w′
∂zv

∂zv
′
θ
τ u

wγveθ +
∂2zu

∂zv
′
∂zw

′
∂zu

′

∂zu
(3.6.5)

yazabiliriz. (3.6.5)’den,
∗
Γ u

wv bileşenlerine sahip
∗
∇’ın Xr (Am) üzerinde hiperkompleks

konneksiyon olması için gerek ve yeter şartın
θ
τ u

wγv’nun (3.6.4) şartını sağlaması gerektiğini

kolayca görebiliriz. Böylece ispat tamamlanır.
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(3.6.4)’ü (3.6.2) ve (3.6.3)’de yerine koyarsak, Bα
σγβ Kruchkovich tensörü olmak üzere,

sırasıyla

Γikj = Γuαwγvβ =
σ
τ u

wvC
µ
σγC

α
µβ =

σ
τ u

wvB
α
σγβ (3.6.6)

ve
∗
Γ

u
wv =

σ
τ u

wveσ (3.6.7)

elde edilir.

Böylece aşağıdaki sonuçları yazabiliriz.

Sonuç 3.6.1 Pür∇Π−konneksiyonu adapte olmuş koordinatlara göre (3.6.6) bileşenlerine

sahiptir.

Sonuç 3.6.2 Pür ∇ Π−konneksiyonu (3.6.7) bileşenlerine sahip
∗
∇ hiperkompleks kon-

neksiyonunun reel modelidir.

Sonuç 3.6.1 ve (3.4.8)’den, (1, 2)-tipli pür tensör alanlarında olduğu gibi pür Π−konneksiyon

adapte olmuş haritalara (pür burulmasız konneksiyon için, bakınız (3.3.9)) göre

Γikm ϕ
α

m
j = Γmkj ϕ

α

i
m = Γimj ϕ

α

m
k , α = 1, . . . ,m,

ile tanımlanır. Fakat (1, 2)-tipli pür tensör alanları (bakınız Bölüm 2.4 ) ise keyfi haritalara

göre benzer bir denklem ile tanımlanır.

3.7 Pür Π−Konneksiyonlarının Burulma Tensörleri

S, ∇ pür Π−konneksiyonunun burulma tensörü olsun. Bα
σγβ = Bα

σβγ olduğundan (bakınız

Bölüm 2.4), (3.6.6)’dan
Sikj = Γikj − Γijk (3.7.1)

eşitliğini yazabiliriz. Yani S pür tensördür (bakınız (3.4.8)).

Tersine, S’nin Π−konneksiyonunun pür tensörü olduğunu kabul edelim. O halde (3.4.8)

den dolayı

Sikj = Suαwγvβ =
λ
σ u

wvB
α
λγβ (3.7.2)

eşitliğini yazarız. Diğer taraftan, (3.6.2)’den

Sikj = Γikj − Γijk (3.7.3)
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olur. (3.7.2) ve (3.7.3)’den, εγ ile konrraksiyon yaparak

τuαvβw =
(
λ
τ u

ωγvε
γ − λ

σ u
wv

)
Cα
λβ

olup (3.6.4) şartının doğruluğunu göstermiş oluruz. Yani Π−konneksiyonu pürdür.

Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.7.1 ∇ Π−konneksiyonunun pür olması için gerek ve yeter şart ∇’nın burulma

tensörünün pür olmasıdır.

(3.4.9), (3.6.7) ve (3.7.1)’den dolayı pür Π−konneksiyonu için

∗
S
u

wv = (
σ
τ
u

wv −
σ
τ
u

vw)eσ =
∗
Γ
u

wv −
∗
Γ
u

vw

eşitliğini elde ederiz. Böylece aşağıdaki sonucu yazabiliriz.

Sonuç 3.7.1 ∇ Π−konneksiyonunun pür burulma tensör alanı
∗
∇ hiperkompleks konnek-

siyonunun hiperkompleks burulma tensörünün reel modelidir.

Tabii ki sıfır tensör alanı pürdür. Dolayısıyla aşağıdaki sonucu yazabiliriz (bakınız Bölüm

2.4)

Sonuç 3.7.2 Burulmasız ∇ Π−konneksiyonu her zaman pürdür.

Ayrıca Sonuç 3.7.1 ve Sonuç 3.7.2’den aşağıdaki sonucu yazabiliriz.

Sonuç 3.7.3 ∇ burulmasız Π−konneksiyon ise o zaman (3.6.7) bileşenlerine sahip olan
∗
∇’da burulmasız konneksiyondur.

3.8 A−Holomorfik Hiperkompleks Konneksiyon ve Onun Reel
Modeli

Burada ve bundan sonraki bölümde, pür burulmasız koneksiyona uygulanan ψϕ−operatö-

rünü kullanarak A−holomorfik hiperkompleks konneksiyonların reel modelini vereceğiz

(bakınız Bölüm 2.3.4).

R, integrallenebilir regüler Π−yapıya göre ∇ pür burulmasız konneksiyonunun eğrilik

tensörü olsun.
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(3.6.6)’yı kullanarak ve Kruchkovich tensörlerinin özelliğinden

Ri
jkl = Ruα

vβwγtδ

= ∂vβΓuαwγtδ − ∂wγΓuαvβtδ + ΓuαvβxεΓ
xε
wγtδ − ΓuαwγxεΓ

xε
vβtδ (3.8.1)

= ∂vβ
σ

(τuwtB
α
σγδ)− ∂wγ(

σ

τuvtB
α
σβδ) +

σ

τuvxB
α
σβε

θ

τxwtB
ε
θγδ −

σ

τuwxB
α
σγε

θ

τxvtB
ε
θβδ

= (∂vβ
σ

τuwt)B
α
σγδ − (∂wγ

σ

τuvt)B
α
σβδ + (

σ

τuvx
θ

τxwt−
σ

τuwx
θ

τxvt)B
α
σγθβδ

yazabiliriz. R’nin pür tensör olduğunu kabul edelim. O halde (3.4.8)’den

Ri
jkl = Ruα

vβwγtδ =
λ
ρ u

vwtB
α
λβγδ (3.8.2)

yazarız. (3.8.1) ve (3.8.2)’den

λ
ρ u

vwtB
α
λβγδ = (∂vβ

σ

τuwt)B
α
σγδ − (∂wγ

σ

τuvt)B
α
σβδ + (

σ

τuvx
θ

τxwt−
σ

τuwx
θ

τxvt)B
α
σγθβδ (3.8.3)

elde ederiz. (3.8.3)’in εβεδ ile kontraksiyonundan sonra Kruchkovich tensörlerinin özelli-

ğinden dolayı

∂wγ
α

τuvt =
λ

P
u
vwtC

α
λγ (3.8.4)

olmak üzere

λ
ρ u
vwtC

α
λγ = εβ(∂vβ

σ

τuwt)C
α
σγ − ∂wγ

α

τuvt +(
σ

τuvx
θ

τxwt−
σ

τuwx
θ

τxvt)C
λ
σθC

α
λγ

= −∂wγ
α

τuvt +(εβ∂vβ
λ

τuwt +
σ

τuvx
θ

τxwtC
λ
σθ −

σ

τuwx
θ

τxvtC
λ
σθ)C

α
λγ

yazarız. Burada

λ

P
u
vwt = εβ∂vβ

λ

τuwt +
σ

τuvx
θ

τxwtC
λ
σθ −

σ

τuwx
θ

τxvtC
λ
σθ −

λ
ρ u

vwt

şeklindedir. (2.1.15)’den dolayı, sabit tutulmuş u, v, w ve t için (3.8.4) ifadesi, Xr(Am)’den

zu = xuαeα lokal koordinatlarına göre
∗

Γuvt =
α

τuvt eα’nun A−holomorfikliğinin Scheffers

şartıdır.

Tersine,
∗

Γuvt =
α

τuvt eα, A−holomorfik konneksiyon ise o zaman Teorem 1.1.1 (C̃α = Cα) ve

(2.1.15)’den (3.8.4) şartını elde ederiz. (3.8.4)’ü kullanarak (3.8.1)’den

λ
ρ u

vwt =
λ

P
u
wvt −

λ

P
u
vwt + (

σ

τuvx
θ

τxwt−
σ

τuwx
θ

τxvt)C
λ
σθ

olmak üzere

Ri
jkl = Ruα

vβwγtδ

= (
λ

P
u
wvtC

σ
λβ)Bα

σγδ − (
λ

P
u
vwtC

σ
λγ)B

α
σβδ + (

σ

τuvx
θ

τxwt−
σ

τuwx
θ

τxvt)B
α
σγθβδ (3.8.5)

=
λ

P
u
wvtB

α
λβγδ −

λ

P
u
vwtB

α
λγβδ + (

σ

τuvx
θ

τxwt−
σ

τuwx
θ

τxvt)C
λ
σθB

α
λγβδ

=
λ
ρ u
vwtB

α
λβγδ,
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elde edilir.

Böylece (3.4.8) ve (3.8.5)’den, R’nin pür eğrilik tensörü olduğunu görürüz.

Özetle aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.8.1
∗
∇, Xr(Am) üzerinde hiperkompleks konneksiyon ve ∇’da onun Mmr üze-

rindeki reel modeli (pür konneksiyon) olsun. ∇’nın R eğrilik tensörünün pür olması için

gerek ve yeter şart
∗
∇ nın A−holomorfik konneksiyon olmasıdır. [?], [78].

Diğer taraftan, Teorem 3.3.5 ve Teorem 3.8.1’den aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.8.2 ∇, her A−holomorfik X, Y, Z vektör alanları ve α = 1, . . . ,m. için

(ψϕ
α
∇)(X, Y, Z) = ∇ϕ

α
X∇YZ − ϕ

α
(∇X∇YZ) = 0

şartını sağlayan pür konneksiyon olsun. Bu durumda böyle bir konneksiyon
∗
∇ A−holomor-

fik konneksiyonunun reel modelidir.

3.9 Pür Eğrilik Tensörlerinin Bazı Özellikleri

R, ∇ ∈ Kerψϕ
α

şartını sağlayan ∇ pür konneksiyonunun pür tensör alanı olsun. (3.4.9)’i

kullanarak (3.8.1)’den

∗
R
u
vwt = Ruα

vβwγtδε
βεγεδeα

= εβ(∂vβ
α

τuwt)eα − εγ(∂wγ
α

τuvt)eα + (
σ

τuvx
θ

τxwt−
σ

τuwx
θ

τxvt)C
α
σθeα

yazarız. Cα
σθeα = eσeθ olduğundan (2.1.17) ve (3.6.7)’den dolayı

∗
R

u
vwt = ∂v

∗
Γ

u
wt − ∂w

∗
Γ

u
vt +

∗
Γ

u
vx

∗
Γ

x
wt −

∗
Γ

u
wx

∗
Γ

x
vt

yazarız. Yani
∗
R,

∗
Γ’nın eğrilik tensörüdür.

Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.9.1 ∇,
∗
∇ A−holomorfik konneksiyonunun reel modeli olsun. R pür eğrilik

tensörünün
∗
R u

vwt hiperkompleks bileşenleri
∗
∇’nın eğrilik tensörünün bileşenleridir.
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∗
∇, Xr(Am) üzerinde A−holomorfik hiperkompleks konneksiyon ve burulmasız ∇’da Mmr

üzerinde onun reel modeli olsun. Teorem 3.8.1’den ∇’nın R eğrilik tensörünün pür

olduğunu görürüz.

R eğrilik tensörü pür olduğu için, R’ye Tachibana φ
ϕ
−operatörünü uygulayabiliriz. ∇ϕ

α
=

0, α = 1, . . . ,m, (3.3.3) ve Teorem 3.3.3’ü kullanarak

(φϕ
α
R)(X, Y1, Y2, Y3) = (∇ϕ

α
XR)(Y1, Y2, Y3) (3.9.1)

−ϕ
α

(∇XR)(Y1, Y2, Y3), X, Y1, Y2, Y3 ∈ =1
0(Mmr).

yazabiliriz. R’nin pürlüğünü kullanarak ve (3.9.1)’de Bianchi’nin 2. özdeşliğini uygula-

yarak

(φϕ
α
R)(X, Y1, Y2, Y3) = (∇ϕ

α
XR)(Y1, Y2, Y3)− ϕ

α
(∇XR)(Y1, Y2, Y3)

= −(∇Y1R)(Y2, ϕ
α
X, Y3)− (∇Y2R)(ϕ

α
X, Y1, Y3)

−ϕ
α

(∇XR)(Y1, Y2, Y3)

elde ederiz. Diğer taraftan, ∇ϕ
α

= 0 eşitliğini kullanarak

(∇Y2R)(ϕ
α
X, Y1, Y3) = ∇Y2(R(ϕ

α
X, Y1, Y3))−R(∇Y2(ϕ

α
X), Y1, Y3)

−R(ϕ
α
X,∇Y2Y1, Y3)−R(ϕ

α
X, Y1,∇Y2Y3)

= (∇Y2
ϕ
α

)(R(X, Y1, Y3)) + ϕ
α

(∇Y2R(X, Y1, Y3)) (3.9.2)

−R((∇Y2
ϕ
α

)X + ϕ(∇Y2X), Y1, Y3)

−R(ϕ
α
X,∇Y2Y1, Y3)−R(ϕ

α
X, Y1,∇Y2Y3)

= ϕ
α

(∇Y2R(X, Y1, Y3))− ϕ
α

(R(∇Y2X, Y1, Y3))

−ϕ
α

(R(X,∇Y2Y1, Y3))− ϕ
α

(R(X, Y1,∇Y2Y3))

= ϕ
α

((∇Y2R)(X, Y1, Y3))

buluruz. Benzer şekilde

(∇Y1R)(Y2, ϕ
α
X, Y3) = ϕ

α
((∇Y1R)(Y2, X, Y3)) (3.9.3)

bulunur. (3.9.2) ve (3.9.3)’ü (3.9.1)’de yerine yazarsak ve Bianchi’nin 2. özdeşliğini tekrar

kullanırsak

(φϕ
α
R)(X, Y1, Y2, Y3) = −ϕ

α
(∇Y1R)(Y2, X, Y3)− ϕ

α
((∇Y2R)(X, Y1, Y3)

−ϕ
α

((∇XR)(Y1, Y2, Y3))

= −ϕ
α

(σ{(∇XR)(Y1, Y2)}, Y3)

= 0
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eşitliğini elde ederiz. Burada σ, X, Y1 ve Y2’ye göre döngüsel toplamı tanımlar. Bu yüzden,

Teorem 3.5.1 ve Teorem 3.8.1’den dolayı aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.9.2
∗
∇ A−holomorfik konneksiyonunun

∗
R eğrilik tensörü A−holomorfik ten-

sördür.

Örnek 3.9.1 r = 1 alalım. Yani 1-boyutlu hiperkompleksin X1(Am) A−holomorfik

mani- foldunu düşünelim. u = v = w = t = 1 olduğundan, (3.8.1)’den
σ
τ

σ

= τ 1
11 olmak

üzere

Ri
jkl = R1α

1β1γ1δ

= (∂1β

σ

τ 1
11)Bα

σγδ − (∂1γ

σ

τ 1
11)Bα

σβδ + (
σ

τ 1
11

θ

τ 1
11−

σ

τ 1
11

θ

τ 1
11)Bα

σγθβδ

= (∂1β

σ

τ 1
11)Bα

σγδ − (∂1γ

σ

τ 1
11)Bα

σβδ (3.9.4)

= (∂β
σ
τ)Cα

δεC
ε
σγ − (∂γ

σ
τ)Cε

σβC
α
εδ

= (Cε
σγ∂β

σ
τ −Cε

σβ∂γ
σ
τ)Cα

δε

yazarız.

Cε
σγ∂β

σ
τ = Cε

σβ∂γ
σ
τ (3.9.5)

olduğunu kabul edelim. εγ ile kontraksiyondan sonra (3.9.5)’den

∂β
ε
τ = εγ(∂γ

ε
τ)Cε

σβ (3.9.6)

eşitliğini yazarız. Yani (2.1.17)’den dolayı, τ , x = xαeα ∈ Am’nun A−holomorfik fonksiy-

onudur.

Tersine, τ = τ (x) A−holomorfik fonksiyon olsun. O zaman (3.9.6)’dan

Cθ
ετ∂β

ε
τ = εγ(∂γ

σ
τ)Cε

σβC
θ
ετ

eşitliğini yazabiliriz. Yani (3.9.5) şartı doğrudur ve (3.9.5) şartı (2.1.15) Scheffers şartına

denktir. Böylece, τ = τ (x) A−holomorphic ise Ri
jkl = 0’dır. Tersine, R = 0 ise, o zaman

(3.9.4)’den
0 = R1α

1β1γ1δε
δ

eşitliğini yazabiliriz. Yani τ = τ (x) fonksiyonu A−holomorfiktir.

O halde aşağıdaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 3.9.3 Mm, X1(Am)’nin reel modeli olsun. X1(Am) üzerindeki
∗
τ =

σ
τ eσ bileşenle-

rine sahip
∗
∇ konneksiyonunun A−holomorfik olması için gerek ve yeter şartMm reel mode-

linin lokal düzlemsel olmasıdır.

Not 3.9.1 Özellikle,
σ
τ

σ

= τ 1
11 = εσ (1 = εσeσ ∈ Am) ise o zaman (3.6.6)’dan Γαγβ = Cα

γβ

yazabiliriz. Yani Mm, Vranceanu uzayıdır [82], [42].
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4. KÄHLER-NORDEN MANİFOLDLARI

4.1 Kähler Manifoldlarında Temel Bazı Kavramlar

M2n bir neutral metriğe sahip Riemannian manifoldu olsun. ϕ ∈ =1
1(M2n), ϕ2 = −I

şartını sağlayan afinör alanıyla birlikte M2n manifoldu (M2n, ϕ) şeklinde bir hemen hemen

kompleks manifolddur. Eğer M2n manifoldu Cω sınıfından manifold olur ve Nϕ ∈ =1
2M2n

sıfıra eşit olursa ϕ bir kompleks yapıdır ve dahası M2n, C holomorfik manifolddur. Xn(C)

ile gösterilen ve bu manifoldun dönüşüm fonksiyonuda holomorfiktir. Nϕ = 0 şartı ∇ϕ =

0 şartına eşittir. Burada ∇ burulmasız afin konneksiyondur. (M2n, ϕ) hemen hemen

kompleks bir manifold olsun. g metriğinin Norden metrik olabilmesi için her X, Y, Z ∈

=1
0(M2n) için[40]

g(ϕX,ϕY ) = −g(X, Y ) (4.1.1)

şartını yada buna eşit olan

g(ϕX, Y ) = g(X,ϕY )

şartını sağlamalıdır.

Bu tarz metrikler anti-Hermityen, B metrik ve pür metrik olarak aşağıdaki makalelerde

çalışılmıştır. [76], [?], [43], [17], [3], [?], [5], [10], [11], [29], [73], [41]

Eğer (M2n, ϕ), g Norden metriği ile birlikte hemen hemen kompleks manifold ise

(M2n, ϕ, g)’ye biz hemen hemen Norden manifold deriz. Eğer ϕ integrallenebilir ise

(M2n, ϕ, g) hemen hemen Norden manifold, Norden manifold olur. Xn(C) üzerinde t∗

bir kompleks tensör alanı olsun. Bu tensör alanının reel modelide M2n üzerinde bir tensör

alanıdır.

Bu tensör alanları ϕ’ye göre pürdür ve çoğu yazar tarafından çalışılmıştır. (bakınız: [?],

[81], [47] [48], [59], [80])

Özellikle ω’ya uygulanan (0 − q)− tipli tensör alanlarının pürlüğü her X1, X2, . . . , Xq ∈

=1
0(M2n) için aşağıdaki şartta verilir.

ω(ϕX1, X2, . . . , Xq) = ω(X1, ϕX2, . . . , Xq) = . . . = ω(X1, X2, . . . , ϕXq)

φϕ : =0
q(M2n)→ =0

q+1(M2n) şeklinde ω pür tensör alanına uygulanan yeni bir tensör alanı

45



tanımlayalım. Bu φϕ operatörü ω pür tensörüne uygulanışı[74], [75], [76], [81], [80], [85]

(φϕω) = (X, Y1, Y2, . . . , Yq) = (ϕX)(ω(Y1, Y2, . . . , Yq))

−X(ω(ϕY1, Y2, . . . , Yq)) (4.1.2)

+ω((Ly1ϕ)X, Y2, . . . , Yq)

+ . . .+ ω(Y1, Y2, . . . , (LYqϕ)X)

ile verilir. Burada Ly, L’ye göre Lie türevi gösterir.

M2n üzerinde ϕ bir kompleks yapı olduğundan ve onun ω tensör alanı φϕω’yı sıfırladığında

Xn(C) üzerindeki ω∗ tensör alanına holomorfiktir denir. [?] Böylece Xn(C) üzerindeki

ω∗ holomorfik tensör alanı her X, Y1, . . . , Yq ∈ =1
0(M2n)

(φϕω) = (X, Y1, Y2, . . . , Yq) = 0 (4.1.3)

denklemi ile M2n üzerinde ω pür tensör alanı şeklinde realize olur. Bu yüzden M2n

üzerindeki ω∗ tensör alanı holomorfik tensör alanı olarak adlandırılır.

Tezimizin bu bölümünde g hemen hemen holomorfik Riemannian metriği ile birlikte

hemen hemen kompleks manifoldun Kähler-Norden manifold olduğu Teorem 4.2.2 ile;

Levi-Civita konneksiyonun G(X, Y ) = g(ϕX, Y ) şartını sağlayan G twin metriğinin Levi-

Civita konneksiyonu olduğu Teorem 4.3.3 ile; dahası Kähler-Norden manifoldun Rieman-

nian eğrilik tensörünün pür ve holomorfik olduğu Teorem 4.4.1, Teorem 4.4.2 ile, hatta

skaler eğriliğinde yerel holomorfik fonksiyon olduğu Teorem 4.5.1 ile gösterildi.

4.2 Kähler-Norden Manifoldları

g Norden metriği ile birlikte bir Norden (hemen hemen Norden) manifold eğer

(φϕg)(X, Y, Z) = 0

şartını sağlarsa holomorfik (hemen hemen holomorfik) manifold olarak adlandırılır.

Eğer (M2n, ϕ, g), g holomorfik Norden metriği ile birlikte bir Norden manifold ise biz

(M2n, ϕ, g)’ye holomorfik Norden manifold deriz.

Hemen hemen Norden manifolddaki Norden metriği için yeni bir formül verelim. ∇g =

0’ın eşitliği ve (4.1.1) denkleminin sonucundan aşağıdaki teorem elde edilir.
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Teorem 4.2.1 Hemen hemen Norden manifoldu üzerindeki g Norden metriği verilsin.

Bu metrik

g(Z, (∇Y ϕ)(X)) = g((∇Y )(Z), X)

eşitliğini sağlar. Burada ∇, g’ye uygulanan Riemmannian kovaryant türev operatörüdür.

Bazı yönlerden holomorfik Norden manifoldları Kähler manifoldlarına benzer. Takip eden

teorem bir hemen hemen Hermityen manifoldunun Kähler olabilmesi için gerek ve yeter

şart hemen hemen kompleks yapının Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olmasıdır

şartına benzerdir.

Teorem 4.2.2 Cω sınıfında hemen hemen Norden manifoldun holomorfik Norden mani-

fold olması için gerek ve yeter şart hemen hemen kompleks yapının ∇ Levi-Civita kon-

neksiyonuna göre paralel olmasıdır.

İspat. (4.1.1) denkleminde (g ◦ ϕ)(X, Y ) = g(ϕX, Y ) yerine yazarsak

(φϕg)(X,Z1, Z2) = (LϕXg − LX(g ◦ ϕ)(Z1, Z2)

+g(Z1, ϕLxZ2)− g(ϕZ1, LXZ2))

= (ϕX)g(Z1, Z2)−Xg(ϕZ1, Z2)

−g(∇ϕXZ1, Z2) + g(∇Z1ϕX,Z2) (4.2.1)

−g(Z1,∇ϕXZ2) + g(Z1,∇Z2ϕX)

+(ϕ(∇XZ1), Z2)− g(ϕ(∇Z1X), Z2)

+g(ϕZ1,∇XZ2)− g(Z1, ϕ(∇Z2X))

elde edilir. Buradan

g(∇Z1ϕX,Z2)− g(ϕ(∇Z1X), Z2)

+g(Z1,∇Z2ϕX)− g(Z1, ϕ(∇Z2X)) (4.2.2)

= g((∇ϕ)(X,Z1), Z2) + g(Z1, (∇ϕ)(X,Z2))

denklemi bulunur. (4.2.2) eşitliği (4.2.1)’de kullanılırsak, (4.2.1) eşitliği

(φϕg)(X,Z1, Z2) = (ϕX)g(Z1, Z2)−Xg(ϕZ1, Z2)

+g((∇ϕ)(X,Z1), Z2) + g(Z1, (∇ϕ)(X,Z2)) (4.2.3)

−g(∇ϕXZ1, Z2)− g(Z1,∇ϕXZ2)

+g(ϕ(∇X)Z1, Z2) + g(ϕZ1,∇XZ2).
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şeklini alır. Diğer taraftan ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre

(ϕX)g(Z1, Z2)− g(∇ϕXZ1, Z2)− g(Z1,∇ϕXZ2) = (∇ϕXg)(Z1, Z2) = 0 (4.2.4)

ve

−Xg(ϕZ1, Z2) + g(ϕ(∇XZ1), Z2) + g(ϕZ1, (∇XϕZ1), Z2) (4.2.5)

denklemini elde ederiz. (4.2.4) ve (4.2.5) denklemi sayesinde (4.2.3) denklemini

(φϕg)(X,Z1, Z2) = −g(∇XϕZ1, Z2) + g(∇Z1ϕX,Z2) + g(Z1, (∇Z2ϕ)X) (4.2.6)

şeklinde kısaltırız. Benzer olarak

(φϕg)(Z2, Z1, X) = −g((∇Z2ϕ)Z1, X) + g((∇Z1ϕ)Z2, X) (4.2.7)

+g(Z1, (∇Xϕ)Z2)

denklemi elde edilir. Teorem 4.2.1’den

(φϕg)(X,Z1, Z2) + (φϕg)(Z2, Z1, X) = 2g(X, (∇Z2ϕ)Z2) (4.2.8)

yazılır. (4.2.8)’de φϕg = 0 yazarsak ∇ϕ = 0 buluruz. Böylece Teorem 4.2.1 ispatlanmış

olur.

Sonuç 4.2.1 Cω sınıfının hemen hemen Norden manifoldu üzerinde hemen hemen komp-

leks ϕ yapısı eğer φϕg = 0 şartını sağlarsa integrallenebilirdir.

(M2n, ϕ, g) üçlüsü ile bir Kähler-Norden manifoldu tanımlanabilir. Burada M2n, Cω

sınıfından bir manifold; ϕ, ∇ϕ = 0 şartını sağlayan hemen hemen kompleks yapı g,

g(ϕX, Y ) = g(X,ϕY ) şartını sağlayan bir Norden metriktir (bakınız [81], [43], [?], [5]).

Bu yüzden Kähler-Norden manifoldu ile [?]’de tanımlanan holomorfik metrik ile bir-

likte kompleks Riemannian manifoldu arasında bire bir benzerlik vardır. (M2n, ϕ, g) bir

Kähler-Norden manifold olsun. [81] çalışmasının 113. sayfasındaki 2-boyutlu manifold-

ların düzgün dimM ≥ 4 olduğunu varsayalım yani n ≥ 2’dir.

Uyarı 4.2.1 Kähler-Norden metriği ile birlikte C∞ sınıfından bir hemen hemen Nor-

den manifold pseudo Kähler-Norden manifold olarak adlandırılır. Pseudo Kähler-Norden

manifoldun g metriği hemen hemen holomorfiktir ( bakınız [43]).
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4.3 Twin Norden Metriği

(M2n, ϕ, g) bir hemen hemen Norden manifold olsun. Hemen hemen Norden manifoldun

Norden metriği ile ilişkisi M2n’de tüm X ve Y vektör alanları için

G(X, Y ) = (g ◦ ϕ)(X, Y ) (4.3.1)

denklemi ile tanımlanır. Kolayca ispat edilebilirki G bir metriktir. (Hatta G’nin dual

metriği denir ve G Hermitian geometride Kähler formlara benzer bir rol oynar.) Tachibana

operatörünü pür Riemannian metriğine uygularsak

(φϕG)(X, Y, Z) = (LϕXG− LX(G ◦ ϕ))(Y, Z)

+G(Y, ϕLXZ)−G(ϕY, LXZ) (4.3.2)

= (φϕg)(X,ϕY, Z) + g(Nϕ(X, Y ), Z)

denklemini elde ederiz. (4.3.2) denkleminden Teorem 4.3.1 yazılır.

Teorem 4.3.1 Hemen hemen Norden manifoldda

φϕG = (φϕg) ◦ ϕ+ g ◦ (Nϕ)

eşitliği geçerlidir.

Sonuç 4.3.1 Norden manifoldda aşağıdaki eşitlikler birbirine eşittir. Teorem 4.2.2 ve

Teorem 4.3.1’den aşağıdaki eşitliği elde ederiz.

i. φϕg = 0

ii. φϕG = 0

Teorem 4.3.2 φϕG = 0 ve Nϕ 6= 0 şartını sağlayan Cw sınıfından hemen hemen Norden

manifoldu bulunmaz (Yani kapalı form ile birlikte hemen hemen Kähler manifolduna

benzer olan manifold yoktur). ∇g ile g Norden metriğinin Levi-Civita konneksiyonunun

kovaryant türevini gösterelim. ∇g = 0 şartı Teorem 4.2.2’de yazılarak

∇gG = (∇gg) ◦ ϕ+ g ◦ (∇gϕ) = g ◦ (∇gϕ)

elde edilir. Bu bilgiler ışığında Teorem 4.3.3 yazılır.

Teorem 4.3.3 (M2n, ϕ, g) bir Kähler-Norden metriği olsun. Bu durumda g Norden

metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ile G twin Norden metriğinin Levi-Civita konnek-

siyonu çakışır.
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4.4 Kähler-Norden Manifoldun Eğrilik Tensörleri

Sırasıyla g ve G’ye uygulanan eğrilik tensörleri R ve S olsun. Kähler-Norden manifoldu

için Teorem 4.3.3’ün R = S olduğunu gördük. ϕ’ye Ricci özdeşliğini uygularsak ϕ = 0

sayesinde

ϕ(R(X, Y )Z) = R(X, Y )ϕZ (4.4.1)

denklemini elde ederiz. Bu yüzden R(X1, X2, X3, X4) = g(R(X1, X2)X3, X4) eşitliği X3

ve X4’e göre pürdür ve hatta X1 ve X2’ye göre pürdür.

R(X1, X2, ϕX3, X4) = g(R(X1, X2)ϕX3, X4)

= g(ϕ(R(X1, X2)X3), X4)

= g(R(X1, X2)X3, ϕX4)

= R(X1, X2, X3, ϕX4).

Diğer taraftan S, G tarafından form edilen eğrilik tensörü olsun.

S(X1, X2, X3, X4) = G(S(X1, X2)X3, X4)

eşitliği göz önüne alınarak

S(X1, X2, X3, X4) = S(X3, X4, X1, X2) (4.4.2)

denklemi elde edilir. (4.1.2), (4.3.1), (4.4.1) denkleminden R = S olduğu göz önüne

alınırsa aşağıdaki

S(X1, X2, X3, X4) = G(S(X1, X2)X3, X4)

= g(ϕ(S(X1, X2)X3), X4)

= g(S(X1, X2)X3, ϕX4)

= g(R(X1, X2)X3, ϕX4)

= R(X1, X2, X3, ϕX4)

ve

S(X3, X4, X1, X2) = G(S(X3, X4)X1, X2)

= g(ϕ(S(X3, X4)X1), X2)

= g(S(X3, X4)X1, ϕX2)

= g(R(X3, X4)X1, ϕX2)

= R(X3, X4, X1, ϕX2)

= R(X1, ϕX2, X3, X4)
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denklemleri yazılır. Böylece (4.4.2) denklemi

R(X1, X2, X3, ϕX4) = R(X1, ϕX2, X3, X4)

denklemine dönüşür. Burada R(X1, X2, X3, X4), X2 ve X4’e göre pürlüğü gösterir. Bu

yüzden R(X1, X2, X3, X4) pürdür. Böylece aşağıdaki teorem yazılır.

Teorem 4.4.1 Bir Kähler-Norden manifoldu üzerinde Norden metriğin Riemannian eğri-

lik tensörü pürdür.

Eğer ∇ bir burulmasız afin konneksiyonu ise ∇ϕ = 0, ∇ϕXY = ϕ(∇XY ) şartını sağlarsa

∇’ya holomorfik konneksiyon denir [81], [?], [3], [?], [5]. ∇ konneksiyonunun eğrilik tensör

alanının pür olabilmesi için gerek ve yeter şart onun holomorfik konneksiyon olmasıdır [?],

[81], [43]. Bu yüzden Teorem 4.4.1’den aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.4.1 Bir Kähler-Norden manifoldda Norden metriğinin Levi-Civita konneksiyonu

holomorfiktir [47].

R Riemannian eğrilik tensörü pür olduğu için R’ye φ−operatörünü uygulayabiliriz. ∇ϕ =

0’ı kullanarak

(φϕR)(X, Y1, Y2, Y3, Y4) = (∇ϕXR)(Y1, Y2, Y3, Y4) (4.4.3)

−(∇XR)(ϕY1, Y2, Y3, Y4)

denklemini yazılır. (4.4.1)’i kullanarak ve (4.4.3)’de 2. Bianchi özdeşliğini kullanarak

(φϕR)(X, Y1, Y2, Y3, Y4) = g((∇ϕXR)(Y1, Y2, Y3)

−(∇XR)(ϕY1, Y2, Y3), Y4)

= g((∇ϕXR)(Y1, Y2, Y3) (4.4.4)

−ϕ(∇XR)(Y1, Y2, Y3), Y4)

= g(−(∇Y1R)(Y2, ϕX, Y3)

−(∇Y2R)(ϕX, Y1, Y3)

−ϕ((∇XR)(Y1, Y2, Y3)), Y4)
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elde edilir. Diğer taraftan ∇ϕ = 0 kullanılarak

(∇Y2R)(ϕX, Y1, Y3) = ∇Y2(R(ϕX, Y1, Y3))−R(∇Y2(ϕX), Y1, Y3)

−R(ϕX,∇Y2Y1, Y3)−R(ϕX, Y1,∇Y2Y3)

= (∇Y2ϕ)(R(X, Y1, Y3)) + ϕ(∇Y2R(X, Y1, Y3))

−R((∇Y2ϕ)X + ϕ(∇Y2X), Y1, Y3) (4.4.5)

−R(ϕX,∇Y2Y1, Y3)−R(ϕX, Y1,∇Y2Y3)

= ϕ(∇Y2R(X, Y1, Y3))− ϕ(R(∇Y2X, Y1, Y3))

−ϕ(R(X,∇Y2Y1, Y3)− ϕ(R(X, Y1,∇Y2Y3)

= ϕ((∇Y2R)(X, Y1, Y3))

yazılır. Benzer olarak

(∇Y1R)(Y2, ϕX, Y3) = ϕ((∇Y1R)(Y2, X, Y3)) (4.4.6)

yazılır. (4.4.4) denkleminde (4.4.5) ve (4.4.6)’yı gözönüne alırsak ve tekrar 2. Bianchi

özdeşliğini uygularsak aşağıdaki denklem elde edilir.

(φϕR)(X, Y1, Y2, Y3, Y4) = g(−ϕ(∇Y1R)(Y2, X, Y3))

−ϕ((∇Y2R)(X, Y1, Y3))

−ϕ((∇XR)(Y1, Y2, Y3), Y4)

= −g(ϕ(σ(∇XR)(Y1, Y2), Y3), Y4)

= 0

Burada σ, X, Y1 ve Y2’ye uygulanan döngüsel(dairesel) toplamdır. Bu yüzden aşağıdaki

teorem elde edilir.

Teorem 4.4.2 Bir Kähler-Norden manifoldunda Riemannian eğrilik tensör alanı bir holo-

morfik tensör alanıdır.

4.5 Kähler-Norden Manifoldlarının Skaler Eğrilikleri

(M2n, ϕ) bir kompleks manifold olsun.

Lemma 4.5.1 Bir exact 1−formun holomorfik olabilmesi için gerek ve yeter şart φϕ(df) =

0’ın kapalı olmasıdır. Yani d(df ◦ ϕ) = 0 olmasıdır.
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İspat.

(dω)(X, Y ) =
1

2

{
X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ])

}
,

X, Y ∈ =1
0(M2n), ω ∈ =0

1(M2n) denklemini (ω ◦ ϕ)(Y, ϕX) = ω(ϕ(X)) için kullanırsak

(dω)(Y, ϕX) =
1

2

{
Y (ω(ϕX))− (ϕX)(ω(Y ))− ω([Y, ϕX])

}
=

1

2

{
Y (ω(ϕX))− (ϕX)(ω(Y )) + ω([ϕX, Y ])

}
(4.5.1)

=
1

2

{
Y (ω(ϕX))− (ϕX)(ω(Y )) + ω([ϕX, Y ])

−ϕ[X, Y ] + ω(ϕ[X, Y ])
}

denklemindeni elde ederiz. (4.1.2)’den

(φϕw)(X, Y ) = (ϕX)(w(Y ))−X(w(ϕY )) + w((LY ϕ)(X)) (4.5.2)

= (ϕX)(w(Y ))−X(w(ϕY ))− w([ϕX, Y ]− ϕ[X, Y ])

denklemini elde ederiz. (4.5.1) denkleminde (4.5.2)’yi yazarsak

(dω)(Y, ϕX) =
1

2

{
− (φϕω)(X, Y ) + Y (ω(ϕX))

−X(ω(ϕY )) + ω(ϕ[X, Y ])
}

= −1

2

{
(φϕω)(X, Y ) + Y ((ω ◦ ϕ)(X))

−X((ω ◦$)(Y ))− (ω ◦ ϕ)([Y,X])
}

= −1

2
(φϕω)(X, Y ) + (d(ω ◦ ϕ)(Y,X))

elde edilir. Burada φϕw = 0 eşitliğinin (4.5.3)’e eşit olduğu görülür.

(d(w ◦ ϕ))(Y,X) = (dw)(Y, ϕX) (4.5.3)

(4.5.3) denkleminde w yerine w = df alırsak (4.5.3) denklemi

(d(df ◦ ϕ))(Y,X) = (d2f)(Y, ϕX) = 0

ifadesine dönüşür. Yani

d(df ◦ ϕ) = 0 (4.5.4)

olur. Böylece ispat tamamlanır.
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Eğer bir Kähler-Norden manifoldunda f fonksiyonu için df ◦ϕ = dg şartını sağlayan bir g

fonksiyonu varsa biz f fonksiyonuna holomorfik (analitik) fonksiyon deriz ve g [17] fonksiy-

onu ile bağlantılıdır. Eğer f fonksiyonu yerel olarak tanımlanırsa biz f fonksiyonuna yerel

holomorfik fonksiyon deriz.

Sadece yerel olarak (4.5.4) denkleminin df ◦ ϕ = dg denklemine denk olduğuna dikkat

edelim. Bu yüzden f ’nin yerel holomorfik olma şartı (ϕmi δmf = δig) aşağıdaki gibi verilir.

(φϕdf)ij = ϕmi δmδjf − δi(ϕmj δmf) + (δjϕ
m
i )δmf = 0

g Norden metriği ile birlikte (M2n, ϕ, g) bir Kähler-Norden manifold olsun. Teorem 4.4.1,

Teorem 4.4.2 ve (4.4.3) denkleminden∇R tensör alanının kovaryant türevi Kähler-Norden

manifoldda pürdür. Şimdi Rji = Rs
sji = gisRtjis Ricci tensörünün kovaryant türevi onun

bütün indislerine göre pürdür ve bu yüzden

ϕst∇sRji = ϕsj∇tRsi

yazılır. gji kovaryant Norden metriğine göre yukarıdaki eşitlik

ϕst∇sR = gjiϕsj∇tRsi = ∇t(G
siRsi) = ∇tR

∗

şeklinde yazılır. Burada R = gijRij ve R∗ = GijRij sırasıyla Norden ve twin Norden

metriklerinin eğrilik tensörleridir.

(d(df ◦ ϕ))(Y,X) = (d2f)(Y, ϕX) = 0d(df ◦ ϕ) = 0 (4.5.5)

(4.5.5) denkleminde aşağıdaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.5.1 Bir Kähler-Norden manifoldunda R skaler eğriliği yerel holomorfik fonksi-

yondur.
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5. NORDEN WALKER METRİKLERİ

5.1 Norden Walker Metriklerinin Bazı Özellikleri

(n, n) ile işaretnen g pseudo-Riemannian metriği ile (neutral metrik) birlikte M2n Rie-

mannian manifoldu verilsin. M2n üzerindeki (p, q) tipli bütün tensör alanlarının kümesini

=qp(M2n) ile gösterelim. Manifoldlar, tensör alanları ve konneksiyonların daima diferen-

siyellenebilir ve C∞ sınıfından olduğu kabul edilecektir.

ϕ hemen hemen kompleks yapı ile birlikte (M2n, ϕ) hemen hemen kompleks manifold

olsun. M2n’nin her x noktasının bu Ux koordinat komşuluğunda holonomik doğal çatıda

eğer ϕ = (ϕij) sabit ise bu yapı integrallenebilirdir. Diğer bir deyişle ϕ hemen hemen komp-

leks yapısının integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart ϕ tensör yapıya uygulanan

∇ burulmasız afin konneksiyonunun sabit bırakılmasıdır. Yani ∇ϕ = 0 olmasıdır. ϕ’nin

integrallenebilirliğini Ny Nijenhuis tensörünün sıfıra eşit olması ile de söylenebilir. Eğer

ϕ integrallenebilir ise ϕ bir kompleks yapıdır. Bununla birlikte M2n, Xn(C) manifoldu

üzerinde C-holomorfiktir [23].

5.1.1 Norden Metrikleri

g metriği her X, Y ∈ =1
0(M2n) için aşağıdaki denklem sağlanırsa bir Norden metrik

tanımlar.

g(ϕX,ϕY ) = −g(X, Y )

g(ϕX, Y ) = g(X,ϕY )

Norden metriği; pür metrikler, anti-Hermityen ve B-metriği olarak aşağıdaki çalışmalarda

incelenmiştir. Eğer (M2n, ϕ), g Norden metriği ile birlikte bir hemen hemen kompleks

manifold ise (M2n, ϕ, g)’ye hemen hemen Norden manifold denir. ϕ integrallenebilir ise

(M2n, ϕ, g) Norden manifold olarak adlandırılır [11], [17], [?], [43], [74], [80].

5.1.2 Holomorfik(Hemen Hemen Holomorfik) Tensör Alanları

Xn(C), C-holomorfik manifoldu üzerinde t∗ bir kompleks tensör alanı olsun. Bu tensör

alanının reel modelide M2n üzerinde bir tensör alanıdır. Bu tensör alanlarını yazarlar pür

olarak almıştır(bakınız [22], [36], [30], [43], [47],[48], [74]). (0, q) tipli ω tensör alanının

55



pür olabilmesi için aşağıdaki şartı sağlamalıdır. Her X1, X2 . . . , Xqε=1
0(M2n) için

ω(ϕX1, X2 . . . , Xq) = ω(X1, ϕX2 . . . , Xq) = . . . = ω(X1, X2 . . . ϕ,Xq)

ω pür tensör alanına uygulanan [85]

Φϕ : =0
q(M2n)→ =0

q+1(M2n)

(Φϕω)(X, Y1, Y2, . . . , Yq) = (ϕX)(ω(Y1, Y2, . . . , Yq))

−X(ω(ϕY1, Y2, . . . , Yq))

+ω((LY1ϕ)X, Y2, . . . , Yq) + . . .

+ω(Y1, Y2, . . . , (LY4ϕ)X)

eşitliği ile verilen bir operatör tanımlayalım. (Burada Ly ile L’ye göre Lie türevi gösteril-

mektedir.)

M2n üzerinde ϕ bir kompleks yapı ve Φϕω tensör alanı sıfıra eşitse Xn(C) üzerindeki w∗

kompleks tensör alanına holomorfiktir denir ([22], [43], [74]).

(Φϕw)(X, Y1, Y2, . . . , Yq) = 0

X, Y1, Y2, . . . , Yqε=1
0(M2n) ve ω pür tensör alanı olmak üzere Xn(C) üzerindeki w∗ tensör

alanının holomorfik olması Φϕω = 0 ile ifade edilir. Bu yüzden M2n üzerindeki ω tensör

alanı holomorfik tensör alanı olarak adlandırılır. M2n üzerinde ϕ hemen hemen kompleks

yapı olduğunda Φϕω = 0 şartını sağlayan tensör alanı hemen hemen holomorfiktir denir.

5.1.3 Holomorfik Norden (Kähler-Norden) Metrik

g Norden metriği ile birlikte bir Norden manifoldun holomorfik olarak ifade edilebilmesi

için X, Y, Zε=1
0(M2n) için

(Φϕg)(X, Y, Z) = 0 (5.1.1)

(5.1.1) eşitliğinde X = ∂k, Y = ∂i, Z = ∂j yazılırsa x1, x2, . . . , xn lokal koordinat sistemine

göre Φϕg’nin (Φϕg)kij bileşenleri aşağıdaki gibi olur.

(Φϕg)kij = ϕmk ∂mgij − ϕmi ∂kgmj + gmj(∂iϕ
m
k − ∂kϕmi ) + gim∂jϕ

m
k

Eğer (M2n, ϕ, g) holomorfik Norden g metriği ile birlikte bir Norden manifold ise (M2n, ϕ, g)’ye

biz holomorfik Norden manifold deriz.
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Diğer yönden holomorfik Norden manifoldları Kähler Norden manifoldlarına benzerdir.

“Bir hemen hemen hermityen manifoldun Kähler olabilmesi için gerek ve yeter şart hemen

hemen kompleks yapının Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olmasıdır.” Bilinen

sonuç aşağıdaki takip eden teorem ile eştir.

Teorem 5.1.1 [17] (Parakompleks versiyon için bakınız [40]) g Norden metriği ile birlikte

bir hemen hemen kompleks manifold verilsin. Φϕg = 0 şartı ∇ϕ = 0 şartına denktir.

(Burada ∇, g’nin Levi-Civita konneksiyonudur.)

Kähler Norden manifold (M2n, ϕ, g) üçlüsü ile gösterilsin. Burada ϕ hemen hemen kom-

pleks yapıdır. g pseudo-Riemannian metriğidir. Bu yüzden Kähler-Norden manifoldları

ve holomorfik metriğe sahip Norden metriği arasında bir uygunluk vardır. Bu manifold-

ların Riemannian eğrilik tensörleri pür ve holomorfiktir ve hatta skaler eğrilikleri de yerel

holomorfik fonksiyondur ([17],[34]).

Uyarı 5.1.1 ∇ϕ = 0 ise hemen hemen kompleks yapı integrallenebilirdir. Bu yüzden

g’nin ∇ Levi-Civita konneksiyonu burulmasız afin konneksiyondur. Bu bilgiler ışığında

eğer Φϕg = 0 ise ϕ integrallenebilirdir. Böylece hemen hemen Norden manifoldu üzerinde

Φϕg = 0 ve Nϕ = 0 şartı sağlanır (Yani kapalı Kähler manifoldu ile birlikte hemen hemen

Käler manifolduna eş olan holomorfik Norden manifoldlar var olmaz). [34]

Tezimizin bu bölümünde 4-boyutlu Norden manifoldları üzerinde Walker metriği kulla-

narak yani bir Norden-Walker metriği tanımlanacaktır.

5.2 Norden-Walker metrikleri

5.2.1 g Walker Metriği

g bir M4 4−manifoldu üzerinde neutral metrik olsun. Bu metriğin Walker metrik olarak

ifade edilebilmesi için g’ye göre paralel olan M4 üzerinde 2−boyutlu D null dağılımının

var olması gerekmektedir. Walker’ın teoreminden [59] (x, y, z, t) koordinat sistemine göre

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a c
0 1 c b

 (5.2.1)
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lokal kanonik forma sahiptir. Burada a, b, c fonksiyonları (x, y, z, t) koordinatlarının dife-

rensiyellenebilir fonksiyonlarıdır. D paralel null 2−düzleme ∂x, ∂y ile lokal olarak gerilir.

Burada

∂x =
∂

∂x
ve ∂y =

∂

∂y

şeklindedir.

g’ye göre uygun hemen hemen kompleks yapısı g−ortogonal J hemen hemen kompleks

yapısı olarak tanımlanır ve burada J , D üzerinde pozitif π
2

dönmenin standart üretkenidir

[11]. Yani J∂x = ∂yve J∂y = −∂x şeklindedir. O halde g Walker metriği (5.2.2) denklemi

ile tek olarak tanımlanır. 
0 −1 −c 1

2
(a− b)

1 0 1
2
(a− b) c

0 0 0 −1
0 0 1 0

 (5.2.2)

[2]’de M Walker 4-manifoldu üzerindeki böyle bir uygun J hemen hemen kompleks yapısı

için (gN+, J) hemen hemen Norden yapısı inşa edilir. Burada gN+, M üzerinde

gN+(JX, Jy) = −gN+(X, Y )

özelliğine sahip bir metriktir. Gerçekten buna benzer bazı örnekler [2]’in 6. önermesinden

görülür.

gN+ =


0 −2 0 −b
−2 0 −a −2c
0 −a 0 1

2
(1− ab)

−b −2c 1
2
(1− ab) −2c


Bu metriğe biz hemen hemen Norden metrik deriz. [2]’de böyle bir yapının inşası Walker

metriğinden farklı olarak verilen hemen hemen kompleks yapı için Norden metriğinin

bulunması şeklindedir.

Bu bölümdeki amacımız g Walker metriğinin olmadığı uygun ϕ hemen hemen kompleks

yapısına sahip (g, F ) hemen hemen Norden-Walker yapısı bulmaktır. Yani metriği sabit

tutarak

g(FX,FY ) = −g(X, Y )

şartını sağlayan F hemen hemen yapısını bulmaya çalışacağız.

[2]’de verilen hemen hemen kompleks yapısı için metrik inşa edilmiştir. Buradaki metotda

ise verilen metrik için bir hemen hemen kompleks yapı inşa edilmiştir.
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5.2.2 Hemen Hemen Norden-Walker Manifold

F , M4 Walker manifoldu üzerinde

i. F 2 = −I

ii. g(FX, Y ) = g(X,FY ) (Nordenlik özelliği)

iii. F∂x = ∂y, F∂y = −∂x (F , D üzerindeki pozitif
π

2
−dönmeye neden oluyor.)

şartlarını sağlayan hemen hemen kompleks yapı olsun. Bu üç şart ile tanımlanan F tek

olmadığını görebiliriz. Yani
F∂x = ∂y,

F∂y = −∂x,
F∂z = α∂x + 1

2
(a+ b)∂y − ∂t,

F∂t = −1
2
(a+ b)∂x + α∂y + ∂z

ve {∂x, ∂y, ∂z, ∂t} doğal koordinatlarına göre

F = (F i
j ) =


0 −1 α −1

2
(a+ b)

1 0 1
2
(a+ b) α

0 0 0 1
0 0 −1 0


lokal bileşenlerine sahiptir. Burada α = α(x, y, z, t) keyfi fonksiyonlarıdır. (5.2.2)’deki gibi

uygun J hemen hemen kompleks yapısı tek olarak tanımlandığını hatırlayalım. Bizim

durumumuzdan hemen hemen Norden-Walker yapısı, F hemen hemen kompleks yapısı

α(x, y, z, t) keyfi fonksiyonlarını içermesiyle elde edilir.

Bizim amacımız açık bir şekilde, g Walker metriğine sahip, basit olmayan hemen hemen

Norden-Walker yapısı bulmaktır. Bu yüzden, α = c alacağız. O zaman g tek bir

ϕ = (ϕij) =


0 −1 c −1

2
(a+ b)

1 0 1
2
(a+ b) c

0 0 0 1
0 0 −1 0

 (5.2.3)

hemen hemen kompleks yapısını tanımlar. (M4, ϕ, g) üçlüsüne hemen hemen Norden-

Walker manifold denir. [4], [9], [25], [31], [37]’deki terminolojiye uyarak ϕ’ye uygun

(proper) hemen hemen kompleks yapı diyeceğiz.

Uyarı 5.2.1 (5.2.3)’den, a = −b ve c = 0 olduğu durumda ϕ’nin integrallenebildiğini

söyleyebiliriz.
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5.2.3 Uygun Hemen Hemen Kompleks Yapıların İntegrallenebilirliği

Hemen hemen Norden-Walker manifoldlar üzerindeki ϕ hemen hemen kompleks yapısının

integrallenebilmesi için gerek ve yeter şart

(Nϕ)ijk = ϕmj ∂mϕ
i
k − ϕmk ∂mϕij − ϕim∂jϕmk + ϕim∂kϕ

m
j = 0 (5.2.4)

eşitliğinin sağlanmasıdır. (5.2.3) ve (5.2.4)’den aşağıdaki integrallenebilme şartını buluruz:

Teorem 5.2.1 Hemen hemen Norden-Walker manifoldlar üzerindeki uygun ϕ hemen

hemen kompleks yapısının integrallenebilmesi için gerek ve yeter şart{
ax + bx + 2cy = 0

ay + by − 2cx = 0
(5.2.5)

kısmi diferensiyel denklemlerinin sağlanmasıdır. Bu teoremden, a = −b ve c = 0 ise, ϕ

integrallenebilirdir diyebiliriz(bakınız Sonuç 5.2.1).

(M4, ϕ, g), Norden-Walker manifold (Nϕ = 0) ve a = b olsun. Bu durumda (5.2.5)

denklemini {
ax = −cy
ay = cx

(5.2.6)

formuna indirgeyebiliriz. Buradan

axx + ayy = 0
cxx + cyy = 0

(5.2.7)

yazabiliriz. Bu ise a ve c fonksiyonlarının x ve y argümanlarına göre harmonik olduğunu

gösterir. Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 5.2.2 (M4, ϕ, g) üçlüsü Norden-Walker ve a = b ise, o zaman a ve c fonksiyonları

x ve y argümanlarına göre harmoniktirler.

Örnek 5.2.1 Norden-Walker metriklerinin özel tiplerinin varlığını belirlemek için Teorem

5.2.2’nin uygulamasını yapacağız. a = b ve h(x, y) ise x ve y değişkenlerinin harmonik

fonksiyonları olsunlar. Mesela, h(x, y) = ex cos y olsun. a, z ve t’nin keyfi diferensiyel-

lenebilir fonksiyonu olmak üzere

a = a(x, y, z, t) = h(x, y) + α(z, t) = ex cos y + α(z, t)
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yazalım. Bu durumda α’da x ve y’ye göre harmonik fonksiyon olup,

ax = ex cos y

ay = −ex sin y

yazabiliriz. (5.2.6)’den, c için

cx = ay = −ex sinx

cy = −ax = −ex cos y

yazarız. Bu kısmi diferensiyel denklemler için, β, z ve t’nin keyfi diferensiyellenebilir

fonksiyonu olmak üzere

c = −ex sin y + β(z, t)

çözümünü elde etmiş oluruz. Böylece Norden-Walker metriği

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 ex cos y + α(z, t) −ex sin y + β(z, t)
0 1 −ex sin y + β(z, t) ex cos y + α(z, t)


formundaki bileşenlere sahip olmuş olur.

5.3 Holomorfik Norden-Walker (Kähler-Norden-Walker) Metrik-
ler

(M4, ϕ, g) hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. Eğer

(Φϕg)kij = ϕmk δmgij − ϕmi δkgmj + gmj(δiϕ
m
k − δkϕmi ) + gimδjϕ

m
k = 0 (5.3.1)

sağlanırsa Teorem 5.1.1, ϕ’nin etksiyle integrallenebilir ve (M4, ϕ, g) üçlüsü Kähler-Norden-

Walker manifold yada bir holomorfik Norden-Walker olarak adlandırılır. Uyarı 5.1.1

dikkate alınarak Φϕg = 0 ve Nϕ 6= 0 olması şartıyla hemen hemen Kähler-Norden-Walker

manifold olduğu görüldü.
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(5.2.1) ve (5.2.3)’ü (5.3.1)’da yerine yazarsak

(Φϕg)xzz = ay, (Φϕg)xzt = (Φϕg)xtz =
1

2
(bx − ax) + cy,

(Φϕg)xtt = by − 2cx, (Φϕg)yzz = −ax,

(Φϕg)yzt = (Φϕg)ytz =
1

2
(by − ay)− cx,

(Φϕg)ytt = −bx − 2cy,

(Φϕg)zxz = (Φϕg)zzx = (Φϕg)txt = (Φϕg)ttx = cx,

(Φϕg)zxt = (Φϕg)ztx = −(Φϕg)txz = −(Φϕg)tzx =
1

2
(ax + bx),

(Φϕg)zyz = (Φϕg)zzy = (Φϕg)tyt = (Φϕg)tty = cy,

(Φϕg)zyt = (Φϕg)zty = −(Φϕg)tyz = −(Φϕg)tzy =
1

2
(ax + by),

(Φϕg)zzz = cax − at + 2cz +
1

2
(a+ b)ay,

(Φϕg)zzt = (Φϕg)ztz = ccx + bz +
1

2
(a+ b)cy,

(Φϕg)ztt = cbx + at − 2cz +
1

2
(a+ b)by,

(Φϕg)tzz = cay − bz −
1

2
(a+ b)ax,

(Φϕg)tzt = (Φϕg)ttz = ccy − at + 2cz −
1

2
(a+ b)cx,

(Φϕg)ttt = cby + bz −
1

2
(a+ b)bx.

eşitlikleri elde edilir.

Teorem 5.3.1 (M4, ϕ, g) üçlüsünin Kähler-Norden-Walker manifold olması için gerek ve

yeter şart aşağıdaki eşitliklerin sağlanmasıdır.

ax = ay = cx = cy = bx = by = bz = 0, at − 2cz = 0. (5.3.2)

Sonuç 5.3.1 Metrik

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(z) 0
0 1 0 b(t)


şartıyla (M4, ϕ, g) üçlüsü daima Kähler- Norden-Walker’dır.

5.4 Norden-Walker Manifoldların Eğrilik Özellikleri

Eğer R ve r Walker metriğinin sırasıyla eğrilik ve skaler eğriliği ise R ve r’nin sahip olduğu

komponentler şöyle ifade edilir [34].
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Rxzxz = −1

2
axx, Rxzxt = −1

2
cxx, Rxzyz = −1

2
axy, Rxzyt = −1

2
cxy,

Rxzzt =
1

2
axt −

1

2
cxz −

1

4
aybx +

1

4
cxcy, Rxtxt = −1

2
bxx, Rxtyz = −1

2
cxy,

Rxtyt = −1

2
bxy, Rxtzt =

1

2
cxt −

1

2
bxz −

1

4
(cx)

2 +
1

4
axbx −

1

4
bxcy +

1

4
bycx,

Ryzyz = −1

2
ayy, Ryzyt = −1

2
cyy,

Ryzzt =
1

2
ayt −

1

2
cyz −

1

4
axcy +

1

4
aycx −

1

4
ayby +

1

4
(cy)

2, Rytyt = −1

2
byy,

Rytzt =
1

2
cyt −

1

2
byz −

1

4
cxcy +

1

4
aybx,

Rztzt = czt −
1

2
att −

1

2
bzz −

1

4
a(cx)

2 +
1

4
aaxbx +

1

4
caxby −

1

2
ccxcy −

1

2
atcx +

1

2
axct

−1

4
axbz +

1

4
caybx +

1

4
bayby −

1

4
b(cy)

2 − 1

2
bzcy +

1

4
aybt +

1

4
azbx +

1

2
bycz −

1

4
atby

ve

r = axx + 2cxy + byy.

Farz edelim ki (M4, ϕ, g) üçlüsü Kähler-Norden-Walker’dır. Son denklem (5.3.2) ve (5.4.1)’de

gözönüne alınırsa

Rztzt = czt −
1

2
att = −1

2
(at − 2cz)t = 0.

(5.3.2)’dan kolayca görülürki (5.4.1)’de R’nin diğer komponentleri direk olarak sıfırlanır.

Böylece;

Teorem 5.4.1 Eğer (M4, ϕ, g) bir Norden-Walker manifold ise Kähler-Norden-Walker

manifold, M4’de düzgündür.

Uyarı 5.4.1 Holomorfik ve pür tensör manifold eğriliği gibi bir Kähler-Norden mani-

foldun düzgün olmadığı bulunmuştur [60].

(M4, ϕ, g) özel ϕ integrallenebilir yapısı yani Nϕ = 0 şartıyla bir Norden-Walker manifold

olsun. a = b ise (5.2.6) denkleminden Teorem 5.2.2’nin ispatlandığını görürüz. Eğer

c = c(y, z, t) ve c = c(x, z, t) ise, cxy = (cx)y = (cy)x = 0’dır. Bu durumlarda (5.2.6)’nin

sıfırlanmasıyla sırasıyla a = a(x, z, t) ve a = a(y, z, t) olur. cxy = 0 ve axx + byy = 0’ın

kullanılmasıyla (bakınız (5.2.7)), (5.4)’den r = 0 elde edilir.

Böylece:
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Teorem 5.4.2 Eğer (M4, ϕ, g)’de g ve g̃ metrikleri

g =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(x, z, t) c(y, z, t)
0 1 c(y, z, t) a(x, z, t)

 , g̃ =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(y, z, t) c(x, z, t)
0 1 c(x, z, t) a(y, z, t)


bir Norden-Walker non-Kähler manifold ise M4’de skaler düzgündür.

5.5 Hemen Hemen Norden-Walker ve Kähler-Norden-Walker
Manifoldlarının Golberg Varsayımları Arasındaki İlişki

(M2n, ϕ, g) hemen hemen Norden manifold olsun. M2n üzerinde ϕ-uyumlu Ωϕ(X, Y ) =

h(ϕX, Y ) 2-form seçelim. Burada, h(X, Y ) = g̃(X, Y ) + g̃(ϕX,ϕY ) herhangi g Rieman-

nian metriği için Hermitian metriktir. Elde edilen M2n paracompakttır [22]. Aşağıda ki

gibi Goldbers varsayımlarının hemen hemen Norden versiyonu ileri sürülebilir [36].

G1. M2n’den dolayı kompaktır

G2. g, Einstein’dır.

G3. Eğer ϕ-uyumlu 2-form ise kapalıdır. O zaman ϕ integrallenmelidir.

Tüm kompakt Norden-Walker 4-manifoldlarında iki alt birim tanımlandı.

KNW = {(M4, ϕ, g) : Φϕg = 0},

GNW = {(M4, ϕ, g) : M4 manifoldu (G2) ve (G3) şartlarını sağlar}.

Teorem 5.5.1 M4 ∈ KNW olsun. O zaman ϕ integrallenebilmeli ve M4, GNW ’nin

(G2) şartını sağlayan bir manifold olmalı.

İspat. Farz edelimki M4 ∈ KNW olsun. O zaman Teorem 5.4.1’de gördükki M4 düzdür

ve g Einstein’dır. Uyarı 5.1.1’den dolayı eğer Φϕg = 0 ise ϕ integrallenebilir, böylece ispat

tamamlanır.
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6. NORDEN-WALKER 4-MANİFOLDLARI

6.1 Norden-Walker 4-Manifoldları

6.1.1 Quasi-Kähler Manifoldları

Norden metriği ile birlikte integrallenemeyen hemen hemen kompleks manifoldun temel

sınıfı quasi-Kähler manifoldun sınıfıdır [29]. (M2n, ϕ, g) hemen hemen Norden manifoldu

σ
X,Y,Z

g((∇Xϕ)Y, Z) = 0

denklemini sağlarsa quasi-Kähler olur. Burada σ bir döngüsel (dairesel) toplamdır. Son

denklemden

(Φϕg)(X, Y, Z) + 2g((∇Xϕ)Y, Z) = σ
X,Y,Z

g((∇Xϕ)Y, Z)

elde edilir. Burada g quasi-Kähler manifoldunda Norden metriktir.

6.1.2 Twin Norden Metrikleri

(M2n, ϕ, g) hemen hemen Norden manifold olsun. Hemen hemen Norden manifoldla

bağlantılı Norden metriği, M2n üzerindeki tüm X ve Y vektör alanları için

G(X, Y ) = (g ◦ ϕ)(X, Y )

şeklindedir.

Burada G yeni bir Norden metriğidir. Bu metrik g’nin twin(dual) Norden metriği olarak

adlandırılır. g, Norden metriğinin Levi-Civita konneksiyonunun türevini∇g ile gösterelim.

Daha sonra ∇g = 0 eşitliğini Teorem 5.1.1’de kullanırsak

∇gG = (∇gg) ◦ ϕ+ g ◦ (∇gϕ) = g ◦ (∇gϕ)

denklemini elde ederiz.

Bu yüzden; g, Kähler-Norden metriğinin Levi-Civita konneksiyonu; G twin metriğinin

Levi-Civita konneksiyonuna denk gelir. (Yani Kähler-Norden manifoldun Levi-Civita kon-

neksiyonu için metrik tek değildir.)
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6.1.3 İzotropik Kähler-Norden-Walker Yapılar

Uygun bir ϕ hemen hemen kompleks yapısı (M2n, ϕ, g)’nin Norden-Walker manifoldu

üzerinde eğer ‖∇ϕ‖2 = 0, ∇ϕ 6= 0 şartını sağlarsa izotropik Kählerdir denir. İzotropik

Kähler yapıyla ilgili ilk örnek 4. boyutta [18] çalışmasında, daha sonra 6. boyutta [2]

çalışmasında 4. boyutta [9] çalışmasında verilmiştir. Bu bölümde bizim amacımız (M4, ϕ, g)

Norden-Walker manifoldu üzerinde uygun bir hemen hemen kompleks yapının izotropik

Kähler olduğunu göstermektir. (5.2.1) denklemindeki metrik tensörün tersi g−1 = (gij)

g−1 =


−a −c 1 0
−c −b 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 (6.1.1)

ile verilir.

Hemen hemen kompleks yapının ∇ϕ kovaryant türevi (∇ϕ)kij = ∇k
iϕj şeklindedir. Bazı

hesaplamalarla

∇xϕ
x
x = ∇xϕ

y
t = cx,∇yϕ

x
z = ∇yϕ

y
t = cy, (6.1.2)

∇xϕ
x
x = −∇zϕ

y
y = ∇zϕ

z
z = −∇zϕ

t
t =

1

2
ay +

1

2
cx,

∇xϕ
y
x = ∇zϕ

x
y = ∇zϕ

t
z = ∇zϕ

z
t = −1

2
ax +

1

2
cy,

∇zϕ
x
z = 2cz + cax − at −

1

2
ccy −

1

2
acx +

1

2
bay,

∇zϕ
y
z = az +

1

4
acy −

1

4
bcy + cay +

3

4
aax +

1

4
bax,

∇zϕ
x
t =

1

4
aax −

1

4
bax + cay +

3

4
bcy + ccx +

1

4
acy,

∇zϕ
y
z = az +

1

4
acy −

1

4
bcy + cay +

3

4
aax +

1

4
bax,

∇zϕ
x
t =

1

4
aax −

1

4
bax + cay +

3

4
bcy + ccx +

1

4
acy,

∇zϕ
y
t = 2cx +

1

2
ccy − at +

1

2
bay +

1

2
cax −

1

2
acx,

∇tϕ
x
x = −∇tϕ

y
y = ∇tϕ

z
z = −∇tϕ

t
t =

1

2
cy +

1

2
bx,

∇tϕ
y
x = ∇tϕ

x
y = ∇tϕ

t
z = ∇tϕ

z
t = −1

2
cx +

1

2
by,

∇tϕ
x
z =

3

2
ccx + bz −

1

2
cby −

1

2
abx +

1

2
bcy,

∇tϕ
y
z =

1

4
aby −

1

4
bby −

1

4
acx +

1

4
bcx,

∇tϕ
x
t =

1

4
acx −

1

4
bcx + ccy +

1

4
bby + cbx −

1

4
aby,

∇tϕ
y
t =

1

2
cby + bz +

1

2
bcy +

1

2
ccx −

1

2
abx.
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denklemi elde edilir. (6.1.2) denkleminin uzun ama kolay hesaplamaları gösterir ki

‖∇ϕ‖2 = gijgklgms(∇ϕ)mik(∇ϕ)sjl = 0

olur.

Teorem 6.1.1 (M4, ϕ, g) hemen hemen Norden-Walker manifoldu üzerinde uygun bir

hemen hemen Norden yapı izotropik Kählerdir.

6.2 (M4, ϕ, g) Holomorfik Norden-Walker(Kähler-Norden-Walker)
ve quasi-Kähler-Norden-Walker Metrikleri

(M4, ϕ, g) bir hemen hemen Norden-Walker manifoldu olsun. Eğer (M4, ϕ, g) üçlüsü eğer

(Φφg)kij = φmk δmgij − φmi δkgmj + gmj(δiφ
m
k − δkφmi ) + gimδjφ

m
k = 0 (6.2.1)

eşitliğini sağlarsa bir holomorfik Norden-Walker veya bir Kähler-Norden-Walker man-

ifolddur denir. (Burada ϕ integrallenebilirdir.) Sonuç 5.1.1’den görülür ki Φφg = 0

ve Nϕ = 0 şartını sağlayan bir hemen hemen Kähler-Norden-Walker manifoldu yoktur.

(6.2.1) denkleminde (5.2.1) ve (5.2.3) denklemi gözönüne alınırsa (Φφg)kij’nin sıfır olmayan

bileşenlerinin

(Φϕg)xzz = ay (Φϕg)xzt =
1

2
(bx − ax) + cy, (6.2.2)

(Φϕg)xtt = by − 2cx, (Φϕg)yzz = −ax,

(Φϕg)yzt = (Φϕg)ytz =
1

2
(by − ay)− cx (Φϕg)ytt = −bx − 2cy,

(Φϕg)zxz = (Φϕg)zzx = (Φϕg)txt = (Φϕg)ttx = cx,

(Φϕg)zxz = (Φϕg)ztx = −(Φϕg)txz = −(Φϕg)tzx =
1

2
(ax + bx),

(Φϕg)zxz = (Φϕg)zzy = (Φϕg)tyt = (Φϕg)tty = cy,

(Φϕg)zyt = (Φϕg)zty = −(Φϕg)tyz = −(Φϕg)tzy =
1

2
(ay + by),

(Φϕg)zzz = cax − at + 2cz +
1

2
(a+ b)ay,

(Φϕg)zzt = (Φϕg)ztz = ccx + bz +
1

2
(a+ b)cy,

(Φϕg)ztt = cbx + at − 2cx +
1

2
(a+ b)by, (Φϕg)tzz = cay − bz −

1

2
(a+ b)ax,

(Φϕg)tzt = (Φϕg)ttz = ccy − at + 2cx −
1

2
(a+ b)cx,

(Φϕg)ttt = cby + bz −
1

2
(a+ b)bx.

denklemi şeklinde olduğu görülür. Yukarıdaki eşitlikten aşağıdaki teorem yazılır.
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Teorem 6.2.1 (M4, ϕ, g) üçlüsünün bir Kähler-Norden-Walker manifoldu olabilmesi için

gerek ve yeter şart

ax = ay = bx = by = cx = cy = 0, at − 2cz = 0 (6.2.3)

eşitliğini sağlamasıdır. (M4, ϕ, g) Norden-Walker manifoldu Φkgij+2∇kGij şartını sıfırlarsa

quasi-Kähler manifold olur. (Burada G, Gij = ϕmi gmj ile tanımlanır.)

Sonuç 6.2.1 (5.2.1) ve (5.2.3)’ten kolayca görülür ki G twin Norden metriği Walker

değildir. G metriğine uygulanan ∇G kovaryant türevi (∇G)ijk = ∇iGjk şeklindedir.

Norden-Walker 4-manifoldda

∇xGzz = ∇xGtt = cx,∇yGzz = ∇yGtt = cy, (6.2.4)

∇zGxz = ∇zGzx = −∇zGyt = −∇zGty =
1

2
(ay + cx),

∇zGxt = ∇zGtx = ∇zGyz = ∇zGzy =
1

2
(cy − ax),

∇zGzz = 2cz − at +
1

2
ay(a+ b) + cax,

∇zGzt = ∇zGtz =
1

2
(cay + ccx)−

1

4
((a+ b)(ax − cy)),

∇zGtt = 2cz − at −
1

2
cx(a+ b) + ccy,

∇tGxz = ∇tGz = −∇tGyt = −∇tGty =
1

2
(bx + cy),

∇tGxt = ∇tGtx = ∇tGyz = ∇tGzy =
1

2
(by − cx),

∇tGzz = bz + ccx +
1

2
cy(a+ b),

∇tGzt = ∇tGtz =
1

2
c(bx + cy)−

1

4
((cx − by)(a+ b)),

∇tGtt = bz + cby −
1

2
bx(a+ b).

dir. ∇iGjk’nın sıfır olmayan bileşenleri (6.2.4) ile verilir. (6.2.2) ve (6.2.4)’ten Teorem

6.2.2 elde edilir.

Teorem 6.2.2 (M4, ϕ, g) üçlüsünün quasi-Kähler Norden-Walker manifoldu olabilmesi

için gerek ve yeter şart aşağıdaki denklemlerin sağlamasıdır.

bx = by = bz = 0, ay − 2cx = 0, ax − 2cy = 0, cax − at + 2cz − (a+ b)cx = 0
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6.3 Norden Manifoldlarının Eğrilik Özellikleri

Eğer R ve r sırasıyla Walker metriğin eğriliği ve skaler eğriliği olsun. R ve r’nin bileşenleri

sırasıyla [34]

Rxzxz = −1

2
axx, Rxzxt = −1

2
cxx, Rxzyz = −1

2
axy, Rxzyt = −1

2
cxy, (6.3.1)

Rxzzt =
1

2
axt −

1

2
cxz −

1

4
aybx +

1

4
cxcy, Rxtxt = −1

2
bxx, Rxtyz = −1

2
cxy,

Rxtyt = −1

2
bxy, Rxtzt =

1

2
cxt −

1

2
bxz −

1

4
(cx)

2 +
1

4
axbx −

1

4
bxcy +

1

4
bycx,

Ryzyz = −1

2
ayy, Ryzyt = −1

2
cyy,

Ryzzt =
1

2
ayt −

1

2
cyz −

1

4
axcy +

1

4
aycx −

1

4
ayby +

1

4
(cy)

2, Rytyt = −1

2
byy

Rytzt =
1

2
cyt −

1

2
byz −

1

4
cxcy +

1

4
aybx,

Rztzt = czt −
1

2
att −

1

2
bzz −

1

4
a(cx)

2 +
1

4
aaxbx +

1

4
caxby −

1

2
ccxcy

−1

2
atcx +

1

2
axct −

1

4
axbz +

1

4
caybx +

1

4
bayby −

1

4
b(cy)

2

−1

2
bzcy +

1

4
aybt +

1

4
azbx +

1

2
bycz −

1

4
atby.

ve

r = axx + 2cxy + byy (6.3.2)

şeklindedir. (M4, ϕ, g) üçlüsünün Kähler-Norden-Walker olduğunu varsayalım. (6.2.3) ve

(6.3.1)’deki son eşitliklerinden

Rztzt = czt −
1

2
att = −1

2
(at − 2cz)t = 0

olduğunu görürüz. (6.2.3)’den kolayca görürüz kiR’nin (6.3.1) denklemindeki bileşenlerinin

hepsi sıfırdır. Böylece Teorem 6.3.1 elde edilir.

Teorem 6.3.1 (M4, ϕ, g) Norden-Walker manifoldu, M4 düz olduğunda Kähler-Norden-

Walker’dır.

Sonuç 6.3.1 Kähler-Norden manifoldu düz değildir ve bu manifoldun eğrilik tensörü pür

ve holomorfiktir [60].

(M4, ϕ, g) uygun bir ϕ integrallenebilir (Nϕ = 0) yapı ile birlikte bir Norden-Walker

manifold olsun. Eğer a = b olursa Teorem 5.2.2’nin ispatından (5.2.6) eşitliğini görürüz.

Eğer c = c(y, z, t) ve c = c(x, z, t) ise cxy = (cx)y = (cy)x = 0’dır. Bu durumda (5.2.6)
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denkleminden sırasıyla a = a(x, z, t) ve a = (y, z, t)’dir. cxy = 0 ve axx + byy = 0

kullanılarak, (6.3.2) denkleminden r = 0 elde edilir. Böylece Teorem 6.5.1’i elde ederiz

(bakınız (5.2.7)).

Teorem 6.3.2 g, g̃ metrikleri ile birlikte (M4, ϕ, g) üçlüsü bir manifolddur. (Burada M4

skaler düzgündür.)

g =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(x, z, t) c(y, z, t)
0 1 c(y, z, t) a(x, z, t)

 , g̃ =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(y, z, t) c(x, z, t)
0 1 c(x, z, t) a(y, z, t)



6.4 Goldberg Varsayımları

(M2n, J, g) bir hemen hemen Hermitian manifold olsun. Goldberg varsayımlarına göre

eğer aşağıdaki üç şart sağlanırsa hemen hemen Hermitian manifold Kählerdir.

G1. (M2n) manifoldu kompakt

G2. g, Riemannian metriği Einsteindir.

G3′. Ω(X, Y ) = g(JX, Y ) eşitliğini sağlayan Ω fundamental 2-formu kapalıdır. (Yani

dΩ = 0)

Not etmek gerekir ki Goldberg varsayımları hiçbir ilerleme kaydedememiştir ve orjinal

varsayımlar hala açık bir problemdir.

(M2n, ϕ, g) bir hemen hemen Norden manifold olsun. M2n üzerinde ϕ hemen hemen

kompleks yapısı verilmiş olsun. Herhangi bir g̃, Riemannian metriği alındığında M2n

kompaktır (parakompactır). [22] ∀X, Y ∈ =1
0(M2n) için

h(X, Y ) = g̃(X, Y ) + g̃(ϕX,ϕY )

ile h Hermitian metriği elde edilir. (ϕ, g̃)

Ωϕ(X, Y ) = h(ϕX, Y )

şartı ile birlikte bir fundamental 2-form tanımlar. Biz bunu bir ϕ−compatible 2−form

olarak tanımlarız. (M2n, ϕ, g) hemen hemen Norden manifold olsun. M2n üzerinde bir Ωϕ
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ϕ−compatible 2−form seçilsin. (6.5.1)’de verilen Goldberg varsayımlarının hemen hemen

Norden versiyonunu ileri sürebiliriz. Eğer

G1. M2n kompakt

G2. g, Einstein ve eğer

G3’. bir Ωϕ, ϕ− compatible 2−formu kapalı

ise ϕ integrallenebilir olmak zorundadır.

(M4, ϕ, g) bir hemen hemen Norden-Walker 4−maifold olsun. (ϕ, g) çifti G simetrik ve

G(X, Y ) = g(ϕX, Y ) Hermitian g metriği de Ω fundamental 2−formuna benzer rol oy-

nayan twin Norden metriği olarak tanımlarız. G pür twin metriğine uygulanan Φϕ ope-

ratörünü

(ΦφG)(X, Y, Z) = (Φφg)(ϕX, Y, Z) + g(Nϕ(X, Y ), Z)

ile tanımlarız.

Eğer G ∈ KerΦϕ ise Teorem 5.1.1’den ∇Gϕ = 0 elde edilir. Burada ∇G twin Norden

metriğinin Levi-Civita konneksiyonudur. ∇G bir burulmasız konneksiyon olduğunda ϕ

integrallenebilirdir. Bu yüzden biz Goldberg varsayımlarının Norden versiyonuna yeni bir

sonuç ileri sürebiliriz. Bu sonuç (NG) Eğer G ∈ KerΦϕ ise ϕ integrallenebilirdir.

6.5 Zıt Hemen Hemen Kompleks Yapının Tersi ϕ′

Nötral belirsiz metrikle donatılmış, yönlendirilmiş 4-manifold, hemen hemen kompleks

yapısını ve aşağıdaki şartları sağlayan zıt hemen hemen kompleks yapısını içerir. [31],

[32], [37], [34]

i. ϕ2 = ϕ′2 = −1

ii. g(ϕX,ϕY ) = g(ϕ′X,ϕ′Y )

iii. ϕϕ′ = ϕ′ϕ

iv. ϕ’nin istenen yönü M4 manifoldunki ile çakışır.

v. ϕ′’nün istenen yönü M4 manifoldunki ile zıt yönlüdür.
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(M4, ϕ, g) hemen hemen Norden manifold olsun. Uygun ϕ hemen hemen kompleks yapısına

sahip M4 Walker manifoldu için, g-ortogonal ϕ′ zıt hemen hemen kompleks yapısı

ϕ′∂1 = −(θ1c+
θ2

2
a)∂1 −

θ1

2
b∂2 + θ2∂3 + θ1∂4,

ϕ′∂2 =
(θ1

2
a+

θ2

2
∂1

)
+
θ2

2
b∂2 + θ1∂3 − θ2 − ∂4,

ϕ′∂3 = −
(θ1

2
ac+

θ2

4
a2 +

θ2

θ2
1 + θ2

2

)
∂1 −

(θ1

4
ab+

θ1

θ2
1 + θ2

)
∂2

+
θ2

2
a∂3 +

θ1

2
a∂4,

ϕ′∂4 = −
(
θ1c

2 +
θ1

4
ab+

θ1

θ2
1 + θ2

2

+
θ2

2
(ac− bc)

)
∂1

+
(
− θ1

2
bc+

θ2

4
b2 +

θ2
2

θ2
1 + θ2

2

)
+
(θ1

2
b+ θ2c

)
∂3

+
(
θ1c−

θ2

2
b
)
∂4

formunu alır. Burada θ1 = 1 ve θ2 = 0 parametrelerdir.

Parametreleri θ1 = 1 ve θ2 = 0 şeklinde sabitleyerek elde edilden ϕ′ açık formlarından bir

tanesi hakkında konuşulacaktır.

ϕ′∂1 = −c∂1 −
1

2
b∂2 + ∂4, ϕ

′∂2 = −1

2
a∂1 + ∂3,

ϕ′∂3 = −1

2
ac∂1 −

(1

2
ab+ 1

)
∂2 +

1

2
a∂4, (6.5.1)

ϕ′∂4 = −
(
c2 +

1

2
ab+ 1

)
∂1 −

1

2
bc∂2 + c∂4

ϕ′’nün bu formu

ϕ′ = (ϕij) =


−c −1

2
a −1

2
ac −(c2 + 1

4
ab+ 1)

−1
2
b 0 −(1

4
ab+ 1) −1

2
bc

0 1 0 1
2
b

1 0 1
2
a c

 (6.5.2)

şeklindedir. ∇ϕ′ opposite hemen hemen kompleks yapının ∇ϕ′ kovaryant türevlerinin sıfır

olmayan bileşenleri
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∇xϕ
′x
x = −∇xϕ

′y
y = ∇xϕ

′z
z = −∇xϕ

′t
t =

1

2
∇zϕ

′z
x = −1

2
cx,

∇yϕ
′x
x = −∇yϕ

′y
y = ∇yϕ

′z
z = −∇yϕ

′t
t =

1

2
∇tϕ

′t
y = −1

2
cy,

∇xϕ
′x
t = −ccx, ∇yϕ

′x
t = −ccy, ∇zϕ

′x
x = −cz −

1

4
bay +

1

2
at +

1

2
ccy +

3

4
acx,

∇zϕ
′y
x =

1

4
bcy +

1

4
bax, ∇zϕ

′t
x = ∇zϕ

′z
y = −1

2
cy −

1

2
ax,

∇zϕ
′x
y =

1

4
aax + cay +

1

4
acy, ∇zϕ

′y
y = cz −

1

4
acx −

1

2
at +

1

2
cax +

3

4
bay,

∇zϕ
′t
y = −ay, ∇zϕ

′x
z =

1

4
acax − ay +

1

4
accy +

1

4
a2cx,

∇zϕ
′y
z =

1

8
abcy +

1

8
abax −

1

2
cy −

1

2
ax,

∇zϕ
′z
z = −cz −

1

4
acx +

1

2
at −

1

2
cax −

1

4
bay, ∇zϕ

′t
z = −1

4
acy −

1

4
aax,

∇zϕ
′x
t = −2ccz + (

1

8
ab− 1

2
c2 + ac− 1

2
)ax + cat + (

1

8
ab+

1

2
c2 − 1

2
)cy,

∇zϕ
′y
t = −cx +

1

4
b2ay +

1

4
bccy +

1

4
bcax, ∇zϕ

′z
t = −ccx −

1

4
bax −

1

4
bcy,

∇zϕ
′t
t = cz −

1

4
bay −

1

2
at −

1

2
ccy −

1

4
acx, ∇tϕ

′x
x = −1

2
bz −

1

4
bcy +

1

2
cby +

3

4
abx,

∇tϕ
′y
x =

1

4
bby +

1

4
bcx, ∇tϕ

′z
x = −bx, ∇tϕ

′t
x = ∇tϕ

′z
y = −1

2
by −

1

2
cx,

∇tϕ
′x
y =

1

4
acx + ccy +

1

4
aby, ∇tϕ

′y
y = −1

4
abx +

1

2
bz +

1

2
ccx +

3

4
bcy,

∇tϕ
′x
z =

1

4
acby − cy +

1

4
accx +

1

4
a2bx, ∇tϕ

′y
z =

1

8
abby +

1

8
abcx −

1

2
by −

1

2
cx,

∇tϕ
′z
z = −1

4
abx −

1

2
bz −

1

4
bcy −

1

2
ccx, ∇tϕ

′t
z = −1

4
aby −

1

4
acx,

∇tϕ
′x
t = −cbz + (

1

8
ab− 1

2
c2 − 1

2
)cx + acbx + (

1

8
ab+

1

2
c2 − 1

2
)by,

∇tϕ
′y
t = −bx +

1

4
b2cy +

1

4
bccx +

1

4
bcby, ∇zϕ

′z
t = −cbx −

1

4
bcx −

1

4
bby,

∇tϕ
′t
t = −1

4
bcy −

1

2
cby +

1

2
bz −

1

4
abx.

ile verilir. (5.2.1) ve (5.2.3)’den Teorem 6.5.1 elde edilir.

Teorem 6.5.1 (M4, ϕ
′, g) hemen hemen Norden manifoldunun opposite hemen hemen

kompleks yapısının izometrik Kähler olabilmesi için gerek ve yeter şart

cx(2bay − 2acx + 4cz − 2at + 2cax) + cy(2bz − 2abx) = 0 (6.5.3)

sağlamasıdır. (6.5.3)’den aşağıdaki denklem elde edilir.
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Sonuç 6.5.1

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(x, y, z, t) c(z, t)
0 1 c(z, t) b(x, y, z, t)


ile birlikte (M4, ϕ

′, g) daima izotropik Kählerdir.

6.5.1 ϕ′’nün İntegrallenebilirliği

ϕ′ opposite hemen hemen kompleks yapının imtegrallenebilir olması için ϕ
′i
j için yazılan

(5.2.4) denklemini ϕ′ için yazarsak (6.5.2) denkleminin bileşenleri sıfırlanır. Bazı hesapla-

malarla aşağıdaki teoremi elde ederiz.

Teorem 6.5.2 Hemen hemen Norden manifoldunun ϕ′ opposite kompleks yapısının in-

regrallenebilmesi için gerek ve yeter şart

by = 0, ax − 2cy = 0, abx − 2bz = 0 (6.5.4)

bay − 2at − 2acx + 4ccy + 4cz = 0

denkleminin sağlanmasıdır. (M4, ϕ
′, g)’de ϕ′ integrallenebilir hemen hemen kompleks

yapısı (Nϕ′ = 0) ile birlikte bir Norden-Walker manifold olsun. Eğer a = 0 ise (6.5.4)’den

by = bz = cy = cz = 0’dır. Böylece Teorem 6.5.3’i elde ederiz.

Teorem 6.5.3 a = 0 olsun.

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 c(z, t)
0 1 c(z, t) b(x, t)


metriği ile birlikte (M4, ϕ

′, g) üçlüsü daima Norden-Walker manifoldudur.

6.6 Norden-Walker-Einstein Metrikleri

(5.2.1) ile birlikte verilen Norden-Walker metriği için dikkatimizi Einstein şartına çevirelim.

(5.2.1) ile verilen G metriğinin Ricci eşitliğini ve skaler eğriliği Rij ve S ile gösterilir.

Einstain tensör alanı Gij = Rij − 1
4
Sgij denklemi ile tanımlanır ve bu tensör alanının sıfır
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olmayan bileşenleri [34]

Gxz =
1

4
axx −

1

4
byy, Gxt =

1

2
cxx +

1

2
bxy

Gyz =
1

2
axy +

1

2
cyy, Gyt =

1

4
byy −

1

4
axx

Gzz =
1

4
aaxx + caxy +

1

2
bayy − ayt + cyz (6.6.1)

−1

2
aycx

1

2
axcy

1

2
ayby −

1

2
(cy)

2 − 1

2
acxy −

1

4
abyy,

Gzt =
1

2
acxx +

1

2
ccxy +

1

2
axt −

1

2
cxz −

1

2
aybx +

1

2
cxcy

+
1

2
bcyy −

1

2
cyt +

1

2
byz −

1

4
caxx −

1

4
cbyy,

Gtt =
1

2
abxx + cbxy + cxt − bxz −

1

2
(cx)

2 +
1

2
axbx −

1

2
bxcy +

1

2
bycx

şeklindedir. (5.2.1) denkleminde verilen g metriği bütün Gij kompenentleri sıfıra eşit

olursa hemen hemen Norden-Walker-Einstein’dır (Gij = 0).

Teorem 6.6.1 (M4, ϕ
′, g) bir Norden-Walker manifold olsun. Eğer

ax = bx = cx = cz = 0 (ya da ax = ay = cx = cz = 0) (6.6.2)

denklemi varsa g bir Norden-Walker-Einstein’dır.

İspat. (M4, ϕ
′, g) üçlüsünün bir Norden-Walker manifold olduğunu varsayalım. (6.5.4)’den

ve (6.6.2)’den teoremin ispatı açıktır. Yani Gij = 0’dır.

Sonuç 6.6.1

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(y, z, t) c(t)
0 1 c(t) b(t)


metriği ile birlikte (M4, ϕ

′, g) üçlüsü daima Norden-Walker-Einstein’dır.

6.7 Goldberg Varsayımlarına Aykırı Örnekler

1. (M4, ϕ, g) bir hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. Bunun g metriği

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(x, y, z, t) 0
0 1 0 a(x, y, z, t)
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şeklindedir.

(5.2.1) generik kanonik formunda a = b, c = 0 yazılarak elde edilir. Bu bağlamda

(6.6.1)’den görürüz ki Einstein’ın şartları aşağıdaki gibidir.

axx − ayy = 0, axy = 0, aaxx − 2ayt + (ay)
2 = 0

axt − axay + ayz = 0, aaxx − 2axx + (ax)
2 = 0

Eğer a, y ve t’den bağımsız ise ve a lineer olarak x’i içerirse yukarıdaki ilk dört

eşitlik elde edilir ve sonuncu eşitlik 2axx − (ax)
2 = 0 şeklinde kısaltılır. a = −2x

z
yukarıdaki denklemin bir çözümüdür. Bu yüzden

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 −2x

z
0

0 1 0 −2x
z

 (6.7.1)

(6.7.1) metriği z > 0 şartı ile birlikte Einstein’dır. Böylece Goldberg varsayımlarının

(G2) şartı sağlanır. Biliyoruz ki metrik uygun hemen hemen kompleks yapısına göre

ϕδx = δy, ϕδy = −δx, ϕδz = aδy − δt, ϕδt = −aδx + δz (6.7.2)

(6.7.1) şartını sağlar. (6.7.1)’deki Einstein metriği uygun hemen hemen kompleks

yapısı (6.7.2) denklemini aşağıdaki şekle dönüştürür.

ϕδx = δy, ϕδy = −δx, ϕδz = −2x

z
δy − δt, ϕδt = −2x

z
δx + δz

ϕ’nin integrallenebilirliği verilen Teorem 5.2.1 kullanılarak

ax + bx + 2cy = 2ax = −4

z
6= 0, ay + by − 2cx = 2ay = 0

elde eilir. Benzer olarak ϕ′ opposite kompleks yapısı (6.5.1)’de kullanılırsa

ϕ′δx = −x
z
δy + δt, ϕ

′δy =
x

z
δx + δz,

ϕ′δz = −((
x

z
)2 + 1)δy −

x

z
δt, ϕ

′δt = −((
x

z
)2 + 1)δx −

x

z
δz.

(6.5.4)’deki ϕ′−integrallenebilme şartı Teorem 6.5.2’de kullanılırsa

by = 0, ax − 2cy = ax = −2

z
6= 0, abx − 2bz = aax =

4x

z2
6= 0,

bay − 2at − 2acx + 4ccy + 4cz = 0

elde edilir. Böylece ϕ′ integrallenebilir değildir.
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2. (M4, ϕ
′, g) bir hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. a, b, c’nin x, y, z’ye

bağlı olmadığını varsayalım. Yani a = a(z, t), b = b(z, t), c = c(z, t) şeklinde olsun.

Bu yüzden (5.2.1) ile verilen g metriği

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 a(z, t) c(z, t)
0 1 c(z, t) b(z, t)


şekline dönüşür. Bu durumda (6.6.1)’den görülür ki g metriği Norden-Walker-

Einstein’dır. Yani Gij = 0’dır. Böylece (G2) ikinci şartı sağlanır.

Eğer a, b, c; x ve y’den bağımsız ise (6.5.4) denklemindeki ϕ′’nün integrallenebilirlik

şartı Teorem 6.5.2’de yazılarak

bz = 0, at − 2cz = 0

elde edilir.

Diğer taraftan b = b(z, t) olduğu için bz 6= 0’dır. Böylece ϕ′ integrallenebilir değildir.

6.8 (M4, ϕ
′, g) Üzerinde Holomorfik Norden-Walker (Kähler-

Norden-Walker) Metrikleri

(M4, ϕ
′, g) hemen hemen Norden-Walker manifold olsun. (6.2.1) denklemini (5.2.1) ve

(6.5.2) denkleminde gözönüne alırsak (M4, ϕ
′, g)’nin Kähler-Norden-Walker şartları aşağıdaki

gibi bulunur. Takip eden teorem Teorem 6.2.1 ile aynıdır.
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(Φϕ′g)xxz = (Φϕ′g)xzx = −cx, (Φϕ′g)xxt = (Φϕ′g)xtx = −(Φϕ′g)txx = −bx

(Φϕ′g)xyz = (Φϕ′g)xzy = −cy −
1

2
ax, (Φϕ′g)xzz = −cax − 2cz −

1

2
bay + at,

(Φϕ′g)xyt = (Φϕ′g)xty = −(Φϕ′g)txy = −(Φϕ′g)tyx = −cx −
1

2
by,

(Φϕ′g)xzt = (Φϕ′g)xtz = −ccx −
1

2
bcy −

1

2
bz −

1

4
abx −

1

4
bax,

(Φϕ′g)xtt = −2cbx − bcx −
1

2
bby, (Φϕ′g)yxt = (Φϕ′g)ytx = −1

2
by,

(Φϕ′g)yxz = (Φϕ′g)yzx = −(Φϕ′g)zxy = −(Φϕ′g)yzx = −1

2
ax, (6.8.1)

(Φϕ′g)yyt = (Φϕ′g)yty = −1

2
(Φϕ′g)tyy − cy, (Φϕ′g)yzz = −1

2
aax,

(Φϕ′g)yzt = (Φϕ′g)ytz = −1

2
acx −

1

2
at −

1

4
aby −

1

4
bay + cz,

(Φϕ′g)ytt = −1

2
abx + bz − cby − bcy, (Φϕ′g)zxz = (Φϕ′g)zzx = −1

2
acx,

(Φϕ′g)zxt = (Φϕ′g)ztx =
1

4
bax −

1

4
abx −

1

2
bz,

(Φϕ′g)zyz = (Φϕ′g)zzy = −1

2
acy,

(Φϕ′g)zyt = (Φϕ′g)zty =
1

4
bay −

1

4
aby − cz +

1

2
at,

(Φϕ′g)zzz = −1

2
acax − acz −

1

4
abay − ay +

1

2
aat,

(Φϕ′g)zzt = (Φϕ′g)ztz = −1

2
accx −

1

4
abcy − cy −

1

2
abz,

(Φϕ′g)ztt = −1

2
acbx −

1

4
abby − by − cbz +

1

2
bat − bcz,

(Φϕ′g)txz = (Φϕ′g)tzx = −ccx +
1

4
abx −

1

4
bax +

1

2
bz,

(Φϕ′g)txt = (Φϕ′g)ttx = −1

2
bcx, (Φϕ′g)tyt = (Φϕ′g)tty =

1

2
bcy,

(Φϕ′g)tyz = (Φϕ′g)tzy = −ccy +
1

4
aby −

1

4
bay −

1

2
at + cz,

(Φϕ′g)tzz = −c2ax −
1

4
abax − ax − 2ccz −

1

2
bcay +

1

2
abz + cat,

(Φϕ′g)tzt = (Φϕ′g)ttz = −c2cx −
1

4
abcx − cx + bcz −

1

2
bccy −

1

2
bat,

(Φϕ′g)ttt = −c2bx −
1

4
abbx − bx −

1

2
bcby +

1

2
bbz

Teorem 6.8.1 (M4, ϕ
′, g) üçlüsünün Kähler-Norden-Walker manifold olabilmesi için gerek

ve yeter şart aşağıdaki şartların sağlanmasıdır.

ax = ay = bx = by = bz = cx = cy = 0, at − 2cz = 0
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Sonuç 6.8.1

g = (gij) =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 a(z) 0
1 1 0 b(t)


ile birlikte (M4, ϕ

′, g) üçlüsü daima Kähler-Norden-Walker’dır. (M4, ϕ
′, g) bir hemen

hemen Norden-Walker manifold olsun. G′ twin metriğinin∇G kovaryant türevi (∇G′)ijk =

∇iG
′
jk şeklindedir. Burada G′, ∇′ij = ϕmi gmj ile tanımlanır. Bazı hesaplamalar sonucu

aşağıdaki denklem elde edilir ve (6.8.1) ve (6.8.2)’den Teorem ... yazılır.
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∇xG
′
xz = ∇xG

′
zx = −∇xG

′
yt = −∇xG

′
ty

1

2
∇zG

′
xx = −1

2
cx,

∇xG
′
xz = −1

2
acx,∇xG

′
zt = ∇xG

′
tz = −1

2
ccx,∇xG

′
tt = ∇yG

′
tt =

1

2
bcx,

∇yG
′
xz = ∇yG

′
zx = ∇yG

′
yt = −∇yG

′
ty =

1

2
∇tG

′
yy = −1

2
cy,

∇yG
′
zz = −1

2
acy,∇yG

′
zt = ∇yG

′
tz = −1

2
ccy, (6.8.2)

∇zG
′
xy = ∇zG

′
yx = −1

2
ax −

1

2
cy,∇zG

′
xt = ∇zG

′
tx = −1

4
bcy − ccx −

1

4
bax,

∇zG
′
xz = ∇zG

′
zx = −1

4
acx −

1

2
cax − cz +

1

2
at −

1

4
bay,

∇zG
′
yy = −ay,∇zG

′
yz = ∇zG

′
zy = −1

4
aax −

1

4
acy,

∇zG
′
yt = ∇zG

′
ty = cz −

1

2
at −

1

4
acx −

1

2
ccy −

1

4
bay,

∇zG
′
zz = −acz +

1

2
aat −

1

4
abay −

1

2
acax − ay,

∇zG
′
zt = ∇zG

′
tz = −ccz −

1

4
bcay +

1

2
cat − (

1

2
c2 +

1

8
ab+

1

2
)ax

−1

4
accx − (

1

4
ab− 1

8
ab+

1

2
)cy,

∇zG
′
tt = bcz −

1

2
bat −

1

2
bccy − (c2 +

1

4
ab+ 1)cx,

∇tG
′
xx = −bx,∇tG

′
xy = ∇tG

′
yx = −1

2
cx −

1

2
by,

∇tG
′
xz = ∇tG

′
zx = −1

4
abx −

1

2
bz −

1

4
bcy

1

2
ccx,

∇tG
′
xt = ∇tG

′
tx = −1

4
bby − cbx −

1

4
bcx,∇tG

′
yz = ∇tG

′
zy = −1

4
aby −

1

4
acx,

∇tG
′
yt = ∇tG

′
ty =

1

2
bz −

1

4
abx −

1

4
bcy −

1

2
cby,

∇tG
′
zz = −1

2
abz −

1

4
abcy −

1

2
accx − cy,

∇tG
′
zt = ∇tG

′
tz = −(

1

8
ab+

1

2
)by −

1

4
acbx −

1

4
bccy

∇tG
′
tt =

1

2
bbz −

1

2
bcby −

1

4
abbx − c2bx − bx.

Teorem 6.8.2 (M4, ϕ
′, g) üçlüsü aşağıdaki denklemleri sağlasın yada sağlamasın bir quasi-

Kähler-Norden-Walker manifolddur.

ax = ay = bx = by = bz = cx = cy = 0, at − 2cz = 0

80



7. SONUÇ ÖNERİLER

Sekiz bölümden oluşan bu çalışmada Norden manifoldları hakkında bilgi verildiken sonra

Tachibana ve Vishnevskii operatörlerinden bahsedilmiştir. Bu operatörler pür tensörlere

uygulanmaktadır. Tachibana operatörü kullanılarak Kähler-Norden manifoldlarının Rie-

mann eğriliği ve skaler eğriliği hakkında bazı özelliklerden bahsdeimiştir. Daha sonra

Norden-Walker metriklerinden bahsedilmş ve dört boyutlu Walker manifoldları üzerinde

hemen hemen Norden yapının integrallenebilirliği ve holomorf (Kähler) şartlarına bakıl-

mıştır. Daha sonra Norden-Walker 4 manifoldları üzerindeki zıt hemen hemen kompleks

yapılardan bahsedilmiştir.

Bu tezde yapılan çalışmalar dört boyuttan daha üst boyutlara yükseltilebilir.
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