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OZET

INVOLUT- EVOLUT EGRILERINE AiT FRENET CATISININA GORE
SMARANDACHE EGRILERI

Selin SIVAS

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2014
Yiiksek Lisans Tezi, 87 s.

Danigsman: Yrd. Dog. Dr. Siileyman SENYURT

Bu calisma, alti boliim halinde diizenlenmistir. Giris Bolimiinde c¢alismanin
amacit ve konunun ele almma nedeni tartisildi. Onceki Calismalar Béliimiinde
Smarandache egrileri ile ilgili ¢aligmalara yer verildi. Genel Bilgiler Boliimiinde
Oklid uzay1 ile ilgili bilgilerden séz edildi. Materyal ve Yontem Boliimiinde Oklid
uzayimda Involiit-evoliit egrileri ve Smarandache egrileri ile ilgili temel kavramlara
yer verildi.

Bulgular Bolimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Burada bir
evoliit egrisine ait involiit egrisinin Frenet vektorleri ve birim Darboux vektorii
konum vektorii olarak alindiginda elde edilen Smarandache egrilerinin egrilik ve
burulmalar1 hesaplandi. Daha sonra bulunan bu egrilikler evoliit egrisine bagli olarak
ifade edildi. Son olarak elde edilen Smarandache egrilerinin Involiit-evoliit egrilerine
dahil olup olmadig: incelendi.

Anahtar Kelimeler: Oklid uzay1, involiit-evoliit egrileri, Smarandache egrisi.



ABSTRACT

SMARANDACHE CURVES OF INVOLUTE-EVOLUTE CURVE
ACCORDING TO FRENET FRAME

Selin SIVAS

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis, 87 p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Siileyman SENYURT

This study consist six fundamental chapters. In the introduction chapter, the aim
of study and the reasons why this subject is interested are given. The next chapter is
covered with literature review of Smarandache curve. In general formation chapter is
included with some information about Euclidean space. The basic consepts of
Involute-evolute curves on Euclidean space are given in the material and method
chapter.

The Findings chapter is the original part of the study. Curvature and torsion of
Smarandache curves are calculated. This Smarandache curves are obtain that Frenet
vectors of involute curve incidental to a evolute curve and unit Darboux vector is
taken position vector. Then these curvatures which are depends on evolute curve are
explained. Finally, these Smarandache curves are include whether Involute-evolute
curves researched.

Key Words: Euclidean space, Involute-evolute curves, Smarandache curves.
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1.GIRIS

Diferansiyel geometride egriler lizerine ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir ve hala da
yapilmaya devam edilmektedir. Ozellikle iki egrinin karsilikli noktalarinda Frenet
catilar1 arasinda bagmntilar kurularak bir¢ok yeni agilimlar elde edilmistir. Daha sonra
bu agilimlar Minkowski uzay1, Galileo uzay1, Heisenberg uzayi ve Dual uzay gibi bir
¢ok wuzaylarda farkli c¢atilar ele alinarak incelenmis ve pek ¢ok yeni
karakterizasyonlar elde edilmistir. Uzerinde en ¢ok arastirma yapilan egriler Involiit-
evoliit egrileri, Bertrand egrileri ve Mannheim egrileridir. Involiit-evoliit egrileri

tizerine bu zamana kadar pek ¢ok ¢alisma yapilmistir ve bu ¢alismalardan bazilar
[7].[9].[20].[16], [8].[28].
2008 yilinda M. Turgut ve S. Yilmaz tarafindan yapilan bir calismada,

Smarandache egrilerinin bir tanimi verilmistir, [14]. Daha sonra bu egriler farkh

uzaylarda ele alinarak incelenmis ve yeni sonuglar elde edilmistir, [1],[2] , [3] ,[4],
5] [8] [11].

Bu calismada o egrisi « egrisinin bir involiitii olmak iizere, & involiit egrisinin
T",N",B" Frenet vektorleri ile C* birim Darboux vektorii konum vektodrii olarak

alindigindan bu vektorler tarafindan olusturulan,

Bi=B. ()= %(T +N") T*N’-Smarandache egrisi
Bo=P,y (5)= %( N*+B") N*B’-Smarandache egrisi
By=PB. (s)= %(T +B") T*B" -Smarandache egrisi
Bi=P oy (3)= ig(T* +N"+B") T°N’B’-Smarandache egrisi
By=PB o (5)= %( N*+C") N*C*-Smarandache egrisi

Smarandache egrilerinin egrilik ve torsiyonlar1 hesaplandi. Daha sonra bu egrilikler

a evoliit egrisinin egrilik ve torsiyonlari cinsinden ifade edildi.



2.0ONCEKIi CALISMALAR

Turgut ve Yilmaz, "Smarandache Curves in Minkowski spacetime” isimli
calismada, Minkowski uzayinda Smarandache egrisinin tanimini ifade etmislerdir.

E,'de TB, Smarandache egrileri seklinde adlandirilan egrilerin 6zel bazi durumlarini
incelemislerdir ve bu egrilerin Frenet elemanlarii hesaplamislardir. Bu yéntemle E;

uzayinda bir bagka ortonormal ¢at1 elde etmislerdir, [14] .

Ali, T.A., « Special Smarandache Curves in the Euclidean Space” isimli

calismada, Oklid uzayinda baz1 6zel Smarandache egrilerini tamimlayarak bu egrilere

ait Frenet-Serret invaryantlarinin 6zel durumlarini ¢aligsmistir, [1] :

Taskoprii ve Tosun, “ Smarandache Curves According to Sabban Frame on S*”

isimli ¢alismada, S?birim kiiresi iizerinde olusan Sabban catisina gére Smarandache

egrilerini incelemislerdir ve bu egrilerin karakterizasyonlar: ile ilgili sonuclar elde

etmislerdir, [12] :

Senyurt ve Caliskan, “ Smarandache Curves In terms of Sabban Frame of
Spherical Indicatrix Curves” isimli ¢alismada, kiiresel gosterge egrilerinin Sabban

catisina gore Ozel Smarandache egrilerini arastirmislardir. Bunun yaninda da

Smarandache egrilerinin bazi karakterizasyonlari ile ilgili sonuclar vermislerdir, [4] .

Kahraman, Onder ve Ugurlu, “Dual Smarandache Curves and Smarandache

Ruled Surfaces” isimli ¢alismada, dual Darboux catiy1 ele alarak birim dual kiire S?
tizerinde dual Smarandache egrilerini tanimlamislardir ve dual kiiresel egri (regle

yiizey) ve onun dual Smarandache egrisi (Smarandache regle yiizey) arasinda

bagintilar elde etmislerdir, [8] :

Bektas ve Yiice, “Special Smarandache Curves According to Darboux Frame in

Euclidean 3- Space” isimli calismada, Oklid uzayinda Darboux c¢atisina gore

Smarandache egrilerine ait bazi sonuglar vermislerdir, [2] :



Cetin, Tunger ve Karacan, “ Smarandache Curves According to Bishop Frame in
Euclidean 3-Space” isimli ¢aligmada, Oklid uzayinda Bishop catisina gére 6zel
Smarandache egrilerini aragtirmislardir ve bu egrilerin baz1 diferansiyel geometrik

Ozelliklerini vermislerdir. Ayrica Smarandache egrisine ait oskiilator kiirelerinin

merkezini ve kiirelerin egriligi ile ilgili sonuglar bulmuslardir, [5] .

Bayrak, Bektas ve Yiice, “Special Smarandache Curves in E}” isimli ¢aligmada,
Minkowski uzayinda regiiler bir egriye ait Frenet vektorleri tarafindan olusturulan

Smarandache egrilerinin bazi karakterizasyonlarini elde etmislerdir, [3] :

Senyurt ve Sivas, “Smarandache Egrilerine Ait Bir Uygulama” isimli ¢caligmada,

bir a egrisinin Frenet vektorleri T, N, B ve birim Darboux vektorii C olmak iizere
NC - Smarandache egrisini ifade ederek bu egriyle birlikte NB-Smarandache ve

TNB - Smarandache egrilerinin egrilik ve torsiyonlarini hesaplamislardir, [11] :



3. GENEL BILGILER
Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayz ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.
3.1. Oklid Uzay1

Tamim 3.1.1: A bos olmayan bir climle, V de 3 cismi iizerinde bir vektér uzayi
olsun. f:AxA—V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa A ya V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir:
A :VP,Q,ReAiginf (P,Q)+ f (Q, R)= f (P, R),
A VPeA VaeVigin f (P,Q):a

olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir.

Tanim 3.1.2: V, A ile birlesen bir afin uzay olsun. B,,B,...,P, € A noktalar1 i¢in
{POPI,POPZ,...,POPH} ciimlesi V nin bir baz1 ise {PO, Pl,...,Pn} nokta (n+1)-lisine A
afin uzaymn bir afin ¢atis1 denir. Burada P, noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi ve

P, 1<i<n,noktalarma da ¢atinin birim noktalari denir. boyV =n ise A ya n-

boyutlu bir afin uzay denir.
Tanim 3.1.3: V, A ile birlesen bir afin uzay olsun.

():VxV — IR

fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa, bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu

denir:V x,y,zeV ve V a,be IR i¢in
i) Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by, z) = a(x, z) + by, z),
(x,ay +bz) =a(x, y) +b(x, z),

if) Simetri Aksiyomu;



X Y) =Y, X,

i) Pozitif Tanimlilik (kararlilik) Aksiyomu,
I
X,Xy>0, (Xx,x)=0< x=0.

Tamim 3.1.4: Reel standart afin uzayr IR" olmak iizere, V X,Y € IR" i¢in
OIR"IR" > IR, (X,Y)=>"xy,
i=1

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima IR" de
standart i¢ carpim veya Oklid i¢c carpim denir. Standart i¢ carpimin tanimli oldugu

IR" vektdr uzayi ile birlesen afin uzayma n -boyutlu standart Oklid uzay: denir ve

E" ile gosterilir.
Ornek 3.1.1: X,Y € IR?olmak iizere
(1 IR?XIRZ > IR, (X.Y)=|X][Y[cos6, 0<O<x

seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur.

Tammm 3.1.5: X eE" noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlari
(xl,xz,...,xn) olsun. x, :E" — IR, 1<i<n, fonksiyonuna E" nin i-yinci koordinat

fonksiyonu denir.

Tamm 3.1.6: d :E"xE" > IR, d(X,Y)= Z:(yi —Xi)2
i=1
seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzaymnda uzaklik fonksiyonu ve

d (X ,Y) € IR sayisinada X ile Y noktalari arasindaki uzaklik denir.

Tamm 3.1.7: IR" i¢ carpim uzay:r ile birlesen Oklid uzayr E" olmak iizere,

{P,,P,...,P,} €E" nokta (n+1)-lisi icin, {P,R,PP,..,RP,} ciimlesi E" nin bir



ortonormal bazi ise {PO, P, Pn} ciimlesine E" de bir Oklid ¢at1 veya dik ¢at1 denir.

Tamm 3.1.8: a:1 cIR>E" a(t)=(a(t) a,(t)....a,(t)) diferensiyellenebilir

fonksiyona E" de bir egri denir. Burada | araliina « e@risinin parametre araligi ve

te | degiskenine de « egrisinin parametresi denir.
Tamm 3.1.9: ;1 c IR— E" diferensiyellenebilir bir egri olsun.

Je:¥ > 1R, [l (t) =|

o (1)

seklinde tanimli ||0!'|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu, a'(t)”e IR sayisina «

egrisinin o (t) noktasindaki skaler hizi,

, da de (t) da,(t de, (t
a(t)zﬁhz( dt( ! dt( L. dt( )}L

vektoriine de « egrisinin hiz vektorii denir.

Tamm 3.1.10: a:l cIR—E" egrisi icin Ha'(S)H=1 ise egriye birim hizli egri,

Se | parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tamm 3.1.11: a:1 c IR —E" biregri ve a,be icin
b
o=l s 51y

reel sayisina a(a) ile a(b) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir.

Tamm 3.1.12: .l cIR—E" bir egri ve ¢:{a',a",a'",...a(r)} ciimlesi lineer

bagimsiz olsun.

a eSplg}, k>r



olmak iizere ¢ ciimlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen
{V,(5).V,(s)....V, (s)} ortonormal sistemine o egrisinin c(s) noktasindaki Serret

Frenet r-ayaklisi, V' V;, 1<i<r, vektoriine de Serret Frenet vektorii denir.

Teorem 3.1.1: a1 < IR — E® egrisinin a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi;

1) se | yay parametresi ise

Vz(s):ma”(s) (3.1.2)

V,(s)=V,(s)xV,(s)

2) se | yay parametresi degilse

V, (s)=V,(s)xV,(s) (3.1.3)

seklinde verilir,[ 7]-
Tamm 3.1.13: «: | — E" egrisinin Frenet I -ayaklisi {Vl(s),V2 (S),...,Vr (S)} olsun.

k:l =>IR, 1<i<r

5>k, (5) = OV/(5) Vo ()

seklinde tanimli k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, V sel

igin Kk (S) € IR sayisina da o egrisinin a(s) noktasindaki i -yinci egriligi denir.



Teorem 3.1.2: «a:| — E"egrisinin Frenet I -ayaklis1 {Vl(s),VZ(S),...,Vr (S)}, i-

yinci egriligi K; (S) olsun. Bu durumda Frenet vektdrleri ile bunlarin tiirev vektorleri

arasinda,
Vi(s)=ki(s)V; (s)
Vi(s)=—ka(sVia (8)+ i (Vi (s),  Lsi<r
Vy(s) =K1 (s)Ve (s)

bagntist vardir, [7]-

n=3 ozel halinde « egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T, N, B}

ile gosterilir. Burada T ye teget vektor, N ye aslinormal vektéor ve B ye de
binormal vektor denir. « egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de, sirasiyla, x ve 7
ile gosterilir ve x ya egrinin egriligi, 7 ya da burulmasi ad1 verilir. Bu halde Frenet

formiilleri,

N'(s)=-«(s)T(s)+7(s)B(s) (3.1.4)

seklinde olur [7].

Diger taraftan, bir « egrisi tizerinde a(S) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki
{T, N, B} Frenet 3-ayaklist her S aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi

yaptig1 kabul edilir ve bu eksene egrinin «(S) noktasindaki Darboux (ani dénme)

ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,

W=NxN",



W =T +«B (3.1.5)

seklinde olur ve bu vektére Darboux vektorii adi verilir ( Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Darboux vektori

W ile B vektorleri arasindaki a1 ¢ ile gosterilirse sekilden,

sinp=—"— | cosp=-—— (3.1.6)

Wl W]

yazilir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse

C=FT+ 5B
W]

olur. Burada « ile z nun yerine (3.1.4) deki karsiliklar1 yazilirsa
C =singT +cospB (3.1.7)
seklinde bulunur, [7].

Tamm 3.1.14: a:1 > E" egrisinin a(S) noktasindaki 1. ve 2. egrilikleri sirasiyla

k,(s) ve k,(s) olsun.

H,:1 > IR

s> H,(s)=—-+%



seklinde tanimli H, fonksiyonuna « egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.

Tanm 3.1.15: «:| > E" egrisinin a(S) noktasindaki hiz vektorii, sabit bir U
vektdrii ile sabit ag1 yapiyorsa egriye bir egilim ¢izgisi, S {U} ya da egilim

cizgisinin egilim ekseni denir.
Teorem 3.1.3: a: | — E® egrisi bir egilim ¢izgisidir < H,(s)=sbt.,[7].

Ispat: "=" Kabul edelim ki « bir egilim ¢izgisi olsun. « egrisinin a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri {T(S), N(S),B(S)} olmak fizere, egilim ¢izgisi

tanimina gore
(T(s),Uy=cosé
olur. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa
(T'(S),U) =0,
(N (S),U) =0
bulunur. Bu durumda N LU olur. U €S, {T(s),B(s)} oldugundan
U =aT (s)+bB(s)
seklinde yazilabilir. Bu ifade sirasiyla T ve B ile i¢ ¢arpilirsa

(U,T(s)y=a=cosé

3.1.8
(U,B(s))=b=sing ( )

olur. (3.1.6) bagintisindan

U =cosdT (s)+sinoB(s)

10



bulunur. Diger yandan
(N(s),uy=0
ifadesinin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

(N'(s),U)+(N(s),U" =0,
(x(s)T(s)-z(s)B(s).U)=0,
x(s)(T (s),U)—7(s)(B(s),U)=0,

Kk(s)cos@—z(s)sind=0,

Kk(s) s
() = sht.,
H, (s) = sht.

elde edilir.

"<" Kabul edelim ki ¥ sel igin H,(s)=sbt. olsun. Iddia ediliyor ki « bir egilim
cizgisidir.

H, (s)=sbt. ise H,(s)=tan® alinabilir. Buradan

k(s) _sind = €0s6k(s)-sinfzr(s)=0
r(s) cosd

olur. Simdi
U =cosdT (s)+sinéB(s)
vektoriinii tanimlayalim. A¢inin sabit oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa

U'=cosdT'+singB’,

11



U’:(cosezc(s)—sin Hr(s))N (s)
Olur Ve norm ahnlrsa
lU|=0 = U =sbt.

oldugu goriiliir. Diger yandan

(a'(s),U)y=(T(s),U)
=(T (s),cosdT (s)+sin@B(s))

=c0s 4 = sht.

olur ki bu da a bir egilim ¢izgisi olmas1 demektir.

Teorem 3.1.4: ¢ : 1 — E® egrisinin diizlemsel bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart

7 =0 olmasidir, [7] .

Ispat: "=" Kabul edelim ki a birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda

Vsel igin a(s) noktalarinin timii bir E diizlemi i¢inde bulunur. Diizlemin

normali q, diizlem iizerinde herhangi bir nokta p olsun. Bu durumda
(a(s)-p.ay=0

olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
((s),)+(a(s)-p.a) =0,
(a@'(s),qy=0

olur ve tekrar tiirev alinirsa

(a"(s),q)=0

12



bulunur. Buradan q vektoriiniin T ve N ye dik oldugu goriiliir. Bu durumda q

vektorii B ye paralel olur. Dolayisiyla

. a
5=

seklinde alinabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

B'=0

bulunur ve
esitliginden
elde edilir.

"<" Kabul edelim ki 7(s)=0 olsun. B'(s)=—z(s)N(s) idi. Buradan

olur. Simdi
F: 1 ->IR
s—>F(s)=(a(s)-a(0),B(s))

fonksiyonu tanimlansin. s=0 ise F (0) =0 dir. Fnin s ye gore tiirevi alinirsa

F'(s)=(c'(s), B(s)+(a'(s)~(0),B'(s))
=(T(s),B(s)+<T(s),~x(s)N(s))

Buna gore

13



esitligi, o egrisinin «(0) noktasindan gegen ve B vektoriine dik olan diizlem

icinde oldugunu gosterir. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 3.1.5: a:l1 - E® egrisinin dogru olmasi icin gerek ve yeter sart x =0

olmasidir, [7]
Ispat: o : 1 — E?® birim hizh egrisinin egriligi

x(s)=|

o (s)]

dir. Bu durumda

k(s)=0< | a"(s)” =0,
< a"(s)=0,
o a’(s) =h,

< a(s)=bstc, bcelR.
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4. MATERYAL VE YONTEM

4.1 Involiit-Evoliit Egrileri

Tamm 4.1.1: Birim hizli o : 1 — E®egrisi ile aym aralikta tanimli o : | — E® egrisi

verilsin. Vsel i¢in o erisinin o(s)noktasindaki teget vektdrii & (S)noktasindan

geciyor ve bu noktadaki teget vektore dik oluyorsa a egrisine evoliit, o egrisine de

a egrisinin involiitii denir ve (e, ") seklinde gdsterilir.

Bu tanima gore a egrisinin teget vektori T (S) o egrisinin teget vektorii T~ (S) ile

gosterilirse
(T(s),T"(s))=0
olur,[7].
Teorem 4.1.1: o egrisi « egrisinin bir involiitii ise bu egriler arasinda
a (s)=a(s)+(-s+c)T(s) (4.1.1)
bagntist vardir, [7].

Ispat: involiit egri tanimindan a*(s):a(s)+/1(S)T(S) seklinde verilebilir.

Buradan tiirev aliirsa

!

() (s)=(1+2'(s))T(s)+A(s)x(S)N(s)

bulunur. o egrisi « egrisinin bir involiitii oldugundan

<(a*)’(s),T(s)>:o

!

olur. Burada (a*) (s) yerine yukaridaki esiti yazilirsa

15



1+A'(s)=0
ve buradan
A(s)=-s+c

elde edilir.

Teorem 4.1.2: o":1 —E® egrisi a:1 — E® egrisinin bir involiitii ise a(s) ve

o’ (s) noktalar1 arasindaki uzaklik
d(a(s).a’(s))=[c-s[, c=sht, Vsel
dir, [7]

Ispat: o (s)=a(s)+A(s)T(s) ifadesinden norm alirsak

o' (s)-a(s)|= |

olur. Burada

oldugundan
d (a(s),a*(s)) =lc—s|,celR

elde edilir.

(4.12)

Teorem 4.1.3: " : 1 — E® egrisi a: 1 — E® egrisinin bir involiitii olsun. & ve o

egrilerinin Frenet catilart srasiyla  {T,N,B} ve {T*,N*,B*} ile gosterilirse bu

catilar arasinda

16



(4.1.3)

bagintisi vardir, [9] .

Ispat: (4.1.1) esitliginden

(@) (5)=a'(5)-T (5)+(-s+¢)T'(s)
=(-s+c)x(s)N(s)

dir. Buradan norm alinirsa

olur.

oldugundan

elde edilir. Bu esitlikte T ve N vektorleri birim uzunlukta vektorler oldugundan
T =Nveya T =-N

olmak zorundadir. Bundan sonraki islemler
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T =N

oldugunu varsayilarak yapilacaktir. IR tstiindeki koordinat fonksiyonunu X ile

gosterilmek tizere Vse ligin x(s)=s dir. Bu durumda

!

(«) (s)=(-s+c)x(s)N(s)
esitligi
(a*)’ =(-x+c)xN
sekline donilsiir. " egrisinin ikinci ve figiincii tiirevleri, sirastyla,
(&) =[~(—x+c)x® [T +[—x+(-x+c)x’ [N +[ (-x+C)x7 |B

ve

(0{*)"’ = [2/{2 —3(—X+C)KK']T
+[—(—x+c)z<3 —21<'+(—x+c)zc”—(—x+c)m2] N (4.14)

+[—2m+ 2(—x+c)1c'r+(—x+c)/cr’] B

olur. Buradan

! 14

(o) x(a") =(—x+¢c) e +(—x+c) «°B (4.15)
seklinde bulunur. Norm alinirsa

= (—x+c)’ &?VK? +7?

olur.
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oldugundan

bulunur. N” = B" xT" oldugundan

N =
J2+12

elde edilir.

Teorem 4.1.4: o :1 »>E® egrisi a:1 —E® egrisinin bir involiiti olsun. «
egrisinin egrilikleri x ve 7, o« egrisinin egrilikleri de x"ve 7" ise bu egrilikler

arasinda

(4.1.6)

14

idi. Burada (a*) ve (a*) tirevleri yerine yazilirsa

Ispat: «"(s)=

19



(—s+c) x(s) (<*+7%)(s)
(s+e)e(s)

bulunur.

14

olur. (a* )’ x(a*) ifadesinin normunu alirsak

= (—x+c)2 KK + 77

(") x(e")

bulunur. Buradan da

7 (s) (k7' —x'7)(9)

(—S+C)K(K‘2 +r2)(s)
olur.

Teorem 4.1.5: a":1 — E® egrisi a: 1 — E® egrisinin involiitii ve Frenet ¢atilari,

sirastyla, {T,N,B} ve {T*,N*,B*}olsun. B binormal vektorii ile W Darboux

vektorii arasindaki ac1 ¢ ile gosterilirse Frenet catilari arasinda
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T =N

N =-coseT +singB
B” =singT +cos B

bagintisi vardir, [16] .

Ispat: (4.1.1) bagmtisinin S ye gore tiirevi alinirsa

olur. Buradan norm alinirsa

di:/lic
ds

bulunur. Bu netice yukarida yerine yazilirsa
T =N

elde edilir. (a*) = AxN ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa

(a* )” = AT +(Ax—Kx)N +Ax7B

ve vektorel carpimdan

!

(a*) x(a*)” =A%k*T + A°k°B

olur. Buifade B" =

de yerine yazilirsa

21

(4.1.7)

(4.18)

(4..9)



bulunur. (3.1.6) denklemleri kullanilarak

B =sin¢T +cos B (4.1.10)
olur. N" =B" xT " oldugundan

N™ =—cos ¢l +sinpB (4.1.11)

elde edilir.

Teorem 4.1.6: o":1 —E® egrisi a:1 — E® egrisinin bir involiitii ve Darboux

vektorleri de, sirasiyla, W ve W " ile gosterilirse bu vektorler arasinda

W’ = K(Cl_s) (W+¢'N) (4.1.12)

bagintis1 vardir, [16] .

ispat: (3.1.5) bagintisina benzer olarak W™ vektorii
W =T +x'B"

seklinde yazilir. Burada x~ ve 7 egrilikleri ile T~ ve B" vektdrlerinin yerine

(4.1.6), (4.1.9) ve (4.1.10) den karsiliklart yazilirsa

k' — k't
zc(c—s)(zc2 +72)

/ 2 2
w” :K—H(sin ¢T +CcosgpB)+

c(c=s) N

22



olur. (3.1.5) bagintis1 burada yerine yazilirsa

M/:di£%W+¢N)

elde edilir.

Teorem 4.1.7: o :1 —E® egrisi a:1 —E® egrisinin bir involiiti ve birim

Darboux vektorleri, sirasiyla, Cve C” olsun. Bu vektérler arasinda

: A NI 5 S (4.1.13)

C = +
\/go’z +x2+7° \/go'z +x2+7°

bagintisi vardir, [16] .

ispat: B" binormal vektorii ile W™ Darboux vektorii arasindaki ac1 ¢ olmak iizere

(3.1.7) bagintisindan
C =sing T +cosp B (4.1.14)

yazilir. Sing ve cos¢ degerleri (3.1.6) bagintisina benzer olarak

< =W eose (4.1.15)

£ ~lsng
seklinde olur. Burada (4.1.6)ve (4.1.12) bagmtilari dikkate alinirsa

!’

I
«/go'z + K2+ 72
Jri+7?
«f(/)'z +x2+7°

olur. Bulunan bu ifade (4.1.14) de yerine yazilirsa C” vektdrii

sing =
(4.1.16)
cosg =
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Y N

C = +
\lgo’z +x2+7° \/go'z +x2+7°

C

seklinde elde edilir.

Teorem 4.1.8: o : 1 — E® egrisi a:1 — E® egrisinin bir involiitii olmak lizere «
ve ¢ egrisinin egrilikleri, sirasiyla, x,7 ve x*,z" olsun. a egrisinin helis olmasi

icin gerek ve yeter sart o egrisinin diizlemsel olmasidir, [16] .

Ispat: o egrisi bir helis egrisi olsun. Teorem 3.1.3 den

r_ sabit,

A

(ij =0 (4.1.17)

dir. Diger taraftan (4.1.6) bagintisindan

KT'—K'T
r K'(C— S)(K'2 +rz)

K (e
k(c—s)
- ()
__\K 4.1.18
(k2 +22)2 (41

olur. (zj =0 oldugundan
K

z =0

bulunur. Buda o egrisinin diizlemsel olmas1 demektir.
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Sonug 4.1.1: " :1 — E® egrisi ar:1 — E® egrisinin bir involiitii olsun. Eger «

evoliit egrisi bir helis ise

i) o involiit egrisinin W" Darboux vektorii ile B" Frenet vektorleri lineer

bagimlidir.
i) (a, a*) egrilerinin Darboux vektorii yoniindeki birim vektorleri aynidir, [16] .

4.2. Oklid Uzayinda Smarandache Egrileri

Tamm 4.2.1: Konum vektorli, herhangi bir & egrisinin Frenet ¢atilar1 tarafindan

olusturulan ve bu vektor tarafindan ¢izilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir,

[14] :
Bu tanim su sekilde de verilebilir:

Tamm 4.2.2: o:|1 — E® birim hizh regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.

Konum vektori

(4.2.1)

olan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denir, [11] :

Tanmm 4.2.3: «:1 — E? birim hizl regiiler egrinin Frenet catisi {T, N, B} olsun.

TN -Smarandache egrisi,

B (5)=—=(T+N)

S

seklinde tanimlanir, [1] .

Teorem 4.2.1: o : 1 — E’egrisinin Frenet ¢atisi {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu

olsun. TN -Smarandache egrisinin x, egriligi ve 7

5., torsiyonu sirastyla,
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_ \/2\/)(12 +o’ 4,

T e )
\/§|:(K2+2'2—K’)(K'zl+T)?l)+K(KZ'+T/)(51—)?1)+(K2+K')(K?1—2'51)]
T, =

2 2 2
[Z’(ZKZ +Z'2)+K‘T'—KT'] +(K'T—Kr’) +(2K3 +K‘T2)

seklinde verilir. Burada
7 =K (21(2 +7° ) —7 (' - K1)

v, =k (2K° +312)—r(13 —rK'+Kr’)

0, = K‘T(ZK‘Z +12)— 2ic (7' —ict')
7 =K+ K<T2 —3K’)—1<"

0, =—«° —x(r* +3x") - 3rr’ + "

b =—x"1 -7+ 2tk + kT + 7"
dir, [1].

Ispat: P (8) = %(T +N)

Smarandache egrisinin s, ~yay parametresine gore tiirevi alinirsa

T ds, B (—K‘T +xN +TB)

P dS \/z

ds, . _
olur ve norm alinirsa d—N ifadesi
S

26



dsﬂT

. 2% + 12
ds \} 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa [, egrisinin teget vektorii

(T +xN +7B)
T, (s)= 422
PN ( ) \/2’(_2 +Z'2 ( )

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

7= —[K‘Z (21(2 +‘[2)+T(Z'K"—K'T’)]
v = —|:K‘2 (2/(2 +3rz)+r(z'3 — 7K+ K‘T'):|

0, = K|:Z'(2K2 +z'2)—2(17('—m")}
olmak tizere T,B,m tirevi,

T) (S)—LZ(ZJ +0u,N +/,B) (4.2.3)
(21(2 +7° )
seklinde bulunur. S egrisinin egriligi «, ile gdsterilirse (4.2.3) bagmtisindan «,

egriligi,

_ 14
Koy = HT .

2 2 2
,\Ml +u"+/
Ky =2 -

(21(2 +72)

olur. Sy egrisinin aslinormali N, ile gosterilirse
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. T

P '
ITs.

T +uN+/4.B

N, =
P \/le +1)12 +£12

seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektori

B (rcl, —70)T +(xl, + 7, )N +(—KV, — K7,)
& \/(112+012+512)(2K2+72)

olur. B, egrisinin ikinci ve tiglincii tiirevleri sirastyla

~ —(K2+K’)T +(K’—K2 —TZ)N +(kt+7")B

N — \E

"

ve

w _ ZT+ON+ 4N

N — \/5

seklinde bulunur. Burada 7, , 0, Ve /,

K+ K(TZ —31(') —x"

X

=’ K’(Z’Z + 3K') =3’ + k"

Sl

) 2
b =—Kk’1—72+ 2t + kT’ + 7"

seklinde birer katsayidir. S egrisinin torsiyonu 7, ile gdsterilirse 7, torsiyonu

i¢cin

1 14 m
:<ﬂTN X B Py )
2
’ ”
Biv X By

T
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yazilir. Burada [, egrisinin birinci, ikinci ve tgiincii tiirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7z, torsiyonu

\/E[(K‘z +7° —K')(Kzl +r;?1)+1c(m'+r’)(51 —;?l)+(/<2 +x’ (Kzl —1'51)]

TﬂrN 2

(T(ZK‘Z +72)+Kr'—/<'r)2 +(K'T—Kr')2 +(2K3 +K‘T2)
seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.4: o:1 — E® birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} olsun.

NB - Smarandache egrisi

Brs (8)=—=(N+B)

-

seklinde tanimlanir, [1] .

Teorem 4.2.2: o : 1 — E*egrisinin Frenet catisi {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu

olsun. NB - Smarandache egrisinin «, egriligi 7, torsiyonu sirastyla,

5
B «5«/;{22 +0,7 + 1)}

(K‘Z + 272 )2

ﬂNB

J2 [273;?2 + 20k 0, + 1’7, + kK, — KT b, — KT, + KT L, + m"52]

[T (2T2 + K7 )]2 +[-x'T+ m’]z + [K‘(K‘Z +2r% + r’) - TK"T

T/BNB

seklinde verilir. Burada
2, =20° (=K' + 1K)+ KT (K‘2 + 21’)

v, = K(—K3 -k + rK’)—rz (31(2 +27° ) ,

l, =K’ (r’—rz)—r(213+mc')
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"

T =Tk +K+ KT+ 2T — K

"

0, =7+’ —3xK'+3r°7' — 1

b=t +1x’ =37’ — 17"

seklinde birer katsayidir, [1 1] )

Ispat: Bre (8)=—=(N+B)

-

Smarandache egrisinin s, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

d
B :i(—KT ~7N +7B)

T
B ds \E

ds, . ]
olur ve norm alinirsa % ifadesi
S

ds 1
B 2 2
NB — 2
—ds —,_2 \/K +27

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa [, egrisinin teget vektorii

_ —«xT—-7zN+7B (4.2.4)

T, (s)=
RN e

olur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinirsa katsayilar

2, =20 (=K' + 1K) + K‘T(K‘2 + 21')

v, = K(—K3 -TK+ TK') -7’ (31(2 + 2r2)

l, =K’ (T'—rz)—r(273+m<')
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olmak tizere T,B’NB tirevi

' (s)= V2 (2T +0,N +7,B)
Bue (K'Z +2T2)2 (425)

seklinde bulunur. fS,g egrisinin egrilii «, ile gosterilirse (4.2.5) bagintisindan

K, egriligi

!
K P

Pwe

. = «/ZMZZ +1)22 +£22

B 2
e (K‘2 +27° )

olur. fys egrisinin aslinormali N, ile gosterilirse bu vektor

_Th(s)
e (9)

N - 2.1 +o,N+7,B

B
" \IZZZ"'Uzz"'gzZ

seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektori

B - —T[éz +1)2]T +[r;(2 +K€2]N +[—Kl)2 +r)(2]B
Pe \Ii(/cz +2r2)(;(22 +0)° +£22)

olur. B, egrisinin ikinci ve tiglincii tiirevleri sirasiyla,

Bre :%{(—K'+TK)T —(1{2 +72 +T')N +(T'—TZ)B}

ve
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w T T +0,N+/,B

NB \/E

dir. Burada %,, 0, ve /,
7 =—K"+K(21’+K2)+T(K’+Kr)

0, =k (-3x"+ 1K)+ r(—3r'+f2)—r

"

0, = —T(K2 +7° +3r')+r"

seklinde birer katsayidir. [, egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse, 7, torsiyonu

i¢in

’ n L4
_Bye Xy +Prs )
2
! "
Pre % Prs

B

yazilir. Burada [, egrisinin birinci, ikinci ve Uglinci tiirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7, torsiyonu

The =

xﬁ[(r(Zrz + K7 ))fz +(—«'t+K7")D, +(K‘(K‘2 +27° + r')—rlc')zz}

|:Z' (21’2 +x° )T + [—K'T + KZ"]Z + [K(K +27% + r') - z'lc’]2
seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.5: o : 1 — E’birim hizl1 regiiler egrinin Frenet catist {T, N, B} olsun. TB-

Smarandache egrisi,

P = (T+B)

Dy

seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.2.3: o : 1 — E’egrisinin Frenet ¢atisi {T, N, B} , egriligi Kk ve torsiyonu 7

olsun. TB-Smarandache egrisinin Kk, egriligi ve 7, torsiyonu sirasiyla,

2 (K‘Z +7° )
K, =———
Pre K—T
\E[K3?3 2K by + KT, + KTy — 2KT I + 13;?3:'
T =
Pra 2

[e(x=2)7 ] +[x(x=7)]
seklinde verilir. Burada

X3 =—3kK'+2Kk7' + Kk'T

U, =Kk +1k’ —kr’ + 70+ k"~ 1"

Ly =x7'+2K'T - 37’

seklinde birer katsayidir.

(T+B)

2

Ispat: B ()=

Smarandache egrisinin s, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

T ds,_ B (x—7)N

Pre ds_ \/E

ds e - .
olur ve norm alinirsa d—B ifadesi
S

ds, ~ (K‘—T)2

ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa f;; egrisinin teget vektori
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T, (s)=N (4.2.6)

()= = (—«T +B) (42.7)

seklinde bulunur. S, egrisinin egriligi «,_ile gosterilirse (4.2.7)bagmtisindan «,_
efriligi
KﬂTB :HT g |l’
2(1(2 + rz)
K =

K—7T

olur. Sy egrisinin aslinormali N, ile gosterilirse

= T
A
N _—kT+7B

SN A
seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektorii

B 7T +kB

B
©oNKkP+7?
olur. B egrisinin ikinci ve li¢iincii tiirevleri sirasiyla

, (—K2 +TK)T +(K'—z") N +(KZ'—T2) B

mB \/E

ve
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w _ ZT +O,N + ;B

3B \/E

dir. Burada 7, 0, ve /,

X3 =—3KkK'+2Kk7" + k't

O, =+’ —kt’ + 7+ k"~ 1"

0, =K1 +2K'T — 37’

seklinde birer katsayidir. [ egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse z,_torsiyonu

i¢in

_ {Bre *Prs ﬁTZBm>
e

Prs

yazilir. Burada f; egrisinin birinci, ikinci ve tgiincii tiirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7, torsiyonu

\/E(K% =27 by + KP4 KT Uy = 2k 7, + 77 )

(T(K‘—T)2 )2 +(K‘(K‘—T)2 )2

Tpy =

seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.6: «:1 — E®birim hizli regiiler egrinin Frenet gatist {T, N,B} olsun.

TNB -Smarandache egrisi

B :i(T+N+B)

Ve

seklinde tanimlanir, [1] .

Teorem 4.2.4: o : | — E’egrisinin Frenet catist {T,N, B}, egriligi & ve torsiyonu 7

olsun. TNB-Smarandache egrisinin x, egriligi ve 7
NB

4., lOrsiyonu sirastyla,
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B +ol+0)]
4

K:BTNB = 2 5 2 !
(/c +7 —m’)
2kl — 2K 0, + 22Ty, + 2720, — 2KT Y, + 20° 7, +
\/3_, 4 4 g 4 Xa Xa
kt'l,—k'tl, + k7', + kT' — K'T0, — K'TY,
’[ =
ﬂrNB

[21(2'(1( —7)+ k7' — 7K + 213]2 +[xr' - nc']z +

[2/{3 + kT + 2KT% = 22T — K'T]Z
seklinde verilir. Burada

X =K (—21(2 — 47 + dric - Kzz")+ Kz'(lc' +27° + 21')— 2x'r?

l,=2x" (K‘T—ZTZ +T')+72 (4/(2'—22’2 +K')—Kr(r’+ 2k")

Zs = KT —K" =3k + 2k7" + K° + KT
O, =7"—k°=3(kx"+77") = (-k"+7") + k7 (K —T)

0, =t"—k*t -3’ —7° + 2t + kT’

seklinde birer katsayidir, [11] .

Ispat: B = %(T +N+B)

Smarandache egrisinin s,  yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds 1
T, —Zme— [T +(x—7)N+7B
Pne ds \/§|: ( ) :I
ds, . _
olur ve norm alinirsa d—NB ifadesi
S
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A _ Jok? + 77—kt
3

ds

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa [, egrisinin teget vektori

_—«T +(xk—7)N+17B

T S)=
ﬂTNB( ) \/E ,K2+2'2—KZ'

(4.2.8)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinirsa katsayilar
1=K (—21(2 —47% + 47k — Kzz") + Kz'(lc' +27° + 21') - 2x'7?

v, =K (—21(‘2 —4¢% + 2x7 — z-')+ 7 (—22’2 +2kT+ K')+ kt(k'—1")

l,=2x" (K‘T —-27% + T') +7° (4/(7 —-27%+ K') — k(7' +2K")
olmak tizere T[;rNB tirevi

_BaT+uN+/,B

4 (K‘Z +7° —KZ')Z

(42.9)

The ()

seklinde bulunur. [ egrisinin egriligi «, ile gosterilirse (4.2.9) bagmntisindan

K, egriligi

’
K T e

Bone :‘

_“\/§ X Ho”+ L
e 4 (K2+T2—K‘T)2

olur. S egrisinin aslinormali N, ile gosterilirse

Tis ()
N _ P
" T G
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N X +y,N+/,B
Bme 2 2 2
\/;(4 +u,°+1,

seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektorii

B _ ((k=7)t,—70,)T +(h + &L, )N =(xv, +(x—7) 7,)B
e J@xt 2t —2xr) (72 +uF 1)

olur. Sz egrisinin ikinci ve tigiincii tiirevleri alinirsa sirasiyla,

ﬁT”NB =

&l

[(—K'—Kz+KT)T—(K2+K’+2"+72)N +(m'—z'2+r’)B]

ve

w _ZT+O,N+1,B

TNB — \/§

dir. Burada »,, o, ve /,

7 =K1 —K" =3k + 2k7" + K° + kT

O, =1" -« =3(kx"+77") = (k" +7")+ kT (K~ 7)

0, =1t"—x’r -3’ — % + 216" + k7’

seklinde birer katsayidir. S, egrisinin torsiyonu

s L€ gosterilirse 7, torsiyonu

i¢in

! n 4
e (Bre % Pre + Prns )
ﬂTNB ! " 2
Prne % Prws

yazilir. Burada f,g egrisinin birinci, ikinci ve tiglincii tiirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli iglemler yapilirsa 7, torsiyonu
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2i°0, - 270 0, + 2675y, + 2KT° L, — 2K T, + 207 7, +

kt'l,—k'tl, + k7', + kT' — K'T0, — K'TY,

TﬂTNB 2 2
[2Kr(1<—r)+ Kk — K + 213] + [m"—nc'] +

[2/{3 + kT + 2K7% — 2P — K'T]Z
seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.7: o : 1 — E®birim hizl regiiler egrinin Frenet catis {T, N, B} olsun. NC

-Smarandache egrisi

1

Pue :E

(N+C)

seklinde tanimlanir, [1 1] :

Teorem 4.2.5: a: 1 — E*egrisinin Frenet catisi {T, N, B}, egriligi x ve torsiyonu 7

olsun. NC -Smarandache egrisinin x, _egriligi ve 7, torsiyonu sirasiyla,

\/54/;(52 +052 + £52
(@) + W[ —2¢ W]

KﬂNc -

_—ZZsrzgo'sin @+ 7:(9)) sin® p — 7.x°¢'sin o + kD, + (¢)° cos® pw,
+0'% cos* @l — 20 COS @ Lk — @' COS @ £,7° — ¢’ COS P, T — K" SIN @
2| —kD.0" c0S @+ D" COS o7 — D' SiN 7 + "2 COS P L, SiN

+D,K'p' SIN @ — K L1790 SIN @ — 7K' COS T + 7 Kp'* COS SN @

+ 7 KT+ 0,07 sIN? o — Okt + K b’ + Lx® + 770

[(K(go’)z sin ¢)COS§0+(T(¢)’)2 Singo—/czgo'—Zz-Zgo')sing0+1czr+z'3}2
" ! ! 2 r_r ! 2 " H ! ! 3 ! 2
[(rg& 79" — k(') )COS(D-!—(K'(p —7(¢') —xp )Slngo—r/( +(¢') +m’}
J{(l{((p')2 COS(0+T((/)')2 sin (p—2/(2(0'—1'2(/)')C05(p—/(2'(p'sin (p+K3+KZ'2:|2

seklinde verilir. Burada
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2_n rn rn

s =1°0"C0Sp— k9" COS* p—10'p Sin¢COS(p—(gp')4sin¢—K2 ((p')zsingo
—7? ((/)’)2 Sin(p+21c(¢')3 singpcos g+ 2T((/)’)gsin2g0—lc’((p')z—TZK’—ZK’Kgo’COSgo
—2Kk'g'rsin ¢—TT’¢’COS¢+K'(¢’)2 Cosz(p+r'(¢)’)zsin @CosQ+kp'p"
+ k17’ — KTQ"SIN O — P'T'KSIN P
v = K((p')3 cos @+ 3>’ cos ¢ + 3Kk’ C0S @ — 2i° (go')z cos’ ¢ — 4Kr((p')2 sinpcos
- K? ((p’)2 —k* = 2% + 3’1" sinp — 7° (go’)2 +370°%¢’sin (/)+z'(g0')3 sing — 277 ((/)’)2 sing
1 1n\2 21 [ 2 M ' ey 1M ain?2
Uy =7'(¢') +K°T = 2k7'p' cOS @ — k9" sin @ + k'g" sin p COS P + 790" SIN*

—((/)')4 cosp—k° ((p')2 cosp—1° (go’)2 Cos @+ 21(((/)')3 cos’ @ + 22’((p')3 sinpcos g

—10'@" — KK’ + TKQ" COS @ + 7K'’ COS @ + KK’ SN @ — K’((p’)z sin (pcosgo—r’(go')2 sin® @

by n r_n

Zs =¢"cosp—3¢p'¢"sin go—(go’)sCOSgo—K”—Kzgo'COS(p—Kr(o’sin¢+K3+K72

U, = 2k¢" COS p — ZK(go’)z sin @ —3xK’ + k" COS @ + T'p' sin @ + 279" sin @

+ 2((0')2 cos ¢ —3r7’

by = (Krgo' - 3(0’g0") Cos @ + (rzgo' "+ (qo’)g)sin o-x1-12+7"

seklinde birer katsayidir, [1 1] :

Ispat: Bc =%(N +C)

Smarandache egrisinde C nin yerine (3.1.7) den karsilig1 yazilirsa

_ (singT +N +cosgB)

Pre = NA

olur. s, _yay parametresine gore tiirevi alinirsa
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T dSﬂNC:((/)'COS¢—K)T+(T—(p'Sin¢))B
Bne ds \/5

ds, )
olur ve norm almirsa % ifadesi
s

W]

ds, (@) +W[f 20
2

ds J2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa [ egrisinin teget vektorii

(¢'cosp—i)T +(z—¢'sing)B (42.10)

J@) + W[ -20'|W]|

T (8)=

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

2 " " 2 ronai N4 .- 2 N2 -

Zs =7°9"COsp— k' cos’ p—1¢'p"sinpcosp —(¢') sing—x* (') sing

—7? ((0')2Sing0+2K(¢')3Sin¢COS¢)+2T((0’)3Sin2¢)—K’((o’)2—TZK'—ZK'K(D'COSgo
—2K'(0'1'Sin(/J—TT'(/J'COS(/)+K'((/)')2 COSZ(/)+T'((0')25in(0005(p+1<(p'¢)"

+ k17’ — KTQ"SIN O — P'T'KSIN P

v = K((p')3 cos @ + 3k’ cos ¢ + 3Kk’ COS @ — 2K ((/)')2 cos’ ¢ — 4/(1((0')2 sin g cos @
—K? (gp’)z — k" = 2K’ + 3K’ r@'sinp - 1° (gp’)z +37%'sin (p+r((p')33in @
—272(¢')Zsin2q)

1 1\2 21 [ 2 Mar 1" ai roMain?
ly=7"(¢'") +K°T'—2k7'p' COS — K*@"siN @ + k'9" Sin P COS @ + 79" SIN* @

—((0’)4 cosp—x° ((p')2 cosp—1° ((/)’)2 CosS @ + 2K(gp')3 cos’ o + 27((/)')3 sinpcos g

—10'0" — 1K’ + K" COS @ + TK'P' COS @ + KK SIN P — K’(qo’)z sin (pcosgo—r’(qo')2 sin g

olmak tizere Tﬂ’Nc turevi

' (5)- V2 (7T +0sN +£,B) (4211

(o) + W[ ~20' W)
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seklinde bulunur. f egrisinin egriligi «, ile gdsterilirse (4.2.11) bagintisindan

K . egriligi

!

Bne

KﬁNc -

. \/Z/;(52+052+£52
Bne T 2
(') + W[ 20w

olur. Sy egrisinin aslinormali N 5, 1le gosterilirse

_Th(9)
e )]

N - X1 +UO.N+/.B

b =
" \/;(52+052+€52

seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektorii

g _Us (¢'sing—1)T +(;(5.(r—§0'sin @)Ly (go’COSgo—K)) N +(05 (go'COS(p—K)) B
Bne

(@) + W =20 W) (2 40+ 1.7)

seklinde bulunur. f. egrisinin ikinci ve tiglincii tiirevleri sirastyla

(qo” COS(p—(gz)')2 sin qo—K’)T +(Kg0’ CoS@ +7¢'sin g — K —12) N
Bic = \/E
(r’—(p”singo—((p')2 COSgo)B

2

—+

ve

w  ZsT +ON+ (B

NC ™ \/E
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dir. Burada %, 0, ve /,

by n r_n

Zs =¢"cosp—3¢p'¢"sin go—(go’)sCOSgo—K”—Kzgo'COS(p—Kr(o’sin¢+K3+K72

U, = 2k¢" COS ¢ — ZK(go’)z sin @ —3xK’ + k" COS @+ T'p'sin @ + 279" sin @

+ 2(g0’)2 cos ¢ —3rz’

4, =(xcrp' —3¢'p") cOs @ + (rzgo' —o" + (qo’)s)sin p-x -7 +17"
seklinde birer katsayidir. Sy egrisinin torsiyonu 7, ile gdsterilirse 7, torsiyonu

! 14 L4
_ Bae XPuc 1 P )
2
! "
Pre % Bye

Bne

yazilir. Burada [, egrisinin ikinci ve Ugiinci tiirevleri yerlerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa 7, torsiyonu

_—2;?5r2g0' sing + 7, (¢')?sin® o — 7.x°¢'sin p + kot + (¢')° cos’ paw,
+9'° cos* @l — 20 COS @ Lk — @' COS @ £,7° — ' COS P, T — K" SIN @
2| —k0.0" c0s @+ D,0" COS o7 — D02 SiN o7 + 2 COS P 1,7 SiN @

+O,K'Q'SIN @ — K 790 SIN @ — 7K' COS T + ZKp'* COS pSiNn @

+ 7 KT+ 0,00 SIN? o — Okt + K b’ + Lk + 770

Tﬁ'Nc 5 . 2 . .
|:(K‘(§0') Sln(p)cosgo+(r(go') Sln(D—KZ(D'—ZTZ(D')SIH(0+K’2T+2'3J

2

2

’

(rqp” -7 — K((o')z )COS o+ (K'(p' - r(go')z - K(D")Sin p—1K'+ (go')a + m"}

2
k(o )2 CoS @+ r((p')2 sing — ZKZ(D'—rZ(o')COS(o—KT(p'Sin p+x’ +K'T2J

seklinde elde edilir.
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Ornek 4.2.1:

7(s)= [isinms —isin 36s, —ic0516s +icos365, EsinlOs) egrisinin
208 117 208 117 65

Frenet vektorleri, [1] , ve birim Darboux vektorii

T(s)= (% c0s16s —icos 36s, %sinms - %sin 36s, %coles)

N(s)= (Ecos 265, Esin 26s, —ij
13 13 13

C(s)=

B(s)= (—gsin 165 —isin 363,icos36s +gcosl6s, Esin 105)
13 13 13 13 13

icosZGs,isin 265,E
13 13

seklinde bulunur. Bu egriye ait Smarandache egrileri asagidaki sekillerde

gosterilmistir.

Sekil 4.1. y =y (s) egrisi
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as -~ J
a0~
-0s
-0
1or
us
0o
05
-10!
y
-0
-3

0o

Sekil 4.2. y(s) egrisine ait TN -Smarandache Egrisi

10

0.0

Sekil 4.3. 7(5) egrisine ait NB -Smarandache egrisi
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Sekil 4.5. 7(5) egrisine ait TB -Smarandache egrisi
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Sekil 4.6. y(s) egrisine ait NC -Smarandache egrisi
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5.BULGULAR

Bu boliim ¢alismanm orijinal kismimi olusturmaktadir. Burada o :1 — E®egrisi
a1 — E’egrisinin bir involiitii olmak iizere, konum vektdrii involiit egrisinin

Frenet catilar tarafindan olusturulan regiiler Smarandache egrileri,

Bi=P = %(T* + N*) T"N”-Smarandache egrisi
_ _ 1 * * * sk d h o o .
B =DBe —E(N +B ) N B -Smarandache egrisi
= _ 1 T +B B dache egrisi
Py =Py _ﬁ( + ) T B -Smarandache egrisi
= _ 1 T+N+B") T'NB dache egrisi
Bo =Py _ﬁ( +N + ) -Smarandache egrisi
1

Bs =Py = —( N+ C*) N’C” -Smarandache egrisi

2

seklinde gosterilecek ve bu egrilerin egrilik ve burulmalari hesaplanacaktir. Daha
sonra bu egrilerin egrilik ve burulmalar1 evoliit egrisinin Frenet elemanlarma bagh

olarak ifade edilecektir.

5.1. T'N” Smarandache Egrisi

=—=(T"+N") (5.1.1)

£i(s
¥ %
Smarandache egrisinin s, yay parametresine gore tirevi alinirsa

T dsﬁl B (—K'*T*+K'*N*+T*B*) (5.1.2)

Ads 2

ds, . ]
olur ve norm alinirsa d—ﬂl ifadesi
S
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ds

2K +17
df = ,/ > (5.1.3)

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa /3, egrisinin teget vektorii

T T +x N +7B (5.1.4)

A (=)= \/21(‘*2 +77°

seklinde olur. (5.1.1) ifadesinde T've N™1n yerine (4.1.7) den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi

B.(s) = =3 (—=cos @(S)T () + N(s) +sin¢(s)B(s)) (5.1.5)

NA

olur. (5.1.4) denkleminde (4.1.6), (4.1.7) bagintilar1 dikkate alinirsa (5.1.5)

ifadesindeki f, egrisinin teget vektorii

_ (¢p'sinp—x)T —”\N” N + (¢’ cosp+17)B (5.1.6)

Jo? +2W|f

T

5(3)

seklinde bulunur. (5.1.4) ifadesinin tekrar tlirevi alinirsa katsayilar
_ . * %2 2 o SRS S
W, =—K (21( +7 )—Z’ (TK' ~-KT )

¢ =—x"°(2x"* +3z'*2)—r* (1*3 —r'k" + K*r*') (5.1.7)

o, =K1 (ZK*Z +77° ) - 2K (r*K*' —x7" )
olmak iizere T, (S) tiirevi

T, (s) =(2ﬁ%*2)2(a)1T*+¢lN*+alB*) (5.1.8)
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olur. (5.1.7) ifadesinde «~ ve 7 i yerine (4.1.6)dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

=(@"sinp+¢"” COS(D—K"+K‘”\N||)«,¢'2 + 2|[\/V||2

~(¢'sing—x) (o +2|W[)

ot W[y (519)

= (W[} - o7 2w +
&, =(p"cosp—¢'sin ¢)+T’—7”\N||)a/(0’2 + 2|[\/v||2

—(¢'cosp+7)(\Jo'* +2|W|)

seklinde olur. T, (s) tiirev ifadesinde (4.1.7) ve (5.1.9) bagmtilari yerine yazilirsa

T vektoriintin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

ﬁl( ) \/—a)lT +¢51N +0'1 (5.1.10)
(¢ +2]W| )

seklinde bulunur. f, egrisinin egriligi K, 1le gosterilirse (5.1.8) bagntisindan k,

egrilig,
KA‘H H
o, =gl ol (5.1.12)

(2/<+ )

olur. Burada x"ve 7" yerine (4.1.6)dan karsiliklar1 yazilirsa K 4, egriliginin evoliit

egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

o+ @’ +0'1

(¢"2+2|NV|| %

(5.1.12)
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sekline doniisiir. f, egrisinin aslinormali N, ile gosterilirse (5.1.8) bagintisindan

HT' I

0T +¢N +0,B

A 2 2 2
O +¢4"+o;

olur. Burada T,N"ve B"in yerine (4.1.7)den kargiliklar yazilirsa N, ifadesinin

N

evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden karsilig

_aT+4N+5,B

Y — —
«fa)lz +¢12 +0‘12

seklindedir. B, =T, xN, oldugundan B, vektori

N (5.1.13)

5, - (K‘*O'l —T*¢1)T* +(K*O'1 +r*a)1) N’ +( K h K a)l) i (5.1.14)

\/(a)f +¢ +012)(2K*2 +7 )

olur. Burada T',N",B",x've ¢ ifadelerinin yerine (4.1.6) ve (4.1.7)den
karsiliklar1 yazilirsa B, binormal vektdriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar:

cinsinden karsiligi,

(-IW]j5,~ (@' cosp+2)4 )T +(@, (¢’ cosp+7) -G, (¢'singp—x))N
A 2\(=2 , 72 , =2
Jlo < 2@+ &7 +57)
,_HA@sing—n)+aW[)8
o™+ 2 ) (@ &+ o)

B

(5.1.15)

seklinde bulunur. B, egrisinin ikinci ve tg¢iinci tiirevleri, sirasiyla,
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" an* +6?1N* +plB*

ST

olur. Burada 7,, 6, ve p,

Th = KK (r*z -3k ) 5"
0, = " —K (r*z +3x” ) 3+ (5.1.16)

"

*Q  * *3 * % *  *xf *|
P=—KT —T +2T1 K +KT +7T

seklinde birer katsayidir. f, egrisinin torsiyonu 7, ile gdsterilirse 7, torsiyonu

BIxp B

LTy

"

dir. Burada g/, f've B degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

7, torsiyonu,

\/E_(K'*Z +77° —K*')(K*pl +r*771)+/<* (K‘*Z'* +r*')(01 —771)+(K'*2 +K*')(K*pl —T*Hl)_

- 2 2
* * * * x| x| * *| * * *| )\3 * *
[r (2K2+rz)+1<z"—/c'z'} +(K'r —KT') +(2K +K'T2)

Tﬂl_

2

(5.1.17)

olur. (5.1.16) bagintisinda k" ve 7 1n yerine (4.1.6) den karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar,
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el " r_n

i =¢"sinp+3p'9p"cosp—¢”sinp— "+ k' |W||+ 2« |W

W

W -2wliw ] +w] (5.118)

— kK’ —77" +
W]

5]_:(0'2

/ 2
7w

P, =¢"cosp-3¢'¢"sinp—¢" cosp+1"—7'|W| - 2r|W

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.1.17)de yerine yazilirsa T N”Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

@, =—|W|(¢"cosp—p?sing+7'—z|W|) +(|[\N||2 +|W Y(¢'cosp+7)

6 = (¢ cosp+7)(¢"sin g+ cosp—x'+x W) (5.1.19)
—(¢'sinp—x)(¢"cosp— g sing+7'—7|WJ)

G, =(¢'sin (/)—K')(—”\N ||2 —”\N”') +|[\N || (p"sinp+¢”? COS(/)—K'+K”\N ||)

olmak lizere

W[+ 2w

e’ )

\Ecbl ((p’"sin p+3¢'p"cosp—@ sing—x" +«’

T =
A wlz N ¢12 +6‘12

28 (oW 2w W] )

~ 2 72 ~ 2
) +¢°+0,;

ﬁ@(w"’ cosp—3¢'p"sinp— g cosp+ 7" 7' W/ -2z W —T|[W||2)
+

~ 2 72 ~ 2
o +¢°+0;

seklinde elde edilir.
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5.2. N'B" Smarandache Egrisi

(N"+B)
s) = 521
A(s)="—5 (521)
Smarandache egrisinin s, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
ds —kT" —7N" +7B"
T, —2= ( ) (5.2.2)
2 ds \/5
ds, .. .
olur ve norm alinirsa d—z ifadesi
S

ds

, 2t + K7
dg :,/ > (5.2.3)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa f3, egrisinin teget vektorii

T :—KT*—TN*+TB*

5 (3) W

(5.2.4)

seklinde olur. (5.2.1) ifadesinde N”"ve B"in yerine (4.1.7)den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagh ifadesi
ﬁz(s)z%[(sin @—c0s)T +(sinp+cos¢)B | (5.2.5)

olur. (5.2.4) denkleminde (4.1.6) ve (4.1.7)den karsihklari yazilirsa (5.2.5)

ifadesinde verilen /3, egrisinin teget vektort,

T = (¢'cosp+¢'sing)T —|W|N +(¢'cosp—¢'sing) B

. (5.2.6)
20 +{W]

seklinde bulunur. (5.2.4) ifadesinin tekrar tlirevi alinirsa katsayilar
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w, =277 (—K*, + T*K'*) +KT (K'*Z +27" )

¢, =K (—K‘*S 'K+ K ) —7? (3](*2 + 27*2) (5.2.7)

o,=K" (z'*' 77 ) -7 (27*3 +K K )
olmak tizere Tﬁ' (S) tiirevi
2

V2(@,T +¢,N +2028) (5.28)
(K'*Z +22'*2)

T; (s)=

olur. (5.2.7) ifadesinde x ve 7 m yerine (4.1.6)den karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

:(go"COS(p—go'2 sinp+g"sing+¢'" cos¢+rc|[\N||) 20" +|W|

—(¢'c03¢)+go’singo( 20" +|[vv||)

6.~ Wl =W )2 W )20+ ) (529)

G, = ((0" cos@— @' sinp—g@"sinp— @' c05¢—r|[\/\/||) 20" +|W|

—(¢'cosp—¢'sin q))( 20" +|[VV ||2 )

seklinde olur. T',;Z (S)tﬁrev ifadesinde (4.1.6) ve (5.2.9) bagintilar1 yerine yazilirsa

T!

4, vektoriniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

Tﬁz

( ) \/—a)ZT +¢2N +UzB (5.2-10)

(20 +w|f )
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seklinde bulunur. S, egrisinin egriligi K, 1le gosterilirse (5.2.8) bagmntisindan «,

egriligi,
Kﬂz :‘Tﬁl'z !
o, 220 o (5.2.11)
” (?+277 )2

dir. Burada «"ve 7"in yerine (4.1.6)den karsiliklari yazilirsa x, egriliginin evoliit

egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

— 2 72 — 2
o, =2V T 1O (5.2.12)

12 2\2
(20 +[W["
sekline donisir. S, egrisinin aslinormali N, ile gosterilirse (5.2.8) bagintisindan

'
Tﬂz

T

N - o, T +$N +0,B

s
’ w/aozz +¢,°+0,

olur. Burada T",N"ve B 1n yerine (4.1.7)den kargiliklar yazilirsa N, vektoriiniin

evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

_oT+$N+5,B

s, — — —
’ afa)zz +¢22 +O'22

seklindedir. B, =T, x N, oldugundan B, vektorii

N (5.2.13)

5, - — [0, +4,]T + [T*a)z + K*GZJ N"+ [_K*¢2 - r*a)zj i (5.2.14)
2 \/J(/(*2+22'*2)(a)22+¢22+‘722)
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olur. Burada T",N",B",x" ve 7" yerine (4.1.6) ve (4.1.7)den karsiliklar1 yazilirsa

B 5, binormal vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi,

g _ Wiz, —(¢/cosp—g'sinp)d, _

" \/(2¢'2 W)@+ +57)

. (¢'cosp—¢'sing)m, —(¢'cosp+¢'sing)a, N

- = (5.2.15)
2o W[ )@+ 32+ 57
. (¢'cosp+¢'sing)d, +|W | @, .
J(z(pfz HW[ ) (@2 + 47+ 5,7)
seklinde bulunur. £, egrisinin ikinci ve iglincii tiirevleri, sirasiyla,
(—K*' + T*K*)T* - (K'*z +77%+ T*,) N™+ (T*' —7? ) B
ﬂz = ﬁ
Br= nZT* +6, N*+ £, B”
‘ V2
olur. Burada
n, = KT 2T -
0, = K3 + 30 = (5.2.16)

*3 * %D * K *  xM
p,=T +7K " =3r7 —-T7T

seklinde bire katsayidir. S, egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse 7, torsiyonu

By x5, )

18, B

B
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dir. Burada f,, f,ve p, degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

Tp, torsiyonu

\/E[(z'* (21'*2 +x7° ))772 + (—K‘*,T* + K*r*')éz + (/{* (K*Z +2r%+ 7" ) —7'k” )pz}

* * * 2 x| * * x| 2 * * * *| * x| 2
[r (2T2+K2):| +[—K"T +KT,J +|:K‘ (K‘2+22'2+T')—2'K":|

Tﬁ'z -

(5.2.17)

olur. (5.2.16) katsayilar ifadesinde x"ve 7" 1n yerine (4.1.6) dan karsiliklar1 yazilirsa

yeni katsayilar

" r_n "

17, =¢"Cosp—3p'ep
+3p'p"cosp— @ sing + K’"\N||+ 21('”\/\/”, —Kgp'"\N”

singp — ¢ cosp+@"sing

g, =2¢" '(o'—”\N”” (5.2.18)

W+ o W [+ W+

- n

P, =@ COS(/)—?:(o’go"sin(/)—gz)’3 CoSp—¢@
—3¢'p"cosp + ¢ sin (0—2"”\/\/ ||—21|[\N ||’ +T|[\N||(0'

n

sing

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.2.17) de yerine yazilirsa N B Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

&, =~[W||(¢"cosp - sing - g"sing— ¢ cosp—z| W]

~(g'cosg=gsing) W o' W] |

@' -

é, =(¢'cosp —g'sin (p)(¢"c05¢—¢’25in p+@"sing+¢'? c05(p+z<|[\N||) (5.219)
—(¢'cosp+¢'sin (0)((/)"C08(p—(p'28in p—-@"sinp—¢'? COS(p—T”\N”)

6, = (¢'cosp-+¢/sing) Wlo'~ o

+|W] (" cosp— g™ sing+g"sin g+ cos g+ x|W|))
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olmak lizere

( " c0sp —3¢'p"sin g — @' COS @ + " sin @ + 3¢ " cos @ — ¢'* sin go}
20, ,
o ' |W+ 2 W - ' |W]
& a)lz + ¢12 + ‘712
2820 W " W ] -
" 6012 + ¢12 + 012
> [ " c0s @ —3¢'¢"sin p— ' COSp— " sinp — 3¢ " cos p + ¢'* sin gp}
O-2 ’
. —7'|W| -2 |W[ +z[W ]
a)l2 + ¢12 + 0'12
seklinde elde edilir.

5.3. T'B" Smarandache Egrisi

1

s)=—=(T"+B" 5.3.1
Smarandache egrisinin s, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

S (2N (532)

By ds_ ﬁ

ds, . )
olur ve norm alinirsa d—ﬂB ifadesi
S

s ) (5.3.3)

(s)=N’ (5.3.4)
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seklinde olur. (5.3.1) ifadesinde T ve B"in yerine (4.1.7)den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi

B;(s)=—=(singT + N +cosgB) (5.3.5)

ol

olur.(5.3.4) bagitisinda (4.1.7) den karsiligi yazilirsa (5.3.5) ifadesinde verilen f,

egrisinin teget vektorti,

@' cosp—x)T +(—¢'sinp+7)B

T (S) = ( (5.3.6)
B3 , ,
Vo 20 W[ +|wf
seklinde bulunur. (5.3.4) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa Tﬂ; (S) tiirevi
: 2 e
Ty (s)= == (-+T +7B) (53.7)

olur veya bu ifadelerin yerine T",B",x"ve 7 m yerine (4.1.6)ve (4.1.7) den

karsiliklar1 yazilirsa katsayilar

W[
Wl

@, = ((o” cosp—¢'*sing — K’) \/go'z —2¢'

_(Q'COS(D—K)(\/(D'Z _2§01

7, = (o WI-WIF) o™ —20 W]+ W (538)

5,=(~¢'sinp—¢* cosp+ ) o ~20 W W

~(-ofsing o)\ 20 W+ T )

seklinde olur. (5.3.7) tiirev ifadesinde (4.1.7)ve(5.3.8)bagmtilari yerine yazilirsa

T/;3 (S) vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden karsiligi
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(s)=+2 a,T +$N+5,B (539)

(o7 - 26 W] W)

seklinde bulunur. f; egrisinin egriligi x, ile gosterilirse (5.3.7) bagmntisindan « s

P
egriligi
Kﬁ3 :‘Tﬂrs !
2(1(*2 +T*2)
Kﬁ3 = T (5310)

olur. Burada «"ve 7" 1n yerine (4.1.6) dan karsiliklar1 yazilirsa K 4, egriliginin evolit

egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

K, = (22 4 +3) (5.3.11)

By 2
(¢ —20/ W]+ W[ )

sekline doniisiir. 3, egrisinin aslinormali N 5, 1le gosterilirse (5.3.7) bagintisindan

T

’
_ B
Nﬂs _HT( !
Bs
—-«T'+7B
N —

olur. Burada T ve B’in yerine (4.1.7) den karsiliklar1 yazilirsa N 5, vektoriiniin

evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

_oT+4N+5,B

B —2 72 =2
\NO; + ¢, +0;

seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektori

N

(5.3.12)
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B T +xB

olur. Burada T",B", k" ve 7 1n yerine (4.1.6) ve(4.1.7)den karsiliklart yazilirsa B,

(5.3.13)

binormal vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

[(¢'sing—1)¢, |T+[(¢'sinp—1)@,— (¢ cosp—-x)&, [N+[(¢'cosp—x)4, |B

@+ +32) o - 20 W]+ )

Ps

(5.3.14)
seklinde bulunur. f; egrisinin ikinci ve t¢iinci tiirevleri sirastyla
e L L I P L
ﬂS - ﬁ
ﬂ m_ 773T* +63N* +pSB*
’ 2
olur. Burada
n,=-3kK +2k7 +x'T
O,=x>+7k" -kt +%+x" " (5.3.15)

*  xf

p=KT +2K'T =3'r
seklinde birer katsayidir. /3, egrisinin torsiyonu 7, ile gdsterilirse 7, torsiyonu

B> B, B5)

ﬁ:’l ! ”2
|,6’3>< 3”

dir. Burada f;, f; ve f, degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

Tg, torsiyonu
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2 [K*3 P —2K T P+ K TN+ KT py—2K T 11+ Z'*3773:|

- ] o[ ()]

T

, (5.3.16)

olur. (5.3.15) katsayilar ifadesinde x Ve 7 1n yerine (4.1.6) den karsihiklari yazilirsa

yeni katsayilar

" r_n

7, =" Ccosp—3¢'p sinp—g" COSgo—K”—1((0'|[\/V||+K”\I\/”2

0 =" W -’ ~zr+ "W+ W[ - 2]W W]

= n r.n

Py =—@"sinp—-3¢'p COSgo+go’3Sin(p+z'”+z'go’|[\lV||—z'|[\/V||2

(5.3.17)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.3.16)da yerine yazilirsa T B Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

W -w[)

@, =(¢'sin go—r)(go’

¢, = (¢'sin q)—r)((p” cos @ — ¢’ sin (p—K')—((p' COSq)—K)(—gz)”Sin -9 COS(0+1")

&, = (¢ cosp—x) (' W] - W[ )
olmak tzere

\/Ecbs ((0”' cosp—3¢p'p"sing — ¢ cosp — k" — k' |W ||+ x W ||2)
Tﬂs -

~ 2 72 ~ 2
;" + ¢, +6,

W -2jwjw

Wi+o

@+ Pl +65

W|-xx'—77"+ 9" ’j

) V24, ((p”

J26, (—gp’"sin @—-3¢'p"cosp+@”sing+7"+ 19 |W| -7 |W ”2)

+ =
~ 2 2 ~ 2
;" + ¢+,

seklinde elde edilir.
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5.4. T'N'B" Smarandache Egrisi

1

ﬂ4(5)=ﬁ(T*+N*+B*) (5.4.1)

Smarandache egrisinin s, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

% =i[—;<*T* (k=7 )N"+7'B"] (5.4.2)

T
Pa ds \/3_)

ds
olur ve norm alinirsa —= i * ifadesi
S

ds,, _\/Z(K*2+z'*2—1(*r*) (5.4.3)

ds 3

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa f, egrisinin teget vektori

KT +(K* —z'*) N +7B
\/2(/(*2 +772 —K'*Z'*)

Ty, (8)= (5.4.4)

seklinde olur. (5.4.1) ifadesinde T',N"ve B’ yerine (4.1.7)den karsiliklar

yazilirsa Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi

[ (singp—cosp)T +N +(sinp+cosp)B | (5.4.5)

A=
olur. (5.4.4) denkleminde (4.1.6) ve (4.1.7)bagmtilar1 dikkate alirsa (5.4.5)

ifadesindeki S, egrisinin teget vektori

;o1 [(¢'cosp+g'sing—ix)T —|W||N +(¢'cosp—¢'sinp+7)B]|

mﬁ

(5.46)

seklinde bulunur. (5.4.4) ifadesinin tekrar tlirevi alinirsa katsayilar
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*/ *9

w,=K"° (—2152 477 + 47K~k ) +KT (K*' +2r7 + 277 ) -2k T

$=K" (—2/(*2 — 4772 4 2T -1 ) +7° (—21*2 +2KT K ) +KT (K*' —z" )

o, =2Kk"° (K*r* -2r7%+¢" ) +77° (4/(*1'* 2% + k" ) -KT (r*’ +2r” )
(5.4.7)

olmak tizere Tﬂ' (S) turevi
4

T/ (s) - 3 0T +¢,N +o,8 (549)

4 (K'*z +T*2 —K‘*T*)

olur. (5.4.7) ifadesinde x"ve 7 in yerine (4.1.6) dan karsiliklart yazilirsa yeni

katsayilar

o, = ((p"COS(p—(p'2 sinp+¢@"sinp+¢'” COS(/)—K'+K”\N||)\/¢)'2 —¢' "\N ||+|[\/V||2

~(¢'cosp+oising —x)[Jo o/ W+ T

b= Wl Dl o= WL W + (o™= W W |

Q' -

W+ w

G, = ((p"COS(p—(p'zSingo—(o"sin(p—(p'z c03¢+r’—r|NV||)\j¢'2 -9

~(geosp-g'sing) "~ W] W

(5.4.9)
seklinde olur. T, (S) tirev ifadesinde (4.1.7) ve (5.4.9) bagntilar1 yerine yazilirsa
T

5, vektoruniin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi
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_ 3 &T+#N+5,B

? (oo [+

(5.4.10)

75, (s)

3
2

seklinde bulunur. S, egrisinin egriligi K, 1le gosterilirse (5.4.8) bagmtisindan «,

egriligi

_ ’
Ke = HTﬂ4

2, ;2 2
W +¢ +o,

== 5.4.11
nooa (K‘*Z +72— K'*Z'*)Z ( )

olur. Burada x"ve 7" m yerine (4.1.6) dan kargiliklart yazilirsa &, egriliginin evoliit

egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

— 2 12 — 2
o, +¢,+0,

? (07— W+

K, = (5.4.12)

sekline doniisiir. 3, egrisinin aslinormali N, ile gdsterilirse (5.4.8) bagintisindan

T’
Nﬁ — ﬂ4 ,
o
N = o +¢,N +o,B

s
) «/0)42 +¢°+o,

olur. Burada T",N"ve B 1n yerine (4.1.7)den kargiliklar yazilirsa N, vektoriiniin

evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

N :cT)J +¢N+5,B (5.4.13)

B — — —
) 410)42 +¢42 +O'42

seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektorii
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((K‘* —r*)0'4 —r*¢4)T* +(r*a)4 + K‘*O'4) N —(K'*¢4 + (K‘* —z'*)a)4) B
J2x? 207 -2 ) (0 + 47+ o)

BﬂA =

(5.4.14)

olur. Burada T ,N" ,B" ,x ve r 1 yerine (4.1.6) ve (4.1.7) den karsiliklari
yazilirsa Bﬁ4 binormal vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden

ifadesi

—|W|&, - (¢’ cosp-¢'sinp+1)4,

B =
et -l (a2 52

.\ (¢'cosp—g'sinp+7)m, —(¢'cosp+¢'sinp—«)&, N

olo -0 W) (27 +67 +67)

(5.4.15)

(¢'cosp+¢'sinp—x)g, +|W| @,

"o oW (o4 7)

seklinde bulunur. S, egrisinin ikinci ve ligiincii tiirevleri sirasiyla

B

B = %[(—K“ —K’ +K*T*)T* —(K*Z +x +77 4+ 1*2) N +(K*Z'* —72 +z'*') B*}

" 774T* +(94N* +p4B*

C V3

olur. Burada
n=Kk17 -k -3KK +27 +K°+KT"

0,=1°-Kk"°- 3(1(*/(*' +7r" ) - (—K‘*" +7" ) +KT (K* - T*) (5.4.16)

"

*| *Q  * *  *xf *3 * * X
P,=T —KT =317 —T°+2TK +KT
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seklinde birer katsayidir. /3, egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse 7, torsiyonu

BB
By 2
Y |Bx By

dir. Burada f;, p;ve p, degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

z,, torsiyonu
n, (21(*1* (K'* -7 ) +x7 k" + 207 ) +0, (K‘*Z'*, —r'k” )

NG
+p, (2/(*3 +x T v 2T -2k - K'*,T*)
Tﬂ4 - *  * * * *  xf *  xf *3 2 *  xf * 2 (5l4-17)
|:2K'Z' (K' -7 )+KT —-TK +27 J +|:KT -TK J

2
* *  xf *  * * * *)  *
+|:2K‘3+K‘Z' +2 T =2k —k r}

olur. (5.4.16) katsayilar ifadesinde x~ve 7”1 yerine (4.1.6) dan karsiliklari yazilirsa

yeni katsayilar

" rn

1, =¢"Cosp—3¢p'p
— " sin (/)—K"+K'|[\N||+2K”\N

" r_n

sinp+3¢'p" cosp

o+ KW

sinp—g@"®cosp+¢

kW

O =" W]+ W]+ W - xx’ — 22"+

o' W-2ww] W] (5.4.18)

W

" r_n

Py =" cosp—3p'p"sinp—¢" cosp—gp

+go'3sin(0+2'”—1"|[\/\/||—22’|[V\/||' +T”\N

" r_n

sinp—3¢'¢" cos g

o —t|w[f

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.4.17)de yerine yazilirsa T 'N"B” Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi
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@, == |W|(¢"cosg - sinp—¢"sinp— g cosp+ 7'~ |W|)

(Wl -

0 - 'j(go'COS(o—(p’singp+r)

b, = (¢ cosp-g'sing+7)(p cosp—p?sinp+9g"sing + 9" cosp—x'+x|W|)
_((0’(;0s¢+go'sin(t)—/()((/)”COSgo—(p'2 Sinqo—go”sin(p—qo'2 COS(/)+¢’—T”\N||)

6, = (g'cosp-g'sin o) W]l W[ -] |

+”VV||(§0"COS¢—¢)'2 sinp+¢@"sing+¢'” cos¢)—zc’+zc|[\N||)

(5.4.19)

olmak lizere

r_n

i { " cosp—3¢'p Sing0+3g0'g0”COS§0—g0'3Sing0J
@,

W+ 25 W[ x| "+ s

~2 72 ~2
@, +¢, +0,

"

sinp—¢”cosp+¢

K"+’

Pa

L e U

~2 72 ~2
@, +¢, +0,

IWII—ZIIWIIIM/II'—INVII")

V34,0 + "
_l’_

r_n r_n

) [ "cosp—3¢'p"sinp—p"® cosp—@"singp—3¢'p COS(/)+¢)’3sinng
0-4

+o = W - 2e| W+ 2|W ! — W

+ =
@, +¢; +6,

seklinde elde edilir.
5.5. N'C" Smarandache Egrisi

1

ﬂ5(3)=$(N*+C*)

Smarandache egrisinde C”1n yerine (4.1.13) dan karsilig1 yazilirsa
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sing T + N +cosp B
B (s)= ( ) (5.5.1)

NA

olur. Bu egrinin s 5, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa

dsﬂ ((0*' cos (p* - K'*)T* + (r* —(p*' sin (0*) B

T 5 = 55.2
ds, . .
olur ve norm alinirsa d_ss ifadesi
*f 2 ”\N* 2 *f M*
d (co ) + —2¢
A J (55.3)
ds 2

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa [ egrisinin teget vektorii

((p*' cosg —K*)T* +(r* —¢" sin go*) B
T, (s)= (5.5.4)

o] oot -2

seklinde olur. (5.5.1) ifadesinde T",N",B", sing ve cos¢ n yerine (4.1.7)ve

(4.1.16) den karsiliklar1 yazilirsa Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi

N "

N N T

olmak tzere

—cosp+asing)T +bN +(sing+acose)B
ﬂ5(5)=( p+asing) NG (sne ?) (5.5.5)

olur. (5.5.4)denkleminde (4.1.6),(4.1.7)ve (4.1.16)bag1nt11ar1 dikkate alinirsa

(5.5.5)ifadesindeki f;egrisinin teget vektorii
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~ (¢'sinp+a’sing+ag'cosp—«xb)T +(—|[\N||+b')N
\/go'z +2¢'a’+a"% +a’p”? - 2¢'ab|W |+ b? |[\/V||2 + |[\/V||2 —2b'|W||+ b

Ty, ()

N (¢'cosgp+a'cosp—ag'sing+7b)B
N P Y S Vg Ve R

(5.5.6)

seklinde bulunur. (5.5.4) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

4
0, =70 Cosp —K @ @ cos’p —7p @ sing cosp — (go*') sing”

3

2 2 3
—Kx* ((p“) sin go* -7 (go*') sin (p* +2x (go*') sin go* cos go* +27 (go*') sin® go*
2
-k (go*’ ) —r - ZK*'K*(p*' cosS go* - 21(*'(/)'2'* sin (p* - r*r'qp*' cos go*
2

2
+K ((0*') cos’ @ + r'(gp ') sing cosg +x°¢ " +x 7T -kt 9" sing’

—¢ 'tk sing’

3 2
¢ =K (qo*') cosg +3x g " cosep +3c°k @  cosp -2k (go*') cos’ @

2
—-dkT ((0') sing cos @ —Kz(go') — k=260 + 3 g sing

2 3 2
-7 ((p*') +37*3¢)*'sin(p*+r*(go*') sin(p*—Zr*z((p*') sin ¢’

*2 n

2
0'521"((0') +x " =2kt cosp  — kP sing + k@ @ sing cos g
4 2 2
kK KM . D * *f * *9 *f * *9 *f *
+7°9 9" sin* —(go ) cosg —«k ((o ) cosp -7 ((p ) oS
3 3

+ 2K ((p ) Cos“ @ +27 ((0 ) Sinp COSp —7@ ¢ —TKK+T K@ COSQ
*  x xS * K K . *f *f 2 . * * *I *f 2 .2 *
+7 kg cosp+x K @ sinp—«x" (¢ | sing cosp —7" (@" ) sin’ ¢

(5.5.7)
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olmak tizere Tﬂ' (S) turevi
5

V2(aT" +4N" +0,B")

(o) o) 20"

ACE

(5.5.8)
2 _ 2(0*,

jZ
olur. (5.5.7)ifadesinde k", 7°ve @ m yerine (4.1.6)ve(4.1.10)den karsiliklar

yazilirsa yeni katsayilar

@, = ((gp" +a’"—ap” )sin o+ ((p’z +2a'p"+ ago”) cosp—x'b—2xb'+ 1<|[\N ||)
.\/(p'z +2¢p'a'+a"” +a’p"” —2¢p'ab|W|+b?* W ||2 +|W ||2 —2b'|W|+b

~((¢'+a)sinp+ag'cosp—xh)

.(\/(pfz +20/al +a” +a%g* — 20/ab|W [+ b W + W[ —2b' |+ )

3. =20 WD W[} - W] +b
.\/(p’z +2¢'a +a’ +a’p? — 2¢'ab|W||+ b2 W +|W | - 2b'|W |+ b’

R N v R e T e

G = (((p" +a"—ap” )cosp—(2a'p'+ ¢ +ag")sing+ b+ 2rb — 7 |W ||)
.\/(/)’2 +2¢p'a’ +a” +a’p" — 2¢p'ab|W|+b* W ||2 +|w ||2 —2b'|W | +b"2

~((¢'+a')cosp—ag'sinp+1h)

(Vo™ +20ra+a® + g ~2p'ablW] b W[ W20+

seklinde olur. Bulunan bu ifadeler Tﬁ's(s)tiirev ifadesinde yerine yazilirsa Tﬂ's(s)

vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi
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J2(&T + 4N +5;B)

(7 + 20/ +a” + 2% — 20/ab|W | + b7 [W |+ W — 20| + b7

3
2

(55.9)
seklinde bulunur. f egrisinin egriligi «, ile gosterilirse (5.5.8)bagntisindan «,
efriligi

Kﬂs - T/;5 !
2 2+ 2 + 2
K V2o +4’ 4o, (5.5.10)

2 *t
— 2¢

W

A= (((D*,)z +”\N

jz

olur. Burada x",7 ve ¢ 1n yerine (4.1.6) Ve(4.1.16) den karsiliklar1 yazilirsa &,

egriliginin evoliit egrisinin egriliklerine bagh ifadesi

— 2 72 — 2
K, = V2@ 445, ~ (55.11)

Bs 3
((p'z +2¢'al +a’ +a%p? —2¢'ab|W |+ b? W + W | —20'[W |+ b’2)2

sekline dontisiir. f; egrisinin aslinormali N, ile gosterilirse (5.5.8) bagntisindan

'
_ Tﬁs

* I

N =a)5T*+¢5N*+GSB*
\/a)52+¢52+0'52

Ps

olur. Burada T",N"veB 1n yerine (4.1.7)den karsiliklar1 yazilirsa N, ifadesinin

evoliit egrisinin egriliklerine bagh ifadesi
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_aT+4N+5,B

5 —2 , 72, =2
«/a)s +@."+ 0.

seklinde bulunur. B, =T, xN, oldugundan B, vektorii

N

(5.5.12)

*

b, (go*' sing” —r*)T* +(a)5 (r* —¢" sin (p*)—as (go*' cosg —K*)) N

(o) oW -2 o200

(¢5 (go*' cosg —K*)) B

o) 20 ] (o7

olur. Burada T",N",B",x", 7z ,sin go*,COS(p*ve (0*' in yerine karsiliklart yazilirsa

Ps

2 */
— 2(0

(5.5.13)

*

+

2 *
— 2(0

B,, binormal vektdriiniin evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

B _ &5 (—|W|+b')— (¢’ cosp +a’'cos p—ag'sin g+ rh) T

" J(a—); + +57 ) (97 + 20/ + a + @’ ~ 20/ab W+ b W + W[ - 20/ W] +b7

@, (¢’ cosp+a’'cosp—ag'sing+1h)—a, (¢'sinp+a’sing+ag’' cosp—xb)
\/(6552 +¢° +5,° )((p’2 +2¢'a' +a’” +a’p"” - 2¢'ab|W|+b? |[\lv||2 +|[\N||2 —2b'|W |+ b’z)

J’_

¢ (¢'sing+a'singp+ag' cosp—xb)— o, (—”W||+b’)

B
@5+ 32+ 52) (0% + 20+ 2 atg® ~ 2p'ab W] bF W 4w - 20 ] b

+

(5.5.14)

seklinde bulunur. f; egrisinin ikinci ve tiglincii tiirevleri, sirasiyla,
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*

2
(go*" cosg —(go*') sing” —K*’jT* +(K*go*' cosQ +7 ¢ sing —x* —r*z) N
T V2
2
(r*' —¢"sing” —((p*') oS (o*j B”

NG :

"__

+

w T 0N +p,B°

TR

olur. Burada

3
=@ cosp —3¢p ¢ sing — ((p*') cosg -k —x2p" cosg”
—kTp sing +x°+xr?
2
0, =2x"¢p" cosp -2k ((o*') sing” -3k’ +x"¢" cosp”
2 (5.5.15)
+77p " sing" + 279" sing” + 2((/)*') cosg —3r'c”
* ok x/ *I xM * * *f *M *f 3 - *
O :(K e =3¢ ¢ )COS(o +(r ‘0" — ¢ +(go ) jsmgo

"

*)  * * *|
—K T —2'3+Z'

seklinde birer katsayidir. f; egrisinin torsiyonu z, ile gosterilirse z,, torsiyonu

BB
S VY4

dir. Burada f;, S ve [ degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

Tp, torsiyonu
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2 2
s = (K* (go*') sin go*)cos @ +(z’* ((0*') sing” —x2p” — 22'*2(0*'jsin ¢+ +T°

~ *  xMN * * * */ 2 * * * * *f 2 *  *M) - * *  *
Hsz(rgo -7 @ —-K (go ) jCOS(p +(K‘ @ -7 ((p ) -KQ Jsmgo -TK

3
+((p') +KT

2 2
D5 = (K* ((p*' ) cosQ +1 ((p*') sing” —2xp" — 179" j cosp -k 1@ sing

+x 34T

olmak lizere

3
\/§~ " cosp —3p " sing” — (go*' ) cosg —x" —Kkp" Ccosgp"
15

kT sing +x°+x17

ﬁ52+é52+’552
*  xM * * *f 2 - * *  *f *  x *
2K ¢ COS@Q —2K (go ) sinp -3k k +Kx @ COS@

2
+r*'(p*' sin (p* + 27*(p*" sin go* +2 (go*') coS (p* -3 7"
(5.5.16)

7752 + 952 + ﬁ52

3
(K*r*go*' —3p"p" ) cosQ + (T*Z(D*’ —o" + (go*' ) )Sin o

"

25,

- -y

ﬁSZ +952 +ﬁ52

olur. (5.5.15) katsayilar ifadesinde KT, sin (0*,COS¢)*Ve (p*' In yerine (4.1.6)Ve

(4.1.16) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar
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7, = (¢"sin @+ cos p+a"sin o+ 2a'p’ cos o+ ap" cos p — ag'* sin p — k' — 2xc’ + K"\N”)'

~ e W] + s W[+ W[ b

0, = " |W ||+ 2’9 W[+ 2" |W | -b (s’ + ')~ 20 [W "+ W

p; = (9" cosp— @ sinp+a"cos p—2a'p'sin p—ag"sin g —ag'* cos p+ r'b + 2z’ — 7 [W ||)’

+zag/ W - bW -z W[ + b

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.5.16)bagintisinda yerine yazilirsa N'C”
Smarandache egrisinin 7, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden

ifadesi

& =¢"sinp+p? cosp+a’sinp+2a'p'cosp+ag”cosp—ag”sing—x'b—2xb’ + x|W|

&, =g/ Wb |W" ~[W] +b"

& =¢"cosp—g'’sinp+a’cosp—2a'y'sinp—ag"sinp—agp” cosp+r'b+2th' — 7 |W/||

ve
£, =& (—|W]+b')—¢,(¢ cosp+a’cosp—ag'sinp+1b)

& =& (' cosp+a’cosp—agp'sinp+1h)—¢,(¢'sinp+a’sing+ag’'cosp—ib)

&5 =¢,(¢'sinp+a’sinp+agp'cosp—xbh)—g (—[W[+b’)

olmak tzere
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@"sinp +¢'? cosp+a"sin g+ 2a'p’ cos ¢ + ap” cos g —ap'’sin qu’

\/584 (—K’b —2xb"+ K”\N ||
—xag W[+ xb|W [ + W[ —xb”

2 2 2
& +é& &

W |+2a'¢’

W[ +a" Wb (s’ +72') 20/ W[ + W |

2 2 2
& & +é&

. \/5‘95 [§0'2

@"Ccosp— @'’ sinp+a”"cosp—2a'g’sinp—ag”sin g —ag’® cos (pJ

\/556 {+T'b +2tb' -7 "\N ||
W[ - zb|w] ~z|w

2 2 2
&, +e& +é&

’
+7b"

+rag’

seklinde elde edilir.

Ornek 5.1: a(s)= i(—COS s,—sins,s) helis egrisi bir evoliit egrisidir. Bu egrinin

N7

Frenet vektorleri, birim Darboux vektori, egrilik ve torsiyonu

T(s) =%(sin s,—coss,1), N(s)=(coss,sins,0), B(s) =i2(—sin 5,€0s5,1),
C(s)=(0,0),
1 1

K(S):ﬁ, T(S)=E

seklinde bulunur. Bu egriye ait involiit egrisinin denklemi
a (s)=a(s)+(-s+c)T(s)

idi. a(s)ve T(s) degerleri yerine yazilirsa involiit egrisinin denklemi
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o (s) :i(—coss+(c—s)sin s,—sins—(c—s)coss,c)

2

olur. & (s) involiit egrisinin Frenet vektorleri, birim Darboux vektori, egrilik ve

torsiyonu

T"(s)=(coss,sins,0), N"(s)=(-sins,coss,0), B’(s)=(0,0,1), C'(s)=(0,0,1),

K (5) =gy 7 (6)=0

seklinde bulunur. Involiit egrisine ait Smarandache egrileri asagidaki sekillerde

gosterilmistir.

Sekil 5.1. o= a(S) helis egrisi
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4.5 45

05 05

Sekil 5.2. " (s) involiit egrisine ait T"N” - Smarandache egrisi

0.9
0.8
0.7
0.6

Sekil 5.3. & (s) involiit egrisine ait N'B” - Smarandache egrisi
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Sekil 5.4. " (s) involiit egrisine ait T'N"B” - Smarandache egrisi

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

Sekil 5.5. " (s) involiit egrisine ait T B"- Smarandache egrisi
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

Sekil 5.6. o (s) involiit egrisine ait N'C” -Smarandache egrisi
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6. SONUC VE ONERILER

6.1. Sonuglar

Bu tezde ilk olarak, o :1 —E’egrisi a:1 — E’egrisinin bir involiiti olarak

alindiginda konum vektorii, o involiit egrisinin Frenet vektorleri tarafindan ¢izilen

regliler Smarandache egrileri

Bi=P = %(T* + N*) T N”-Smarandache egrisi
= _ 1 N +B B dache egrisi
Po=Py _ﬁ( + ) N B -Smarandache egrisi
= _ 1 T +B B dache egrisi
Py =Py _ﬁ( + ) T B -Smarandache egrisi
1

Bi =Py = —(T* +N+ B*) T'N'B" -Smarandache egrisi

2

1

Bs =Py = E( N™ + C*) N'C” -Smarandache egrisi

seklinde verilmis olup bu egrilerin egrilik ve burulmalar1 hesaplandi.

ikinci olarak o egrisinin {T*, N, B*} Frenet vektorleri ve C” birim Darboux vektorii

konum vektorii olarak alindiginda elde edilen Smarandache egrilerinin egrilik ve

burulmalart & evoliit egrisinin Frenet elemanlarina bagli olarak ifade edildi.

Son olarak asagidaki sonug elde edilmistir.

Sonug 6.1: (0{,0{*) Involiit-evoliit egrilerinden elde edilen Smarandache egrilerinin

higbiri Involiit-evoliit egrilerine dahil degildir.
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6.2. Oneriler

Bu calisma (a, a*) evoliit-involiit egrileri ele alinarak yapilmaistir.
a) (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olmasi durumunda yapilabilir.
b) (e, a”) Mannheim egri gifti iginde yapilabilir.

Bu iki ¢alisma Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’'nde Yiiksek Lisans Tezi
olarak yapilmaktadir. Benzer sekilde (a,a*)Evolﬁt-involﬁt egrileri, (a,a*)
Bertrand egri cifti ve (a, a*) Mannheim egri ¢ifti i¢in yapilan bu ¢alismalar Lorenzt

uzaymda ve Dual uzayda da yapilabilir. Hatta bu uzaylar lizerinde degisik catilar
alinarak bu catilar tarafindan iiretilecek Smarandache egrileri tanimlanabilir ve bu

egrilerin baz1 6zellikleri incelenebilir.
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