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  –İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK ARACILIĞIYLA KOROVKİN TİPİ 

TEOREMLERİN GENELLEŞTİRİLMESİ 

 

ÖZET 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölümde dizi uzayları ve matris dönüşümleri ile pozitif lineer operatörler tanıtılıp 

bunlara ilişkin bazı bilinen sonuçlar verilmiştir. Üçüncü bölümde   ,   - uzayında 

Korovkin tipi teoremler ve bazı sonuçları verilmiştir. Ayrıca Korovkin tipi teoremlerin 

bazı uygulamalarına yer verilmiştir. Dördüncü bölümde istatistiksel yakınsaklık yoluyla 

bazı yaklaşım teoremleri ifade ve ispat edilmiştir. Bu bölümde ilk olarak istatistiksel 

yakınsaklık ve yoğunluk kavramları tanıtılıp bunlarla ilgili tanım ve teoremler 

verilmiştir. Daha sonra Korovkin ve Weierstrass tipi yaklaşım teoremleri ifade edilmiş, 

istatistiksel yakınsaklık mertebesi tanıtılmıştır.   ,   - uzayında pozitif lineer 

operatörlerin istatistiksel yakınsaklığı üzerinde durulmuştur. Beşinci ve son bölümde ise 

öncelikle   –istatistiksel yakınsaklık tanıtılıp daha sonra dördüncü bölümde yer alan 

Korovkin tipi teoremler   –istatistiksel yakınsaklık yardımıyla genelleştirilmiştir. Son 

olarak ise   –istatistiksel yakınsaklık mertebesi verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: İstatistiksel yakınsaklık, pozitif lineer operatörler, Korovkin tipi 

yaklaşım teoremi,   –istatistiksel yakınsaklık, istatistiksel yakınsaklık mertebesi,   –

istatistiksel yakınsaklık mertebesi, Bernstein polinomları. 
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GENERALIZED KOROVKİN TYPE THEOREMS BY   –STATISTICAL 

CONVERGENCE 

 

ABSTRACT 

 

This thesis consists of five chapters. The first chapter has been devoted to the 

introduction. In the second chapter the sequence spaces and matrix transformation and 

positive linear operators have been recalled and some known results concerning them 

have also been considered. In the third chapter Korovkin type theorems in  ,   - space 

and several results have been presented. Furthermore  some applications ofKorovkin 

type theorems have been given. In the fourth chapter some approximation theorems are 

proved by statistical convergence. In this chapter, firstly, it is given the concepts of 

statistical convergence and density and some definition and theorems related with them. 

Also Korovkin and Weierstrass type approximation theorems and the order of statistical 

convergence are stated. Statistical convergence of positive linear operators is considered 

in the space   ,   -. In the fifty chapter,  λ-statistical convergence is defined and a 

generalization of Korovkin type theorems given in previous chapter obtained by λ-

statistical convergence. Finally the order of λ-statistical convergence is also given. 

 

Key words: Statistical convergence, positive linear operators, Korovkin type 

approximation theorem,   –statistical convergence, the order of statistical convergence,  

the order of    –statistical convergence, Bernstein polynomials. 
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1.  GİRİŞ 

 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk olarak 1949 yılında Steinhaus tarafından 

Polonya’da Wroclaw Üniversitesinde bir konferansta tanıtıldı. Daha sonra 1951 yılında 

Fast tarafından geliştirildi. İstatistiksel yakınsaklık kavramını genelleştirme fikri ise ilk 

defa 1953 yılında Buck tarafından düşünülmüştür. İstatistiksel Yakınsaklık kavramı 

matematiğin birçok alanı ile olan ilişkisi nedeniyle uzun süredir birçok matematikçinin 

ilgilendiği önemli bir konu haline gelmiştir. Toplanabilme Teorisi, Fonksiyonel Analiz, 

Fourier Serileri, Sayılar Teorisi, Ölçü Teorisi, İstatistik, Optimizasyon Teorisi ve 

Yaklaşımlar Teorisi gibi birçok alanda kullanılan istatistiksel yakınsaklık son yıllarda 

Connor, Khan, Maddox, Moricz, Gadjiev, Orhan, Pehlivan, Duman tarafından 

çalışılmıştır ve çalışmalar hızla devam etmektedir. 

 Fonksiyonlar teorisinin en çok uygulaması olan dalı yaklaşımlar teorisidir. 

Genelde fonksiyonların yaklaşmasını inceleyen en basit yapılar pozitif lineer operatörler 

yardımıyla tanımlanabildiğinden 1960 lardan beri yaklaşımlar teorisinde pozitif lineer 

operatörler önemli bir yere sahiptir. Pozitif operatörler pozitif fonksiyonları yine pozitif 

fonksiyonlara dönüştürdüğünden dolayı monoton operatörlerdir ve bu özellik birçok 

önemli eşitsizliği ispatlamaya olanak sağlar. 1951 yılında H. Bohman, toplam 

şeklindeki pozitif lineer operatörler dizisinin [0,1] aralığında sürekli 𝑓(𝑥) fonksiyonuna 

yaklaşımını incelemiştir. 1953 yılında P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamış ve 

Bohman’ın koşullarının genel halde de geçerli olduğunu göstermiştir.   Bu teori 

polinomsal yaklaşım teorisinde, fonksiyonel analizin çeşitli alanlarında, diferansiyelin 

ve integral denklemlerin sayısal çözümlerinde uygulamalara sahiptir. 

 Klasik Korovkin teoremi, bir pozitif lineer operatör dizisinin birim operatöre 

yakınsayıp yakınsamasına ilişkin şartları belirler (Bohman 1952, Korovkin 1953). 

Matris toplanabilme metotları Korovkin yaklaşım teorisinde ilk defa 1979 yılında 

Swetits tarafından kullanılmıştır (Swetits 1979). Klasik Korovkin teoremindeki pozitif 

lineer operatör dizisinin birim operatöre yakınsamaması durumunda istatistiksel 

yakınsaklık metodu düşünülmüş ve bu metot yardımı ile klasik Korovkin teoremi 

geliştirilmiştir (Gadjiev and Orhan 2002). 2000 yılında Mursaleen  𝜆 –istatistiksel 
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yakınsaklığı tanımlamıştır (Mursaleen 2000). 2010 yılında ise 𝜆 –istatistiksel 

yakınsaklıktan yola çıkarak genelleştirilmiş istatistiksel yakınsaklık yoluyla Korovkin 

tipi yaklaşım teoremleri elde edilmiştir (Osama H.H. Edely, S.A. Mohiuddine, Abdullah 

K. Noman; 2010). Bu tez ise bu çalışmaların derlenmesinden oluşmaktadır. 
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2.  TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde dizi uzayları ve matris dönüşümleri ile pozitif lineer operatörler 

tanıtılacak ve tez boyunca ihtiyaç duyulacak bazı tanım, teorem ve notasyonlar 

hatırlatılacaktır. 

 

2.1. Dizi Uzayları ve Matris Dönüşümleri 

Bu kısımda tezimizde ihtiyaç duyacağımız matris toplanabilme metodundan ve 

buna ilişkin bazı sonuçlardan söz edilecektir. Öncelikle dizi uzaylarını ve matris 

toplanabilme metodunu hatırlatacağız. 

Tanım 2.1.1: Reel yada kompleks terimli tüm dizi uzayları 𝑠 veya 𝑤, sınırlı diziler 

uzayı ℓ∞, yakınsak diziler uzayı 𝑐, sıfıra yakınsak diziler uzayı ise 𝑐0 ile gösterilecektir. 

Yani  

ℓ∞: = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑠: 𝑠𝑢𝑝𝑛|𝑥𝑛| ≤ 𝑐𝑥 olacak şekilde 𝑐𝑥 > 0 var} 

𝑐: = �𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑠: lim
𝑛
𝑥𝑛 = mevcut� 

𝑐0: = �𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑠: lim
𝑛
𝑥𝑛 = 0� 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.1.2:  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris ve 𝑋 ⊂ 𝑠 olsun. 

𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi için 

𝑦𝑛 ≔ 𝐴𝑛(𝑥) ≔ ∑ 𝑎𝑛𝑘𝑥𝑘 ,     (𝑛 = 0,1,2, … )∞
𝑘=0                                                          ( 2.1) 

yakınsak ise 𝐴𝑥 = �𝐴𝑛(𝑥)� dönüşüm dizisi mevcut denir. Eğer 𝑋 ve 𝑌, tüm diziler 

uzayı 𝑠 nin iki alt kümesi olmak üzere 𝑥 ∈ 𝑋 için �𝐴𝑛(𝑥)� dönüşüm dizisi mevcut ve 

�𝐴𝑛(𝑥)� ∈ 𝑌 ise 𝐴 matrisi 𝑋 den 𝑌 ye bir dönüşüm tanımlar denir ve 𝐴 ∈ (𝑋,𝑌) ile 

gösterilir. Eğer 𝐴𝑛(𝑥) → 𝑥0 (𝑛 → ∞) ise (𝑥𝑛) dizisine 𝑥0 değerine 𝐴-toplanabilirdir 

(veya 𝐴-limitlenebilirdir) denir (Sınırlı dizileri yine sınırlı dizilere dönüştüren 

dönüşümlere limitleme metodu denir.) ve bu durum 𝐴 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝑥0 ile gösterilir. 

Toplamı ve limiti koruyan matrislerin sınıfı ise (𝑋,𝑌,𝑝) ile gösterilir. Eğer özel olarak  
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𝐴 ∈ (𝑐, 𝑐) ise 𝐴 ya konservatif (korunumlu) 𝐴 ∈ (𝑐, 𝑐;𝑝) ise  𝐴 ya regüler matris denir. 

(2.1) serisi her 𝑛 için yakınsak olacağından matris dönüşümlerinin lineer olduğu açıktır. 

Burada matris dönüşümünü kullanmamızın sebebi iki dizi uzayı arasındaki en genel 

dönüşüm olmasıdır. Aşağıda toplanabilme teorisinde büyük öneme sahip olan bir matris 

örneği verilecektir.  

Örnek 2.1.1: Bir x = (xk) dizisini, onun aritmetik ortalaması olan 

𝜎𝑛 =
𝑥0 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑛

𝑛 + 1
 

dizisine dönüştüren operatöre Cesaro operatörü denir ve (𝐶, 1) veya 𝐶1 ile gösterilir. Bu 

operatöre karşılık gelen matris 

𝐶1 =

⎝

⎜⎜
⎛

1 0 0 …
1
2

1
2 0 …

1
3
⋮

1
3
⋮

1
3

…
⋮ ⋱ ⎠

⎟⎟
⎞

 

ile verilir. 

Teorem 2.1.1 (Kojima-Schur): 𝐴 ∈ (𝑐, 𝑐) olması için gerek ve yeter koşul 

 (i)  ‖𝐴‖∞ ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑛 ∑ |𝑎𝑛𝑘| < ∞𝑘  

 (ii)   lim𝑛 ∑ 𝑎𝑛𝑘 = 𝑎𝑝    (her sabit 𝑝 için)∞
𝑘=𝑝  

özelliklerinin gerçeklenmesidir. (Maddox, 1970) 

Teorem 2.1.2 (Silverman-Teoplitz): 𝐴 ∈ (𝑐, 𝑐;𝑝) olması için gerek ve yeter koşul  

(i) ‖𝐴‖∞ ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑛 ∑ |𝑎𝑛𝑘| < ∞𝑘  

(ii)  lim𝑛 𝑎𝑛𝑘 = 0    ( her sabit 𝑘 için)  

(iii)  lim𝑛 ∑ 𝑎𝑛𝑘 = 1𝑘  

koşullarının gerçeklenmesidir. (Maddox, 1970) 
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Tanım 2.1.3:  𝑥 = (𝑥𝑘)  kompleks terimli bir dizi ve 𝑝 > 0 bir reel sayı olsun. Eğer  

lim
𝑛

1
𝑛
�|𝑥𝑘 − 𝐿|𝑝 = 0
𝑛

𝑘=1

 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 dizisi  𝐿 ye kuvvetli p-Cesaro yakınsaktır denir. 

Kuvvetli p-Cesaro yakınsak dizilerin kümesi  

𝑤𝑝 = �𝑥 = (𝑥𝑘): lim
1
𝑛
�|𝑥𝑘 − 𝐿|𝑝 = 0   en az bir  𝐿 için 
𝑛

𝑘=1
 

� 

ile gösterecektir. (Maddox, 1978)  

 

2.2. Pozitif Lineer Operatörler 

 𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer 𝑋 den alınmış herhangi bir 𝑓 

fonksiyonuna 𝑌 de bir 𝑔 fonksiyonu karşılık getiren bir 𝐿 kuralı varsa 𝑋 uzayında bir 

operatör tanımlanmıştır denir ve 𝑔(𝑥) = 𝐿(𝑓; 𝑥) şeklinde gösterilir. 

 𝑋 bir lineer uzay olduğunda Lineer operatörün tanımını aşağıdaki şekilde 

verebiliriz. 

𝑓1(𝑥)  ve  𝑓2(𝑥),  𝑋 uzayında herhangi iki fonksiyon  𝑎1 ve  𝑎2 ise keyfi iki reel sayı 

olmak üzere 𝐿 operatörü  

𝐿(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝑥) = 𝑎1𝐿(𝑓1; 𝑥) + 𝑎2𝐿(𝑓2; 𝑥) 

koşulunu sağlıyorsa 𝐿 operatörüne lineer operatör denir. Lineer operatörler içinde çok 

önemli bir alt sınıf vardır ki o da pozitif lineer operatörlerdir. 𝑌 = ℝ  veya 𝑌 = ℂ olması 

durumunda ise 𝐿 ’ye bir lineer fonksiyonel denir. 

 

 

Tanım 2.2.1:  𝑋 ve 𝑌 reel değerli fonksiyonların iki uzayı olmak üzere 𝐿, 𝑋 uzayını 𝑌 

uzayına dönüştüren bir lineer operatör olsun. 𝑋 tanım uzayından alınan her 𝑓 ≥ 0 
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fonksiyonu için 𝐿(𝑓) ≥ 0 koşulu gerçekleniyor ise bu durumda 𝐿 operatörüne pozitif 

lineer operatör adı verilir. (Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995) 

Pozitif lineer operatörler aşağıdaki özellikleri gerçekler: 

1. 𝑓 ≤ 𝑔 ⇒ 𝐿(𝑓; 𝑥) ≤ 𝐿(𝑔; 𝑥) 

2. |𝐿(𝑓; 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥). 

Tanım 2.2.2: 𝐿 lineer operatörü 𝑋 uzayından 𝑌 uzayına dönüşüm yapıyorsa ve  

‖𝐿(𝑓; 𝑥)‖𝑦 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑥 

eşitsizliğini gerçekliyorsa 𝐿 operatörüne sınırlı operatör denir. Bu koşulu sağlayan 𝐶 

sabitlerinin infimumuna ise 𝐿 operatörünün normu denir ve ‖𝐿‖𝑥→𝑦 ya da basit şekilde 

‖𝐿‖ ile gösterilir. Yani, 

‖𝐿‖ = 𝑖𝑛𝑓�𝐶: ‖𝐿(𝑓; 𝑥)‖𝑦 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑥� 

dir. Bu tanımdan  

𝐶 ≥ sup‖𝑓‖𝑥≠0
‖𝐿(𝑓;𝑥)‖𝑦
‖𝑓‖𝑥

                                                                                                (2.2) 

olduğu kolayca görülür. Diğer taraftan en küçük değerin tanımına göre ∀ 𝜀 > 0 için bir 

𝑓𝜀 ∈ 𝑋 fonksiyonu vardır ki onun için 

‖𝐿(𝑓𝜀; 𝑥)‖𝑦 ≤ (𝐶 − 𝜀)‖𝑓𝜀‖𝑥 

eşitsizliği sağlanır. Yani, 

‖𝐿(𝑓𝜀; 𝑥)‖𝑦
‖𝑓𝜀‖𝑥

≥ 𝐶 − 𝜀 

olur ve buradan da  

sup
‖𝑓‖𝑥≠0

‖𝐿(𝑓; 𝑥)‖𝑦
‖𝑓‖𝑥

≥
‖𝐿(𝑓𝜀; 𝑥)‖𝑦
‖𝑓𝜀‖𝑥

≥ 𝐶 − 𝜀 

elde edilir. Bu takdirde  𝜀 > 0 keyfi olduğundan 

sup‖𝑓‖𝑥≠0
‖𝐿(𝑓;𝑥)‖𝑦
‖𝑓‖𝑥

≥ 𝐶                                                                                                (2.3) 
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yazılabilir. (2.2) gösterimi ve (2.3) eşitsizliğinden dolayı  

‖𝐿‖ = ‖𝐿‖𝑥→𝑦 = sup‖𝑓‖𝑥≠0
‖𝐿(𝑓;𝑥)‖𝑦
‖𝑓‖𝑥

                                                                          (2.4) 

olur. 𝐿 lineer operatör olduğundan  

‖𝐿‖ = sup
‖𝑓‖𝑥≠0

‖𝐿(𝑓; 𝑥)‖𝑦                                                                                              (2.5) 

yazabiliriz. Elde edilen (2.4) ve (2.5) eşitlikleri her 𝐿 lineer operatörü için geçerlidir. 

Şimdi de 𝐿 operatörünün bir pozitif operatör olduğunu varsayalım. Bu durumda 

𝐿 operatörünün monotonluğundan ve 𝑓(𝑥) ≤ |𝑓(𝑥)| eşitsizliğinden yararlanarak 

|𝐿(𝑓; 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥) 

eşitsizliğini yazabiliriz. 

Eğer 𝑋 = 𝑌 = 𝐶[𝑎, 𝑏] ve 𝐿 operatörü 𝑓 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığının 

dışındaki değerlerinden bağımsız ise bu durumda 

‖𝐿‖𝐶[𝑎,𝑏]→𝐶[𝑎,𝑏] = sup
‖𝑓‖𝑥≠0

‖𝐿(𝑓; 𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] ≤ ‖𝐿(1; 𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] 

eşitsizliği yazılabilir. Diğer taraftan  

‖𝐿‖𝐶[𝑎,𝑏]→𝐶[𝑎,𝑏] = 𝑠𝑢𝑝‖𝑓‖𝑐=1‖𝐿(𝑓; 𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] ≥ ‖𝐿(1; 𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏] 

eşitsizliği mevcuttur. 

Bu iki eşitsizlikten  𝐿 lineer pozitif operatörü için  

‖𝐿‖𝐶[𝑎,𝑏]→𝐶[𝑎,𝑏] = ‖𝐿(1; 𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏]                                                                               (2.6) 

eşitliği sağlanır. 

Eğer 𝐿 operatörü 𝑓 fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığının dışındaki değerleri ile 

bağımlı ise (örneğin 𝐿(𝑓; 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝐾(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡  ,   𝑥 ∈∞
−∞ [𝑎, 𝑏]  gibi) bu durumda 

𝑀 = 𝑚𝑎𝑥�‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏];   𝑠𝑢𝑝𝑥∉[𝑎,𝑏]|𝑓(𝑥)|� 

olmak üzere  
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‖𝐿‖𝐶[𝑎,𝑏]→𝐶[𝑎,𝑏] ≤ 𝑀‖𝐿(1; 𝑥)‖𝐶[𝑎,𝑏]                                                                            (2.7) 

eşitsizliği yazılabilir. 
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3. 𝑪[𝒂,𝒃] UZAYINDA KOROVKİN TEOREMİ VE UYGULAMALARI 

 

Bu bölümde Korovkin teoremi verilecek onun bir uygulaması olan Bernstein 

polinomları tanımlanacak ve Bernstein polinomlarının sürekli fonksiyonlara 

yakınsaklığına yer verilecektir. 

 

  3.1. Korovkin Teoremi 

1951 yılında H. Bohman, toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin 

[0,1] aralığında sürekli 𝑓(𝑥) fonksiyonuna yaklaşması problemini incelemiştir. H. 

Bohman göstermiştir ki 𝑥 ∈ [0,1],  0 ≤ 𝛼𝑘,𝑛 ≤ 1 olduğunda  

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = �𝑓�𝛼𝑘,𝑛�
𝑛

𝑘=0

𝑃𝑘,𝑛(𝑥),        𝑃𝑘,𝑛(𝑥) ≥ 0 

pozitif operatörler dizisinin 𝑛 → ∞ için [0,1] aralığında 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter koşul 

𝐿𝑛(1; 𝑥) ⇉ 1                                                                                                                (3.1) 

𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) ⇉ 𝑥                                                                                                                 (3.2) 

𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) ⇉ 𝑥2                                                                                                             (3.3) 

durumlarının sağlanmasıdır. 

Bohman’ın araştırdığı operatörlerin değeri 𝑓 fonksiyonunun [0,1] aralığının 

dışındaki değerlerden bağımsızdır. 

1953 yılında P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamış ve Bohman’ın 

koşullarının genel halde de doğru olduğunu göstermiştir. 

 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayını hatırlayacak olursak bu uzaydaki fonksiyonlar [𝑎, 𝑏] aralığının 

tüm iç ve uç noktalarında süreklidir ve 𝐶[𝑎, 𝑏] bu fonksiyonların uzayıdır. Yani 𝑎 
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noktasında sağdan ve 𝑏 noktasında soldan süreklidirler. Şimdi Korovkin teoremine 

geçebiliriz. 

Teorem 3.1.1: Eğer 𝐿𝑛 pozitif operatörler dizisi [𝑎, 𝑏] aralığında (3.1), (3.2) ve (3.3) 

koşullarını sağlıyorsa 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayında olan ve tüm reel eksende sınırlı herhangi bir 𝑓 

fonksiyonu için 𝑛 → ∞ olduğunda 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥),  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

olur. (Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995) 

İspat. 𝑓 fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğundan öyle bir 𝑀 pozitif sayısı bulunabilir 

ki her 𝑥 için 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀                                                                                                                  (3.4)   

eşitsizliği sağlanır. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olduğundan her 𝜀 > 0 için öyle bir 𝛿 > 0 bulunabilir ki 

𝑡 ∈ (−∞,∞) ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 olduğunda  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀                                                                                                        (3.5) 

yazılabilir. 𝑥, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] olduğunda (3.5) eşitsizliği 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli olduğu 

için gerçeklenir. 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],  𝑡 ∉ [𝑎, 𝑏] olduğunda ise (3.5) eşitsizliği 𝑓 fonksiyonu 𝑎 ve 

𝑏 noktalarında, sırasıyla soldan ve sağdan sürekli bir fonksiyon olduğu için sağlanır. 

Böylece  (3.4) ve (3.5) eşitsizliklerinden dolayı tüm 𝑡 ∈ (−∞,∞) ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 + 2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2                                                                                (3.6) 

eşitsizliği sağlanır. Çünkü 2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2 ifadesi daima pozitif olacağından |𝑡 − 𝑥| < 𝛿 

olduğunda (3.6) eşitsizliği (3.5) eşitsizliğinden elde edilir. |𝑡 − 𝑥| ≥ 𝛿 olduğunda ise 
(𝑡−𝑥)2

𝛿2
≥ 1 olacağından  2𝑀

𝛿2
(𝑡 − 𝑥)2 ≥ 2𝑀 eşitsizliği sağlanır. Bu durumda 𝜀 > 0 

olduğu için (3.4) eşitsizliğinden (3.6) eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan  

‖𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝑐 = ‖𝐿𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥); 𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝑐 

              ≤ ‖𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥)‖𝑐 + ‖𝑓‖𝑐‖𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝑐 

eşitsizliği mevcuttur. Bu eşitsizlikteki ikinci terim 𝑛 → ∞ için (3.1) den dolayı sıfıra 

yakınsar. Yani ‖𝑓‖𝑐‖𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝑐 ≤ 𝜀𝑛 ,   𝜀𝑛  → 0 dır. O halde  
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‖𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝑐 ≤ ‖𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥)‖𝑐 + 𝜀𝑛                                                (3.7) 

eşitsizliği geçerlidir. Birinci terime bakarsak (3.6) eşitsizliğinden dolayı  

𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥) ≤ 𝜀𝐿𝑛(1; 𝑥) +
2𝑀
𝛿2

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) 

                                  = 𝜀[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1] + 𝜀 

                                 + 2𝑀
𝛿2

[𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 2𝑥𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥2𝐿𝑛(1; 𝑥)] 

                                 = 𝜀[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1] + 𝜀 

                                 + 2𝑀
𝛿2

{[𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2] − 2𝑥[𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) − 𝑥] + 𝑥2[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1]} 

elde edilir. O halde  

‖𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥)‖𝑐 ≤ 𝐶1‖𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2‖𝑐 + 𝐶2‖𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝑐 

yazılabilir. (3.1), (3.2) ve (3.3) koşullarından dolayı 𝑛 → ∞ için  

‖𝐿𝑛(|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)|; 𝑥)‖𝑐 → 0 

olduğu görülür. 

Teorem 3.1.1 in ispatından yararlanarak aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Sonuç 3.1.1:  Eğer  {𝐿𝑛} lineer pozitif operatörler dizisi, [𝑎, 𝑏] aralığında  

𝐿𝑛(1; 𝑥) ⇉ 1                                                                                                                (3.8) 

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) ⇉ 0                                                                                                    (3.9) 

koşullarını sağlıyorsa 𝐶[𝑎, 𝑏] uzayından olan ve tüm reel eksende sınırlı herhangi bir 𝑓 

fonksiyonu için 𝑛 → ∞ için 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥) ,        𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

sağlanır. (Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995) 

Korovkin teoreminin bu ispatı gösteriyor ki 𝑚−boyutlu halde (yani sonlu 

boyutlu) ve  𝐿𝑝 uzayında da bu teorem ispatlanabilir. 
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Şimdi benzer ispat yöntemini kullanarak aşağıdaki teoremi ispatlamadan önce 

bir hatırlatma yapalım. 

Teorem 3.1.2 (Luzin Teoremi):  Her  𝜀 > 0 için  

𝜇{𝐸: 𝑓(𝑥) ≠ 𝑔(𝑥)} < 𝜀 

eşitsizliğini sağlayan sürekli bir 𝑔 fonksiyonu bulunur. Tüm reel eksende 𝐿𝑝 den olan 

fonksiyonlar için bu özellik keyfi sonlu alt aralıklarda geçerlidir. 

Teorem 3.1.3: 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] den 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]  ye tanımlı {𝐿𝑛} lineer pozitif operatörler dizisi için 

aşağıdaki şartlar geçerli olsun. 

a) 𝐿𝑛 lerin normları düzgün sınırlı olsun. Yani öyle bir 𝑀 sabiti bulunsun ki her 

𝑛 için 

‖𝐿𝑛‖𝐿𝑝→𝐿𝑝 ≤ 𝑀 < ∞ ,           𝑛 = 1,2, … 

sağlansın. 

b) 𝑛 → ∞ ve 𝑣 = 0,1,2 için  

‖𝐿𝑛(𝑡𝑣; 𝑥) − 𝑥𝑣‖𝐿𝑝 → 0 

olsun. Bu takdirde keyfi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için 𝑛 → ∞ iken  

‖𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 → 0 

olur. (Hacıyev ve Hacısalihoğlu, 1995) 

İspat. Luzin Teoremine göre 𝐿𝑝 uzayındaki fonksiyonlar için öyle bir 𝑔 sürekli 

fonksiyonu bulabiliriz ki her 𝜀 > 0 için ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 < 𝜀 sağlanır. Bu durumda  

‖𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝐿𝑛(𝑓 − 𝑔; 𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝐿𝑛(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 

≤ 𝜀(1 + 𝑀) + ‖𝐿𝑛(𝑔; 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝 

elde edilir. 𝑔 fonksiyonu sürekli olduğundan (3.6) eşitsizliği geçerlidir ve buradan da 

|𝑔(𝑥)| ≤ 𝐶 yazabiliriz. Böylece 
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‖𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝐿𝑛(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|; 𝑥)‖𝐿𝑝 + 𝐶‖𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝐿𝑝 

olup (3.6) dan  

‖𝐿𝑛(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|; 𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ 𝜀‖𝐿𝑛(1; 𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)‖𝐿𝑝 

                                           ≤ 𝜀 �‖𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝐿𝑝 + 1� + ‖𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐿𝑝 

                                          +2𝑏𝜀‖𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐿𝑝 + 𝑏2𝜀‖𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝐿𝑝 

eşitsizliği yazılabilir. Teoremin şartlarından dolayı 𝑛 → ∞ için sağ taraf sıfıra yaklaşır 

ki bu da ispatı tamamlar. 

Şimdi Korovkin teoremlerinin bir uygulamasını verelim. 

 

3.2 Korovkin Teoreminin Uygulaması 

Bu kısımda klasik Korovkin teorisinde önemli bir yere sahip olan Bernstein 

polinomları ve bu polinomların genelleştirmesi verilecektir. 1912 yılında S. Bernstein 

[0,1] aralığında verilmiş sürekli bir fonksiyona yakınsayan bir 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) polinomunu 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1 olmak üzere 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = �𝑓�
𝑘
𝑛�

𝑛

𝑘=0

𝐶𝑛𝑘𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 

şeklinde tanımlamıştır. 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ≥ 0 olduğundan 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) polinomu bir pozitif 

lineer operatördür. Aşağıda 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥)  polinomunun Korovkin teoreminin koşullarını 

sağladığı araştırılacaktır. Bu durumda 

𝐵𝑛(1; 𝑥) = �𝐶𝑛𝑘𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘  = (1 − 𝑥 + 𝑥)𝑛 = 1
𝑛

𝑘=0

 

𝐵𝑛(𝑡; 𝑥) = �
𝑘
𝑛

.
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

                = 𝑥�
(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑘−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 



14 
 

 
 

               = 𝑥�𝐶𝑛−1𝑘 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−1−𝑘 = 𝑥
𝑛

𝑘=0

 

𝐵𝑛(𝑡2; 𝑥) = �
𝑘2

𝑛2
.

𝑛!
𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

                  = 𝑥�
𝑘
𝑛

.
(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑘−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

 

                 = 𝑥�
𝑘 − 1
𝑛

.
(𝑛 − 1)!

(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑘−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=2

 

                 +
𝑥
𝑛
�

(𝑛 − 1)!
(𝑘 − 1)! (𝑛 − 𝑘)!

𝑥𝑘−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=1

 

                 = 𝑥2
𝑛 − 1
𝑛

�
(𝑛 − 2)!

(𝑘 − 2)! (𝑛 − 𝑘)!
𝑥𝑘−2(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=2

 

                  +
𝑥
𝑛
�𝐶𝑛−1𝑘 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−1−𝑘
𝑛−1

𝑘=0

 

                 = 𝑥2
𝑛 − 1
𝑛

�𝐶𝑛−2𝑘 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−2−𝑘 +
𝑥
𝑛

=
𝑛−2

𝑘=2

𝑥2 +
𝑥 − 𝑥2

𝑛
 

yazılabilir. Dolayısıyla 𝑛 → ∞ için 

‖𝐵𝑛(1; 𝑥) − 1‖𝐶[0,1] → 0 

‖𝐵𝑛(𝑡; 𝑥) − 𝑥‖𝐶[0,1] → 0 

‖𝐵𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2‖𝐶[0,1] → 0 

durumları sağlanır. Bu durumda Korovkin teoremine göre 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] için  

‖𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐶[0,1] → 0 

olduğu görülür. 
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 Bu polinomlar pek çok yeni pozitif lineer operatörlerin tanımlanmasına yardımcı 

olmuştur. Korovkin teoremlerini sağlayan operatör dizilerinin bulunma yöntemleri 

Bernstein polinomlarının bulunma yöntemleriyle elde edilmiştir. 
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4. İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK KULLANILARAK ELDE EDİLEN 

KOROVKİN TİPİ TEOREMLER 

 

Bu bölümde öncelikle istatistiksel yakınsaklık tanıtılıp alışılmış anlamdaki 

yakınsaklık ve yoğunluk arasındaki ilişkiler araştırılacaktır. Daha sonra istatistiksel 

yakınsaklık kullanılarak Korovkin ve Weierstrass tipi teorem kanıtlanacaktır ve 

istatistiksel yakınsaklık mertebesi tanıtılacaktır. Son olarak  𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] uzayında pozitif 

lineer operatörlerin istatistiksel yakınsaklığı araştırılacaktır. 

 

4.1 Yoğunluk ve İstatistiksel Yakınsaklık 

ℕ doğal sayılar kümesinin 𝐴 alt cümlesinin kardinal sayısı |𝐴| ile gösterilsin, 

yani |𝐴| = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐴 olsun. 

Tanım 4.1.1: 𝐴 ⊂ℕ ve 𝐴𝑛 ≔ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐴} = 𝐴 ∩ {1,2, … ,𝑛} olsun. Eğer 

𝛿(𝐴) ≔ lim
𝑛

|𝐴𝑛|
𝑛

 

limiti mevcut ise 𝛿(𝐴) sayısına 𝐴 kümesinin yoğunluğu denir. (Niven ve 

Zuckerman,1980) 

Bu tanım aşağıdaki şekilde de verilebilir: 

𝜒𝐴(𝑘): = �1,   𝑘 ∈ 𝐴
0,   𝑘 ∉ 𝐴

� 

𝐴 kümesinin karakteristik fonksiyonu olmak üzere 

𝛿(𝐴): = lim
𝑛

1
𝑛
�𝜒𝐴(𝑘)
𝑛

𝑘=1

 

limiti mevcut ise 𝐴 kümesi 𝛿(𝐴) yoğunluğuna sahiptir denir. Bu şekilde tanımlanan 
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𝛿:  ℘(ℕ) → [0,1]

                          𝐴 → 𝛿(𝐴) = lim
𝑛

|𝐴𝑛|
𝑛

 

yoğunluk fonksiyonunun sağladığı özellikler şu şekilde sıralanabilir.  𝐴,𝐵 ∈ ℘(ℕ) 

olmak üzere 

1) 𝛿(ℕ− 𝐴) = 1 − 𝛿(𝐴) 

2) 𝛿(ℕ) = 1 ve 𝛿(∅) = 0 

3) 𝐴 ⊆ 𝐵 ise  𝛿(𝐴) ≤  𝛿(𝐵) 

4) 𝐴~𝐵 ise (yani  𝐴∆𝐵 = (𝐴\𝐵) ∪ (𝐵\𝐴)  sonlu ise) 𝛿(𝐴) = 𝛿(𝐵) 

5) 𝐴 sonlu küme ise 𝛿(𝐴) = 0 

dir. 

Tanım 4.1.2:   x = (xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer ∀ 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa x = (xk) dizisi 𝐿 sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. 

Bu durumda 𝑠𝑡 − lim𝑛 𝑥 = 𝐿 veya 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝑡) gösterimi kullanılır. Eğer 𝐿 = 0 ise 

x = (xk) dizisine istatistiksel sıfır dizisi denir. (Fast, 1951) 

Örnek 4.1.1:   

𝑥𝑘: = �1,     𝑘 = 𝑚2 ,   (𝑚 = 1,2, … )
0,     𝑘 ≠ 𝑚2                              

� 

şeklinde tanımlanan 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisini göz önüne alalım. Her 𝜀 > 0 için  

{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀} ⊂ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 0} 

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| ≥ 𝜀}| ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 0}| ≤ √𝑛 

olduğundan  

lim
𝑛

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 0}| ≤ lim
𝑛

√𝑛
𝑛

= 0 
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elde edilir. Şöyle ki {𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀} kümesinin elemanları hariç diğer bütün 𝑘 lar 

için |𝑥𝑘 − 0| < 𝜀 (her 𝜀 > 0) olduğundan 𝑥𝑘 → 0(𝑠𝑡) dir. 

Örnek 4.1.2:  

𝑥𝑘: = �√𝑘,     𝑘 = 𝑚2 ,   (𝑚 = 1,2, … )
2,     𝑘 ≠ 𝑚2                              

� 

şeklinde tanımlanan 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi için 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑥 = 2 olduğu açıktır. 

Bu iki örnek bize istatistiksel yakınsaklık ile Cauchy yakınsaklık arasındaki 

ilişkiyi gösterir. Örneklerden görülebileceği gibi sınırlı ıraksak ya da sınırsız ıraksak 

bazı diziler de istatistiksel yakınsak olabilmektedir. Bu ise Cauchy yakınsaklığın 

istatistiksel yakınsaklığı gerektirdiğini fakat tersinin doğru olmadığını gösterir. 

Tanım 4.1.3: 𝜀 > 0 verildiğinde her 𝑘 ≥ 𝑁 ve her 𝑘 ∉ 𝐴 için |𝑥𝑘 − 𝐿| ≤ 𝜀 olacak 

şekilde bir 𝑁 > 0 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 sayısına 𝐴 −istatistiksel yakınsaktır 

denir ve  𝑥
(𝐴)
��𝐿 şeklinde yazılabilir. ( Fredman ve Sember, 1981) 

Tanım 4.1.4:  𝐴 ⊂ ℕ olmak üzere 𝛿(𝐴) = 0 olsun. Eğer 𝜀 > 0 verildiğinde her 𝑘 ≥ 𝑁 

ve her 𝑘 ∉ 𝐴 için |𝑥𝑘 − 𝐿| ≤ 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ varsa, 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿 

sayısına hemen her 𝑘 için yakınsaktır denir. (Buck,1953) 

Bu tanım istatistiksel yakınsaklık tanımından başka bir şey değildir. 

Eğer 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi sıfır yoğunluğa sahip bir kümenin dışındaki her 𝑘 için bir 𝑝 

özelliğine sahip ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi hemen her 𝑘 için 𝑝 özelliğine sahiptir denir ve 

kısaca h.h.k. ile gösterilir.  

Aşağıdaki teorem İstatistiksel yakınsaklık metodunun lineer olduğunu gösterir. 

Teorem 4.1.1:  𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑥 = 𝐿1 ve 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝐿2 ve 𝛼 ∈ ℝ olsun. Bu durumda 

(i)  𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚(𝑥 + 𝑦) = 𝐿1 + 𝐿2 

(ii)  𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚(𝛼𝑥) = 𝛼 𝐿1 

dir. (Fast,1951) 
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İspat. (i)   𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑥 = 𝐿1 olsun. Bu durumda 𝐴 ⊂ ℕ olmak üzere 𝛿(𝐴) = 0 olduğunda 

𝜀 > 0 verildiğinde her 𝑘 > 𝑘1 ve her 𝑘 ∈ (ℕ ∖ 𝐴) için |𝑥𝑘 − 𝐿1| < 𝜀
2�  olacak şekilde 

𝑘1 ∈ ℕ vardır. 

 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑦 = 𝐿2 olsun. Bu durumda 𝐵 ⊂ ℕ olmak üzere 𝛿(𝐵) = 0 olduğunda 

𝜀 > 0 verildiğinde her 𝑘 > 𝑘2 ve her 𝑘 ∈ (ℕ ∖ 𝐵) için |𝑦𝑘 − 𝐿2| < 𝜀
2�  olacak şekilde 

𝑘2 ∈ ℕ vardır. 

𝑘0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑘1, 𝑘2} diyelim. Buradan her 𝑘 ∈ �ℕ ∖ (𝐴 ∩ 𝐵)� ve her 𝑘 > 𝑘0 için |(𝑥𝑘 +

𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| < 𝜀 olduğunu gösterelim. Öncelikle sıfır yoğunluklu iki kümenin 

arakesiti de sıfır yoğunluklu olacağından 𝐴 ∩ 𝐵 kümesi sıfır yoğunlukludur. O halde her 

𝑘 ∈ �ℕ ∖ (𝐴 ∩ 𝐵)� ve her 𝑘 > 𝑘0 için 

|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≤ |𝑥𝑘 − 𝐿1| + |𝑦𝑘 − 𝐿2| <
𝜀
2

+
𝜀
2

= 𝜀 

olduğundan her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| = 0 

olup buradan da 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚(𝑥 + 𝑦) = 𝐿1 + 𝐿2 

elde edilir. 

(ii)   Eğer 𝛼 = 0 ise 𝛼𝑥 = 0 olup 𝛼𝑥𝑘 → 0 dır. 

Şimdi 𝛼 ≠ 0 olmak üzere 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑥 = 𝐿1 olsun. Bu durumda, 𝐴 ⊂ ℕ için 𝛿(𝐴) = 0 

olduğunda 𝜀 > 0 verildiğinde her 𝑘 > 𝑘0 ve her 𝑘 ∈ (ℕ ∖ 𝐴) için |𝑥𝑘 − 𝐿1| < 𝜀
|𝛼|�  

olacak şekilde 𝑘0 ∈ ℕ vardır. Böylece her 𝑘 ∈ (ℕ ∖ 𝐴) ve her 𝑘 > 𝑘0 için  

|𝛼𝑥𝑘 − 𝛼𝐿1| = |𝛼||𝑥𝑘 − 𝐿1| < |𝛼|
𝜀

|𝛼| = 𝜀 

olup her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝛼𝑥𝑘 − 𝛼𝐿1| ≥ 𝜀}| = 0 
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elde edilir, yani 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚(𝛼𝑥) = 𝛼 𝐿1 dir. 

Tanım 4.1.5: Her  𝜀 > 0 ve h.h.k. için |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) 

sayısı mevcut ise yani her 𝜀 > 0 için  

lim
𝑛

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. (Fridy, 1985) 

Teorem 4.1.2: Aşağıdaki önermeler denktir. 

(i)  𝑥 dizisi istatistiksel yakınsaktır. 

(ii)   𝑥 istatistiksel Cauchy dizisidir. 

(iii)   h.h.k. için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 olacak şekilde yakınsak bir 𝑦 dizisi vardır. ( Fridy, 1985) 

Teorem 4.1.3: 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi bir 𝐿 sayısına istatistiksel yakınsak olsun. Bu durumda 

𝑥 = 𝑦 + 𝑧 olacak şekilde 𝐿 sayısına yakınsak olan bir 𝑦 dizisi ve istatistiksel sıfır 𝑧 

dizisi vardır. (Connor,1988) 

Teorem 4.1.3 istatistiksel yakınsaklığın ayrışım teoremi olarak da bilinir. 

Sonuç 4.1.1: Bir 𝑥 dizisi bir 𝐿 noktasına istatistiksel yakınsak ise aynı noktaya Cauchy 

anlamında yakınsayan bir alt dizi içerir. (Connor,1988) 

Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.3 istatistiksel yakınsaklık ile klasik toplanabilme 

metotları arasındaki ilişkileri belirlemektir. 

Teorem 4.1.4:  𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 ve her 𝑛 ∈ 𝑁 için |𝑥𝑛| ≤ 𝐾 ise 𝐶1 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 dir. Yani 

sınırlı istatistiksel yakınsak her dizinin aritmetik ortalaması da yine aynı 𝐿 sayısına 

yakınsaktır. (Schoenberg,1959) 

 Bu teoremin tersi genel olarak doğru değildir. Örneğin 𝑥 = (1,0,1,0, … ) şeklinde 

tanımlanan dizinin aritmetik ortalaması 1
2�  ye yakınsaktır. Fakat bu dizinin kendisi 

istatistiksel yakınsak değildir. O halde teoremin karşıtı doğru değildir. 

 Şimdi ise istatistiksel yakınsaklık metodunun hiçbir matris metodu tarafından 

içerilmediğini göstereceğiz. Bunun için de öncelikle bir Lemma verelim. 
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Lemma 4.1.1: Sonsuz çokluktaki 𝑘 lar için 𝑡𝑘 ≠ 0 olacak şekildeki bir 𝑡 dizisi 

verildiğinde h.h.k. için 𝑥𝑘 = 0 ve ∑ 𝑡𝑘𝑥𝑘 = ∞∞
𝑘=1  olacak şekilde bir  𝑥 dizisi vardır 

(Fridy, 1985). 

Teorem 4.1.5: Hiçbir toplanabilme metodu istatistiksel yakınsaklık metodunu içermez 

(Fridy,1985). (yani 𝐴 ∈ (𝑠𝑡, 𝑐;𝑝) olacak şekilde hiçbir matris yoktur)  

İspat. Lemma 4.1.1 gereğince istatistiksel yakınsaklığı içeren bir matris satır sonlu 

olmak zorundadır. O halde satır sonlu keyfi bir matris 𝐴 olsun. İstatistiksel yakınsaklık 

metodu regüler olduğundan, 𝐴 yı regüler almak genellikten bir şey kaybettirmez. 𝐴 

matrisinin sıfırdan farklı bir 𝑎𝑛(1)𝑘(1) bileşenini  

𝑘(1) ≥ 𝑘′(1) ise 𝑎𝑛(1),𝑘(1) ≠ 0 

𝑘 ≥ 𝑘(1)  ise 𝑎𝑛(1),𝑘 = 0 

olacak şekilde seçelim. Şimdi her 𝑚 için, 

𝑘 > 𝑘(𝑚)  ise 𝑎𝑛(𝑚),𝑘 = 0 

ve  

𝑘(𝑚) ≥ 𝑚2 ise 𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑚) ≠ 0 

olmak üzere satır ve sütunların artan bir dizisini seçebiliriz. Şimdi 𝑥 dizisini aşağıdaki 

gibi tanımlayalım. 

𝑥𝑘(1) =
1

𝑎𝑛(1),𝑘(1)
 

          ⋮ 

𝑥𝑘(𝑚) =
1

𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑚)
�𝑚 − � 𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑖)𝑥𝑘(𝑖)

𝑚−1

𝑖=1

� 

          ⋮ 
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Diğer durumlarda 𝑥𝑘 = 0. Bu durumda  

(𝐴𝑥)𝑛(𝑚) = �𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑖)

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑘(𝑖) = � 𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑖)

𝑚−1

𝑖=1

𝑥𝑘(𝑖) + 𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑚)𝑥𝑘(𝑚) 

              = � 𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑖)

𝑚−1

𝑖=1

𝑥𝑘(𝑖) + 𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑚)
1

𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑚)
�𝑚 − � 𝑎𝑛(𝑚),𝑘(𝑖)𝑥𝑘(𝑖)

𝑚−1

𝑖=1

� 

olduğundan 𝐴𝑥 dönüşüm dizisi sınırlı değildir, dolayısıyla yakınsak değildir. Başka bir 

deyişle  𝑥 dizisi 𝐴-toplanabilir değildir. Diğer yandan 𝑘(𝑚) ≥ 𝑚2 olduğundan  

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 0}| ≤ √𝑛 

olup  

lim
𝑛

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 0}| ≤ lim
𝑛

1
𝑛 √

𝑛 = 0 

olacaktır, yani h.h.k. için 𝑥𝑘 = 0 olur. Dolayısıyla  𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 0 yazılabilir. Fakat bu 

yakınsaklık 𝐴 − istatistiksel yakınsaklığı içermez.∎ 

 İstatistiksel yakınsaklık metodu {(−1)𝑘} gibi periyodik bir diziyi toplamaz. Yani 

{(−1)𝑘} dizisi istatistiksel yakınsak değildir. Bu yüzden istatistiksel yakınsaklık 

metodu, klasik toplanabilme metotlarının birçoğunu içermez. 

 Matris toplanabilme ve istatistiksel yakınsaklık arasında kesin bir sonuca 

ulaşmak için matrislerin aşağıdaki sınıfını verelim. 

 Negatif olmayan alt üçgensel  𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) matrisi  

(i) Her 𝑛 ∈ ℕ için ∑ 𝑎𝑛𝑘 = 1𝑛
𝑘=1  

(ii) 𝐾 ⊆ ℕ olmak üzere 𝛿(𝐾) = 0 olduğunda lim𝑛 ∑ 𝑎𝑛𝑘 = 0𝑛
𝑘=1  

koşullarını gerçeklerse, 𝐴 matrisi 𝜏 sınıfına aittir denir. 𝜏 sınıfına ait her bir 𝐴 matrisi 

negatif olmayan terimli olduğundan (i) ve (ii) koşulları 𝐴 matrisinin regülerliğini garanti 

eder. Öyle ise aşağıdaki teorem verilebilir. 
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Teorem 4.1.6: Sınırlı bir 𝑥 dizisi için 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 olması için gerek yeter koşul her 

𝐴 ∈ 𝜏 için 𝐴 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 olmasıdır. (Fridy ve Miller, 1991) 

Teorem 4.1.7:  𝑝 ∈ ℝ ve 0 < 𝑝 < ∞ olsun. 

(i) Bir dizi bir 𝐿 sayısına kuvvetli 𝑝-Cesaro toplanabilir ise 𝐿 sayısına istatistiksel 

yakınsaktır. 

(ii) Sınırlı bir dizi bir 𝐿 sayısına istatistiksel yakınsak ise 𝐿 sayısına kuvvetli 𝑝-Cesaro 

toplanabilirdir (Connor, 1988). 

Sonuç 4.1.2 Sınırlı diziler üzerinde kuvvetli 𝑝-Cesaro toplanabilme ile istatistiksel 

yakınsaklık denktir, yani 𝑝 > 0 olmak üzere  𝑤𝑝 ∩ 𝑙∞ = 𝑠𝑡 ∩ 𝑙∞ dir. 

Sonuç 4.1.3: Kompleks terimli bir 𝑥 dizisi bir 𝐿 sayısına kuvvetli 𝑝-Cesaro toplanabilir 

veya 𝐿 sayısına istatistiksel yakınsak ise 𝑥, 𝐿 sayısına yakınsayan bir alt diziye sahiptir 

(Connor, 1988). 

Sonuç 4.1.4: 𝑥 reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda lim 𝑖𝑛𝑓𝑥𝑛 = 𝐿 ve 𝐶1 −

lim 𝑥 = 𝐿 ise 𝑥𝑛 → 𝐿(𝑠𝑡) dir (Connor, 1988). 

Teorem 4.1.8: 𝑝 > 0 olsun.  𝐴 ∈ �𝑙∞ ∩ 𝑤𝑝, 𝑐� olması için gerek ve yeter şart 𝐴 ∈ (𝑐, 𝑐) 

ve sıfır yoğunluğa sahip her 𝐸 kümesi için  

�|𝑎𝑛𝑘 − 𝑎𝑘| → 0,         (𝑛 → ∞)
𝑘∈𝐸

 

olmasıdır (Maddox, 1974). 
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4.2. İstatistiksel Yakınsaklık Kullanılarak Elde Edilen Bazı Korovkin ve  

Weierstrass Tipi Yaklaşım Teoremleri  

Bu kısımda istatistiksel yakınsaklığı kullanarak Korovkin teoremi ve Weierstrass 

tipi yaklaşım teoremi kanıtlanacaktır. 

Klasik Korovkin teoremini formüle etmek için bazı notasyonlar verelim. 

𝐶[𝑎, 𝑏] ile [𝑎, 𝑏] aralığının her noktasında tanımlı ve tamamında sınırlı olan tüm 

fonksiyonlar uzayını gösterelim, 𝑀𝑓  𝑓’ ye bağlı bir sabit olmak üzere  𝐶[𝑎, 𝑏] 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓 ,      −∞ < 𝑥 < ∞ 

koşulunu sağlayan ve [𝑎, 𝑏] de sürekli olan fonksiyonların uzayıdır. (𝐿𝑛) pozitif lineer 

operatörlerin bir dizisi olsun. 𝐵[𝑎, 𝑏] de [𝑎, 𝑏] deki tüm sınırlı fonksiyonların kümesi 

olmak üzere (𝐿𝑛),  𝐶[𝑎, 𝑏] den 𝐵[𝑎, 𝑏] ye tanımlanan pozitif lineer operatörlerin dizisi 

olsun. Bu durumda 𝐵[𝑎, 𝑏],  ‖𝑓‖𝐵 ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑎≤𝑥≤𝑏|𝑓(𝑥)| normu ile Banach uzayıdır. 

Genellikle  𝐿𝑛(𝑓(𝑡), 𝑥) yerine 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) yazılır. 

Bu terminolojiye göre klasik Korovkin teoremi 𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏] pozitif 

lineer operatörlerin dizisinin 

(a)  ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 → 0,   𝑛 → ∞, 

(b)  ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 → 0, 𝑛 → ∞, 

 (c) ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 → 0, 𝑛 → ∞. 

şartlarını sağlaması durumunda her 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için 

 ‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 → 0, 𝑛 → ∞ 

olduğunu ifade eder. 

Benzer şekilde aşağıdaki teorem verilebilir. 
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Teorem 4.2.1: Pozitif lineer operatörlerin  𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏] dizisi 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 = 0                                                                                     (4.1) 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 = 0                                                                                      (4.2) 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 = 0                                                                                  (4.3) 

şartlarını sağlıyorsa bu takdirde herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑓(𝑥), 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0                                                                          (4.4) 

sağlanır. (Gadjiev and Orhan,  2002) 

İspat. Belirli aşamaya kadar Korovkin teoreminin ispatını takip edebiliriz. 𝑓 fonksiyonu 

tüm reel eksen üzerinde sınırlı olduğundan  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀,    −∞ < 𝑡, 𝑥 < ∞ 

yazılabilir. Bunun yanı sıra 𝑓,   [𝑎, 𝑏] de sürekli olduğu için |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿 yı sağlayan her 

𝑡, 𝑥  için 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 

dır. Bu yüzden her 𝑡 ∈ (−∞,∞) ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  𝛿 sabit reel sayı olmak üzere 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 + 2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2                                                                                (4.5) 

olduğu görülür. Şimdi 

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥), 𝑥) + 𝑓(𝑥)(𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1) 

alındığında 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 ≤ �𝜀 +
2𝑀
𝛿2 �

‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 

+
4𝑀𝑏
𝛿2

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 +
2𝑀
𝛿2

‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 

≤ 𝐾1(‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵) 

yazılabilir, burada 
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𝐾1 = max �𝜀 + 𝑀 +
2𝑀
𝛿2

,
4𝑀𝑏
𝛿2 � 

olacaktır. 

Son eşitsizlik herhangi 𝜀′ > 0 için 

|{𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 ≥ 𝜀′}|                                                                           (4.6) 

≤ ��𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥
𝜀′

𝐾1
�� 

yazılabileceğini gösterir. Bu durumda 

𝐷 ≔ �𝑛: ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥
𝜀′

𝐾1
�, 

𝐷1 ≔ �𝑛: ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾1
�, 

𝐷2 ≔ �𝑛: ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾1
�, 

𝐷3 ≔ �𝑛: ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾1
�. 

tanımlanırsa  𝐷 ⊂ 𝐷1 ⊂ 𝐷2 ⊂ 𝐷3 olduğu kolayca görülür. Böylece (4.6) eşitsizliği 

|{𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 ≥ 𝜀′}| 

         ≤ ��𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾1
�� + ��𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 ≥

𝜀′

3𝐾1
��  

          + ��𝑛 ≤ 𝑁: ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾1
��                                                              (4.7) 

olduğunu gösterir. 

(4.1),  (4.2) ve (4.3) bağıntıları kullanılarak  

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑓(𝑥), 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0  

olduğu görülür ve bu da teoremin ispatını tamamlar.  
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𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) ≔�𝑓�
𝑘
𝑛�

𝑛

𝑘=0

�𝑛𝑘� 𝑥
𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘; 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 

klasik Bernstein polinomlarının dizisinin Korovkin teoreminin şartlarını sağladığı ve 

dolayısıyla, Teorem 4.2.1 i de sağladığı görülür. Şimdi Teorem 4.2.1’in şartlarını 

sağladığı halde klasik Korovkin teoremini sağlamayan bir pozitif lineer operatörlerin 

dizisi örneği verelim. 

Örnek 4.2.1:  (𝛼𝑛) sınırsız istatistiksel yakınsak dizi ve (𝐵𝑛) Bernstein polinomlarının 

dizisi olmak üzere  𝑃𝑛: 𝐶[0,1] → 𝐵[0,1] , 𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) = (1 + 𝛼𝑛)𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) ile tanımlanan  

(𝑃𝑛) dizisini göz önüne alalım. Bu takdirde 

𝐵𝑛(1, 𝑥) = 1,   𝐵𝑛(𝑡, 𝑥) = 𝑥   ve    𝐵𝑛(𝑡2, 𝑥) = 𝑥2 + 𝑥−𝑥2

𝑛
 

olduğu bilinir.  (𝑃𝑛) dizisi için (4.1), (4.2) ve (4.3) şartlarının sağlandığı açıktır. O halde 

𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚‖𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0 

olacaktır. Diğer taraftan 𝐵𝑛(𝑓, 0) = 𝑓(0) olduğundan  𝑃𝑛(𝑓, 0) = (1 + 𝛼𝑛)𝑓(0) dir. Bu 

nedenle 

‖𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖ ≥ |𝑃𝑛(𝑓, 0) − 𝑓(0)| = 𝛼𝑛|𝑓(0)|                                                  (4.8) 

yazılabilir. lim𝑛 𝑠𝑢𝑝𝑛→∞𝛼𝑛 = ∞ ile (4.8)  birleştirildiğinde (𝑃𝑛) ‘nin bu iddiayı 

sağlayan klasik Korovkin teoremini sağlamadığı görülür. 

Teorem 4.2.2: 𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏] pozitif lineer operatörlerin dizisi için Teorem 

4.2.1’in (4.2) ve (4.3) şartlarını ve 

lim𝑛→∞‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 = 0                                                                                       (4.9) 

şartlarını sağlasın. Bu takdirde herhangi bir  𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için 

lim
𝑛→∞

1
𝑁
�‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵

𝑁

𝑛=1  

= 0 

dır. (Gadjiev and Orhan,  2002) 
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İspat. (4.9) koşulundan her 𝑛 için 

‖𝐿𝑛(1, 𝑥)‖𝐵 ≤ 𝑀1 

olacak şekilde bir 𝑀1 sabitinin mevcut olduğu görülür. Bu nedenle herhangi bir 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu ve 𝑛 = 1,2,3, …,  sayısı için 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 ≤ ‖𝑓‖𝐶‖𝐿𝑛(1, 𝑥)‖𝐵 + ‖𝑓‖𝐶 ≤ 𝑀(𝑀1 + 1)                            (4.10) 

elde edilir. Ayrıca (4.9) bağıntısı (4.1)’i sağladığından Teorem 4.2.1’e göre  

𝑠𝑡 − lim𝑛‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0                                                                            (4.11) 

olduğu görülür. 

Herhangi sınırlı istatistiksel yakınsak dizinin Cesaro toplanabilir olduğu bilinir. 

Buradan (4.10) ve (4.11) sonuçlarına ulaşılır. (Schoenberg, 1959) 

Bu kısmı aşağıdaki gözlemlerle sonuçlandıralım.  

Weierstrass yaklaşım teoremi 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli ise 

lim𝑛‖𝑃𝑛 − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0                                                                                             (4.12) 

polinomların bir (𝑃𝑛) dizisinin mevcut olduğunu ifade eder. Buradan  

𝑠𝑡 − lim𝑛‖𝑃𝑛 − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0                                                                                     (4.13) 

yazılabilir. 

 (4.13) bağıntısı  (𝑃𝑛) polinomlar dizisinin [𝑎, 𝑏] de sürekli 𝑓 fonksiyonuna “düzgün 

istatistiksel yakınsak” olduğunu ifade eder. Bu durumda (4.13) ‘ü sağladığı halde (4.12) 

yi sağlamayan bir  (𝑃𝑛) polinomlar dizisinin mevcut olup olmadığı sorusu akla gelebilir. 

Bu soruya verilen cevap Örnek 4.2.1 de ele alınan (𝑃𝑛) dizisidir.  

Önerme 4.2.1:  𝑓, [𝑎, 𝑏] de sürekli bir fonksiyon ise polinomların bir dizisi bu aralıkta 

𝑓 ye istatistiksel düzgün yakınsaktır fakat düzgün yakınsak değildir. 

 

 



29 
 

 
 

 

4.3. İstatistiksel Yakınsaklık Mertebesi 

Bu kısımda pozitif lineer operatörlerin istatistiksel yakınsaklık mertebesi ile 

ilgileneceğiz. 

Tanım 4.3.1: Eğer her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝛼𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|
𝑛1−𝛽

= 0 

ise 𝛼 = (𝛼𝑘) sayı dizisi 𝐿 sayısına 0 < 𝛽 < 1 dereceden istatistiksel yakınsak denir. 

Bu durumda 

𝛼𝑘 − 𝐿 = 𝑠𝑡 − 𝑜�𝑘−𝛽�,           𝑘 → ∞ için 

yazılır. 

Teorem 4.2.1 de verilen pozitif lineer operatörler dizisinin istatistiksel 

yakınsaklık derecesi bulunacaktır. 

Teorem 4.3.2:  𝐿𝑛:𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏] pozitif lineer operatörlerin dizisi 𝑛 → ∞ için  

‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 = 𝑠𝑡 − 𝑜�𝑛−𝛽1�                                                                              (4.14) 

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 = 𝑠𝑡 − 𝑜�𝑛−𝛽2�                                                                              (4.15) 

‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 = 𝑠𝑡 − 𝑜�𝑛−𝛽3�                                                                          (4.16) 

koşullarını sağlasın. Bu takdirde herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için 𝛽 =

𝑚𝑖𝑛(𝛽1,𝛽2,𝛽3) olmak üzere  

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 𝑠𝑡 − 𝑜�𝑛−𝛽� 

olacaktır. (Gadjiev and Orhan,  2002) 

İspat. Teorem 4.2.1 in ispatında olduğu gibi (4.7) eşitsizliğini aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

|{𝑛 ≤ 𝑚: ‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 ≥ 𝜀′}|
𝑛1−𝛽
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≤
��𝑛 ≤ 𝑚: ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 ≥ �𝜀

′
3𝐾1� ���

𝑛1−𝛽1
.
𝑚1−𝛽1

𝑚1−𝛽  

+
��𝑛 ≤ 𝑚: ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 ≥ �𝜀

′
3𝐾1� ���

𝑛1−𝛽2
.
𝑚1−𝛽2

𝑚1−𝛽  

+
��𝑛 ≤ 𝑚: ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥ �𝜀

′
3𝐾1� ���

𝑛1−𝛽3
.
𝑚1−𝛽3

𝑚1−𝛽 . 

Buradan istenen sonuç elde edilir. 

Bir uygulama olarak klasik Bernstein polinomlarını yeniden inceleyelim. 

𝐵𝑛(1, 𝑥) = 1,  𝐵𝑛(𝑡, 𝑥) = 𝑥  ve   𝐵𝑛(𝑡2, 𝑥) = 𝑥2 + 𝑥−𝑥2

𝑛
, 

olduğunu hatırlarsak (4.14) ve (4.15) koşullarının sağlandığı görülür. Ayrıca 

{𝑛: ‖𝐵𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥ 𝜀′} = �𝑛:
1

4𝑛
≥ 𝜀′� 

kümesi doğal sayıların sonlu bir alt kümesi olduğundan  (4.16) koşulu da sağlanır. 

Sonuç 4.3.1: Eğer 𝑓 fonksiyonu [0,1] de sürekli bir fonksiyon ise bu takdirde her 

Bernstein polinomu ve 𝛽𝜖(0,1)  için 

‖𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 𝑠𝑡 − 𝑜�𝑛−𝛽�,          𝑛 → ∞ için  

sağlanır. 
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4. 4.  𝑳𝒑[𝒂,𝒃] de Pozitif Lineer Operatörlerin İstatistiksel Yakınsaklığı  

Bu kısımda pozitif lineer operatörlerin 𝐿𝑛: 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] → 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] dizisi göz önüne 

alınarak istatistiksel yakınsaklık yoluyla Korovkin tipi teoremi verilecektir. 

Teorem 4.4.1:  (𝐿𝑛) dizisi  𝐿𝑛: 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] → 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] ile tanılanan pozitif lineer 

operatörler dizisi ve (‖𝐿𝑛‖) dizisi düzgün sınırlı olsun. Eğer 

𝑠𝑡 − lim𝑛‖𝐿𝑛(𝑡𝑣, 𝑥) − 𝑥𝑣‖𝐿𝑝 = 0,     𝑣 = 0,1,2,                                                       (4.17) 

ise bu takdirde herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için  

𝑠𝑡 − lim
𝑛
‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 = 0   

dır. 

İspat. (4.17)’ ye göre  𝜀 > 0 verildiğinde, her 𝑛 ∈ 𝐾𝑣 ve 𝑛 > 𝑛𝑣 , 𝑣 = 0,1,2 için 

‖𝐿𝑛(𝑡𝑣, 𝑥) − 𝑥𝑣‖𝐿𝑝 < 𝜀                                                                                             (4.18) 

olacak şekilde 1 yoğunluklu 𝐾𝑣, 𝑣 = 0,1,2, alt kümeleri ve 𝑛𝑣(𝜀), 𝑣 = 0,1,2,  sayıları 

vardır. 

𝛿(𝐾0 ∩ 𝐾1 ∩ 𝐾2) = 1 olduğundan (4.18) eşitsizliği 𝑛 ∈ 𝐾 ≔ 𝐾0 ∩ 𝐾1 ∩ 𝐾2 ve 𝑛 >

𝑚𝑎𝑥�𝑛0,𝑛1,𝑛2� için sağlanır. 

Hipoteze göre  ‖𝐿𝑛‖𝐿𝑝→𝐿𝑝 ≤ 𝑀, 𝑛 = 1,2, …  olacak şekilde bir  𝑀 > 0 sabiti 

vardır. 𝐶[𝑎, 𝑏],  𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] de yoğun olduğundan dolayı 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] verildiği zaman 

‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 < 𝜀 olacak şekilde 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] vardır. Bu nedenle  

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝐿𝑛(𝑓 − 𝑔, 𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝐿𝑛(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 

≤ 𝜀(1 + 𝑀) + ‖𝐿𝑛(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝                                                                         (4.19) 

elde edilir. Öte yandan 𝑔, [𝑎, 𝑏] de sürekli olduğundan her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ve bir  𝐶 sabiti 

için |𝑔(𝑥)| ≤ 𝐶 yazılabilir. Böylece  

‖𝐿𝑛(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝐿𝑛(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|, 𝑥)‖𝐿𝑝 + 𝐶‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐿𝑝 
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olduğu görülür. 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olduğundan (4.5) deki gibi her  𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝐻 ve 𝛿 

pozitif sabitler olmak üzere 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 + 2𝐻𝛿−2(𝑡 − 𝑥)2 

yazılabilir. Dolayısıyla 

‖𝐿𝑛(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|, 𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ 𝜀‖𝐿𝑛(1, 𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2, 𝑥)‖𝐿𝑝 

≤ 𝜀 �‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐿𝑝 + 1� + ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐿𝑝 + 2𝑏‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐿𝑝 

           + 𝑏2‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐿𝑝                                                                                      (4.20) 

elde edilir. (4.18) den 𝑛 ∈ 𝐾 ve 𝑛 > 𝑚𝑎𝑥�𝑛0,𝑛1,𝑛2� için (4.20) eşitsizliğinin son terimi 

istenildiği kadar küçük yapılabilir. Bu nedenle (4.19) bağıntısına göre 

𝑠𝑡 − lim
𝑛
‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 = 0 

olduğu görülür.  
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5. GENELLEŞTİRİLMİŞ İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIKLA ELDE 

EDİLEN KOROVKİN TİPİ TEOREMLER 

 

Bu bölümde 𝜆– istatistiksel yakınsaklık ile 𝜆– istatistiksel yakınsaklık mertebesi 

tanıtılacak ve 𝐶[𝑎, 𝑏]  uzayında pozitif lineer operatörler dizisinin 𝜆 −istatistiksel 

yakınsaklığı araştırılacaktır. 

 

5.1.  𝝀 –İstatistiksel Yakınsaklık 

 𝜆 = (𝜆𝑛)  dizisi 

𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1,      𝜆1 = 1 

olacak  şekildeki pozitif sayıların  ∞ ‘a giden azalmayan bir dizisi olsun. 

Genelleştirilmiş De la Vaile- Pousion ortalaması  𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1,𝑛] olmak üzere  

𝑡𝑛(𝑥) ≔
1
𝜆𝑛

� 𝑥𝑘
𝑘∈𝐼𝑛

 

şeklinde tanımlanır.  

Eğer 𝑛 → ∞ iken 

𝑡𝑛(𝑥) → 𝐿      

ise  𝑥 = (𝑥𝑘)  dizisine  𝐿  sayısına (𝑉, 𝜆) − toplanabilirdir denir. Bu tanıma göre eğer 

𝜆𝑛 = 𝑛 alınırsa  (𝑉, 𝜆) − toplanabilirlik (𝐶, 1) − toplanabilirliğe indirgenir. 

𝐿  ye Kuvvetli Cesaro toplanabilir ve kuvvetli (𝑉, 𝜆) −toplanabilir 𝑥 = (𝑥𝑘)  dizilerinin 

kümesi için sırasıyla 

[𝐶, 1] ≔ �𝑥 = (𝑥𝑛):  ∃𝐿 ∈ ℝ,   lim
𝑛→∞

1
𝑛
�|𝑥𝑘 − 𝐿| = 0
𝑛

𝑘=1

� 
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ve 

[𝑉, 𝜆] ≔ �𝑥 = (𝑥𝑛):  ∃𝐿 ∈ ℝ,   lim
𝑛→∞

1
𝜆𝑛

� |𝑥𝑘 − 𝐿| = 0
𝑘∈𝐼𝑛

� 

gösterimi kullanılacak ve bu durumlar  𝑥𝑘 → 𝐿[𝐶, 1] ve  𝑥𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] şeklinde ifade 

edilecektir. 

Bu kısımda 𝜆 –istatistiksel yakınsaklık kavramı tanıtılıp bu kavramın 𝑠𝑡 −  ve  

[𝑉, 𝜆] − yakınsaklıklarla nasıl bir ilişkisi olduğu verilecektir.  

Tanım 5.1.1:  Eğer her 𝜀 > 0 için  

lim
𝑛→∞

1
𝜆𝑛

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisi  𝐿  sayısına 𝜆 -istatistiksel yakınsaktır veya 𝑠𝜆-yakınsaktır denir. 

Bu durumda 𝑠𝜆 ≔ {𝑥:∃𝐿 ∈ ℝ,   𝑠𝜆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿} olmak üzere 𝑠𝜆 − lim𝑛 𝑥 = 𝐿 veya 

𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝜆) gösterimi kullanılır. 

Uyarı 5.1.1:  

(i) Eğer 𝜆𝑛 = 𝑛 alınırsa o zaman 𝑠𝜆 ile  𝑠𝑡 aynı olur. 

(ii) Eğer 𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) matrisi 

𝑎𝑛𝑘 = �
1
𝜆𝑛

            𝑘 ∈ 𝐼𝑛  𝑖𝑠𝑒 

0              𝑘 ∉ 𝐼𝑛  𝑖𝑠𝑒
� 

olarak alınırsa bu durumda 𝜆 -istatistiksel yakınsaklık 𝐴-istatistiksel yakınsaklığın özel 

bir durumu olacaktır. 

Aşağıda 𝑠𝜆 ile [𝑉, 𝜆] ve (𝐶, 1) metotları arasındaki  ilişkiler verilecektir. 

  𝜆1 = 1 olmak üzere  𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1, 𝑛 ≥ 1 koşulunu sağlayan pozitif sayıların  ∞′ a 

giden azalmayan 𝜆 = (𝜆𝑛) dizilerinin kümesini  𝛬 ile gösterelim.  Bu durumda 

aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
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Teorem 5.1.2:  𝜆 ∈ 𝛬 olsun. Bu takdirde  

(i) 𝑥𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] ⇒ 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝜆)  ve  [𝑉, 𝜆] ⊆ 𝑠𝜆 kapsaması doğrudur 

(ii) Eğer 𝑥 ∈ ℓ∞ ise 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝜆) ⇒ 𝑥𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] dir ve bu nedenle 𝑥 = (𝑥𝑘)   

sabit olmamak kaydıyla 𝑥𝑘 → 𝐿(𝐶, 1)  dır. 

(iii) 𝑠𝜆 ∩ ℓ∞ = [𝑉, 𝜆] ∩ ℓ∞ dir. 

İspat.  

(i) 𝜀 > 0 ve  𝑥𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] olsun. Bu takdirde 

� |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ � |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|
𝑘∈𝐼𝑛

|𝑥𝑘−𝐿|≥𝜀
𝑘∈𝐼𝑛

 

yazılabilir. Bu nedenle de 𝑥𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] ⇒ 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝜆)  olduğu görülür.  

Aşağıdaki örnek  𝑠𝜆 ⊊ [𝑉, 𝜆] olduğunu gösterir. 𝑥 = (𝑥𝑘)  dizisi 

𝑥𝑘 = �𝑘,       𝑛 − ��𝜆𝑛� + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  için
0,                 diğer durumlarda          

� 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde  𝑥 ∉ ℓ∞ olup  her  𝜀 (0 < 𝜀 ≤ 1)  için  

1
𝜆𝑛

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |  𝑥𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| =
��𝜆𝑛�
𝜆𝑛

→ 0         𝑛 → ∞ iken 

yazılabilir, yani  𝑥𝑘 → 0(𝑠𝜆) dir. Diğer yandan  

1
𝜆𝑛

� |  𝑥𝑘 − 0|
𝑘∈𝐼𝑛

→ ∞          (𝑛 → ∞ ) 

olup 𝑥𝑘 ↛ 0[𝑉, 𝜆] dır. 

(ii) 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝜆)  ve 𝑥 ∈ ℓ∞ olduğunu kabul edelim, yani her 𝑘 için 

 |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≤ 𝑀  

olsun. 𝜀 > 0 verilsin. Bu durumda 
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1
𝜆𝑛

� |  𝑥𝑘 − 𝐿| =
1
𝜆𝑛

� |  𝑥𝑘 − 𝐿| +
1
𝜆𝑛

� |  𝑥𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑛

|𝑥𝑘−𝐿|<𝜀
𝑘∈𝐼𝑛

|𝑥𝑘−𝐿|≥𝜀
𝑘∈𝐼𝑛

 

                             ≤ 𝑀
𝜆𝑛

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| + 𝜀 

olduğu görülür ki bu ise  𝑥𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] anlamına gelir. Öte yandan  

1
𝑛
�(𝑥𝑘 − 𝐿) =

1
𝑛
� (𝑥𝑘 − 𝐿) +

1
𝑛

𝑛−𝜆𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

�(𝑥𝑘 − 𝐿)
𝑘∈𝐼𝑛

 

                          ≤
1
𝜆𝑛

� |𝑥𝑘 − 𝐿| +
1
𝜆𝑛

𝑛−𝜆𝑛

𝑘=1

� |𝑥𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑛

 

                          ≤
2
𝜆𝑛

� |𝑥𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑛

 

yazılabilir. Bu yüzden 𝑥𝑘 → 𝐿[𝑉, 𝜆] olduğundan  𝑥𝑘 → 𝐿(𝐶, 1) olacaktır. 

(iii) nin ispatı  (i) ve  (ii) den açıktır. 

𝜆𝑛 𝑛�  ifadesi 1 ile sınırlı olduğundan her 𝜆 için 𝑠𝜆⊆ 𝑠𝑡  olduğu kolayca görülür.   

Teorem 5.1.3:   

𝑠𝑡 ⊆ 𝑠𝜆 ⇔ lim𝑛→∞ 𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑛
𝑛

> 0                                                                                    (5.1) 

dır. 

İspat. Verilen her  𝜀 > 0 için 

{𝑘 ≤ 𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} ⊃ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} 

sağlanır. Bu nedenle 

1
𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥
1
𝑛

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

                                            ≥ 𝜆𝑛
𝑛

. 1
𝜆𝑛

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |  𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 
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eşitsizliği sağlanır.  Buradan  𝑛 → ∞ iken limit alınır ve (3.1) ifadesi kullanılırsa  

𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝑡) ⇒ 𝑥𝑘 → 𝐿(𝑠𝜆) 

olacağı görülür. Tersine olarak lim𝑛→∞ 𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑛
𝑛

= 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda   

𝜆𝑛(𝑗)
𝑛(𝑗)

< 1
𝑗
  olacak şekilde bir  �𝑛(𝑗)�

𝑗=1
∞

 dizisi seçebiliriz. Bir  𝑥 = (𝑥𝑖)  dizisi  

𝑥𝑖 = �
1 ,        𝑖 ∈ 𝐼𝑛(𝑗) ,      𝑗 = 1,2, … ,
0 ,                          𝑑.𝑑                  

� 

şeklinde tanımlansın. Bu takdirde 𝑥 ∈ [𝐶, 1] ve dolayısıyla  𝑥 ∈ 𝑠𝑡 dir. Fakat 𝑥 ∉ [𝑉, 𝜆] 

ve buradan da 𝑥 ∉ 𝑠𝜆 dır. Bunun sonucu olarak (5.1)  zorunludur. 

 

5.2 𝑪[𝒂,𝒃]  de Pozitif Lineer Operatörler Dizisinin 𝝀-İstatistiksel 

Yakınsaklığı 

 [𝑎, 𝑏] üzerinde tüm sürekli fonksiyonların uzayı  𝐶[𝑎, 𝑏] idi. Bu durumda 

 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere  ‖𝑓‖∞ ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑎≤𝑥≤𝑏|𝑓(𝑥)|  normu ile  𝐶[𝑎, 𝑏] bir Banach 

uzayıdır.   𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun.  

Teorem 5.2.1: 𝐿𝑛:𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] pozitif lineer operatörlerin aşağıdaki şartları 

sağlayan bir dizisi olsun: 

𝑠𝑡𝜆 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 = 0                                                                                    (5.2) 

𝑠𝑡𝜆 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 = 0                                                                                    (5.3) 

𝑠𝑡𝜆 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 = 0                                                                                (5.4) 

Bu takdirde tüm reel eksende sınırlı herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için 

𝑠𝑡𝜆 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0 

olur. 
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İspat.  𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ve 𝑓 tüm reel eksen üzerinde sınırlı olduğundan 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀,      −∞ < 𝑥 < ∞ 

dır. Bu nedenle  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑀,    −∞ < 𝑡, 𝑥 < ∞                                                                    (5.5) 

yazılabilir. Ayrıca 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olduğundan 𝑓 fonksiyonu  [𝑎, 𝑏]  üzerinde süreklidir, 

yani  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀,       her  |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿                                                                      (5.6) 

dir. Buradan hareketle  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 + 2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2,    her  |𝑡 − 𝑥| ≤ 𝛿                                                  (5.7) 

olur. Bu ise  

−𝜀 −
2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2 < 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥) < 𝜀 +
2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2 

anlamına gelir. O halde 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) lineer ve monoton olduğundan 𝐿𝑛(1; 𝑥) i bu son 

eşitsizliğe uygulayabiliriz. Böylece  

𝐿𝑛(1; 𝑥) �−𝜀 −
2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2� < 𝐿𝑛(1; 𝑥)�𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)� < 𝐿𝑛(1; 𝑥) �𝜀 +
2𝑀
𝛿2

(𝑡 − 𝑥)2� 

elde edilir. Öte yandan  𝑥 bir sabit olduğundan   𝑓(𝑥)  de sabit bir sayıdır. Böylece  

−𝜀𝐿𝑛(1; 𝑥) −
2𝑀
𝛿2

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) < 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥) 

                                                         < 𝜀𝐿𝑛(1; 𝑥) + 2𝑀
𝛿2
𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)                      (5.8) 

olduğu görülür. Fakat  

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥) − 𝑓(𝑥) 

                               = [𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)𝐿𝑛(1; 𝑥)] + 𝑓(𝑥)[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1]                       (5.9) 
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dır. (5.8) ve (5.9) ifadelerini kullanarak  

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝜀𝐿𝑛(1; 𝑥) + 2𝑀
𝛿2
𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) + 𝑓(𝑥)(𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1)             (5.10) 

bulunur. Şimdi 𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) i hesaplayalım. Bu durumda 

𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) = 𝐿𝑛(𝑡2 − 2𝑡𝑥 + 𝑥2; 𝑥) 

                             = 𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 2𝑥𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) + 𝑥2𝐿𝑛(1; 𝑥) 

                             = [𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2] − 2𝑥[𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) − 𝑥] + 𝑥2[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1] 

yazılabilir. Böylece (5.10)  u kullanarak 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥) < 𝜀𝐿𝑛(1; 𝑥) 

                           +
2𝑀
𝛿2

{[𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2] − 2𝑥[𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) − 𝑥] + 𝑥2[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1]}  

+ 𝑓(𝑥)(𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1)

= 𝜀[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1] + 𝜀

+
2𝑀
𝛿2

{[𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) − 𝑥2] − 2𝑥[𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) − 𝑥] + 𝑥2[𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1]}

+  𝑓(𝑥)(𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1) 

eşitsizliği elde ederiz. 𝜀 keyfi olduğundan  

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 

             ≤ �𝜀 + 2𝑀𝑏2

𝛿2
+ 𝑀�‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 + 4𝑀𝑏

𝛿2
‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 

            + 2𝑀
𝛿2
‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 

             ≤ 𝐾(‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵)               (5.11) 

yazabiliriz. Burada  

𝐾 = 𝑚𝑎𝑥 �𝜀 +
2𝑀𝑏2

𝛿2
+ 𝑀,

4𝑀𝑏
𝛿2

� 

şeklindedir.  𝜀′ > 0 için 
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𝐷 = �𝑛 ∈ 𝐼𝑚: ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 + ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥
𝜀′

𝐾
�, 

𝐷1 = �𝑛 ∈ 𝐼𝑚: ‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾
�, 

𝐷2 = �𝑛 ∈ 𝐼𝑚: ‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾
�, 

𝐷3 = �𝑛 ∈ 𝐼𝑚: ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 ≥
𝜀′

3𝐾
� 

olsun. Bu durumda 𝐷 ⊂ 𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ 𝐷3 olup 𝛿𝜆(𝐷) ≤ 𝛿𝜆(𝐷1) + 𝛿𝜆(𝐷2) + 𝛿𝜆(𝐷3) 

olacaktır. Böylece (5.2), (5.3) ve (5.4) şartlarını kullanarak 

𝑠𝑡𝜆 − 𝑙𝑖𝑚‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0 

yazılabilir. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

Uyarı 5.2.1:  (5.11) eşitsizliğinde  𝑛 → ∞ olması durumunda klasik Korovkin teoremi 

elde edilir. 

Aşağıda Teorem 5.2.1 in şartlarını sağladığı halde Korovkin teoreminin şartlarını 

sağlamayan bir pozitif lineer operatörler dizisi örneği verilmiştir. 

Örnek 5.2.1: Klasik Bernstein polinomların  

𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) ≔�𝑓�
𝑘
𝑛�

𝑛

𝑘=0

�𝑛𝑘� 𝑥
𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘; 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 

dizisini ele alalım. (𝑃𝑛) dizisi  𝑃𝑛: 𝐶[0,1] → 𝐵[0,1] , 𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) = (1 + 𝑧𝑛)𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) ile 

tanımlansın. Burada (𝑧𝑛) dizisi 

𝑧𝑛: = � 𝑘,     𝑛 − ��𝜆𝑛� + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 
0,              𝑑.𝑑.                              

� 

 şeklindedir. Bu takdirde  

𝐵𝑛(1, 𝑥) = 1,  𝐵𝑛(𝑡, 𝑥) = 𝑥  ve     𝐵𝑛(𝑡2, 𝑥) = 𝑥2 + 𝑥−𝑥2

𝑛
 

ve  (𝑃𝑛) dizisi (5.2), (5.3) ve (5.4) şartlarını sağlar. Böylece  

𝑠𝑡𝜆 − 𝑙𝑖𝑚‖𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0 
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olacaktır. Diğer taraftan 𝐵𝑛(𝑓, 0) = 𝑓(0) olduğundan  𝑃𝑛(𝑓, 0) = (1 + 𝑧𝑛)𝑓(0) olur ve 

böylece 

‖𝑃𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 ≥ |𝑃𝑛(𝑓, 0) − 𝑓(0)| = 𝑧𝑛|𝑓(0)|                                                   

yazılabilir. lim𝑛 𝑠𝑢𝑝𝑛→∞𝑧𝑛  mevcut olmadığından  (𝑃𝑛) dizisi klasik Korovkin 

teoreminin şartlarını sağlamaz. 

Şimdi 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] üzerinde tanımlanan pozitif lineer operatörler dizisi için  λ-

istatistiksel yakınsaklık aracılığıyla bir Korovkin tipi teorem verilecektir. 

Teorem 5.2.2: (𝐿𝑛) dizisi 𝐿𝑛: 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] → 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] ile tanılanan pozitif lineer operatörler 

dizisi olmak üzere {‖𝐿𝑛‖} dizisi düzgün sınırlı olsun. Ayrıca 

𝑠𝑡𝜆 − lim𝑛‖𝐿𝑛(𝑡𝑣 , 𝑥) − 𝑥𝑣‖𝐿𝑝 = 0,     𝑣 = 0,1,2,                                                     (5.12) 

olduğunu varsayalım. Bu takdirde herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] için 

𝑠𝑡𝜆 − lim
𝑛
‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 = 0   

dır. 

İspat. (5.10) bağıntısından  𝜀 > 0 verildiğinde her 𝑛 ∈ 𝐾𝑣 ve 𝑛 > 𝑛𝑣 , 𝑣 = 0,1,2 için 

‖𝐿𝑛(𝑡𝑣, 𝑥) − 𝑥𝑣‖𝐿𝑝 < 𝜀                                                                                             (5.13) 

olacak şekilde 1 yoğunluklu 𝐾𝑣 , 𝑣 = 0,1,2, alt kümeleri ve 𝑛𝑣(𝜀), 𝑣 = 0,1,2,  sayıları 

vardır. 𝛿(𝐾0 ∩ 𝐾1 ∩ 𝐾2) = 1 olduğundan (5.11) eşitsizliği 𝑛 ∈ 𝐾 ≔ 𝐾0 ∩ 𝐾1 ∩ 𝐾2 ve 

𝑛 > 𝑚𝑎𝑥�𝑛0,𝑛1,𝑛2� için sağlanır. 

Hipoteze göre  ‖𝐿𝑛‖𝐿𝑝→𝐿𝑝 ≤ 𝑀, 𝑛 = 1,2, …  olacak şekilde bir 𝑀 > 0 sabiti 

vardır. Öte yandan  𝐶[𝑎, 𝑏],  𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] de yoğun olduğundan  𝑓 ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] için 

 ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 < 𝜀 olacak şekilde bir  𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu vardır. Bu nedenle  

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝐿𝑛(𝑓 − 𝑔, 𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝐿𝑛(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 

                                   ≤ 𝜀(1 + 𝑀) + ‖𝐿𝑛(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝                                      (5.14) 
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elde edilir. 𝑔 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli olduğundan her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ve bir  𝐶 sabiti 

için |𝑔(𝑥)| ≤ 𝐶 elde edilir. Böylece  

‖𝐿𝑛(𝑔, 𝑥) − 𝑔(𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝐿𝑛(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|, 𝑥)‖𝐿𝑝 + 𝐶‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐿𝑝 

eşitsizliği yazılabilir. Dolayısıyla  𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olduğundan ‖𝐿𝑛(𝑡𝑣, 𝑥) − 𝑥𝑣‖𝐿𝑝 < 𝜀 

eşitsizliğindeki  her  𝑡, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝐻 ve 𝛿 pozitif sabitler olmak üzere 

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 + 2𝐻𝛿−2(𝑡 − 𝑥)2 

yazılabilir. Buradan da 

‖𝐿𝑛(|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑥)|, 𝑥)‖𝐿𝑝 ≤ 𝜀‖𝐿𝑛(1, 𝑥)‖𝐿𝑝 + ‖𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2, 𝑥)‖𝐿𝑝 

                  ≤ 𝜀 �‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐿𝑝 + 1� + ‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐿𝑝 + 2𝑏‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐿𝑝 

                    + 𝑏2‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐿𝑝                                                                              (5.15) 

elde edilir. ‖𝐿𝑛(𝑡𝑣, 𝑥) − 𝑥𝑣‖𝐿𝑝 < 𝜀 dan 𝑛 ∈ 𝐾 ve 𝑛 > 𝑚𝑎𝑥�𝑛0,𝑛1,𝑛2� için (5.15) 

eşitsizliğinin son terimi istenildiği kadar küçük yapılabilir. Bu yüzden (5.14) bağıntısına 

göre 

𝑠𝑡𝜆 − lim
𝑛
‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 = 0, 

olduğu görülür.∎ 

Bu teoremin sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 5.2.3: 𝐿𝑛: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] Teorem 5.2.1 in (5.3) ve (5.4) şartlarını ve  

lim𝑛‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 = 0                                                                                          (5.2’) 

şartını sağlayan Pozitif lineer operatörleri verilmiş olsun. Bu takdirde herhangi bir 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 

lim
𝑛

1
𝜆𝑛

�‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵
𝑛∈𝐼𝑛

= 0 

dır. 
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İspat. (5.2’) şartından bir 𝑀 > 0 sabiti ve her 𝑛 = 1,2,3, …  için  ‖𝐿𝑛(1, 𝑥)‖𝐵 ≤ 𝑀′  

yazılabilir. Böylece 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 ≤ ‖𝑓‖𝐵‖𝐿𝑛(1, 𝑥)‖𝐵 + ‖𝑓‖𝐵 ≤ 𝑀(𝑀′ + 1)                            (5.16) 

elde edilir. Teorem 5.2.1 e göre (5.2’) koşulu (5.2)  koşulunu sağladığından 

𝑠𝑡𝜆 − lim ‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 0                                                                           (5.17) 

elde edilir.  (5.16) ve (5.17) bağıntıları birlikte istenen sonucu verir. Bu da ispatı 

tamamlar. 

 

5.3  𝝀 –İstatistiksel Yakınsaklık Mertebesi 

Bu kısımda pozitif lineer operatörler dizisinin 𝜆 –İstatistiksel yakınsaklık 

mertebesi ile ilgileneceğiz. 

Tanım 5.3.1: Eğer her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛

1
(𝜆𝑛)1−𝛽

|{𝑛 ∈ 𝐼𝑛: |𝑥𝑛 − 𝐿| > 𝜀}| = 0 

 ise  𝑥 = (𝑥𝑛) sayı dizisi 𝐿 sayısına 0 < 𝛽 < 1 dereceden 𝜆 –İstatistiksel yakınsaktır 

denir. Bu durumda  

𝑥𝑛 − 𝐿 = (𝑠𝑡𝜆) − 𝑜�𝑛−𝛽�,           𝑘 → ∞ için 

gösterimi kullanılır. 

Teorem 5.3.1: 𝐿𝑛:𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐵[𝑎, 𝑏] pozitif lineer operatörler dizisi  

‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵 = 𝑠𝑡𝜆 − 𝑜�𝑛−𝛽1� 

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵 = 𝑠𝑡𝜆 − 𝑜�𝑛−𝛽2� 

‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵 = 𝑠𝑡𝜆 − 𝑜�𝑛−𝛽3� 

şartlarını sağlasın. Bu takdirde 𝛽 = 𝑚𝑖𝑛(𝛽1,𝛽2,𝛽3) olmak üzere herhangi bir 𝑓 ∈

𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonu için 
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‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 𝑠𝑡𝜆 − 𝑜�𝑛−𝛽�,   𝑛 → ∞ için 

dır. 

İspat. (5.10) eşitsizliği  

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵
(𝜆𝑘)1−𝛽

≤ �𝜀 +
2𝑀𝑏2

𝛿2
+ 𝑀�

‖𝐿𝑛(1, 𝑥) − 1‖𝐵
(𝜆𝑘)1−𝛽1 �

(𝜆𝑘)1−𝛽1
(𝜆𝑘)1−𝛽 �

+
4𝑀𝑏
𝛿2

‖𝐿𝑛(𝑡, 𝑥) − 𝑥‖𝐵
(𝜆𝑘)1−𝛽 �

(𝜆𝑘)1−𝛽2
(𝜆𝑘)1−𝛽 �

+
2𝑀
𝛿2

‖𝐿𝑛(𝑡2, 𝑥) − 𝑥2‖𝐵
(𝜆𝑘)1−𝛽 �

(𝜆𝑘)1−𝛽3
(𝜆𝑘)1−𝛽 � 

olarak tekrar yazılabilir. Böylece  𝛽 = 𝑚𝑖𝑛(𝛽1,𝛽2,𝛽3) alındığında 

‖𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝐵 = 𝑠𝑡𝜆 − 𝑜�𝑛−𝛽� ,   𝑛 → ∞ için 

dır. Bu da ispatı tamamlar. 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde Korovkin tipi yaklaşım teoremlerinin klasik yakınsaklıktan  –

istatistiksel yakınsaklığa taşınması ve  –istatistiksel yakınsaklık mertebesi yoluyla 

klasik yakınsaklığa dönüştürülmesi amaçlanmıştır. Bunun için ise pozitif lineer 

operatörler, istatistiksel yakınsaklık,  –istatistiksel yakınsaklık,  –istatistiksel 

yakınsaklık mertebesi gibi kavramlar tanıtılmıştır.  –istatistiksel yakınsaklığa 

geçmeden önce ise Korovkin teoremlerinin klasik sonuçlarına yer verilmiş ve son olarak 

 –istatistiksel yakınsaklık mertebesi hesaplanmıştır. 

Günümüzde birçok yakınsama çeşidi bulunmaktadır. Bu çalışmadan yola çıkarak 

Korovkin tipi yaklaşım teoremleri farklı yakınsaklık çeşitlerine uyarlanabilir. 
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