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ÖZET 

GENELLEŞTİRİLMİŞ KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİ İÇİN 

EŞİTSİZLİKLER 

Barış ÇELİK 

Ordu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı,  2017 

Yüksek Lisans Tezi, 49s. 

Danışman: Doç. Dr. Erhan SET 

Bu tezde konveks ve s-konveks fonksiyonlar için literatürdeki bazı Hermite-Hadamard tipli 

ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli eşitsizlikler incelenerek genelleştirilmiş kesirli integraller 

yardımıyla bu eşitsizliklerin yeni genelleştirmeleri elde edilmiştir. Birinci bölüm kesirli 

analiz ve eşitsizlik tarihi ile ilgili bazı bilgiler içermektedir. İkinci bölümde, bazı temel 

kavramlara, konveks fonksiyonlara, s-konveks fonksiyonlara, literatürde iyi bilinen bazı 

eşitsizliklere ve özel fonksiyonlara yer verilmiştir. Üçüncü bölümde, Riemann-Liouville 

kesirli integrallerine, literatürdeki mevcut lemmalar yardımıyla elde edilmiş Hermite-

Hadamard-Fejér tipli eşitsizliklere ve farklı iki konveks fonksiyonun çarpımı için Hermite-

Hadamard tipli eşitsizliklere yer verilmiştir. Tezin bulgularını oluşturan dördüncü bölümde 

ise, ilk olarak genelleştirilmiş kesirli integraller hakkında bilgiler verilmiştir. Daha sonra bu 

integraller yardımıyla konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard-Fejér tipli eşitsizlikler 

ve farklı iki konveks fonksiyonun çarpımı için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde 

edilmiştir. 

Anahtar Kelimeler:  Genelleştirilmiş kesirli integral operatörü, Hermite-Hadamard                                                  

eşitsizliği, Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği, Konveks fonksiyon, 

Riemann-Liouville kesirli integral operatörü, s-konveks fonksiyon. 
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ABSTRACT 

INEQUALITIES FOR GENERALIZED FRACTIONAL INTEGRAL OPERATORS 

Barış ÇELİK 

 Ordu University 

Institute for Graduate Studies in Science and Technology 

Department of Mathematics,  2017 

MSc. Thesis, 49p. 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erhan SET 

In this thesis, some Hermite-Hadamard type and Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities 

well known in the literature are investigated for convex and s-convex functions and new 

generalizations of these inequalities are obtained by using generalized fractional integrals. 

The first chapter contains some information on fractional analysis and history of inequality. 

In the second chapter, some basic concepts of analysis, convex functions, s-convex 

functions, some inequalities such as Hölder inequality and Power-mean inequality and 

special functions are given. In the third chapter, Riemann-Liouville fractional integrals, 

Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities obtained by using the existing lemmas in the 

literature and Hermite-Hadamard type inequalities for the product of two different convex 

functions are given. In the fourth chapter, which constitutes the findings of the thesis, firstly, 

generalized fractional integrals are presented. Then Hermite-Hadamard-Fejér type 

inequalities for convex functions and Hermite-Hadamard type inequalities for the product of 

two different convex functions were obtained by means of these integrals. 

Key Words:  Convex function, s- convex function, Generalized fractional integral, Hermite-

Hadamard inequality, Hermite-Hadamard-Fejér inequality, Riemann-Liouville 

fractional integral.      
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1. GİRİŞ

Kesirli analiz 300 yıldan bu yana var olan fakat bilim ve mühendislik çevrelerinde çok

popüler olmayan, yeni yeni popüler olmaya başlamış bir konudur. Dolayısıyla bu konuyu

bilim ve mühendisliğin popüler konusu haline getirmek, temel doğayı anlamaya ve daha

iyi tanımlamaya başka bir boyut kazandıracaktır. Belki de kesirli analiz, doğayı anlama

şeklidir ve bundan dolayı doğa ile bu dilde konuşmak daha da verimli olacaktır. Son 300 yıl

boyunca bu konu matematikçiler tarafından çalışılmakta ve son yıllarda da mühendislik,

bilim ve ekonomi gibi alanlarda ilgi çekmektedir. Gelecek yıllarda bu konu üzerine birçok

uygulama görülecektir. Belki de kesirli analiz 21. yüzyılın en önemli analiz konusu ola-

caktır.

L’Hospital, 30 Eylül 1695’te Leibniz’e yazdığı bir mektuptaki yazısında n-inci dereceden

türev için kullandığı dnf(x)
dxn notasyonunda n = 1

2
için sonucun ne olacağını sormuştur.

Leibniz’in cevabı “Bir gün faydalı sonuçlar çıkacak olan açık bir paradokstur” şeklinde

olmuştur. Bu sözler üzerine kesirli analiz kavramı ortaya çıkmış ve aradan geçen 300 yıl

boyunca yapılan çalışmaların en az yarısının doğru olduğu kanıtlanarak birçok uygulama

verilmiştir. Bununla birlikte bu uygulamalar ve kesirli hesabı çevreleyen matematiksel

arka plan paradoks olmaktan uzaktır.

1941 yılına kadar N.H. Abel, J. Liouville, B. Riemann, J. Hadamard, G.H. Hardy, H. Weyl,

A. Erdelyi ve H. Kober gibi matematikçiler kesirli integral ve türev kavramları üzerine

yapılan araştırmalara öncülük etmiş bilim insanlarından bazılarıdır. Bu alanda 1974

yılında Bertram Ross tarafından organize edilen, Connecticut’daki New Haven Üniversite-

si’nde yapılan ve 94 matematikçinin katıldığı ilk uluslararası konferanstan sonra kesirli

analiz hızlı bir gelişme göstermiştir. Daha sonra Adam Mc Bride, Garry Roach, Kat-

suyuki Nishimoto, Peter Rusev, Ivan Dimovski, Virginia Kiryakova gibi araştırmacılar

tarafından bu konu üzerinde konferanslar düzenlenmiştir. K.B. Oldham ve J. Spanier,

S.G. Samko, A.A. Kilbas ve O.I. Marichev, V.S. Kiryakova, K.S. Miller ve B. Ross, B.

Rubin gibi bilim insanlarının yalnızca kesirli analiz üzerine yazılmış kitaplarının yanı sıra

H.T. Davis, A. Zygmund, M.M. Dzherbashyan, I.N. Sneddon, P.L. Butzer ve R.J. Nessel,

P.L. Butzer ve W. Trebels, G.O. Okikiolu, S. Fenyö ve H.W. Stolle, H.M. Srivastava ve

H.L. Manocha, R. Gorenflo ve S. Vessella gibi bilim insanlarının yazmış oldukları kitap-

larda bölüm olarak kesirli analiz yer almaktadır. Özellikle kesirli analiz üzerine yayın

yapan bilimsel dergiler de literatürde bulunmaktadır.
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Konveks fonksiyonlar yardımıyla oldukça hızlı bir gelişme gösteren ve geniş çaplı bir

araştırma kitlesine sahip olan eşitsizlikler teorisine kesirli türev ve kesirli integral kavram-

ları son yıllarda bir ivme katmıştır. Özellikle Sarıkaya ve arkadaşları tarafından 2011

yılında yapılan ve 2013 yılında yayınlanan “Hermite-Hadamard’s inequalities for frac-

tional integrals and related fractional inequalities” başlıklı çalışma birçok araştırmacının

kesirli integraller yardımıyla yeni eşitsizlikler elde etmesine öncülük etmiştir. Kesirli integ-

rallerin Riemann-Liouville, Weyl, Hadamard, Katugampola ve conformable gibi bilinen

birçok formu vardır. Son zamanlarda da ilk olarak Raina tarafından tanıtılan ve daha

sonra Agarwal, Luo ve Raina tarafından geliştirilen yeni bir genelleştirilmiş kesirli integral

operatörü tanıtılmıştır.

Bu tezin amacı Raina, Luo ve Agarwal tarafından tanıtılan kesirli integral operatörün-

den faydalanarak literatürde Riemann-Liouville kesirli integralleri yardımıyla elde edilmiş

bazı Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli integral eşitsizliklerinin yeni

genelleştirmelerini sunmaktır.

2



2. GENEL BİLGİLER

Bu bölümde, tezin diğer bölümlerinde ihtiyaç duyulacak olan bilgilere yer verilmiştir.

2.1 Bazı Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f , I aralığında tanımlı bir fonksiyon

ve x1, x2 de I’ da iki nokta olsun. Bu durumda

i) x2 > x1 iken f(x2) > f(x1) ise f fonksiyonu I üzerinde artandır,

ii) x2 > x1 iken f(x2) < f(x1) ise f fonksiyonu I üzerinde azalandır,

iii) x2 > x1 iken f(x2) ≥ f(x1) ise f fonksiyonu I üzerinde azalmayandır,

iv) x2 > x1 iken f(x2) ≤ f(x1) ise f fonksiyonu I üzerinde artmayandır [1].

Tanım 2.1.2 (Süreklilik) x0 ∈ I ⊆ R ve f : I → R bir fonksiyon olsun. Eğer ∀ε > 0

için |x− x0| < δ olduğunda |f(x)− f(x0)| < ε olacak şekilde bir δ = δ(ε, x0) sayısı varsa

f fonksiyonu x0 noktasında süreklidir denir [3].

Tanım 2.1.3 (Mutlak Süreklilik) f : [a, b] ⊆ R → R bir fonksiyon olsun.

{(xi, yi) : i = 1, 2, . . . , n} [a, b]’ nin ayrık açık alt aralıklarının bir koleksiyonu olmak üzere

∀ε > 0 için
n∑

i=1

|yi − xi| < δ

olduğunda
n∑

i=1

|f(yi)− f(xi)| < ε

olacak şekilde bir δ > 0 sayısı varsa f ’ ye [a, b] üzerinde mutlak süreklidir denir [5].

Tanım 2.1.4 (Lipschitz Şartı) f : I ⊆ R → R fonksiyonu için

|f(x)− f(y)| < M |x− y|

olacak şekilde bir M > 0 sayısı varsa f , I’ da Lipschitz şartını sağlıyor denir [3].

Tanım 2.1.5 (a, b) ⊂ R açık bir aralık ve f ’ de (a, b)’ den R’ ye bir fonksiyon olsun.

t, x ∈ (a, b) olmak üzere

lim
t→x

f(t)− f(x)

t− x

3



sonlu limiti varsa, bu limit değerine f fonksiyonunun x noktasındaki türevi denir ve f ′(x)

(veya Df(x) ya da df(x)
dx

) ile gösterilir. Bu durumda, f fonksiyonu x noktasında türevle-

nebilirdir (veya türevlidir) denir ve

f ′(x) = lim
t→x

f(t)− f(x)

t− x

veya t = x+ h dersek, t → x ⇔ h → 0 olacağından

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

dir. Eğer f : [a, b] → R fonksiyonu için x ∈ (a, b) olmak üzere

lim
t→x+

f(t)− f(x)

t− x
ve lim

t→x−

f(t)− f(x)

t− x

limitleri varsa, bu limitlere sırası ile f ’ nin x noktasında sağ ve sol türevi denir ve f
′
+(x) ve

f
′
−(x) ile gösterilir. Bu durumda, f fonksiyonu sırasıyla sağdan ve soldan türevlenebilirdir

denir ve

f
′

+(x) = lim
t→x+

f(t)− f(x)

t− x
ve f

′

−(x) = lim
t→x−

f(t)− f(x)

t− x

veya

f
′

+ = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
ve f

′

− = lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h

dir [14].

2.2 Konveks Fonksiyonlar ve Özellikleri

Konveks fonksiyonlar ile ilgili çalışmalar reel değişkenli reel değerli fonksiyonların içeriğinde

başlamıştır. Dolayısıyla literatürde bu konu üzerine elde edilen birçok yeni sonuç bulun-

maktadır ve bu sonuçlar oldukça anlaşılır ve basit ispatlara sahip olup sıradan ve önemsiz

değildirler. Bu sonuçlar önemli uygulamalara ve aynı zamanda çeşitli genelleştirmelere

sahiptirler.

Her x, y ∈ I ve η ∈ [0, 1] için f : I ⊆ R → R fonksiyonu

f(ηx+ (1− η)y) ≤ ηf(x) + (1− η)f(y) (2.2.1)

şartını sağlıyorsa f ’ ye I üzerinde konveks fonksiyon denir. Burada I, R’ deki açık, yarı-

açık veya kapalı, sonlu veya sonsuz bir aralıktır. Eğer (2.2.1) eşitsizliği x ̸= y için kesin
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ise f ’ ye kesin konveks fonksiyon denir. Öte yandan, −f : I → R konveks ise, f : I → R

konkavdır. Geometrik olarak (2.2.1) eşitsizliği, P, Q ve R, f ’ nin grafiği üzerinde herhangi

üç nokta ve Q, P ile R arasında bir nokta olmak üzere Q noktasının, PR kirişinin altında

veya üzerinde olduğunu göstermektedir.

y

x

R

Q

P

x yz = ηx+ (1− ηy)

Şekil 2.1: Konveks fonksiyon

Aşağıdaki gibi konveks fonksiyonlara basit örnekler verilebilir.

i) f : (−∞,∞) → R, f(x) = x2,

ii) g : [−π, 0] → R, g(x) = sinx,

iii) h : (−∞,∞) → R, h(x) = |x|.

Bu fonksiyonlardan ilk ikisi kesin konvekstir fakat üçüncüsü kesin konveks değildir.

Ayrıca f : I → R fonksiyonu, f(x) = mx+ b formunda ise f ’ ye I üzerinde afindir denir.

Herhangi bir afin fonksiyon konvekstir fakat kesin konveks değildir.

Konveks fonksiyonlar sınırlılık, süreklilik, diferansiyellenebilirlik gibi bir çok önemli özelliğe

sahiptirler. Bu özelliklerden bazıları aşağıdaki gibi verilmiştir.
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Teorem 2.2.1 f : I → R’ ye bir konveks fonksiyon ise f , I içinde (I◦) bulunan her [a, b]

kapalı aralığı üzerinde Lipschitz şartını sağlar. Dolayısıyla f , I◦’ de süreklidir ve [a, b]

aralığında mutlak süreklidir.

Teorem 2.2.2 f : I → R’ ye konveks (kesin konveks) ise, f
′
−(x) ve f

′
+(x) vardır ve I◦’

de artandır (kesin artandır).

Teorem 2.2.3 f : (a, b) → R fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olması için gerek

ve yeter şart her x ∈ (a, b) için

f(x)− f(c) =

∫ x

c

g(t)dt

olacak şekilde g : (a, b) → R artan (kesin artan) fonksiyonunun ve c ∈ (a, b) noktasının

var olmasıdır.

Teorem 2.2.4 f , (a, b) üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

f ’ nin konveks (kesin konveks) olması için gerek ve yeter şart f ′ nin artan (kesin artan)

olmasıdır.

Teorem 2.2.5 f , (a, b) aralığında iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon yani f ′′, (a, b)

üzerinde var olsun. Bu taktirde f ’ nin konveks olması için gerek ve yeter şart f ′′(x) ≥ 0

olmasıdır. Eğer f ′′(x) > 0 ise f kesin konvekstir.

Teorem 2.2.6 f : I → R ve g : I → R konveks ve α ≥ 0 ise f + g ve αf ’ de I üzerinde

konvekstir.

Teorem 2.2.7 f : I → R, g : J → R iki fonksiyon ve f(I) ⊆ J olsun. f konveks

fonksiyon ve g’ de konveks ve artan bir fonksiyon ise g ◦ f bileşke fonksiyonu da I’ da

konvekstir.

Teorem 2.2.8 f, g : I → R negatif olmayan, azalan (artan) ve konveks fonksiyonlar ise

h(x) = f(x)g(x) fonksiyonu da bu özelliklere sahiptir.

Tanım 2.2.1 (Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) α, β ≥ 0, αs + βs = 1 ve

s ∈ (0, 1] olmak üzere her u, v ∈ R+ için f : R+ → R fonksiyonu

f (αu+ βv) ≤ αsf (u) + βsf (v) (2.2.2)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonların

sınıfı K1
s ile gösterilir. Eşitsizlik yön değiştirirse f fonksiyonu birinci anlamda s-konkav

olarak adlandırılır [15].
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Tanım 2.2.2 (İkinci Anlamda s-konveks Fonksiyon) α, β ≥ 0, α + β = 1 ve s ∈
(0, 1] olmak üzere her u, v ∈ R+ için f : R+ → R fonksiyonu

f (αu+ βv) ≤ αsf (u) + βsf (v) (2.2.3)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonların

sınıfı K2
s ile gösterilir. Eşitsizlik yön değiştirirse f fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav

olarak adlandırılır [4, 10].

Yukarıda verilen her iki s-konveks fonksiyon tanımlarında s = 1 olarak alınırsa bilinen

konveks fonksiyon tanımı elde edilir.

Teorem 2.2.9 0 < s ≤ 1 olsun. Eğer f ∈ K2
s sınıfına ait bir fonksiyon ise f , [0,∞)

aralığında negatif değildir [10].

Teorem 2.2.10 f ∈ K2
s olsun. ∀u, v ∈ R+ (R+ = [0,∞)), ∀α, β ≥ 0 ve α+β ≤ 1 olmak

üzere (2.2.2) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart f (0) = 0 olmasıdır [10].

Teorem 2.2.11 i. 0 < s ≤ 1 olsun. Eğer f ∈ K2
s sınıfına ait bir fonksiyon ve f (0) = 0

ise f ∈ K1
s sınıfına ait bir fonksiyondur,

ii. 0 < s1 ≤ s2 ≤ 1 olsun. Eğer f ∈ K2
s2

sınıfına ait bir fonksiyon ve f (0) = 0 ise

f ∈ K2
s1

sınıfına ait bir fonksiyondur,

iii. 0 < s1 ≤ s2 ≤ 1 olsun. Eğer f ∈ K1
s2

sınıfına ait bir fonksiyon ve f (0) ≤ 0 ise

f ∈ K1
s1

sınıfına ait bir fonksiyondur [10].

2.3 Konveks Fonksiyonlar için Eşitsizlikler

Teorem 2.3.1 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği) f : I → R konveks fonksiyon olmak

üzere, her a, b ∈ I ve a < b için,

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f (x) dx ≤ f (a) + f (b)

2
(2.3.1)

eşitsizliğine Hermite-Hadamard eşitsizliği denir. Burada f fonksiyonunun konkav olması

eşitsizliği tersine çevirir [4].

Teorem 2.3.2 (Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği) f : [a, b] → R konveks fonksi-

yon, g : [a, b] → R, [a, b] üzerinde integrallenebilir, negatif olmayan ve a+b
2

noktasına göre

7



simetrik bir fonksiyon olmak üzere

f

(
a+ b

2

)∫ b

a

g (x) dx ≤
∫ b

a

f (x) g (x) dx ≤ f(a) + f(b)

2

∫ b

a

g (x) dx (2.3.2)

eşitsizliği geçerlidir [9].

Dragomir ve Fitzpatrick 1999’ da “The Hadamard’s inequality for s-convex functions

in the second sense” başlığı altında yayınlanan makalelerinde ikinci anlamda s-konveks

fonksiyonlar için aşağıdaki teoreme yer vermişlerdir.

Teorem 2.3.3 f : [0,∞) → [0,∞) ikinci anlamda s-konveks fonksiyon, s ∈ (0, 1), a, b ∈

[0,∞) ve a < b olsun. f ∈ L [a, b] ise

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f (x) dx ≤ f (a) + f (b)

s+ 1
(2.3.3)

eşitsizligi geçerlidir ve bu eşitsizliğe s-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsiz-

liği denir. Eğer (2.3.3) eşitsizliğinde s=1 alınırsa (2.3.1) eşitsizliği elde edilir [8].

2.4 Hölder Eşitsizliği ve İlgili Eşitsizlikler

Teorem 2.4.1 (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği) p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. f ve

g, [a, b] aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |f |p ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir

fonksiyonlar ise

∫ b

a

|f (x) g (x)| dx ≤
(∫ b

a

|f (x)|p dx
) 1

p
(∫ b

a

|g (x)|q dx
) 1

q

eşitsizliği geçerlidir [13].

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power mean eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade

edilir.

Sonuç 2.4.1 (Power-Mean Eşitsizliği) q ≥ 1 olsun. f ve g, [a, b] aralığında tanımlı

reel fonksiyonlar, |f | ve |g|q, [a, b] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise

∫ b

a

|f (x) g (x)| dx ≤
(∫ b

a

|f (x)| dx
)1− 1

q
(∫ b

a

|f (x)| |g (x)|q dx
) 1

q

eşitsizliği elde edilir.
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Teorem 2.4.2 (İntegraller İçin Üçgen Eşitsizliği) f , [a, b] aralığında sürekli reel de-

ğerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde∣∣∣∣∫ b

a

f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f (x)| dx (a < b)

eşitsizliği geçerlidir [13].

2.5 Gamma ve Beta Fonksiyonları

Tanım 2.5.1 n pozitif bir reel sayı olmak üzere

Γ (n) =

∫ ∞

0

xn−1e−xdx

şeklinde ifade edilen Γ(n) gösterimine Gamma fonksiyonu denir [18]. Gamma fonksiyonun

önemli özelliğinden biri n ∈ Z+ olmak üzere

Γ (n+ 1) = nΓ (n) = n!

olmasıdır.

Tanım 2.5.2 Γ, Euler Gamma fonksiyonu olmak üzere

B(α, β) =


∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1 dt α > 0

Γ(α) Γ(β)

Γ(α+ β)

(
α, β ∈ R+

)
fonksiyonu Beta fonksiyonudur [21, Bölüm 1.1].
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3. MATERYAL ve YÖNTEM

3.1 Riemann-Liouville Kesirli İntegraller için Hermite-Hadamard-

Fejér Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.1 [a, b] (−∞ < a < b < ∞), reel eksen üzerinde sonlu bir aralık ve f ∈ L[a, b]

olsun. Bu durumda,

Jα
a+f (x) =

1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 f (t) dt, x > a

ve

Jα
b−f (x) =

1

Γ (α)

∫ b

x

(t− x)α−1 f (t) dt, x < b

integrallerine sırasıyla α > 0 için α. mertebeden sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli

integralleri denir [12]. Burada Γ (α) Gamma fonksiyonu,

Γ (α) =

∫ ∞

0

e−ttα−1dt

ve

J0
a+f (x) = J0

b−f (x) = f (x)

dir.

Sarıkaya ve arkadaşları kesirli integraller yardımıyla Hermite-Hadamard eşitsizliğini aşağı-

daki gibi elde etmişlerdir.

Teorem 3.1.1 f : [a, b] → R pozitif bir fonksiyon, 0 ≤ a < b ve f ∈ L1 [a, b] olsun. Eğer

f, [a, b] aralığında konveks bir fonksiyon ve α > 0 ise kesirli integraller için

f

(
a+ b

2

)
≤ Γ (α+ 1)

2 (b− a)α
[
Jα
a+f (b) + Jα

b−f (a)
]
≤ f (a) + f (b)

2
(3.1.1)

eşitsizliği geçerlidir [19].

Bu tez boyunca g : [a, b] → R sürekli fonksiyonu için ∥g∥∞ = supt∈[a,b] |g (t)| olsun.

Lemma 3.1.1 g : [a, b] → R integrallenebilir, a+b
2

noktasına göre simetrik bir fonkiyon

ve a < b ise bu takdirde α > 0 olmak üzere

Jα
a+g (b) = Jα

b−g (a) =
1

2
[Jα

a+g (b) + Jα
b−g (a)]

10



eşitliği geçerlidir [11].

Kesirli integraller için Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade edilir.

Teorem 3.1.2 f : [a, b] → R konveks fonksiyon, a < b ve f ∈ L [a, b] olsun. Eğer

g : [a, b] → R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve a+b
2

noktasına göre simetrik

ise α > 0 olmak üzere kesirli integraller için

f

(
a+ b

2

)
[Jα

a+g (b) + Jα
b−g (a)] ≤ [Jα

a+ (fg) (b) + Jα
b− (fg) (a)]

≤ f (a) + f (b)

2
[Jα

a+g (b) + Jα
b−g (a)]

eşitsizliği geçerlidir [11].

Lemma 3.1.2 f : [a, b] → R, (a, b) aralığında diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

ve f ′ ∈ L [a, b] olsun. g : [a, b] → R fonksiyonu integrallenebilir ve a+b
2

noktasına göre

simetrik ise α > 0 olmak üzere kesirli integraller için(
f(a) + f(b)

2

)
[Jα

a+g (b) + Jα
b−g (a)]− [Jα

a+ (fg) (b) + Jα
b− (fg) (a)]

=
1

Γ (α)

∫ b

a

[∫ t

a

(b− s)α−1 g (s) ds−
∫ b

t

(s− a)α−1 g (s) ds

]
f ′ (t) dt (3.1.2)

eşitliği geçerlidir [11].

Teorem 3.1.3 f : I ⊆ R → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f ′ ∈ L [a, b] olsun. |f ′|, [a, b] aralığında konveks, g : [a, b] → R sürekli ve a+b
2

noktasına

göre simetrik bir fonksiyon ise α > 0 olmak üzere kesirli integraller için∣∣∣∣(f (a) + f (b)

2

)
[Jα

a+g (b) + Jα
b−g (a)]− [Jα

a+ (fg) (b) + Jα
b− (fg) (a)]

∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1 ∥g∥∞

(α+ 1)Γ (α + 1)

(
1− 1

2α

)
[|f ′ (a) |+ |f ′ (b)|] (3.1.3)

eşitsizliği geçerlidir [11].

Teorem 3.1.4 f : I ⊆ R → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f ′ ∈ L [a, b] olsun. Eğer |f ′|q , [a, b] aralığında konveks, g : [a, b] → R sürekli ve a+b
2

noktasına göre simetrik bir fonksiyon ise α > 0, 1
p
+ 1

q
= 1 ve q > 1 olmak üzere kesirli

integraller için
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∣∣∣∣(f (a) + f (b)

2

)
[Jα

a+g (b) + Jα
b−g (a)]− [Jα

a+ (fg) (b) + Jα
b− (fg) (a)]

∣∣∣∣
≤ 2 (b− a)α+1 ∥g∥∞

(b− a)1/q (α + 1)Γ (α+ 1)

(
1− 1

2α

)(
|f ′ (a)|q + |f ′ (b)|q

2

)1/q

(3.1.4)

eşitsizliği geçerlidir [11].

Lemma 3.1.3 0 < α ≤ 1 ve 0 ≤ a ≤ b olmak üzere

|aα − bα| ≤ (b− a)α

eşitsizliği geçerlidir [16, 22].

Teorem 3.1.5 f : I ⊆ R → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f ′ ∈ L [a, b] olsun. q > 1 ve α > 0 olmak üzere |f ′|q, [a, b] aralığında konveks, g : [a, b] → R

sürekli ve a+b
2

noktasına göre simetrik bir fonksiyon ise kesirli integraller için∣∣∣∣(f (a) + f (b)

2

)
[Jα

a+g (b) + Jα
b−g (a)]− [Jα

a+ (fg) (b) + Jα
b− (fg) (a)]

∣∣∣∣
≤ 21/p ∥g∥∞ (b− a)α+1

(αp+ 1)1/p Γ (α+ 1)

(
1− 1

2αp

)1/p( |f ′ (a)|q + |f ′ (b)|q

2

)1/q

(3.1.5)

eşitsizliği geçerlidir [11].

Set ve arkadaşları aşağıdaki lemmayı kullanarak (2.3.2) eşitsizliğininin sol tarafı ile ilgili

bazı yeni sonuçlar elde etmişlerdir.

Lemma 3.1.4 f : [a, b] → R, (a, b) aralığında diferansiyellenebilir fonksiyon, a < b ve

g : [a, b] → R fonksiyon olsun. Eğer f ′, g ∈ L [a, b] ise kesirli integraller için

f

(
a+ b

2

)[
Jα

(a+b
2 )

−g (a) + Jα

(a+b
2 )

+g (b)

]
−
[
Jα

(a+b
2 )

− (fg) (a) + Jα

(a+b
2 )

+ (fg) (b)

]
=

1

Γ (α)

∫ b

a

k (t) f ′ (t) dt (3.1.6)

eşitliği geçerlidir. Burada

k (t) =



∫ t

a

(s− a)α−1 g (s) ds, t ∈
[
a, a+b

2

]
∫ t

b

(b− s)α−1 g (s) ds, t ∈
[
a+b
2
, b
]

dir [20].
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Teorem 3.1.6 f : I → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f ′ ∈ L [a, b] , a < b

ve g : [a, b] → R sürekli olsun. Eğer |f ′|, [a, b] aralığında konveks fonksiyon ise α > 0

olmak üzere kesirli integraller için∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
Jα

(a+b
2 )

−g (a) + Jα

(a+b
2 )

+g (b)

]
−
[
Jα

(a+b
2 )

− (fg) (a) + Jα

(a+b
2 )

+ (fg) (b)

] ∣∣∣∣
≤

(b− a)α+1 ∥g∥[a,b],∞
2α+1 (α+ 1)Γ (α + 1)

(|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) (3.1.7)

eşitsizliği geçerlidir [20].

Teorem 3.1.7 f : I → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f ′ ∈ L [a, b] , a < b

ve g : [a, b] → R sürekli olsun. Eğer |f ′|, [a, b] aralığında konveks fonksiyon ise q ≥ 1 ve

α > 0 olmak üzere kesirli integraller için∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
Jα

(a+b
2 )

−g (a) + Jα

(a+b
2 )

+g (b)

]
−
[
Jα

(a+b
2 )

− (fg) (a) + Jα

(a+b
2 )

+ (fg) (b)

] ∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1

2α+1+ 1
q (α + 1) (α + 2)

1
q Γ (α + 1)

×
{
∥g∥[a,a+b

2 ],∞
[
(α + 3) |f ′ (a)|q + (α + 1) |f ′ (b)|q

]1/q
+ ∥g∥[a+b

2
,b],∞

[
(α + 1) |f ′ (a)|q + (α + 3) |f ′ (b)|q

]1/q}
≤

(b− a)α+1 ∥g∥[a,b],∞
2α+1+ 1

q (α + 1) (α + 2)
1
q Γ (α + 1)

(3.1.8)

×
{(

(α + 3) |f ′ (a)|q + (α + 1) |f ′ (b)|q
)1/q

+
(
(α+ 1) |f ′ (a)|q + (α + 3) |f ′ (b)|q

)1/q}
eşitsizliği geçerlidir [20].

Teorem 3.1.8 f : I → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f ′ ∈ L [a, b] , a < b

ve g : [a, b] → R sürekli olsun. Eğer |f ′|q, [a, b] aralığında konveks fonksiyon ise q > 1,

1
p
+ 1

q
= 1 ve α > 0 olmak üzere kesirli integraller için
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∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
Jα

(a+b
2 )

−g (a) + Jα

(a+b
2 )

+g (b)

]
−
[
Jα

(a+b
2 )

− (fg) (a) + Jα

(a+b
2 )

+ (fg) (b)

] ∣∣∣∣
≤ ∥g∥∞ (b− a)α+1

2α+1+ 2
q (αp+ 1)

1
p Γ (α + 1)

(3.1.9)

×
[(
3 |f ′ (a)|q + |f ′ (b)|q

)1/q
+
(
|f ′ (a)|q + 3 |f ′ (b)|q

)1/q]
eşitsizliği geçerlidir [20].

3.2 Konveks Fonksiyonların Çarpımı için Hermite–Hadamard

Tipli Eşitsizlikler

Chen, iki konveks fonksiyonun çarpımı için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikleri aşağı-

daki gibi elde etmiştir.

Teorem 3.2.1 f ve g reel değerli, negatif olmayan, [a, b] aralığında konveks fonksiyonlar

ve α ∈ R+ olmak üzere

Γ(α + 1)

2(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

≤
(

α

α + 2
− α

α + 1
+

1

2

)
M(a, b) +

α

(α + 1)(α + 2)
N(a, b) (3.2.1)

eşitsizliği geçerlidir ki burada

M(a, b) := f(a)g(a) + f(b)g(b) ve N(a, b) := f(a)g(b) + f(b)g(a) (3.2.2)

şeklindedir [6].

Teorem 3.2.2 f ve g reel değerli, negatif olmayan, [a, b] aralığında konveks fonksiyonlar

ve α ∈ R+ olmak üzere

2f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

2(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)] (3.2.3)

+M(a, b)
α

(α+ 1)(α + 2)
+N(a, b)

(
α

α + 2
− α

α + 1
+

1

2

)
eşitsizliği geçerlidir ki burada M(a, b) ve N(a, b) (3.2.2)’ deki gibidir [6].
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Chen ve Wu farklı iki konveks fonksiyonun çarpımı için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlik-

leri aşağıdaki gibi elde etmişlerdir.

Teorem 3.2.3 a < b, a, b ∈ [0,∞) olmak üzere f, g : [a, b] → R+
0 tanımlı fonksiyonlar ve

f, g ∈ L[a, b] olsun. Ayrıca [a, b] üzerinde f konveks ve s ∈ (0, 1] için g, s-konveks olsun.

α ∈ R+ ve M(a, b) ile N(a, b) (3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

Γ(α)

(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

≤
(

1

α + s+ 1
+B(α, s+ 2)

)
M(a, b) (3.2.4)

+

(
B(α + 1, s+ 1) +

1

(α + s)(α + s+ 1)

)
N(a, b)

eşitsizliği geçerlidir [7].

İspat. f ve g’ nin tanımlarından, η ∈ [0, 1] için

f(ηa+ (1− η)b) ≤ ηf(a) + (1− η)f(b) (3.2.5)

ve

g(ηa+ (1− η)b) ≤ ηsg(a) + (1− η)sg(b) (3.2.6)

yazılır. Burada her bir terimin negatif olmadığı gözönüne alınarak (3.2.5) ve (3.2.6)

eşitsizlikleri taraf tarafa çarpılırsa η ∈ [0, 1] için,

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)

≤ ηs+1f(a)g(a) + (1− η)s+1f(b)g(b) + η(1− η)sf(a)g(b) + (1− η)ηsf(b)g(a)
(3.2.7)

yazılır. Benzer şekilde

f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

≤ (1− η)s+1f(a)g(a) + ηs+1f(b)g(b) + (1− η)ηsf(a)g(b) + η(1− η)sf(b)g(a)
(3.2.8)

yazılır. (3.2.7) ve (3.2.8) taraf tarafa toplanırsa

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) + f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

≤
{
ηs+1 + (1− η)s+1

}
M(a, b) + {η(1− η)s + (1− η)ηs} N(a, b)

(3.2.9)
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elde edilir. (3.2.9) eşitsizliğinin her iki tarafı ηα−1 ile çarpılıp [0, 1] üzerinde η’ ye göre

integre edilirse ∫ 1

0

ηα−1f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)dη

+

∫ 1

0

ηα−1f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)dη

=

∫ a

b

(
b− u

b− a

)α−1

f(u)g(u)
du

a− b
+

∫ b

a

(
v − a

b− a

)α−1

f(v)g(v)
dv

b− a

=
Γ(α)

(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

≤ M(a, b)

∫ 1

0

ηα−1(ηs+1 + (1− η)s+1)dη

+N(a, b)

∫ 1

0

ηα−1(η(1− η)s + (1− η)ηs)dη

=

(
1

α+ s+ 1
+B(α, s+ 2)

)
M(a, b)

+

(
B(α+ 1, s+ 1) +

1

(α+ s)(α + s+ 1)

)
N(a, b)

yazılır. Böylece

Γ(α)

(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

≤
(

1

α + s+ 1
+B(α, s+ 2)

)
M(a, b)

+

(
B(α + 1, s+ 1) +

1

(α + s)(α + s+ 1)

)
N(a, b)

yazılır ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.4 a < b, a, b ∈ [0,∞) olmak üzere f, g : [a, b] → R+
0 tanımlı fonksiyonlar

ve f, g, fg ∈ L[a, b] olsun. Ayrıca f ve g, [a, b] üzerinde sırasıyla s1, s2 ∈ (0, 1] için

s1-konveks ve s2-konveks fonksiyonlar olsun. Bu taktirde α ∈ R+ ve M(a, b) ile N(a, b)

(3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

Γ(α)

(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

≤
{

1

α + s1 + s2
+B(α, s1 + s2 + 1)

}
M(a, b)

+ {B(α + s1, s2 + 1) +B(α + s2, s1 + 1)} N(a, b) (3.2.10)

eşitsizliği geçerlidir [7].
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İspat. f ve g’ nin tanımlarından, η ∈ [0, 1] için

f(ηa+ (1− η)b) ≤ ηs1f(a) + (1− η)s1f(b) (3.2.11)

ve

g(ηa+ (1− η)b) ≤ ηs2g(a) + (1− η)s2g(b) (3.2.12)

yazılır. Burada her bir terimin negatif olmadığı gözönüne alınarak (3.2.11) ve (3.2.12)
taraf tarafa çarpılırsa η ∈ [0, 1] için

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)

≤ ηs1+s2f(a)g(a) + (1− η)s1+s2f(b)g(b) (3.2.13)

+ηs1(1− η)s2f(a)g(b) + (1− η)s1ηs2f(b)g(a)

yazılır. Benzer şekilde

f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

≤ (1− η)s1+s2f(a)g(a) + ηs1+s2f(b)g(b) (3.2.14)

+(1− η)s1ηs2f(a)g(b) + ηs1(1− η)s2f(b)g(a)

yazılır. (3.2.13) ve (3.2.14) taraf tarafa toplanırsa

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) + f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

≤
(
ηs1+s2 + (1− η)s1+s2

)
[f(a)g(a) + f(b)g(b)]

+(ηs1(1− η)s2 + (1− η)s1ηs2) [f(a)g(b) + f(b)g(a)] (3.2.15)

elde edilir. (3.2.15) eşitsizliğinin her iki tarafı ηα−1 ile çarpılıp [0, 1] üzerinde η’ ye göre

integre edilirse ∫ 1

0

ηα−1f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)dη

+

∫ 1

0

ηα−1f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)dη

=

∫ a

b

(
b− u

b− a

)α−1

f(u)g(u)
du

a− b
+

∫ b

a

(
v − a

b− a

)α−1

f(v)g(v)
dv

b− a

=
Γ(α)

(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

≤ [f(a)g(a) + f(b)g(b)]

∫ 1

0

ηα−1
(
ηs1+s2 + (1− η)s1+s2

)
dη

+ [f(a)g(b) + f(b)g(a)]

∫ 1

0

ηα−1(ηs1(1− η)s2 + (1− η)s1ηs2)dη
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=

(
1

α + s1 + s2
+B(α, s1 + s2 + 1)

)
M(a, b)

+ (B(α+ s1, s2 + 1) +B(α + s2, s1 + 1)N(a, b))

yazılır. Buradan

Γ(α)

(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

≤
(

1

α + s1 + s2
+B(α, s1 + s2 + 1)

)
M(a, b)

+ (B(α + s1, s2 + 1) +B(α + s2, s1 + 1)N(a, b))

yazılır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.5 a < b, a, b ∈ [0,∞) olmak üzere f, g : [a, b] → R+
0 tanımlı fonksiyonlar ve

fg ∈ L[a, b] olsun. Ayrıca [a, b] üzerinde f konveks ve s ∈ (0, 1] için g, s-konveks olsun.

α ∈ R+ ve M(a, b) ile N(a, b) (3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

2sf

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α + 1)

2(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

+
α

2
M(a, b)

{
B(α + 1, s+ 1) +

1

(α + s)(α + s+ 1)

}
+
α

2
N(a, b)

{
B(α, s+ 2) +

1

α+ s+ 1

}
, (3.2.16)

eşitsizliği geçerlidir [7].

İspat.
a+ b

2
=

(1− η)a+ ηb

2
+

ηa+ (1− η)b

2

yazılabilir. Böylece

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
= f

(
ηa+ (1− η)b

2
+

(1− η)a+ ηb

2

)
g

(
ηa+ (1− η)b

2
+

(1− η)a+ ηb

2

)
≤ 1

2s+1
[f(ηa+ (1− η)b) + f((1− η)a+ ηb)] [g(ηa+ (1− η)b) + g((1− η)a+ ηb)]

=
1

2s+1

[
f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) + f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

+f(ηa+ (1− η)b)g((1− η)a+ ηb) + f((1− η)a+ ηb)g(ηa+ (1− η)b)

]
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≤ 1

2s+1
[f(ηa+ (1− η)b)g((1− η)a+ ηb) + f((1− η)a+ ηb)g(ηa+ (1− η)b)]

+
1

2s+1

{
[ηf(a) + (1− η)f(b)] [(1− η)sg(a) + ηsg(b)]

+ [(1− η)f(a) + ηf(b)] [ηsg(a) + (1− η)sg(b)]

}
=

1

2s+1
[f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) + f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)]

+
1

2s+1

[
(η(1− η)s + (1− η)ηs)M(a, b) +

(
(1− η)s+1 + ηs+1

)
N(a, b)

]
(3.2.17)

yazılır. Burada (3.2.17) eşitsizliğinin her iki tarafı ηα−1 ile çarpılıp [0, 1] üzerinde η’ ye

göre integre edilirse

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)∫ 1

0

ηα−1dη

≤ 1

2s+1

[ ∫ 1

0

ηα−1f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)dη

+

∫ 1

0

ηα−1f((1− η)a+ ηb) + g((1− η)a+ ηb)dη

]
+

1

2s+1

{
M(a, b)

∫ 1

0

ηα−1[η(1− η)s + (1− η)ηs]dη

+N(a, b)

∫ 1

0

ηα−1[(1− η)s+1 + ηs+1]dη

}
elde edilir. Yani

1

α
f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
≤ 1

2s+1

[
Γ(α)

(b− a)α
Jα
a+f(b)g(b) + Jα

b−f(a)g(a)

]
+

1

2s+1

{
M(a, b)

∫ 1

0

ηα−1[η(1− η)s + (1− η)ηs]dη

+N(a, b)

∫ 1

0

ηα−1[(1− η)s+1 + ηs+1]dη

}
olur. Burada∫ 1

0

ηα−1[η(1− η)s + (1− η)ηs]dη = B(α + 1, s+ 1) +
1

(α + s)(α+ s+ 1)

ve ∫ 1

0

ηα−1[(1− η)s+1 + ηs+1]dη = B(α, s+ 2) +
1

α + s+ 1
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olarak hesaplanır. Buradan

2sf

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
≤ Γ(α+ 1)

2(b− a)α
[Jα

a+f(b)g(b) + Jα
b−f(a)g(a)]

+
1

2
M(a, b)

(
B(α + 1, s+ 1) +

1

(α + s)(α + s+ 1)

)
+
1

2
N(a, b)

(
B(α, s+ 2) +

1

α+ s+ 1

)
yazılır ve ispat tamamlanır.
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4. BULGULAR

Bu bölümde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integralin bir genelleştirmesi olan ve

Raina tarafından tanımlanan, genelleştirilmiş kesirli integral operatörü tanıtılarak, bu

operatör yardımıyla elde edilen Hermite-Hadamard-Fejér tipli eşitsizliklerin yeni genelleş-

tirmeleri verilecektir.

4.1 Genelleştirilmiş Kesirli İntegral Operatör

σ(k)(k ∈ N = N ∪ {0}) pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olmak üzere,

Fσ
ρ,λ(x) = Fσ(0),σ(1),...

ρ,λ (x) =
∞∑
k=0

σ(k)

Γ(ρk + λ)
xk (ρ, λ > 0;x ∈ R), (4.1.1)

şeklinde verilen fonksiyonların yeni bir sınıfı Raina [17] tarafından tanımlanmıştır. Bu

fonksiyon yardımıyla, [17]’ de Raina ve [2]’ de Agarwal ve arkadaşları, λ, ρ > 0, w ∈ R ve

σ(t) integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere

(
J σ

ρ,λ,a+;wφ
)
(x) =

∫ x

a

(x− t)λ−1Fσ
ρ,λ[w(x− t)ρ]φ(t)dt (x > a), (4.1.2)

(
J σ

ρ,λ,b−;wφ
)
(x) =

∫ b

x

(t− x)λ−1Fσ
ρ,λ[w(t− x)ρ]φ(t)dt (x < b), (4.1.3)

sol ve sağ taraflı kesirli integral operatörlerini tanımlamışlardır. Burada kolayca anlaşılaca-

ğı gibi

M := Fσ
ρ,λ+1[w(b− a)ρ] < ∞

ise J σ
ρ,λ,a+;wφ(x) ve J σ

ρ,λ,b−;wφ(x), L(a, b) üzerinde sınırlı integral operatörlerdir. Gerçekten,

||φ||p :=
(∫ b

a

|φ(t)|pdt
) 1

p

olmak üzere φ ∈ L(a, b) için

||J σ
ρ,λ,a+;wφ(x)||1 ≤ M(b− a)λ||φ||1

ve

||J σ
ρ,λ,b−;wφ(x)||1 ≤ M(b− a)λ||φ||1

dir.

Yukarıda tanımı verilen genelleştirilmiş kesirli integral operatörü için, σ(k)’ nın özel
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seçimlerinde bir çok kesirli integral operatörü elde edilir. Örneğin (4.1.2) ve (4.1.3)

eşitliklerinde λ = α, σ(0) = 1 ve w = 0 seçilirse α- mertebeli klasik Riemann-Liouville

kesirli integrali elde edilir.

Yaldız ve Sarıkaya genelleştirilmiş kesirli integraller yardımıyla Hermite-Hadamard eşitsiz-

liğini aşağıdaki gibi elde etmişlerdir.

Teorem 4.1.1 f : [a, b] → R, [a, b] aralığında konveks bir fonksiyon, 0 < a < b ve λ > 0

olmak üzere kesirli integral operatörleri için

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

2 (b− a)λFσ
ρ,λ+1[w(b− a)ρ]

[
J σ

ρ,λ,a+;wf(b) + J σ
ρ,λ,b−;wf(a)

]
≤ f (a) + f (b)

2

eşitsizliği geçerlidir [23].

Genelleştirilmiş kesirli integraller yardımıyla Hermite-Hadamard-Fejér eşitsizliği aşağıdaki

gibi elde edilmiştir.

Teorem 4.1.2 f : [a, b] → R, [a, b] aralığında konveks bir fonksiyon, 0 < a < b ve α > 0

olsun. g : [a, b] → R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve a+b
2

noktasına göre

simetrik ise kesirli integral operatörleri için

f

(
a+ b

2

)[(
J σ

ρ,α,a+;wg
)
(b) +

(
J σ

ρ,α,b−;wg
)
(a)
]

≤
[(
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b)
)
+
(
J σ

ρ,α,b−;w(fg)
)
(a)
]

≤ f (a) + f (b)

2

[(
J σ

ρ,α,a+;wg
)
(b) +

(
J σ

ρ,α,b−;wg
)
(a)
]

eşitsizliği geçerlidir [24].
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4.2 Genelleştirilmiş Kesirli İntegraller için Hermite–Hadamard–

Fejér Tipli Eşitsizlikler

Lemma 4.2.1 f : [a, b] → R, (a, b) üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

g : [a, b] → R tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer f ′, g ∈ L[a, b] ise kesirli integraller için

f

(
a+ b

2

)[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)

]
(4.2.1)

−
[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a)

]
=

∫ a+b
2

a

(∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

+

∫ b

a+b
2

(∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

eşitliği geçerlidir.

İspat. (4.2.1) eşitliğinin saǧ tarafı gözönüne alınarak

I =

∫ a+b
2

a

(∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

+

∫ b

a+b
2

(∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

= I1 + I2 (4.2.2)

yazılıp I1 ve I2 integralleri ayrı ayrı hesaplanırsa

I1 =

(∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f(t)dt

∣∣∣∣a+b
2

a

−
∫ a+b

2

a

(t− a)α−1Fσ
ρ,α[w(t− a)ρ]g(t)f(t)dt

=

(∫ a+b
2

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f

(
a+ b

2

)

−
∫ a+b

2

a

(t− a)α−1Fσ
ρ,α[w(t− a)ρ](fg)(t)dt

= f

(
a+ b

2

)
J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)− J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a) (4.2.3)

ve benzer şekilde
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I2 =

(∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f(t)dt

∣∣∣∣b
a+b
2

−
∫ b

a+b
2

(b− t)α−1Fσ
ρ,α[w(b− t)ρ]g(t)f(t)dt

=

(∫ b

a+b
2

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f

(
a+ b

2

)
−
∫ b

a+b
2

(b− t)α−1Fσ
ρ,α[w(b− t)ρ](fg)(t)dt

= f

(
a+ b

2

)
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b)− J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) (4.2.4)

elde edilir. Burada (4.2.3) ve (4.2.4) eşitlikleri, (4.2.2) eşitliğinde yerine yazılırsa, (4.2.1)

eşitliği elde edilir ve böylece istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.1 Eğer Lemma 4.2.1’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.2.1) eşitliği

(3.1.6) eşitliğine indirgenir.

Teorem 4.2.1 f : I → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f ′ ∈ L[a, b], a < b ve

g : [a, b] → R sürekli bir fonksiyon olsun. |f ′|, [a, b] aralığında konveks ise, α > 0 olmak

üzere kesirli integraller için∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)

]
(4.2.5)

−
[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a)

] ∣∣∣∣
≤ (b− a)α+1||g||[a,b],∞Fσ1

ρ,α+1[|w|(b− a)ρ] (|f ′(a)|+ |f ′(b)|)

eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ1(k) := σ(k)
1

2α+ρk+1(α + ρk + 1)

dir.

İspat. |f ′|, [a, b] aralığında konveks olduğundan t ∈ [a, b] için

|f ′(t)| =
∣∣∣∣f ′
(
b− t

b− a
a+

t− a

b− a
b

)∣∣∣∣ ≤ b− t

b− a
|f ′(a)|+ t− a

b− a
|f ′(b)|

yazılır. Lemma 4.2.1 ve integraller için üçgen eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a)

] ∣∣∣∣
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≤
∫ a+b

2

a

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

+

∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

≤
||g||[a,a+b

2
],∞

b− a

∫ a+b
2

a

(∫ t

a

(s− a)α−1

(
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)
(s− a)ρk

)
ds

)
× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

+
||g||[a+b

2
,b],∞

b− a

∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∣
∫ t

b

(b− s)α−1

(
∞∑
k=0

σ(k)wk

Γ(α + ρk)
(b− s)ρk

)
ds

∣∣∣∣∣
× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

=
||g||[a,a+b

2
],∞

b− a

∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ t

a

(s− a)α+ρk−1ds

)
× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

+
||g||[a+b

2
,b],∞

b− a

∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α+ρk−1ds

∣∣∣∣
× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

=
||g||[a,a+b

2
],∞

b− a

×
∞∑
k=0

(∫ a+b
2

a

(t− a)α+ρk [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

)
σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

+
||g||[a+b

2
,b],∞

b− a

×
∞∑
k=0

(∫ b

a+b
2

(b− t)α+ρk [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

)
σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

=
||g||[a,a+b

2
],∞

b− a

×

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α+ ρk + 1)

[(
(α + ρk + 3)(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)

)
|f ′(a)|

+

(
(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 2)

)
|f ′(b)|

]}

+
||g||[a+b

2
,b],∞

b− a

×

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α+ ρk + 1)

[(
(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 2)

)
|f ′(a)|

+

(
(α+ ρk + 3)(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)

)
|f ′(b)|

]}

≤
||g||[a,b],∞
b− a

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+1(α + ρk + 1)
(|f ′(a)|+ |f ′(b)|)

}
= ||g||[a,b],∞(b− a)α+1Fσ1

ρ,α+1[w(b− a)ρ](|f ′(a)|+ |f ′(b)|)
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yazılır. Burada

∫ a+b
2

a

(t− a)α+ρk+1dt =

∫ b

a+b
2

(b− t)α+ρk+1dt =
(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α+ ρk + 2)

ve ∫ a+b
2

a

(t− a)α+ρk(b− t)dt =

∫ b

a+b
2

(b− t)α+ρk(t− a)dt

=
(α+ ρk + 3)(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)

şeklindedir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.2.2 Eğer Teorem 4.2.1’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.2.5) eşitsizliği

(3.1.7) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 4.2.2 f : I → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f ′ ∈ L[a, b], a < b

ve g : [a, b] → R sürekli bir fonksiyon olsun. |f ′|q, [a, b] aralığında konveks ise, q ≥ 1 ve

α > 0 olmak üzere kesirli integraller için∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)

]
(4.2.6)

−
[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a)

] ∣∣∣∣
≤ ||g||[a,b],∞(b− a)α+1

(
Fσ1

ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]
)1− 1

q

×
{[

Fσ2
ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(a)|q + Fσ3

ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(b)|q
] 1

q

+
[
Fσ3

ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(a)|q + Fσ2
ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(b)|q

] 1
q

}
eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ1(k) := σ(k)
1

(α + ρk + 1)2α+ρk+1
,

σ2(k) := σ(k)
α+ ρk + 3

(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)2α+ρk+2

ve

σ3(k) := σ(k)
1

(α + ρk + 2)2α+ρk+2

dır.
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İspat. |f ′|q, [a, b] aralığında konveks olduğundan t ∈ [a, b] için

|f ′(t)|q =
∣∣∣∣f ′
(
b− t

b− a
a+

t− a

b− a
b

)∣∣∣∣q ≤ b− t

b− a
|f ′(a)|q + t− a

b− a
|f ′(b)|q

yazılır. Lemma 4.2.1, Power-Mean eşitsizliği ve |f ′|q’ nin konveksliği kullanılarak∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a)

] ∣∣∣∣
≤

(∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ dt
)1− 1

q

×

(∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|qdt

) 1
q

+

(∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ dt
)1− 1

q

×

(∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|qdt

) 1
q

≤ ||g||[a,a+b
2

],∞

(∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ dt
)1− 1

q

×

(∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|qdt

) 1
q

+||g||[a+b
2

,b],∞

(∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ dt
)1− 1

q

×

(∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α+ ρk)

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|qdt

) 1
q

≤

(
(b− a)α+1

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(b− a)ρk

(α + ρk)(α+ ρk + 1)2α+ρk+1

)1− 1
q

×

{
||g||[a,a+b

2
],∞

(b− a)
1
q

(∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)(α + ρk)

×
[
(t− a)α+ρk(b− t)|f ′(a)|q + (t− a)α+ρk+1|f ′(b)|q

]
dt

) 1
q

+
||g||[a+b

2
,b],∞

(b− a)
1
q

(∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)(α+ ρk)

×
[
(b− t)α+ρk+1|f ′(a)|q + (b− t)α+ρk(t− a)|f ′(b)|q

]
dt

) 1
q

}
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=
(
(b− a)α+1Fσ1

ρ,α+1[w(b− a)ρ]
)1− 1

q

×

{
||g||[a,a+b

2
],∞

(b− a)
1
q

(
∞∑
k=0

(
σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)(α + ρk)

×
[

(α + ρk + 3)(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)
|f ′(a)|q + (b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 2)
|f ′(b)|q

])) 1
q

+
||g||[a+b

2
,b],∞

(b− a)
1
q

(
∞∑
k=0

(
σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)(α + ρk)

×
[

(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 2)
|f ′(a)|q + (α + ρk + 3)(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α+ ρk + 1)(α + ρk + 2)
|f ′(b)|q

])) 1
q
}

≤ ||g||[a,b],∞
(
(b− a)α+1

) 1
q
(
(b− a)α+1Fσ1

ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]
)1− 1

q

×

{[
Fσ2

ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(a)|q + Fσ3
ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(b)|q

] 1
q

+
[
Fσ3

ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(a)|q + Fσ2
ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]|f ′(b)|q

] 1
q

}

yazılır. Burada

∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ dt =

∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ dt
=

(b− a)α+ρk+1

2α+ρk+1(α + ρk)(α + ρk + 1)

ve ∫ a+b
2

a

(t− a)α+ρk(b− t)dt =

∫ b

a+b
2

(b− t)α+ρk(t− a)dt

=
(α+ ρk + 3)(b− a)α+ρk+2

2α+ρk+2(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)

olduğu kolayca görülür. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.2.3 Eğer Teorem 4.2.2’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.2.6) eşitsizliği

(3.1.8) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 4.2.3 f : I → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, f ′ ∈ L[a, b], a < b

ve g : [a, b] → R sürekli bir fonksiyon olsun. |f ′|q, [a, b] aralığında konveks ise, q > 1 ve
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1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere kesirli integraller için∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)

]
(4.2.7)

−
[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a)

] ∣∣∣∣
≤

(b− a)α+1||g||[a,b]∞
2

3
q

(Fσ1
ρ,α+1[|w|(b− a)ρ])

1
p

×
{
[3|f ′(a)|q + |f ′(b)|q]

1
q + [|f ′(a)|q + 3|f ′(b)|q]

1
q

}
eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ1(k) := σ(k)
1

2α+ρk+ 1
p (αp+ ρkp+ 1)

1
p

dir.

İspat. Lemma 4.2.1, Hölder eşitsizliği ve |f ′|q’ nin konveksliği kullanılarak∣∣∣∣f (a+ b

2

)[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
g(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
g(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+b
2

+;w
(fg)(b) + J σ

ρ,α,a+b
2

−;w
(fg)(a)

] ∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
∫ a+b

2

a

(∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

+

∫ b

a+b
2

(∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

+

∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

=

∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∣
∫ t

a

(s− a)α−1

∞∑
k=0

σ(k)wk(s− a)ρk

Γ(α + ρk)
g(s)ds

∣∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

+

∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∣
∫ t

b

(b− s)α−1

∞∑
k=0

σ(k)wk(b− s)ρk

Γ(α + ρk)
g(s)ds

∣∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

=

∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

σ(k)wk

Γ(α + ρk)

∫ t

a

(s− a)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

+

∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

σ(k)wk

Γ(α + ρk)

∫ t

b

(b− s)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣∣ |f ′(t)|dt
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≤
∫ a+b

2

a

(
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣
)
|f ′(t)|dt

+

∫ b

a+b
2

(
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α+ ρk)

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣
)
|f ′(t)|dt

≤ ||g||[a,a+b
2

],∞

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α+ ρk)

(∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

)

+||g||[a+b
2

,b],∞

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α+ρk−1ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

)

≤ ||g||[a,b],∞

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∫ t

a

(s− a)α+ρk−1ds

∣∣∣∣p dt
) 1

p
(∫ a+b

2

a

|f ′(t)|qdt

) 1
q

+
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ b

a+b
2

∣∣∣∣∫ t

b

(b− s)α+ρk−1ds

∣∣∣∣p dt
) 1

p
(∫ b

a+b
2

|f ′(t)|qdt

) 1
q
}

= ||g||[a,b],∞

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ a+b
2

a

∣∣∣∣(s− a)α+ρk

(α + ρk)

∣∣∣t
a

∣∣∣∣p dt
) 1

p
(∫ a+b

2

a

|f ′(t)|qdt

) 1
q

+
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ b

a+b
2

∣∣∣∣(b− s)α+ρk

(α + ρk)

∣∣∣t
b

∣∣∣∣p dt
) 1

p
(∫ b

a+b
2

|f ′(t)|qdt

) 1
q
}

= ||g||[a,b],∞

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ a+b
2

a

(t− a)(α+ρk)p

(α + ρk)p
dt

) 1
p
(∫ a+b

2

a

|f ′(t)|qdt

) 1
q

+
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ b

a+b
2

(b− t)(α+ρk)p

(α + ρk)p
dt

) 1
p
(∫ b

a+b
2

|f ′(t)|qdt

) 1
q
}

= ||g||[a,b],∞

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

(
(t− a)αp+ρkp+1

αp+ ρkp+ 1

∣∣∣a+b
2

a

) 1
p

(∫ a+b
2

a

|f ′(t)|qdt

) 1
q

+
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

(
−(b− t)αp+ρkp+1

αp+ ρkp+ 1

∣∣∣b
a+b
2

) 1
p

(∫ b

a+b
2

|f ′(t)|qdt

) 1
q
}

= ||g||[a,b],∞

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

(
(b− a)αp+ρkp+1

2αp+ρkp+1(αp+ ρkp+ 1)

) 1
p

(∫ a+b
2

a

|f ′(t)|qdt

) 1
q

+
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

(
(b− a)αp+ρkp+1

2αp+ρkp+1(αp+ ρkp+ 1)

) 1
p

(∫ b

a+b
2

|f ′(t)|qdt

) 1
q
}

= ||g||[a,b],∞

{
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

(
(b− a)α+ρk+ 1

p

2α+ρk+ 1
p (αp+ ρkp+ 1)

1
p

)(∫ a+b
2

a

|f ′(t)|qdt

) 1
q

+
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk + 1)

(
(b− a)α+ρk+ 1

p

2α+ρk+ 1
p (αp+ ρkp+ 1)

1
p

)(∫ b

a+b
2

|f ′(t)|qdt

) 1
q
}

= ||g||[a,b],∞(b− a)α+1Fσ1
ρ,α+1[|w|(b− a)ρ]

×

{(
3|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

8

) 1
q

+

(
|f ′(a)|q + 3|f ′(b)|q

8

) 1
q

}
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yazılır. Burada

∫ a+b
2

a

|f ′(t)|qdt ≤ 1

b− a

∫ a+b
2

a

[(b− t)|f ′(a)|q + (t− a)|f ′(b)|q] dt

= (b− a)
3|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

8

ve ∫ b

a+b
2

|f ′(t)|qdt ≤ 1

b− a

∫ b

a+b
2

[(b− t)|f ′(a)|q + (t− a)|f ′(b)|q] dt

= (b− a)
|f ′(a)|q + 3|f ′(b)|q

8
.

olduğu kullanılmıştır. Böylece (4.2.7) eşitsizliği elde edilmiş olur.

Sonuç 4.2.4 Eğer Teorem 4.2.3’ da σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.2.7) eşitsizliği

(3.1.9) eşitsizliğine indirgenir.

Lemma 4.2.2 g : [a, b] → R integrallenebilir, a+b
2

noktasına göre simetrik bir fonkiyon

ve a < b ise bu takdirde α > 0 olmak üzere

J σ
ρ,α,a+;wg(b) = J σ

ρ,α,b−;wg(a) =
1

2

[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
eşitliği geçerlidir.

İspat. g, a+b
2

noktasına göre simetrik olduğundan ∀x ∈ [a, b] için g (a+ b− x) = g (x)

dir. Buradan, aşağıdaki integralde x = tb+ (1− t)a değişken değişikliği yapılarak

J σ
ρ,α,a+;wg(b) =

∫ b

a

(b− x)α−1Fσ
ρ,α[w(b− x)ρ]g(x)dx

=

∫ b

a

(t− a)α−1Fσ
ρ,α[w(t− a)ρ]g(a+ b− t)dt

=

∫ b

a

(t− a)α−1Fσ
ρ,α[w(t− a)ρ]g(t)dt

= J σ
ρ,α,b−;wg(a)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 4.2.3 f : [a, b] → R, (a, b) aralığında diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

ve f ′ ∈ L [a, b] olsun. g : [a, b] → R fonksiyonu integrallenebilir ve a+b
2

noktasına göre
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simetrik ise α > 0 olmak üzere kesirli integraller için(
f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]
=

∫ b

a

[∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds−

∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

]
f ′(t)dt

eşitliği geçerlidir.

İspat.∫ b

a

[∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds−

∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

]
f ′(t)dt

integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun için

K =

∫ b

a

[ ∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

−
∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

]
f ′(t)dt

=

∫ b

a

(∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

+

∫ b

a

(
−
∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

= K1 +K2

olarak yazalım. Buradan Lemma 4.2.2 kullanılarak kısmi integrasyon ile

K1

=

(∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f(t)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

(b− t)α−1Fσ
ρ,α[w(b− t)ρ]g(t)f(t)dt

=

(∫ b

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

)
f(b)−

∫ b

a

(b− t)α−1Fσ
ρ,α[w(b− t)ρ](fg)(t)dt

= f(b)J σ
ρ,α,a+;wg(b)− J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b)

=
f(b)

2

[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
− J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b)

bulunur ve benzer şekilde

K2

=

(
−
∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f(t)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

(t− a)α−1Fσ
ρ,α[w(t− a)ρ]g(t)f(t)dt

=

(∫ b

a

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f(a)−

∫ b

a

(t− a)α−1Fσ
ρ,α[w(t− a)ρ](fg)(t)dt

= f(a)J σ
ρ,α,b−;wg(a)− J σ

ρ,α,b−;w(fg)(a)

=
f(a)

2

[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
− J σ

ρ,α,b−;w(fg)(a)
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bulunur. Böylece

=

(
f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]
yazılır ve ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.2.4 f : I ⊆ R → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f ′ ∈ L [a, b] olsun. |f ′|, [a, b] aralığında konveks, g : [a, b] → R sürekli ve a+b
2

noktasına

göre simetrik bir fonksiyon ise α > 0 olmak üzere kesirli integraller için∣∣∣∣(f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]∣∣∣∣
≤ ||g||∞(b− a)α+1Fσ1

ρ,α[|w|(b− a)ρ] [|f ′(a)|+ |f ′(b)|] (4.2.8)

eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ1(k) := σ(k)
1

(α + ρk)(α + ρk + 1)

(
1− 1

2α+ρk

)
şeklindedir.

İspat. Lemma 4.2.3’ den

(4.2.9)∣∣∣∣(f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]∣∣∣∣
≤

∫ b

a

∣∣∣∣∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds−

∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

yazılır. |f ′|, [a, b] aralığında konveks olduğundan t ∈ [a, b] olmak üzere

|f ′(t)| =
∣∣∣∣f ′
(
b− t

b− a
a+

t− a

b− a
b

)∣∣∣∣ ≤ b− t

b− a
|f ′(a)|+ t− a

b− a
|f ′(b)| (4.2.10)

dir ve g : [a, b] → R, a+b
2

noktasına göre simetrik olduğundan

∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds =

∫ a+b−t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(a+ b− s)ds

=

∫ a+b−t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds
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yazılır. Dolayısıyla∣∣∣∣∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds−

∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ a+b−t

t

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣
≤


∫ a+b−t

t

∣∣(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣ ds, t ∈
[
a, a+b

2

]
∫ t

a+b−t

∣∣(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣ ds, t ∈
[
a+b
2
, b
] (4.2.11)

olur. Böylece (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11)’ den∣∣∣∣(f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]∣∣∣∣
≤

∫ a+b
2

a

(∫ a+b−t

t

∣∣(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣ ds)( b− t

b− a
|f ′(a)|+ t− a

b− a
|f ′(b)|

)
dt

+

∫ b

a+b
2

(∫ t

a+b−t

∣∣(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣ ds)( b− t

b− a
|f ′(a)|+ t− a

b− a
|f ′(b)|

)
dt

≤ ||g||∞
b− a

{∫ a+b
2

a

(∫ a+b−t

t

(b− s)α−1

(
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)
(b− s)ρkds

))
× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

+

∫ b

a+b
2

(∫ t

a+b−t

(b− s)α−1

(
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)
(b− s)ρkds

))

× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

}

=
||g||∞
b− a

{∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

(∫ a+b−t

t

(b− s)α+ρk−1ds

)
σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)

× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

+

∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

(∫ t

a+b−t

(b− s)α+ρk−1ds

)
σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)

× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

}

=
||g||∞
b− a

{∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α + 1)

[
(b− t)α+ρk − (t− a)α+ρk

]
× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

+

∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α + 1)

[
(t− a)α+ρk − (b− t)α+ρk

]
× [(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

}
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=
||g||∞
b− a

{
∞∑
k=0

(∫ a+b
2

a

[
(b− t)α+ρk − (t− a)α+ρk

]
[(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

)

× σ(k)|w|k

Γ(ρk + α+ 1)

+
∞∑
k=0

(∫ b

a+b
2

[
(t− a)α+ρk − (b− t)α+ρk

]
[(b− t)|f ′(a)|+ (t− a)|f ′(b)|] dt

)

× σ(k)|w|k

Γ(ρk + α+ 1)

}
(4.2.12)

yazılır. Burada

∫ a+b
2

a

[
(b− t)α+ρk − (t− a)α+ρk

]
(b− t)dt (4.2.13)

=

∫ b

a+b
2

[
(t− a)α+ρk − (b− t)α+ρk

]
(t− a)dt

=

(
b− a

2

)α+ρk+2
1

(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)

[
(2α+ρk+2 − 1)(α + ρk + 1)− (α + ρk + 3)

]
ve ∫ a+b

2

a

[
(b− t)α+ρk − (t− a)α+ρk

]
(t− a)dt (4.2.14)

=

∫ b

a+b
2

[
(t− a)α+ρk − (b− t)α+ρk

]
(b− t)dt

=

(
b− a

2

)α+ρk+2
1

(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)

[
(2α+ρk+2)− 2(α + ρk + 2)

]
olduğu kolayca görülebilir. (4.2.13) ve (4.2.14), (4.2.12)’ de yerine yazılırsa istenilen

eşitsizlik elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Sonuç 4.2.5 Teorem 4.2.4’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.2.8) eşitsizliği,

Teorem 3.1.3’ deki (3.1.3) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 4.2.5 f : I ⊆ R → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f ′ ∈ L [a, b] olsun. Eğer |f ′|q , [a, b] aralığında konveks, g : [a, b] → R sürekli ve a+b
2

noktasına göre simetrik bir fonksiyon ise α > 0, 1
p
+ 1

q
= 1 ve q > 1 olmak üzere kesirli

integraller için∣∣∣∣(f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]∣∣∣∣
≤ 2||g||∞(b− a)α+1

(b− a)
1
q

Fσ1
ρ,α[|w|(b− a)ρ]

(
|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

(4.2.15)
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eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ1(k) := σ(k)
1

(α + ρk)(α + ρk + 1)

(
1− 1

2α+ρk

)
şeklindedir.

İspat. Lemma 4.2.3, Hölder eşitsizliği, (4.2.11) eşitsizliği ve |f ′|q’ nin konveksliği kul-

lanılarak∣∣∣∣(f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]∣∣∣∣
≤

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ a+b−t

t

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

×
(∫ b

a

∣∣∣∣∫ a+b−t

t

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|q
) 1

q

≤

[(∫ a+b
2

a

∣∣∣∣∫ a+b−t

t

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣∣∣ ds
)
dt

+

∫ b

a+b
2

(∫ t

a+b−t

∣∣(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣ ds) dt

]1− 1
q

×

[(∫ a+b
2

a

∫ a+b−t

t

∣∣(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣ ds) |f ′(t)|qdt

+

∫ b

a+b
2

(∫ t

a+b−t

∣∣(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)

∣∣ ds) |f ′(t)|qdt

] 1
q

=
||g||∞

(b− a)
1
q

{∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)

(∫ a+b−t

t

(b− s)α+ρk−1ds

)
dt (4.2.16)

+

∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)

(∫ t

a+b−t

(b− s)α+ρk−1ds

)
dt

}1− 1
q

×

[∫ a+b
2

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)

(∫ a+b−t

t

(b− s)α+ρk−1ds

)
[(b− t)|f ′(a)|q + (t− a)|f ′(b)|q] dt

+

∫ b

a+b
2

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(ρk + α)

(∫ t

a+b−t

(b− s)α+ρk−1ds

)
[(b− t)|f ′(a)|q + (t− a)|f ′(b)|q] dt

] 1
q

yazılır. Burada

∫ a+b
2

a

(∫ a+b−t

t

(b− s)α+ρk−1ds

)
dt+

∫ b

a+b
2

(∫ t

a+b−t

(b− s)α+ρk−1ds

)
dt

=
2(b− a)α+ρk+1

(α+ ρk)(α + ρk + 1)

[
1− 1

2α+ρk

]
(4.2.17)
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olduğu kolayca görülebilir. Böylece (4.2.13), (4.2.14) ve (4.2.17), (4.2.16)’ de yerine

yazılırsa istenilen sonuç elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 4.2.6 Teorem 4.2.5’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.2.15) eşitsizliği,

Teorem 3.1.4’ deki (3.1.4) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 4.2.6 f : I ⊆ R → R, I◦’ de diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve

f ′ ∈ L [a, b] olsun. Eğer |f ′|q , [a, b] aralığında konveks, g : [a, b] → R sürekli ve a+b
2

noktasına göre simetrik bir fonksiyon ise α > 0, 1
p
+ 1

q
= 1 ve q > 1 olmak üzere kesirli

integraller için∣∣∣∣(f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]∣∣∣∣
≤ ||g||∞(b− a)α+1Fσ1

ρ,α[|w|(b− a)ρ]

(
|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

(4.2.18)

eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ1(k) := σ(k)
1

α + ρk

[
2

(α + ρk)p+ 1

(
1− 1

2(α+ρk)p

)] 1
p

şeklindedir.

İspat. Lemma 4.2.3, Hölder eşitsizliği, (4.2.11) eşitsizliği ve |f ′|q’ nin konveksliği kul-

lanılarak∣∣∣∣(f(a) + f(b)

2

)[
J σ

ρ,α,a+;wg(b) + J σ
ρ,α,b−;wg(a)

]
−
[
J σ

ρ,α,a+;w(fg)(b) + J σ
ρ,α,b−;w(fg)(a)

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ b

a

(∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds−

∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

)
f ′(t)dt

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

∣∣∣∣∫ t

a

(b− s)α−1Fσ
ρ,α[w(b− s)ρ]g(s)ds−

∫ b

t

(s− a)α−1Fσ
ρ,α[w(s− a)ρ]g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

=

∫ b

a

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

σ(k)wk

Γ(α + ρk)

∫ t

a

(b− s)α+ρk−1g(s)ds−
∞∑
k=0

σ(k)wk

Γ(α + ρk)

∫ b

t

(s− a)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

≤
∫ b

a

∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

∣∣∣∣∫ t

a

(b− s)α+ρk−1g(s)ds−
∫ b

t

(s− a)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

=
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ a+b−t

t

(b− s)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣ |f ′(t)|dt

≤
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α + ρk)

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ a+b−t

t

(b− s)α+ρk−1g(s)ds

∣∣∣∣p dt
) 1

p (∫ b

a

|f ′(t)|qdt
) 1

q
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≤ ||g||∞
∞∑
k=0

σ(k)|w|k

Γ(α+ ρk + 1)

×

{(∫ a+b
2

a

[
(b− t)α+ρk − (t− a)α+ρk

]p
dt+

∫ b

a+b
2

[
(t− a)α+ρk − (b− t)α+ρk

]p
dt

) 1
p

×
(∫ b

a

(
b− t

b− a
|f ′(a)|q + t− a

b− a
|f ′(b)|q

)
dt

) 1
q

}

= ||g||∞(b− a)α+1

∞∑
k=0

σ(k)|w|k(b− a)ρk

Γ(α + ρk + 1)

×

{(∫ 1
2

0

[
(1− t)α+ρk − tα+ρk

]p
dt+

∫ 1

1
2

[
tα+ρk − (1− t)α+ρk

]p
dt

) 1
p

×
(
|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

}

≤ ||g||∞(b− a)α+1
(
Fσ1

ρ,α[|w|(b− a)ρ]
) 1

p

(
1− 1

2(α+ρk)p

) 1
p
(
|f ′(a)|q + |f ′(b)|q

2

) 1
q

yazılır ki burada∫ 1
2

0

[
(1− t)(α+ρk)p − t(α+ρk)p

]
dt =

∫ 1

1
2

[
t(α+ρk)p − (1− t)(α+ρk)p

]
dt

=
1−

(
1
2

)(α+ρk)p+1 −
(
1
2

)(α+ρk)p+1

(α + ρk)p+ 1

olduğu kolayca görülür. Daha sonra A ≥ B ≥ 0 ve q ≥ 1 iken

(A−B)q ≤ Aq −Bq,

olduğundan t ∈
[
0, 1

2

]
için

[(1− t)α+ρk − tα+ρk]p ≤ (1− t)(α+ρ)p − t(α+ρ)p

ve t ∈
[
1
2
, 1
]

[tα+ρk − (1− t)α+ρk]p ≤ t(α+ρ)p − (1− t)(α+ρ)p

olduğu gözönüne alınmalıdır. Böylece (4.2.18) eşitsizliği ispatlanmış olur.

Sonuç 4.2.7 Teorem 4.2.6’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.2.18) eşitsizliği,

Teorem 3.1.5’ deki (3.1.5) eşitsizliğine indirgenir.
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4.3 Genelleştirilmiş Kesirli İntegralleri İçeren Farklı Konveks

Fonksiyonların Çarpımı için Hermite-Hadamard Tipli Eşit-

sizlikler

Bu bölümde ilk olarak (4.1.2) ve (4.1.3)’ daki kesirli integral operatörlerini içeren konveks

ve s-konveks fonksiyonların çarpımı için genelleştirilmiş Hermite-Hadamard tipli eşitsizlik

verilecektir.

Teorem 4.3.1 a < b, a, b ∈ [0,∞) olmak üzere f, g : [a, b] → R+
0 tanımlı fonksiyonlar ve

f, g ∈ L[a, b] olsun. Ayrıca [a, b] üzerinde f konveks ve s ∈ (0, 1] için g, s-konveks olsun.

α, ρ ∈ R+, w ∈ R+
0 ve M(a, b) ile N(a, b) (3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

1

(b− a)α
[
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

]
≤ M(a, b)Fσ1

ρ,α [w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ2
ρ,α [w(b− a)ρ]

(4.3.1)

eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ1(k) := σ(k)

(
1

α + ρk + s+ 1
+B(α + ρk, s+ 2)

)
ve

σ2(k) := σ(k)

(
B(α + ρk + 1, s+ 1) +

1

(α + ρk + s)(α + ρk + s+ 1)

)
dır.

İspat. f ve g’ nin tanımlarından, η ∈ [0, 1] için

f(ηa+ (1− η)b) ≤ ηf(a) + (1− η)f(b) (4.3.2)

ve

g(ηa+ (1− η)b) ≤ ηsg(a) + (1− η)sg(b) (4.3.3)

yazılır. Burada her bir terimin negatif olmadığı gözönüne alınarak (4.3.2) ve (4.3.3)

eşitsizlikleri taraf tarafa çarpılırsa η ∈ [0, 1] için,

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)

≤ ηs+1f(a)g(a) + (1− η)s+1f(b)g(b) + η(1− η)sf(a)g(b) + (1− η)ηsf(b)g(a)
(4.3.4)
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yazılır. Benzer şekilde

f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

≤ (1− η)s+1f(a)g(a) + ηs+1f(b)g(b) + (1− η)ηsf(a)g(b) + η(1− η)sf(b)g(a)
(4.3.5)

yazılır. (4.3.4) ve (4.3.5) taraf tarafa toplanırsa

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) + f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

≤
{
ηs+1 + (1− η)s+1

}
M(a, b) + {η(1− η)s + (1− η)ηs} N(a, b),

(4.3.6)

elde edilir. (4.3.6) eşitsizliğinin her iki tarafı ηα−1Fσ
ρ,α[w(b − a)ρηρ] ile çarpılıp [0, 1]

üzerinde η’ ye göre integre edilirse

L1(α, σ, ρ, w) + L2(α, σ, ρ, w) ≤ R1(α, σ, ρ, w, s) +R2(α, σ, ρ, w, s) (4.3.7)

elde edilir ki burada

L1(α, σ, ρ, w) :=

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) dη,

L2(α, σ, ρ, w) :=

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb) dη,

R1(α, σ, ρ, w, s) := M(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]

{
ηs+1 + (1− η)s+1

}
dη,

R2(α, σ, ρ, w, s) := N(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ] {η(1− η)s + (1− η)ηs} dη

şeklindedir. L1(α, σ, ρ, w) ve L2(α, σ, ρ, w)’ de sırasıyla u = ηa+(1−η)b ve v = (1−η)a+ηb

değişken değişiklikleri yapılarak, (4.1.2) ve (4.1.3) kullanılarak

L1(α, σ, ρ, w) + L2(α, σ, ρ, w)

=
1

(b− a)α

∫ b

a

(b− u)α−1Fσ
ρ,α [w(b− u)ρ] f(u)g(u) du

+
1

(b− a)α

∫ b

a

(v − a)α−1Fσ
ρ,α [w(v − a)ρ] f(v)g(v) dv

=
1

(b− a)α
{
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

}
(4.3.8)

elde edilir. (4.1.1) kullanılarak

R1(α, σ, ρ, w, s) = M(a, b)
∞∑
k=0

σ(k)wk(b− a)ρk

Γ(α+ ρk)

∫ 1

0

ηα+ρk−1
{
ηs+1 + (1− η)s+1

}
dη
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yazılır. Tanım 2.5.2’ den∫ 1

0

ηα+ρk−1
{
ηs+1 + (1− η)s+1

}
dη

=
1

α + ρk + s+ 1
+

∫ 1

0

ηα+ρk−1 (1− η)s+1 dη

=
1

α + ρk + s+ 1
+B(α + ρk, s+ 2)

elde edilir. Böylece (4.1.1)’ e göre

R1(α, σ, ρ, w, s) = M(a, b)Fσ1
ρ,α [w(b− a)ρ] (4.3.9)

elde edilir. Benzer şekilde

R2(α, σ, ρ, w, s) = N(a, b)Fσ2
ρ,α [w(b− a)ρ] (4.3.10)

bulunur. (4.3.7)’ de (4.3.8), (4.3.9) ve (4.3.10) yerine yazılırsa istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.1 Teorem 4.3.1’de σ(0) = 1 ve w = 0 seçilirse, (4.3.1) eşitsizliği (3.2.4)

eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 4.3.2 a < b, a, b ∈ [0,∞) olmak üzere f, g : [a, b] → R+
0 tanımlı fonksiyonlar

ve f, g, fg ∈ L[a, b] olsun. Ayrıca f ve g, [a, b] üzerinde sırasıyla s1, s2 ∈ (0, 1] için

s1-konveks ve s2-konveks fonksiyonlar olsun. Bu taktirde α, ρ ∈ R+, w ∈ R+
0 ve M(a, b)

ile N(a, b) (3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

1

(b− a)α
{
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

}
≤ M(a, b)Fσ3

ρ,α [w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ4
ρ,α [w(b− a)ρ] ,

(4.3.11)

eşitsizliği geçerlidir ki burada

σ3(k) := σ(k)

{
1

α + ρk + s1 + s2
+B(α+ ρk, s1 + s2 + 1)

}
ve

σ4(k) := σ(k) {B(α + ρk + s1, s2 + 1) +B(α + ρk + s2, s1 + 1)}

şeklindedir.
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İspat. f ve g’ nin tanımlarından, η ∈ [0, 1] için

f(ηa+ (1− η)b) ≤ ηs1f(a) + (1− η)s1f(b) (4.3.12)

ve

g(ηa+ (1− η)b) ≤ ηs2g(a) + (1− η)s2g(b) (4.3.13)

yazılır. Burada her bir terimin negatif olmadığı gözönüne alınarak (4.3.12) ve (4.3.13)

taraf tarafa çarpılırsa η ∈ [0, 1] için

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) ≤ ηs1+s2f(a)g(a) + (1− η)s1+s2f(b)g(b) (4.3.14)

+ηs1(1− η)s2f(a)g(b) + (1− η)s1ηs2f(b)g(a)

yazılır. Benzer şekilde

f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb) ≤ (1− η)s1+s2f(a)g(a) + ηs1+s2f(b)g(b) (4.3.15)

+(1− η)s1ηs2f(a)g(b) + ηs1(1− η)s2f(b)g(a)

yazılır. (4.3.14) ve (4.3.15) taraf tarafa toplanırsa

f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b) + f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)

≤
(
ηs1+s2 + (1− η)s1+s2

)
[f(a)g(a) + f(b)g(b)]

+(ηs1(1− η)s2 + (1− η)s1ηs2) [f(a)g(b) + f(b)g(a)] (4.3.16)

elde edilir. (4.3.16) eşitsizliğinin her iki tarafı ηα−1Fσ
ρ,α[w(b − a)ρηρ] ile çarpılıp [0, 1]

üzerinde η’ ye göre integre edilirse∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)dη

+

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]f((1− η)a+ ηb)g((1− η)a+ ηb)dη

=

∫ a

b

(
b− u

b− a

)α−1

Fσ
ρ,α [w(b− u)ρ] f(u)g(u)

du

a− b

+

∫ b

a

(
v − a

b− a

)α−1

Fσ
ρ,α [w(v − a)ρ] f(v)g(v)

dv

b− a

=
1

(b− a)α
[
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

]
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≤ [f(a)g(a) + f(b)g(b)]

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]

(
ηs1+s2 + (1− η)s1+s2

)
dη

+ [f(a)g(b) + f(b)g(a)]

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ](ηs1(1− η)s2 + (1− η)s1ηs2)dη

= M(a, b)
∞∑
k=0

σ(k)wk(b− a)ρk

Γ(α + ρk)

∫ 1

0

ηα+ρk−1
(
ηs1+s2 + (1− η)s1+s2

)
dη

+N(a, b)
∞∑
k=0

σ(k)wk(b− a)ρk

Γ(α + ρk)

∫ 1

0

ηα+ρk−1(ηs1(1− η)s2 + (1− η)s1ηs2)dη

= M(a, b)Fσ1
ρ,α [w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ2

ρ,α [w(b− a)ρ]

elde edilir. Burada∫ 1

0

ηα+ρk−1
(
ηs1+s2 + (1− η)s1+s2

)
dη =

1

α + ρk + s1 + s2
+B(α + ρk, s1 + s2 + 1)

ve∫ 1

0

ηα+ρk−1(ηs1(1− η)s2 +(1− η)s1ηs2)dη = B(α+ ρk+ s1, s2+1)+B(α+ ρk+ s2, s1+1)

dir. Böylece

1

(b− a)α
[
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

]
≤ M(a, b)Fσ1

ρ,α [w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ2
ρ,α [w(b− a)ρ] .

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 4.3.1 Teorem 4.3.2’ nin şartları altında s1 = s2 = 1 olarak alınırsa α, ρ ∈ R+,

w ∈ R+
0 ve M(a, b) ile N(a, b) (3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

1

(b− a)α
{
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

}
≤ M(a, b)Fσ5

ρ,α [w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ6
ρ,α [w(b− a)ρ]

(4.3.17)

eşitsizliği elde edilir ki burada

σ5(k) := σ(k)

(
2

α + ρk + 2
− 2

α + ρk + 1
+

1

α + ρk

)
,

σ6(k) :=
2σ(k)

(α + ρk + 1)(α + ρk + 2)

şeklindedir.

Sonuç 4.3.2 Teorem 4.3.2’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.3.11) eşitsizliği
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(3.2.10) eşitsizliğine indirgenir. Sonuç 4.3.1’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse,

(4.3.17) eşitsizliği (3.2.1) eşitsizliğine indirgenir.

Teorem 4.3.3 a < b, a, b ∈ [0,∞) olmak üzere f, g : [a, b] → R+
0 tanımlı fonksiyonlar ve

fg ∈ L[a, b] olsun. Ayrıca [a, b] üzerinde f konveks ve s ∈ (0, 1] için g, s-konveks olsun.

α, ρ ∈ R+, w ∈ R+
0 ve M(a, b) ile N(a, b) (3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

2s+1f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
Fσ7

ρ,α[w(b− a)ρ]

≤ 1

(b− a)α
{
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

}
+M(a, b)Fσ2

ρ,α[w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ1
ρ,α[w(b− a)ρ]

(4.3.18)

eşitsizliği geçerlidir ki burada σ1 ve σ2 Teorem 4.3.1 gibidir ve

σ7(k) :=
σ(k)

α + ρk

şeklindedir.

İspat. (3.2.17) eşitsizliğinin her iki tarafı ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ] ile çarpılıp [0, 1] üzerinde

η’ ye göre integre edilirse

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]

≤ 1

2s+1

[ ∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]f(ηa+ (1− η)b)g(ηa+ (1− η)b)dη

+

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ]f((1− η)a+ ηb) + g((1− η)a+ ηb)dη

]
+

1

2s+1

{
M(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ][η(1− η)s + (1− η)ηs]dη

+N(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ][(1− η)s+1 + ηs+1]dη

}
=

1

2s+1

[ ∫ a

b

(
b− u

b− a

)α−1

Fσ
ρ,α [w(b− u)ρ] f(u)g(u)

du

a− b

+

∫ b

a

(
v − a

b− a

)α−1

Fσ
ρ,α [w(v − a)ρ] f(v)g(v)

dv

b− a

]
+

1

2s+1

{
M(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ][η(1− η)s + (1− η)ηs]dη

+N(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ][(1− η)s+1 + ηs+1]dη

}
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elde edilir. Yani

f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
Fσ7

ρ,α[w(b− a)ρ]

≤ 1

2s+1

1

(b− a)α
[
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

]
+

1

2s+1

{
M(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ][η(1− η)s + (1− η)ηs]dη

+N(a, b)

∫ 1

0

ηα−1Fσ
ρ,α[w(b− a)ρηρ][(1− η)s+1 + ηs+1]dη

}
dir. ∫ 1

0

ηα−1[η(1− η)s + (1− η)ηs]dη

= B(α + ρk + 1, s+ 1) +
1

(α + ρk + s)(α + ρk + s+ 1)

ve ∫ 1

0

ηα−1[(1− η)s+1 + ηs+1]dη = B(α + ρk, s+ 2) +
1

α + ρk + s+ 1

olduğu ve (4.1.1) gözönüne alınırsa

2s+1f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
Fσ7

ρ,α[w(b− a)ρ]

≤ 1

(b− a)α
[
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

]
+M(a, b)Fσ1

ρ,α[w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ2
ρ,α[w(b− a)ρ]

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.3.2 Teorem 4.3.3’ nin şartları altında s = 1 olarak alınırsa α, ρ ∈ R+, w ∈ R+
0 ,

M(a, b) ve N(a, b) (3.2.2)’ deki gibi olmak üzere

4f

(
a+ b

2

)
g

(
a+ b

2

)
Fσ7

ρ,α [w(b− a)ρ]

≤ 1

(b− a)α
{
(J σ

ρ,α,a+;w)(fg(b)) + (J σ
ρ,α,b−;w)(fg(a))

}
+M(a, b)Fσ6

ρ,α [w(b− a)ρ] +N(a, b)Fσ5
ρ,α [w(b− a)ρ] ,

(4.3.19)

eşitsizliği elde edilir ki burada σ5 ve σ6 Sonuç 4.3.1’ deki gibi ve σ7 Teorem 4.3.3’ deki

gibidir.

Sonuç 4.3.3 Teorem 4.3.3’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse, (4.3.18) eşitsizliği

(3.2.16) eşitsizliğine indirgenir. Sonuç 4.3.2’ de σ(0) = 1 ve w = 0 olarak seçilirse,

(4.3.19) eşitsizliği (3.2.3) eşitsizliğine indirgenir.
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ

Çalışmanın ana bölümünü oluşturan dördüncü bölümde, ilk olarak konveks fonksiyon-

lar için Hölder ve power mean eşitsizlikleri kullanılarak genelleştirilmiş kesirli integralleri

içeren yeni Hermite-Hadamard-Fejér tipli eşitsizlikler ve genelleştirmeler elde edilmiştir.

Daha sonra genelleştirilmiş kesirli integralleri içeren konveks ve s-konveks fonksiyonların

çarpımı için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. Bulunan sonuçların bazı

özel halleri literatürde mevcut önceki çalışmalarda verilen sonuçları kapsamaktadır. Elde

edilen bu yeni sonuçlar üç farklı makale olarak hazırlanmıştır. Bu makalelerden bir-

incisi “On Generalization of Fejér type Inequalities via Fractional Integral Operator”

başlıklı çalışma altında “International Conference on Advances in Natural and Applied

Sciences (ICANAS 2017)” isimli uluslararası konferansta sözlü bildiri olarak sunulmuş

olup “Filomat” isimli SCI-Expanded kapsamlı dergide yayına kabul edilmiş, ikincisi “On

Generalizations Related to The Left Side of Fejér’s Inequality via Fractional Integral

Operator” başlıklı çalışma altında “International Conference on Mathematics and En-

gineering (ICOME 2017)” isimli uluslararası konferansta sözlü bildiri olarak sunulmuş

olup “Miskolc Mathematical Notes” isimli SCI-Expanded kapsamlı dergide yayına kabul

edilmiştir. Son olarak genelleştirilmiş kesirli integraller yardımıyla iki fonksiyonun çarpımı

için elde edilen yeni Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler “New Hermite-Hadamard Type

Inequalities for Product of Different Convex Functions Involving Certain Fractional Integ-

ral Operators” başlıklı çalışma altında “International Conference on Mathematics and

Engineering (ICOME 2017)” isimli uluslararası konferansta sözlü bildiri olarak sunulmuş

olup “Journal of Mathematics and Computer Science (JMCS)” isimli ESCI kapsamlı

dergide yayına kabul edilmiştir.

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlarda kullanılan genelleştirilmiş kesirli integral ope-

ratörü yardımıyla Riemann-Liouville kesirli integralleri için literatürde var olan Hermite-

Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Grüss, Simpson tipli sonuçların yeni

genelleştirmeleri elde edilebilir.
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5. Set E., Choi, J., Çelik B., “Certain Hermite-Hadamard type inequalities involving

generalized fractional integral operators”, RACSAM, (2017). DOI: 10.1007/s13398-

017-0444-1.

49


