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OZET

SALKOWSKI EGRIiSi VE ANTi-SALKOWSt(I EGRISINDEN ELDE
EDIiLEN SMARANDACHE EGRILERI

BURAK OZTURK
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERi ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI 116 SAYFA

TEZ DANISMANI: DR OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT

Bu calisma alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde c¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Onceki Calismalar boliimiinde Salkowski ve anti-
Salkowski egrileri, Smarandache egrileriyle ilgili ¢alismalara yer verildi. Materyal ve
Yéntem boliimiinde, 3- boyutlu Oklid uzayma ait temel kavramlar, Salkowski ve anti-
Salkowski egrisiyle ilgili temel bilgilere yer verildi. Daha sonra Oklid uzayinda
Smarandache egrileri ve Kiiresel Frenet formiilleri ile ilgili temel kavramlar ifade edildi.

Bulgular Boliimii ¢alismamizin orijinal kismuni olusturmaktadir. Bu bdliimde ilk olarak,
Salkowski ve anti-Salkowski egrilerinin Frenet vektorleri konum vektorlerinden elde edilen
Smarandache egrileri tammlanip, bu egrilerin Frenet aparatlari hesaplandi. Daha sonra bu
egrilerin Frenet vektdrleri tarafindan birim kiire yiizeyi ilizerinde ¢izilen kiiresel gosterge
egrilerine ait Sabban catilar1 olusturuldu. Son olarak, Sabban ¢atilarindan elde edilen
Smarandache egrileri tanimlanip, her bir egrinin geodezik egrilikleri hesaplanmistir. Maple
program kullanilarak elde edilen egrilerin ¢izimleri yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Salkowski egrisi, anti-Salkowski egrisi, Smarandache egrileri,
Sabban gatisi



ABSTRACT

SMARANDACHE CURVES RECEIVED FROM FRENET VECTORS FOR
SALKOWSKI CURVE AND ANTI-SALKOWSKI CURVE

BURAK OZTURK

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS
SCIENCE TEACHER EDUCATION

MASTER’S THESIS, 116 PAGE
SUPERVISOR: DR. OGR. UYESi SULEYMAN SENYURT

This thesis is organized in six chapters. In introduction, main purpose of the is
discussed. Preliminaries part of the thesis is included studies on Salkowski and
anti-Salkowski curves, Smarandache curves. Third chapter is made up of material
and methods that we used those of concepts related to 3-dimensional Euclidean
space, Salkowski and anti-Salkowski curves. Then, basic concepts related to
Smarandache curves and spherical Frenet formulas were expressed in Euclidean
space.

Discussion and results part is the original chapter of our study. In this part, at first the
Smarandache curves obtained from the position vectors of the Frenet vectors of
Salkowski and anti-Salkowski curves are defined and Frenet apparatus of these
curves are calculated. Then, the Sabban frames of the spherical indicator curves
drawn on the surface of the sphere by Frenet vectors of these curves are formed.
Finally, the Smarandache curves obtained from the Sabban frames are identified and
the geodesic curvatures of each curve are computed. By making use of maple
program we draw the pictures of the curves obtained from the calculations.

Keywords: Salkowski curve, anti-Salkowski curve, Smarandache curves, Sabban
frame.



TESEKKUR
Tez konumun belirlenmesi, c¢alismanin yiiriitilmesi ve yazimi esnasinda basta
danigsman hocam Sayin Siileyman SENYURT’a tesekkiir ederim.

Ayn1 zamanda, manevi desteklerini her an iizerimde hissettigim babam, annem,

kardeslerime ve Sevgi DEMIR e tesekkiirii bir borg bilirim.
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1. GIRIS

Sekil 1.1: Ernst Leopold Salkowski

E.L. Salkowski (1844-1923), Konigsberg’te dogmusg Alman bir biyokimyagerdir.

Salkowski, (1909) ”Zur Transformation von Raumkurven” isimli ¢aligmasinda, egriligi
sabit ve torsiyonu sabit olmayan egri ailelerini tanimlamigtir. Literatiirde bu tiir egriler
Salkowski egrisi olarak bilinmektedir. Benzer sekilde egriligi sabit olmayan ve torsiyonu
sabit olan egriler de anti-Salkowski egrisi olarak bilinmektedir. Daha sonra ”Salkowski
curves revisited: A family of curves with constant curvature and non-constant torsion”
isimli calismada kapali egriler icin bir yontem olugturulmustur. Salkowski egrisinin
parametrik denklemi yazilmigtir (Monterde, 2009). Egrinin aslinormalinin sabit dogrultu

ile sabit ag1 yaptigini gostermistir.

Herhangi bir egrinin Frenet vektorleri konum vektorii olarak alindiginda bu vektorler
tarafindan  g¢izilen regiiler egriler Smarandache egrileri olarak bilinmektedir
(Turgut ve Yilmaz, 2008). Daha sonra, Oklid uzayinda 6zel Smarandache egrileri
tanimlanp, bu egrilere ait bazi 6zellikler verilmistir (Ali, 2010). Involiit egrisinin Frenet
vektorleri konum vektorii olarak alindiginda elde edilen Smarandache egrilerinin baz
ozellikleri Sivas, (2014) tarafindan incelenmistir. Benzer ¢alismalar Bertrand ve Mannheim

egri ciftleri i¢in de yapilmugtir (Celik, 2016, Caliskan, 2014).

Koenderink, (1990) tarafindan kiiresel gosterge egrilerine ait Sabban ¢atis1 tammlanarak



bir kiiresel egrinin geodezik egriligi tanimlanmigtir. Daha sonra Sabban ¢atisindan elde
edilen Smarandache egrileri tanimlanip bu egrilerin geodezik egrilikleri hesaplanmigtir
(Tosun ve Tagkoprii, 2014). Altun, (2016) Involiit-evoliit egrileri, Bertrand egrileri ve
Mannheim egrilerine ait Frenet vektorlerinin birim kiire ylizeyi iizerinde ¢izdigi kiiresel
egrilerin Sabban catilarini olugturmustur.  Elde edilen bu catilardan elde edilen

Smarandache egrilerini tanimlamig ve bu egrilerin geodezik egriliklerini hesaplamigtir.

Bu caligmada ise, ilk olarak, Salkowski ve anti-Salkowski egrilerinin Frenet vektorlerinden
Smarandache egrileri tammlandi ve bu egrilerin Frenet aparatlart hesaplandi. Ikinci
olarak, Salkowski ve anti-Salkowski egrisinin Frenet vektorleri tarafindan birim kiire yiizeyi
tizerinde ¢izilen kiiresel egrilerin Sabban catilar1 olusturuldu. Bu catilara ait bazi 6zellikler
verildi. Son olarak, elde edilen Sabban gatilarindan Smarandache egrileri tanimlanip her
bir egrinin geodezik egrilikleri hesaplandi. Maple programi kullanilarak her bir egrinin

¢izimleri yapildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

J.Monterde, ”Salkowski curves revisited: A family of curves with constant curvature and
non-constant torsion” isimli ¢aligmada Salkowski ve anti-Salkowski egrilerinin parametrik

denklemini vererek Frenet aparatlarimi hesaplamigtir (Monterde, 2009).

Turgut ve Yilmaz, ”Smarandache curves in Minkowski spacetime” isimli calismada
Minkowski uzayinda Smarandache egrisinin tanimini vermigtir

(Turgut ve Yilmaz, 2008).

Ali A.T., 7Spacelike Salkowski and anti-Salkowski curves with a spacelike
principal normal in Minkowski 3-Space” isimli c¢alismada spacelike Salkowski ve

spacelike anti-Salkowski egrilerini incelemigtir (Ali, 2009).

Gir ve Senyurt, "Frenet vectors and geodesic curvatures of spheric
indicators of Salkowski curve in E?” isimli caliymada Salkowski egrisinin kiiresel
gostergelerinin =~ Frenet — vektorlerini  ve  geodezik  egriliklerini  hesaplamigtir

(Giir ve Senyurt, 2010).

Senyurt ve Sivas, ”Smarandache egrilerine ait bir uygulama” isimli c¢aligmada
bir « egrisinin Frenet vektorleri T, N;B ve birim Darboux vektori C olmak
tizere NC— Smarandache egrisini tanimlamiglardir. Bununla birlikte NB ve
TNB—  Smarandache egrilerinin  egrilikk ve torsiyonlarmi  hesaplamiglardir

(Senyurt ve Sivas, 2013).

Senyurt ve Caligkan, ”Smarandache curves in terms of Sabban frame of spherical
indicatrix curves” isimli caligmada kiiresel gosterge egrilerinin Sabban catisina gore ozel
Smarandache egrilerini arasgtirmiglardir. Bunun yaninda Smarandache egrilerinin bazi

karakterizasyonlari ile ilgili sonuglar vermiglerdir (Senyurt ve Caligkan, 2013).

Tagkoprii ve Tosun, ”Smarandache curves according to Sabban frame on S?” isimli
calismada S? birim kiiresi iizerinde olugan Sabban catisina gore Smarandache egrilerinin

karakterizasyonlar ile ilgili sonuglar elde etmiglerdir (Tagkoprii ve Tosun, 2014).



Senyurt ve Caligkan, 2015 yilinda 7 N*C*-Smarandache curves of Mannheim curve
couple according to Frenet frame” isimli ¢aligmalarinda Frenet catisina gore Mannheim
egri ¢iftine ait Frenet vektorlerinden elde ettikleri Darboux vektorii ile N*C*-Smarandache

egrisini incelemiglerdir (Senyurt ve Caligkan, 2015).

Giirses, Bektag ve Yiice,” Special Smarandache Curves in R3” isimli calismada spacelike ve

timelike  egrilerini  tanmimlayip baz1  karakteristik  Ozelliklerini  incelemislerdir

(Giirses ve ark., 2016).



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Oklid Uzay:

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid Uzayz ile ilgili temel kavramlara yer verilmigtir.
Tanim 3.1.1 A bosgtan farkl bir ciimle ve V' de K cismi tizerinde bir vektor uzay olsun.
fiAXA—=V

fonksiyonu agagidaki aksiyomlar: saglarsa A ya V ile birlegtirilmis bir afin uzay denir:
A1 :VP,Q,R € Aicin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
Ay VP e AVa € Vigin f(P,Q) =«
olacak sekilde bir tek @) € A noktas1 vardir.
Tanim 3.1.2 V., A ile birlesen bir afin uzay olsun. Py, P, P, P3 € A noktalar ic¢in
{Py Py, PyP,, PyP3} climlesi V nin bir baz ise { Py, P;, Py, P} nokta 4-liistine bir afin gatist

denir. Burada F, noktasina catinin baslangic noktasi , P;,1 < ¢ < 3, noktalarina da

¢atinin birim noktalar1 denir. boyV = 3 ise A ya 3-boyutlu bir afin uzay denir.
Tanim 3.1.3 A ile birlegen afin uzay V' olsun.
():VxV =R

fonksiyonu asagidaki aksiyomlar:1 saglarsa bu fonksiyona i¢ carpim fonksiyonu denir:

Vr,y,z€ V,Va,b e R icin

a. Bilineerlik Aksiyomu;
(az + by, 2) = a(z, 2) + b{y, 2),

(r,ay + b2) = a{z, 5) + b{z, 2),
b. Simetri Aksiyomu;
(x,y) = (y,2),
c. Pozitif Tamimhlik (kararlilik) Aksiyomu;

(x,x) >0, (r,xz) =02 =0.



Tamim 3.1.4 R? afin uzay, V X,Y € R? olsun,
() RPX R = R (X,Y) = 2191 + 2210 + T3y3

seklinde tanimh fonksiyon i¢ carpimdir. Bu fonksiyona standart i¢ carpimin tanimli oldugu
R3 vektor uzay ile birlegen afin uzayma 3-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve R? ile

gosterilir.
Tanmim 3.1.5 X = (z1,79,73), Y = (y1,¥2,y3) € R? olmak {izere,
d : R*xR*—=R

(X,Y) = d(X,Y) = |XY| =

seklinde tamimlanan d fonksiyonuna uzaklik fonksiyonu , d(X,Y") reel sayisina da X ve Y

noktalar: arasindaki uzaklik denir.

Tanim 3.1.6 a : I C R — R3 a(s) = (ai(s),as(s),asz(s)) diferensiyellenebilir
fonksiyona R? te bir egri denir. Burada [ araligina o egrisinin parametre araligy, s € I

degiskenine de « egrisinin parametresi denir.

Tanim 3.1.7 « : I C R — R? birim hizh egrisinin teget, aslinormal ve binormal

vektorleri sirasiyla

O/I(S)

T(s)=d'(s), N(s)= T () B(s) =T(s) AN N(s)

seklinde tamimlanir. Bu vektorlere Frenet vektorleri adi verilir. a birim hizli egri degil ise

bu vektorler
/
T(s) = &’
lo’(s)]
seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983).

a/(s) N a(s)
N(s) =B(s) AN B(s) =
(s) (s) (s), (s) [o/(s) A a(s)]
Tamim 3.1.8 Birim hizh o : I — R3 egrisinin teget vektorii 7' olsun.
k: I =R, k(s)=[T(9)

seklinde tanimli fonksiyona a egrisinin egrilik fonksiyonu , (s) sayisina egrinin «a(s)

noktasidaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014).
Tanim 3.1.9 Birim hizh a : I — R? egrisinin Frenet vektorleri T, N, B olsun.
7:1 >R, 7(s)=—(B'(s),N(s))

seklinde tamimh fonksiyona burulma fonksiyonu , 7(s) sayisina da egrinin a(s) nok-

tasindaki burulmas: denir (Sabuncuoglu, 2014).



Eger egri yay parametresi ile verilmemis ise x egriligi ve 7 burulmasi sirasiyla

[o'(s) A ()| _ det(d/(s),a"(s),a"(s))

) = T EE o T T T e Ae )

(3.1.1)
denklemiyle verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 3.1.1 « : [ — R3 egrisinin Frenet 3-ayakhs1 {T', N, B}, egriligi x ve torsiyonu 7

olsun. Bu durumda Frenet formilleri

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s)+ 7(s)B(s) (3.1.2)
B'(s) = —1(s)N(s)

bagntisiyla verilir (Hacisalihoglu, 1983).



3.2 Oklid Uzayinda Salkowski Egrisi ve Anti-Salkowski Egrisi

Tanim 3.2.1 (Salkowski egrisi) Herhangi bir m € R i¢in m # :F\/ig , Oven = s

olmak fizere;

1 l—n . l+n | 1.
Ym(s) = Vi ( T sin((1 +2n)s) — =20 sin((1 — 2n)s) — 5 sin(s),

—4(1 _T_ Zn) cos((1 +2n)s) + —4(1 j_L Zn) cos((1 —2n)s) + %COS(S)’ ﬁ COS(2n8)>

seklinde tamiml egriye Salkowski egrisi denir. Salkowski egrisinin geometrik elemanlari

ve Frenet vektorleri

B B , _ cos(ns)
r(s) = 1 ve 7(s)=tan(ns), |v,(s)| = Wi
T(s) = — (cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns), sin(s) cos(ns) — n cos(s) sin(ns), % sin(ns))
N(s) = n <Sh;§5) , —COZ(LS) , —1) (3.2.1)
B(s) = <— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns), — sin(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns), % cos(ns))

seklinde verilir (Monterde, 2008). m =
grafikler Sekil (3.1) de verilmistir.

11 1 v .. VI .
, 5,376 degerleri igin Salkowski egrisine ait

W=

Sekil 3.1: Salkowski egrisi



Tanim 3.2.2 (anti-Salkowski egrisi) Herhangi bir m € R i¢in m # :|Z\/ig , 0 ve

n = \/111? ‘olmak tizere
Bm(s) = (W (n(l — 4n® + 3 cos(2ns)) cos(s) + (2n* + 1) sin(s) sin(2ns)>,
n

20’ — )m (n(l — 4n® + 3 cos(2ns)) sin(s) — (2n* + 1) cos(s) sin(2ns),
n?—1

™ (2ns + Sin(2ns))>>

seklinde tanimh egriye anti-Salkowski egrisi denir. Bu egrinin Frenet aparatlar:

cos(ns)

V14 m?

k'(s) = tan(ns) ve 7(s)=1, [B,(s)ll=

n

T(s) = — (cos(s) sin(ns) — nsin(s) cos(ns), sin(s) sin(ns) + n cos(s) cos(ns), — cos(ns)

m

m m

).

N*(s) = n(Sin(S>,—COS(S),1>, (3.2.2)

n

B*(s) = <— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns), —sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns), — sin(ns))

m

seklinde verilir (Monterde, 2008). m = %, %, %, % degerleri i¢in Anti-Salkowski egrisine ait

grafikler Sekil (3.2) de verilmistir.

Sekil 3.2: Anti-Salkowski egrisi



3.3 Oklid Uzaymda Smarandache Egrileri

Tanim 3.3.1 Konum vektorii, herhangi bir o egrisinin Frenet vektorleri olan ve bu
vektorler  tarafindan  gizilen  regiiler  egriye = Smarandache  egrisi  denir
(Turgut ve Yilmaz, 2008).

Bu tanim su sekilde de verilebilir:

Tanim 3.3.2 « : [ — R3 birim hizh regiiler egrinin Frenet gatis1 {7, N, B} olsun.

a(s)T(s) +b(s)N(s) + c(s)B(s)
Va(s)?+ b(s)? + c(s)?

B(s) = (3.3.1)

vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Senyurt, 2013).

Tanim 3.3.3 o : I — R? birim hizh regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {7, N, B} olsun.
TN — Smarandache egrisi

1
Brn = E(T—FN)

seklinde tanimlanir (Ali, 2010).

Teorem 3.3.1 T'N — Smarandache egrisinin xg,, egriligi ve 73, torsiyonu sirasiyla,

T2 .2
P \/5\/291 + p3 +2p3

(2% 4 72)

V2((62 4+ 72 — k) (ka3 + 7q1) + (57 + 7) (@2 — @) + (K + K') (kg3 — Ta))
(T(2R2 + 72) + k1! — K'T)2 4+ (KT — KT')2 + (2K% + KT2)2

)

TBrn =

seklinde verilir. Burada p1, p2, p3, 91, G2, q3

p = —(K*2K*+7%) +7(1K — k7)),
pr = —(K*(2K*+37%) +7(7% — 7K + KT)),

ps = k(T(2% +7°%) = 2(7K' — KT')),

q = K +r(1*—3K) -k,
@ = —K — k(TP +3K) =317 + K,
@3 = —KT—1 421k + T + 7"

seklinde birer katsayilardir, (Ali, 2010).
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Ispat. TN-Smarandache egrisinin S,y YAy parametresine gore tiirevi alimirsa

dsgry  (—kT + KN +7B)

T, = 3.3.2
Brn ds \/i ( )
d
olur ve norm almirsa 2T ifadesi
s
dsgry  [26%+ 72
ds 2
seklinde bulunur. Bu ifade (3.3.2) de yerine yazilirsa Sry egrisinin teget vektori
T (5) —kT + kN + 1B
S) =
P Norema
olur. Buradan tekrar tiirevi alinirsa katsayilar
_ 2 2 2 / /
m = —(kK2r"+7°)+7(7r — kT")),
pr = —(K*(26%+37) +7(7% — 7K + KT)),
ps = K(T(26% +7%) = 2(7K — KT))
olmak iizere T tiirevi
TN
V2
; =—— (T N B 3.3.3
ﬂTN(S) (252 +T2)2 (p]. +p2 +p3 ) ( )

seklinde bulunur. Sry egrisinin egriligi kg, ile gosterilirse (3.3.3) bagntisindan kg,

egriligi
/2 2 2
. ’ . py + p3 + p3
KBrny = ”T,BTNH =  Rgry = \/5 (2/'{2 + 7_2>2
olur. Bry egrisinin aslinormali N, ile gosterlilirse
N . 15, No  — T + p2N + p3B
BrN T HT/ H = BrN — 5 3 5
BrN VDI + 3+ Dp3

seklinde bulunur. Bg,, = T3, N Ng,, oldugundan Bg,, vektori

11



(kps — Tp2)T + (kps + Tp1)N + (—kKp2 — kp1) B
V(P2 + 13+ p) (262 + 72)

BﬁTN -

olur. Sy egrisinin ikinci ve tliglincii tiirevleri sirasiyla

" —(K2+ KT + (K — k> = 7?)N + (k7 + 7')B

TN — \/§

o _ 0T+ @GN+ B
TN \/5

ve

dir. Burada q1, ¢, ¢3

q = K+ r(1?=3K) -k,
@ = —K —k(T?+3K) =317 + K,
g3 = —KT—1342K + w7+ 7"

seklinde birer katsayidir. Sy egrisinin torsiyonu 7g,, ile gosterilirse 73, , torsiyonu

oy = det(Brn, Brn, Prv)
o 187n A BrNl?
V2((s2 4+ 72 — ) (ka3 + 7q1) + (57 + 7) (@2 — @) + (K> + £) (kg3 — Ta))
(T(2R2 + 72) + k1! — K'T)2 4+ (KT — KT')2 + (2K + KT2)2

TBrn =

seklinde bulunur. [J

Tanim 3.3.4 « : [ — E? birim hizh regiiler egrinin Frenet catist {T, N, B} olsun.
N B— Smarandache egrisi

1
Bne = E(N + B)

seklinde tanimlanir (Ali, 2010).

Teorem 3.3.2 NB— Smarandache egrisinin xg, , egriligi 75, , torsiyonu sirasiyla,

_ VPP g

o (272 + K2)2 7

\/5(27’3q4 + 27267 + TR2qy + K3qs — K'Tg — K'Tqs + KT g + KT'q5)
(T(272 + £2))2 + (—7K + K7")2 + (272K + K* — K'T + KT')?

T8N —
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dir. Burada py4, ps, ps, 94, q5, G

pys = 1277k + K* — 2K'T + 2K77),

ps = =211 —37%6% — k1 4+ KTk — K27,
pe = —271 —7Kk? — KTk + KT,
3 3 / / "
Qs = —TK+K +KTH+ 2T — K,
¢ = T°+7K? — 3Kk + 377 — 7,
@6 = T 4+71K2 =317 — 17"

seklinde birer katsayilardir (Senyurt, 2013).

Ispat. N B-Smarandache egrisinin Sgyp yay parametresine gore tiirevi alimirsa

dsgy, (=T — TN +7B)

Tsyp I = 7 (3.3.4)
dSBNB : :
olur. Norm alimirsa —*= ifadesi
s
dsgyp, |27+ K2
ds 2
seklinde bulunur. Bu ifade (3.3.4) de yerine yazilirsa fyp egrisinin teget vektorii
Ty (5) = —kT — TN +71B
Pe V212 + K2
olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar
ps = 71277k + K — 2K'T + 2K7),
ps = —211 —37%k? — k' + KTk — K27,
pe = —210 —7%k? — KTk + K3
olmak iizere Ty (s) tiirevi
V2
Thyp(s) = ~(paT + psN + psB) (3.3.5)

(272 + K2?)
seklinde bulunur. Syp egrisinin egriligi ks, ile gosterilirse (3.3.5) bagintisindan kg, ,

egriligi

_ VPP G

HﬁNB = HTéNBH = K‘ﬁNB (27_2 + I€2>2
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olur. Byp egrisinin aslinormali N, , ile gosterlilirse

/!

1 psT + psN + pgB
_ BNB _ Dba 5 6
Na2 = || . “ E Na2 = 5 5 5
NB V Py P35 Ds

seklinde bulunur. Bg,, = T3, , A Ny, oldugundan Bg,, vektori

(—=mps — Tps)T + (kps + TP2) N + (—kps + Tps) B
V@I + P2+ ) (272 + K2)

BIBNB =

olur. Syp egrisinin ikinci ve tigiincii tiirevleri sirasiyla

" (k' + k1) T+ (K2 =17 —7)N + (-7 +7')B

NB — \/5

mo_ q4T" + gsN + g6 B
NB \/5

ve

dir. Burada katsayilar

@ = —TRh+R+ET+27 — K,
g = T +7K?—3kK' + 3737 — 7",
s = B4t =3rr — 17"

seklindedir. Syp egrisinin torsiyonu 73, , ile gosterilirse 73, , torsiyonu

T :det(ﬁng75K/'Ba K;B)
N B A Bl

V2(273qy + 27%kKqs + TR Qu + K3qs — K'Tqs — K'Tqs + KT'qs + KT'q5)
(T(272 4+ K2))2 + (—7K' + KT')2 + (272K + K3 — K'T + KT')?

T8N =

seklinde elde edilir. [J

Tanmim 3.3.5 o : [ — E? birim hizhi regiiler egrinin Frenet catis1 {T, N, B} olsun.
T B— Smarandache egrisi

1
6TB — E(T'}‘ B)

seklinde tammlanir (Ali, 2010).



Teorem 3.3.3 T'B— Smarandache egrisinin xg,, egriligi 75,, torsiyonu sirasiyla,

~V2(k2+T72)

Ii -_———
Bre k— T )

V2(K3qy — 2K*Tqy + K*Tqr + KT2q9 — 2K7%G7 + Tq7)

e (r(s = )22+ (s — 7)2)°

dir. Burada g7, gs, q9

g7 = —3kK + 267 + KT,

2

s = I<03+Tf£ —l€7'2+7'3—|—li”—7'//,

Q@ = kT +2K'T =377

seklinde birer katsayilardir (Ali, 2010).

ispat. T B-Smarandache egrisinin sg,, yay parametresine gore tiirevi alimirsa

dsg,, (k —T)N

T = 3.3.6
BrB ds \/5 ( )
dSBTB : .
olur. Norm alinirsa —=£ ifadesi
s
dSﬁTB _ (’i - T)2
ds 2
seklinde bulunur. Bu ifade (3.3.6) de yerine yazilirsa Orp egrisinin teget vektorii
T/BTB(S) =N
olur. Bu ifadenin tekrar turevi alinirsa
, 2
Ty .(s) = (—kT + 7B) (3.3.7)

KR —T

seklinde bulunur. Srp egrisinin egriligi kg, ile gosterilirse (3.3.7) bagintisindan kg,

egriligi
2(k? +712)
tprs = |Tppll = Kppp = B e—
olur. Brp egrisinin aslinormali Ng, , ile gosterlilirse
T —kT + 1B
B —
Ngrp = T/TB = Npgp = T e 9
(| V24T



seklinde bulunur. Bg,, = Tg,, N Ng,, oldugundan Bg,, vektorii

B 7T+ kB
Brp — /—1{2—1—72

olur. Srp egrisinin ikinci ve ti¢linci tiirevleri sirasiyla

" (—k*+76)T + (K — 7')N + (k7 — 7*)B

TB — \/5

ve
" q7T + QSN + Q9B

TB — \/5

dir. Burada katsayilar

qgr = —3rk + 257 + KT,

2

gs = K47 =kl + 70+ R =7,

q = kT +2K'T =377

seklindedir. Srp egrisinin torsiyonu 73, ile gosterilirse 73, torsiyonu

- _ det(Brg, Brp, Brp)
B A Bl

V2(K3qy — 2K*Tqy + K*Tqr + KT2q9 — 2K7%q7 + Tq7)

e (7l = )22+ (s — 7)2)°

seklinde elde edilir. [J

Tanim 3.3.6 o : I — E3 birim hizh regiiler egrinin Frenet catist {T, N, B} olsun.
TN B— Smarandache egrisi

Brag = %

seklinde tammlanir (Ali, 2010).

(T + N + B)
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Teorem 3.3.4 T'N B— Smarandache egrisinin s, , egriligi ve 73, , torsiyonu sirasiyla,

V3y/ P2+ pE + p?

Fbrvs = 2(k2 + 72 — KT)2’

\/3(2&36112 — 2K%Tqua + 2K%Tquo + 26T2q1a — 26T2qu0 + 273 qu0 + KT/ qia — K'Tque

+r7'q11 + KT quo — K'Tq11 — /@/TQ10>

TPraa = (2kT(k —T) + 273 + KT — K'T)* + (2K — 267 (K — T) + KT' — K'T)?

+(k7T' — K'T)?

dir. Burada p7, ps, po, qi0, qi1, ¢12

pr = 2% —A7?KE + 473 — 2k — 26T 4 KTR 4 27RT — KT,

ps = =210 4273k — 47%k2 4+ 27K — 261 + KPP 4+ KTk — K2 — TRT,
py = =270 +473%K — 47 K? 4+ 27R3 + K'T? — 2K/ TR — TRT' + 2K%T,

qo = —K' +rK =3k + 27k + 1K + 7K,

gn = -3k +Kk" =7 — k3 — kTP + TR+ 13 = 317,

Qo = —KTH26T =317+t +7" =73

seklinde birer katsayilardir (Senyurt, 2013).

Ispat. TN B-Smarandache egrisinin SN YAy Parametresine gore tirevi alinirsa

dsgryy  —KT +(k—T)N+7B

T — 3.3.8
BrNB ds \/g ( )
d
olur. Norm alinirsa prnp ifadesi
s

dSprys _ \/2(/@2 + 72 — KT)
ds 3

seklinde bulunur. Bu ifade (3.3.8) de yerine yazilirsa Sryp egrisinin teget vektori

—kT 4+ (k—7)N+ 7B
V2(K2 + 72 — KT)

T,BTNB (S) -
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olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

pr = 2%k — AR+ 47k3 — 251 — 26T + KTR 4 27RT — KPT,
ps = =211+ 273k —A7%Kk2 4+ 27K3 — 2k + KT 4 KTR — K27 — TRT,
po = =210+ 473K — 472 Kk2 4+ 27K + K12 — 2k/TR — TRT + 2827

olmak iizere Tj (s) tiirevi

V3

K2+ 712 — KT)?

Thrwn(®) = o (0T +psN +pyB) (3.3.9)

seklinde bulunur. Sryp egrisinin egriligi kg, , ile gosterilirse (3.3.9) bagintisindan xg,
egriligi

V3\/p2 + pE + p}

2(k2 4+ 72 — KT)?

KBrng = ”T[,?TNBH =  KRBpnp —

olur. Bryp egrisinin aslinormali Ng,., , ile gosterlilirse

/

3 prT + psN + py B
NﬁTNB = ||T+NB” = NﬁTNB = 5 5 5
BrNB V P7 + Dg + Py

seklinde bulunur. Bg, ., = Ts,x5 N Naynp 0ldugundan Bg,, , vektorii

((k — 7)pg — Tps)T + (kpg + Tp7)N + (—Kps — (k — T)p7) B
V2(k2+ 72 — k1) (% + P+ p3)

BBTNB -

olur. Srnp egrisinin ikinci ve iiglinci tiirevleri sirasiyla

" (—k' = K2+ 7R) T+ (—K*+ K —7 —T)N + (k7 — 2+ 7')B

TNB — \/§

ve
w @l +quN+qaB

TNB — \/g

dir. Burada katsayilar

qo = —K'+ kK =3k +27k+ 7K + 7K,
qn = 36k +r —1" =Kk —kr?+1R2+ 7 =377,
Q2 = —KTH2WT =377+ +7" =13
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seklindedir. Sryp egrisinin torsiyonu 7g,.,, ile gosterilirse 73, , torsiyonu

- det(Brng, Brnp: Brng)

7’5 =
e 187n5 A Brasll?

I

\/3(2/%36112 — 2K%Tqua + 2K%Tquo + 26T2q1a — 26T2qu0 + 273 qu0 + KT/ qia — K'Tque

+r7'q11 + KT quo — K'Tq11 — FJ/TQlO)

7_ pr—
P (2kT(k —T) + 273 + KT — K'T)* + (2K — 267 (K — T) + KT' — K'T)?

+(k7T' — K'T)?

seklinde elde edilir. [J
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3.4 Kiiresel Serret-Frenet Formiilleri

Tanim 3.4.1 v = ~7(s) birim vektoriiniin birim kiire yiizeyinde ¢izdigi egrinin teget
vektori t(s) = 7/(s) ve d(s) = v(s) A t(s) olmak tizere {v(s),%(s),d(s)} ortonormal sis-
temine Sabban gatisi denir (Tagkdprii ve Tosun, 2014).

Teorem 3.4.1 v : I — S? birim hizh kiiresel egrisinin Sabban gatis1 {~y(s),#(s),d(s)}

olsun. Bu egrinin kiiresel Frenet formiilleri,
V(s) = t(s), t(s)=—(s)+ Kyls)d(s) , d(s)=Ky(s)t(s)  (3.41)

seklinde verilir. Burada K,

K, = (t',d) (3.4.2)

seklinde verilen bir geodezik egriliktir (Koenderink, 1990).

Ispat. t'(s) € S,{7(s),t(s),d(s)} oldugundan
t'(s) = a1y(s) + azt(s) + azd(s) , a1, az, a3 € R
seklinde yazilir. Burada

(t'(s),7(5)) = ar, (H'(s),1(s)) = az, (t'(s),d(s)) = Ky = a (3.4.3)

olur. (t(s),v(s)) = 0 idi. Bu esitligin tiirevi alinirsa

olur. Buradan #'(s) vektori

seklinde elde edilir.
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Simdi d'(s) = —K,(s)t(s) oldugunu gosterelim. d'(s) € S,{(s), ¢(s),d(s)} oldugundan
d'(s) = byy(s) + byt (s) + bsd(s) , by, by, by €R
seklinde yazilir. Buradan
(d(s),7(s)) = b, (d(s),t(s)) = b2, (d(5),t(s)) = Ky =bs

olur. (d(s),7(s)) = 0 oldugundan bu esitligin tiirevi alinirsa

(d(s),7(s)) =0 = ((d'(s),7(s)) + (d(s),7(5))) = 0
= (d(s),7(s)) =0 =1

bulunur. (£(s),d(s)) = 0 esitliginin tiirevi alimirsa

(t(s),d(s)) =0 = ({t'(s),d(s)) + (t(s),d (s))) = 0
= Ky +(i(s), d'(s)) =
= (d'(s),t(s)) = =Ky = by

olur. (d(s),d(s)) = 0 ifadesinden tiirev alinirsa

(d(s),d(s)) =0 = ((d'(s),d(s)) + (d(s),d'(s))) =0
= 2(d(s),d'(s))=0
= (d'(s),d(s)) = 0= b

bulunur. Buradan d'(s)

seklinde elde edilir. [J
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliim g¢aligmanin orjinal kismini olugturmaktadir. Burada, Salkowski ve anti-
Salkowski egrisine ait Frenet vektorleri konum vektorii olarak alindiginda bu vektorler
tarafindan cizilen diferensiyellenebilir Smarandache egrileri tanimlandi ve bu egrilerin

Frenet aparatlar1 hesaplandi.

4.1 Salkowski Egrisinin Frenet Vektorlerinden Elde Edilen
Smarandache Egrileri

Tanim 4.1.1 Salkowski egrisinin teget vektorii 7" ve aslinormal vektorii N olsun.

() = —=(T + N)

V2

seklinde taniml 7, (s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye T'N-Smarandache egrisi denir.

Bu esitlikte 7" ve N vektorlerinin yerine (3.2.1) den kargiliklar: yazilirsa ; (s)-Smarandache
egrisinin ifadesi
1 : : n . :
7(s) = — (Cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns) + — sin(s), sin(s) cos(ns)

\/§ m

—n cos(s) sin(ns) — % cos(s), —% sin(ns) — n)

. 1 V) e e VS . .
seklinde olur. Burada m = 3,3z, 5,75 degerleri i¢in egriye ait grafikler Sekil 4.1 de

0|

verilmigtir.

Sekil 4.1: T'N-Smarandache egrisi
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Teorem 4.1.1 ~v;(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri

1
T (s) = —/QJF—TQ(—T+N+TB)>
1
N. = asT + a3)T + (—ay7m — ag3)N + (a1 + a9)B),
7 (s) \/2+72\/a§+a3+a§<<2 3)T + (—ar7 — a3)N + (a1 + az) B)
1
B, (s) = ~(a1T + azN + a3 B)

a? + a3 + a?

seklinde verilir. Burada aq, as, as
a=2T+7+7, ay=7, a3 = 2+7° (4.1.1)

seklinde birer katsayidir.

Ispat. ~;(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna gore s parameteresine gore tiirev

almirsa
dryy ds* 1
/ — - T/ N/
M (S> ds* ds \/§< + )

seklinde olur. Burada 7" ve N’ vektorlerinin yerine (3.1.2) den karsiliklar: yazilirsa i (s)
vektorii
ds* 1

n(s) = Ly = ﬁ(_TJF N +7B) (4.1.2)

ds* ds* [2 + 72
olur. Buradan norm almirsa ds ifadesi ds = ZT dir. Bu ifade (4.1.2) de yerine

s s
yazilirsa 71 (s)-Smarandache egrisinin 77, (s) teget vektorii

T

1
(s) = —m(—T—l— N +7B)

seklinde bulunur. Burada T, N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den

kargiliklar: yazilirsa 77, (s) teget vektorii

(£ sin(s) cos(ns) + cos(s), —2 cos(s) cos(ns) + sin(s), —n cos(ns))

cos?(ns) + 1

olur. v;(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa 4y (s) vektori
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Ms) = (= — 72 T4+ 7
mﬁ%\@(T N+ (7 +7)B)

seklindedir. i (s) ve 7/ (s) vektorlerinin v (s) A 7 (s) vektorel ¢arpimi

1
Y1(8) A (s) = §(a1T + asN + a3B)

dir. Buradan norm almirsa ||v](s) A~y (s)|| ifadesi

1
() A (s)ll = 5/ ai + a3 + a3

seklinde olur. 7;(s)-Smarandache egrisinin B., (s) binormal vektorii
/ /\ "
B, (s) = (AN
71 (s) AT (s)l]

bagintisindan
1

By, (s) =
" \a? + a3 + a?

seklinde bulunur. Bu esitlikte, T, N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1)

(alT + (IQN + agB)

den karsiliklar: yazilirsa B,, (s) binormal vektorii

B, (s) = 2\1/)\_1 (n cos(s) cos(ns) + n?sin(s) sin(ns) + % sin(s) cos®(ns),
n sin(s) cos(ns) — n? cos(s) sin(ns) — % cos(s) cos?(ns),

2 2
n? n® .
o n 1
5 cos (ns) + - sin(ns) + )

seklinde olur. Burada A\; = (cos?(ns) + 1)% 4+ 2m((cos*(ns) + 1) sin(ns) + m) dir. Son
olarak N, (s) = B,, (s)AT}, (s) oldugundan 7; (s)-Smarandache egrisinin N, (s) aslinormal
vektor

1

Ny, (s) =
" V262 + 12\/a} + a3 + a?
dir. Bu esitlikte T, N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar

((aeT 4+ a3k)T + (—a17 — azk)N + (a1k + azk)B)

yazilirsa N, (s) aslinormal vektorii

N, () = & 1/“ ((COSQ(TLS) +1) <% cos(s) cos(ns) — sin(s)) + nsin(ns)( - % sin(s)
+ cos(s) cos(ns)) , (cos?(ns) + 1) (% sin(s) cos(ns) + cos(s))

+nsin(ns) (sin(s) cos(ns) + % cos(s)) ,n? sin(ns))
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seklinde elde edilir. Burada p; = (cos?(ns)+1)*>+2(cos?(ns)+1)((cos?(ns)+1) sin(ns)+m)
dir. O

Teorem 4.1.2 7, (s)-Smarandache egrisinin ., egriligi ve 7,, burulmasi sirasiyla

Graita3 _ V2(abi +asbs + ashy)
VZ+rp ai + a5+ aj

K'Yl =

seklinde verilir. Burada by, by, b3
bi=1+72, by=—-1-7"=-317", by = —1—7+7+7" (4.1.3)

seklinde birer katsayidir.

ispat. 7, (s)-Smarandache egrisinin ., (s) egriligi (3.1.1) bagmtisimdan

[71(s) AT (s)l]

o (5) EAOLE

seklinde yazilir. Burada gerekli iglemler yapilirsa k., (s) egriligi

 V2ad +ad+ a3
8] = T gy

seklinde bulunur. Burada k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsihiklar: yazilirsa x., ()

egriliginin ifadesi

o (5) = \/2(c082(ns) + 1)2 4+ 4m((cos?(ns) + 1) sin(ns) + m)
" (cos?(ns) +1)3 ’

olur. 7/ (s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa
1
V2

olur. 7 (s)-Smarandache egrisinin 7., (s) burulmasi (3.1.1) bagintisindan

det(71(s),71(s), 1" (s))
71 (s) AT ()]

’}/il/<8) (blT + ng + bgB)

Ty (5>

seklinde yazilir. Gerekli islemler yapilirsa 7, (s) burulmasi

\/§(a1b1 + asby + azbs)
(af + a3 + a3)

Ty (5) =
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seklinde bulunur. ay, as, as, by, b, by katsayilarinin yerine (4.1.1) ve (4.1.3) den karsiliklar
yazilirsa 7, (s) burulmasimin ifadesi

(—3m?sin(ns) — m(cos?(ns) + 1))v/2 cos(ns)
(cos?(ns) + 1)2 + 2m((cos?(ns) + 1) sin(ns) + m)

T (S) =

seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.1.2 Salkowski egrisinin normal vektori N ve binormal vektorii B olmak iizere

1
Ya(s) = E(N + B)

seklinde tanimli 75(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye N B-Smarandache egrisi denir.
Burada N ve B vektorlerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar yazilirsa 75 (s)-Smarandache

egrisi

\/§ m

—n cos(s) cos(ns) — ﬁ, n cos(ns) — n)
m’m

Ya(s) = 1 ( — cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns) + n sin(s), — sin(s) sin(ns)

seklinde olur. Burada m = ,%,%, % degerleri ic¢in egriye ait grafikler Sekil 4.2 de

W=

verilmigtir.

{EEE

Sekil 4.2: N B-Smarandache egrisi

Teorem 4.1.3 v5(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri

1
T72(8> = ﬁ(—T—TN‘f‘TB),
1
N, (s) = asT + agT)T + (—aym — ag) N + (—as7m + as)B),
) = g (@ T (e —a)N + (o +ac)B)
1
B, (s) = =(a4T + asN + agB)

2 2
ay + az + ag

seklinde verilir. Burada ay4, as, ag
ag = T, as=27%, ag=1+27° (4.1.4)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. ~s(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna gore s parameteresine gore tiirev

alinirsa
drys ds* 1
/ _ 77 T N/ B/
72(5) ds* ds \/§< + )

seklinde olur. Burada N’ ve B’ vektorlerinin yerine (3.1.2) den kargiliklar1 yazilirsa +5(s)

vektoru
() =1, %~ L Cr_iN1rB) (4.1.5)
= — = —((-T -7 T 1.
’72 2 dS \/5
olur. Norm alinirsa ifadesi
s
ds* 1+ 272
ds 2

dir. Bu ifade (4.1.5) de yerine yazilirsa v,(s)-Smarandache egrisinin 7., (s) teget vektorii

1
T

72(5) = ﬁ(—T — TN+TB)

seklinde bulunur. Burada T, N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den

kargiliklar yazilirsa 717, (s) teget vektori

T, (s) = —F—=; ! (2 sin(s) sin(ns) + cos(s), _n cos(s) sin(ns) + sin(s), —n sin(ns))
sin®(ns) + 1\ ™M m

seklinde olur. ~4(s) vektoriiniin tekrar tiirevi almirsa 4 (s) vektorii

V(8) = (7T + (-1 — 7' — )N + (= + 7)B)

V2

olur. v4(s) ve 74 (s) vektorlerinin v5(s) A 4 (s) vektorel ¢arpimi

1
Yo(8) Ay (s) = §(a4T +asN + agB)

olur. Norm alinirsa ||v5(s) A 75 (s)]| ifadesi
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1
1v2(8) A2 ()l = 5/ @i + a3 + ag

bulunur. 7, (s)-Smarandache egrisinin B, (s) binormal vektorii

() AR
Bl = s Al

bagintisindan

1
5 (CL4T + CL5N + CLﬁB)

Bou(s) = ai + at + a?

olur. Bu ifade de T, N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar

yazilirsa B,,(s) binormal vektor

n

! ((sinQ(ns) +1) <ﬁ cos(s) sin(ns) — sin(s)) + ncos(ns) (— sin(s)

VA2

— cos(s) Sin(ns)>, (sin?(ns) + 1) (% sin(s) sin(ns) + cos(s))

BV2(3> =

m m

33

—n cos(ns) ( sin(s) sin(ns) + % cos(s)) ,—n? cos(ns))

seklinde olur. Burada
Ay = (sin®(ns) + 1)? — 2m((sin*(ns) + 1) cos(ns) — m)

dir. 7(s)-Smarandache egrisinin N.,(s) aslinormal vektérii N,,(s) = B,,(s) A T,,(s)

oldugundan
1

= asT + agT)T + (—au7m — ag) N + (—ay7m + as)B
\/1+272\/ai+a§+ag((5 o)T + (—aum = ag) N + (~asr + a5) B)

N, (s)

bulunur. Burada T', N, B vektorleri ile k ve 7 yerine (3.2.1) den kargiliklar: yazilirsa N, (s)

aslinormal vektori

N, (s) = ! (n cos(s) sin(ns) — n*sin(s) cos(ns) + v sin(s) sin®(ns),

72 % /_ILL p m
2

n sin(s) sin(ns) + n* cos(s) cos(ns) — % cos(s) sin®(ns),

2 2
n* ., n
v - |
g sin (ns) - cos(ns) + >
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seklinde elde edilir. Burada
p2 = (sin?(ns) + 1) — 2m(sin*(ns) + 1)((sin*(ns) + 1) cos(ns) — m)
dir. OJ

Teorem 4.1.4 ~,(s)-Smarandache egrisinin x,, egriligi ve 7., burulmas: sirasiyla

o ai+ai+a? o V2(a4by + asbs + agbg)
72 (V1torep =™ ai +a? + a2

seklinde verilir. Burada by, b5, bg
by = TPH1+20", by =7(r" +1-37") = 7", b =7(~7" — 1 37") + 7"(4.1.6)

seklinde birer katsayidir.

ispat. 75(s)-Smarandache egrisinin ., (s) egriligi (3.1.1) bagmtismdan

e Al
SO MBI

seklinde yazilir. Gerekli islemler yapilirsa k., (s) egriligi

N ORI

seklinde bulunur. Burada x ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar: yazilirsa x., ()

egriliginin ifadesi

o (5) = 2(sin?(ns) + 1)3 — 4m((sin*(ns) + 1) cos(ns) — m)
b (sin®(ns) + 1)3

dir. 74(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

1

% (s) = 7

olur. 7,(s)-Smarandache egrisinin 7,,(s) burulmas: (3.1.1) bagintisindan

(b4T + bsN + b6 B)

det(75(s),75(5), 7' (5))
[l75(s) A3 (s)]2

Tz (5> =
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seklinde yazilir. Gerekli islemler yapilirsa 7., (s) burulmasi

\/5(&4[94 + CL5b5 + CLGbG)
(a% + a2 + ad)

Tz (S) =

seklinde bulunur. Burada a4, as, ag, by, bs, bg katsayilar yerine (4.1.4) ve (4.1.6) den

kargiliklar1 yazilirsa 7., (s) burulmasimin ifadesi

(3m? cos(ns) — m(sin®(ns) 4+ 1))v/2sin(ns)
(sin?(ns) + 1)2 — 2m((sin®(ns) + 1) cos(ns) — m)

Ty (8)

seklinde elde edilir. [J
Tanim 4.1.3 Salkowski egrisinin teget vektorii 7' ve binormal vektori B olmak iizere

1
Y3(s) = E<T+ B)

olarak tanmiml ~3(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye T'B-Smarandache egrisi denir. Bu-
rada T ve B vektorlerinin yerine (3.2.1) den kargihiklar yazilirsa 73(s)-Smarandache

egrisinin ifadesi

v3(s) = L ( — cos(s) cos(ns) — cos(s) sin(ns) — nsin(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns),

V2

— sin(s) cos(ns) — sin(s) sin(ns) + n cos(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns),

L cos(ns) — n Sin(ns))

m m

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri i¢in egriye ait grafikler Sekil 4.3 de verilmistir.

g8 8@

Sekil 4.3: T'B-Smarandache egrisi
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Teorem 4.1.5 v3(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri

(—asT + a7 B) (a7T + asB)

, B (s) =

T’Ys(s) = N? N,y3(8):

seklinde verilir. Burada ar, ag
ar = T=20+7 ag=1-27+7" (4.1.7)

seklinde birer katsayidir.

Ispat. ~3(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna gore s parameteresine gore tiirev

alinirsa
dys ds* 1
/ — - T/ B/
73(8) ds* ds \/5( + )

olur. 7" ve B’ vektorleri yerine (3.1.2) den kargiliklar: yazilirsa +4(s) vektorii

V3(8) = Toy—— = —=(1—T7)N (4.1.8)

* *

ds 1—7
it ) _
I ifadesi 7 5

73(s)-Smarandache egrisinin 7%, (s) teget vektori

bulunur. Norm alinirsa dir. Bu ifade (4.1.8) de yerine yazilirsa

T’Y:s(S) = N.

T, N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsilhiklar1 yazilirsa T, (s)

teget vektorii

seklinde olur. v4(s) vektoriiniin tekrar tirevi alimrsa 4 (s) vektorii

Y —L T —7 T—12
73(8)—\/5((1+ )T + (=7")N + ( )B)

olur. v4(s) ve v4(s) vektorlerinin v4(s) A +4(s) vektorel ¢arpimi

1
Y5(8) A5 (s) = §(G7T + agB)
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seklindedir. Normu alinirsa
/ " 1 2 2
lva(s) A5 (s)ll = 54/ a7 + ag

dir. y3(s)-Smarandache egrisinin B.,(s) binormal vektori

5(s) A5 (s)

B —
() = s AT
bagintisindan
1
B..(s) = ———(a-T + asB
’Ys( ) a$+a§( 7 8 )

bulunur. T, N, B vektorleri ile x ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den kargiliklar1 yazilirsa

B.,(s) binormal vektorii

. n
B, (s) = <n sin(s), —n cos(s), E>
seklinde olur. N,,(s) = B,,(s) AT,,(s) bagitisindan ~3(s)-Smarandache egrisinin N, (s)

aslinormal vektoru

1
Noy(s) =
b VI+272/a + a2
seklinde bulunur. 7', N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar

(—agT + CL7B)

yazilirsa bu vektor

1s(8) = (cos(s), —sin(s), 0)

olur. OJ

Teorem 4.1.6 73(s)-Smarandache egrisinin ., egriligi ve 7,, burulmasi sirasiyla

. \/5\/ a% + a% . \/§(G7b7 + agby)
= L=

s (1—-71) L a? + a?
seklinde verilir. Burada b7, bg, by
by = 27, bg=—1+7—72+7 7", by= 377 +7 (4.1.9)

seklinde birer katsayidir.
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ispat. 7s(s)-Smarandache egrisinin ., (s) egriligi (3.1.1) bagmtisimdan

s Al
(8 = I

seklinde yazilir. Gerekli islemler yapilirsa k., (s) egriligi

B V2+/a2 4 a2

v = (1—7)3

dir. k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklari yazilirsa k., (s) egriliginin ifadesi

Koys (8) = \/§

~ cos(ns) + sin(ns)

bulunur. 4 (s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa v4'(s) vektori

1
W) =

\/§(b7T +bsN + by B)

olur. 73(s)-Smarandache egrisinin 7,,(s) burulmasi (3.1.1) bagintisindan

det(%ﬁ,(s)a ’Vg(s)? 7:%//(5»
173(s) A5 (s)l?

Tys (5>

seklinde yazilir. Gerekli islemler yapilirsa 7., (s) burulmasi

_ V2(arby + agby)

Trg —
73
a$+a§

seklinde olur. Burada az, as, b7, by katsayilar1 yerine (4.1.7) ve (4.1.9) den karsiliklar:
yazilirsa 7., (s) burulmasinin ifadesi

mv/2

cos(ns) + sin(ns)

Tys (8) =

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.1.4 Salkowski egrisinin teget vektorii 7', aslinormal vektori N ve binormal

vektoriit B olmak tizere

1
s)=—=(T+ N+ B
7a(s) \/5( )
olarak tanimli 74(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye T'N B-Smarandache egrisi denir.
Burada T', N ve B vektorlerinin yerine (3.2.1) den kargihiklar: yazilirsa 4 (s)-Smarandache

egrisinin ifadesi

1 . . . .
va(s) = 7 < — cos(s) cos(ns) — cos(s) sin(ns) — nsin(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns)
—i—% sin(s), —sin(s) cos(ns) — sin(s) sin(ns) + n cos(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns)

n n . n
- cos(s), - sin(ns) + - cos(ns) — n)

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.4 de verilmigtir.

-1 0

Sekil 4.4: TN B-Smarandache egrisi

Teorem 4.1.7 ~,(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri
-T+(1—-7)N+ 1B

T’m(s) = 2(1—|—7’2_7-)
Nm(s) = (a7 — arn(l —7))T + (—aiw7 — a12) N + (aro(l — 7) + a11)37

Vad, + a3 + a2y /2(1+ 72— 7)
(a10T 4+ a1 N + a12B)

/2 2

BM(S) =

seklinde verilir. Burada ayq, a11, a2
ayw = 21277427 +7, an=7, ap=-27+27+2+7 (4.1.10)

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. ~4(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna gore s parameteresine gore tiirev

alinirsa
drys ds* 1 y , ,
= —=—(T"+ N+ B
ds* ds V3 (T"+ N'+ B

Ya(s)

seklinde olur. Burada (3.1.2) den 7", N’ ve B’ vektorleri yerlerine yazilirsa ) (s) vektorii

o) = T = (T + (1= 7N +7B) (4.1.11)

*

olur. Buradan norm alinirsa ifadesi
s
ds*  [2(14+7%2—71)
ds 3

dir. Bu ifade (4.1.11) de yerine yazilirsa 74(s)-Smarandache egrisinin T, (s) teget vektorii

T.(s) = -T+(1—-7)N+ 1B
" 21+ 72—1)

dir. Burada T, N, B vektorleri ile k£ ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar

yazilirsa T, (s) teget vektori

1 n
T,(s) = = — sin(s)(cos(ns) + sin(ns cos(s),
(®) V/(cos(ns) + sin(ns))? + 1 (m (8)(cos(ns) + sin(ns)) + cos(s)

—% cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) + sin(s), —n(cos(ns) + sin(ns)))

seklinde olur. «}(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alimirsa

V(s) = (14 )T + (1 — 7> — )N + (—+' — 72 + 7)B)

V3

olur. v4(s) ve 74 (s) vektorlerinin v}(s) A v/ (s) vektorel ¢arpimi

1
Y4(8) Ay (s) = g(CLmT + a; N + a12B)
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seklindedir. Normu alinirsa

1
a(3) A ()]l = 5/ + iy +

olur. 74(s)-Smarandache egrisinin B.,(s) binormal vektor

() A)
Bl = e A

bagintisindan
1

B, (s) =
' Valy +afy +afy
seklinde bulunur. T, N, B vektorleri ile k ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar

(a10T 4 a1 N + a12B)

yazilirsa B.,(s) binormal vektorii

B, (s) = \/L)\_g (n cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) — n*sin(s)(cos(ns) — sin(ns))
—1—% sin(s)(cos(ns) + sin(ns))?, nsin(s)(cos(ns) + sin(ns))
+n? cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) — % cos(s)(cos(ns) + sin(ns))?,
%(COS(TLS) + sin(ns))? — %(Cos(ns) —sin(ns)) + 1) ,

seklinde olur. Burada
A3 = ((cos(ns) +sin(ns))? 4+ 1)* —m(2(cos(ns) — sin(ns))((cos(ns) +sin(ns))* +1) — 3m)

seklindedir. N.,(s) = B,,(s) A T, (s) bagmntisindan ~,(s)-Smarandache egrisinin aslinor-
mal vektor
(a7 — a1a(1 = 7))T + (—a107 — a12) N + (a19(1 — 7) + a11)B)

V21 + 72— 1)\/afy + af, + al

N'Y4 (S) =

olur. T, N, B vektorleri ile x ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar1 yazilirsa

N,,(s) aslinormal vektorii

1 ) 9 n . .
N,(s) = \/ﬁ (((cos(ns) +sin(ns))* + 1) (E cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) — sm(s))

+n(cos(ns) — sin(ns)) <% sin(s) — cos(s)(cos(ns) + sin(ns))),
((cos(ns) +sin(ns))* + 1) <% sin(s)(cos(ns) + sin(ns)) + cos(s))

—n(cos(ns) — sin(ns)) (% cos(s) + sin(s)(cos(ns) + Sin(ns))> :

—n?(cos(ns) — sin(ns))) ,
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seklinde elde edilir. Burada

ps = ((cos(ns) +sin(ns))? +1)* — m((cos(ns) + sin(ns))? + 1)(2(cos(ns)
— sin(ns))((cos(ns) + sin(ns))® + 1) — 3m)

dir. OO

Teorem 4.1.8 7,(s)-Smarandache egrisinin «., egriligi ve 7,, burulmas sirasiyla

o — V3\/ad, + al, + a3, _ V3(aiobio + annbyy + aiabia)
Vo i T ajy + ai; + ai,

seklinde verilir. Burada by, b11, b1

blO == 27- + 1 + 7-27

by = 7 =37 +7 -3 -1

birer katsayidir.

Ispat. 7,(s)-Smarandache egrisinin ., (s) egriligi (3.1.1) bagmtisimdan

I A
(s =

yazilir ve buradan k., (s) egriligi

o — \/g\/afo—ka%l—i—a%
(21— 1))

olur. Bu ifade de x ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.1) den karsiliklar1 yazilirsa k., (s) egriligi

o (5) = \/3()\?1 — 3m(2(cos(ns) — sin(ns))(Ay — 3m)
Y4 )\i ’

seklinde bulunur. Burada Ay = (cos(ns) + sin(ns))? + 1) dir. ~J(s) vektoriiniin tekrar
tirevi alinirsa

1
’}/Z/(S) = ﬁ(bIOT + b11N —f- blgB)
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olur. 74(s)-Smarandache egrisinin 7., (s) burulmasi (3.1.1) bagintisindan

det(74(s),74(8), 74" (5))
174 (s) Ai ()]

T (S> =

yazilir ve 7., (s) burulmasi

\/g(alobll) + a11b11 + a12b12)
a%o + a%l + a%2

Tya =

seklinde olur. ayg, a11, aja, by, b11, b2 katsayilar: yerine (4.1.10) ve (4.1.12) den karsiliklar

yazilirsa 7, (s) burulmasinin ifadesi

m/3(cos(ns) + sin(ns))(3m(cos(ns) — sin(ns)) — (\4)

T (8) = (A2 — m(2(cos(ns) — sin(ns))(Ay — 3m)

seklinde elde edilir. Burada Ay = (cos(ns) + sin(ns))? + 1) dir. O
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4.2 Anti-Salkowski Egrisinin Frenet Vektorlerinden Elde Edilen
Smarandache Egrileri

Tanim 4.2.1 Anti-Salkowski egrisinin teget vektorii 7* ve aslinormal vektorii N* olsun.

1 * *
Pi(s) = ﬁ@ +N7)

seklinde tanimh 5 (s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye T*N*-Smarandache egrisi denir.
Bu esitlikte 7% ve N* vektorlerinin yerine (3.2.2) den karsiliklar1 yazlirsa

p1(s)-Smarandache egrisinin ifadesi

1 . . n . .
s) = —=| cos(s)cos(ns)+ nsin(s)sm(ns) + —sin(s), sin(s) cos(ns
Pi(s) \/§<()() (s) sin(ns) + — sin(s), sin(s) cos(ns)
. n no.
—n cos(s) sin(ns) — P cos(s), - sin(ns) — n)
seklinde olur. Burada m = %, %,é, % degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.5 de
verilmistir.

Sekil 4.5: T* N*-Smarandache egrisi

Teorem 4.2.1 [(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri

1 * * * * *
((caT 4+ c3*)T* + (—cy 7 — e36*)N* + (c16* + k™) B¥)
V262 + 772,/ + 2 + 2

N/BI (S) =

?

1
Bs(s) = ————(ciT" + caN* + c3B%)

Va+a+a
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seklinde verilir. Burada ¢y, ¢, c3

2 / 2
6 = K —=r"+RrRT+1,
2 3 !
o = K=K =k, (4.2.1)
_ * x/ *3 * *4 * k)
c3 = —KK +K +K +K +KK

birer katsayidir.

Ispat. [(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna goére s parameteresine gore tiirev

alinirsa
dpy ds* 1 , ,
ds* ds V2 (T + )

Bi(s)

olur. Burada 7" ve N’ vektorleri yerine (3.1.2) den karsiliklar yazilirsa 5 (s) vektori

ds”* 1 * vk * NT* *

ds* [2k*2 +1
ds 2

dir. Bu ifade yerine yazilirsa 1 (s)-Smarandache egrisinin T}, (s) teget vektori

seklinde bulunur. Norm alinirsa

1

Tgl (S) = \/2%*2:—’_7_*2(—/@*77* + K*N* + B*)

seklinde bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile £* ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar:

yazilirsa T, (s) teget vektor

1 n . _ n . . .
T3, (s) = ST (_E sin(s) sin(ns)—cos(s), - cos(s) sin(ns)+sin(s), nsm(ns))

seklinde olur. f](s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

1
i/(8> — E(_<f€*3 + KJ*/)T* + (K*2 . :‘1*2 - 1)N* + K*B*)
bulunur. gi(s) ve B{(s) vektorlerinin 5] (s) A 57 (s) vektorel ¢arpimi

1
Bi(s) A By (s) = 5(01T* + coN* + c3B”)
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seklindedir. Norm alinirsa

1
181(s) A Bi(s)ll = 5/t + e+ 3

olur. f;(s)-Smarandache egrisinin Bpg, (s) binormal vektorii

B(s) A BU(s)
Bai®) = 1oy n Bl

bagintisindan
1

Bg,(s) = ———=
! \/c%+c§—|—c§

(ClT* + CQN* + CgB*)

seklinde bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile k* ve 7* egriliklerinin yerine (3.2.2) den karsiliklar

yazilirsa Bg, (s) binormal vektor

1 2
Bg,(s) = — = ( — ncos(s) sin(ns) + n?sin(s) cos(ns) — % sin(s) sin?(ns),
m 1
2
nsin(s) sin(ns) + n? cos(s) cos(ns) — % cos(s) sin®(ns),

2 2
n* ., n
_n - 1
5 sin (ns) + - cos(ns) )

seklinde olur. Burada A = (sin®(ns) + 1)? — 2m(cos(ns)(sin®(ns) + 1) — m) dir.
Ng, (s) = Bg, (s) AN'Tp, (s) bagmtisindan aslinormal vektoér

((c2 + c3r*)T* + (—c1 — c3*)N* + (16" + coK*) BY)
V26*2 + 72,/ + ¢} + ¢

N51 (S) =

seklinde bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile £* ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar

yazilirsa Ng, (s) aslinormal vektorii

Ng (s) = ﬁxl/,u—ik ((sin2(ns) +1) ( sin(s) — % cos(s) sin(ns)) +n cos(ns)( - % sin(s)

+ cos(s) sin(ns)), (sin®(ns) + 1) (% sin(s) sin(ns) + cos(s))

—n cos(ns) ( sin(s) sin(ns) + L COS(S)) ,n? cos(ns))
m
seklinde elde edilir. Burada
i = (sin®(ns) + 1)* — 2m(sin®(ns) + 1)(cos(ns)(sin?(ns) + 1) — m)

dir. O
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Teorem 4.2.2 (;(s)-Smarandache egrisinin x*g, egriligi ve 7%, burulmasi

S \/5 C% + C% + Cg . \/§(Cld1 + CQdQ + ngg)
(Va1 A+3+3

T g =

seklinde verilir. Burada d;, ds, ds
d = P+ r(1-3r") =",
dy = —r™ — k" (1436")+r", (4.2.3)

dy = —r**—1+2k"

birer katsayidir.

Ispat. (,(s)-Smarandache egrisinin x*g, (s) egriligi (3.1.1) bagmtisindan

1B1(s) A B ()
1B1(s)1I°

A

seklinde yazilir ve gerekli islemler yapilirsa %, (s) egriligi

. _ V2V/d+4+4
K 31(8) - (m)3

seklinde bulunur. x* ve 7* egrilikleri yerine (3.2.2) den karsiliklar: yazilirsa %5, (s) egriligi

kg, (s) = \/Q(SinQ(ns) +1)2 — 4m(cos(ns)(sin*(ns) + 1) — m)3
E (sin®(ns) + 1)

olur. fB{(s) vektoriiniin tekrar tiirevi almirsa

1
I(s) =

(dT* 4+ doN* + d3B¥)

Sl

dir. f;(s)-Smarandache egrisinin 7%, (s) burulmasi (3.1.1) bagintisindan

() = detBUs). B(6), B ()
. 151(s) A BY(s)[?

seklinde yazilir. Gerekli iglemler yapilirsa 7%, (s) burulmasi

\/§(C1d1 + cody + c3d3)
(i +c3+cd)

Ta(s) =
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seklinde olur. ¢y, ¢o, ¢3, di, dao, d3 katsayilarn yerine (4.2.1) ve (4.2.3) den karsiliklari

yazilirsa 7%, (s) burulmasi

(3m? cos(ns) — m(sin®(ns) 4 1))v/2sin(ns)
sin®(ns) + 1)2 — 2m(cos(ns)(sin*(ns) + 1) — m)

T8 (S) = (

seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.2.2 Anti-Salkowski egrisinin normal vektorii N* ve binormal vektorii B* olmak

uzere
1

ﬁ2(8) \/§

(N*+ B")

olarak tammli [5(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye N*B*-Smarandache egrisi denir.
Burada N* ve B* vektorlerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar: yazilirsa 55(s)-Smarandache

egrisinin ifadesi

Pa(s) = —= ( — cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns) + L sin(s), — sin(s) sin(ns)

\/§ m

—n cos(s) cos(ns) — ﬁ, 2 cos(ns) — n)
m’m

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.6 de verilmistir.

N
ni/ |

Pyt L 03 008

04

ey
[—]
sa/
=
L

Sekil 4.6: N*B*-Smarandache egrisi
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Teorem 4.2.3 [5(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri

1
T5,(8) = ———
2(s) K2+ 2

Ng,(s) = ((e5 4 co) T + (—ea — e )N™ + (—ea + ¢5K7) BY)
’ Ve 2/ + G+ G ’

1
352(6’) = W(C4T*+C5N*+C6B*)
Cy T C TG

seklinde verilir. Burada cy, ¢s5, ¢q

i = K, 5= 2"+ 2", co=rK"+ 26" (4.2.4)

birer katsayidir.

Ispat. [(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna goére s parameteresine gore tiirev

alinirsa
B dBy ds* 1

— e N*/ B*/
ds* ds \/5( +5%)

Ba(s)

seklinde olur. N’ ve B’ vektorleri yerine (3.1.2) den kargiliklar: yazihirsa

/ dS* 1 * * *

ds* K*2 42 ) )
olur. Norm alinmirsa 7 = 5 dir. Bu ifade yerine yazlirsa f5(s)-Smarandache
s

egrisinin 7T, (s) teget vektorii

Ts,(s) = ——— (—&"T* — N* + B")

seklinde olur. T, N, B vektorleri ile k* ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.2) den karsiliklar:

yazilirsa T, (s) teget vektor

1 n . n .
Ts,(s) = T (E sin(s) cos(ns) + cos(s), - cos(s) cos(ns) + sin(s), n cos(ns))
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seklinde olur. f5(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

//(S) _ i((_/ﬁ;*/ + H*)T* + (—/Q*Q . 1)N* + _B*)

V2

bulunur. £5(s) ve 55 (s) vektorlerinin B5(s) A B4 (s) vektorel garpimi

1
By(s) A By(s) = §(C4T* + s N* + ¢ B")

1
182() A Ba (sl = 54/ + 5 + 5 (4.2.6)

olur. fs(s)-Smarandache egrisinin Bpg,(s) binormal vektorii

_By(s) A BY(s)
Bg,(s) = 185(s) A By (s)]|

dir. Norm alinirsa

bagintisindan

1
B52<8) = W<C4T* + C{t;]\/r>|< + C6B*)
Ci T C TGy

seklinde bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile £* ve 7* egriliklerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar

yazilirsa Bg,(s) binormal vektor

Bg,(s) = ! ( — n cos(s) cos(ns) — n?sin(s) sin(ns) — n_2 sin(s) cos®(ns)

V% m
n

—nsin(s) cos(ns) + n® cos(s) sin(ns) + - cos(s) cos?(ns)

2 2
n? n® .
5 cos (ns) + - sin(ns) + 1)
seklinde olur. Burada A5 = (cos*(ns) + 1) + 2m((cos?(ns) + 1)sin(ns) + m) dir.
N3, (s) = Bg,(s) A Tp,(s) bagmtisindan Npg,(s) aslinormal vektorii

1
Ng (s) =
() \//{*2+2\/c?1+c§+c§

((c5 + c6)T* + (—cq — g™ )N* + (—c4 + c55*) BY)

bulunur. 7%, N* B* vektorleri ile k* ve 7% egriliklerinin yerine (3.2.2) den karsiliklari

yazilirsa Npg, (s) aslinormal vektor

Ng,(s) = %\/ﬂ_é <(c032(ns) +1) < + % cos(s) cos(ns) — sin(s)) + nsin(ns)( _ sin(s),

m

+ cos(s) COS(TLS)), (cos?(ns) + 1) (% sin(s) cos(ns) + cos(s))
+nsin(ns) ( sin(s) cos(ns) + % Cos(s)) , —n? sin(ns))
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seklinde elde edilir. Burada
wh = (cos®(ns) + 1)% 4+ 2m(cos®(ns) + 1)((cos?(ns) + 1) sin(ns) +m)
dir. O
Teorem 4.2.4 [5(s)-Smarandache egrisinin x*g, egriligi ve 7%, burulmas: sirasiyla

Wt — \/§ 6421 + C% + Cg . \/§(C4d4 + C5d5 + CGdG)
B (Ve ra)p A+ cE+ck

T By =

seklinde verilir. Burada dy, ds, dg
dy=r 4+ 417 =" ds =1+ k7 = 36", ds = —1—r"2  (4.2.7)

birer katsayidir.

Ispat. (,(s)-Smarandache egrisinin x*g,(s) egriligi (3.1.1) bagntisindan

R Oy D]
: [EIOIE

seklinde yazilir ve buradan x*g,(s) egriligi

o _ﬂ\/ci+c§+c%
P2 (Vr*2 1 2)3

seklinde bulunur. x* ve 7* egrilikleri yerine (3.2.2) den karsiliklar1 yazilirsa %, (s) egriligi

K, (5) = \/2(C052(”3) + 1)%2 4+ 4m((cos?(ns) + 1) sin(ns) + m)
” (cos?(ns) + 1)3

olur. Y(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alimirsa
1

V) =

(dyT* + dsN* + dg B™)

bulunur. fs(s)-Smarandache Egrisinin 7%, (s) burulmas: (3.1.1) bagintisindan

sy = deHBH). B1(). B (5))
. 155(5) A B3 (5)]12
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yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa 7%, (s) burulmas:

\/§(C4d4 + C5d5 + C6d6)
(A+cE+cd)

T'(s) =

seklinde olur. ¢y, cs5, cg, dg, ds, dg katsayilar yerine (4.2.4) ve (4.2.7) den karsiliklari

yazilirsa 7%, (s) burulmasi

mv/2(3msin(ns) + (cos?(ns) + 1)) cos(ns)
cos?(ns) + 1)2 + 2m((cos?(ns) + 1) sin(ns) + m)

TBs (S) = (
seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.2.3 [ Anti-Salkowski egrisinin teget vektorii 7 ve binormal vektorti B* olmak
uzere
1
s)=—=(T"+ B*

olarak tanimli f3(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye 7™ B*-Smarandache egrisi denir.
Burada 7™ ve B* vektorlerinin yerine (3.2.2) den karsiliklar: yazilirsa [3(s)-Smarandache
egrisinin ifadesi

1

Ps(s) = — ( — cos(s) cos(ns) — cos(s) sin(ns) — nsin(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns),

V2

—sin(s) cos(ns) — sin(s) sin(ns) + n cos(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns),

% cos(ns) — % sin(ns))

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri igin egriye ait grafikler Sekil 4.7 de verilmigtir.

{} 47 i) )

: e o
087504 089 04 080 0 080 4

Sekil 4.7: T* B*-Smarandache egrisi
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Teorem 4.2.5 [3(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri

(—CgT* + C7B*) (C7T* + CgB*)

, DBga.(s
VE+ () VEEH+

Tﬂs(s) = N7, N/33<8):

seklinde verilir. Burada c7, cg
*2 * *3 *2 *
g = KT=2"4+1, cg=Kr"—2""+K (4.2.8)

birer katsayidir.

Ispat. [3(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna gore s parameteresine gore tiirev

alinirsa
dps ds* 1 , ,
ds* ds \/§( +BY)

Bs(s)

seklinde olur. T* ve B*' vektorleri yerine (3.1.2) den kargihklar1 yazilirsa

ds* 1 . .
B3(s) = Toy o = E((ff —1)N7) (4.2.9)
ds* k*—1 ) )
bulunur. Norm alinirsa A 5 olur. Bu ifade yerine yazilirsa f5(s)-Smarandache
s

egrisinin T, (s) teget vektorii

Tﬁ:&(s) = N*.

T*, N*, B* vektorleri ile k* ve 7* egriliklerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar: yazilirsa T, (s)
teget vektor

Ts,(s) = <% sin(s), —% cos(s), +n>

seklinde olur. f5(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

" _L &*2 K* * li*l * K* — *
3(8)—\/5(( +R)T+ RN + (57— 1)B7)

bulunur. F4(s) ve 5% (s) vektorlerinin B5(s) A B4 (s) vektorel garpimi
1
B4(5) A B4(5) = S erT* + s BY)
seklindedir. Normu alinirsa

1
183(5) A B = 5/ + 2
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olur. f5(s)-Smarandache egrisinin Bpg,(s) binormal vektorii

_ Bi(s) A B5(s)
Bos(®) = 1oy n o)l

bagintisindan
1

Bpg,(s) = m

(C7T* + CSB*>

bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile x* ve 7% egriliklerinin yerine (3.2.2) den karsiliklar:

yazilirsa Bg,(s) binormal vektor

Bgs,(s) = (—n sin(s), n cos(s), %)

olur. Ng,(s) = Bg,(s) A Ts,(s) bagmtisinda Ng,(s) aslinormal vektorii

1
B VE2 424/ + 2

N52<S) (—CgT* + C7B*)

seklinde bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile £* ve 7* egriliklerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar:

yazilirsa N, (s) aslinormal vektor
Ng,(s) = (cos(s),sin(s),0)
seklinde elde edilir. [J
Teorem 4.2.6 [3(s)-Smarandache egrisinin x* g, egriligi ve 7%, burulmasi sirasiyla

« o \/5\/ C% + C% % . \/§(C7d7 + ngg)

K T =
AR G+

seklinde verilir. Burada d7, dg, dgy
di = =38R+ K", ds= kP + K7 =K+ 1+ 8", dy=+2"  (4.2.10)

birer katsayidir.
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Ispat. fs(s)-Smarandache egrisinin x*g,(s) egriligi (3.1.1) bagmtisindan

K ols) = 185(s) A By (s)l
’ 183(s)I°

seklinde yazilir. Gerekli iglemler yapilirsa £*s,(s) egriligi

V2 E+

ks (/'i* _ 1)3

seklinde bulunur. x* ve 7* egrilikleri yerine (3.2.2) den karsiliklar: yazilirsa %4, (s) egriligi

V3

cos(ns) + sin(ns))

K3 (S) = (

olur. %(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alimirsa

1
() =

ﬁ(dﬁ* + dsN* + dy B¥)

dir. f5(s)-Smarandache egrisinin 7, (s) burulmasi (3.1.1) bagintisindan

sy = B B1(). B(5))
& 135(5) A By (s)]2

seklinde yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa 7%, (s) burulmasi

\/§(C7d7 + cgdy)
2+ ck

*
T B3 =

seklinde olur. ¢, cs, dr, dy katsayilar yerine (4.2.8) ve (4.2.10) den kargiliklari yazilirsa

7*5,(s) burulmasi

my/2

(cos(ns) + sin(ns))

7'53(8) =

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.2.4 Anti-Salkowski egrisinin teget vektorii 7%, aslinormal vektorii N* ve binor-

mal vektori B* olmak lizere

1 %k * *
54(3):%@ + N*+ B")

olarak tanimlh f,(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye 7% N* B*-Smarandache egrisi denir.
Burada T, N* ve B* vektorlerinin yerine (3.2.2) den karsiliklar: yazilirsa 5, (s)-Smarandache

egrisinin ifadesi

1 : : : .
Ba(s) = 7 ( — cos(s) cos(ns) — cos(s) sin(ns) — nsin(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns)
—i—% sin(s), — sin(s) cos(ns) — sin(s) sin(ns) + n cos(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns)

n n . n
- cos(s), - sin(ns) + - cos(ns) — n>

olur. Burada m = %, %, %, %6 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.8 de verilmigtir.

QY.

n- 0_ \
N B L AN
454 g08 04 008 b i

Sekil 4.8: T*N* B*-Smarandache egrisi

Teorem 4.2.7 [4(s)-Smarandache egrisinin Frenet vektorleri
—k*T* + (k* —1)N* + B*

Ty, (s ,
Ni(s) = (c11 — cra(K* = 1))T* + (=19 — cr2k™)N* + (cr0(k* — 1) + 1 x*) B*
’ \/C%O + C%l + C%Q\/2(/ﬁ]*2 + 1-— KJ*) ’
(c10T™ + c11N* + c12B¥)
Bﬁ4(8) =

/2 2
Clo T €11+ Cr2

seklinde verilir. Burada c¢yq, ¢11, ¢12
o = 2677 =25+ 2 — k"1 = —KY 1o = 26" + 2k + 2% — kY (4.2.11)

birer katsayidir.
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Ispat. [4(s) egrisinin yay parametresi s* olsun. Buna goére s parameteresine gore tiirev

ahmrsa
dl? dS* 1
3 (T*/ N*/ B*/)

Bi(s) = ds* ds 3

olur. 7% N* ve B* vektorleri yerine (3.1.2) den kargiliklar yazilirsa

, ds* 1 I . « X

seklinde bulunur. Norm alinirsa

ds* \/2(;{*2 + 1 — k)
ds 3

dir. Bu ifade yerine yazilirsa (,(s)-Smarandache egrisinin 7, (s) teget vektorii

—&T* + (k" — 1)N* + B*
V2(k*2 +1— k%)

T54 (3) =

seklinde olur. 7%, N*, B* vektorleri ile * ve 7* egriliklerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar

yazilirsa T, (s) teget vektor

n

1 : .
Ts,(s) = ((cos(ns) T sm(ns) 2 5 1) (E sin(s)(cos(ns) + sin(ns)) + cos(s),

—% cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) + sin(s), n(cos(ns) + sin(ns)))

seklinde olur. )(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

((—/ﬁ)*/ _ /€*2 + H*)T* + (—K*Q + /ﬁ}*/ _ 1)N* + (_1 + H*)B*)

" _i
(S)_\/g

olur. Bi(s) ve B{(s) vektorlerinin 5)(s) A 5] (s) vektorel ¢arpimi

1
Bi(s) A Bi(s) = §(010T* + c11N* + ¢19B%)

dir. Normu alinir ve gerekli iglemler yapilirsa Bg, (s) binormal vektor

1

Bg,(s) =
' V C%o + C%l + 6%2

(10T + ciN* + ¢12B™)
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seklinde bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile £* ve 7 egriliklerinin yerine (3.2.2) den kargiliklar:

yazilirsa Bg, (s) binormal vektori

1
BN
—%2 sin(s)(cos(ns) 4 sin(ns))?, —n sin(s)(cos(ns) + sin(ns))

Bg,(s) = < — ncos(s)(cos(ns) + sin(ns)) + n?sin(s)(cos(ns) — sin(ns))

2

—n? cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) + % cos(s)(cos(ns) + sin(ns))?,
;—Z(cos(ns) +sin(ns))* — g(cos(ns) —sin(ns)) + 1)

seklinde olur. Burada
N; = ((cos(ns) +sin(ns))?® + 1)* — m(2(cos(ns) — sin(ns)) — 3m)

dir. Ng,(s) = Bg,(s)A\Tp,(s) bagintisindan £4(s)-Smarandache egrisinin Ng, (s) aslinormal
vektort

((011 — Clg(li* — ].))T* —|— (_CIO — Clgﬁ*)N* —|— (Clo(lﬁl* — 1) —I— CHKJ*)B*)
V2(K? + 1 — k%) /cfy + iy + e

N34 (3) =

seklinde bulunur. 7%, N*, B* vektorleri ile k* ve 7* egriliklerinin yerine (3.2.2) den karsiliklar

yazilirsa Ng, (s) aslinormal vektor

N54(5) = m

1 , 9 n . .
m <((cos(ns) + sin(ns))” + 1) (— cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) — sm(s))

+n(cos(ns) — sin(ns)) <% sin(s) — cos(s)(cos(ns) + sin(ns))),
((cos(ns) + sin(ns))* + 1)(COS(S) + % sin(s)(cos(ns) + sin(ns)))

—n(cos(ns) — sin(ns)) < sin(s)(cos(ns) + sin(ns)) + % COS(S)),
n?(cos(ns) — sin(ns))>
seklinde elde edilir. Burada

wi = 2((cos(ns) + sin(ns))? + 1)? — 2m((cos(ns) + sin(ns))? + 1)(2(cos(ns)

—sin(ns)) — 3m)

dir. O
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Teorem 4.2.8 [,(s)-Smarandache egrisinin x*g, egriligi ve 7%, burulmas: sirasiyla

I{*ﬁ . \/g C%O + C%l + C%Q . B \/g(clodlo -+ Clldll -+ Clgdlg)
4

= s T
(V2(k*2 + 1 — k¥))3 o cty + ¢y + ciy

§eklinde verilir. Burada d107 d117 d12

dio = —k" =3k + 2" + k" + 12+ K,
dy = =P+ 1+r" =3k + K2 — K7, (4.2.13)
dlg = 2/1*/ —1- H*Q

birer katsayidir.

Ispat. [(;(s)-Smarandache egrisinin x*3,(s) egriligi (3.1.1) bagmtisimdan

PR C YY)
4 [EICIE

seklinde yazilir ve gerekli islemler yapilirsa x*3,(s) egriligi

. V3 + 3+
Kps = 5 3
(V2(s*2 +1—K*))

bulunur. * ve 7* egrilikleri yerine (3.2.2) den karsiliklar1 yazilirsa x*g,(s) egriligi

3((cos(ns) + sin(ns))? + 1)* — 3m(2(cos(ns) — sin(ns)) — 3m)
((cos(ns) + sin(ns))? +1)3 ’

kg4 (3 ) =
seklinde olur. fY(s) vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa

1
ZI(S) = —(dloT* + dllN* + dlgB*)

V3

olur. f4(s)-Smarandache egrisinin 7%, (s) burulmasi (3.1.1) bagintisindan
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o) = et B1(). B(5))
o 18:(s) A B(s)[2

\/§(610d10 + c11dyy + c12di2)
C%O + C%l + 0%2

*
T By =

seklinde bulunur. ¢y, ¢11, ¢12, dio, di1, di2 katsayilar yerine (4.2.11) ve (4.2.13) den

kargiliklar1 yazilirsa 7%, (s) burulmasi

mv/3(cos(ns) + sin(ns))(—3m(cos(ns) — sin(ns)) + ((cos(ns) + sin(ns))? + 1))
((cos(ns) + sin(ns))? 4+ 1)2 — m(2(cos(ns) — sin(ns)) — 3m)

TBa (8) =

seklinde elde edilir. [J
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4.3 Salkowski Egrisinin Frenet Vektorlerinden Elde Edilen
Sabban Catisina Gore Smarandache Egrileri

Bu boliimde, Salkowski egrisine ait T, N, B Frenet vektorlerinin birim kiire yiizeyi
tizerinde ¢izdigi kiiresel egrilerin Sabban catilar1 olusturuldu. Bu ¢atilardan Smarandache
egrileri tanimlandi. Daha sonra elde edilen her bir egrinin geodezik egrilikleri hesaplandi.
Simdi sirayla (77) tegetler gostergesi, (N) aslinormaller gostergesi ve (B) binormaller
gostergesine ait Sabban gatilarl, Sabban formiilleri ve geodezik egriliklerini verelim. (7°)

tegetler gostergesi icin;

T =T, Tr=N, TATy=DB,
TI = T’T7 lew = —T—i-T(T/\TT), (T/\TT)/ = —TTT, (431)
KgT = (Ty, T ANTr) =7 = tan(ns).

T(s) = —(cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns), sin(s) cos(ns) — n cos(s) sin(ns),

% Sin(ns)),

Tr(s) = n(sm(s),—oos(s),—1>, (4.3.2)

m m

(T ANTr)(s) = — ( cos(s) sin(ns) — nsin(s) cos(ns), sin(s) sin(ns) + n cos(s) cos(ns),

%cos(ns)).

(N) aslinormaller géstergesi igin;

N =N, Ty=—22"2" NATy=

N' = Ty, Ty=-KYN+NATy, (TATp) =K)Ty, (4.3.3)

7! tan(ns)’

Vi /14 tan®(ns)

Kév = <T]/V7(N/\TN)>
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1 . .
Tn(s) = ) (tan(ns)(— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns))
+ cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns), sin(s) cos(ns)
— tan(ns)(sin(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns))
—n cos(s) sin(ns), % sin(ns)), (4.3.4)
1 . :
(NATy)(s) = (tan(ns)(— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns))

1 + tan?(ns)
— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns), — sin(s) sin(ns)

+ tan(ns)(— sin(s) cos(ns) 4+ n cos(s) sin(ns))

—n cos(s) cos(ns), % tan(ns) sin(ns) — % cos(ns)) :

(B) binormaller gostergesi igin;

B = B, Tg=-N, BATz=T,

B = Ty, By,—-B+ %(B ATs) . (BATy) = %TB, (4.3.5)
B / _ l — 1
K; = (Ty,(NATy)) = = Tan(ns)’
B(s) = - ( cos(s) sin(ns) — nsin(s) cos(ns), sin(s) sin(ns) + n cos(s) cos(ns),
% cos(ns)),

Ts(s) = —n (Sin(s) —COS(S),—1), (4.3.6)

)
m m

(BATg)(s) = — ( cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns), sin(s) cos(ns) — n cos(s) sin(ns),

% sin(ns)) :
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Tanim 4.3.1 Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catis1 {7, Trp, T A T}

olsun.

1
ai(s) = E(T +Tr) (4.3.7)

seklinde tammlh o4 (s) vektortiniin ¢izdigi regiiler egriye TTp-Smarandache egrisi denir.
Burada T' ve Tr = N vektorlerinin (4.3.2) den yerlerine yazilirsa «a;(s)-Smarandache
egrisi

ai(s) = —( — cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns) + L sin(s),

V2 m

— sin(s) cos(ns) 4+ n cos(s) sin(ns) — % cos(s), —% sin(ns) — n)

1

i degerleri igin egriye ait grafikler Sekil 4.9 de verilmistir.

_ 111
olur. Burada m = 3, ¢, g,

Sekil 4.9: T'T'r-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.1 «;(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi

1
K = i1 tan(ns) — i tan(ns) + 24
I (2+tan2(ns))%(1 (ns) — iz tan(ns) 2

denklemiyle verilir. Burada iy, 79, 73
i o= —2—T124+77, i2:—2—TT'—372—T4, i3 =27 4+ 27 4+ 13

birer katsayidir.

Ispat. (4.3.7) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa
doy  ds* 1
. _ T/ Tl
ds* ds /2 (T"+11)

seklinde olur. 7" ve T, yerine (4.3.1) den kargiliklar1 yazilirsa
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(Tr)a, - CZ _ %(—T + T+ 7(T ATy)) (4.3.8)

ds* 1

dszﬁ

egrisinin (T7),, teget vektori

olur. Norm almirsa V2 + 72 olur. Bu ifade yerine yazilirsa a4 (s)-Smarandache

1

Tr)a, =
(Tr) T

(=T + Tr + 7(T A Tr)) (4.3.9)

seklinde olur. (Tr),, denkleminden tekrar tiirev alinirsa

(T, ds* V2

o . ds = —(2 + 7—2)2 (’llT + iQTT + Zg(T /\ TT)))

dir. (4.3.7) ve (4.3.9) ifadesinden (T'A Tr),, vektori

(TATr)ay = ai(s) A (Tr)a,

1
(jﬂ’/\jjT)C,{1 = —TT—TTT+2(T/\TT))

VA4 + 2712

seklinde olur. (4.3.1) denkleminden a; (s)-Smarandache egrisinin K* geodezik egriligi

1
a1 S .
Kg = —(2 n 72)% (217' 29T + 223),

1
Ko = 11 tan(ns) — io tan(ns) + 21
I (2+tan2(ns))%(1 () = 4 tan(ns) )

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.3.2 Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catis1 {7, Trp, T' A T}
olsun.
1
as(s) = —=(T + (T'NT 4.3.10
2(s) \/5( (T A Tr)) ( )
seklinde tamimli as(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye T(T' A Tr)-Smarandache egrisi
denir. Burada T ve T' A Tr = B vektorleri yerine (4.3.2) den karsiliklar1 yazilirsa

as(s)-Smarandache egrisi

( — cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) 4+ nsin(s)(cos(ns) — sin(ns)),

as(s) = E

— sin(s)(cos(ns) + sin(ns)) — ncos(s)(cos(ns) — sin(ns)), —(cos(ns) + Sin(ns)>

SIS

, %6 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.10 de verilmistir.

Sekil 4.10: T'(T' A Tr)-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.2 ay(s)-Smarandache egrisinin K? geodezik egriligi
K?(s) = 1+ tan(ns)

denklemiyle verilir.

Ispat. (4.3.10) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

day  ds* 1
. =—(T"+ (T NTy)
ds* ds \/5( +( T))

olur. 7" ve (T A Tr)" yerine (4.3.1) den karsiliklar1 yazilirsa

ds* 1

(TT)Oc2' ds = E

(Ty — 7Ty) (4.3.11)
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ds* 1—-
bulunur. Norm almirsa —— = —— dir. Bu ifade yerine yazilirsa as(s)-Smarandache

ds V2

egrisinin (7T7),, teget vektori

(Tr)a, = Tr (4.3.12)
seklinde olur. Tekrar tiirev alinirsa
d *
(Tr)y, - = = =T +7(T A T)
s

olur. (4.3.11) ve (4.3.12) ifadesinden (T'A Tr)a, vektori
(T'ATr)a, = az(s) A (T1)as,

(T ATr)ay = —=(~T + (T A Ty))

V2

seklinde olur. (4.3.1) ifadesinden ay(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi
K?=1+71, KJ*=1+tan(ns)
seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.3.3 Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catis1 {7, Trp, T A T}
olsun.
1
as(s) = —=Tr+(I'\NT 4.3.13
3(s) \/5( r+(T'NTr)) ( )
seklinde tanimli a3(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye Tr(T A Tr)-Smarandache egrisi
denir. Burada Tr = N ve T'A Ty = B vektorlerinin yerine (4.3.2) kargiliklarn yazilirsa

as(s)-Smarandache egrisi

az(s) = L( — cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns) + % sin(s),

V2

—sin(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns) — % cos(s), % cos(ns) — n)

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.11 de verilmistir.

Sekil 4.11: T (T A Tr)-Smarandache egrisi
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Teorem 4.3.3 «3(s)-Smarandache egrisinin KJ* geodezik egriligi

1
(1+ 2tan2(ns))?

KJ*(s) = (142 tan(ns) — i5 + ig)

denklemiyle verilir. Burada 14, 75, %6

e = 217+ 7423, is=—1—7 -3 =27 ig=—124+71 —27

birer katsayidir.

Ispat. (4.3.13) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alnirsa

dos  ds* 1
. = —(T7 T ATy
ds* ds \/5( T+( A T))

olur. T ve (T' A Tr) yerine (4.3.1) den karsiliklar yazilirsa

(Tp)a, - Cf;* _ %(—T Ty 4 7(T ATY)) (4.3.14)

seklinde bulunur. Norm alinirsa

ds* 1
S 1+ 272

ds /2

dir. Bu ifade yerine yazilirsa az(s)-Smarandache egrisinin (7)., teget vektorii

1
Vit 22

seklinde olur. Tekrar tiirev alinirsa

,  ds* V2o . ,
(TT)a3 " ds = m(MT + 5T + ZG(T(S) A\ TT))

(Tr) e, = (=T — 7Ty + 7(T A Tr)) (4.3.15)

bulunur. (4.3.13) ve (4.3.15) ifadesinden (T'A Tr),, vektori
(T'(s) AN Tr)a; = a3(s) A (Tr)as,

(T/\TT)Q3 = (2TT—TT+ (T/\TT))

1
V2 + 472

seklinde olur. (4.3.1) denkleminden a3(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi

1
Ko = 1427 — i + i),
" W
1
K3(s) = 142tan(ns) —is + 1
s"(5) (1%—2‘5&112(713))%(4 (n5) =5 + o)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.3.4 Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban catis1 {7, Trp, T A T}

olsun.
1
oy(s) = —=T+Tr+(TNT. 4.3.16
4(s) \/3( r+ (T NTr)) ( )
seklinde tanmimlh ay(s) vektoriniin ¢izdigi regiiler egriye 717 (T A Tr)-Smarandache egrisi
denir. Burada 7', Tr = N ve T'(s) A Tr = B vektorleri yerine (4.3.2) den karsiliklari

yazilirsa ay(s)-Smarandache egrisi

ay(s) = L( — cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) + nsin(s)(cos(ns) — sin(ns)) + % sin(s),

V2

—sin(s)(cos(ns) + sin(ns)) — ncos(s)(cos(ns) — sin(ns)) — % cos(s),

%(cos(ns) —sin(ns)) — n)

olur. Burada m = z, %, %, %6 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.12 de verilmistir.

1
3

08
04
0
04
08
A05§gE 5 005 1
Sekil 4.12: TTr(T A Tr)-Smarandache egrisi
Teorem 4.3.4 «y(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi
1
K = (i7(2tan(ns) — 1) +ig(—1 — tan(ns)) + i9(2 — tan(ns)))

7 (4v2(1 — 2tan(ns))?)2

denklemiyle verilir. Burada 7, ig, 79

i = —7' 4277 — 2447 —47% + 277,
is = —T7 —717 —2—47% + 27 +27° — 274,

b9 = 7T + 21 — 472 + 27" + 4% — 274,

seklinde birer katsayidir.
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Ispat. (4.3.16) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

doy  ds* 1
gf = ﬁ(T’JrT}Jr (T NTr))

olur. 7", T, (T' AN Tr)" yerine (4.3.1) den kargiliklar: yazilirsa

b1
ds /3

seklinde bulunur. Norm alinirsa

(Tr)a, (=T + (1 — 7)Tr + 7(T A Tr)) (4.3.17)

ds* 1
5 21— 7+ 72)

ds 3

dir. Bu ifade yerine yazilirsa ay(s)-Smarandache egrisinin (77),, teget vektorii

1
(Tr) e, = T (=T + (1 — 7)Tr + 7(T A Tr)) (4.3.18)

seklinde olur. Bu ifadeden tekrar tiirevi alinirsa

ds* 3 _ . .
5 = \/_ (Z7T + ZgTT =+ Zg(T A TT))

Tr)n, -
(Tr)os - 5 41— 74 172)?

dir. (4.3.16) ve (4.3.18) ifadesinden (T'A Tr),, vektori

(T NTr)a, = as(s) A (Tr) o,

1
(T'ANTr)a,(s) = TS (=14+27)T(s)+ (-1 —=7)Tr+ (2—7)(T NTr))

seklinde bulunur.(4.3.1) denkleminden ay(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi

X = ! 17 (27 — is(—1—7)+149(2 -7
Kg —(4\/5(1_27_)2)g<7(2 1)+ 8( 1 )+ 9(2 ))7

a4 — ! 1 an(ns) — 15(—1 — tan(ns 1 — tan(ns
K —(4\/5(1_%%(”8))2)%(7(% (ns) — 1) + is(—1 — tan(ns)) + ig(2 — tan(ns)))

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.3.5 Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi
{N,TnN,N ATy} olsun.

1
seklinde tanimh 4, (s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye NTy-Smarandache egrisi denir.
Burada N, Ty  vektorlerinin  yerine  (4.3.4) den  karsihklar1  yazlirsa

91 (s)-Smarandache egrisi

5i(s) = %(

tan(ns)

1 + tan?(ns)

(— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns)) + cos(s) cos(ns)

+nsin(s) sin(ns) + n Siz(s) ;= 1t—ii;7:1§)(ns) (sin(s) sin(ns)
B , B _ _ ncos(s)
ncos(s) cos(ns)) + sin(s) cos(ns) — n cos(s) sin(ns) —

2n

/LT tan2(ns) sin(ns) — n),

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.13 de verilmistir.

Sekil 4.13: NTx-Smarandache egrisi
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Teorem 4.3.5 §;(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi

1 tan(ns ) tan ns )
KSI = 5 ( (ns) ( Z11 + 2l12>
2

(2—1—(\/% 1+ tan?(ns) \/l—l-tan (ns)

denklemiyle verilir. Burada 19, %11, %12

/ / /
T 2 T T

Ve e e

/

ilO = —2—(

/ / / /
o= =2 o () - 3= — (=)',

V1472 V1 + 72 V1412 V1+72

7_/ ,7_/ ,7_/

i1 = 2 +2 "+
12 ( ) (m

3
it A 4

birer katsayidir.

Ispat. (4.3.20) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

d(51 ds* 1
2 N/ T/
ds* ds \/ﬁ( +1v)

olur. N’ ve T} yerine (4.3.3) den kargiliklar1 yazilirsa

ds* 1 T

(TN) dS ﬁ(_N + Ty + \/ﬁ

(N ATy)) (4.3.20)

seklinde olur. Norm alinirsa

)2
dS \/_\/ 1—1—7’2

dir. Bu ifade yerine yazilirsa o (s)-Smarandache egrisinin (Ty)s, teget vektorii

1 T
(Tn)s, = (=N 4 Ty + ——=(N A Ty)) (4.3.21)
G VIt
seklinde bulunur. Tekrar tiirev alinirsa
ds* V2 . . ,
(In)s, - —— = 7 (i10N +inTn +i12(N ATy))

ds 2+ (75=)%)°

I 3
\‘1\3
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olur. (4.3.20) ve (4.3.21) ifadesinden (N A Ty)s, vektorii

(N A TN)él =0 A (TN)(;“

7_/ /

(NANTN)s, = N — Ty +2(N AT
W) VT T 2N AT))

seklinde bulunur. (4.3.3) denkleminden §; (s)-Smarandache egrisinin K 31 geodezik egriligi

1 / 7_/
Ko = i1 4 2 )
R+ (FEm))E (x/1+72 Vit TR

O 1 tan(ns)’ tan(ns)’ 211 20
g tan(ns 5
(2—1—(\/: )2 \ /1 + tan?(ns) \/1—|—tan (ns)
1+tan?(ns)

seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.3.6 Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban catisi

{N,Tn,N ATy} olsun.

L(J\“r (N ATy)) (4.3.22)

(52(8) = \/§

seklinde taniml d5(s) vektoriintin ¢izdigi regiiler egriye N (N A Ty)-Smarandache egrisi
denir.  Burada N, (N A Ty) vektorleri yerine (4.3.4) den kargiliklar1 yazilirsa

da(s)-Smarandache egrisi

da(s) = %(

tan(ns)
1 + tan?(ns)

(— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns)) — cos(s) sin(ns)

+nsin(s) cos(ns) + nsin(s)

, — sin(s) sin(ns) — ncos(s) cos(ns)

tan(ns) . , n cos(s)
o) (—sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns)) — —
n tan(ns) _ cos(ns) — n>
my/1 + tan?(ns) m

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.14 de verilmistir.
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Sekil 4.14: N(N A Ty)-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.6 J,(s)-Smarandache egrisinin Kg“’ geodezik egriligi

tan(ns)’

1 + tan?(ns)

K’&
g =1+
denklemiyle verilir.

Ispat. (4.3.22) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

doy ds* 1
. = —(N' N ATy
ds* ds \/5( +( A N))

olur. Burada (4.3.3) denkleminden N’ ve (N A Ty)" yerine kargiliklar1 yazilirsa
ds* 1 T/

T = —= Iy — —=T; 4.3.23

( N)52 ds \/5( N m N) ( )

seklinde olur. Norm alinirsa
/

-
1_
ds* V1472

ds V2

dir. Bu ifade yerine yazilirsa ay(s)-Smarandache egrisinin (T )s, teget vektorii

(Tw)s, = Ty (4.3.24)

bulunur. Tekrar tirev alinirsa

ds* T
(Tl = —N+

is T A TN)

olur. (4.3.22) ve (4.3.24) ifadesinden (N A Ty)s, vektorii

(NATy)sy, = 02 A (T)s,,
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(N ATw)s, = —=(—N + (N ATx))

V2

bulunur. (4.3.3) denkleminden d,(s)-Smarandache egrisinin K% geodezik egriligi

-
KP 14—

7 V1472

KSQ ] tan(ns)’

seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.3.7 Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban

{N,Tn,N ATy} olsun.

catisi

53(5) = —(Tx + (N A Tw)) (4.3.25)

V2

seklinde tanimli 03(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye Ty (N A T )-Smarandache egrisi

denir.  Burada Ty, (N A Ty) vektorleri yerine (4.3.4) den kargiliklar yazilirsa

d3(s)-Smarandache egrisi

53(8) =

L( tan(ns)
V2 /1 + tan?(ns)

tan(ns)
1 + tan?(ns)

(— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns)) + cos(s) cos(ns)

— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns), — sin(s) sin(ns) — sin(s) sin(ns)

tan(ns)

—n cos(s)cos(ns) +
(5) cos(ns) 1 + tan?(ns)

tan(ns)
1 + tan?(ns)

—n cos(s) cos(ns) +

(cos(ns) + sin(ns)) — — cos(ns)

m+/1+ tan?(ns) m

ntan(ns) n )

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.15 de verilmistir.
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(— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns)) + nsin(s) sin(ns)

(—sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns)),



Sekil 4.15: Tv(N A Ty )-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.7 d3(s)-Smarandache egrisinin Kg?’ geodezik egriligi

1 tan(ns)’ | . .
KSS - tan(ns)’ <2 : 2) hs et 215>
(1+ 2 2 1 4 tan®(ns)

5
2

1 + tan?(ns)

denklemiyle verilir. Burada 13, 714, 715

7_/ 7_/ , 7_/ 7_/

13 = 2 + +2
R e Y, e R

),_3(m)2_2

/ / /

)2+2(m>/_2(

T

iy = —1—
u i

T

i -
v = A=

Vi

Ispat. (4.3.25) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

dés ds* 1
ds* ds /2

(T + (N ATy))
olur. T} ve (N A Ty)" yerine (4.3.3) den karsiliklar1 yazilirsa

ds* 1 T T

Ta)s, - o = —(—N — Ty +
(N)5 ds \/5( mN m

(N ATy)) (4.3.26)

seklinde olur. Norm alinirsa

ds* B

1 T’ 5
s E\/ el
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tidir. Bu ifade yerine yazilirsa as(s)-Smarandache egrisinin (T )s, teget vektori

1 7_/ 7_/
(TN)(g = (=N — Ty + (N A TN)) (4.3.27)
’ 1+2( 1172>2 V1472 V1472

bulunur. Tekrar tiirev alinirsa

ds* V2 . . .
(TN)£53 ' E = (1 n 2( v )2)2 (@13N + 44Ty + 215(N A TN))
7

olur. (4.3.25) ve (4.3.27) ifadesinden (N A Ty)s, vektorii

(N A TN)53 = 63 A (TN)537

7_I

(N ANTN)s, (2 N—Tn+ (N ATy))
\/2+4 v V1472

bulunur. (4.3.3) denkleminden d3(s)-Smarandache egrisinin K28 geodezik egriligi

1 T
K% = 2 i13 — 14 + 1 )
g (1+2( )2)% ( m 13 14 15

1 tan(ns) . . .
K33 = : ; 2 ( 2) 113 — 214 + 115
(1+2( an(ns) 2 1 4 tan®(ns)

njot

1 + tan?(ns)

seklinde elde edilir. [J

Tanim 4.3.8 Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban catisi

{N,TnN,N ATy} olsun.

i(N +Tn + (N ATy)) (4.3.28)

54(8) = \/g

seklinde tanimli 04(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye NTy (N A Ty)-Smarandache egrisi
denir. Burada N, Ty, (N A Tx) vektorleri yerine (4.3.4) den kargihiklar yazilirsa

d4(s)-Smarandache egrisi
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(54(8) =

1 ( tan(ns) (— cos(s) cos(ns) — nsin(s)sin(ns)) + nsin(s) sin(ns)

V3\ /11 tan?(ns)

tan(ns)
1 + tan?®(ns)

(— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns)) + cos(s) cos(ns)

nsin(s)

— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns) + , —sin(s) sin(ns) — sin(s) sin(ns)

m

tan(ns)

1 + tan?(ns)

—n cos(s) cos(ns) + (—sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns))

tan(ns)

1 + tan?(ns) (—sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns))

—n cos(s) cos(ns) +

_ncos(s) n tan(ns) (cos(ns) + sin(ns)) — Z cos(ns) — ") :

mmy/1+ tan?(ns) m

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.16 de verilmistir.

Sekil 4.16: NTn(N A Ty)-Smarandache egrisi
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Teorem 4.3.8 §,(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi

_ tan(ns)’ _ tan(ns)’ , tan(ns)’
Zl6<2 ( 2) — 1) + Zl7<—1 — ( 2> ) + 218(2 — ( 2) )
oo 1 4 tan®(ns) 1 + tan®(ns) 1 + tan®(ns)
B t / ¢ /
(4v3(1 — an(nSQ) an(ns) N
1 + tan?(ns) 1 + tan?(ns)
denklemiyle verilir. Burada
) 7_/ , ,7_/ 7_/ 7_/
s = — 42 A S Y N
v = A Ve i) ire e
/
+2(——=)",

V1472

/ / / /

i = =)~ (=) — 2 - A=)
17 V14712 V14+72 V1472 V1+72
7_/ 7_/
+2—3_2—4’
<\/1—|—7'2) (\/1+T2)
7_l 7_/ , 7_/ 7_/ 7_l
iy = 42 A (——)? 42—
v = e Ve e P
7_/ 7_/
+4—3_2—4
<\/1+72) (\/1+7'2>

birer katsayidir.

ispat. (4.3.28) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

dé, ds* 1
d_sjE = E(NW—T]’V#—(N/\TN)’)

olur. N', T ve (N A Ty)" yerine (4.3.3) den karsiliklar1 yazilirsa

ds* 1 N T T

ds 3

(TN)54

olur. Norm alinirsa
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ds* T’

1 T/
s ﬁ\/m‘m“m

)?)

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa ay(s)-Smarandache egrisinin (7)s, teget vektorii

1 T T

” 2 2
\/2(1_}(5\/_1_(@)2) V1i+T V1i+71

(NATy)) (4.3.30)

bulunur. Tekrar tiirev alinirsa

ds* V3

dS 4(1 - \/]_:/,7-2 + (\/1:/,7-2)2)

(TN)ZS;; : 2 (ilﬁN + i17TN + ilg(N A\ TN))

olur. (4.3.28) ve (4.3.30) ifadesinden (N A Ty)s, vektorii

(N A TN)54 =04 A\ (TN)54,

(N A Tw)s, = (142 5)N + (=1 = Z5)Tw + (2 = 7£=) (N A Ty))
4 - =
\/6(1 N \/1:-7'2 + (\/1+7—2)2)

bulunur. (4.3.3) denkleminden 64(s)-Smarandache egrisinin K2* geodezik egriligi

7! ! 7!
i16(2 — 1) +iyp(—1— +irg(2 —
K54 _ ( 16( 1 +T2 ) 17( 1 T 7_2) 18( m))

(al - T Ty |

V1i+712 14712

njo

, tan(ns)’ , tan(ns)’ , tan(ns)’
Zl6<2 ( 2) — 1) + Z17<—1 — ( 2) —+ 118(2 — ( 2) )
oo 1 4 tan®(ns) 1 + tan®(ns) 1 + tan?(ns)
g tan(ns)’ tan(ns)” 5 s

(4v2(1 -

1 + tan?(ns) 1 + tan?(ns)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.3.9 Salkowski egrisinin  binormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi

{B,Tp, B ANTg} olsun.

1
Gi(s) = E(B +Tp) (4.3.31)

seklinde tammlh (;(s) vektoriintin ¢izdigi regiiler egriye BTg-Smarandache egrisi denir.

Burada B, Tp vektorleri yerine (4.3.6) den karsiliklar1 yazilirsa (; (s)-Smarandache egrisi

G(s) = i( — cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns) + % sin(s),

V2

— sin(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns) — % cos(s), % cos(ns) — n)

1

olur. Burada m = %, %, %, i degerleri igin egriye ait grafikler Sekil 4.17 de verilmistir.

Sekil 4.17: BTg-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.9 (i(s)-Smarandache egrisinin K§' geodezik egriligi

1 , 1 , 1 .
Kgl = 1 i19 — 199 + 219
2+ )z)g tan(ns) tan(ns)
tan(ns)

denklemiyle verilir. Burada 79, 299, %21

1 11
- — _2_ Y (Y
19 (T) +T(T)’
11 1 1
— _2___/_3_2_ _4
120 T(T) (7) (T>’
1 1 1
= 2= 4+2(=2) + (=)
121 T+ (r>+(7)’

birer katsayidir.

5



Ispat. (4.3.31) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

d¢; ds* 1, y
& pyT
ds* ds \/§< +T5)

seklinde olur. B’ ve T}, vektorleri yerine (4.3.5) den kargiliklar1 yazihirsa

ds* 1

(Tole - G = J5(-B+Ts+ 2(BAT)

olur. Norm alinirsa
ds* 1

ds \/_

24 (2

dir. Bu ifade yerine yazilirsa (;(s)-Smarandache egrisinin (Tz),, teget vektorii

(To)o = ———(~B + Ty + ~(BATs))
2+ (2)? ’

bulunur. Tekrar tirev alinirsa

ds* V2 _ . .
(TB),Cl . E = W(ZlgB + ZZOTB + 7/21(8 AN TB))

olur. (4.3.31) ve (4.3.33) ifadesinden (B A Tg)¢, vektori

(B A TB)Cl = Cl A (TB)CIJ
(BATg)e, = ;< N - lTB + 2B ATs))
4+2( )2

bulunur. (4.3.5) den (;(s)-Smarandache egrisinin K§' geodezik egriligi

1 1 1
K = ———— | 219 — —igo + 2i01 | ,
P <2+(%)2>§ (7_ 19— %20 21>

1 1 1
KCl _ . o 92
g (2 + ( 1 ))2)3 (Zthan(nS) 120 tan(ns) + Z21>

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.3.10 Salkowski egrisinin  binormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi

{B,Tp, B ANTg} olsun.
1

Gols) = (B +(BAT)) (4.3.34)

seklinde tamimli (5(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye B(B A Tg)-Smarandache egrisi
denir.  Burada B, (B A Tp) vektorleri yerine (4.3.6) den karsihiklar yazilirsa

(2(s)-Smarandache egrisi

G(s) = 1 ( cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) + nsin(s)(cos(ns) + sin(ns)),

V2

sin(s)(cos(ns) — sin(ns)) — ncos(s)(cos(ns) + sin(ns)),

%(cos(ns) + sin(ns)))

1 1 o e . v e . . . .
3 76 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.18 de verilmistir.

1
)5

wir

olur. Burada m =

Sekil 4.18: B(B A Tg)-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.10 (»(s)-Smarandache egrisinin Kg@ geodezik egriligi

denklemiyle verilir.

Ispat. (4.3.34) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

Gy ds* 1 ,
. = —(B BAT
ds* ds \/5( +( A B))

seklinde olur. B’ ve (B A T)" vektorleri yerine (4.3.5) den kargiliklar: yazilirsa

7



ds* 1 1
T . = —(Ty — =T 4.3.
(TB)¢, E \/5( B~ B) (4.3.35)

olur. Norm alinirsa

ds* 1—%
ds 2

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa (»(s)-Smarandache egrisinin (7)¢, teget vektori

(Ts)e, = T

(4.3.36)
bulunur. Tekrar tirev alinirsa

ds* 1

olur. (4.3.34) ve (4.3.36) ifadesinden (B A Tg), vektori

(BATB)e, = G A (TB)¢,,

(BATp)e, = \/5(—3 + (B ATg))

bulunur. (4.3.5) den ((s)-Smarandache egrisinin K> geodezik egriligi

1 1
Ke=14+-, K®=1+
g T 9 tan(ns)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.3.11 Salkowski egrisinin  binormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi
{B,Tg, B\ Tg} olsun.
1
s)=—=(Tp+ (BAT, 4.3.37
Cs(s) \/5( B+ ( 5)) ( )
seklinde tanimh (3(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye Tp(B A Tg)-Smarandache egrisi
denir.  Burada Tp, (B A Tp) vektorleri yerine (4.3.6) den karsihklar1 yazilirsa

(3(s)-Smarandache egrisi

G(s) = 1 ( cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns) + % sin(s),

V2

sin(s) cos(ns) — ncos(s) sin(ns) — % cos(s),

% sin(ns) — n>

, %6 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.19 de verilmistir.

Wi
[
0=

Sekil 4.19: Ts(B A Tg)-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.11 (3(s)-Smarandache egrisinin KgC3 geodezik egriligi

1

2
(1+ 2(ta,nins))2)g ( e

Kgcg = )i22 — I3 + i24>

denklemiyle verilir. Burada 99, 793, 294

11 1 1
- — 2_ - / - 2 - 3
122 T(T)+T+ (7)7
. 1 1 1
iy = 1= () =3C) -2

T T T
2 L, 4

i = —(=)"+2(=) —2(=)%,

T T T

birer katsayidir.
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Ispat. (4.3.37) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

d¢s ds* 1T, ,
%3 B (1L (BAT
ds* ds \/5( B+( A B))

seklinde olur. T} ve (B A Tp)’ vektorleri yerine (4.3.5) den karsiliklar: yazihirsa

ds* 1 1 1
To)e - & = 2 (CB— T+ ~(BAT
(B)Ca ds \/5( - B+7_< A B))

ds* 1 1
— . J142(0)
ds V2 + (7')

olur. Norm alinirsa

(4.3.38)

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa (3(s)-Smarandache egrisinin (7)., teget vektorii

Tyl = ————(~B ~ Tx + ~(BATy))

1+42(2)?
bulunur. Tekrar tirev alinirsa

ds* V2

N (TR

olur. (4.3.37) ve (4.3.39) ifadesinden (B A Tg)., vektorii

(B A TB)C3 = C3 A (TB)C37
(BATR)e, = ——— (2 BTy + (BATS))
244(L)2 7T

bulunur. (4.3.5) den (3(s)-Smarandache egrisinin K§3 geodezik egriligi

1 1
Ky = m <2;Z22 — 123+ 124> ;
1 1
KS = 2 log — l93 + I
C (i \ tan(ns)
tan(ns)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.3.12 Salkowski egrisinin  binormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi
{B,Tg, B A\Tg} olsun.

1
seklinde tanimh (4(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye BTz (B A Tg)-Smarandache egrisi
denir. Burada B, Tg, (B A Tg) vektorleri yerine (4.3.6) den karsiliklar yazilirsa

(4(s)-Smarandache egrisi

G(s) = L ( cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) + nsin(s)(cos(ns) + sin(ns)) + n sin(s),

\/g m

sin(s)(cos(ns) — sin(ns)) — ncos(s)(cos(ns) + sin(ns)) — % cos(s),

%(cos(ns) + sin(ns)) — n)

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri i¢in egriye ait grafikler Sekil 4.20 de verilmistir.

Sekil 4.20: BT (B A Tg)-Smarandache egrisi

Teorem 4.3.12 (4(s)-Smarandache egrisinin KgC4 geodezik egriligi

. 1 ) 1 . 1
(Z25(2m — 1) + @26(_1 — tan(ns ) + Z27(2 - _tan(HS)))

Kt = i
4v/2(1 — 2)2)3
( \/_( tan(ns) (tan(ns)) ))
denklemiyle verilir. Burada 95, 29g, %27
. 1, .1 11 1
= ()4 25(5) 244 —A(Z)2 2R
195 (7_) + T(T) + - (7_> + (7_) )
, 1, 1,1, 1, 1 1, 1,
S il Ut VN ST G LI S Y (il R Y
o = ~(CY — 12— 4GP+ 2l 2000 20 )
| (5 TIPS SIS IS IS IS I
= (DY 12T 4D 2(R) A5 2
b= TG 2T 4GP 20 A -2

birer katsayidir.
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Ispat. (4.3.40) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

d ds* 1
d_gi = ﬁ(B'—i-Té—i-(B/\TB)’)

seklinde olur. B', T ve (B A Tg)" vektorleri yerine (4.3.5) den kargiliklari yazilirsa

(T)e, - % _ %(—B +(1- %)TB 4 K%(B ATg)) (4.3.41)

olur. Norm alinirsa

ds* 1 11,
dszyaﬁ“—;+t”

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa (4(s)-Smarandache egrisinin (7)., teget vektorii

1
V20—t )
bulunur. Tekrar tirev alinirsa

i V3
ds — 4(1 -1+(1)2?)

T

(TB)C4 =

(—B+(1— %)TB + %(B A Ty)) (4.3.42)

(T, - 5 (i5 B + a6 T + a7 (B A T))

olur. (4.3.40) ve (4.3.42) ifadesinden (B A Tg),, vektorii

(B A TB)C4 = C4 A (TB)QU

(F1422)B+ (=1~ )T5 + (2~ 1)(BAT))

bulunur. (4.3.5) den (4(s)-Smarandache egrisinin Kg‘* geodezik egriligi

(i25(2% — 1) 4 ig(—1 — %) +i97(2 — %))
(V31— —+ ()

G —
Kt =

Y

, 1 ‘ 1 : 1
(ZzS(QW - 1) * 226(_1 B tan(nS)) * 227@ B tan(ns))>

(a1~ — Ly

tan(ns) *

G4
Kt =

ot

tan(ns)
seklinde elde edilir. [J
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4.4 Anti-Salkowski Egrisinin Frenet Vektorlerinden Elde Edilen
Sabban Catisina Gore Smarandache Egrileri

Bu boliimde, anti-Salkowski egrisine ait 1%, N*, B* Frenet vektorlerinin birim kiire
yiizeyi tizerinde ¢izdigi kiiresel egrilerin Sabban ¢atilar1 olugsturuldu. Bu catilardan Smaran-
dache egrileri tanimlandi. Daha sonra elde edilen her bir egrinin geodezik egrilikleri hesa-
plandi. Simdi sirayla (7) tegetler gostergesi, (N*) aslinormaller géstergesi ve (B*) binor-
maller gostergesine ait Sabban catilar1, Sabban formiilleri ve geodezik egriliklerini verelim.

(T*) tegetler gostergesi igin;

T = T, Tp.=N*, T*ATp =B,
*x/ / * 1 * * / 1
™ = Tpe, Tpo=-T"+—(T"NTp), (T"NTp)'=—=Tp-, (44.1)
K K
. 1 1
KI' = (Tp,T"NTp) = — = :
g {Tr-, ) k*  tan(ns)
T(s) =— <cos(s) sin(ns) — nsin(s) cos(ns), sin(s) sin(ns) + n cos(s) cos(ns),
n
p- cos(ns)),

sin(s)  cos(s)

Tre(s) = n( —— ,1), (4.4.2)

m

(T* NTr)(s) = — < cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns), sin(s) cos(ns) — n cos(s) sin(ns),

% sin(ns)).

(N*) aslinormaller gostergesi igin;

—K*T™" + B* T + k*B*

M= N e =Ty YNy s

NY = Ty-, Ty =-N*"+K) (N*ATy-), (N*ATy-) =K} Ty, (4.4.3)

. —r* —tan(ns)’
KN = (Th (N AT)) = )

*2 )
£+ 1 tan(ns)? + 1
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N'(s) = (nsin(s) _ncos(s)7n>’

m m

1

Tn+(s) = \/m( — cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns)
— tan(ns)(— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns)),
— tan(ns)(—sin(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns))
—sin(s) cos(ns) + ncos(s) sin(ns), % sin(ns)) : (4.4.4)
1 . .
(N* ANTy)(s) = (tan(ns)(— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns))

tan?(ns) + 1
— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns), — sin(s) sin(ns)

+ tan(ns)(—sin(s) cos(ns) 4+ ncos(s) sin(ns)) — n cos(s) cos(ns),

% tan(ns) sin(ns) — % COS(”5)>

(B*) binormaller gostergesi igin;

B* = B*, Ty =-N*, B*ATg =T,
B*/ = TB* s T/B* =-B + E*(B* A TB*) 3 (B* VAN TB*)/ = K*TB*, (445)

KP = (Tp.,(B* ATp)) = k" = tan(ns).

B*(s) = - ( cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns), sin(s) cos(ns) — n cos(s) sin(ns),
% sin(ns)),
Tpe(s) = — <”Si2(3), —”C:(S) , n> , (4.4.6)
(B*ANTg+)(s) = — ( cos(s) sin(ns) — nsin(s) cos(ns), sin(s) sin(ns) 4+ n cos(s) cos(ns),
—% cos(ns)).
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Tanim 4.4.1 Anti-Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban c¢atisi
{T*,Tp+,T* N T+ } olsun.
1
01(s) = —=(T" + Tr+) (4.4.7)

V2

seklinde tanimh #;(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye T*Tr«-Smarandache egrisi denir.

Burada T, T« vektorleri (4.4.2) den yerlerine yazilirsa 6;(s)-Smarandache egrisi

01(s) = L( — cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns) + n sin(s), — sin(s) sin(ns)

V2 m

—n cos(s) cos(ns) — % cos(s), —% cos(ns) + n)

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.21 de verilmistir.

Sekil 4.21: T*Tp--Smarandache egrisi

Teorem 4.4.1 6,(s)-Smarandache egrisinin Kgl geodezik egriligi

Kgl - (2+ (ta:Ens))Q)g <tan1”3)jl - @Jé ! 2j3)
denklemiyle verilir. Burada ji, j2, J3
o= 2 P,
o= 2 B - ()
Jo= o 2 ()

birer katsayidir.
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Ispat. (4.4.7) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

d@l ds* 1 ’
DB T
ds* ds \/§( +Tr.)

seklinde olur. Burada (4.4.1) denkleminden T*', T. yerine kargihiklar: yazihrsa

ds* 1
* . _— - * *
(Tr+)g, s \/5( T+ T« +

%(T* A Tr.)) (4.4.8)

ds* 1

dszﬁ

Smarandache egrisinin (77)g, teget vektorii

1
olur. Norm alinirsa 2 + (—)? seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa 6, (s)-
H*

1 1
(Tr+)g, = ————=(-T"+Tr + —*(T* NTr+)) (4.4.9)
2+ () "
bulunur. Tekrar tiirev alinirsa
ds* V2
Tr)y » — = ————— (1 T* + 55T + j3(T* N\ Thps
( T )61 dS (24_(%_1*)2)2(]1 +]2 T +j3( T ))

olur. (4.4.7) ve (4.4.9) ifadesinden (T A T'r+)g, vektorii

(T* A TT*)Ol — 61 /\ (TT*)917
(T* A Tp-)g, = —meee (— T — —Tpe + 2(T* A Tp))
4+2(L)2 " K

bulunur. (4.4.1) denkleminden 6, (s)-Smarandache egrisinin K7' geodezik egriligi

1 O | ,
Kgl = I 5(]1;—]2E+2]3)a

2+ ()2
K

1 1 1

Ko — . . 9
9 2+ ( 1 )z)g (tam(ns)]1 tam(ns)]2 * ‘73)
tan(ns)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.2 Anti-Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban c¢atisi
{T*,Tr-,T N Tp+} olsun.

1 * *
seklinde tanmiml 605 (s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye 7*(T* A T+ )-Smarandache egrisi
denir. Burada T, (T* A Tr+) vektorleri (4.4.2) den yerlerine yazilirsa 65(s)-Smarandache
egrisi

Oy(s) = L( — cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) + nsin(s)(cos(ns) + sin(ns)), sin(s)(cos(ns)

V2

—sin(ns)) — ncos(s)(cos(ns) + sin(ns)), —%(cos(ns) + Sin(ns)))

olur. Burada m = %, %, %, %6 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.22 de verilmistir.

Sekil 4.22: T*(T* A T+ )-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.2 0,(s)-Smarandache egrisinin K32 geodezik egriligi

denklemiyle verilir.

Ispat. (4.4.10) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

db, ds* 1 p ,
ds* ds \/§< ( 7))

seklinde olur. Burada (4.4.1) denkleminden T*', (T* A Tr+)’ yerine kargihklar yazihirsa
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ds* 1 1
T g - = (T — — T 44.11
(Trr+)g, s \/5( T o ) ( )

1
s* 1—,{—*

olur. Norm alinirsa A NG seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa 65(s)-Smarandache
s

egrisinin (77)y, teget vektorii

(Tr+)o, = T (4.4.12)
bulunur. Tekrar tiirev alinirsa
ds* R

olur. (4.4.10) ve (4.4.12) ifadesinden (7™ A T+ )g, vektorii

(T* A TT*)92 = 92 A (TT*)027

* 1 * *
(T* NTr+)g, = —=(=T" + (T NTrp+))

V2

bulunur. (4.4.1) denkleminden 65 (s)-Smarandache egrisinin K> geodezik egriligi

1
tan(ns)

1
KP=1+—, Kr=1+
K;*

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.3 Anti-Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban c¢atisi

{T*, Tp-,T* N\ Tp+} olsun.

03(5) = —= (T + (T* A Tr) (4.4.13)

V2

seklinde tanimli 03(s) vektoriintin ¢izdigi regiiler egriye T« (T A T+ )-Smarandache egrisi
denir. Burada Tp«, (T* A Tp+) vektorleri (4.4.2) den yerlerine yazilirsa 03(s)-Smarandache
egrisi

O5(s) = s ( cos(s) cos(ns) + nsin(s) sin(ns) + % sin(s), sin(s) cos(ns)

V2

—ncos(s) sin(ns) — % cos(s), —% sin(ns) + n)

olur. Burada m = %, %, %, 1—16 degerleri i¢in egriye ait grafikler Sekil 4.23 de verilmistir.

Sekil 4.23: Tp«(T* A T+ )-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.3 63(s)-Smarandache egrisinin Kg03 geodezik egriligi

1 . 1 o
K§3 = 1 (]42 —J5+ ]6)
tan(ns)

denklemiyle verilir. Burada j4, 75, Js

1 1

= 2 ()Y + — 192

Ja /‘i*</€*) +/€*+ (KI*)’
1 1 1

— _1_ _/_3_2_ _4
js () =32 — 2"

_ 1 2 1 / 1 4
o = P ) 2

birer katsayidir.
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Ispat. (4.4.13) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

d93 ds* 1
— . = (T TN Tpe)
ds* ds \/ﬁ(T_F( T))

seklinde olur. Burada (4.4.1) denkleminden T7., (T A T+ )’ vektorleri yerlerine yazilirsa

ds* 1 . 1 T, .
(Tr- e, (=T = =T+ —(T" A Ty)) (4.4.14)

ds 2

olur. Norm alinirsa
ds* 1

ds:ﬁ

1)2

K

14 2(

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa 63(s)-Smarandache egrisinin (77), teget vektorii
1 1 1
(Tr )y = —eeeee (=T% — —Tipe + —(T* A Ty)) (4.4.15)
1+2(5)? " &
bulunur. Tekrar tiirev alinirsa

ds* V2 s R
(Tr+)p, - qs W(MT + JsTr- + jo (T N Tr-)) (4.4.16)

olur. (4.4.13) ve (4.4.15) ifadesinden (7™ A T+ )g, vektorii

(T* A\ TT*)93 = 63 A (TT*)937

1 1
(T* ATy )gy = —eeeee (2—T" — Tpe + (T A Tp))

24+4(L)2 *

bulunur. (4.4.1) denkleminden 6s(s)-Smarandache egrisinin K7 geodezik egriligi

1 o1 . .

Kp = " 042; — Js + Js),

14+2(—)7)2

(125

1 , 1 . :
K = 1 - (342t —Js +]6)

(+2—i v )

tan(ns)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.4 Anti-Salkowski egrisinin tegetler gostergesine ait Sabban c¢atisi
{T*,Tp+,T* N T~} olsun.

0u(s) = —=(T* + T + (T" A ) (4.4.17)

V3

seklinde tanimh 64(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye T*Tp«(T* A Tps)-Smarandache
egrisi denir. Burada T, Tp-, (T A Tp«) vektorleri (4.4.2) den yerlerine yazilirsa

0,4(s)-Smarandache egrisi

Oi(s) = L ( cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) + nsin(s)(cos(ns) + sin(ns)) + % sin(s),

V3

sin(s)(cos(ns) — sin(ns)) — ncos(s)(cos(ns) + sin(ns)) — % cos(s),

—%(cos(ns) + sin(ns)) + n>

olur. Burada m = %, é, %, 1—16 degerleri i¢in egriye ait grafikler Sekil 4.24 de verilmistir.

Sekil 4.24: T*Tp« (T* A Tp+)-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.4 64(s)-Smarandache egrisinin ng‘* geodezik egriligi

. 1 , 1 , 1
<]7<2tan(ns) — D (1= tan(ns)) a2 = tan(ns)))

1
(4v2(1 - tan(ns) *

04 __
Kg =

denklemiyle verilir. Burada j7, js, Jo

1., 1 1 1 1 1
iy = —(— 29— (—) —244— —4(—=)2 +2(=)3
J7 (K/*) + /{*(,{*) + KX (//w}*) + <,{*)’

. 1., 1.1, 1., 1 1 3 1.,
= —(—) ——(—) —-2—-4(— 2— +2(—)° — 2(—
I8 (H*) HJ*(/{*) (K*) + /€*+ (H*) (li*)7
. 1.1, 1 1., 1., 1 3 1.,
o = Y s A 20y A 2

birer katsayidir.
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Ispat. (4.4.17) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

df, ds* 1
d_; == ﬁ@*/ + T + (T* AN Tpe)')

seklinde olur. Burada (4.4.1) denkleminden 7%, T, (T* ATy« ) yerine kargiliklar: yazilirsa

ds* 1 1 1
(Tr+)e, - = (=T +(1— ;)TT* + E(T* A Tr+)) (4.4.18)

ds_%

olur. Norm alinirsa

ds* 1 1 1

B Jol— = 4 ()2

o= - e

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa 64(s)-Smarandache egrisinin (77), teget vektorii

1 1 1
(<" + (L= —)r +

(Tr+)o, = (T* A Tp+)) (4.4.19)

K

bulunur. Tekrar tiirev alinirsa

ds* V3 o R

olur. (4.4.17) ve (4.4.19) ifadesinden (T™* A T'p«)g, vektorii

(T NTrp+)o, = 04 N (Trp+)g,

. (F14 20T+ (1 = )T 4+ (2 = ) (T* A Ty)

(T* AT )o, = —
V61— & +(2)?) g g

bulunur. (4.4.1) denkleminden 6,(s)-Smarandache egrisinin Kg‘* geodezik egriligi

o1 , 1 . .
<]7(2; — 1) +Js(—1— E) +jo(2 — Ky ))
1 I

)*)?)

04 __
Kg =

[N

(4v2(1 — Hi + (=
. 1 , 1 , 1

<J7<2tan(ns) —D+ j8<_11 a tan(ns)l) 52— tan(ns) ))

(V21— — s+ )

n(ns) tan(ns)

04 __
Kg =

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.5 Anti-Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi

{N*, T+, N* AN T~} olsun.

1 *
P1(s) = E(N + Tn+) (4.4.20)

seklinde tanimh ¢ (s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye N*Ty--Smarandache egrisi denir.

Burada N*, Ty« vektorleri (4.4.4) den yerlerine yazilirsa ¢, (s)-Smarandache egrisi

1
Pi(s) = E<_

tan(ns) nsin(s)

tan®(ns) + 1 (= cos(s) sin(ns) + n sin(s) cos(ns)) + m

— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns), —sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns)

__tan(ns) — sin(s) sin(ns) — n cos(s) cos(ns)) — n cos(s)
S~ sin(e)snrns) —ncos(s) cos(ns)) — )
ntan(ns)

cos(ns) + n),

my/tan®(ns) + 1

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.25 de verilmistir.

Sekil 4.25: N*Tn«-Smarandache egrisi
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Teorem 4.4.5 ¢;(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi

—tan ns . —tan(ns)’ . .
(ns) Jir + 2712
\/tan(ns)?® + 1 tan(ns)® + 1
Ko = ,
—tan(ns
(24 (— 0] 2y

tan(ns)® + 1

denklemiyle verilir. Burada j19, 11, J12

—K*/ —HJ*/ —H*,

j = —2- 2 + /7
b (\/m) \/%*2+1(\//€*2+1)
) —K/*/ —K/*, —K*, —K*,
n = 2= () = 3(=—=)" ~ (=)'
VE2+1 V241 VE“ 41 VK™ 41
—K* —k* —K*

y = 2———— 2 + ()’
j12 '/FJ*2+1 <‘/Fd*2+1) ( H*2+1)

birer katsayidir.

Ispat. (4.4.20) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

do, ds* 1 , ,
5 (N T
ds* ds \/5( + 1)

seklinde olur. N*' ve T},. yerine (4.4.3) den kargiliklar1 yazilirsa

ds* 1 . —K*
o s = BN I+ o

sy (N* ATy-)) (4.4.21)

% \/_\/ /{*2 )2

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa ¢;(s)-Smarandache egrisinin (Ty+)e, teget vektorii

olur. Norm alinirsa
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1 . —KJ*/
(T )y = (=N + Ty + =
9+ ( —K*! )2 K*+1

(N* A Ty-)) (4.4.22)

bulunur. Tekrar tirev alinirsa

ds*_ V2
ds (24 (=

(TN*)¢1 CERTIY (710" + juTne + J12(N* A Ty+))

olur. (4.4.20) ve (4.4.22) ifadesinden (N* A Ty«)g, vektorii

(N*ATn+)g, = 1 A (Tn=) gy s

1 —K* —K*
( N )d)l \/4_|_2( —K*’ )2(\//§*2+1 \/m N ( N >>
\/H*2+1

bulunur. (4.4.3) denkleminden ¢, (s)-Smarandache egrisinin KJ' geodezik egriligi

—-k* —-k* . )
Jio — Jii+ 2]
K¢1 B < /<J*2 1 10 ’1*2 +1 11 12
4= % v

2+ (—/*Q—H) )2

)

—tan ns ) —tan(ns . .
(ns) Ji1 + 2J12
\/tan(ns)? + 1 tan(ns)® + 1
Ko —
g —tan(ns)’ 5

2+ ( )%)

tan(ns)” + 1

seklinde elde edilir. []

95



Tanim 4.4.6 Anti-Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi

{N*, T+, N* AN T~} olsun.

Ba(s) = —=(N" + (N* A Ty-)) (14.23)

V2

seklinde tanimli ¢9(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye N*(N* ATy+)-Smarandache egrisi

denir. Burada N*, (N* ATn+) vektorleri (4.4.4) den yerlerine yazilirsa ¢o(s)-Smarandache

egrisi
L tan(ns) — cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns
0a(s) = (T g cos(s) cos(ns) — msin(s)sin(ns)
— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns) + z S;I;(S) , —sin(s) sin(ns)

tan(ns)

tan2(ns) £ 1 (—sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns)) — n cos(s) cos(ns)

t
_ncos(s)7 ntan(ns) sin(ns) — L cos(ns) + n)
mmy/tan®(ns) + 1 m

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.26 de verilmistir.

Sekil 4.26: N*(N* A T+ )-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.6 ¢-(s)-Smarandache egrisinin K 5’2 geodezik egriligi

denklemiyle verilir.
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Ispat. (4.4.23) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

dpy  ds*

1
. = —(N* 4+ (N* ANTn-)
T d = g (N AT

seklinde olur. N* ve (N* A Ty+)" yerine (4.4.3) den kargiliklar1 yazilirsa

ds* 1 —r*

(Tn-)on - = = %(TN* - WTN*) (4.4.24)

olur. Norm alinirsa

1 ¥
ds* A/ K*2+1

ds V2

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa ¢o(s)-Smarandache egrisinin (Ty+)g4, teget vektorii

(Tv+)go = T (4.4.25)
bulunur. Tekrar norm alinirsa
ds* —r*
Tne), - — = —=N*"4+ ——(N* ATy
( N )¢2 dS + H*2+1( N)

olur. (4.4.23) ve (4.4.25) ifadesinden (N* A Ty« )4, vektorii

(N* A TN*>¢>2 = ¢2 A (TN*>¢>27

(N*ATn+)g, = %(—N* + (N* ANTn+))

bulunur. (4.4.3) denkleminden ¢s(s)-Smarandache egrisinin Kfz geodezik egriligi

*/

/
—K K =14 —tan(ns)

K2 =14 ——
9 S ex2 !
Kre+1 tan(ns) + 1

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.7 Anti-Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi

{N*, T+, N* AN T~} olsun.

P3(s) = L(TN»« + (N* A Ty+)) (4.4.26)

V2
seklinde taniml ¢3(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye Ty« (N* ATy« )-Smarandache egrisi
denir. Burada T+, (N*ATy+) vektorleri (4.4.4) den yerlerine yazilirsa ¢3(s)-Smarandache

egrisi

P3(s) =

( — cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns) — cos(s) sin(ns)

sl

tan(ns)
tan®(ns) + 1

(— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns))

tan(ns) ' . ‘
- tan?(ns) + 1 (— cos(s)sin(ns) + nsin(s) cos(ns)) 4 nsin(s) cos(ns),

tan(ns)

tan®(ns) + 1

(—sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns)) — sin(s) sin(ns)

—n cos(s) cos(ns) — sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns)

— fan(ns) —sin(s)sin(ns) — n cos(s) cos(ns
(- sin)sin(ns) — ncos(s) os(ns))

(cos(ns) + sin(ns)) — — cos(ns)

my/tan?(ns) + 1 m

n tan(ns) n )

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.27 de verilmistir.

.-2.4

3"

Sekil 4.27: T+« (N* A Tn+)-Smarandache egrisi
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Teorem 4.4.7 ¢3(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi

Kb 1 9 —tan(ns)’
9 —tan(ns)  \9
A+ A )

Jiz3 — Jia + Ji5

Njot

tan(ns)® 4 1

denklemiyle verilir. Burada 713, j14, J15

—r* —K* —K* —K*
3 = 2 "+ +2 i
- \/n*2+1<\/ra*2+1) V2 +1 <\/m*2+1)
—K* —r* —K*
. — _1 Y !/ o 3 o 2 _ 2 o 47
J14 ( ) (m) (m)

K 1

—K —r* —K*
. /
e = e ) e

x/

Vi i1
2

birer katsayidir.

ispat. (4.4.26) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

dgbg ds* 1 y /
C%8 0 (T + (N* ATy
ds*  ds \/§(N+< A N))

seklinde olur. T}. ve (N* A Ty+)" yerine (4.4.3) den karsiliklar1 yazilirsa

ds* 1 . ! !

T+ = —(—N" — ———Ty+ + ——(N* A Ty~ 4.4.27
( N >¢>3 ds \/5( \/m N \/m( N )) ( )

olur. Norm alinirsa

ds* B

1 _I{*,
N FII TR,
ds \/5\/ (\/FL*Q—l—l)

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa ¢3(s)-Smarandache egrisinin (Ty+)e, teget vektorii
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1 —fi*/ e/
(—N*——ZN*—i——K (N* ANTy))
*! *2 1 *2 1

\/1 2 _,: )2 K*S 4+ K** +

(TN*)¢3 =

bulunur. Tekrar norm alinirsa

ds*

ds (14 A=)

&

(Tne )y - (J1sN* + J1aTn+ + J15(N* A Ty+))

olur. (4.4.26) ve (4.4.28) ifadesinden (N* A T+ )4, vektorii

(N* ANTn+) gy = &3 A (Tn+) s

/
_K*

(2
' _yo VEZ+1
\/2 4(\/n*2+1)

—_

bulunur. (4.4.3) denkleminden ¢s(s)-Smarandache egrisinin KJ* geodezik egriligi

1 —/i*/
g . o . ( P 1]13 J14 +]15) ;

o 1 —tan(ns)’
g

—tan(ns)/ 2 5 Ji13 — Jua + J15
(1+2( )2)2 tan(ns)” + 1

tan(ns)” + 1

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.8 Anti-Salkowski egrisinin aslinormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi

{N*, T+, N* AN T~} olsun.

Pa(s) = i(N* + Ty« + (N* A Ty-)) (4.4.29)

V3

seklinde taniml ¢4(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye N*Tn«(N* A T+ )-Smarandache
egrisi denir. Burada N*, Ty«, (N* A Tn+) vektorleri (4.4.4) den yerlerine yazilirsa

¢4(s)-Smarandache egrisi

1 . . .
Pa(s) = %< — cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns) — cos(s) sin(ns)
tan(ns) : : nsin(s)
tan(ns) 1 1 (— cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns)) + —
tan(ns)

B tan2(ns) + 1 (— cos(s) sin(ns) + nsin(s) cos(ns)) + nsin(s) cos(ns),

tan(ns)

tan?(ns) + 1

(—sin(s) cos(ns) + n cos(s) sin(ns)) — sin(s) sin(ns)

—n cos(s) cos(ns) — sin(s) cos(ns) + ncos(s) sin(ns)

— tan(ns) —sin(s)sin(ns) — ncos(s) cos(ns)) — n cos(s)
e (sin(s)sinns (5) cos(ns)) — T2,
ntan(ns)

(cos(ns) + sin(ns)) — 2 cos(ns) + n)

my/tan?(ns) + 1 m

olur. Burada egriye ait grafik Sekil 4.28 de verilmistir.

Sekil 4.28: N*Tn+(N* A Ty~)-Smarandache egrisi
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Teorem 4.4.8 ¢,(s)-Smarandache egrisinin K* geodezik egriligi

] L(ns)/ _ SO —tan(ns)’ . _ —tan(ns)’
e (]16(2 ran(ma)’ 11 1) + jir(—1 —,—tan(ns)2—|—1)+]18(2 —m))

(4\/5(1 _ —tan(ns)’ + —tan(ns)’ )2)3

\/tan(ns)2+1 \/tan(ns)z—H

denklemiyle verilir. Burada ji¢, 717, J1s

x/ */ x/ */
, —K , —K —K , —K
R LA I
J16 (1/5*2_’_1) \/K*2+1(\/H*2+1) /ﬁ)*?—i—l
—K —K*
_4—2+2—37
( /-@*2—1-1) ( n*2+1)
x/ */ */ */
, —K , —K —K , —K 5
- - oyt
i (\//i*Q—l—l) \//f2—|—1<\//f*2+1) ( /5*2—1—1)
+2 —Kl*/ i 2( _ff*/ )3 . 2( _H/*/ )47
—/ﬁ;*/ —Ii*/ , —Ii*/ —I{*/ —/{*,
s = +2 —4 2oy
Y /IS LY/ S L F S L
—K* —K*
+4(

NS U e

birer katsayidir.

Ispat. (4.4.29) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

d ds* 1
df‘f . ds = ﬁ(N*/ + T]/V* + (N* N TN*)/)

seklinde olur. N*'| T} ve (N* A Ty+)" yerine (4.4.3) den kargiliklar yazilirsa

ds* 1 —r* —r*
Th)oy - o = —=(=N* + (1 — )Ty + ——eoe (N* A Ty 4.4.30
( N )¢ ds \/g( ( H*2+1> N \/m( N )) ( )

olur. Norm alinirsa

—K*

rh f\/ - v
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seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa ¢4(s)-Smarandache egrisinin (Ty+)y, teget vektorii

1 —r* —K*
(—=N*+(1— ————=)Tn-+

=k —Kk*\2 K*2 +1 K*2 +1
\/zu T (P v

(TN*)¢4 =

bulunur. Tekrar tiirev alinirsa

ds* V3

E = 4 1 o —H,*, —H*/ 2 2
( \/I{*2+1+(\/Fi*2+1))

(Tv+ )y, - (716N + j1irTne + J1s(N* A Ty+))

olur. (4.4.29) ve (4.4.31) ifadesinden (N* A Ty« )4, vektorii

(N* A TN*)¢4 = ¢4 A (TN*>¢747

1 2N 4 (=1 — —2E )Ty 4 (2 — —)(N* A Ty
(N*/\T ) _(( + \/KTH) +( \/HQ—H) N +< m)( N))
N*)ps —

\/ 61— o + (5)°)

bulunur. (4.4.3) denkleminden ¢4(s)-Smarandache egrisinin Kg"‘ geodezik egriligi

. 2 Y . 1 . _1 _ — ! . 2 _ — K
o (]16( T Dl T Tl —m))
91—

- —ex! ! 2
(VA1 - e )

Y

ot

(9 —tan(ns)’ 1 o(—1 — —tan(ns)’ (9 — —tan(ns)’
(jl6< tan(ns)?+1 ) + jl7< \/tan(ns)2+1) * ]18( \/tan(ns)QJrl)
—tan(ns)’ —tan(ns)’ 5
<4\/§(1 B \/tai(nz;—‘rl + \/taz(nZ;2+1)2)2

b4 __
Kg =

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.9 Anti-Salkowski egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi
{B*,Tg«, B* N T+ } olsun.
1
wi(s) = —=(B* + T~ 4.4.32
1(s) \/5( ) ( )

seklinde tanmimh wy (s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye B*Tg--Smarandache egrisi denir.

Burada B*, Tg- vektorleri (4.4.6) den yerlerine yazilirsa w; (s)-Smarandache egrisi

wi(s) = L( — cos(s) cos(ns) — nsin(s) sin(ns) + % sin(s),

V2

— sin(s) cos(ns) — ncos(s) sin(ns) — % cos(s), % sin(ns) + n)

olur. Burada m = %, %, %, %6 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.29 de verilmistir.

K=

<z

Sekil 4.29: B*Tg«-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.9 w;(s)-Smarandache egrisinin K“' geodezik egriligi
g

wi 1 9 tan(ns) — jao tan(ns 21
s (2 + (tan(ns))?) o tan{ns) = Jaotan{ns) 2721

wjo

denklemiyle verilir. Burada ji9, 720, Jo1

j19 - _9_ (H*)2+/€*(/ﬁ?*)/,
j20 - _9_ Ii*(li*), . 3(H*)2 o (l{k>47

jou = 28 +2(k") + (k)

birer katsayidir.
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Ispat. (4.4.32) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

dwy, ds* 1 p ,
— — = —(B" 4+ T
ds* ds \/5( +T5)

seklinde olur. B* ve Tg. yerine (4.4.5) den kargihklar: yazihrsa

ds* 1
T ), - — = —=(—B" +Tg~ (B* ATy« 4.4.33
(To)or - Gy = 5B+ T 4 °(B' AT) (4:4.33)

olur. Norm alinirsa
ds* 1

dszﬁ

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa wy (s)-Smarandache egrisinin (75+),, teget vektorii

2+ (KB')?

1 * (¥

bulunur. Tekrar tirev alinirsa

ds* V2 Co . X
(TB*)ZJJl ds m(]lgB + jooT B+ + Jor (B* A Tp+))

olur. (4.4.32) ve (4.4.34) ifadesinden (B* A Tp+),, vektorii

(B* ATg+)w, = wi A (T,
1

B*ATg)o, = ———(K'N — T+ + 2(B* A Tg-
( B) 4+2(/€*>2( B+ 2( B-))

bulunur. (4.4.5) denkleminden w; (s)-Smarandache egrisinin K;* geodezik egriligi
1

K = NG (,leH* - .jQO’I{|< =+ 2.j21) )
ENCENCIDE

1
(2 + (tan(ns))?)?

K;l = (jlg tan(ns) — jQO tan(ns) + 2j21)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.10 Anti-Salkowski egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi
{B*, T+, B* N T} olsun.
1

seklinde taniml wy(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye B*(B* ATg+)-Smarandache egrisi
denir. Burada B*, (B* ATp+) vektorleri (4.4.6) den yerlerine yazilirsa wo(s)-Smarandache
egrisi

wa(s) = L( — cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) — nsin(s)(cos(ns) + sin(ns)),

V2

— sin(s)(cos(ns) — sin(ns)) + ncos(s)(cos(ns) + sin(ns)), —(cos(ns) + sin(ns)))

3=

olur. Burada m = z, =,

o=

, 1—16 degerleri i¢in egriye ait grafikler Sekil 4.30 de verilmistir.

Sekil 4.30: B*(B* A Tg+)-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.10 ws(s)-Smarandache egrisinin K;* geodezik egriligi
K;? =1+ tan(ns)

denklemiyle verilir.

Ispat. (4.4.35) egrisinin s* parametresine gore tiirevi alinirsa

dwy ds* 1 , ,
— — = —(B" B* A Tp-
ds* ds \/5( +< B))

seklinde olur. B*' ve (B* A Tpg+) yerine (4.4.5) den karsiliklar1 yazilirsa

ds* 1
" (Tye — wTy) (4.4.36)

(TB*>w2 . ds \/§
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ds*_l—li*

ds 2

egrisinin (7T’p+),, teget vektori

olur. Norm alinirsa seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa wo(s)-Smarandache

(Tp*)ws = T (4.4.37)
bulunur. Tekrar tiirev alinirsa
d *
(Ts-).,, - ds = —B*+ K" (B* A Tg)
s

olur. (4.4.35) ve (4.4.37) ifadesinden (B* A T+ ), vektorii

(B* A TB*)WQ = w2 A\ (TB*>W27

1
(B* ANTp+)w, = —=(—B*+ (B* NTg+))

V2

bulunur. (4.4.5) denkleminden ws(s)-Smarandache egrisinin K;? geodezik egriligi

K> =1+r", K;*=1+tan(ns)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.11 Anti-Salkowski egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban catisi
{B*, T+, B* N T~} olsun.

ws(8) = (T + (B* A Ti)) (4.4.38)

V2

seklinde tanimh ws(s) vektoriniin gizdigi regiiler egriye Tg«(B* ATp~)-Smarandache egrisi
denir. Burada T+, (B* ATp~) vektorleri (4.4.6) den yerlerine yazilirsa ws(s)-Smarandache
egrisi

ws(s) = L(cos(s) sin(ns) — nsin(s) cos(ns) + % sin(s),

V2

sin(s) sin(ns) + n cos(s) cos(ns) — % cos(s), % cos(ns) + n)

olur. Burada m = %, %, %, %6 degerleri ic¢in egriye ait grafikler Sekil 4.31 de verilmistir.

17

Sekil 4.31: Tp«(B* A T+ )-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.11 ws(s)-Smarandache egrisinin Ky geodezik egriligi

1
K“ = 2tan(ns)joe — Jos +J
g (1+ 2(tan(ns))2)g ( (ns)faz = Jas + ja1)

denklemiyle verilir. Burada joo, o3, J24

j22 — QH*(H*>/—|—/€*—|—2(/€*)3,
j23 - 11— (Ii*), o 3(/1*)2 o 2(,3)47

= —(K)?+2(k7) = 2(k7)"

birer katsayidir.
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Ispat. (4.4.38) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

dws ds* 1
T (L. + (B ATy
ds*  ds \/§(B+< B))

seklinde olur. Tj. ve (B* A Tp«)" yerine (4.4.5) den karsiliklar yazilirsa

ds* 1
(TB+)ws - = E(—B* — K Tg + K*(B* AN Tg+)) (4.4.39)

olur. Norm alinirsa

ds* 1
= /1 U k* 2
dS \/§ + (K/ )

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa ws(s)-Smarandache egrisinin (7'5+),, teget vektorii

1
Tg )y = —F—=—=—=(—B" — K" TN- + K" (B* N Tp- 4.4.40
(Ti)or = e v+ K (B A T) (4.4.40)

bulunur. Tekrar tiirev alinirsa

ds* 2
(T, B = Y2

s WUMB* + josTp+ + Jou(B* AN Tp+))

olur. (4.4.38) ve (4.4.40) ifadesinden (B* A T'g«),, vektorii

(B* A TB* )w3 = W3 N (TB* )w37

1
B*NTg+)y, = ———=2Kk"B* — T« + (B* N T~
( B+ )us 2+4(K*)2( B+ ( B))

bulunur. (4.4.5) denkleminden ws(s)-Smarandache egrisinin K geodezik egriligi
1
(1+2(r7)?)3

1
(14 2(tan(ns))?)?

K;? = (2K7 Joo — Jo3 + Joa)

w3 _
K =

(2tan(ns)joz — Joz + Joa)

seklinde elde edilir. [J
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Tanim 4.4.12 Anti-Salkowski egrisinin binormaller gostergesine ait Sabban c¢atisi

{B*,Tg«, B* N T+ } olsun.

wi(s) = —=(B* + Ty + (B* A Ty-)) (4.4.41)

V3
seklinde tanimlh wy(s) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye B*Tg«(B* A Tps)-Smarandache
egrisi denir. Burada B*, Tpg«, (B* A Tp+) vektorleri (4.4.6) den yerlerine yazilirsa

wa(s)-Smarandache egrisi

wye(s) = i( — cos(s)(cos(ns) — sin(ns)) — nsin(s)(cos(ns) + sin(ns)) + % sin(s),

V3

— sin(s)(cos(ns) — sin(ns)) + n cos(s)(cos(ns) + sin(ns)) — % cos(s),

%(COS(TLS) + sin(ns)) + n)

olur. Burada m = %, %, %, %6 degerleri icin egriye ait grafikler Sekil 4.32 de verilmistir.

Sekil 4.32: B*Tp«(B* A T+)-Smarandache egrisi

Teorem 4.4.12 wy(s)-Smarandache egrisinin K" geodezik egriligi

(jos(2tan(ns) — 1) + jag(—1 — tan(ns)) + jor(2 — tan(ns)))
(4v/2(1 — tan(ns) + tan?(ns))?)?

wi _
Kt =

denklemiyle verilir. Burada jos, jog, Jor

Jos = —(K*) + 26" (K*) — 2+ 4r* — 4(k*)* + 2(K%)?,
j26 — —(/'i*)/—K,*(H*),—2—4(/1*)2—|—2/€*+2(/€*)3—2(/‘i*)4,
Jor = KK 26" — 4(k*)? 4 2(K*) + 4(k*)? — 2(K*)*

birer katsayidir.
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Ispat. (4.4.41) egrisinin s* parametresine gore tiirevi almirsa

dwy ds* 1 . ¥
W = 5B T+ (B AT

seklinde olur. B*| Tj. ve (B* A'Tg+) yerine (4.4.5) den kargiliklar1 yazihrsa

dS* 1 % * * *
(T )ow gy = 5B+ (L= )T 4 5°(B A T) (4.4.42)

olur. Norm alinirsa
A N PO D
—_ = — — K K
ds V3

seklinde olur. Bu ifade yerine yazilirsa wy(s)-Smarandache egrisinin (T+ )., teget vektorii

(T Yo, — ! (=B + (1 — k)T + 5*(B* A Ti-)) (4.4.43)

V2(1 = k* + (5)?)
bulunur. Tekrar tiirev alinirsa

, ds* V3
(T5+)sy - ds 41 — r* + (Fd*)2)2(

Jos B* + josTp+ + jor(B* AN Tp+))

olur. (4.4.41) ve (4.4.43) ifadesinden (B* A T+ ), vektorii

(B* A TB*)w4 = wq A (TB*)WAU

* _ 1 o *B\ p* B — K* * R
(B*NTp+)w, = \/6(1_ﬂ*+<%*>2)(( 1+2K,7)B" +(—1 )T+ (2 )(B*ATp+))

bulunur. (4.4.5) denkleminden w,(s)-Smarandache egrisinin Kj* geodezik egriligi

(J25 (26" — 1) + jos (=1 — K*) + jor(2 — K¥))
(4vV2(1 — k* + /{*2)2)%

w4 __
Kt =

Y

(jos(2tan(ns) — 1) + jag(—1 — tan(ns)) + j27(2 — tan(ns)))
(4v/2(1 — tan(ns) + tan?(ns))?)?

wi _
Kt =

seklinde elde edilir. [J
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde elde edilen sonuclar bulgular boliimiinde gekillerle agiklanmigtir. Burada ilk
olarak, Salkowski ve anti-Salkowski egrisinin Frenet vektorleri konum vektorii olarak alindi
ve bu vektor tarafindan cizilen diferensiyellenebilir Smarandache egrileri tanimlandi. Elde
ve anti-Salkowski egrilerinin Frenet vektorleri birim kiirenin merkezine konuldugunda her

bir egrinin kiiresel gosterge egrilerine ait Sabban catilar1 olugturuldu.

Son olarak bu catilardan elde edilen Smarandache egrileri tanimlanarak her bir egrinin
geodezik egrilikleri hesaplandi. Tanimlanan egrilerin gekilleri ¢izilerek yeni gekiller elde

edildi.

Benzer calisma Salkowski ve anti-Salkowski egrisinin alternatif catisi alinarak yeniden
yapilabilir. Ayrica egri tlizerinde bagka catilar da tamimlanabilir ve bu durumda yeni

acilimlar elde edilebilir.

112



6. KAYNAKLAR

1. Salkowski, E. (1909). Zur Transformation von Raumkurven, Mathematische Annalen,

66 (4), 517-557.

2. Monterde, J. (2009). Salkowski curves revisited: A family of curves with constant

curvature and non-constant torsion. Computer Aided Geometric Design, 26(3), 271-278.

3. Ali, A. T. (2009). Spacelike Salkowski and anti-Salkowski Curves With a Spacelike
Principal Normal in Minkowski 3-Space. Int. J. Open Problems Compt. Math, 2(3).

4. Gur, S., Senyurt, S. (2010). Frenet Vectors and Geodesic Curvatures of Spheric Indi-
cators of Salkowski Curve in E3. Hadronic Journal, 33(5), 485.

5. Turgut M. and Yilmaz S. (2008) Smarandache Curves in Minkowski Space-time, In-

ternational Journal of Mathematical Combinatorics, Vol.3, 51-55.

6. Ali A. T. (2010). Special Smarandache Curves in the Euclidean Space, International
Journal of Mathematical Combinatorics, Vol.2, 30-36.

7. Senyurt, S. and Caliskan, A. (2015). ” N*C*-Smarandache Curves of Mannheim Curve
Couple According to Frenet Frame.” International Journal of Mathematical Combina-

torics 1, 2015,1.

8. S.Senyurt, S. Sivas, (2013). Smarandache egrilerine ait bir uygulama, Ordu Universitesi

Bilim ve Teknoloji Dergisi, 3(1), 46-60.

9. Sivas, S. (2014). Involiit-Evoliit Egrilerine ait Frenet Catisma Goére Smarandache
Egrileri. Yiiksek Lisans Tezi, Ordu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik An-

abilim Dali, Ordu.

10. Caligkan, A. (2014). Mannheim Egri Ciftine ait Frenet Catisina Gére Smarandache
Egrileri. Yiiksek Lisans Tezi, Ordu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik An-

abilim Dali, Ordu.

11. Celik, U., (2016). Bertrand Egri Ciftine ait Frenet Catisma Gore Smarandache
Egrileri, Yiksek Lisans Tezi, Ordu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik An-

abilim Dali, Ordu.

12. Taskoprii K. and Tosun M. (2014). Smarandache curves according to Sabban frame
on S2, Boletim da Sociedade Paranaense de Matemtica, 32, 51-59.

13. Koenderink J. (1990). Solid Shape, MIT Press, Cambridge, MA.

113



14. Senyurt, S., Caliskan, A. (2015). Smarandache curves in terms of Sabban frame of

spherical indicatrix curves. Gen, 31(2), 1-15.

15. Altun, Y. (2016). Baz Ozel Egrilerin Sabban Catisima Gore Smarandache Egrileri.
Yiiksek Lisans Tezi, Ordu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim

Dali, Ordu.

16. Hacisalihoglu, H.H., (1983). Diferensiyel Geometri, Inénii Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Yayinlari, Malatya, Mat. no.7, 270s.

17. Sabuncuoglu, A., (2014). Diferensiyel Geometri, Nobel Yayinlari, 440s.

18. Giirses, N., Bektas, O., Yiice, S., (2016). Special Smarandache curves in R®. Commun.
Fac. Sci. Univ. Ank. Scr. A1 Math Stat., Vol.65(2), 143-160.

114



DIZIN

B(B A Tp)-Smarandache egrisi, 77
BTg-Smarandache egrisi, 75

BTg(B A Tg)-Smarandache egrisi, 81
B*(B* A T+ )-Smarandache egrisi, 106
B*T'g«-Smarandache egrisi, 104
B*Tg«(B*A\Tg+)-Smarandache egrisi, 110
N(N A Ty)-Smarandache egrisi, 67

N B-Smarandache egrisi, 26

N B— Smarandache egrisi, 12
NTy-Smarandache egrisi, 65

NTn(N A Ty)-Smarandache egrisi, 71
N*(N* A Ty~)-Smarandache egrisi , 96
N*B*-Smarandache egrisi, 43
N*Tyn+-Smarandache egrisi, 93
N*Tn+«(N*ATy~)-Smarandache egrisi, 101
T(T A Tr)-Smarandache egrisi, 60

T B-Smarandache egrisi, 30

T B— Smarandache egrisi, 14

T N-Smarandache, 22

T N— Smarandache egrisi, 10

T N B-Smarandache egrisi, 34

TN B— Smarandache egrisi, 16
TTpr-Smarandache egrisi, 58

TTr(T A Tr)-Smarandache egrisi, 63
T*(T* A Tr«)-Smarandache egrisi, 87
T* B*-Smarandache egrisi, 47

T* N*-Smarandache egrisi, 39

T* N*B*-Smarandache egrisi, 51
T*Tr«-Smarandache egrisi, 85
T*Tp«(T* N\ Tp-)-Smarandache egrisi, 91
Tp(B A Tg)-Smarandache egrisi, 79
Tn(N A Ty)-Smarandache egrisi, 69
Tr(T A Tr)-Smarandache egrisi, 61
Tp«(B* A T+ )-Smarandache egrisi, 108
Tn+«(N* A Ty+)-Smarandache egrisi, 98
Tr+(T* A T« )-Smarandache egrisi, 89
n-boyutlu standart Oklid uzay, 6

afin catisi, 5
afin uzay, 5
anti-Salkowski egrisi, 9

baslangic noktasi, 5
birim noktalar, 5
burulma, 6

1117

burulma fonksiyonu, 6
egri, 6

egrilik, 6

egrilik fonksiyonu, 6

Frenet formiilleri, 7
Frenet vektorleri, 6

parametre, 6
parametre araligi, 6

Salkowski egrisi, 8
Smarandache egrisi, 10
standart i¢ carpim, 6

uzaklik, 6



OZGECMIS

Adi-Soyad: : Burak OZTURK

Dogum Yeri : KOCAELI

Dogum Tarihi ¢ 06.06.1994

Medeni Hali : Bekar

Bildigi Yabanci1 Dil : ingilizce

Tletisim Bilgileri :  Ordu Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Bolimi

burak_2060@windowslive.com,brkztrk41520gmail.com
Lise :  Basogretmen Lisesi 2012
Lisans : Ordu Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Bolumii-2016

Yayin :

1. S. Senyurt and B. Oztiirk, ”Smarandache Curves of Salkowski Curve According to
Frenet Frame.” Turkish Journal of Mathematics and Computer Science, 2148-1830,
2018(10), pp. 190-201.

2. S. Senyurt and B.Oztiirk, ”Smarandache Curves of Anti-Salkowski Curve According
to Frenet Frame.” Proceedings of The International Conference on Mathematical Studies

and Applications (ICMSA) 2018, pp. 132-143.
Konferans ve Sempozyumlar :

1. S. Senyurt and B.Oztiirk, ”Smarandache Curves of Salkowski Curve According to
Frenet Frame.” International Conference Mathematics and Mathematics Education

(ICMME), 2018, Ordu.

2. S. Senyurt and B. Oztiirk, ”Smarandache Curves of Anti-Salkowski Curve According
to Frenet Frame.” International Conference on Mathematical Studies and Applications

(ICMSA), 2018, Karaman.

116



