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𝐿∞(⋅) : 𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝’ u sonlu olan integrallenebilen fonksiyonlar sınıfı 

 

 



1. GİRİŞ

Trapezoidal eşitsizliği, Riemann integraline yaklaşımda hata sınırlarını elde etmede

öncü bir rol oynar. Bu tarz eşitsizliklerin, yani Ostrowski ve midpoint eşitsizliği gibi, bir

çok genişlemeleri literatürde mevcuttur. Bu alanda yapılan genişlemeler daha çok, zaman

skalası üzerinde n-defa differansiyellenebilir fonksiyonlar ve vektör değerli fonksiyonlar

ya da katlı integraller için yapılmıştır. Bu eşitsizliğin nümerik analiz, olasılık teorisi ve

matematiğin diğer alanlarında uygulama yerleri mevcuttur.

Bu tezde, kompleks Hilbert uzaylarında özeşlenik operatörlerin sürekli fonksiyonları

için Trapezoidal eşitsizliği ayrıntılı bir şekilde incelenecektir. Ayrıca kuvvet, logaritmik

ve üstel fonksiyon gibi operatörlerin bazı elementer fonksiyonları için uygulamarı da ele

alınacakır.

Bu tez hazırlanırken S. S. Dragomir tarafından 2012 yılında basılan ”Operator In-

equality of Ostrowski and Trapezoidal Type” isimli kitabı temel kaynak olarak kul-

lanılmıştır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilecektir.

Tanım 2.0.1 (Lineer Uzay) L boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. + : L×L →

L ve . : F × L → L işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L ye F

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir.

A) L, ”+” işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,

G1. Her x, y ∈ L için x+ y ∈ L dir.

G2. Her x, y, z ∈ L için x+ (y + z) = (x+ y) + zdir.

G3. Her x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak şekilde θ ∈ L vardır.

G4. Her x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak şekilde −x ∈ L vardır.

G5. Her x, y ∈ L için x+ y = y + x dir.

B) x, y ∈ L ve α, β ∈ F omak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır:

L1. αx ∈ L dir.

L2. α.(x+ y) = α.x+ α.y dir.

L3. (α + β)x = α.x+ β.x dir.

L4. (αβ)x = α(β.x) dir.

L5. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanıdır).

F = R ise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye kompleks lineer uzay adı verilir.

Tanım 2.0.2 Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir.

Tanım 2.0.3 F bir cisim, V ve W ise F cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. u, v ∈ V

ve c ∈ F olmak üzere T : V → W dönüşümü,

a T (u+ v) = T (u) + T (v)

b T (cu) = cT (u)

şartlarını sağlıyorsa T ye V üzerinde lineer dönüşüm denir .

Tanım 2.0.4 (Konveks Küme): L bir lineer uzay A ⊆ L ve x, y ∈ A keyfi olmak üzere

B = {z ∈ L : z = αx+ (1− α)y, 0 ≤ α ≤ 1} ⊆ A
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ise A kümesine konveks küme denir. Eğer z ∈ B ise z = αx + (1 − α)y eşitliğindeki

x ve y nin katsayıları için α + (1 − α) = 1 bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple

konveks küme tanımındaki α, 1− α yerine α+ β = 1 şartını sağlayan ve negatif olmayan

α, β reel sayılarını alabiliriz. Geometrik olarak B kümesi uç noktaları x ve y olan bir

doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve herhangi iki

noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden kümedir.

Tanım 2.0.5 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralık ve f : I → R bir fonksiyon

olmak üzere her x, y ∈ I ve α ∈ [0, 1] için,

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) (2.0.1)

şartını sağlayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer (2.0.1) eşitsizliği x ̸= y ve

α ∈ (0, 1) için kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Tanım 2.0.6 ([1],p.215) f : [a, b] −→ R bir fonksiyon, [a, b] kapalı aralığının bir parçalanışı

x0 = a < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b

ve

V =
n−1∑
k=0

|f(xk+1)− f(xk)|

olsun. Bu durumda tüm V−lerin toplamının kümesinin en küçük üst sınırına f fonksiy-

onun [a, b] aralığı üzerinde ”total varyasyonu” denir ve
∨b

a(f) şeklinde gösterilir.
∨b

a(f) <

∞ ise, f -ye [a, b] aralığı üzerinde ”sonlu varyasyonlu bir fonksiyon” adı verilir. Aynı

zamanda f(x), [a, b] aralığı üzerinde sonlu varyasyona sahip de diyebiliriz.

Şimdi önemli olan bu fonksiyon sınıfının bazı özelliklerini ispatsız olarak vereceğiz.

Teorem 2.0.1 ([1],p.215) [a, b] kapalı aralığı üzerinde tanımlı bir monoton fonksiyon

[a, b] üzerinde sonlu varyasyona sahiptir.

Teorem 2.0.2 ([1],p.216) [a, b] kapalı aralığı üzerindeki her sonlu varyasyonlu fonksiyon

[a, b] aralığında sınırlıdır.

Teorem 2.0.3 ([1],p.216) Sonlu varyasyonlu iki fonksiyonun toplamı, farkı ve çarpımları

da sonlu varyasyonlu bir fonksiyondur.
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Teorem 2.0.4 ([1],p.217) f(x), [a, b] üzerinde tanımlı sonlu varyasyonlu bir fonksiyon

ve a < c < b olsun. Bu durumda

b∨
a

(f) =
c∨
a

(f) +
b∨
c

(f)

eşitliği doğrudur.

Sonuç 2.0.1 ([1],p.218) a, b, c ∈ R için a < c < b olsun. Eğer f fonksiyonu [a, b]

üzerinde sonlu varyasyona sahip ise, bu durumda f , [a, b]’nin herbir [a, c] ve [c, b] aralığı

üzerinde de sonlu varyasyona sahiptir. Tersi de doğrudur.

Teorem 2.0.5 ([1],p.218) [a, b] kapalı aralığı üzerinde tanımlı ve sonlu bir f fonksiy-

onunun sonlu varyasyonlu olabilmesi için gerek ve yeter koşul bu fonksiyonun azalan iki

fonksiyonun farkı olarak yazılabilmesidir.

Sonuç 2.0.2 ([1],p.219) Eğer bir f fonksiyonu [a, b] üzerinde sonlu varyasyonlu ise, bu

durumda [a, b]’nin her noktasında f
′
türevi mevcuttur ve sonludur.

Tanım 2.0.7 ([1],p.243) f fonksiyonu [a, b] kapalı aralığı üzerinde sonlu varyasyonlu bir

fonksiyon olsun. Her ϵ > 0 için, a1, b1, . . . , an, bn ∈ R, n ∈ N olmak üzere a1 < b1 ≤ a2 <

b2 ≤ . . . ≤ an < bn ve
n∑

k=1

(bk − ak) < δ

şartını sağlayan

∣∣∣∣ n∑
k=1

f(bk)− f(ak)

∣∣∣∣ < ϵ

olacak şekilde δ > 0 var ise, bu durumda f(x) fonksiyonuna ”mutlak sürekllidir” denir.

Bu fonksiyon sınıfı, sınırlı varyasyonlu fonksiyonların önemli bir alt kümesidir.

Tanım 2.0.8 (İç-çarpım uzayı): F (R veyaC) olmak üzere, X bir vektör uzayı olsun.

⟨·, ·⟩ : X × X → F dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahip ise ” ⟨·, ·⟩” dönüşümüne X

üzerinde bir iç-çarpım, (X, ⟨·, ·⟩) ikilisine de bir ”iç-çarpım” uzayı denir:

1. ∀x ∈ X için ⟨x, x⟩ ≥ 0 ve ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0X ;

2. ∀x, y ∈ X için ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;

3. ∀x, y ∈ X ve α ∈ F için ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩;
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4. ∀x, y, z ∈ X için ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩.

Not 2.0.1 F = R olması halinde 2. özellik ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ olur. İç-çarpım tanımını

kullanarak aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu kolayca görebiliriz.

1. ∀x, y, z ∈ X ve ∀α, β ∈ F için ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩,

2. ∀x, y ∈ X ve ∀α ∈ F için ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩;

3. ∀x, y ∈ X ve ∀α, β ∈ F için ⟨x, αy + βz⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨x, z⟩.

Tanım 2.0.9 (X, ⟨·, ·⟩) bir iç çarpım uzayı olsun. Bir x ∈ X vektörünün normu

∥ x ∥= ⟨x, x⟩
1
2 (2.0.2)

şeklinde tanımlanan reel sayıya denir.

Tanım 2.0.10 (Hilbert Uzayı): (X, ⟨·, ·⟩) bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer bu iç-çarpım

uzayı (2.0.2) normuna göre tam ise, yani (X, ⟨·, ·⟩) iç-çarpım uzayı içindeki her Cauchy

dizisi (2.0.2) norma göre yakınsak ise bu iç çarpıma bir ”Hilbert Uzayı” denir.

Tanım 2.0.11 (Birim Operatör): A : X → X operatörü verilsin. Eğer her x ∈ X

için Ax = x ise A operatörüne birim(özdeşlik) operatör denir. I, E ve IX sembollerinden

biriyle gösterilir.

Tanım 2.0.12 (Sınırlı Operatör): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanım kümesi

D(A) ⊂ X ve görüntü kümesi R(A) ⊂ Y olan bir operatör olsun. Eğer A operatörü D(A)

’nın X’ de sınırlı her kümesine R(A)’nın Y de sınırlı bir kümesini karşılık getiriyorsa A’

ya ”sınırlı bir operatör” denir. Başka bir deyişle

∥ Ax ∥Y≤ c ∥ x ∥X , her x ∈ D(A)

olacak şekilde sabit bir c > 0 sayısı varsa, A’ya ”sınırlı bir operatör”denir.

Tanım 2.0.13 (Lineer Operatör): X ve Y aynı F cismi üzerinde iki lineer uzay ve

A : X → Y operatörü verilsin. Eğer D(A), X’ in bir alt uzayı ve

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y), ∀x, y ∈ D(A) ve ∀α, β ∈ F

ise A’ya ”lineer operatör”denir.
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Tanım 2.0.14 (Eşlenik ve Öz-eşlenik Operatör): A, H Hilbert uzayında sınırlı lineer

bir operatör olsun. Eğer her f, g ∈ D(A) ⊂ H için

⟨Af, g⟩ = ⟨f, A∗g⟩

sağlanıyorsa A∗ a A’nın ”eşlenik operatörü”denir.

Eğer D(A) = D(A∗) ve A = A∗ ise bu A’ ya özeşlenik operatör denir.

Tanım 2.0.15 (Projeksiyon Operatör): V bir vektör uzayı ve P : V −→ V lineer

bir operatör olsun. Bu durumda P 2 = P oluyorsa, buna ”projeksiyon veya izdüşüm

operatörü” denir.

Tanım 2.0.16 (Rezolventa): H bir Hilbert uzayı ve A : D(A) ⊂ H → H bir lineer

operatör olsun.

ρ(A) := {λ ∈ C : (A− λE)−1 ∈ L(H)}

kümesine A operatörünün ”regüler değerler kümesi” veya ”rezolvent kümesi” denir.

λ ∈ ρ(A) olmak üzere R(λ;A) = (A− λE)−1 operatorüne A operatorünün ”rezolven-

tası” veya ”çözücü operatörü” adı verilir.

Tanım 2.0.17 (Spektrum): H bir Hilbert uzayı olsun.

Sp(A) = σ(A) := C \ ρ(A)

kümesine A operatörünün ”spektrumu ” denir. A operatörünün spektrum kümesi ”σ(A)”

veya ”Sp(A)” ile göstereceğiz.

Şimdi özeşlenik operatörlerin spektral gösterimi ile ilgili teorem ve sonuçları verelim.

A ∈ B(H) özeşlenik bir operatör ve λ ∈ R için

φλ(s) =

{
1, −∞ < s ≤ λ
0, λ < s < ∞

şeklinde bir φλ(.) fonksiyonu olsun. Bu durumda her λ ∈ R için Eλ := φλ(A) operatörü

A-ya indirgenen bir projeksiyondur.

Teorem 2.0.6 (Spektral Gösterim Teoremi):[9]

A, bir H Hilbert uzayında sınırlı, özeşlenik bir operatör ve

m = min
{
λ : λ ∈ Sp(A)

}
:= minSp(A)
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M = max
{
λ : λ ∈ Sp(A)

}
:= maxSp(A)

olsun. Bu durumda, a)λ1 ≤ λ2 için Eλ1 ≤ Eλ2 ; b)Her λ ∈ R için Em−0 = 0, Em =

I ve Eλ ̸=0 = Eλ c)A =
∫M

m−0
λdEλ

özelliklerini sağlayan ve A operatörünün spektral ailesi adı verilen bir {Eλ}λ∈R pro-

jeksiyon ailesi vardır.

Sonuç 2.0.3 [10] Spektral gösterim teoreminden

φ(A) =

∫ M

m−0

φ(λ)dEλ

Riemann-Stieltjes integralini elde ederiz.

Sonuç 2.0.4 [10] Spektral gösterim teoreminden, her x ∈ H için

φ(A)x =

∫ M

m−0

φ(λ)dEλx

ve her x, y ∈ H için

⟨φ(A)x, y⟩ =
∫ M

m−0

φ(λ)d⟨Eλx, y⟩.

dir. Özel olarak, her x ∈ H için

⟨φ(A)x, x⟩ =
∫ M

m−0

φ(λ)d⟨Eλx, x⟩.

ve buna ilaveten her x ∈ H için

∥φ(A)x∥2 =
∫ M

m−0

|φ(λ)|2d∥Eλx∥2.

eşitliği yazılabilir.

Teorem 2.0.7 (Total Varyasyonlu Schwarz Eşitsizliği ):[10] {Eλ}λ∈R, sınırlı, öz

eşlenik A operatörlerinin spektral ailesi ve m = minSp(A), M = maxSp(A) olsun. Bu

durumda keyfi x, y ∈ H için

λ −→ ⟨Eλx, y⟩fonksiyonu keyfi δ > 0 için [m − s,M ] üzerinde sınırlı varyasyonludur

ve
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y)⟩ ≤ ∥x∥.∥y∥

eşitsizliği gerçeklenir. Literatürde bu eşitsizliğe ”Total Varyasyonlu Schwarz Eşitsizliği”

(TVSI) denir.
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Tanım 2.0.18 A, (H, ⟨·, ·⟩) kompleks bir Hilbert uzayı üzerinde keyfi bir özeşlenik li-

neer operatör olsun. C
(
Sp(A)

)
, A operatörünün spektrumu üzerinde tanımlı tüm sürekli

fonksiyonların kümesini göstersin. Gelfand dönüşümü yardımıyla aşağıdaki özellikleri

yazılan Φ ile C
(
Sp(A)

)
kümesi arasında bir ∗-izometrik izomorfizim vardır. Ayrıca H

üzerinde 1H birim operatörü ve A operatörü tarafından üretilen bir C∗(A) cebiri vardır.

Keyfi f, g ∈ C
(
Sp(A)

)
ve α, β ∈ C için

1. Φ(αf + βg) = αΦ(f) + βΦ(g);

2. Φ(fg) = Φ(f)Φ(g) ve Φ(f) = Φ(f)∗;

3. ∥Φ(f)∥ := ∥f∥ := supt∈Sp(A) |f(t)| ;

4. Φ(f0) = 1H ve Φ(f1) = A burada t ∈ Sp(A) için f0(t) = 1 ve f1(t) = t.

Şimdi bir operatörün, bir fonksiyon altındaki görüntüsünün ne anlama geldiğini ifade

edelim.

Tanım 2.0.19 A, (H, ⟨·, ·⟩) kompleks bir Hilbert uzayı üzerinde keyfi bir özeşlenik li-

neer operatör olsun. C
(
Sp(A)

)
, A operatörünün spektrumu üzerinde tanımlı tüm sürekli

fonksiyonların kümesi ve Φ de Tanım (2.0.18) deki fonksiyon olsun. Bu durumda her

f ∈ C
(
Sp(A)

)
için

f(A) := Φ(f)

şeklinde tanımlanan ifadeye keyfi bir A özeşlenik operatörünün sürekli fonksiyonel hesabı

denir.

Tanım 2.0.20 (Operatörlerde Sıralama): A veB,H Hilbert uzayı üzerinde iki özeşlenik

operatör olsun.

1. A ≤ B ⇔ ⟨Ax, x⟩ ≤ ⟨Bx, x⟩ ∀x ∈ H;

2. A ≥ 0 ise A operatörüne pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eğer A özeşlenik bir operatör ve f de Sp(A) üzerinde tanımlı reel değerli

sürekli bir fonksiyon ise, bu durumda t ∈ Sp(A) için f(t) ≥ 0 dır. Buradan f(A) ≥ 0,

yani f(A) H Hilbert uzayı üzerinde pozitif bir operatördür. Ayrıca eğer f ve g, Sp(A)

üzerinde iki fonksiyon ise ve her t ∈ Sp(A) için

f(t) ≥ g(t) dir. Buradan da f(A) ≥ g(A)
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elde edilir.

Teorem 2.0.8 [2] A, H Hilbert uzayı üzerinde sınırlı özeşlenik bir operatör olsun. Bu

durumda aşağıdakiler doğrudur.

m := inf
∥x∥=1

⟨Ax, x⟩ = max{α ∈ R|αE ≤ A};

M := sup
∥x∥=1

⟨Ax, x⟩ = min{α ∈ R|A ≤ αE};

ve

∥A∥ = max{∥m∥, ∥M∥}.

Ayrıca m,M ∈ Sp(A) ve Sp(A) ⊂ [m,M ] dir.

Tanım 2.0.21 (Operatör Konveks): A ve B, spektrumları I ⊂ R aralığında olan keyfi

özeşlenik operatörler ve λ ∈ [0, 1] olsun. Bu durumda,

f((1− λ)A+ λB) ≤ (1− λ)f(A) + λf(B)

eşitsizliğini sağlayan, I aralığı üzerinde tanımlı, reel değerli sürekli fonksiyona operatör

konveks denir.
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3. YAPILAN ÇALIŞMALAR

3.1 Skaler Durumda Trapezoidal Tipli Eşitsizlikler

Klasik analizde, bir Trapezoidal tip eşitsizlik,

f(a) + f(b)

2
(b− a)−

∫ b

a

f(t)dt

işleminin üst veya alt sınırlarını hesaba katan bir eşitsizliktir ki bu da kompakt [a, b] aralığı

üzerinde tanımlı çeşitli integrallenebilir fonksiyon sınıfları için yapılmıştır.

Bu kısımda literatürde iyi bilinen sonuçlar ve Hilbert uzayında özeşlenik operatör

fonksiyonlar için benzer problemleri anlayabilmemizi sağlayacak olan teoremleri ispatsız

olarak vereceğiz.

Teorem 3.1.1 [2] f : [a, b] −→ C sonlu varyasyonlu bir fonksiyon olsun. Bu durumda

aşağıdaki eşitsizlik doğrudur.∣∣∣∣ ∫ b

a

f(t)dt− f(a) + f(b)

2
(b− a)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
(b− a)

b∨
a

(f), (3.1.1)

burada
∨b

a(f), [a, b] aralığı üzerinde f nin total varyasyonunu göstermektedir. Ayrıca 1
2

bulunabilecek en iyi sabittir.

Teorem 3.1.2 [2] f : [a, b] −→ C fonksiyonu [a, b] aralığı üzerinde monoton azalmayan

olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:∣∣∣∣ ∫ b

a

f(t)dt− f(a) + f(b)

2
(b− a)

∣∣∣∣ (3.1.2)

≤ 1

2
(b− a)[f(b)− f(a)]

∫ b

a

sgn

(
t− a+ b

2

)
f(t)dt

≤ 1

2
(b− a)[f(b)− f(a)].

Teorem 3.1.3 [2] f : [a, b] −→ C fonksiyonu [a, b] üzerinde L-Lipschitzian fonksiyon

olsun yani her L > 0 için

|f(s)− f(t)| ≤ L|s− t|, her s, t ∈ [a, b] (L)

olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik doğrudur:∣∣∣∣ ∫ b

a

f(t)dt− f(a) + f(b)

2
(b− a)

∣∣∣∣ ≤ 1

4
(b− a)2L, (3.1.3)

buradaki 1
4
yaklaşılabilecek en iyi sabittir.
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Teorem 3.1.4 [2] f : [a, b] −→ C, [a, b] üzerinde mutlak sürekli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.∣∣∣∣ ∫ b

a

f(t)− f(a) + f(b)

2
(b− a)

∣∣∣∣ (3.1.4)

≤


1
4
(b− a)2 ∥ f

′ ∥∞, eğer f
′ ∈ L∞[a, b]

1

2(q+1)
1
q
(b− a)1+

1
q ∥ f

′ ∥p, eğer f
′ ∈ Lp[a, b] p > 1, 1

p
+ 1

q
= 1

1
2
(b− a) ∥ f

′ ∥1,

burada p ∈ [1,∞] için ∥.∥p Lebesque normunu göstermektedir, yani p = ∞ için

∥f ′∥∞ := ess sup
s∈[a,b]

|f ′
(s)|

ve p ≥ 1 için

∥f ′∥p :=
(∫ b

a

|f ′
(s)|pds

) 1
p

dir.

Teorem 3.1.5 [2] f : [a, b] −→ C [a, b] üzerinde konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

aşağıdaki eşitsizlik doğrudur:

1

8
(a− b)2

[
f

′

+

(
a+ b

2

)
− f

′

−

(
a+ b

2

)]
(3.1.5)

≤ f(b) + f(a)

2
(b− a)−

∫ b

a

f(t)dt

≤ 1

8
(a− b)2

[
f

′

−(b)− f
′

+(a)
]
,

burada 1
8
bulunabilecek en iyi sabittir.

Not 3.1.1 Diğer Skaler Trapezoidal Tipi Eşitsizlikler için P.Cerone ve S.S.Dragomir’in

[3] çalışmasına bakılabilir.

3.2 Trapezoidal Vektör Eşitsizlikleri

3.2.1 Bazı Genel Sonuçlar

İlk olarak üretilen notasyonlarla, f(M)+f(m)
2

⟨x, y⟩, trapezoidal tipli formulü tarafından

⟨f(A)x, y⟩ yaklaşımında

f(M) + f(m)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩
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hata sınırının problemi verilmiştir. Burada x, y Hilbert uzayında vektörler ve f , [m,M ]

reel sayıların kompakt aralığında spektrum ile A özeşlenik operatörlerinin sürekli bir

fonksiyonudur. Bazı özel basit fonksiyonlar için uygulamalar ayrıca ispatlanmıştır.

Teorem 3.2.1 [7] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile

H Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f :

[m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu sürekli bir fonksiyon ise, herhangi

x, y ∈ H için ∣∣∣∣f(M) + f(m)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.1)

≤ 1

2
max

λ∈[m,M ]

[
⟨Eλx, x⟩

1
2 ⟨Eλy, y⟩

1
2

+ ⟨(1H − Eλ)x, x⟩
1
2 + ⟨(1H − Eλ)y, y⟩

1
2

] M∨
m−0

(f)

≤ 1

2
∥ x ∥∥ y ∥

M∨
m−0

(f)

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. Eğer f , u : [m,M ] −→ C, fonksiyonları için
∫ b

a
f(t)du(t) Riemann-Stieltjes inte-

grali varsa, o zaman basit bir kısmi integrasyon alarak∫ b

a

f(t)du(t) =
f(a) + f(b)

2

[
u(b)− u(a)

]
−

∫ b

a

[
u(t)− u(a) + u(b)

2

]
df(t)

eşitliği yazılabilir.

Eğer u(λ) = ⟨Eλx, y⟩ eşitliği için (3.2.2) eşitliği kullanılırsa, o zaman herhangi x, y ∈ H

için

f(M) + f(m)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩ (3.2.2)

=
1

2

∫ M

m−0

[(⟨Eλx, y⟩+ ⟨(Eλ − 1H)x, y⟩]df(λ)
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yazılabiliriz. ∫ M

m−0

f(λ)d(⟨Eλx, y⟩) =
f(M) + f(m)

2
.⟨x, y⟩

−
∫ M

m−0

(
⟨Eλx, y⟩ −

1

2
⟨x, y⟩

)
df(λ)

Bildiğimiz gibi, eğer p : [a, b] −→ C sürekli bir fonksiyon ve v : [a, b] −→ C sonlu

varyasyonlu ise, o zaman
∫ b

a
p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcuttur ve∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ ≤ max
t∈[a,b]

|p(t)|
b∨
a

(v) (3.2.3)

eşitsizliğini yazabiliriz. Burada
∨b

a(v), [a, b] üzerinde v nin total varyasyonunu gösterir.

(3.2.3) özelliğini kullanarak, (3.2.2) den∣∣∣∣f(m) + f(M)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.4)

≤ 1

2
max

λ∈[m,M ]
|⟨Eλx, y⟩+ ⟨Eλ − 1H)x, y⟩|

M∨
m−0

(f)

≤ 1

2

[
max

λ∈[m,M ]
[|⟨Eλx, y⟩|+ |⟨(1−H − Eλ)x, y⟩|]

] M∨
m−0

(f)

eşitsizliğini yazabilir.

Eğer P , H üzerinde negatif olmayan operatör, yani herhangi x ∈ H için ⟨Px, x⟩ ≥
0 ise, o zaman aşağıdaki eşitsizliği yani, herhangi x, y ∈ H Hilbert uzayında Schwarz

eşitsizliğinin bir genelleştirilmesini elde etmiş oluruz.

|⟨Px, y⟩|2 ≤ ⟨Px, x⟩⟨Py, y⟩ (3.2.5)

(3.2.5) eşitsizliğinden

|⟨Eλx, y⟩| ≤ ⟨Eλx, x⟩
1
2 ⟨Eλy, y⟩

1
2

ve dolayısıyla

|⟨(1H − Eλ)x, y⟩| ≤ ⟨(1H − Eλ)x, x⟩
1
2 ⟨(1H − Eλ)y, y⟩

1
2 , (3.2.6)

elde edilir. Öte yandan a, b, c, d ≥ 0 için

ab+ cd ≤ (a2 + c2)
1
2 (b2 + d2)

1
2
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basit eşitsizliğiyle, her x, y ∈ H için

|⟨Eλx, y⟩|+ |⟨(1H − Eλ)x, y⟩| (3.2.7)

≤ ⟨Eλx, x⟩
1
2 ⟨Eλy, y⟩

1
2 + ⟨(1H − Eλ)x, x⟩

1
2 ⟨(1H − Eλ)y, y⟩

1
2

≤ (⟨Eλx, x⟩+ ⟨(1H − Eλ)x, x⟩)(⟨Eλy, y⟩+ ⟨(1H − Eλ)y, y⟩)

= ∥ x ∥∥ y ∥

olduğu görülür.

(3.2.4) eşitsizliği kullanılarak ve (3.2.7) de maksimum alarak istenilen (3.2.1) eşitsizliği

elde ederiz.

Lipshitzian fonksiyon durumunda aşağıdaki teorem kullanışlı olabilir.

Teorem 3.2.2 [7] A, Sp(A) ⊆ [m,M ] olan H Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör ve

Eλ A operatörünün spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sonlu

varyasyonlu sürekli bir fonksiyon ise, herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣f(M) + f(m)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.8)

≤ 1

2
L

∫ M

m−0

[
⟨Eλx, x⟩

1
2 ⟨Eλy, y⟩

1
2

+ ⟨(1H − Eλ)x, x⟩
1
2 + ⟨(1H − Eλ)y, y⟩

1
2

]
dλ

≤ 1

2
(M −m) ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Bilindiği gibi, eğer p : [a, b] −→ C Riemann integrallenebilir fonksiyon ve v :

[a, b] −→ C L > 0 sabiti ile Lipschitzian, yani herhangi t, s ∈ [a, b] için

|v(s)− v(t)| ≤ L|s− t|

ise, o zaman
∫ b

a
p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcuttur ve∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ ≤ L

∫ b

a

|p(t)|d(t)
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eşitsizliği yazılabilir. Böylece Riemann-Stieltjes integralinin bu özelliğini kullanarak, (3.2.2)

den herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣f(m) + f(M)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.9)

≤ 1

2
L

∫ M

m−0

|⟨Eλx, y⟩+ ⟨(Eλ − 1H)x, y⟩|dλ,

≤ 1

2
L

∫ M

m−0

[|⟨Eλx, y⟩|+ |⟨(1H − Eλ)x, y⟩|]dλ

olduğu görülür.

Dolayısıyla (3.2.7) de [m,M ] üzerinde integral alınırsa

≤
∫ M

m−0

[|⟨Eλx, y⟩|+ |⟨(1H − Eλ)x, y⟩|]dλ (3.2.10)

≤
∫ M

m−0

[
⟨Eλx, x⟩

1
2 ⟨Eλy, y⟩

1
2dλ

+ ⟨(1H − Eλ)x, x⟩
1
2 ⟨(1H − Eλ)y, y⟩

1
2

]
dλ

≤ (M −m) ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği elde edilir.(3.2.9) ile beraber, istenilen (3.2.8) eşitsizliği sağlanmış olur.

3.2.2 Diğer Trapezoidal Vektör Eşitsizlikleri

Teorem 3.2.3 [7] A, m < M olan reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ileH Hilbert uzayında

özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Varsayalım ki f : [m,M ] −→ C,

[m,M ] üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣f(M) + f(m)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.11)

≤


maxλ∈[m,M ] |⟨Eλx− 1

2
x, y⟩|

∨M
m−0(f), f sonlu varyasyonlu ise,

L
∫M

m−0
|⟨Eλx− 1

2
x, y⟩|dλ, f Lipschitzian ise,∫M

m−0
|⟨Eλx− 1

2
x, y⟩|df(λ), f azalmayan ise

≤ 1

2
∥ x ∥∥ y ∥


∨M

m−0(f), f sonlu varyasyonlu ise,
L(M −m), f Lipschitzian ise,
(f(M)− f(m)), f azalmayan ise

eşitsizliği seğlanır.
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İspat. (3.2.4) dan, herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣f(m) + f(M)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.12)

≤ 1

2
max

λ∈[m,M ]
|⟨Eλx, y⟩+ ⟨(Eλ − 1H)x, y⟩|

M∨
m−0

(f)

= max
λ∈[m,M ]

∣∣∣∣⟨Eλx− 1

2
x, y

⟩∣∣∣∣ M∨
m−0

(f)

yazılabilir. H da Schwarz eşitsizliğini ve Eλ nın projektör olmasını kullanarak herhangi

x, y ∈ H için

|⟨Eλx− 1

2
x, y⟩| ≤∥ Eλx− 1

2
x, y ∥∥ y ∥ (3.2.13)

=
1

2
∥ x ∥∥ y ∥

elde edilir. Böylece (3.2.11) nin birinci kısmı ispatlanmış olur.

Şimdi ikinci kısmını (3.2.9) dan ispatlayalım.

Riemann-Stieltjes integral teoreminden, eğer p : [a, b] −→ C sonlu varyasyonlu,

v : [a, b] −→ C sürekli monoton azalmayan ise, o zaman
∫ b

a
p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes

integrali vardır ve
∫ b

a
|p(t)|dv(t) dan∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|p(t)|dv(t). (3.2.14)

eşitsizliği yazılabilir. (3.2.2) ten, herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣f(m) + f(M)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.15)

≤ 1

2

∫ M

m−0

|⟨Eλx, y⟩+ ⟨(Eλ − 1H)x, y⟩|df(λ)

=

∫ M

m−0

∣∣∣∣⟨Eλx− 1

2
x, y

⟩∣∣∣∣df(λ)
elde edilir. Böylece (3.2.11) nın son kısmı da ispatlanmış olur.

Bilindiği üzere, eğer herhangi t, s ∈ [a, b] için

|f(t)− f(s)| ≤ H|t− r|r
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ise, o zaman f : [a, b] −→ C fonksiyonu H > 0 ve r ∈ (0, 1] sabiti ile sürekli r-H-Hölder

olarak adlandırılır. Bu fonksiyonların sınıfı ile ilgili teorem aşağıdadır.

Teorem 3.2.4 [7] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ileH Hilbert uzayında

özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ]

üzerinde sürekli r-H-Hölder bir fonksiyon ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣f(m) + f(M)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.16)

≤ 1

2r
H(M −m)r

M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩)

≤ 1

2r
H(M −m)r ∥ x ∥∥ y ∥

eşitliği gerçeklenir.

İspat. Herhangi x, y ∈ H için

f(m) + f(M)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

=

∫ M

m−0

[
f(M) + f(m)

2
− f(λ)

]
d(⟨Eλx, y⟩)

eşitliği gerçeklenir. Bu durumda ⟨E(.)x, y⟩ herhangi x, y ∈ H sonlu varyasyonlu olduğu

için, (3.2.3) eşitsizliğini uygulayarak, herhangi x, y ∈ H için,∣∣∣∣f(m) + f(M)

2
⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.2.17)

≤ max
λ∈[m,M ]

∣∣∣∣f(M) + f(m)

2
− f(λ)

∣∣∣∣ M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩)

eşitsizliğine ulaşılır. Dolayısıyla eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sürekli r-H-Hölder

bir fonksiyon ise, o zaman herhangi λ ∈ [m,M ] için∣∣∣∣f(M) + f(m)

2
⟨x, y⟩ − f(λ)

∣∣∣∣ (3.2.18)

≤ 1

2
|f(M)− f(λ)|+ 1

2
|f(λ)− f(m)|

≤ 1

2r
H[(M −m)r + (λ−m)r]
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yazılabilir. Kesin bir şekilde r ∈ (0, 1), gr(λ) := (M − λ)r + (λ−m)r fonksiyonu

max
λ∈[m,M ]

gr(λ) := gr

(
m+M

2

)
= 21−r(M −m)r

özelliğine sahiptir. O zaman (3.2.17) den, (3.2.16) in ilk kısmı ispatlanmış olur. Son kısmı

Total Varyasyonlu Schwarz’s eşitsizliğinden elde edilir.

3.3 Genelleştirilmiş Trapezoidal Eşitsizlikler

3.3.1 Bazı Vektör Eşitsizlikler

Bu bölümde genelleştirilmiş trapezoidal formulü olan herhangi x, y ∈ H için,

1

M −m
[f(m)(M⟨x, y⟩ − ⟨Ax, y⟩) + f(M)(⟨Ax, y⟩ −m⟨x, y⟩)] (3.3.1)

niteliği ile ⟨f(A)x, y⟩ yaklaşımı için hata sınırlarının ispatıyla ilgilenilecektir. Ayrıca bazı

özel fonksiyonlar için uygulamaları da verilecektir.

Lemma 3.3.1 [8] A, m < M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert uzayında

özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ]

üzerinde sürekli fonksiyon ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için⟨[
f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩ (3.3.2)

=

∫ M

m−0

⟨Etx, y⟩df(t)−
f(M)− f(m)

M −m

∫ M

m−0

⟨Etx, y⟩dt

=

∫ M

m−0

[
⟨Etx, y⟩ −

1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
]
df(t)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Herhangi x, y ∈ H için ∫ M

m−0

⟨Etx, y⟩df(t)

= f(M)⟨x, y⟩ −
∫ M

m−0

f(t)d⟨Etx, y⟩

= f(M)⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩
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ve ∫ M

m−0

⟨Etx, y⟩dt = M⟨x, y⟩ − ⟨Ax, y⟩

eşitliğini yazabiliriz. Buradan, herhangi x, y ∈ H için

=

∫ M

m−0

⟨Etx, y⟩df(t)−
f(M)− f(m)

M −m

∫ M

m−0

⟨Etx, y⟩dt

= f(M)⟨x, y⟩ − ⟨f(A)x, y⟩ − f(M)− f(m)

M −m
(M⟨x, y⟩ − ⟨Ax, y⟩)

=
1

M −m
[f(m)(M⟨x, y⟩ − ⟨Ax, y⟩) + f(M)(⟨Ax, y⟩ −m⟨x, y⟩)]− ⟨f(A)x, y⟩

dir. Böylece (3.3.2) nin ilk eşitliği ispatlanmış olur. Diğerinin ispatı ise açıktır.

Teorem 3.3.1 [8] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile H

Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun.

1. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu ise, o zaman herhangi

x, y ∈ H için ∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.3.3)

≤ sup
t∈[m,M ]

[
t−m

M −m

M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩) +
M − t

M −m

M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩)
] M∨

m−0

(f)

≤
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩)
M∨

m−0

(f) ≤∥ x ∥∥ y ∥
M∨

m−0

(f)

eşitsizliği sağlanır. 2. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde L > 0 sabiti ile Lipshitzian

ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.3.4)

≤ L

∫ M

m−0

[
t−m

M −m

M∨
m−0

(⟨E.x, y⟩) +
M − t

M −m

M∨
m−0

(⟨E.x, y⟩)
]
dt

≤ L(M −m)
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩) ≤ L(M −m) ∥ x ∥∥ y ∥
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eşitsizliği gerçeklenir. 3. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde monoton azalmayan ise,

o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.3.5)

≤
∫ M

m−0

[
t−m

M −m

M∨
m−0

(⟨E.x, y⟩) +
M − t

M −m

M∨
m−0

(⟨E.x, y⟩)
]
df(t)

≤
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩)[f(M)− f(m)] ≤∥ x ∥∥ y ∥ [f(M)− f(m)]

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Bilindiği gibi, eğer p : [a, b] −→ C sınırlı fonksiyon, v : [a, b] −→ C L > 0 sonlu

varyasyonlu ve
∫ b

a
p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integral varsa, o zaman∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈[a,b]

|p(t)|
b∨
a

(v) (3.3.6)

dir, burada
∨b

a(v), [a, b] üzerinde v nin total varyasyonunu gösterir.

(3.3.2) eşitliğine bu özelliği uygularsak, herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.3.7)

= sup
t∈[m,M ]

∣∣∣∣⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
∣∣∣∣ M∨
m−0

(f)

elde edilir. Şimdi, Riemann-Stieltjes integralin de basit kısmi integrasyon alınırsa, her-

hangi t ∈ [m,M ] ve x, y ∈ H için,∣∣∣∣⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
∣∣∣∣ (3.3.8)

=
1

M −m

[ ∫ t

m−0

(s−m)d⟨Esx, y⟩+
∫ M

t

(s−M)d⟨Esx, y⟩
]

eşitliği yazılabilir.
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v(s) := ⟨Esx, y⟩ fonksiyonu herhangi x, y ∈ H için [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu

olduğu için, (3.3.6) eşitsizliğine uygularsak, herhangi x, y ∈ H ve herhangi t ∈ [m,M ] için∣∣∣∣⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩
∣∣∣∣ds (3.3.9)

≤ 1

M −m

[∣∣∣∣ ∫ t

m−0

(s−m)d⟨Esx, y⟩
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ M

t

(s−M)d⟨Esx, y⟩
∣∣∣∣]

≤ t−m

M −m

t∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩) +
M − t

M −m

M∨
t

(⟨E(.)x, y⟩)

eşitsizliği yazılabilir.

Burada, (3.3.9) da supremum alınır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa herhangi x, y ∈
H ve herhangi t ∈ [m,M ] için

t∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩),
M∨
t

(⟨E(.)x, y⟩) ≤
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩)

yazılabilir. Böylece (3.3.3) de birinci ve ikinci eşitsizlik elde edilmiş oluruz.

(3.3.3) nin son kısmını gerekli işlemlerle ve Total Varyasyon Schwarz eşitsizliği ile elde

etmek mümkündür.

Şimdi, eğer p : [a, b] −→ C Riemann integrallenebilir fonksiyon ve v : [a, b] −→ C,

L > 0 sabiti ile Lipschitz ise yani, herhangi t, s ∈ [a, b] için,

|f(s)− f(t)| ≤ L|s− t|

ise, o zaman
∫ b

a
p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ < L

∫ b

a

|p(t)|dt

eşitsizliği elde edilir.

Riemann-Stieltjes integralinin bu özellikleri kullanılırsa ve (3.3.2) dan herhangi x, y ∈
H için ∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.3.10)

= L

∫ M

m−0

∣∣∣∣⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
∣∣∣∣dt
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eşitliği elde edilir.

(3.3.8) kullanılarak, herhangi x, y ∈ H için

L

∫ M

m−0

∣∣∣∣⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
∣∣∣∣dt

≤ 1

M −m

∫ M

m−0

[∣∣∣∣ ∫ t

m−0

(s−m)d⟨Esx, y⟩
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ M

t

(s−M)d⟨Esx, y⟩
∣∣∣∣]

≤
∫ M

m−0

[
t−m

M −m

t∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩) +
M − t

M −m

M∨
t

(⟨E(.)x, y⟩)
]
dt

≤ (M −m)
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩)

eşitsizliği elde edilir. Böylece istenen (3.3.4) eşitsizliği elde edilmiş olur.

Riemann-Stieltjes intregral teoreminden, eğer p : [a, b] −→ C sonlu varyasyonlu,

v : [a, b] −→ C sürekli ve monoton azalmayan ise,
∫ b

a
p(t)dv(t),

∫ b

a
|p(t)|dv(t) Riemann-

Stieltjes integralleri mevcut olup∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ < ∫ b

a

|p(t)|dv(t)

eşitsizliği sağlanır.

(3.3.2) eşitsizliğinden, herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.3.11)

≤
∫ M

m−0

∣∣∣∣⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
∣∣∣∣df(t)

elde edilir. Öte yandan, (3.3.8) eşitliği kullanılarak herhangi x, y ∈ H için∫ M

m−0

|⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
∣∣df(t)

≤ 1

M −m

∫ M

m−0

[∣∣∣∣ ∫ t

m−0

(s−m)d⟨Esx, y⟩
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫ M

t

(s−M)d⟨Esx, y⟩
∣∣∣∣]df(t)

≤
∫ M

m−0

[
t−m

M −m

t∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩) +
M − t

M −m

M∨
t

(⟨E(.)x, y⟩)
]
df(t)

≤ (f(M)− f(m))
t∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩)
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olduğu görülür. Böylece istenilen (3.3.5) eşitsizliği elde edilmiş olur.

Lipshitzian fonksiyonlar için farklı bir yaklaşım aşağıdaki teoremde verilmiştir.

Teorem 3.3.2 [8] A, m < M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert uzayında

özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ]

üzerinde L > 0 sabiti ile sürekli Lipshitzian ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.3.12)

≤ L ∥ y ∥
∫ M

m−0

∥ Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds ∥ dt

≤ 1

2
L(M −m) ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği doğrudur.

İspat. Farklı bir üst sınır sağlayan (3.3.10) eşitsizliğini bulalım.

H da Schwarz eşitsizliğinden, herhangi x, y ∈ H için,∫ M

m−0

∣∣⟨Etx, y⟩ −
1

M −m

∫ M

m−0

⟨Esx, y⟩ds
∣∣dt (3.3.13)

=

∫ M

m−0

∣∣∣∣[⟨Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

]
, y

⟩∣∣∣∣dt
≤ ∥ y ∥

∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥dt

elde eldilir. Böylece

Cauchy-Buniakovski-Schwarz integral eşitsizliğini kullanarak, herhangi x, y ∈ H için∫ M

m−0

∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds
∥∥dt (3.3.14)

≤ (M −m)
1
2

(∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥2

dt

)2

eşitsizliği yazılbilir..
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Gerekli hesaplamaları yapılırsa, herhangi x, y ∈ H için

1

M −m

∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥2

dt

=
1

M −m

∫ M

m−0

∥Etx∥2dt−
∥∥∥∥ 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥2

dt

ve

1

M −m

∫ M

m−0

∥Etx∥2dt−
∥∥∥∥ 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥2

dt (3.3.15)

=
1

M −m

∫ M

m−0

⟨
Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds,Etx− 1

2
x

⟩
dt

elde edilir.

(3.3.15) ve (3.3.15) eşitsizliklerini kullanarak, herhangi x ∈ H için,∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥dt
= (M −m)

1
2

(∫ M

m−0

⟨
Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds,Etx− 1

2
x

⟩
dt

) 1
2

eşitliği yazılabilir. Ayrıca Schwarz eşitsizliğini kullanarak,∫ M

m−0

⟨
Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds,Etx− 1

2
x

⟩
dt (3.3.16)

≤
∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥∥∥∥∥Etx− 1

2
x

∥∥∥∥dt
=

1

2
∥x∥

∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥dt
yazabiliriz. Burada Et projectörlerdir. Bu durumda herhangi x ∈ H ve t ∈ [m,M ] için,

∥Etx− 1

2
x∥2 = ∥Etx∥2 − ⟨Etx, x⟩+

1

4
∥x∥2 = 1

4
∥x∥2

dir. (3.3.16) ve (3.3.16) den∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esx

∥∥∥∥dt (3.3.17)

≤ (M −m)
1
2

(
1

2
∥x∥

∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esxds

∥∥∥∥dt) 1
2
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ve ∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

M −m

∫ M

m−0

Esx

∥∥∥∥dt ≤ 1

2
∥x∥(M −m) (3.3.18)

eşitsizliği yazılabilir.

Böylece (3.3.12) nin son kısmını ispatlanmış olur.

3.4 Daha Genelleştirilmiş Trapezoidal Eşitsizliği

3.4.1 Diğer Vektör Eşitsizlikleri

Genel olarak sürekli fonksiyonlar için aşağıdaki teoremi verilecektir.

Teorem 3.4.1 [9] A, m < M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert uzayında

özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ]

üzerinde sürekli ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.4.1)

≤
[

max
t∈[m,M ]

f(t)− min
t∈[m,M ]

f(t)

] M∨
m−0

(⟨E.x, y⟩)

≤
[

max
t∈[m,M ]

f(t)− min
t∈[m,M ]

f(t)

]
∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği doğrudur.

İspat. Spektral teoreminden, herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.4.2)

=

∫ M

m−0

Φf (t)d(⟨Etx, y⟩)

yazabiliriz. Burada Φf : [m,M ] −→ R

Φf (t) =
1

M −m
[(M − t)f(m) + (t−m)f(M)]− f(t)

şeklindedir.
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Bilindiği gibi, eğer p : [a, b] −→ C sonlu varyasyonlu, v : [a, b] −→ C sürekli monoton

azalmayan ise o zaman
∫ b

a
p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup ve∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈[a,b]

|p(t)|
b∨
a

(v), (3.4.3)

eşitsizliği yazılabilir.

Burada
∨b

a(v), [a, b] üzerinde v nin total varyasyonunu gösterir.

Öte yandan, eğer γ := mint∈[m,M ] f(t) ve Γ := maxt∈[m,M ] f(t) alınırsa, o zaman

herhangi t ∈ [m,M ] için

γ(M − t) ≤ (M − t)f(m) ≤ Γ(M − t),

γ(t−m) ≤ (t−m)f(M) ≤ Γ(t−m)

ve

−(M −m)Γ ≤ −(M −m)f(t) ≤ −γ(M − t)

eşitsizlikleri sağlanır. Böylece herhangi t ∈ [m,M ] için

|Φf (t)| ≤ Γ− γ (3.4.4)

şartıyla

−(M −m)(Γ− γ) ≤ −(M −m)Φf (t) ≤ (M −m)(Γ− γ)

yazılabiliriz.

(3.4.3) eşitsizliğine (3.4.2) eşitsizliğini uygulayarak (3.4.4) den, herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣ ∫ M

m−0

Φf (t)d(⟨Etx, y⟩)
∣∣∣∣ ≤ (Γ− γ)

M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩)

elde edilir. Böylece (3.4.1) in ilk tarafı ispatlanmış olur. (3.4.1) in son kısmı gerekli

işlemlerle ve Total Varyasyon Schwarz eşitsizliğiyle aşağıdaki şekilde gösterilebilir.

Sürekli fonksiyonlar sonlu varyasyonlu olduğu zaman, aşağıdaki teoremler verilebilir.
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Teorem 3.4.2 [9] A, m < M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert uzayında

özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C sürekli ve

[m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.4.5)

≤ max
t∈[m,M ]

[
M − t

M −m

t∨
m−0

(f) +
t−m

M −m

t∨
m−0

(f)

] M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩)

≤
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩)
M∨

m−0

(f) ≤
M∨

m−0

(f) ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği doğrudur.

İspat. İlk olarak, herhangi t ∈ [m,M ] için

(M −m)Φf (t) = (t−M)[f(t)− f(m)] + (t−m)[f(M)− f(t)] (3.4.6)

= (t−M)

∫ t

m−0

df(s) + (t−m)

∫ M

t

df(s)

yazılabilir. Böylece

max
t∈[m,M ]

|Φf (t)| ≤ max
t∈[m,M ]

[
M − t

M −m

t∨
m−0

(f) +
t−m

M −m

t∨
m−0

(f)

]
(3.4.7)

≤
[

max
t∈[m,M ]

1

2
+

|t− m+M
2

|
M −m

] M∨
m−0

(f) =
M∨

m−0

(f).

eşitsizliği gözönüne alınarak

|Φf (t)| ≤
[
M − t

M −m

∫ t

m−0

df(s) +
t−m

M −m

∫ t

m−0

df(s)

]
(3.4.8)

≤ M − t

M −m

t∨
m−0

(f) +
t−m

M −m

t∨
m−0

(f)

]

≤
[
1

2
+

|t− m+M
2

|
M −m

] M∨
m−0

(f)
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elde edilir. (3.4.3) eşitsizliğine (3.4.2) eşitsizliğini uygulayarak, (3.4.8) den herhangi x, y ∈

H için ∣∣∣∣ ∫ M

m−0

Φf (t)d(⟨E.x, y⟩)
∣∣∣∣ (3.4.9)

≤
[

max
t∈[m,M ]

[
M − t

M −m

t∨
m−0

(f) +
t−m

M −m

t∨
m−0

(f)

] M∨
m−0

(⟩E.x, y⟨)

≤
M∨

m−0

(f)
M∨

m−0

(⟨E.x, y⟩)

olduğu görülür.

Böylece istenilen (3.4.5) eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.4.3 [9] A, m < M olan m, M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert

uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C,

[m,M ] üzerinde L > 0 sabiti ile Lipschitz ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.4.10)

≤
M∨

m−0

(⟨E.x, y⟩) max
t∈[m,M ]

[
M − t

M −m
|f(t)− f(m)|+ t−m

M −m
|f(M)− f(t)|

]

≤ 1

2
(M −m)L

M∨
m−0

(⟨E.x, y⟩) ≤
1

2
(M −m)L ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği doğrudur.

İspat. (3.4.6) eşitliğinin ilk kısmından herhangi t ∈ [m,M ] için,

|Φf (t)| ≤
[
M − t

M −m
|f(t)− f(m)|+ t−m

M −m
|f(M)− f(t)|

]
≤ 2L

M −m
(M − t)(t−m) ≤ 1

2
(M −m)L

eşitsizliği yazılabilir. Bu durumda Teorem (3.4.2) dekine benzer işlemlerle istenilen (3.4.10)

eşitsizliği ispatlanmış olur.

Önerme 3.4.1 [9] A, m < M olan m, M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert

uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer I, L ∈ R, L > I ve
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f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde (I, L)-Lipschitz ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.4.11)

≤ 1

4
(M −m)(L− I)

M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩) ≤
1

4
(M −m)(L− I) ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği doğrudur.

Teorem 3.4.4 [9] A, m < M olan m, M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert

uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C,

f
′
−(M) ve f

′
+(m) sonlu türevleri ile [m,M ] üzerinde sürekli konveks ise, o zaman herhangi

x, y ∈ H için ∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.4.12)

≤ 1

4
(M −m)[f

′

−(M)− f
′

+(M)]
M∨

m−0

(⟨E(.)x, y⟩)

≤ 1

4
(M −m)[f

′

−(M)− f
′

+(m)] ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği doğrudur.

İspat. f , [m,M ] üzerinde sürekli konveks olduğundan eşitsizliği yazabiliriz:

f(t)− f(M) ≥ f
′

−(M)(t−M)

Böylece t−m > 0 olduğundan, herhangi t ∈ [m,M ] için

(t−m)f(t)− (t−m)f(M) ≥ f
′

−(M)(M − t)(t−m) (3.4.13)

yazılabilir.

Benzer şekilde herhangi t ∈ [m,M ] için

(M − t)f(t)− (M − t)f(m) ≥ f
′

+(m)(M − t)(t−m) (3.4.14)

eşitsizliği de sağlanır.

Yukarıdaki eşitsizliği ve M −m bölersek, herhangi t ∈ [m,M ] için

Φf (t) ≤
(M − t)(t−m)

M −m
[f

′

−(M)− f
′

+(m)] (3.4.15)

≤ 1

4
(M − t)[f

′

−(M)− f
′

+(m)]
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elde edilir.

Ayrıca f nin konveksliğini kullanarak herhangi t ∈ [m,M ] için

∥Φf (t)∥ ≥ 0 (3.4.16)

şartıyla

1

(M − t)
[(M −m)f(m) + (t−m)f(M)] (3.4.17)

≥ f

(
(M − t)m+ (t−m)M

M −m

)
= f(t)]

yazılabilir.

(3.4.3) eşitsizliğinde, (3.4.2) yi kullanarak, (3.4.15) ve (3.4.16) istenilen (3.4.12) eşitizliğini

elde etmiş oluruz.

3.5 Operatör Sıralamasında Eşitsizlikler

Teorem 3.5.1 [9] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile H

Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör olsun.

1. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sürekli ise, o zaman∣∣∣∣f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m
− f(A)

∣∣∣∣ (3.5.1)

≤
[

max
t∈[m,M ]

f(t)− min
t∈[m,M ]

f(t)

]
1H

eşitsizliği doğrudur.

2. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu ve sürekli ise, o zaman∣∣∣∣f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m
− f(A)

∣∣∣∣ (3.5.2)

≤ M1H − A

M −m

M∨
m−0

(f) +
A−M1H
M −m

M∨
m−0

(f)

≤
[
1

2
+

|A− m+M
2

1H |
M −m

] M∨
m−0

(f)
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eşitsizliği doğrudur. Burada
∨A

m−0(f), [m,M ] −→
∨M

A (f) ∈ R skaler fonksiyonu tarafından

üretilen operatörleri gösterir. Aynı formül
∨M

A (f) için de uygulanır.

3. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde L > 0 sabiti ile Lipschitz ise, o zaman∣∣∣∣f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m
− f(A)

∣∣∣∣ (3.5.3)

≤ M1H − A

M −m
|f(A)− f(m1H)|+

A−M1H
M −m

|f(M)1H − f(A)|

≤ 1

2
(M −m)L1H

eşitsizliği doğrudur.

4. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] f
′
−(M) ve f

′
+(m) sonlu türevleri ile [m,M ] üzerinde

sürekli konveks ise, o zaman

0 ≤ f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m
− f(A) (3.5.4)

≤ (M1H − A)(A−M1H)

M −m
[f

′

−(M) + f
′

+(m)]

≤ 1

4
(M −m)[f

′

−(M) + f
′

+(m)]1H

eşitsizliği doğrudur.

Önerme 3.5.1 [9] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile H

Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör olsun. Eğer I, L ∈ R, L > I ve f : [m,M ] −→ C,

[m,M ] üzerinde (I, L)-Lipschitz ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için

f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m
− f(A)

∣∣∣∣ (3.5.5)

≤ 1

4
(M −m)(L− I)1H

eşitsizliği doğrudur.

3.6 Diferensiyellenebilen Fonksiyonlar İçin Eşitsizlikler

Teorem 3.6.1 [9] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile H

Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör olsun. Farzedelim ki [m,M ] ⊂ I◦(I-nın içi) f :

I −→ C fonksiyonu I◦ üzerinde differansiyellenebilir olsun.
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1. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu ve sürekli ise, o zaman

herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.6.1)

≤ 1

4
(M −m)

M∨
m−0

(f
′
)

M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩) ≤
1

4
(M −m)

M∨
m−0

(f
′
) ∥ x ∥∥ y ∥

eşitsizliği sağlanır.

2. Eğer f
′
türevi, [m,M ], K > 0 sabiti ile Lipschitz ise, o zaman herhangi x, y ∈ H için∣∣∣∣⟨[f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m

]
x, y

⟩
− ⟨f(A)x, y⟩

∣∣∣∣ (3.6.2)

≤ 1

4
(M −m)2K

M∨
m−0

(⟨E(.)x, y⟩) ≤
1

8
(M −m)2K ∥ x ∥∥ x ∥

eşitsizlikleri doğrudur.

İspat. İlk olarak, eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde kesin sürekli ve f
′
, [m,M ]

üzerinde Riemann integrallenebilir ise, o zaman Riemann-Stieltjes integrali ve t ∈ [m,M ]

için

Φf (t) =
1

M −m

∫ M

m−0

K(t, s)df
′
(s) (3.6.3)

yazılabiliriz. Burada K : [m,M ]2 −→ R ile

K(t, s) =

{
(M − t)(s−m) eğer m ≤ s ≤ t
(t−m)(M − s) eğer t ≤ s ≤ M

(3.6.4)

fonksiyonun çekirdeğidir.

Aslında, f
′
, [m,M ] üzerinde Riemann integrallenebilir olduğu için, herhangi t ∈

[m,M ] için,
∫ t

m−0
(s − m)df

′
(s) ve

∫M

t
(m − s)df

′
(s) Riemann-Stieltjes integrali vardır.

Dolayısıyla, Riemann-Stieltjes integralinde kısmı integrasyon uygulanarak, herhangi t ∈
[m,M ] için, ∫ M

m−0

K(t, s)df
′
(s)

= (M − t)

∫ t

m−0

(s−m)df
′
(s) + (t−m)

∫ M

t

(M − s)df
′
(s)

= (M − t)

[
(s−m)f

′
(s)|tm−0 −

∫ t

m−0

f
′
(s)ds

]
+ (t−m)

[
(M − s)f

′
(s)|Mt −

∫ M

t

f
′
(s)ds

]
= (M −m)Φf (t)
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elde edilir. Bu ise (3.6.3) eşitliğini sağlar.

Şimdi, (3.6.3) kullanarak ve (3.4.3) özelliğinden herhangi t ∈ [m,M ] için,

|Φf (t)| (3.6.5)

=
1

(M − t)

∣∣∣∣ ∫ t

m−0

(s−m)df
′
(s) + (t−m)

∫ M

t

(M − s)df
′
(s)

∣∣∣∣
≤ 1

(M − t)

[
(M − t)

∣∣∣∣ ∫ t

m−0

(s−m)df
′
(s)

∣∣∣∣+ (t−m)

∣∣∣∣ ∫ M

t

df
′
(s)

∣∣∣∣]
≤ 1

(M − t)

[
(M − t)

t∨
m−0

(f
′
) sup
s∈[m,t]

(s−m) + (t−m)
M∨
t

(f
′
) sup
s∈[m,t]

(M − s)

]

=
(t−m)(M − t)

(M −m)

M∨
m−0

(f
′
) ≤ 1

4
(M −m)

M∨
m−0

(f
′
)

eşitsizliği yazılabilir.

(3.4.2) gösterimini kullanarak istenilen (3.6.1) eşitsizliği elde edilmiş olur.

Ayrıca, p : [α, β] −→ C L−Lipschitz fonksiyon ve v : [a, b] −→ C Riemann integral-

lenebilir foknksiyon olduğundan
∫ β

α
p(s)dv(s) Riemann-Stieltjes integrali,

∫ b

a
|p(t)|dv(t)

Riemann-Stieltjes integrali mevcut ve∣∣∣∣ ∫ β

α

p(s)dv(s)

∣∣∣∣ < L

∫ β

α

|p(s)|ds

eşitsizliği vardır.

Buradan (3.6.5) eşitsizliği gözönüne alınırsa t ∈ [m,M ] için,

|Φf (t)| (3.6.6)

=
1

(M − t)

[
(M − t)

∣∣∣∣ ∫ t

m−0

(s−m)df
′
(s)

∣∣∣∣+ (t−m)

∣∣∣∣ ∫ M

t

(M − s)df
′
(s)

∣∣∣∣]
≤ K

(M − t)

[
(M − t)

∣∣∣∣ ∫ t

m−0

(s−m)ds

∣∣∣∣+ (t−m)

∣∣∣∣ ∫ M

t

(M − s)ds

]
=

1

2
(M −m)(t−m)K ≤ 1

8
(M −m)2K

elde edilir. (3.4.2) gösterimi kullanılarak istenilen (3.6.2) eşitsizliği sağlanmış olur.

Teorem 3.6.2 [9] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile H

Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör olsun. Farzedelim ki [m,M ] ⊂ I◦(I-nın içi) f :

I −→ C fonksiyonu I◦ üzerinde differansiyellenebilir olsun.

33



1. Eğer f
′
türevi, [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu ise,∣∣∣∣f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m
− f(A)

∣∣∣∣ (3.6.7)

≤ (A−m)(M1H − A)

M −m

M∨
m−0

(f
′
) ≤ 1

2
(M −m)

M∨
m−0

(f
′
)1H

eşitsizliği doğrudur.

2. Eğer f : [m,M ] −→ C, [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu ve sürekli ise,∣∣∣∣f(m)(M1H − A) + f(M)(A−m1H)

M −m
− f(A)

∣∣∣∣ (3.6.8)

≤ 1

2
(M −m)(A−m1H)(M1H − A)K ≤ 1

8
(M −m)2K1H

eşitsizliği doğrudur.

3.7 Çarpımsal Eşitsizlikler

3.7.1 Birkaç Vektör Eşitsizlik

Lemma 3.7.1 [10] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile

H Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f :

[m,M ] −→ C, f(M) ̸= f(m) ile [m,M ] üzerinde sürekli fonksiyon ise, o zaman

1

[f(M)− f(m)]2
[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ] (3.7.1)

=
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

(
Et −

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esdf(s)

)(
Et −

1

2
1H

)
df(t)

eşitsizliği sağlanır.
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İspat. Bilindiği üzere

1
f(M)−f(m)

∫M

m−0

(
Et − 1

f(M)−f(m)

∫M

m−0
Esdf(s)

)(
Et − 1

2
1H

)
df(t)

=
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

E2
t df(t) (3.7.2)

− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esdf(s)
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t)

− 1

2

∫ M

m−0

Etdf(t) +
1

2

∫ M

m−0

Esdf(s)

=
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

E2
t df(t)−

[
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t)

]2
eşitliğini yazabiliriz.

Et projeksiyon olduğu için, t ∈ [m,M ] için Et2 = Et ve

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

E2
t df(t)−

[
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t)

]2
(3.7.3)

=
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t)−
[

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t)

]2
=

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t)

[
1H − 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t)

eşitliğini yazabiliriz.

Riemann-Steltjes integralinde kısmı integrasyon alarak ve spektral gösterim teoremini

kullanarak ∫ M

m−0

Etdf(t) = f(M)1H − f(A)

ve

1H − 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Etdf(t) =
f(A)− f(m)1H
f(M)− f(m)

eşitliklerini yazabiliriz.

Böylece (3.7.3) ve (3.7.2) den istenilen (3.7.1) eşitsizliğini elde etmiş oluruz.

Sonuç 3.7.1 [10] Lemma 3.7.1 in şartları altında, herhangi x, y ∈ [m,M ] için

⟨[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, y⟩ = [f(M)− f(m)] (3.7.4)

×
∫ M

m−0

⟨(
Et −

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esdf(s)

)
x,

(
Et −

1

2
1H

)
y

⟩
df(t)
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dir.

Teorem 3.7.1 [10] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile

H Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f :

[m,M ] −→ C, f(M) ̸= f(m) ile [m,M ] üzerinde sonlu varyasyonlu ise, o zaman herhangi

x, y ∈ H için aşağıdaki eşitliği yazılabilir.

|⟨[[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, y⟩| (3.7.5)

=
1

2
|f(M)− f(m)|

M∨
m−0

× sup ∥
(
Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esdf(s)∥ ≤ 1

2
∥ x ∥∥ y ∥

[ M∨
m−0

(f)

]2

İspat. Bilindiği gibi, eğer p : [a, b] −→ C sınırlı fonksiyon, v : [a, b] −→ C sonlu

varyasyonlu ve
∫ b

a
p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcut ise∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈[a,b]

|p(t)|
b∨
a

(v) (3.7.6)

eşitsizliği yazılabilir. Burada
∨b

a(v), [a, b] üzerinde v nin total varyasyonunu gösterir.

Bu özelliği ve (3.7.4) gösterimini kullanarak, H Hilbert uzayında Schwarz eşitsizliği

yardımıyla herhangi x, y ∈ H

|⟨[[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, y⟩| ≤ |f(M)− f(m)|
M∨

m−0

(3.7.7)

× sup

∣∣∣∣⟨(Et −
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esdf(s)

)
x,

(
Et −

1

2
1H

)
y

⟩∣∣∣∣
≤ |f(M)− f(m)|

M∨
m−0

(f)

× sup
t∈[m,M ]

[∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥∥∥∥∥Ety −
1

2
y

∥∥∥∥]

yazılabilir.
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Et projeksiyon olduğundan,∥∥∥∥Ety −
1

2
y

∥∥∥∥2

= ∥Ety∥2 − ⟨Ety, y⟩+
1

4
∥y∥2

= ⟨E2
t y, y⟩ − ⟨Ety, y⟩+

1

4
∥y∥2 = 1

4
∥y∥2

olacaktır.

O zaman (3.7.7) den (3.7.5) nin birinci kısmı ispatlanmış olur.

Şimdi, (3.7.6) özelliği tarafından Hilbert uzaylarda p değerleri ile vektör değerli fonksiy-

onlar tarafından, herhangi t ∈ [m,M ] ve x ∈ H için,

∥∥∥∥[f(M)− f(m)]Etx−
∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥ (3.7.8)

=

∥∥∥∥∫ M

m−0

(Etx− Es)df(s)

∥∥∥∥ ≤
M∨

m−0

(f) sup
t∈[m,M ]

∥∥∥∥Etx− Esx

∥∥∥∥
yazabiliriz. Operatörlerde sıralamaya göre, 0 ≤ Et ≤ 1H olduğu için, bu durumunda

−∥x∥2 ≤ ⟨(Et − Esx, x)⟩ ≤ ∥x∥2 şartları ile 1H ≤ Et − Es ≤ 1 dir. Yani t, s ∈ [m,M ]

için ∥Et − Es∥ ≤ 1 şartı ile herhangi x ∈ H için, |⟨(Et − Es)x, x⟩| ≤ ∥x∥2 dir. Bu

yüzden, sups∈[m,M ] ∥Et−Es)x∥ ≤ ∥x∥2 dir. Böylece 3.7.8 ile beraber 3.7.5 nin son kısmını

ispatlanmış olur.

Teorem 3.7.2 [10] A, m < M olan m, M reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] ile H Hilbert

uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f : [m,M ] −→ C,

[m,M ] üzerinde L > 0 sabiti ile Lipschitz bir fonksiyon ve f(M) ̸= f(m) ise, herhangi

x, y ∈ H için,

|⟨[[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, y⟩| ≤
1

2
L∥y∥|f(M)− f(m)| (3.7.9)

×
∫ M

m−0

∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥dt
≤ 1

2
L2∥y∥

∫ M

m−0

∥Etx− Esx∥dsdt

≤
√
2

2
L2∥y∥(M −m)(Ax−mx,Mx− Ax)

1
2 ≤

√
2

2
L2 ∥ y ∥∥ x ∥ (M −m)2
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eşitsizliği doğrudur.

İspat. Eğer p : [a, b] −→ C Riemann integrallenebilir fonksiyon ve v : [a, b] −→ C

L > 0 sabiti ile Lipschitz yani t, s ∈ [a, b] için, |f(s) − f(t)| ≤ L|s − t| ise
∫ b

a
p(t)dv(t)

Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup∣∣∣∣ ∫ b

a

p(t)dv(t)

∣∣∣∣ ≤ L

∫ b

a

|p(t)|dt (3.7.10)

eşitsizliği sağlanır.

Şimdi, Riemann-Stieltjes integralinin bu özeliği kullanılırsa, (3.7.10) gösteriminden

herhangi x, y ∈ H için

|⟨[[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, y⟩| ≤ |f(M)− f(m)| (3.7.11)

×
∫ M

m−0

∣∣∣∣⟨(
Et −

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esdf(s)

)
x,

(
Et −

1

2
1H

)
y

⟩∣∣∣∣df(t)
≤ L|f(M)− f(m)|

×
∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esdf(s)

∥∥∥∥∥∥∥∥Ety −
1

2
y

∥∥∥∥dt
=

1

2
L∥y∥|f(M)− f(m)|

×
∫ M

m−0

∥Etx− 1

f(M)− f(m)
Esxdf(s)

∥∥∥∥dt

yazılabilir.

Böylece (3.7.9) un ilk kısmı ispatlanmış olur.

Ayrıca x ∈ H için,

|f(M)− f(m)|
∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥dt (3.7.12)

=

∫ M

m−0

∥∥∥∥[f(M)− f(m)]Etx−
∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥dt
=

∫ M

m−0

∥∥∥∥ ∫ M

m−0

(Etx− Esx)df(s)

∥∥∥∥dt

dir. Eğer (3.7.10) özelliğinin vektör değerli versiyonu kullanılırsa, herhangi x, y ∈ H için
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∫ M

m−0

∥∥∥∥ ∫ M

m−0

(Etx− Esx)df(s)

∥∥∥∥dt (3.7.13)

≤ L

∫ M

m−0

∫ M

m−0

∥Etx− Esx)∥dsdt

yazılabilir. Böylece (3.7.9) ün ikinci kısmı da ispatlanmış olur.

Burada, Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizliğini iki katlı integraller için uygularsak,

herhangi x ∈ H için, ∫ M

m−0

∫ M

m−0

∥∥∥∥(Etx− Esx)

∥∥∥∥2

d(s)dt (3.7.14)

≤ (M −m)

(∫ M

m−0

∫ M

m−0

∥Etx− Esdt∥2dsdt
) 1

2

yazılabilir.

Şimdi, herhangi s ∈ [m,M ] için Es projeksiyonu göz önüne alınırsa, herhangi x ∈ H

için, ∫ M

m−0

∫ M

m−0

∥∥∥∥(Etx− Esx)

∥∥∥∥2

d(s)dt (3.7.15)

≤ 2

[
(M −m)

∫ M

m−0

∥Etx∥2dt−
∥∥∥∥ ∫ M

m−0

Etdt∥2
]

≤ 2

[
(M −m)

∫ M

m−0

⟨Etx, x⟩dt−
∥∥∥∥∫ M

m−0

Etdt∥2
]

eşitsizliği sağlanır. Eğer kısmı integrasyon ve spektral gösterim teoremi kullanılırsa∫ M

m−0

⟨Etx, x⟩dt = ⟨Mx− Ax, x⟩

ve ∫ M

m−0

⟨Etxdt = Mx− Ax

eşitliklerini kullanarak ve (3.7.15) ten∫ M

m−0

∫ M

m−0

∥∥∥∥(Etx− Esx)

∥∥∥∥2

d(s)dt = 2⟨Ax−mx,Mx− Ax⟩ (3.7.16)

eşitliğini yazabiliriz.

39



(3.7.16) ve (3.7.14) i kullanarak (3.7.9) in üçüncü eşitsizliğini de ispatlamış oluruz.

Son olarak iç çarpım uzayında basit eşitsizlikleri kullanarak

Re⟨a, b⟩ ≤ 1

4
(M −m)2∥x∥2 (3.7.17)

ve ayrıca herhangi x ∈ H için

⟨Ax−mx,Mx− Ax⟩ ≤ 1

4
(M −m)2∥x∥2

eşitsizliği yazılabilir. Böylece (3.7.9) ün son eşitsizliği de ispatlanmış oluruz.

Teorem 3.7.3 [10] A, m < M bazı reel sayılar için Sp(A) ⊆ [m,M ] spektrumu ile

H Hilbert uzayında özeşlenik bir operatör ve Eλ onun spektral ailesi olsun. Eğer f :

[m,M ] −→ R, [m,M ] üzerinde monoton azalmayan ise, herhangi x, y ∈ H için,

|⟨[[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, y⟩| (3.7.18)

≤ 1

2
∥y∥[f(M)− f(m)]

×
∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥df(t)
≤ 1

2
∥y∥[f(M)− f(m)]

× ⟨[[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, x⟩
1
2

≤ ∥y∥∥x∥[f(M)− f(m)]2

eşitsizliği gerçeklenir. İspat. (3.7.4) in gösteriminden herhangi x, y ∈ H için,

|⟨[[f(M)1H − f(A)][f(A)− f(m)1H ]x, y⟩| (3.7.19)

×
∫ M

m−0

∣∣∣∣⟨(
Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

)
x, (Et −

1

2
1H

)
y

⟩∣∣∣∣df(t)
≤ [f(M)− f(m)]

×
∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥∥∥∥∥Ety −
1

2

∥∥∥∥df(t)
=

1

2
∥y∥[f(M)− f(m)]

×
∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)df(t)

yazılabiliriz. Böylece (3.7.18) de ilk eşitsizlik ispatlanmış olur.

40



Riemann Stieltjes integralleri için monoton azalmayan integrasyonların Cauchy-Buniakowski-

Schwarz tipli eşitsizliğini kullanarak herhangi x, y ∈ H için∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥df(t) ≤ [ ∫ M

m−0

df(s)

]
(3.7.20)

×
[ ∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥2

df(t)]2

eşitsizliği elde edilir.∫ M

m−0

∥∥∥∥Etx− 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥2

df(t) (3.7.21)

=

∫ M

m−0

[
∥Etx∥2 − 2Re

⟨
Etx,

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

⟩
+

∥∥∥∥ 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥2]
df(t)]

= [f(M)− f(m)]

[
1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

∥Etx∥2df(t)−
∥∥∥∥ 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

Esxdf(s)

∥∥∥∥2]

ve Riemann-Stieltjes integraline kısmı integrasyon uygulanırsa∫ M

m−0

∥Etx∥2df(t) =
∫ M

m−0

⟨Etx,Etx⟩df(t) =
∫ M

m−0

⟨Etx, x⟩df(t) (3.7.22)

= f(M)∥x∥2 −
∫ M

m−0

f(t)d⟨Etx, x⟩

= f(M)∥x∥2 − ⟨f(A)x, x⟩ = ⟨[f(M)1H − f(A)]x, x⟩

ve herhangi x, y ∈ H için ∫ M

m−0

∥Esx∥2df(s) = f(M)x− f(A)x (3.7.23)

olduğu görülür.

(3.7.22) ve (3.7.24) eşitliklerini kullanarak, gerekli hesaplanmalar yapılırsa, herhangi

x, y ∈ H için

1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

∥Etx∥2df(t) (3.7.24)

−
∥∥∥∥ 1

f(M)− f(m)

∫ M

m−0

∥Esxdf(s)

∥∥∥∥2

=
⟨f(M)x− f(A)x, f(A)x− f(m)x⟩

[f(M)− f(m)]2
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elde edilir. (3.7.20) eşitsizliğini kullanarak, (3.7.18) deki ikinci eşitsizlik elde edilmiş olur.

Böylece (3.7.17) eşitsizliği elde etmiş olur.
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez, literatürde var olan Trapezoidal Tipli Operatör Eşitsizlikleri tanıtan, özelliklerini

veren ve önemli sonuçları bir araya getiren S. S. Dregomir’in 2012 yılında Springer tarafından

basılan ”Operator Inequalities of Ostrowski and Trapezoidal Type” isimli kitabından

faydalanılarak hazırlanmıştırq. Yani, yabancı dilde yazılmış olan bu önemli operatör

eşitsizliği, kendi dilimizde yazarak ve gerekli kısımları genişleterek bu alanda çalışma yap-

mak isteyen bilim insanlarına sunduk. Dolayısıyla kendi dilimizde yazılan bir çalışmanın

önemli bir kaynak olacağını düşünüyoruz.
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Doğum Yeri : Keşap, Giresun
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Giresun Özel Yavuz Koleji 2017-

45


