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OZET

HILBERT UZAYINDA OZESLENIK OPERATORLERIN SUREKLI
FONKSIYONLARI iCiN TRAPEZOIDAL TiPLi ESIiTSIiZLIKLER
Sibel Burcu SERDAROGLU
Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dal1, 2018
Yiiksek Lisans Tezi, 54s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Erdal UNLUYOL

Bu tezde, kompleks Hilbert uzaymnda ozeslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlari igin
Trapezoidal esitsizligi ayritili bir sekilde incelenmistir. Ayrica kuvvet, logaritmik ve iistel
fonksiyonlar gibi bazi elementer fonksiyonlar igin uygulamasi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kompleks Hilbert uzay1, 6zeslenik operatérler, 6zeslenik, operatorlerin
stirekli fonksiyonlari, Tropezoidal esitsizlik



ABSTRACT

TRAPEZOIDAL TYPE INEQUALITIES FOR CONTINUOUS FUNCTIONS OF
SELFADJOINT OPERATORS IN HILBERT SPACE
Sibel Burcu SERDAROGLU
Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2018
MSc. Thesis, 54p.

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL
In this thesis, it is extensive researched Trapezoidal inequality for continuous functions

of selfadjoint operator in complex Hilbert space. Besides, 1t is given the application of
some basic function such power, logarithmic and exponential.

Key Words: Complex Hilbert space, selfadjoint operators, continuous functions of selfadjoint
operators, Trapezoidal inequality.
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1. GIRIS

Trapezoidal esitsizligi, Riemann integraline yaklasimda hata siirlarini elde etmede
oncii bir rol oynar. Bu tarz esitsizliklerin, yani Ostrowski ve midpoint esitsizligi gibi, bir
¢ok geniglemeleri literatiirde mevcuttur. Bu alanda yapilan geniglemeler daha ¢ok, zaman
skalas1 tizerinde n-defa differansiyellenebilir fonksiyonlar ve vektor degerli fonksiyonlar
ya da kath integraller i¢in yapilmigtir. Bu esitsizligin niimerik analiz, olasilik teorisi ve

matematigin diger alanlarinda uygulama yerleri mevcuttur.

Bu tezde, kompleks Hilbert uzaylarinda ozeslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlari
icin Trapezoidal egitsizligi ayrintili bir sekilde incelenecektir. Ayrica kuvvet, logaritmik
ve lstel fonksiyon gibi operatorlerin bazi elementer fonksiyonlari i¢in uygulamar: da ele

alimacakar.

Bu tez hazirlanirken S. S. Dragomir tarafindan 2012 yilinda basilan ”Operator In-
equality of Ostrowski and Trapezoidal Type” isimli kitabi temel kaynak olarak kul-

lanilmigtar.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanmim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve I’ bir cisim olsun. +: Lx L —
L ve .: F x L — L iglemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F

cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, 7+ iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1l. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € L i¢in  + (y + 2) = (z + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in # 4+ 0 = 0§ 4+ x = x olacak gekilde # € L vardir.

G4. Her z € L igin z + (—x) = (—z) + 2 = 6 olacak sekilde —z € L vardur.
Gb5. Her z,y € L igin x +y = y + «x dir.

B) x,y € L ve «, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

Ll. ax € L dir.

L2. a.(xr +y) = a.x + a.y dir.
L3. (a+ B)r = a.x + f.x dir.
L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. 1.z = 2 dir. (Burada 1, F' nin birim elemanidir).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontigiimlere operator denir.

Tanim 2.0.3 F bir cisim, V' ve W ise F' cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V
ve ¢ € F' olmak tizere T': V — W dontisiimii,

aT(u+v)=T(u)+T(v)

b T(cu) = cT'(u)

sartlarini sagliyorsa T' ye V {izerinde lineer dontigiim denir .
Tanim 2.0.4 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve x,y € A keyfi olmak iizere

B={zel:z=azx+(1l—-a)y, 0<a<1}CA



ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az + (1 — o)y esitligindeki
x ve y nin katsayilari i¢in « + (1 — «) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki a;, 1 — a yerine o + f = 1 sartin1 saglayan ve negatif olmayan
a, B reel sayilarimi alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalarit x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir.

Tanim 2.0.5 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her z,y € I ve o € |0, 1] i¢in,

flax+(1—a)y) < af(z)+(1—-a)f(y) (2.0.1)

sartin saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.0.1) esitsizligi  # y ve

a € (0,1) i¢in kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.
Tanim 2.0.6 ([1],p.215) f : [a,b] — R bir fonksiyon, [a, b] kapal arahginin bir pargalanisgi
To=a<T1 <3< ...<Tp1<T,=2>b

ve
V= Z |f(@ps1) — flaw)]
k=0

olsun. Bu durumda tiim V —lerin toplaminin kiimesinin en kiigiik tist sinirina f fonksiy-
onun [a, b] aralig1 fizerinde ”total varyasyonu” denir ve \/°(f) seklinde gosterilir. \/°(f) <
oo ise, f-ye la,b] arahg iizerinde "sonlu varyasyonlu bir fonksiyon” adi verilir. Aym

zamanda f(z), [a,b] araligl tizerinde sonlu varyasyona sahip de diyebiliriz.

Simdi 6nemli olan bu fonksiyon sinifinin bazi 6zelliklerini ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 2.0.1 ([1],p.215) [a,b] kapali araligi iizerinde tanimh bir monoton fonksiyon

[a, b] tizerinde sonlu varyasyona sahiptir.

Teorem 2.0.2 ([1],p.216) [a, b] kapali aralig1 tizerindeki her sonlu varyasyonlu fonksiyon

[a, b] araliginda siirhdir.

Teorem 2.0.3 ([1],p.216) Sonlu varyasyonlu iki fonksiyonun toplami, farki ve garpimlari

da sonlu varyasyonlu bir fonksiyondur.



Teorem 2.0.4 ([1],p.217) f(z), [a,b] iizerinde tamimli sonlu varyasyonlu bir fonksiyon

ve a < ¢ < b olsun. Bu durumda

Vi =\VnH+\Vu

esitligi dogrudur.

Sonug 2.0.1 ([1],p.218) a,b,c € R i¢in a < ¢ < b olsun. Eger f fonksiyonu [a, b
tizerinde sonlu varyasyona sahip ise, bu durumda f, [a,b]'nin herbir [a, c] ve [c, b] araligi

tizerinde de sonlu varyasyona sahiptir. Tersi de dogrudur.

Teorem 2.0.5 ([1],p.218) [a,b] kapal aralig1 iizerinde tanimh ve sonlu bir f fonksiy-
onunun sonlu varyasyonlu olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul bu fonksiyonun azalan iki

fonksiyonun farki olarak yazilabilmesidir.

Sonug 2.0.2 ([1],p.219) Eger bir f fonksiyonu [a, b] tizerinde sonlu varyasyonlu ise, bu

durumda [a, b]'nin her noktasinda f* tiirevi mevcuttur ve sonludur.

Tanim 2.0.7 ([1],p.243) f fonksiyonu [a, b] kapali aralig1 tizerinde sonlu varyasyonlu bir
fonksiyon olsun. Her € > 0 i¢in, aq, by, ..., a,,b, € R, n € N olmak tizere a; < b; < as <

by <...<aq, <b, ve

n

Z(bk — (Zk) <9

k=1

sartini saglayan

n

> F(ow) = flax)

k=1

<€

olacak gekilde § > 0 var ise, bu durumda f(z) fonksiyonuna "mutlak siirekllidir” denir.

Bu fonksiyon simifi, sinirli varyasyonlu fonksiyonlarin 6nemli bir alt kiimesidir.

Tamim 2.0.8 (Ig-carpim uzay1): F(RveyaC) olmak iizere, X bir vektor uzay1 olsun.

(-,-) : X x X — F dontigimii asagidaki o6zelliklere sahip ise ” (-,-)” doéntigimiine X

lizerinde bir i¢-carpim, (X, (-,-)) ikilisine de bir ”ig-garpim” uzay1 denir:

1. Vx € X i¢in (x,z) > 0 ve (z,x2) =0 < x = 0x;

2. Vo,y € X icin (z,y) = (y, x);

3. Va,y € X ve a € F igin {(ax,y) = a(x,y);



4. Vr,y,z € X i¢in (x + y, 2) = (x,2) + (y, 2).

Not 2.0.1 F = R olmas: halinde 2. 6zellik (z,y) = (y,z) olur. I¢-carpim tanimim

kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Vz,y,z € X ve Vo, f € F i¢in {(ax + By, 2) = alz, 2) + By, 2),
2. Va,y € X ve Va € F i¢in (x, ay) = a(z,y);
3. Va,y € X ve Va, B € F icin (z,ay + Bz) = alz,y) + Bz, 2).
Tanim 2.0.9 (X, (-,-)) bir i¢ ¢carpim uzay1 olsun. Bir x € X vektoriiniin normu
|z ||= (z,2)2 (2.0.2)
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.

Tanim 2.0.10 (Hilbert Uzayi): (X, (-,)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Eger bu ig-garpim
uzay1 (2.0.2) normuna gore tam ise, yani (X, (-,-)) i¢-garpim uzay1 igindeki her Cauchy

dizisi (2.0.2) norma gore yakinsak ise bu i¢ ¢arpima bir ”Hilbert Uzay1” denir.

Tanim 2.0.11 (Birim Operator): A : X — X operatorii verilsin. Eger her x € X
icin Az = z ise A operatoriine birim(6zdeslik) operator denir. I, E ve Ix sembollerinden

biriyle gosterilir.

Tanim 2.0.12 (Sinirlh Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) C X ve gorintii kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii D(A)
min X’ de simurh her kiimesine R(A)'nin Y de smirl bir kiimesini karsilik getiriyorsa A’

ya "simirli bir operator” denir. Bagka bir deyisle
| Az [ly<c| 2 ||lx, her x € D(A)
olacak gekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya "simirl bir operator” denir.

Tanim 2.0.13 (Lineer Operator): X ve Y aym F cismi tizerinde iki lineer uzay ve

A: X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve
A(ax + By) = aA(x) + BA(y), Vx,y € D(A) ve Vo, 5 € F

ise A’ya ”lineer operator”denir.



Tanmim 2.0.14 (Esglenik ve Oz-eslenik Operator): A, H Hilbert uzayinda siirh lineer
bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin

(Af,9) = (f, A%g)

saglaniyorsa A* a A’nin ”eglenik operatori” denir.

Eger D(A) = D(A*) ve A= A* ise bu A’ ya ozeslenik operator denir.

Tanim 2.0.15 (Projeksiyon Operator): V' bir vektor uzayr ve P : V. — V lineer
bir operator olsun. Bu durumda P? = P oluyorsa, buna "projeksiyon veya izdiigiim

operatori” denir.

Tanim 2.0.16 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir lineer
operator olsun.

p(A):={\e€C:(A-AE) ' € L(H)}
kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tas1” veya ”¢ozlicli operatori” adi verilir.

Tanim 2.0.17 (Spektrum): H bir Hilbert uzay1 olsun.
Sp(4) = o(4) = T\ p(4)

kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya " Sp(A)” ile gésterecegiz.

Simdi 6zeslenik operatorlerin spektral gosterimi ile ilgili teorem ve sonuglar1 verelim.

A € B(H) 6zeglenik bir operator ve A € R igin

(s) = 1, —co<s< A
P = 0, A\ <s< o0

seklinde bir ¢,(.) fonksiyonu olsun. Bu durumda her A € R i¢in E) := ¢,(A) operatorii

A-ya indirgenen bir projeksiyondur.

Teorem 2.0.6 (Spektral Gosterim Teoremi):[9)]

A, bir H Hilbert uzayimda sinirli, 6zeglenik bir operator ve

m =min {\: X € Sp(A)} := min Sp(A)



M =max {\: X € Sp(A)} := max Sp(A)
olsun. Bu durumda, a)\; < Ag i¢in E), < E),; b)Her A € R igin E,,_¢ = 0,E,, =
I ve Exzo=E\c)A= [ A\E,

ozelliklerini saglayan ve A operatoriiniin spektral ailesi adi verilen bir {E)} er pro-

jeksiyon ailesi vardir.

Sonug 2.0.3 [10] Spektral gosterim teoreminden

o(A) = / o(\)dE;

m—0

Riemann-Stieltjes integralini elde ederiz.

Sonug 2.0.4 [10] Spektral gosterim teoreminden, her z € H igin

p(A)z = / o(N)dExz

m—0

ve her z,y € H igin

M
(WAzy) = [ oNd(Esa.g).
m—0
dir. Ozel olarak, her z € H icin
M
(WA)z,2) = [ oNd(Esr,a).
m—0
ve buna ilaveten her x € H igin
letyel? = [ fepdiEal

esitligi yazilabilir.

Teorem 2.0.7 (Total Varyasyonlu Schwarz Esitsizligi ):[10] {E)}ier, siurly 6z
eglenik A operatorlerinin spektral ailesi ve m = min Sp(A), M = max Sp(A) olsun. Bu
durumda keyfi x,y € H i¢in

A — (E\x,y)fonksiyonu keyfi 6 > 0 i¢in [m — s, M| {izerinde sinirh varyasyonludur

ve
M

V (Eoz, ) < ]|yl

m—0
esitsizligi gergeklenir. Literatiirde bu esitsizlige " Total Varyasyonlu Schwarz Esitsizligi”
(TVSI) denir.



Tanim 2.0.18 A, (H,(-,-)) kompleks bir Hilbert uzay1 tizerinde keyfi bir 6zeglenik li-
neer operator olsun. C (S p(A)), A operatoriiniin spektrumu tizerinde tamiml tiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesini gostersin. Gelfand dontisiimii yardimiyla agagidaki ozellikleri
yazilan @ ile C'(Sp(A)) kiimesi arasinda bir #-izometrik izomorfizim vardir. Ayrica H

tizerinde 1y birim operatorii ve A operatorii tarafindan tiretilen bir C*(A) cebiri vardir.

Keyfi f,g € C(Sp(A)) ve , 8 € C igin

L ®(af + fg) = a®(f) + 5(g);
2. ®(fg) = 2(f)2(g) ve O(f) = (f)";
3. NN == NIl == supsespiay [F (D] ;

4. ®(fy) = 1g ve ®(f1) = A burada t € Sp(A) icin fo(t) =1 ve fi(t) =t.

Simdi bir operatoriin, bir fonksiyon altindaki goriintiistintin ne anlama geldigini ifade

edelim.

Tanim 2.0.19 A, (H,(-,-)) kompleks bir Hilbert uzay: tizerinde keyfi bir 6zeglenik li-
neer operator olsun. C (S p(A)), A operatoriiniin spektrumu tizerinde tanimh tiim stirekli
fonksiyonlarin kiimesi ve ® de Tamm (2.0.18) deki fonksiyon olsun. Bu durumda her
f € C(Sp(A)) i¢in

f(A) == &(f)
seklinde tanimlanan ifadeye keyfi bir A 6zeglenik operatoriiniin stirekli fonksiyonel hesabi

denir.

Tanim 2.0.20 (Operatorlerde Siralama): A ve B, H Hilbert uzay: iizerinde iki 6zeglenik

operator olsun.

1. A< B<& (Az,x) < (Bz,z) Vx € H,;
2. A > 0ise A operatoriine pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eger A ozeglenik bir operator ve f de Sp(A) tizerinde tanimh reel degerli
stirekli bir fonksiyon ise, bu durumda t € Sp(A) i¢in f(¢) > 0 dir. Buradan f(A) > 0,
yani f(A) H Hilbert uzay: tizerinde pozitif bir operatordiir. Ayrica eger f ve g, Sp(A)
tizerinde iki fonksiyon ise ve her ¢t € Sp(A) i¢in

f(t) > g(t) dir. Buradan da f(A) > g(A)



elde edilir.

Teorem 2.0.8 [2] A, H Hilbert uzay: iizerinde smirh 6zeslenik bir operatér olsun. Bu
durumda asagidakiler dogrudur.

m:= inf (Az,z) = max{a € RlaE < A};

llzf|=1

M := sup (Az,z) = min{a € R|A < aE};

llzll=1

ve

[A[} = max{{fml], [[M]]}.

Ayrica m, M € Sp(A) ve Sp(A) C [m, M] dir.

Tanim 2.0.21 (Operator Konveks): A ve B, spektrumlar1 I C R araliginda olan keyfi

ozeslenik operatorler ve A € [0, 1] olsun. Bu durumda,
F((1 = NA+AB) < (1= \)f(A) + Af(B)

esitsizligini saglayan, I araligi lizerinde tanimli, reel degerli siirekli fonksiyona operator

konveks denir.



3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Skaler Durumda Trapezoidal Tipli Esitsizlikler

Klasik analizde, bir Trapezoidal tip egitsizlik,

f();rf /f

igleminin {ist veya alt sinirlarini hesaba katan bir egitsizliktir ki bu da kompakt [a, b] araligi

tizerinde taniml cesitli integrallenebilir fonksiyon siniflari i¢in yapilmigtir.

Bu kisimda literatiirde iyi bilinen sonuglar ve Hilbert uzayinda ozeglenik operator
fonksiyonlar i¢in benzer problemleri anlayabilmemizi saglayacak olan teoremleri ispatsiz

olarak verecegiz.

Teorem 3.1.1 [2] f : [a,b] — C sonlu varyasyonlu bir fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidaki esitsizlik dogrudur.
/f Nt — L +f()(b—a

burada \/Z( f), [a,b] aralig tizerinde f nin total varyasyonunu gostermektedir. Ayrica 3

b

(b—a)\/(f) (3.1.1)

a

l\DI»—t

bulunabilecek en iyi sabittir.

Teorem 3.1.2 [2] f : [a,b] — C fonksiyonu [a,b] aralig: {izerinde monoton azalmayan

olsun. Bu durumda a@agldaki esitsizlik saglamr:

f()

210 - ) (3.1.2)

INA IN
— —
o o
| |
s )
N—— SN—
kﬁ kh
— —
> >
N— S~—
kﬁ kh
— —
Q Q
= =
m\
o
v
Na}
3
VR
~
|
[\
~
-
~—~
~
S~—
QL
~

Teorem 3.1.3 [2] f : [a,b] — C fonksiyonu [a,b] tzerinde L-Lipschitzian fonksiyon

olsun yani her L > 0 i¢in
F(s) = @I < Lls—t], her s,t€[a,b] (L)

olsun. Bu durumda agagidaki e§itsizlik dogrudur:

‘/ f(t) f( >( —a) §i(b—a)2L, (3.1.3)

buradaki 1 1 yaklagilabilecek en iyi sabittir.
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Teorem 3.1.4 [2]| f : [a,b] — C, [a, ] tizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda asagidaki egitsizlik saglanir.

‘/ (D) +f( Ja) +J0) (3.1.4)

pb—a? |l f Hom eger f € Loola, )
1 Ty . ' 1,1 _
< %(qﬂ)é(b— a) e [ lp, eger f€ Lyla,b] p>1, S4 =1
s —a) [l /"Il

burada p € [1, 00| i¢in ||.||, Lebesque normunu géstermektedir, yani p = oo igin

1 loc := ess sup | f(s)|

s€a,b]

171=( [ b|f’<s>|pds)’1’

Teorem 3.1.5 [2] f : [a,b] — C [a, b] tizerinde konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

ve p > 1 igin
dir.

asagidaki esitsizlik dogrudur:

o) (8)] e

——(b—a)— [ f{)dl

IN

IN

burada % bulunabilecek en iyi sabittir.

Not 3.1.1 Diger Skaler Trapezoidal Tipi Esitsizlikler i¢in P.Cerone ve S.S.Dragomir’in
[3] galigmasina bakilabilir.

3.2 Trapezoidal Vektor Esitsizlikleri

3.2.1 Bazi Genel Sonuclar

[k olarak iiretilen notasyonlarla, f20+/0m) (M) +f(m

(f(A)x,y) yaklagiminda



hata siirimin problemi verilmigtir. Burada z,y Hilbert uzayinda vektérler ve f, [m, M]
reel sayilarin kompakt araliginda spektrum ile A Ozeglenik operatorlerinin stirekli bir

fonksiyonudur. Bazi 6zel basit fonksiyonlar i¢in uygulamalar ayrica ispatlanmigtir.

Teorem 3.2.1 [7] A, m < M baz reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M] spektrumu ile
H Hilbert uzayimnda oOzeslenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun. Eger f :
[m, M] — C, [m, M] iizerinde sonlu varyasyonlu siirekli bir fonksiyon ise, herhangi

x,y € H icin

LOD IO )~y (3:21)

=
e

max [(Ew, )2 (Exy, y)

1
2 xe[m, M|

D=
-

+ ((1g — Ex)z,2)? + ((1g — E\)y,y 2} \/

1 Ny m—0
5z liliyl V(&)
m—0

IA

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. Eger f, u : [m, M| — C, fonksiyonlar1 i¢in fab f(t)du(t) Riemann-Stieltjes inte-

grali varsa, o zaman basit bir kismi integrasyon alarak

[ ot = LI ) — i)

- / [u(t)—w &)

esitligi yazilabilir.

Eger u(\) = (Eyz,y) esitligi i¢in (3.2.2) esitligi kullanihirsa, o zaman herhangi z,y € H

icin

(z,y) = (f(A)z,y) (3.2.2)

12



yazilabiliriz.

/ (LI ()

m—0

e
i (E )= 3o )arY)

m—0

Bildigimiz gibi, eger p : [a,b] — C siirekli bir fonksiyon ve v : [a,b] — C sonlu

varyasyonlu ise, o zaman f p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcuttur ve

’/abp(t)dv(t ' < tnen[awg! !\i/(v) (3.2.3)

esitsizligini yazabiliriz. Burada \/Z(’u), [a, b] lizerinde v nin total varyasyonunu gosterir.

(3.2.3) ozelligini kullanarak, (3.2.2) den

LI ) = v (324)
< %/\g[lax [(Exz,y) + (Ex — 1g)z,y)| \/ (f)
< 5| e B+ 1 = Bl V()

esitsizligini yazabilir.

Eger P, H iizerinde negatif olmayan operator, yani herhangi = € H igin (Pz,x) >
0 ise, o zaman agagidaki esitsizligi yani, herhangi x,y € H Hilbert uzayinda Schwarz

esitsizliginin bir genellegtirilmesini elde etmis oluruz.
[(Pz,y)* < (Pz,x)(Py,y) (3.2.5)

(3.2.5) esitsizliginden

D=
=

[(Exz,y)| < (Exz, x)2 (Exy, y)

ve dolayisiyla

M\H

(1 — Ex)a,y)| < (1 — Bz, 2)2 (1 — E))y.y)?, (3.2.6)
elde edilir. Ote yandan a,b, ¢, d > 0 icin
ab+ cd < (a® + A)2 (b + d*)2

13



basit esitsizligiyle, her z,y € H igin

[(Exz, y)| + [{(1a — Ex)z, )| (3.2.7)
< (BE)z, I>%<E)\y7 y>% +((1g — EA)$7$>%<(1H - E)\)y7y>%
< (Bxz,z) +((1g — Ex)z,2))((Exy, y) + (1w — EN)y, y))

I [y |

oldugu gortlir.

(3.2.4) esitsizligi kullanilarak ve (3.2.7) de maksimum alarak istenilen (3.2.1) esitsizligi

elde ederiz.

Lipshitzian fonksiyon durumunda agagidaki teorem kullanigh olabilir.

Teorem 3.2.2 [7] A, Sp(A) C [m, M] olan H Hilbert uzaymda 6zeslenik bir operator ve
E, A operatoriiniin spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M| — C, [m, M] tizerinde sonlu

varyasyonlu stirekli bir fonksiyon ise, herhangi x,y € H i¢in

LED I ) =ty 328
S R R

+ {(lg — By)a,2)7 + ((1u — E\)y, yﬂ A

IN

1
(M —m) [l 'yl

esitsizligi saglanir.

ispat. Bilindigi gibi, eger p : [a,b] — C Riemann integrallenebilir fonksiyon ve v :
[a,b] — C L > 0 sabiti ile Lipschitzian, yani herhangi ¢, s € [a, b] i¢in

[v(s) —v(t)] < L|s — 1|

ise, 0 zaman f; p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcuttur ve

| bp<t>dv<t>' <t [ oo

14



esitsizligi yazilabilir. Boylece Riemann-Stieltjes integralinin bu 6zelligini kullanarak, (3.2.2)

den herhangi x,y € H icin

\Mmﬁ (A, y) (3.2.9)

[(Exe,y) + ((Ex = Lu)x, y)|dA,

IN IA
N[ — N =
t~ )
3\§3\§
| |
o o

ICExz, ) + [((La = Ex)z, y)[JdA

oldugu gortlir.

Dolayisiyla (3.2.7) de [m, M] tizerinde integral alinirsa

/ {Exz )] + [{(Lr — Ex)e, ) [JdA (3.2.10)

m—0

/m Ai) {(EA:);, z)

+ ((1y — BNz, 2)2((1g — Ex)y, y)2 |dX
< M-=m)[lz|llyl

(Exy, y)7dA

D=

esitsizligi elde edilir.(3.2.9) ile beraber, istenilen (3.2.8) esitsizligi saglanmig olur.

3.2.2 Diger Trapezoidal Vektor Esitsizlikleri

Teorem 3.2.3 [7] A, m < M olan reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M| ile H Hilbert uzaymnda
ozeslenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun. Varsayahm ki f : [m, M] — C,

[m, M| iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman herhangi =,y € H igin

J(M) + f(m
JOD LI . )~ (s )2, Ga1)
maxyem,m | (Erx — %x, Y)| \/%_D(f), f sonlu varyasyonlu ise,
< L ff_o |(Exz — %xa y)|dA, f Lipschitzian ise,
ff_o (Exz — sz, y)|df (N), f azalmayan ise
1 \/%_0( ), f sonlu varyasyonlu ise,
< 2 Iz (llyll § LM —m), f Lipschitzian ise,

(f(M) — f(m)), f azalmayan ise

esitsizligi seglanir.
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Ispat. (3.2.4) dan, herhangi z,y € H igin

L LT ) (o) 3:212)
< %/\glax [(Exz,y) + (BEx — 1u)z, )| \/ (f)
1 M
= )\g{}g}éj] <E>\JJ — 51’, Z/> n}/()(f)

yazilabilir. H da Schwarz esitsizligini ve E) nin projektor olmasini kullanarak herhangi

x,y € H icin

1 1
(Brz = o) < Bxe = 5oy v | (3:2.13)

1
s Iz lily i

elde edilir. Boylece (3.2.11) nin birinci kisnu ispatlanmig olur.
Simdi ikinei kismim (3.2.9) dan ispatlayalim.

Riemann-Stieltjes integral teoreminden, eger p : [a,b] — C sonlu varyasyonlu,
v : [a,b] — C siirekli monoton azalmayan ise, o zaman f p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes

integrali vardir ve f Ip(t)|dv(t) dan

/abp(t)dv(t)‘ < /ab p(t)|dv(t). (3.2.14)

esitsizligi yazilabilir. (3.2.2) ten, herhangi x,y € H i¢in
'f (m) + f(M)

(,y) - <f<A>x,y>\ (3.2.15)

IN

% /m B,y + (B~ L)) dF )
<EAa: - 57 y>’df(>\)

elde edilir. Boylece (3.2.11) nin son kismi da ispatlanmig olur.

Bilindigi {izere, eger herhangi t, s € [a, b] i¢in
Lf(t) = f(s)| < H|t —r["
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ise, o zaman f : [a,b] — C fonksiyonu H > 0 ve r € (0, 1] sabiti ile siirekli r-H-Hélder

olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlarin sinifi ile ilgili teorem agagidadir.

Teorem 3.2.4 [7] A, m < M baz reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M| ile H Hilbert uzaymnda
ozeglenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M| — C, [m, M|

tizerinde stirekli r-H-Hélder bir fonksiyon ise, o zaman herhangi x,y € H igin

LI ) = v (3:216)
< %H(M —m)" \/ (Eqyz,y))
< =M -my |z|ly]

2

esitligi gerceklenir.

Ispat. Herhangi z,y € H igin

H) T (0, 4y~ (f(A)e)

/MO {f(M);f(m)

—ﬂM}WEww»

m—

esitligi gerceklenir. Bu durumda (E(yz,y) herhangi x,y € H sonlu varyasyonlu oldugu
icin, (3.2.3) esitsizligini uygulayarak, herhangi =,y € H igin,

‘f(m)‘;f(M) (z,y) — (f(A)x,y)‘ (3.2.17)
< )\g[lﬁ}]%/[] w — f(/\) \/ ((E(,):v,y))

esitsizligine ulagilir. Dolayisiyla eger f : [m, M] — C, [m, M] iizerinde siirekli r-H-Holder

bir fonksiyon ise, o zaman herhangi A € [m, M| igin

'f(M);Lf(m)@’w_f(/\)‘ (3.2.18)
< SIFM) = FOV+ 31F) = Fm)
< S HI(M = m) + (A= )’

2r
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yazilabilir. Kesin bir sekilde r € (0,1), ¢,.(A) :== (M — A\)" + (A — m)" fonksiyonu

M
max g,(\) := gr<m; ) =2'7"(M —m)

AE[m,M]

ozelligine sahiptir. O zaman (3.2.17) den, (3.2.16) in ilk kismi ispatlanmig olur. Son kismi

Total Varyasyonlu Schwarz’s esitsizliginden elde edilir.

3.3 Genellestirilmis Trapezoidal Esitsizlikler

3.3.1 Baz Vektor Esitsizlikler

Bu boéliimde genellesgtirilmis trapezoidal formulii olan herhangi x,y € H i¢in,

1
M —m

[f(m)(M(z,y) = (Az,y)) + f(M)((Az,y) — m(z,y))] (3.3.1)

niteligi ile (f(A)x,y) yaklagimi i¢in hata siirlarinin ispatiyla ilgilenilecektir. Ayrica bazi

ozel fonksiyonlar i¢in uygulamalar1 da verilecektir.

Lemma 3.3.1 [8] A, m < M reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M] ile H Hilbert uzayinda
ozeglenik bir operator ve F) onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M] — C, [m, M]

tizerinde stirekli fonksiyon ise, o zaman herhangi z,y € H icin

(A S ) A
= [ wepare - I [
[ B - 5 [ s
esitsizligi saglanir.
Ispat. Herhangi z,y € H igin
| g
= SO0y - [ f@diEay)

= f(M)(z,y) — (f(A)z,y)

18



ve

esitligini yazabiliriz. Buradan, herhangi x,y € H i¢in

= [ tmwgare - B2 T g g

ALy RV ) SREAC Tt KNG VR SR
= ) (M e, ) — (A )+ F(( A, ) — i, )] — (F(A)e. )

dir. Boylece (3.3.2) nin ilk egitligi ispatlanmisg olur. Digerinin ispati ise agiktir.

Teorem 3.3.1 [8] A, m < M baz reel sayilar igin Sp(A) C [m, M] spektrumu ile H

Hilbert uzayinda 6zeslenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun.

1. Eger f : [m, M] — C, [m, M] iizerinde sonlu varyasyonlu ise, o zaman herhangi

z,y € H icin
< o [ Ve s 5= V@ man| V o)
< f/ 5? <||x||uy||§w/

esitsizligi saglanir. 2. Eger f : [m, M| — C, [m, M] tizerinde L > 0 sabiti ile Lipshitzian
ise, o zaman herhangi z,y € H igin

'<{ﬂmﬂﬂﬂﬂ—§}t£9@04—ﬂﬂm

o)~ )| @

IN

tf MO e V (g + 2L §W/<<Em,y>>} it

m—0 m—0

< LM —m) \/ (Eya,y) < LM =m) ||z |||y |
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esitsizligi gergeklenir. 3. Eger f : [m, M| — C, [m, M] {lizerinde monoton azalmayan ise,

o zaman herhangi x,y € H icin

'< f(m)(M1y — ]\/?f—i—_{r(b J(A=mly 1:1:, > A)x y}‘ (3.3.5)
< [V @+ g B
< QB D) — ] <l Ly | ) — fom)]

m—0
esitsizligi saglanir.

Ispat. Bilindigi gibi, eger p : la,b] — C siirh fonksiyon, v : [a,b] — C L > 0 sonlu

varyasyonlu ve f p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integral varsa, o zaman

/ p(t)dv(t)‘ < sup |p(t !\/ (3.3.6)

te(a,b]

dir, burada \/°(v), [a, b] iizerinde v nin total varyasyonunu gosterir.

(3.3.2) esitligine bu ozelligi uygularsak, herhangi z,y € H igin

‘< [f(m)(Mlﬂ - z?\;ﬂ:ﬁM)(A - mlH)]

aw>—wmmw\ (3.7
\/ (f)

M
= sup |(Eux,y) / (Esz,y)ds
te[m,M] ’< ! M m Jm—o

elde edilir. Simdi, Riemann-Stieltjes integralin de basit kismi integrasyon alinirsa, her-

hangi t € [m, M| ve z,y € H igin,

(3.3.8)

1 M
‘<Etx7y> - M / O<Es$,y>d3

—m m—

= [ et [

(s = M)d(Esx,y)

t

esitligi yazilabilir.
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v(s) := (Esz,y) fonksiyonu herhangi z,y € H i¢in [m, M] {izerinde sonlu varyasyonlu

oldugu igin, (3.3.6) esitsizligine uygularsak, herhangi =,y € H ve herhangi t € [m, M| i¢in

) - [ B

ds (3.3.9)

<=/ 0<s—m>d<E8m,y>\+ [ -]
< ”jnny )+ \t/“E“‘”’y))

esitsizligi yazilabilir.

Burada, (3.3.9) da supremum alimir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa herhangi =,y €

H ve herhangi t € [m, M] i¢in

\ (Eoz, ), (B, ) \/ LT, Y))

yazilabilir. Boylece (3.3.3) de birinci ve ikinci esitsizlik elde edilmis oluruz.

(3.3.3) nin son kismim gerekli iglemlerle ve Total Varyasyon Schwarz esitsizligi ile elde

etmek mumkiundir.

Simdi, eger p : [a,b] — C Riemann integrallenebilir fonksiyon ve v : [a,b] — C,

L > 0 sabiti ile Lipschitz ise yani, herhangi ¢, s € [a, ] i¢in,

[f(s) = f(t)] < Lfs — ]

ise, 0 zaman f p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup

| bpu)dv(t)' <1 [ o

esitsizligi elde edilir.

Riemann-Stieltjes integralinin bu &zellikleri kullamlirsa ve (3.3.2) dan herhangi =,y €

H igin
‘ Fm)(M 15 ]\;+ A~ mlH)]%y> _ (f(A)x,w‘ (3.3.10)
. M (B / (Esz,y)ds|d
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esitligi elde edilir.

(3.3.8) kullanilarak, herhangi z,y € H igin

L/M

M

(Byr,y) — #m/ (Esz,y)ds

-0

dt

< H/ s—m Exy>'+ /tM<s—M>d<Esx,y>H
< /mMO []\Z__mm\t_/o(@()ﬂfy \A? ]
< (M—m)i/o(@(.)%y))

esitsizligi elde edilir. Boylece istenen (3.3.4) esitsizligi elde edilmig olur.

Riemann-Stieltjes intregral teoreminden, eger p : [a b] — C sonlu varyasyonlu,

v : [a,b] — C siirekli ve monoton azalmayan ise, f p(t f Ip(t)|dv(t) Riemann-

o< | (0 ldv(n)

Stieltjes integralleri mevcut olup

esitsizligi saglanir.

(3.3.2) esitsizliginden, herhangi x,y € H i¢in
'< {f(m)(MlH —A)+ f(M)(A - mlH)}

)+

M—m
M
< |
m—0

/ (Esz,y)ds

elde edilir. Ote yandan, (3.3.8) esitligi kullamlarak herhangi z,y € H icin
M
/ [(Eyz,y) — / (Esx,y ds‘df
—m
M
L H/ (s — m)d(E,z y>) -/ (s—M>d<Esx,y>de<t>
M
< / Eoz,y)) \/ ] (t)
m— 0
t
(( \/

m—0

a:,y> - (f(A)x,y)’ (3.3.11)

<Et37 ?/

df (t)

IN
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oldugu goriiliir. Boylece istenilen (3.3.5) esitsizligi elde edilmig olur.

Lipshitzian fonksiyonlar icin farkli bir yaklasim agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.3.2 [8] A, m < M reel sayilar igin Sp(A) C [m, M| ile H Hilbert uzayinda
ozeglenik bir operator ve F) onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M] — C, [m, M]

tizerinde L > 0 sabiti ile stirekli Lipshitzian ise, o zaman herhangi x,y € H icin

'< {f(m)(MlH —A)+ f(M)(A - mlH)}

M—m z, y> — ([(A)z, y)’ (3.3.12)

IN

M 1 M
iyl [ I Ea- g [ Badsat
m—0

m—0

1
< SLM=m)|z|lyl

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Farkl bir iist siur saglayan (3.3.10) esitsizligini bulalim.

H da Schwarz esitsizliginden, herhangi x,y € H igin,

M 1 M
/m—() (B, y) — M——m - 0<Esxay>d3‘dt (3.3.13)
M
= / K E xds] >‘dt
M—m
1 M
< vl / B - [ Bads|a
M Jm-0

elde eldilir. Boylece

Cauchy-Buniakovski-Schwarz integral esitsizligini kullanarak, herhangi xz,y € H i¢in

M
/ HEtx - —/ E :EdSHdt (3.3.14)

< (]\nj[m)é(/mo dt)2

esitsizligi yazilbilir..

E xds

Mm
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Gerekli hesaplamalar1 yapilirsa, herhangi =,y € H igin

M 2

M - Eﬂ—% - FE.xds|| dt
1 M 2
_ M_m/m_o ]|Etx\|2dt—“M_m/n_oEsxds dt
ve
M 1 M 2
- m/m 0||Eta:|]2dt—‘M_ N dt (3.3.15)

M 1 M 1
= <Etm — / Eoxds, Eyx — —x>dt
— M Jm—o —m Jm—o0 2

i

elde edilir.
(3.3.15) ve (3.3.15) esitsizliklerini kullanarak, herhangi = € H igin,
M
..
e 1M 1 :
= (M —m)2 </ <Etm - E.xds, Eyx — —x>dt)
m—0 M —m m—0 2

esitligi yazilabilir. Ayrica Schwarz esitsizligini kullanarak,

M 1 M 1
[n_g <Et$ — m /Tn_o Esde, Etx - §x>dt (3316)
/M M

1
E.x — U FE.xds
Sl /

—m
yazabiliriz. Burada E; projectorlerdir. Bu durumda herhangi z € H ve t € [m, M] i¢in,

M

1
Er— —— E,xds

dt
M —m m—0

IN

dt

1
Fax— —x

m—0

1
Eix — / FE.xds||d

M —m

1

1B~ Sal = | Bl ~ (Bar, ) + ol = el
dir. (3.3.16) ve (3.3.16) den
M 1 M
/mo Eta:—M—m OESx dt (3.3.17)
1 1M :
< (M m)2(§||x||/_0 Ex — M_m/m_oEsxds dt)
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ve

1
dt < Slel|(M —m) (3.3.18)

1 M
Ba—— | E,
et M—m/m_o o

/M
m—0

esitsizligi yazilabilir.

Boylece (3.3.12) nin son kismim ispatlanmig olur.

3.4 Daha Genellestirilmis Trapezoidal Esitsizligi

3.4.1 Diger Vektor Esitsizlikleri

Genel olarak stirekli fonksiyonlar igin asagidaki teoremi verilecektir.

Teorem 3.4.1 [9] A, m < M reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M] ile H Hilbert uzaymnda
ozeslenik bir operator ve Fy onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M] — C, [m, M]

tizerinde stirekli ise, o zaman herhangi z,y € H igin

'< {f(m)(MlH — j}t{r(bM)(A — mlH)1x7y> —~ <f(A)x,y>‘ (3.4.1)
= [%M] f8) - Juin f <t>} X/O«E.x, )

< [m i) - min}f(t)} le

te[m,M] telm,M
esitsizligi dogrudur.

ispat. Spektral teoreminden, herhangi z,y € H igin

‘< {f(m)(th — j\l}t{rgmm — muﬁ} z) y> - (f(A)x,y)‘ (3.4.2)

- / O (t)d((Erx, y))

m—0

yazabiliriz. Burada @y : [m, M] — R

seklindedir.
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Bilindigi gibi, eger p : [a,b] — C sonlu varyasyonlu, v : [a,b] — C siirekli monoton

azalmayan ise o zaman f p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup ve

‘ /ab p(t)dv(t)' < sy 01 Vo) (3.4.3)

esitsizligi yazilabilir.
Burada \/Z(v)7 [a, b] tizerinde v nin total varyasyonunu gosterir.

Ote yandan, eger v := minge ) f() ve I' := maxycpn, g f(t) alimirsa, o zaman

herhangi ¢ € [m, M] igin
VM —t) < (M —t)f(m) <T(M —1),

Yt —m) < (t—m)f(M) <T(t—m)

ve

—(M =m)l' < —(M —m)f(t) < —(M - 1)

esitsizlikleri saglanir. Boylece herhangi ¢ € [m, M] igin

|@p(t) < T — 7 (3.4.4)

sartiyla
—(M =m)(I" =)

IN

—(M = m)®;(t) < (M —m)(I" =)

yazilabiliriz.

(3.4.3) esitsizligine (3.4.2) esitsizligini uygulayarak (3.4.4) den, herhangi x,y € H igin

M M
‘ / Py (t)d((Erz,y)) 7 V (Eoz,v))
m—0

m—0

elde edilir. Boylece (3.4.1) in ilk tarafi ispatlanmig olur. (3.4.1) in son kismui gerekli
igslemlerle ve Total Varyasyon Schwarz esitsizligiyle asagidaki sekilde gosterilebilir.

Strekli fonksiyonlar sonlu varyasyonlu oldugu zaman, agagidaki teoremler verilebilir.
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Teorem 3.4.2 [9] A, m < M reel sayilar igin Sp(A) C [m, M| ile H Hilbert uzayinda
ozeslenik bir operator ve F) onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M] — C stirekli ve
[m, M| iizerinde sonlu varyasyonlu ise, o zaman herhangi =,y € H igin

'< {f(m)(MlH - ﬁ}tﬁM)(A - mlH)l

va) = ()| (349

M-t \ t— !
= terflmaf}ﬂi/ﬂ{M—m\/ M TZz\/ }\/ )% 9))

< V{Ewx) V<V eyl

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Ilk olarak, herhangi ¢ € [m, M] igin

(M = m)(6) = (¢ = MO~ Fm)] + (¢ = m)[FO1) = (] (3:46)
== [ @ re—m [ a0

m—0

yazilabilir. Boylece

te[m,M) te[m,M]

max |P;(¢)] < max L\Aj:; \/(f)—i-]\]}_m \/(f)] (3.4.7)

m—0 m—0
1|t mEM M M
< 2 = ,
< Lt ) Vo= Vo)
esitsizligi gozoniine alinarak
M—t [ t—m [
(1) < d d 3.4.8
001< |y [ de g [ ae] sy

M—t \' tmt
< 37 VO a5 Vo)

M
m—0
1 ‘t_erM’ M
< o+ | Vo

m—0
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elde edilir. (3.4.3) esitsizligine (3.4.2) esitsizligini uygulayarak, (3.4.8) den herhangi z,y €
H igin

| o J(E 2.1)) (3.49)

< Ler%% Uj:; \t/(f)Jr ]\754_—7771 \t/(f)] <4/(>E.l’,y<)

IA
<
=
<=z
™
ﬁ

S

oldugu goriliir.

Boylece istenilen (3.4.5) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.4.3 [9] A, m < M olan m, M reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M] ile H Hilbert
uzayimda Ozeglenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M| — C,

[m, M| tizerinde L > 0 sabiti ile Lipschitz ise, o zaman herhangi z,y € H igin

‘< [f(m)(MlH —A)+ f(M)(A - mlH)}

M—m z, y> — (f(A)z, y)' (3.4.10)

< \/0 (i) s, | 511 0) = Fm)] + 57— 700 - 10
< 30 =mL V() < 500 -mL |y |

esitsizligi dogrudur.

Ispat. (3.4.6) esitliginin ilk kismindan herhangi ¢ € [m, M] icin,

1Bs(1)] < |2

=17 0) — FOm)] + | FM) = f()

2L -yt —m) <

<
- M-m

(M —m)L

[\DI»—t

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda Teorem (3.4.2) dekine benzer islemlerle istenilen (3.4.10)

esitsizligi ispatlanmig olur.

Onerme 3.4.1 [9] A, m < M olan m, M reel sayilar icin Sp(A) C [m, M] ile H Hilbert

uzayinda Ozeslenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun. Eger I, L € R, L > [ ve
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f:[m,M|] — C, [m M| {izerinde ( , L)-Lipschitz ise, o zaman herhangi =,y € H i¢in

L)
< G- y;@ﬂy <M —m)E =D lzlly]

esitsizligi dogrudur.

Teorem 3.4.4 [9] A, m < M olan m, M reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M] ile H Hilbert
uzayimda Ozeglenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M| — C,

f-(M) ve f.(m) sonlu tiirevleri ile [m, M] iizerinde siirekli konveks ise, o zaman herhangi

2,y € H icin
'< [f(melH —AE AN mlH)]x,y> —{(f(A)e, y)‘ (3.4.12)
< gM—mm%MwﬁuMyyy&ww»
< JO =m0 - o) |

esitsizligi dogrudur.

Ispat. f, [m, M] iizerinde siirekli konveks oldugundan esitsizligi yazabiliriz:
(1) = F(M) > fL(M)(t — M)
Béylece t —m > 0 oldugundan, herhangi t € [m, M] i¢in
(t = m)f(t) = (t =m) f(M) = f_(M)(M — t)(t — m) (3.4.13)

yazilabilir.

Benzer gekilde herhangi t € [m, M] i¢in

(M =) f(t) = (M = 1) f(m) > f.(m)(M — t)(t —m) (3.4.14)

esitsizligi de saglanir.

Yukaridaki esitsizligi ve M — m bdlersek, herhangi t € [m, M] i¢in

o) < LD gy g o (3.4.15)
1

O = [ () = ()

IN
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elde edilir.

Ayrica f nin konveksligini kullanarak herhangi ¢ € [m, M| igin

[@(E)] >0 (3.4.16)
sartiyla
1
gy [ = m) ) (¢ = m) £ (01 (3417)
> (S — o
yazilabilir.

(3.4.3) esitsizliginde, (3.4.2) yi kullanarak, (3.4.15) ve (3.4.16) istenilen (3.4.12) esgitizligini

elde etmig oluruz.

3.5 Operator Siralamasinda Esitsizlikler

Teorem 3.5.1 [9] A, m < M bazn reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M] spektrumu ile H

Hilbert uzayinda 6zeslenik bir operator olsun.

1. Eger f: [m, M] — C, [m, M| iizerinde siirekli ise, o zaman

’f(m)(MlH—f?\;tﬁM)(A_mlH) — £(A) (3.5.1)
Len[ﬂri}l@] 1) = ter[nmi% J0)) L

esitsizligi dogrudur.

2. Eger f: [m, M| — C, [m, M] iizerinde sonlu varyasyonlu ve siirekli ise, o zaman

’f(m)(MlH —f?\;tﬁM)(A_mlH) — £(A) (3.5.2)
< AN )+ BRI
A—midy M
< 5t Vo
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esitsizligi dogrudur. Burada \/270( £), [m, M] — /2 (f) € R skaler fonksiyonu tarafindan

tiretilen operatorleri gosterir. Aym formdil \/]X[( f) i¢in de uygulanir.

3. Eger f: [m, M| — C, [m, M| iizerinde L > 0 sabiti ile Lipschitz ise, o zaman
fm)(M1y — A) + f(M)(A = mlp)

= — f(A) (3.5.3)
< M) — st + A2 i, fa)

esitsizligi dogrudur.

4. Bger f : [m, M] — C, [m, M] f_(M) ve f. (m) sonlu tiirevleri ile [m, M] iizerinde
stirekli konveks ise, o zaman

fm)(M1y — A) + [(M)(A = mlp)

0< — — f(4) (3.5.4)
< W= DEZ IR0 () + £, )
< L —m)[F- (M) + f,m)] 1

esitsizligi dogrudur.

Onerme 3.5.1 [9] A, m < M baz reel sayilar icin Sp(4) C [m, M] spektrumu ile H
Hilbert uzayinda 6zeslenik bir operatér olsun. Eger I, L € R, L > I ve f: [m, M| — C,
[m, M| tizerinde (I, L)-Lipschitz ise, o zaman herhangi =,y € H igin

f(m)(MlH—zi/)[JigM)(A_mlH) — f(A) (3.5.5)

IN

1
Z(M = m)(L— )1y

esitsizligi dogrudur.

3.6 Diferensiyellenebilen Fonksiyonlar igin Esitsizlikler

Teorem 3.6.1 [9] A, m < M baz reel sayilar igin Sp(A) C [m, M] spektrumu ile H
Hilbert uzayinda 6zeglenik bir operator olsun. Farzedelim ki [m, M] C I°(I-nmn igi) f :

I — C fonksiyonu /° tizerinde differansiyellenebilir olsun.
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1. Eger f : [m, M] — C, [m, M] {izerinde sonlu varyasyonlu ve siirekli ise, o zaman

herhangi z,y € H igin

<[f(m)(M1H - 1;1\/)["__{’5]\4)<A - mlH):|x’y> _ (f(A)x,y>’ (3.6.1)
< 200 —m) \ () V (B < ;00 =m) \/ (5 1wy |

esitsizligi saglanir.

2. Eger f tiirevi, [m, M], K > 0 sabiti ile Lipschitz ise, o zaman herhangi z,y € H icin
m)(M1lyg —A)+ f(M)(A—ml
(L= B SODEZ )~ gage|  02)

M —m
1 M 1
< Z(M—m)zK \ (Epz,y)) < g(M—mVK |z [[|l ||
m—0

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat. Ik olarak, eger f : [m, M] —s C, [m, M] iizerinde kesin siirekli ve f', [m, M]
lizerinde Riemann integrallenebilir ise, o zaman Riemann-Stieltjes integrali ve ¢t € [m, M]

icin

(1) = — / K(t, s)df (s) (3.6.3)

M —m m—0
yazilabiliriz. Burada K : [m, M]*> — R ile

(M —=t)(s—m) egerm <s<t
K(tvs){ (t_m)<M—s) egertSSSM

fonksiyonun cekirdegidir.

(3.6.4)

Ashinda, f', [m, M] iizerinde Riemann integrallenebilir oldugu icin, herhangi ¢ €
[m, M] icin, [1_ (s —m)df (s) ve ftM(m — s5)df'(s) Riemann-Stieltjes integrali vardir.
Dolayisiyla, Riemann-Stieltjes integralinde kismi integrasyon uygulanarak, herhangi t €

[m, M] igin,

[ K

m—0

/

=<M—w/ @—m#@wurww[<M—@#@>

m—0
t

=<M—w%—mvﬁmm— fﬁw%

m—0
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elde edilir. Bu ise (3.6.3) esitligini saglar.

Simdi, (3.6.3) kullanarak ve (3.4.3) 6zelliginden herhangi ¢ € [m, M] igin,

D (2)] (3.6.5)
- G| mma @+ —m [ 0r—sa
< G000 [ mmar ) s e-m) [Car)
1 ! Mo
< g |00 )\[O(f)sim(s—mH(t—m)\t/(f)sg};gﬂ(M—S)}

esitsizligi yazilabilir.
(3.4.2) gosterimini kullanarak istenilen (3.6.1) esitsizligi elde edilmis olur.

Ayrica, p : o, f] — C L—Lipschitz fonksiyon ve v : [a,b] — C Riemann integral-
lenebilir foknksiyon oldugundan [ f p(s)dv(s) Riemann-Stieltjes integrali, f Ip(t)|dv(t)

<L/ Ip(s)|ds

Riemann-Stieltjes integrali mevcut ve

‘/ $)du(s

esitsizligi vardir.

Buradan (3.6.5) esitsizligi gézoniine alimrsa t € [m, M| i¢in,

1D (1)] (3.6.6)
1 ! :

= M —t / s—m)df (s)|+ (t —m
=g |- 0| [ mar @)+ - m
t
/ (s — m)ds| + (t —m)
mf(J

K
= (M m)(t —m)K < 8(]\/[ m)*K

o7 =T) [

elde edilir. (3.4.2) gosterimi kullanilarak istenilen (3.6.2) esitsizligi saglanmig olur.

Teorem 3.6.2 [9] A, m < M baz reel sayilar igin Sp(A) C [m, M] spektrumu ile H
Hilbert uzaymnda 6zeslenik bir operator olsun. Farzedelim ki [m, M| C I°(I-nm igi) f :

I — C fonksiyonu /° tizerinde differansiyellenebilir olsun.
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1. Eger f tiirevi, [m, M] iizerinde sonlu varyasyonlu ise,

fm)(M1y — A) + f(M)(A—mlp)

. — f(A) (3.6.7)
(A—m)(Mly— < Lo Mo
= M—m Wyo 5 —m) Tryo(f v

esitsizligi dogrudur.

2. Eger f: [m, M] — C, [m, M] iizerinde sonlu varyasyonlu ve siirekli ise,

fm)(M1y — A) + f(M)(A—mly)
M —m

— f(A) (3.6.8)

< 1(]\4 —m)(A—mly)(Mly — A)K

N
IN

esitsizligi dogrudur.

3.7 Carpimsal Esgitsizlikler

3.7.1 Birkag Vektor Esitsizlik

Lemma 3.7.1 [10] A, m < M baz reel sayilar icin Sp(A) C [m, M| spektrumu ile
H Hilbert uzayinda o0zeslenik bir operator ve E) onun spektral ailesi olsun. Eger f :

[m, M| — C, f(M) # f(m) ile [m, M] tizerinde siirekli fonksiyon ise, o zaman

[f(M) 1y = fCA]f(A) = f(m)La] (3.7.1)

= o Lo (B = o L, ) (5=t

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Bilindigi tizere

M M
FOD 767 dm-0 (Et = 707 Jmo Eslf (s)> <Et - %1H> af(t)

1

~ T o PO o

1 M 1 M
0 — fm) IR &) F oy — ) | B

1 (M 1 (M
- /m B0+ 3 /m B

= gt Ly P00 [ L 0]

esitligini yazabiliriz.

E; projeksiyon oldugu i¢in, t € [m, M] i¢in E;z = E; ve

m/mﬂ: Epdf(t) - {m /m Ai] Ezedf(t)]2 (3.7.3)
~ T Loy B0~ o L )
1 1

= T L, B [”f g L, B

esitligini yazabiliriz.

Riemann-Steltjes integralinde kismi integrasyon alarak ve spektral gosterim teoremini

kullanarak u
| Bar) = a0 - 54)

ve

1 M _fA) = f(m)1y
/mo Bdf) = "0 = fom)

esitliklerini yazabiliriz.

Boylece (3.7.3) ve (3.7.2) den istenilen (3.7.1) egitsizligini elde etmis oluruz.

Sonug 3.7.1 [10] Lemma 3.7.1 in sartlar altinda, herhangi =,y € [m, M] i¢in

[fMM)lH — fA)lf(A) - f(leH]x, y) = [F(M) = f(m)] (3.7.4)
LAt L)
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dir.

Teorem 3.7.1 [10] A, m < M baz reel sayllar i¢gin Sp(A) C [m, M| spektrumu ile
H Hilbert uzayinda oOzeslenik bir operator ve F) onun spektral ailesi olsun. Eger f :
[m, M| — C, f(M) # f(m) ile [m, M] iizerinde sonlu varyasyonlu ise, o zaman herhangi

x,y € H icin agagidaki egitligi yazilabilir.

M) = FANFA) = Fm) e, )] (3.75)
o LRI,
1 M 1 Ik
< (B gy [ BN 5 11 [ V)

Ispat. Bilindigi gibi, eger p : [a,0] — C suurh fonksiyon, v : [a,b)] — C sonlu
varyasyonlu ve fab p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali mevcut ise

b

b
/ p<t>dv<t>' < sup [p(H)] \/ () (3.7.6)

te[a,b]

esitsizligi yazilabilir. Burada \/Z(v), [a, b] tizerinde v nin total varyasyonunu gosterir.

Bu 6zelligi ve (3.7.4) gosterimini kullanarak, H Hilbert uzaymda Schwarz esitsizligi
yardimiyla herhangi z,y € H

([Lf(M)1g — fF(AIf(A) = f(m)1g]z, y)| < [f(M) — f(m)] 5;0 (3.7.7)
<ol g ) (- )
< !f(M)—f(m)\SZ(f)
L H\E - T /mMo Bondf () \ By - %y\H

yazilabilir.
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E; projeksiyon oldugundan,

1 1
= (Efy,y) — (B, y) + 7 lyl” = Zllvl?

2

1
Ey— -y

1
= |Ewl* — (E ~lyl?
S| = 1Bl = (B, v) + vl

olacaktir.
O zaman (3.7.7) den (3.7.5) nin birinci kismu ispatlanmig olur.

Simdi, (3.7.6) 6zelligi tarafindan Hilbert uzaylarda p degerleri ile vektor degerli fonksiy-

onlar tarafindan, herhangi ¢ € [m, M| ve x € H igin,

van - songa - [ " Badrts (378)
_ ‘ /m]\fO(Etaz — E\)df(s)|| < jz)(f) tes[:fb] ‘ B — Eox

yazabiliriz. Operatorlerde siralamaya gore, 0 < F; < 1y oldugu i¢in, bu durumunda
—||z|]? < {(E; — Esx, 1)) < ||z||? sartlar ile 15 < E; — E, < 1 dir. Yani t,s € [m, M|
igin ||E; — E,|| < 1 sart1 ile herhangi * € H icin, [{(E; — Ey)x,z)| < ||=]|* dir. Bu
yitzden, sup e, a 1B — Es)z|] < [[2||* dir. Boylece 3.7.8 ile beraber 3.7.5 nin son kismini

ispatlanmig olur.

Teorem 3.7.2 [10] A, m < M olan m, M reel sayilar i¢in Sp(A) C [m, M] ile H Hilbert
uzaymda Ozeglenik bir operatér ve E) onun spektral ailesi olsun. Eger f : [m, M| — C,
[m, M| tizerinde L > 0 sabiti ile Lipschitz bir fonksiyon ve f(M) # f(m) ise, herhangi
x,y € H icin,

(LML = FIANF(A) = F(m)lalz, y)| < LIIyIHf( )= fm)| (3.7.9)

1 M
X Ex — / Esxdf(s)||dt
/m /m D) = ) Sy )
< Ly [ 1B - Baldsar
m—0
V2 1 V2
< TLZHyH(M —m)(Ar —ma, Mx — Ax)? < 7L2 Iy [l 2 || (M —m)?
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esitsizligi dogrudur.
Ispat. Eger p : [a,0] — C Riemann integrallenebilir fonksiyon ve v : [a,0] — C
L > 0 sabiti ile Lipschitz yani ¢,s € [a,b] i¢in, |f(s) — f(t)] < L|s — t| ise fabp(t)dv(t)

Riemann-Stieltjes integrali mevcut olup

/abp(t)dv(t)‘ < L/ab p(t)]|dt (3.7.10)

esitsizligi saglanir.

Simdi, Riemann-Stieltjes integralinin bu 6zeligi kullamlirsa, (3.7.10) gosteriminden

herhangi =,y € H i¢in

(L (M) = FANF(A) = fm) Lz, y)| < [F(M) = f(m))] (3.7.11)

(R N oI
< LIf(M)— f(m)]

M 1 M 1
< B e L B - g
1
= SLIyllf(M) = f(m)]
M 1
X /n;_o ||Eth’ — mEsxdf(S) dt
yazilabilir.
Boylece (3.7.9) un ilk kismi ispatlanmig olur.
Ayrica x € H igin,
M 1 M
|f(M) — f(m)] /m_o Eyr — m /m_o Esxdf(s)||dt  (3.7.12)
M M
_ / F(M) = f(m)]Esx — / Eyadf(s) dt
m—0 m—0
M M
= / / (Eyr — Ezx)df (s)||dt
m—0 m—0

dir. Eger (3.7.10) 6zelliginin vektor degerli versiyonu kullanihirsa, herhangi z,y € H i¢in
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M

/ ; (Erx — Esx)df (s) ||dt (3.7.13)
mf(;\/[ m]\f/IO

< L | B — Esx)||dsdt

m—0 Jm—0

yazilabilir. Boylece (3.7.9) in ikinci kismi da ispatlanmig olur.

Burada, Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizligini iki kath integraller i¢in uygularsak,

A

0Jm—0
M M 1
< (M- m)(/ / | B — Esdt||2dsdt>
m—0 Jm—0

herhangi z € H icin,

2

d(s)dt (3.7.14)

(Eyx — Ex)

yazilabilir.

Simdi, herhangi s € [m, M] i¢gin Ey projeksiyonu goz oniine alinirsa, herhangi = € H

/M /M
m—0 J/m—0

M M
2[(M—m)/ | Bzl 2dt — H Etdt||2]
m—0

m—0
M
/ Etdt||2]
m—0

esitsizligi saglanir. Eger kismi integrasyon ve spektral gosterim teoremi kullanilirsa

icin,
2

(Eyx — Egx)|| d(s)dt (3.7.15)

IN

< 2[(M—m) /M (Eyx,z)dt — ’

m—0

/M (Byr,x)dt = (Mx — Az, x)

m—0
ve

M
/ (EByxdt = Mz — Az

m—0

esitliklerini kullanarak ve (3.7.15) ten

/M /M
m—0 J/m—0

esitligini yazabiliriz.

2

(Ewx — Esx)|| d(s)dt = 2(Ax — mx, Mx — Ax) (3.7.16)

39



(3.7.16) ve (3.7.14) i kullanarak (3.7.9) in ti¢iincii esitsizligini de ispatlamig oluruz.

Son olarak i¢ ¢arpim uzayinda basit esitsizlikleri kullanarak

Re(a,b) < —(M —m)?||z|*

o |

ve ayrica herhangi z € H igin

(3.7.17)

(Ax — mz, Mx — Az) < i(M —m)?||z|?

esitsizligi yazilabilir. Boylece (3.7.9) lin son esitsizligi de ispatlanmig oluruz.

Teorem 3.7.3 [10] A, m < M baz reel sayllar i¢gin Sp(A) C [m, M| spektrumu ile

H Hilbert uzayinda oOzeslenik bir operator ve F) onun spektral ailesi olsun. Eger f :

[m, M| — R, [m, M] iizerinde monoton azalmayan ise, herhangi x,y € H igin,

[([Lf (M) 1y = f(A)][f(A) = f(m)Lalz, y)] (3.7.18)

IN

Sl () — £m)]

[l L

Sl (M) — f(m)

X

IN

Eadf (s)

df (t)

x (OO 1y = FAF(A) = f(m)1gle, z)?

IN

Iy llll(I[f (M) = f (m)]?

esitsizligi gergeklenir. ispat. (3.7.4) in gosteriminden herhangi z,y € H igin,

(L (M) = FIALF(A) = flm)Lulz, y)]

(3.7.19)

« mﬂi) <<Etx _ m /m A: Esxdf(s)>x, (B, — %1;,) y> ’df(t)

l

X ‘Et:ﬁ — m /m]: Exdf(s)

/M
m—0

X

FM) = f(m) Joo

By — %de(t)

Ba— / E.xdf (s)df (t)

yazilabiliriz. Boylece (3.7.18) de ilk esitsizlik ispatlanmig olur.
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Riemann Stieltjes integralleri i¢in monoton azalmayan integrasyonlarin Cauchy-Buniakowski-

Schwarz tipli esitsizligini kullanarak herhangi x,y € H icin

N :
m—0

m/fo Eeadf (s)
<L

1 M
a0 g, B
esitsizligi elde edilir.
M M
L= sy [ B
1

= /nfo [||Eta:||2 — 2Re<Eta:, m/ﬂi Esxdf(s)>
} o)

B — df (1) < { /m MO df(s)] (3.7.20)

Ex — df (t)]?

! a0 (3.7.21)

Egxdf (s)

o L

= 100 — 500 s [ 1B - |t [ i)

2]

ve Riemann-Stieltjes integraline kismi integrasyon uygulanirsa

/ _OHEtxH?df(t) - / (B Ba)df (1) = / (B ndi) (3722

= f(M)l=]* - f)d(Eye, )

m—0

= fOD|zl* = (f(A)z, z) = {(f(M)1" = f(A)]z,z)

ve herhangi z,y € H igin

| NBalarts) = one = f(a)a 3.7

m

oldugu goriiliir.

(3.7.22) ve (3.7.24) esitliklerini kullanarak, gerekli hesaplanmalar yapilirsa, herhangi
x,y € H icin

1 M )
T e /m Bl (3.7.24)

2

| Esadf (s)

1 M

Hf(M) — f(m) /mO

(f(M)z — f(A)z, [(A)z = f(m)z)
[f (M) = f(m)]?
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elde edilir. (3.7.20) esitsizligini kullanarak, (3.7.18) deki ikinci esitsizlik elde edilmig olur.
Boylece (3.7.17) esitsizligi elde etmis olur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez, literatiirde var olan Trapezoidal Tipli Operator Esitsizlikleri tanitan, 6zelliklerini
veren ve onemli sonuclari bir araya getiren S. S. Dregomir’in 2012 yilinda Springer tarafindan
basilan ”Operator Inequalities of Ostrowski and Trapezoidal Type” isimli kitabindan
faydalanilarak hazirlanmistirq. Yani, yabanci dilde yazilmig olan bu 6nemli operator
esitsizligi, kendi dilimizde yazarak ve gerekli kisimlar1 genigleterek bu alanda ¢alisma yap-
mak isteyen bilim insanlarina sunduk. Dolayisiyla kendi dilimizde yazilan bir caligmanin

onemli bir kaynak olacagini diigtiniiyoruz.
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