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OZET

BULANIK ESNEK TOPOLOJIK UZAYLARDA BAGLANTILILIK
Merve TELLIOGLU
Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiiksek Lisans Tezi, 59 sayfa

Danigman: Yrd. Do¢. Dr. Serkan KARATAS

Bu calismada, ilk olarak bulanik kiime, esnek kiime ve bulanik esnek kiime ile
ilgili tanim ve bulanik esnek kiime icin temel ozellikler ve teoremler verildi. Daha
sonra bir bulanik esnek kiime iizerinde topoloji tanimlandi. Bulanik esnek agik
kiime, bulanik esnek kapali kiime, bulanik esnek clopen kiime, bulanik esnek
proper kiime, bulanik esnek kiimenin ici, bulanik esnek kiimenin kapanisi, bulanik
esnek siirekli fonksiyon, bulanik esnek baglantili kiime, bulanik esnek baglantili
topolojik uzaylar ve F'SC; baglantilik tanimlandi. Son olarak F'SC; baglantili
uzaylar arasindaki iligkiler incelendi.

Anahtar Kelimeler: Esnek kiime, bulanik esnek kiime, bulanik esnek topolo-

jik uzay, bulanik esnek baglantililik.



ABSTRACT

CONNECTEDNESS IN FUZZY SOFT TOPOLOGICAL SPACES
Merve TELLIOGLU
Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 59 pages

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Serkan KARATAS

In this study, it was firstly fuzzy set, soft set and fuzzy soft set related definition
and for fuzzy soft set fundamental features and theorems. Later over one fuzzy
soft set defined topology. It was defined fuzzy soft open set, fuzzy soft closed set,
fuzzy soft clopen set, fuzzy soft proper set, the inside of fuzzy soft set, the closing
of fuzzy soft set, fuzzy soft continuous function, fuzzy soft connected set, fuzzy
soft connected topological spaces and (F'SC;) connected. Finally, examined the
relationship between (F'SC;) connected spaces.

Keywords: Soft set, fuzzy soft set, fuzzy soft topological space, fuzz soft con-

nectedness.
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TESEKKUR

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasini hazirlamamda bana destek olan, bilgisini, tecrii-
besini ve anlayigini esirgemeyen tez danigmanim, ¢ok kiymetli hocam Yrd. Dog.
Dr. Serkan KARATASa, tez calismama degerli katkilar saglayan Yrd. Dog. Dr.
Kerim BEKAR’a ve Yrd. Doc. Dr. Erdal UNLUYOL’a, tez yaziminda yardimer
olan Burak KILIC’a ve yiiksek lisans egitimim boyunca emegi gecen tiim boliim
hocalarima tegekkiirlerimi sunarim. Ayrica bu yogun stirecte hep anlayigh olan,
maddi ve manevi destekleriyle yanimda olan canim egim Ugur’a, kizlarim Ceylin

ve Nisa'ya sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Belirsizlik igeren problemleri matematiksel olarak modellemek klasik Aristo man-
tigiyla yani dogruluk degeri 1 veya 0 olan onermeler seklinde modellemek her za-
man miimkiin degildir. Ozellikle dogruluk degeri goreceli olan kavramlar bu du-
rumu oldukga giiglestirir. Bu kavramlar ¢ok karmasik kavramlar olabilecegi gibi
glinliik hayatta kullanilan giizel kitap, soguk hava, kii¢iik ev vb. basit ifadeler
de olabilir. Giintimiizde sosyal bilimler ve bircok alanda karsilasilan belirsizlik-
lerle basa ¢ikmak icin ¢ok farkli matematiksel mo- dellememeler kullanilmaktadir.
Olasilik teorisi, aralik aritmetigi, bulanik kiime teorisi [35], sezgisel bulanik kiime
teorisi ve esnek kiime teorisi [28] en sik kullanilan ve iyi bilinen matematiksel

yontemlerdir.

Belirsizligi modellemek igin gelistirilen teorilerin en ¢ok kullanilani bulanik kiime
teorisidir. Bulanik kiime teorisi 1965 yilinda Zadeh tarafindan ortaya atilmistir.
Bulanik kiime teorisi belirsizligi modellerken iiyelik degerinden faydalanir ve bunu
bir iiyelik fonksiyonu tanimlayarak yapar. Bulanik kiime teorisi 6zellikle miihen-
dislik bilimlerinde ¢ok genis uygulama alanina sahiptir. Bulanik kiimelerdeki
tiyelik fonksiyonun yapisindan kaynaklanan problemlerden kurtulmak i¢in 1999’da
Molodtsov tarafindan esnek kiime teorisi ortaya atilmigtir. Boylece esnek kiime
teorisinde bulanik kiime teorisinin aksine reel degerli fonksiyon yerine bir segim

fonksiyonu alarak belirsizlik ortadan kaldirilmigtir.

Bir kiime igin baglantilik kavrami kabaca kiimenin tek parga olmasi anlamina
gelir. Bulanik kiimeler i¢in de baglantililik kavrami benzer gsekildedir. 1968 yilinda
Zhao baglantili bulanik topolojik uzaylar teorisini ortaya atmigtir. Ajmal ve
Kohli [2] baglantili topolojik uzaylar hakkinda ¢aligmalar yapmigtir. Son zaman-
larda matematigin bircok alaninda bulanik esnek kiime teorisi iizerine ¢aligmalar
yapilmigtir. Molodtsov [28]un esnek kiime teorisini ortaya atmasindan sonra Maji
ve ark. [27] tarafindan esnek kiimeler lizerine gesitli kiime iglemleri tammland ve
ozellikleri incelendi. Aktag ve Cagman [4] esnek kiime ve esnek gruplar inceledi.
Kong ve ark. [23] esnek kiime algoritmasini normal parametreyle indirgediler. Ali

ve ark. [3] bulanik esnek kiime teorisi tizerinde bazi yeni iglemler tanimladilar.



Kharal ve ark. [22] bulanik esnek fonksiyon tanimini ortaya attilar. Ahmat ve
ark. [1] bulamk esnek kiimeler iizlerine galigmalarim yayimladilar. Daha sonra
Cagman ve Enginoglu [8] tiimleyen ve fark igleminde ortaya ¢ikan sorunlar ne-
deniyle esnek kiime iglemlerini yeniden tanimladilar. Shabir ve ark. [31] esnek
topolojik uzaylar konulu bir makale yayimladilar. Hussain ve Ahmad [16] esnek
topolojik uzayin baz oOzelliklerini tanmimladilar. Cagman, Karatas ve Enginoglu
[9] esnek topoloji tizerine ¢aligmalarimi yayimladilar. Aygiinoglu ve Aygiin [6] es-
nek topoloji tizerine bir makale yayimladilar. Gong ve ark. [13] tarafindan birebir
orten esnek kiime, Roy ve ark. [30] bulanik esnek topolojik uzaylar {izerine bir
makale yayimladilar. Tanay ve Kandemir [33] tarafindan bulanik esnek topolojik
yapilar incelendi. Varol ve Aygiin [34] bulanik esnek topoloji {izerine galigmalarim
yayimladilar. Daha sonra Gain ve ark. bulanik esnek topoljik uzaylarda bazi
yapisal ozellikleri incelediler. Guan ve ark. [14] bulanik esnek kiimede yeni bir
diizen iligkisi ve uygulamalar lizerine bir ¢aliyma yaptilar. Peyghan ve ark. [29]
esnek topolojik uzaylar hakkinda bir makale yayimladilar. Giindiiz ve ark. [15]
bulanik esnek topolojik uzaylar tizerine ¢alismalar yaptilar. Simgekler ve ark.
[32] bulanik esnek topolojik uzaylar iizerine bir makale yayimladilar. Daha sonra
Cagman [10] tarafindan esnek kiime teorisi tizerine yeni bir yaklagim geligtirildi.

Hussain [17] tarafindan esnek baglantililik tizerine bir makale yayimlandu.

Bu tez calismasinin beginci boliimii Journal of Linear and Topological Algebra

adl dergide [21] yayimlanmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Sezgisel Bulanik Kiimeler

Tamm 2.1.1 [35] X # () olsun.
X —[0,1]
fonksiyonuna bulanik kiime denir.
p={ (@ n@) s we X, p@) e 0,1]}

seklinde tanimlanir. X kiimesi iizerinde tanimli biitiin bulanik kiimelerin kiimesi

I* (I =10,1]) veya F(X) ile gosterilir.
Tamim 2.1.2 5] X #Qve A, Be ¥

A = {(z,A@):z e X}
B = {(z,B(z)):zc X}

olarak verilsin. Temel bulanik kiime iglemleri

i. A C B ancak ve ancak her z € X icin B(x) > A(z) ve A(x) > B(x)
(Kapsama)

ii. A=B < AC Bve BC A (Esitlik)
iii. AUB = {(g;, Alz)V B(x)) iz € X} (Birlesim)
iv. ANB = {(x,A(x) AB(z)) :z € X} (Kesigim)
v. A¢ = {(x, 1-Az)):ze X} (Tiimleyen)
seklinde tanimlanir.

Tamim 2.1.3 [11] {A; :i € I} C I* olsun. Bu takdirde;
ﬂAi = {(:U,/\Ai(a:)):$€X}
UAZ' = {(x,\/Al-(x))::cEX}

seklinde tanimlanir.



Tanmim 2.1.4 5] 0 = {(2,0) : 2 € X} ve 1 = {(z,1) : * € X} seklinde

tanimlanir.
Teorem 2.1.1 [5] A, B,C € I olsun. Bu durumda;
i. ACBveCCDise (AUB)C(CUD)ve (ANB)C (CND) dir.
ii. (ACB)ve(ACC(C)ise AC BNC 'dir.
iii. (ACC)ve(BCC(C)ise AUB C (C “dir.
iv. (AC B)ve (BCC(C)ise (ACC(C) dir.
v. (ANB)*=A°UB°ve (AU B)®= A°N B° dir.
vi. A C B ise B¢ C A° 'dir.
vii. (A°)¢ = A dir.
viti. (1)¢=0 ve (0)¢ =1 'dir.
Ornek 2.1.1 X = {1, x9, x3} evrensel kiimesi iizerinde A ve B bulanik kiimeleri

A = {(21,0.8), (22,0.7), (x3,0.4) }
B = {(21,0.2),(,0.8), (z3,0.5)}

seklinde tanimlansin. Buradan
i. ANB ={(x1,0.2),(x9,0.7), (23,0.4)}
ii. AU B = {(21,0.8), (x2,0.8), (23,0.5)}
iii. A° = {(21,0.2), (x4,0.1), (x3,0.6)}

olarak elde edilir.



2.2 Esnek Kumeler

Bu boliimde ilk 6nce Molodtsov [28] tarafindan ortaya atilmig olan esnek kiime
tanim verilcektir. Daha sonra Cagman [10] tarafindan gozden gegirilmig tanim

verilecek ve tezin geri kalan kisminda bu tanim kullanilacaktir.

Tamim 2.2.1 [28] X evrensel kiime ve E parametreler kiimesi olsun. Bu du-
rumda; £ parametreler kiimesini tiim alt kiimelerin kiimesi olan X kiimesine
gotiiren F' doniigimii ile birlikte (F, F) ikilisine X kiimesi {izerinde bir esnek

kiuime denir.

Tanmim 2.2.2 [10] X evrensel kiime ve E parametre kiimesi olsun. F : E —

P(X) fonksiyonuna U tizerinde esnek kiime denir. Yani, bir esnek kiime

F:{(e,F(e)) :eEE}

seklinde sirali ikililerin bir kiimesi olarak goriilebilir. Eger e € E i¢in F(e) = ()
ise, (e, () ikilisi esnek kiimede gosterilmez. X {izerindeki £ parametre kiimesi ile

taniml tiim esnek kiimelerin kiimesi S ile gosterilir.

Ornek 2.2.1 F esnek kiimesi, Ordu iline yeni tayin olmus bir memur ¢iftin

cocuklarimi gonderecegi okullarin parametrelendirilmis sekli olarak tanimlansin.

U : GOz ontine alinan tim okullarin kiimesi

E : Parametre kiimesi (Her bir parametre kelime veya ciimle olabilir.)

olmak tizere E = {pahali, ucuz, spor kompleksi mevcut, tiniversite sinavi yerles-
tirme bagaris1 var, ingilizce egitimi var, eve yakin, hafta sonu kurslari mevcut}
seklinde tanimla- niyor. Bu durumda esnek kiimeyi tamimlamak pahali okullari,
ucuz okullar1 ve digerlerini gostermek anlamina gelir. (i = 1,7) e; ifadesi i—nci

parametre olmak tizere F'(e;) kiimeleri keyfi olabilir.

Tamim 2.2.3 [10] F,G € S olsun. Her e € E igin F(e) C G(e) oluyorsa G, F'yi

esnek kapsar denir ve FCG seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.4 [10] F € S olsun. Her e € E igin F(e) = ) oluyorsa F'ye esnek

bog kiime denir ve @ ile gosterilir.



Tanim 2.2.5 [10] ' € S olsun. Her e € E i¢in F(e) = X oluyorsa F’ye esnek

evrensel kiime denir ve X ile gosterilir.

Tanim 2.2.6 [10] F,G € S olsun. F ile G esnek kiimelerinin esnek birlesimi her
e € F igin (FUG)(e) = F(e) U G(e) seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.2.7 [10] F,G € S olsun. F ile G esnek kiimelerinin esnek kesigimi her
e € F igin (FNG)(e) = F(e) N G(e) seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.2.8 [10] F € S olsun. F esnek kiimesinin esnek tiimelyeni F¢ ile

gosterilir ve her e € F i¢in F¢(e) = X \ F(e) seklinde tanimlanur.

Teorem 2.2.1 [8,10] F, G, H € S verilsin. Bu takdirde

ii. FOF = F
jii. (FOA(F) =
iv. (FO)O(F) = X
v. (P) =X ve (X¢) =
vi. FNG = GNF
vii. FUG = GUF
viti. FO(GUH) = (FNG)U(FNH)

ir. FO(GAH) = (FOG)A(FOH)

zi. (FUG)® = F*NG°
zii. FN® = ® ve FUD = P

zivi. FOX =U ve FOX = F



Ornek 2.2.2 F = {e1,e9,e3}, X = {uy,us,uz} olsun. F,G,H € S esnek

kiimeleri

F o= {(er, {ur,u2}), (e2,U)},
G = {(eQ,{UQ}),(63,{u1,U3})},
H = {(e1,{us}), (e2, {ur,us})}

seklinde tanimlansin. Bu takdirde:

i. e; € Ficin
H(el) = {Ug} ve F(el) = {Ul,UQ}
oldugundan H(e;) C F'(e;) elde edilir. Ayrica e; € F igin
H(ey) = {u1,us} ve F(ez) = {uy,us,us}
oldugundan H(ey) C F(es) bulunur. Dolayisiyla HCF elde edilir.

1. ey, e9,e3 € Ficin

(FﬂG)(el) = F( 1)mG(€1):{U1,U,2}ﬂ®:q>
(F N G)(Gg) = F(eg) N G<€2) =UU {Ug} == {UQ}
(FﬂG)(e;g) = F( 3)mG(€3) :<I>ﬂ{u1,U3}:<I>

™

D

oldugundan
FﬁG = {(62, {’LLQ})}

elde edilir.
1. e1,€ez,e3 € E i¢in

(H U F)(Bl) == H(el) U F(el) == {Ul} U {Ul,UQ} = {Ul, UQ}
(HUF)(e2) = Heg)UF(eg) = {uy,ua} U{uy,ug,us} = {u, us, us}
(HUF)(e3) = 0

oldugundan

HNOF = {(e1, {us}), (€2, {ur, us}) } = H

elde edilir



w. F = {(e1,{u1,u2}), (2, X)} esnek kiimesinin esnek tiimleyenini bulalm.
Fey) = {us}, F(es) =@ ve Fle3) = X

oldugundan
F© = {(e1, {us}), (es, X)}
elde edilir.



3. BULANIK ESNEK KUMELER

Bu boliimde bulanik esnek kiimelerin tanimi verilip temel ozellikleri incelenecek-
tir. Ahmat ve Kharal [1] tarafindan yapilan bulanik kiime tamimi, Cagman [10]n

esnek kiime tanimi ile yeniden yorumlanmigtir.

3.1 Bulanik Esnek Kume

Tanim 3.1.1 [1] X bir evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve A C E olsun.
F : A — I* olmak iizere, (F, A) ikilisine X iizerinde bir bulanik esnek kiime

denir.

Tamim 3.1.2 [1] (F, A) ve (G, B), X izerinde tamml iki bulamk esnek kiime

olmak tizere; (F, A), (G, B)'nin bulanik esnek alt kiimesidir ancak ve ancak

i. ACB
ii. Her e € A icin F(e) C G(e)'dir.

sartlarini saglamasi gerekir. Bu durum (F, A)C(G, B) seklinde gosterilir. Eger
(G, B), (F,A)nin sezgisel bulanik esnek alt kiimesi ise, bu durumda (F, A)’ya
(G, B)'nin bulanik esnek siiper kiimesi denir ve (F, A)D(G, B) ile gosterilir.

Tanmim 3.1.3 [1] (F, A) ve (G, B), X evrensel kiimesi iizerinde iki bulanik esnek
kiime olsun. Bu durumda; (G, B) kiimesi (F, A) 'min bulanik esnek alt kiimesi ve
(F, A) kiimesi (G, B) kiimesinin bulanik esnek alt kiimesi ise (G, B) ve (F, A)

kiimelerine bulanik esnek esit kiimeler denir.

Tamim 3.1.4 [25] (F, A) bulanik esnek kiimesinin tiimleyeni (F, A) ile gosterilir.
Burada (F, A)¢ = (F¢,—A) esitligi mevcuttur ve F¢ fonksiyonu F°: =A — P(X)
seklinde taniml bir fonksiyondur. F¢(e) ifadesi her e € = A igin F'(—e) ifadesinin
sezgisel bulanik esnek tiimleyenini gostermektedir. ((F, A)°)¢ = (F, A) oldugu
acik bir gekilde goriilmektedir.



Tanim 3.1.5 [1] (F, A), X kiimesi {izerinde tanimh bir esnek kiime olsun. Her
e € A igin F(e) = 0 ise bu durumda (F, A) kiimesine bulanik esnek bog kiime

denir ve ® ile gosterilir.

Tanim 3.1.6 [1] (F, A), X kiimesi iizerinde tamimh bir esnek kiime olsun. Her
e € Aigin F(e) = 0 ise bu durumda (F, A) kiimesine bulanik esnek evrensel
kiime denir ve A ile gosterilir. Bulamk esnek bos kiime ve esnek evrensel kiime

tanimlar1 goz oniine alindiginda A° = ® ve ¢ = A esitligi kolayca goriiliir.

Tanim 3.1.7 [1] X iizerinde tammh olan (F, A) ve (G, B) bulanik esnek kiimeleri-
nin birlegimi de X iizerinde bulamk esnek kiime olan (H,C') kiimesidir ve C' =

AU B'dir. Ayrica H fonksiyonu

f(e), ec A\ B

H(e) = g(e), e€ B\ A

fle)ug(e), ec ANB

\

seklinde tanimlanir. Bu durumda (F, A)J(G, B) = (H, C) ile gosterilir ve bulanik

esnek kiimelerin birlegimi olarak adlandirilir.

Tanim 3.1.8 [25] X iizerinde tanimh olan (F, A) ve (G, B) bulanik esnek kiimele-
rinin kesigimi de X iizerinde bulanik esnek kiime olan (H,C') kiimesidir. Bu-
rada C' = AN B’dir. Her e € C i¢in H(e) = F(e) N G(e) seklinde tanmimlanir.
(H,C) kiimesine (F, A) ve (G, B) bulanik esnek kiimelerinin kesigimi denir ve
(F, A)N(G, B) = (H,C) ile gosterilir.

Tanmim 3.1.9 [25] Eger (F, A) ve (G, B) iki bulanik esnek kiime ise bu durumda
“(F,A) VE (G,B)” ifadesi de bulanik esnek kimedir ve (F,A) A (G, B) ile
gosterilir. Her e € A ve € € B igin H(e,€e') = F(e)NG(e’) olmak tizere (F, A) A
(G,B) = (H, A x B) geklinde tanimlanir.

Tamim 3.1.10 [25] Eger (F, A) ve (G, B) iki bulanik esnek kiime ise bu durumda
“(F,A) VEYA (G, B)” ifadesi de bulanik esnek kiimedir. Bu kiime; (F, A)V(G, B)
ile gosterilir ve O(e, e’) = F(e)UG(€') olmak tizere (F, A)V (G, B) = (0, A x B)

seklinde tanimlanir.
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Tanim 3.1.4, her zaman mevcut degildir. Bu durumda dilbilimsel parametre-
lerde stirekli degigkenlik arzetmektedir. Dolayisiyla caligmanin bundan sonraki
kisminda Cagman [10]'in makalesi baz alinarak sezgisel bulanik esnek kiime iglem-

leri tekrar insa edilecektir.

Tamm 3.1.11 X evrensel kiime ve E parametre kiimesi olsun. f : E — IX
fonksi- yonuna X tizerinde bir bulanik esnek kiime (be-kiime) denir. Dolayisiyla

bir f be-kiimesi

f= {(Q{(%uf(e)(x)) cr € X}) ce € E}

seklinde gosterilebilir. X tizerinde FE parametre kiimesi ile tanmimli biitiin bulanik

esnek kiimelerin kiimesi FSy ile gosterelim.

Tanim 3.1.12 f,g € FS} olsun. Her e € E icin f(e) C g(e) oluyorsa g, fyi
bulanik esnek kapsar denir ve f C g seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.13 f € FS} olsun. Her e € E i¢in f(e) = 0 oluyorsa f’ye bulanik

esnek bog kiime denir ve O ile gosterilir.

Tanim 3.1.14 f € FS} olsun. Her e € E i¢in f(e) = 1 oluyorsa f’ye bulanik

esnek evrensel kiime denir ve 1p ile gosterilir.

Tanim 3.1.15 f,g € IFS%( olsun. f ile g’nin sezgisel bulanik esnek birlegimi her
ee€ Ficin (fUg)(e) = f(e) Ug(e) seklinde tanimlanir.

Tanim 3.1.16 f,g € IFS%( olsun. f ile g bulanik esnek kesisimi f Mg ile gosterilir
ve her e € E icin (fMg)(e) = f(e) Ng(e) seklinde tanimlanir.

Tanim 3.1.17 feF Sg olsun. f’nin bulanik esnek tiimelyeni f¢ ile gosterilir ve
her e € E igin fé(e) = (f(e))® seklinde tammlanir. Burada (f(e)) ifadesi f(e)

sezgisel bulanik kiimesinin timleyenini gostermektedir.

Teorem 3.1.1 f, g, h € FS} verilsin. Bu takdirde asagidaki iddialar dogrudur.
i. fnf=f
w. fUuf=f

11



iii. f°11f =0g

w. ffUf=1p

0 00 = 1p ve 16 = O

vi. fllg=gnf

vii. fUg=gUf
vidi. f(gUh)=(fMg)U(fNh)
iw. fu(gnh)=(fug)n(fun)
z. (fNg)=fUg

zi. (fUg)t=fNg

wii. fN0p=0gve fUlp=f

ziti. fUlg=1gve fM1lg=f

ispat.

. Her e € E igin,
(frf)e) = fle)n fle) = f(e)
olup, be kiimelerin be kesigimleri tanimindan
ff=r
elde edilir.
1. Her e € F i¢in,
(fUf)le) = fle)U fle) = fle)
olup, be kiimelerin be kesigimleri tanimindan
fur=r

elde edilir
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11. Her e € F icin be tiimleyen iglemi tanimi dikkate alinirsa;

(fnf)e) = file)n fle) = (f(e))* N fle) =0

oldugundan
fenf=0g
elde edilir.

1. Her e € E igin be timleyen islemi tanimi dikkate alinirsa,

(ffUf)le) = fe)U fle) = (fle) U fle)=1

oldugundan
fouf=1g
elde edilir.

v. be bog kiime ve be evrensel kiime tanimlar1 dikkate alindiginda, her e € E

icin

oldugundan

—

N¢
OE = 1F

bulunur. Benzer sekilde, Her e € E icin f(e) = 1 oldugundan;
15 =0p
elde edilir.
vi. Her e € E igin
(fMg)(e) = fle)ngle) = gle) N fle) = (g1 f)(e)

olup,
fhg=gnf

elde edilir.
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V4.

VL.

1.

1.

Her e € F i¢in

(fUg)(e) = fle)Ugle) = g(e) U fe) = (g U f)(e)
olup,
fug=guf

elde edilir.

Her e € F i¢in

(fn(gnh))e) = (fNng)le)u(fnh)e)) = (f(e)Ngle)) U(f(e)Nhle)
olup,
fri(guh)=(frgu(fnh)

elde edilir.

Her e € F i¢in

(fUlgnh))e) = (fUg)le)n(fUh)(e)) = (f(e)Ugle)) N (f(e)Uh(e)
olup,
fUlgrh)=(fug)n(fuh)
elde edilir.
Her e € F i¢in
(f Ng)e) = f(e) Ug(e)
oldugundan,
(fng)’=fug
elde edilir.
Her e € F i¢in
(fUg)(e) = f(e) Nyg“(e)
oldugundan;
(fug)=fng

elde edilir.
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zii. Her e € E igin

ve

oldugundan sirasiyla;

fr0g =0g
ve
fulg=f
elde edilir.
zii1. Her e € F icin
flepyul=1

ve
oldugundan sirasiyla

ve

elde edilir.
Ornek 3.1.1 E = {e1,e5}, X = {x1, 22} ve
f= {(61, {(21,0.2), (22,0.7)}) (€2, { (21, 0.4), (22,0.6)})

{(61, {(21,0.1), (22,0.6)}) (€2, {(21,0.8), (1;2,0.6)})}
{(61, {(ZL‘h 06), (132, 08)}) (62, {(1’1, 07), (ZL‘Q, 08)}) }

g
h

olsun. Buradan

. f E h’dir: Her

er € B igin pipe)y (%) < pingeny(x)
ey €EF i¢in ,Uf(eg)(x) < “h(w)(x)

15



0.

1140,

2.

olup, her ej,e; € E igin f(ey) C h(ey) ve f(ea) € h(ez) olup bulanik esnek

kapsama tanimindan f C A elde edilir.

f Mg bekiimesini bulalim:

(fMg)(er) = fler) Ngler) ve (fTg)(ea) = fle2) Nglea)
oldugundan
fMg= {(61, {(21,0.1), (x2, 0.6)}) (62, {(x1,0.4), (22, 06)})}
olarak bulunur.

f U g be-kiimesini bulalim:

(fUg)(er) = fler) Ugler) ve (fUg)(e2) = fle2) Uglez)

oldugundan

FUg={(er{(21,02), (22,0.0}) (e2{(21,08), (22,0.6)}) }
olarak bulunur.

f¢ be-kiimesini bulalim:

oldugundan

1e = {(e1{(21,0.8), (w2,0.3)}) (e2{(21,0.6), (w5, 0.4)}) |

elde edilir.

3.2 Bulanik Esnek Fonksiyonlar

Tanim 3.2.1 FS}; ve FS) sirasiyla X ve Y iizerinde tiim be-kiimelerin kiimesi

olsun. ¢ : X = Y ve ¢ : E — K fonksiyonlar verilsin. ¢, : FSy — IFS)

ifadesine bulank esnek fonksiyon (be—fonksiyon) denir.
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i. f € FSymin ¢, altindaki goriintiisii ¢, (f) ile gosterilir ve

RN

V1), zeo1() 1@ () ¢ (Y)

0, e y) =

0
Loy k) (Y) =
0
seklinde tanimlanir.

i. g € FSY nin 901;1 altindaki ters goriintiisii @1;1(9) ile gosterilir ve

Ho-1(e) (1) = fiawe) (9 (1))

seklinde tanimlanir. Dolayisiyla agagidaki diyagram anlamlidir.

E Lo X

o] &

K —— 1Y
g

¢ ve 1 fonksiyonlar: birebir ise ¢, fonksiyonuna be-birebir fonksiyon denir. ¢ ve

1 fonksiyonlar1 orten ise ¢, fonksiyonuna be-0rten fonksiyon denir.

Ornek 3.2.1 E = {e1,e9,€3,e4}, K = {ki, ko, ks} ve Y = {y1,92,y3,ys} olsun.
¢: X =Y vey:FE— K fonksiyonlar

vler) =k, plzr) =u
Ule2) = ki, p(z2) =y
Ules) = k2, plas) =y
Vles) =ks,  p(zd) =y

seklinde tammlansin. f € FSx ve g € FS) kiimeleri

f = {(el, {(21,0.8), (22,0.2), (x3,0.6), (z4,0.8)}),
(€2, {(21,0.2), (z2,0.5), (23,0.1), (z4,0.8)}),
(es, {(21,0.4), (22,0.3), (23,0.9), (x4,0.6)}),
(ea, {(21,0.8), (22,0.7), (23,0.2), (w4, 0.4)})}
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g = { (k1 {(00,0.5), (92,03), (35, 04)}),
(K2, {(11,0.2), (y2,0.1), (y3,0.4)}),
(s, {31, 0.3), (92,0.5), (3, 0.0)}) }

seklinde tanimlansin. Buradan,

eolf) = { (k1 {91,0.8), (42,06), (35,0.8)}),
(K2, {(y1,0.4), (32,0.9), (y3,0.6)}),
(ks {(91,0.8), (1, 0.2), (35, 00)}) }

5 (9) = {(e1A(21,08),(22,08), (25,06, (24,0.8)}),
ea, {(1,0.8), (x2,0.8), (23,0.6), (24, 0.8)

I

(€2, {( )
(es, {(21,0.4), (z2,0.4), (23,0.9), (x4,0.6)}),
(4, {(21,0.8), (2,0.8), (x3,0.2), (z4,0.4) })}

elde edilir.

Teorem 3.2.1 f, fi, f» € FS; ve ¢y : FSiy — FS), bir be-fonksiyon olsun. Bu
takdirde

i. fC gp;l(g%( f)) dir. Buradaki egitlik ancak ve ancak ¢, fonksiyonu sbe-

birebir oldugunda saglanir.

i, oy (f1U f2) = 0y(f1) Upy(f2)

iti. (111 f2) = 0y (f1) My (f2)
ispat.

i. fi1 C fy olsun. Buradan, her e € E i¢in fi(z) C fo(x)’dir. Yani, her e € E ve
her z € X inin g5, () (%) < figy(e)(2) olur. Dolayisiyla k € K ve y € Y igin;

\/ /~Lf1(6)(x> < \/ :U'fz(e)(x)

ec=1(k) ecy (k)
e~ (y) zep™(y)
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yazabiliriz. Bu ise bize,
@u(f1) C @y(f2)

oldugunu gosterir.
. f Tyt (pr(f)) kapsamasin gostermek ile her e € E icin
1) € (pur(2u(h)(@)
kapsamasini gostermek esdegerdir. Dolayisiyla her e € E ve her x € X igin

1) () < fp=1(0(1))(e) (2)

oldugu gosterilmelidir.

o105 (T) = Ho(r)(e)(T)

esitliginden istenen elde edilmis olur. Dolyisiyla

f eyt (eu(f))

bulunur. ¢ ve v fonksiyonlar:1 ve birebir ise yani; ¢, be fonksiyonunun be

birer ise asitlik saglanmaktadir.

1i. k€ K vey €Y icgin

p

N
=

Veew1w(e)) Iau)e (), ¢ (o))
I k) (Y) = zeo(p(x))

0, pH(p(z) =0

\
(

Veew 1w W) V e ), ¢ (p(x) #0

= z€p™ ! (p(2))

0, v (p(x)) =0

\
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\/eewl(w(e)) Iu(fl(e)(x)7 9071(90(@) # 0

- e (p())

, ™ (p(z) =10

Veedfl(w(e)) H(f2(e) (27), 9071(@(37)) 7é @
V zep™ ! (p(x))

0, e Hp(x) =10

elde edilir.

. (fiMf2) E fi ve (fiM f2) E fo kapsamalarindan ve . ile

eu(fiT1 f2) E fi ve ou(fiM fo) E fo

bulunur. Buradan da

p(f1 1 f2) E 0y (f1) My (f2)

elde edilir.
Teorem 3.2.2 ¢, g1, 9> € FS). ve Py FSy — FS} bir be-fonksiyon olsun.

i. ou(p(g)) E g (Esitlik ancak ve ancak fonksiyon be-siirekli oldugunda

saglanir.)
ii. oy (91U ga) = y1(g1) U py-1(ga)
iii. 0y (9171 92) = py1(g1) M py1(g2)

G c

w. ¢, (9°) = (¢5'(9))
ispat.

i. wy(py'(9)) E g kapsamasmm saglanmas: her k € K igin oy (' (9)) (k) E
g(k) kapsamasima eg degerdir.

Veew1wen e V e Ha), o o) # 0
(oo @) (k) (Y) = zep~(p())

0, e (p(x) =10
Mg(k)(y)

IN
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. o g1 Ugs) =9 (g1) Up (g2) olmasi igin, e € F olmak iizere

e g Ugz)(e) = (¢ g1) U (g2))(e)

esitliginin saglanmasi gerekir. Buradan her e € E ve her x € X i¢in

wal(glugz)(e)(x> = ﬂ(glugz)(w(e))(go(x))
Lgr () (9(2)) V phgape)) (())

= Hp=1(g1)(e) (‘73) V g=1(g2)(e) (:L‘)
elde edilir.

. 0 (g1 Ugs) = ¢ (g1) Up (g2) olmasi igin, e € E olmak iizere

e g1 Mg2)(e) = (¢ 1) M (g2))(e)

esitliginin saglanmasi gerekir. Buradan her e € F x € X igin

Lho1(g1img2)() () = H(gimgs)(we)) (@(T))
Lrgr () (9(X)) A pgape)) (())
= Hp1(g1)(e) (T) A Hp=1(g5)(e) (T)

elde edilir.

iv. Herhangi bir e € E i¢in (¢, (9%)(e) = (¢, (9))?(e) oldugu gosterilmelidir.
Buradan her e € E ve her z € X icin

Nw—l(gé)(e)(ﬁ) = Mgé(w(e))(SD(x))
= “Wl(g)a(e)(m)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tanim 3.2.2 f € FS} verilsin. Bir e € E icin f(e) # 0 ve her ¢ € E\ {e}
igin f(e’) = 0 ise f be-kiimesine bulanik esnek nokta (be-nokta) denir ve e; ile

gosterilir.

Tanim 3.2.3 ¢; bir se-nokta ve g € FSjy olsun. Eger f(e) C g(e) ise e be-

noktasina g be-kiimesine aittir denir ve ey€g ile gosterilir.
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Ornek 3.2.2 E = {a,b,c,d} ve X = {x,y, z} olsun.

f@ = {(a{(08),(5.05),(:,06)}) }
{(c, {(2,0.7), (y,0.4), (z, 03)})}
olarak tanimlaniyor.

ay = { (e, (2,0.5), (4,04), (2,05)) |

bir be-noktadir ve a,€f dir.

Teorem 3.2.3 Her be-kiime, tiim be-noktalarinin bir birlesimi olarak yazilir.

Ispat. f € FSY ve {e,, : k € A} ailesi, f'nin tiim be noktalarmm kiimesi olsun.

Bu durumda, her e; € F icin

fler) = | Giles)

keA

olur. Buradan,
f=A{(ei, fle)) : e; € E}
elde edilir.

Teorem 3.2.4 [19] f,g € FS} olsun. f C g ancak ve ancak her e, € f icin e,Eg

olmasidur.

Ispat. (=): f C g olsun. Bu durumda here € E icin f(e) C g(e) olur. Eger;
en€f ise f C g 'dir. Cunki

h(e) E g(e) E gle)
buradan, h(e) E g(e) olup; boylece e,€g elde edilir.

(<) : Eger, her e,€ f olmasi durumunda e, €g oluyorsa, her bulanik esnek kiime

bulanik esnek noktalarin bir birlesimi olarak yazilabileceginden

| |en=1r
enEf
buradan

olur. Boylece f C g elde edilir.
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4. BULANIK ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

4.1 Bulanik Esnek Topoloji

Tanim 4.1.1 7 C IFS)E( kiime ailesi asagidaki sartlar1 saghiyorsa bu aileye X

tizerinde bir bulanik esnek topoloji (be-topoloji) denir.
i. 0 B, 1 EET

1. Herhangi f,g € 7i¢in ffger

4. Herhangi bir {f;:i € I} Cricin | |,., fier

Eger 7, X iizerinde bir be-topoloji ise (X, 7, F) iiglistine X iizerinde sezgisel
bulanik esnek topolojik uzay (be topolojik uzay) denir. 7 'nun her bir elemanina
be-acik kiime denir. Eger, f¢ € 7 ise bu durumda f kiimesine X {tizerinde be—
kapali kiime denir. (X, 7, E) be-topolojik uzaymdaki tiim be—kapal kiimeleri
kr ={f: f¢ €1} ile gosterilir.

Ornek 4.1.1 7! = FSY ve 70 = {0g, 15} olmak iizere (X, 7', E) ve (X,7°, E)
sbe—topolojik uzaydir. Bu iki be-topolojik uzay tizerindeki tiim be-acgik kiimeler

ayni zamanda be-kapali kiimelerdir.

Tanim 4.1.2 (X, 7, E) be-topolojik uzay ve f € FS3 olsun. Bu durumda f 'nin

be-icgi f° ile gosterilir ve

rF=11g
geT
gt f

sekilde tanimlanir.

Tanim 4.1.3 (X, 7, E) be-topolojik uzay ve f € FSy olsun. Bu durumda f 'nin

be—kapanigi f ile gosterilir ve

F=11n

héer
fCh

sekilde tanimlanir.

23



Teorem 4.1.1 (X, 7, F), X iizerinde be-topolojik uzay olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir:

i. 1g ve 0 g, X tlizerinde be—kapali kiimedir.

1. Herhangi sayidaki be-kapali kiimenin kesigimi, X ftizerinde yine be—kapal

kiimedir.
119. Herhangi iki be-kapali kiimenin kesigimi, X iizerinde yine be-kapali kiimedir.

Teorem 4.1.2 (X, 7, E), X iizerinde be-topolojik uzay ve f € FSy olsun. Bu

durumda asagidaki ozellikler saglanir.
i T f
ii. fCgise f°Cg°
wi. feer
w. f be—acik kiimedir ancak ve ancak f° = f

v (=g

vi. (0g)° =0g ve (1g)° = 1g'dir.
ispat.

i. f€FSy icin, f nin be-ici

rF=\1g

geT
gt f

oldugundan; f° C f elde edilir.

1. fCgve foC foldugundan f° C ¢ dir. <.’den ¢° C g ve ¢g'nin kapsadigi en

genig acik kiime ¢’'nin be—i¢i oldugundan
PEg"Ey

elde edilir.
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1. f be-kiimesinin be-i¢i tanimi geregince

rF=\1g

geT
gCf

olup f° € 7 elde edilir.

w. f be—acik olsun. 4. ’den f° C f dir. Diger taraftan f be-acik oldugundan
f E f ve f be-acik kiimesinin kapsadigi en genig acik kiime f° olup

JEFES

dir. Buradan
JPEfve fESf°

oldugundan f = f° elde edilir.
Tersine olarak f = f° olsun. f° acik oldugundan f agiktur.

v. g = f° olsun. 4. ve . 'den g = ¢g° olur. Boylece,

elde edilmig olur.

vi. 0p ve 1 be-acik kiimeler oldugundan iv. ’den dolay,

(OE)O = ()E ve (1E)o = iE
elde edilir.

Teorem 4.1.3 (X, 7, E), X iizerinde be-topolojik uzay ve f,g € FSy olsun. Bu

durumda asagidaki ozellikler saglanir.

11
|

i f
i fCgise fC g

I

ii. (f)cer
iv. f be-kapall kiimedir ancak ve ancak f = f
v. f=F
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vi. 6E = 0p ve TE = 1p'dur.
ispat.
1. be-topolojik uzaylarda kapanig iglemi dikkate alindiginda;
fCf
oldugu agiktir.
ii. f,g € FSy ve f C g olsun. i.’den
gLtyg
elde edilir. O halde; f C g olur. Ayrica, be—kapanig tanimindan f’yi kapsayan
en kiiciik be-kapali kiime f oldugundan;
fEFEyY
ve buradan
fEg
elde edilir.
iii. Teorem 4.1.3 . geregince (f€)° € 7 olur. Buradan, be-kapanig, be-ig
tanimlar1 dikkate alinirsa
(= ]n=]r=7
hécr 9€T
fCh gt f
olup, (f¢) € 7 elde edilir.
w. f kapali olsun. i.’den dolay1 f C f *dir. f € 7° ve f C f olmasimdan;

I=[lnrcy

héer
fEhR

olup, f C f elde edilir. Buise, f = f demektir. Diger taraftan, f = f olsun.

Bu durumda 4. 'den dolay1 f be-kapali kiimedir.
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v. g = f alalm. f bekapal oldugundan ¢ be-kapali ve iv.’den dolayn,
G=9=T-7
oldugundan f = ? elde edilir.
vi. Op ve 1 be-kapal kiimeler oldugundan iv.’den dolayz,
6E:()E ve TE:L;

elde edilir.

Teorem 4.1.4 (X, 7, E), X fizerinde be-topolojik uzay ve f,g € FSy olsun. Bu

durumda asagidaki ozellikler saglanir.
L forg=(fNg)

i. foUg”E(fUg)

ii. frig=flg

w. fUug=flUyg

vi. (F)F=(f°)"

. fMgC fve”fCgise f°LC ¢g°” oldugundan,

(fMg)°C fove (ffg)° Eg olur.
f° C f oldugundan
fPE f ve g° C g olur.
Buradan haraketle,
fong E(fnyg) igin f°rg” £ (fMg)°
elde edilmis olur. Sonug olarak,
fogt E(fMg)® ve (fMg)” Ef Mg’

oldugundan, f°Mg¢° = (fMg)° elde edilir.
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1140,

2.

JE fUgvegE fUgolup “f E gise f° & g geregince, f° E flU g ve
g° C f U g olur. Buradan,

ffUgtEfuyg

elde edilir. (fUg)° be—kiimesi flLlg be—kiimesinin kapsadigi en genig sbe—kiime
oldugundan,

fPUgE(fUg)C fuyg

elde edilir ve ispat tamamlanir.
frgC fve fr1g C g den Teorem 4.1.3 7. ile

frgC fve fMgC

|
Qf

olur. Buradan
fOgC fnyg

elde edilir.
fCgUfvegC gUf den Teorem 4.1.3 4. ile
JEfUg vegC flyg

bulunur. Buradan
fUgC fug

elde edilir. f C f ve g C G den

UgC fug

—

bulunur. fU g = f U7 elde edilir.

f € FS¥in ici

fO:|_|gi

el

olsun. Burada her ¢ € [ i¢in g; € 7 ve g; C f’dir. Her iki tarafin be-tiimleyeni

= (Ls) = (M)

el el

alimirsa
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olur.

oldugundan

elde edilir.

vi. v'de f yerine f¢ aliirsa

bulunur. Boylece

elde edilir.

Ornek 4.1.2 [19] 7 = FS}; olmak iizere (X, 7, E) be-topolojik uzaymi ele alalim.
Agikca goriiliir ki her f be—kiimesi ayn1 zamanda hem be-acik kiime hem de be—

kapali kiimedir. Dolayisiyla, f° = f = f dur.

Teorem 4.1.5 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay olsun. f € FSy bir be-acik kiime-

dir ancak ve ancak f nin tiim be—noktalarinin, be-komsulugu olmasidir.

Ispat. (=) : Ispat1 aciktir.

(<) : f bekiime ve {ep, : 7 € I} ailesi f nin tliim be-alt kiimelerinin ailesi olsun.

Bu durumda her ¢ € [ i¢in 6yle bir g; be—acik kiimesi vardir ki;
ehiégi C f

boylece Teorem 3.2.4’den

olur. Dolayisiyla

bulunur. Buradan da

elde edilir.
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4.2 Bulanik Esnek Siirekli Fonksiyonlar

Tanim 4.2.1 (X, 7, E) ve (Y, 0, K) sirasiyla X ve Y kiimeleri tizerinde tanimh
be-topolojik uzaylar olsun. Ayrica; ¢, : FSx — FS) bir be-fonksiyon olsun. Her
g € o igin gpqzl(g) € 7 ise ¢, be-fonksiyonuna bulanik esnek siirekli fonksiyon

(be-siirekli fonksiyon) denir.

Ornek 4.2.1 7 = FSY alirsak, her ¢y : (X, 7, E) = (Y, 0, K) be-fonksiyonunun

be-stirekli fonksiyon oldugu gortiliir.

Teorem 4.2.1 f: (X, 7,E) — (Y, 0, K) be-siireklidir ancak ve ancak her g FS},
i¢in py-1(g) C (gpqll(g))o olmasidir.

Ispat. (=): ¢, be-siirekli olsun. Teorem 4.1.2 i. den

9°Eyg ve ©,'(¢°) Ew,l(9)

bulunur. ¢, be-siirekli oldugundan ¢, (¢°) € 7'dur. Buradan Teorem 4.1.2 w.

den
eu(9°)° = ¢, (4°) E (¢,'(9))°

olur. Bu da istenendir.

(«): Her g € FS) icin go;l(go) C (w;l(g))o olsun. Herhangi bir h € ¢

verilsin. Yeter sart ifadesinden ve Teorem 4.1.2 7v. den

oy (h°) = (¢, (h)) E (¢, (h))°

elde edilir. Buda ¢, '(h) € 7 anlamma gelir. O halde ,, fonksiyonu be-siireklidir.
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5. BULANIK ESNEK BAGLANTILI TOPOLOJIK
UZAYLAR

5.1 Bulanik Esnek Baglantili Kiimeler

Tanim 5.1.1 (X, 7, E) be-topolojik uzay ve f € FS olsun. f C gUh ve gMh =
0p olacak sekilde bostan farkhh g,h € 7 varsa f’ye be-baglantisiz kiime denir.
Bu tanimda f yerine 1 almirsa, (X, 7, E) be-topolojik uzayma be-baglantisiz
topolojik uzay denir. Bu kosulu saglayan g, h € T yoksa, (X, 7, E)’ye be-baglantili

uzay denir.

Ornek 5.1.1 7 = {1,05} ve 0 = FSY olmak iizere (X, 7, E) be-baglantihdir.
Buna kargin, (X, 7, F) be-baglantisizdir.

Teorem 5.1.1 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay olsun. (X, 7, E) be-baglantihdir

ancak ve ancak bu uzayda hem be-agik hem de be—kapali bir kiime yoktur.

Ispat. (=): (X,7, E) be-baglantih olsun. Bu uzayda hem acik hem de kapah

bir f sbe-kiimesinin var oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,
fUfi=1g ve fNf°=0g

olur. f sbe—kapali oldugundan f¢ € 7 ’'dur. Bu durum, (X, 7, E) 'nin be-
baglantili olmasiyla celigir.
(<) : (X, 7, E) topolojik uzayinda hem acik hem de kapal kiime var olmasin.

Buna kargin, (X, 7, F) be-baglantisiz olsun. Bu durumda,
fug=1g ve fNg=0g

olacak sekilde f,g € 7 vardir. Bu iki esitlikten, f¢ = g alinirsa, hipotezle celigsen
bir durum ortaya ¢ikar. Dolaywsiyla (X, 7, E) be-baglantilidir.

Teorem 5.1.2 (X, 7, E) bir be-baglantih topolojik uzay ve ¢ C 7 olsun. Bu
takdirde, (X, 7, ) de bir be-baglantili topolojik uzaydir.
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Ispat. (X, 7, E) be-baglantil uzay oldugundan f U g = 1g ve f Mg = O olacak
sekilde f,g € 7 bulunamaz. ¢ C 7 oldugundan bu iki kogulu saglayan sbe—acik
kiimeler o ailesinde de yoktur. Dolayisiyla (X, 7, F) de bir be-baglantili topolojik

uzaydir.

Teorem 5.1.3 (X, 7, E) ve (Y,0,K) iki be-topolojik uzay olsun. f € FSy ve
oy (X, 7, E) = (Y,0,K) bir be-stirekli fonksiyon olmak {izere, f be-baglantil
ise @y (f) € FS) de be-baglantihdir.

Ispat. f € FSj be-baglantili olsun. ¢y (f)nin be-baglantisiz oldugunu varsaya-
lim. Bu takdirde,

wyp(f) T gUh ve gMh=0gk

olacak sekilde g, h € 7 vardir. Buradan Teorem 3.2.1 7. ve Teorem 3.2.2 4.-421.’den

FE @y (0u(f) E ey (gUh) = ¢t (g) Upy'(h)

ve

wy'(gMh) = v, (9)Ney'(h) =0p
elde edilir. ¢, be-siirekli oldugundan ¢,'(g),¢,"'(h) € 7’dur. Dolayisiyla bu

durum f’nin be-baglantili olmasiyla celigir.

Sonug 5.1.1 Teorem 5.1.3 f yerine 1x alirsak, ¢;'yi be-orten alirsak (X, 7, E)
be— baglantili ise (Y, 0, K)'da be-baglantihdir.

Uyar1 5.1.1 be-baglantili bir be-kiimenin bir be—fonksiyon altindaki ters goriin-
tiistinlin be-baglantili olmasi gerekmez. Agagidaki 6rnek bu durumu resmetmek-

tedir.

érnek 5.1.2 X = {$1,I‘2,LU3} s Y = {y} s E = {61,62,63} ve K = {/{31,]{?2,]{73}
olsun.

p: X—=>Y veyp: E—> K

fonksiyonlari

(1) =y Y(er) =k

(r2) =y Y(ez) = ko
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o(rs) =y Y(es) = ks

seklinde tanimlansin. o = {Ig,0g} ve 7 = FS; olmak iizere oy = (X, 7, E) —
(Y, 0, E) be-siireklidir. Buna karsin, (Y, 0, E), be-baglantihdir ama (X, 7, E) be—
baglantili degildir.

Tanim 5.1.2 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay ve f,g € FSy olsun.

frig=0g ve fN1g=0g
ise, f ve g be-kiimelerine be—ayrilmig kiimeler denir ve f | g seklinde gosterilir.
Ornek 5.1.3 (X, 7", E) bir be-topolojik uzaymda her f € FSy icin f | f¢ dir.
Teorem 5.1.4 (X, 7, F) bir be-topolojik uzay ve f,g € 7 olsun. fMg = 0 ise
f1lg dir.
ispat. f.g € 7icin f Mg = 0g oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki yanina
be-timleyen iglemi uygulanirsa Teorem 3.1.1 v. ve z.’dan

f ‘u 96 =1g

elde edilir. f C ¢ ve g C f€ kapsamalari, ¢¢, f¢ € k(1) ile dikkate alinirsa,

|

fEg=¢g" vegC fo=f°

o
™

bulunur. Dolayisiyla fMg =0 ve fMg= 0g elde edilir.

Teorem 5.1.5 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay ve f,g € x(7) olsun. frg =0 ise

f g 'dir.

Ispat. f,g € #(7) olsun. Teorem 4.1.3'den f = f ve g = g 'dir. Buradan,
frig=frng=0gve frig=frg=0g

elde edilir. Bu ise f|g demektir.

Teorem 5.1.6 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay ve f € FSy olsun. f be-baglanti-

hidir ancak ve ancak f ayrilmig iki kiimenin birlegimi geklinde yazilamaz.
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Ispat. (=) : f = 0p ise durum agikardir. O halde f # O olsun. f be-baglantih
ve g | h kiimeleri f C g U h kogulunu saglasin.

gNhCgNh=0g ve gNMhCgnh=0g

kapsamalarindan f’nin baglantisiz oldugu sonucu elde edilir. Bu durum hipotezle

celisece- ginden f, iki ayrik be—kiimenin birlesimi olarak yazilamaz.

(<) : f ayrilmug iki kiimenin birlegimi seklinde yazilamasin ama baglantisiz olsun.
Bu takdirde,
fCgUh, ve gnh=0g
olacak sekilde g, h € 7 vardir. Bir be—kapali kiimenin kapanigi kendisi oldugundan
gNh=gMNh=0g
elde edilir. Bu durum kabuliimiizle celisir.

Teorem 5.1.7 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay olsun. (X, 7, F) be-baglantihdir

ancak ve ancak 1p, iki be—ayrilmig kiimenin birlegimi olarak yazilamaz.

Ispat. (=):1p = fUg ve f]|g olsun. Buradan
frg=0gp ve fNg=10g
‘dir. Dolayisiyla
frg=0p f=4g"ve g=f°
elde edilir. Buradan
[ = fnlg
= fr(fug)
= (fnpHu(fng)
=
elde edilir. Su halde f € k(1) dur. Benzer sekilde;
g = ghlig
= gn(fuyg)
= (gnfu(gny)

= g
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ve g € k(1) elde edilir. f = ¢ ve g = f€ esitliklerinden f, g € 7 elde edilir. Bu
ise (X, 7, E) 'nin be-baglantili olmasiyla celigir.

(<) : 1g iki be-ayrilmig kiimenin birlesimi olarak yazilamasin. (X, 7, E)’nin be—
baglanti- s1z oldugunu varsayalim. Teorem 5.1.1’den bu uzayda hem be-agik hem
de be—kapal bir be—kiime vardir. Bu ise hipotezle geligir. O halde (X, 7, E) be—
baglantilidir.

5.2 FSC;—Baglantihlik
Tanim 5.2.1 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay ve f € FSy olsun.

i. fCgUh, gMhC f¢ fMg+#0g ve fMh # 0g olacak sekilde be-bostan
farkli g, h € 7 varsa, f’ye (X, 7, F) uzayinda F.SC;—baglantihdir denir.

i fCgUh, fgnh=0g, fMg#0g ve fMh # 0g olacak sekilde be-bostan
farkli g, h € 7 varsa, f'ye (X, 7, F) uzayinda F.SCy—baglantihdir denir.

ii. fCglUh, gMhC f¢ gOfe hZf¢ olacak sekilde be-bostan farkh g, h € 7
varsa f'ye (X, T, F) uzaymda F'SC3—baglantilidir denir.

w. fCgUh, fMgnh=0g g Zf°ve h Zf° olacak sekilde be-bostan farkh
g,h € T varsa f'ye (X, 7, F) uzayinda F'SC,;—baglantihdir denir.

Yukaridaki tanim dikkate alindiginda F'SCj-baglantiilik (i = 1,4) kavramlarn
arasindaki iligki agagidaki diyagramda gosterildigi gibidir.

FSClHFSCQ

L

FSCgHFSCZ;

Asgagidaki ornekler tiim aksi durumlar gostermektedir.
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Ornek 5.2.1 X = [0,1] ve E = {a,b} olsun. f,g,h € FS3 kiimeleri

f = {(a,{x,uf(a)(m):xGX}),(b,{x,,uf(b)(x):xGX})}
= {0 gt (@) £ 2 € XD, O (s g (), 2 € X))
h = {(CL, {x7ﬂh(a)(x) tTE X})v (b7 {xnuh(b)(x) HEUS X})}

burada her z € X i¢in

3
Py (T) = Mf(b)(ﬁf):Z

W=

Hg)(T) =

7
W=

W=

oy () =

N 7
Wl

W=

Hh(a) () =

N /7
Wl W=
o=

A
&
IA
— o=

Prey () = <

W=

olarak tammlanmaktadir. 7 = {1g,0g, g, h, g M h} olmak iizere (X, 7, E) bir be-
topolojik uzaydir. Bu takdirde, f FSCy—baglantihdir fakat F'SC5;—baglantili
degildir.

Ornek 5.2.2 X = [0,1] ve E = {a,b} olsun. f,g,h € FS3 kiimeleri

= {(a7 {xnug(a)(x) NS X})v (b7 {xuug(b)(x) NS X})}
h = {(a,{z, @ (2) : 2 € X}), (b, {z, pnpy(z) : 2 € X})}
f = gUh
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burada her z € X i¢in

0 %<x<1
:ug(a)(x) = ) )

3 0sz=j3

)

% %<x§1
tgwy () =

0 0<zg<li

L =+ =3

)

3 3<w<l
() (T) =

0 OSxS%

\

(

0 %<x§1
) () =

1 1

3 0s7=3

7 = {0p,1g,9,h,g U h} olmak iizere (X, 7, E) bir be-topolojik uzaydir. Bu
takdirde, f FSC,;—baglantilidir ama F'SC3—baglantili degildir.

Ornek 5.2.3 X = [0,1] ve E = {a,b} olsun. f,g,h € FS3 kiimeleri
9 = {(a (s 1y (@) 2 € XD, (b (o 1) s 0 € X))}
h = {(a,{z, @ () : z € X}), (b, {z, ) (z) : € X})}

f={la Az pp (@) w € X}), (b Az, ppy () 1 v € X})}

seklinde tanimlaniyor. Burada her z € X icin

(

1 1
3 §<I§1
:ug(a)(x) = , )
3 0=sz=j3
)
2 1
3 §<IE§1
Ng(b)(J:) = . .
3 V=23
4
2 1
3 §<£K§1
[h(a)(T) = 1 1
3 U=s2=<3
4
1 1
3 §<(L’§1
pney(T) =
2 1
3 0sr<3
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1

/WM@Zl—Mw@=§

olarak tammlaniyor. 7 = {0g, 1g, g, h,gMh, g LU h} olmak iizere (X, 7, E) bir be-
topolojik uzaydir. Bu takdirde, f bu be-topolojik uzaya gore F'SCy—baglantilidir
ama F'SCi—baglantili degildir.

Ornek 5.2.4 X = [0,1] ve E = {a,b} olsun. f, g, h € IFSy kiimeleri
f = {(0 42 1500 (2) 2 € X D), (b, Lo g () 7 € X))

9= {(a,{z, py(y (z) : v € X}), (0, {w, gy (x) : v € X})}
h = { AT, fha) )a:EX}),(b,{x,uh(b)(a:):QJEX})}

burada her z € X igin

1 2
3 §<$<1
P () = i )
5 0=sz=3
)
2 2
prey(T) = 1 )
5 0=sz=3
)
0 §<x§1
Hg(a)(T) = ) ,
3 Usz<3
(
1 2
= <<l
3 3 —
Hg(p) () S
0 0<z<2

olarak tammlaniyor. 7 = {0g,1g,g,h,g U h} olmak iizere (X, 7, E) bir be-
topolojik uzaydir. f, bu uzayda FSC3;—baglantildir fakat F'SCs—baglantili ve
FSC1—baglantili degildir.

Ornek 5.2.5 Ornek 5.2.4'de her z € X icin

2

th(a) () = ppw)(r) = 3

alirsak, f bu uzayda F.SCy—baglantihidir ama F.SC3—baglantili degildir
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Teorem 5.2.1 (X, 7, F) ve (Y, 0, K) iki be-topolojik uzay,
Py (XuTuE) — (Y707K)

bir be-siirekli ve be-orten fonksiyon ve f € FSy olsun. f, FSCj-baglantili ise

oy (f) de F'SCy—baglantildir.

Ispat. f, (X,7, E) uzaymda FSC;—baglantili olsun.p,(f) 'nin (Y, 0, K) uzaymnda
FSC;—bag- lantili olmadigini varsayalim. Buradan;
eu(f) © gUR
gMh T (py(f))°
pu(f)Ng # Ok

eu(f)Mh # Ok
olacak sekilde g, h € 7 vardir. Teorem 3.2.2’den
FE(pw) (eu(f) Egy (gUh) =0, (9) U, ()
e (9T h) = (9) ey (h) E oyt (es(f)) = (e (eu(f)))

O # @y (0u(f) Mg) = vy (eu(/) Ne (9) 2 fNe, (9)

&

C f°

ve
Op # 05 (0s(f) MA) = o (0u () Moyt (h) 2 FRe,t(h)
olur. Bu ise f 'min F'SCi—baglantili olmasiyla celigir.
Teorem 5.2.2 (X, 7, E) ve (Y, 0, K) iki be-topolojik uzay,
ey (X, 7, E) = (Y,0,K)

bir be-stirekli ve be-o6rten fonksiyon ve f € IFS%( olsun. f, F.SCy—baglantil ise

ou(f) de FSCy—baglantildir.

Ispat. f, (X, 7, E) uzayimda F'SCy—baglantili olsun. Ama ¢, (f), F'SCy—baglan-

til1 olmasin.Buradan,

eu(f) T gUhR

ep(f)Mgnh = 0k
eu(f)Mg # Ok
S%(f)r'h # 6K
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olacak sekilde Ox’dan farkl g, h € 7 vardir. Boylece
FE e (eu(f) E @, (g Uh) = pu(g) U oy (h)

fhe, (9) N, (h) E %%%(9) Wgﬂh)) = @, (2o () Mey(g) Myt (h) = 0
Fre(9) E ey (eu(f) T19) = o, (eu(f) Mgyt (g) # 0
Fregt(h) E ey (ep(f)Mh) = 3 (wu(f) Myt (h) # 0k

elde edilir. ngl(g), gozf(h) € 7 oldugundan, bu durum f’nin FSC,—baglantili

olmasiyla celigir.

Teorem 5.2.3 (X, 7,E) ve (Y,0,K) iki be-topolojik uzay, ¢, : (X, 7, E) —
(Y, 0, K) sbe-6rten ve siirekli fonksiyon ve f € FSy olsun. Eger f, F.SCs—baglan-
tili ise @y (f) de F'SC5—baglantihidir.

Ispat. f, FSC3;—baglantih olsun.py (f) 'in F'SC5—baglantili olmadigini varsaya-

lim. Buradan

ey(f)

g h T (py(f))°
9 Ley(f))

h Eey(f))°

1M

glUh

o

olacak sekilde g, h € o vardir. Buradan,

FE @, (0u(f) E ey (gUh) =0, (g) Upy' (h)

ve

(pu) (g M h) = (24) " (9) M () " (R) 11 (05) (w0 (£))) E £°

elde edilir. ¢, sbe-siirekli oldugundan go;l(g), go;l(h) € 7’dur. Ayrica

g Leu(1))" ve h Epy(f))
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kapsamalarindan oyle yi,y, € Y vardwr ki; f, F'SCs;—baglantili olsun.gy(f)

FSC3—baglantili olmadigini varsayalim. Buradan

ey(f)
g h E (ey(f))
9 Leu(f))°
h Eey(f))°

1M

glUh

o™

olacak sekilde g, h € o vardir.

FE (20) (o)) E (pu) (g U h) = (0s) " (g) U (0s) ' (R)

(pu) (g M A) = () () M (00) " (R) M (00) " (00 (£))) E f°

olur. ¢, be-siirekli oldugundan “1(g), “1(h) € 7 ’dur. Ayrica
Pp g P g), \¥y y

g Leu(1))" ve h Epy(f))

den Oyle y1,y2 € Y vardir ki;

In

fge) (Y1) = 1 — @y (f)(F)(y1) (5.2.1)
pinge)(Y2) = 1= @y (f)(k)(y2) (5.2.2)
vg(e)(y1) <1 —wu(f)(k) () (5.2.3)
Vn(e)(Y2) < 1=y (f)(k)(y2) (5.2.4)

dir. ¢,(g9) C f¢ oldugunu varsayalm. Bu durum, (5.1.1) ile gelisir. ¢, (h) C f¢
oldugunu varsayarsak bu da (5.2.2) ile gelisir. O halde ¢, (f) de F'SC5—baglantilh-

dir.

Teorem 5.2.4 (X, 7,E) ve (Y,0,K) iki be-topolojik uzay, ¢, : (X, 7, E) —

(Y, 0, K) be-orten ve siirekli fonksiyon ve f € FSy olsun. Eger f, SC,—baglantil

ise py,(f) de FSCy—baglantihidir.
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Ispat. f, FSCy—baglantil olsun. ©yp(f) nin FSC,;—baglantili olmadigini varsa-
yalim. Buradan,
pu(f) CgUh
pu(f)MgMh =0k
9 Epu(f)
9 Zeu(f)

olacak sekilde g, h € o vardir.Buradan,

o

o

)
)

FE @, (eu(f) E v, (gUg) =@, (9) U, (h)
oy (u(f)Tgmh) = fNe, (g) Mgyt (h) =0
elde edilir.
9 L2y () ve hE ((ep(f)))

kapsamalarindan, 6yle y;,ys € Y vardir ki,

fge)(y1) = 1 —pu(f)(k)(y1) (5.2.5)
tnee)(y2) = 1= ou(f)(k)(y2)

ve

N

Vo) (1) < 1=y (f)(k)(y1) (5.2.6)
ney(y2) < 1 —u(f)(k)(y2)

elde edilir. ¢,(9) T f¢ oldugunu varsayahm. Bu durum, (5.2.5) ile celisir.
@yp(h) T f¢ oldugunu varsayarsak bu da (5.2.6) ile geligir. O halde ¢y (f) de
FSC5—baglantihidir.

Teorem 5.2.5 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay ve fi, f» € FSy kiimeleri FSC,—
baglantili ve f; M f, = Op olsun. Bu taktirde f1U f, de F.SC;—baglantihdir.

ispat. Aksini kabul edelim. f; U fo, F.SC;—baglantili olmasin. Buradan,
hUfaEgUh
gMhC (fil fo)°
(fil f2) Mg #0p
(f1U fo) b # 0p
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olacak sekilde Og’den farkli ¢, h € 7 vardir. Buradan, f; M f» = O esitligiyle
JiEgUh, faEgUh
gNhCfi, gNhCf;
ANg#0p, f2Mg#0p
ATh#0g, faNh+#0g

elde edlir. Bu durum f; ve fy'nin F'SCi—baglantili olmasiyla geligir.

Teorem 5.2.6 (X, 7, E) bir be-topolojik uzay ve fi, f, € FSy kiimeleri F.SCy—
baglantili ve f1 M fo = 0p olsun. Bu taktirde f1U f, de F.SCy—baglantilidir.

Ispat. fi U fy'nin FSCy—baglantih olmadigim varsayalim. Buradan

il faEgUh

(iU fa)Ngnh=0g
(il fa) g # 0
(fil f2) M # 0

olacak sekilde g, h € 7 vardir. f; M f, = Op esitligi de kullanilirsa,

fiCgUh, fCgUh
fiNgnh=0g f,MNgnh=0g
fiNg# 0, faMg#0g
fiMh#0g, foNg#0g

elde edilir. Bu durumda f; ve fy'nin F'SCy—baglantili olmasiyla celigir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu caligmada bulanik topolojik uzay ve bulanik topolojik uzaylardaki baglantililik
kavramlarindan yola ¢ikilarak bulanik esnek baglantililik ve bulanik esnek F'SC;

(1 =1,2,3,4) baglantilik kavrami ve temel ozellikleri ele almarak incelenmigtir.
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DIZIN

SC1—Baglantililik, 35

SCy—Baglantililik, 35

SC53—Baglantililik, 35

SCy—Baglantililik, 35

Iki Bulamk Esnek Kiimenin Bulamk
Esnek Birlegimi, 11

Iki Bulank Esnek Kiimenin Sezgisel
Bulanik Esnek Birlegimi, 11

be-Birebir Fonksiyon, 16

be-Fonksiyon, 16

be-Orten Fonksiyon, 16

Bulanik Esit Kiime, 3

Bulanik Esnek Agik Kiime, 23

Bulanik Esnek Ac¢ik Kiimenin Bulanik
Esnek i(;i, 23

Bulanik Esnek Ac¢ik Kiimenin Bulanik
Esnek Kapanisi, 23

Bulanik Esnek Alt Kiime, 9

Bulanik Esnek Ayrilmis (be—ayrilmis)
Kiime, 33

Bulanik Esnek Baglantili (be-baglantil)
Kiime, 31

Bulanik Esnek Baglantisiz (be-baglantisiz)
Kiime, 31

Bulanik Esnek Bos Kiime, 10, 11

Bulanik Esnek Evrensel Kiime, 10, 11

Bulanik Esnek Kiime, 9

Bulanik Esnek Kiimelerde Birlegim Islemi,
10

Bulanik Esnek Kiimelerde Esitlik, 9

Bulanik Esnek Kiimelerde Kesigim Islemi,
10

Bulanik Esnek Kiimelerde Tiimleme,
11

Bulanik Esnek Kiimelerde Tiimleme
Islemi, 9

Bulanik Esnek Kiimelerde VE Baglac,
10

Bulanik Esnek Kiimelerde VEYA Baglaci,
10
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Bulanik Esnek Kapali Kiime, 23

Bulanik Esnek Kapsama, 11

Bulanik Esnek Nokta, 21

Bulanik Esnek Stuper Kiime, 9

Bulanik Esnek Siirekli Fonksiyon, 30

Bulanik Esnek Topolojik Uzay, 23

bulanik kiime, 3

Bulamk Kiimelerde Birlegim Iglemi, 3

Bulanik Kiimelerde Kapsama Islemi,
3

Bulanik Kiimelerde Kesigim Islemi, 3

Bulanik Kiimelerde Tiimleme Islemi,

3

Esnek Bog Kiime, 5

Esnek Evrensel Kiime, 6

Esnek Kiime, 5

Esnek Kiimelerin Esnek Birlesimi Kiimesi,
6

Esnek Kiimelerin Esnek Kesigimi Kiimesi,
6

Esnek Kiimelerin Esnek Tiimleyeni,
6

Esnek Kapsama i§lemi, 5)

X Evrensel Kiimesi Uzerindeki Bu-
lanik Esnek Kiime (be-kiime),
11
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