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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tezin amacini belirten bir giris
kismi verilmistir. Ikinci béliimde lineer istatistiksel modeller genel olarak
tanitilmistir. Lineer modeller hakkinda bazi geometrik yorumlar verilmis ve konular
daha anlagilabilir bir duruma getirilmistir. Uciincii boliimde ¢oklu regresyon,
regresyon analizi, regresyon analizinde singiiler deger ayrisimimin kullanimi ve ¢ok
degiskenli lineer regresyonda istatistiksel testlerin geometrik yorumu verilmistir. Son

boliimde kolay korelasyon bilgileri ve bunlarin geometrik yorumu sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Aitken Modeli, En Kiiciik Kareler, Lineer Yansiz Tahmin
Edici, Dogrudaslik, Coklu Regresyon, Rasgele Donme, Cok
Degiskenli Analiz, Singiiler Deger Ayrisimi, Ortogonallik,

Korelasyon, Anova.



ABSTRACT

LINEAR MODELS, THE GEOMETRICAL INTERPRETATION OF
STATISTICAL TESTS IN MULTIVARIATE LINEAR REGRESSION AND
GEOMETRICALLY EASY CORRELATION TRICKS
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University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 125p.

Supervisor: Prof. Dr. Cemil YAPAR

This thesis has been consisted of four chapters. In the first chapter the introduction
part which states the aim of thesis has been given. In the second chapter generally
linear statistical models have been introduced. Some geometrical interpretations
about linear models have been given and the matter has been rendered more
understandible case. In the third chapter, multiple regression, regression analysis, use
of singular value decomposition in regression analysis and the geometrical
interpretation of statistical tests in multivariate linear regression have been given. In
the last chapter, easy correlation tricks and their geometrical interpretation have been

presented.
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ONCEKI CALISMALAR

Tebbs Joshua M. (2010) lineer istatistiksel modellerin genel bir tanimin1 verdi ve
varyans analizi ve kovaryans analizi modellerine lineer model yaklasimlarini sundu.
Miller Arden (2015) lineer modellere geometrik yaklasimimi sundu. Wood Frank
(2011) coklu regresyon analizinin tanimini verdi. Mandel John (1982) regresyon
analizinde singiiler deger ayrisiminin kullaniminit ve singiiler deger ayrisiminin
geometrik yorumunu verdi. Langsrud @yvind (2004) ¢ok degiskenli lineer
regresyonda istatistiksel testlerin geometrik yorumunu yapti. Isolato Jarkko, P.H.
Styan George, Puntanen Simo (2011) kolay korelasyon bilgileri ve geometrik olarak

kismi korelasyon tizerine ¢aligsmalari sundu.



1. GIRIS

Istatistikte, lineer modeller kavrami genis bir yer tutar. Ozellikle ¢ok degiskenli
lineer modellerde parametre tahminleri, parametrelere ait giiven araliklar1 ve
parametreler tizerine koyulan bazi lineer hipotezlerin testleri ve bunlarin istatistiksel
yorumlart bu konularda verilen literatiirde genis bir uygulama alani bulur.
Ekonometride, bu hipotezlerin ekonometrik anlamlarina yer verilerek elde edilen
sonuglar hakkinda yorumlar yapilir. Tiim bunlarin yaninda istatistiksel kavramlara
geometrik yorumlarla yaklasim, bu kavramlarin daha kolay bir sekilde anlagilmasini
saglar. Okuyucularin matematiksel kavramlarda ¢ekecegi zorluklar diisiiniilerek bazi
aciklamalar, matematiksel bilgiler, 6zellikle lineer cebir ve geometri bilgileri, gerekli

oldugu yerlerde verilmeye calisildi.



2. LINEER iSTATISTIKSEL MODELLER

Tebbs (2010), lineer istatistiksel modeller adli ¢alismasinda, bu modellerin farkli
tiplerini sundu ve bunlar hakkinda istatistiksel degerlendirmelere genis bir yer ayirdi.

Bu boliimde bu billgilerin bazilarini sunacagiz.
2.1. Lineer Modelin Tanim
Girig: Lineer modeller parametrelerine gore lineer olan modellerdir. Bir lineer
modelin genel bi¢imi,
Y=XB+¢ (2.1)

ile wverilir. Burada Y gozlenen tepkimelerin bir nx1 vektoridir, X sabit

degismezlerin bir Nx p (tasarim) matrisidir, f sabit fakat bilinmeyen parametreli bir
px1 vektoriidir ve & (gdzlenemeyen) rasgele hatalarin bir nx1 vektoriidiir. Y
tepkime vektoriiniin ortalamasi bilinmeyen B parametresine gore lineer oldugundan

modele bir lineer model denir.

Kapsam: Istatistikte yaygin olarak kullanilan gesitli modeller Y =XB+¢€ genel

lineer modelinin 6rnekleridir. Bunlar lineer regresyon modelleri ve varyans analizi
(ANOVA) modellerini igerir, ancak bunlarla sinirlt degildirler. ANOVA modelleri
sifir ve birlerden ibaret olan X matrisine bagvururken, regresyon modelleri
genellikle tam rankli olan X matrisine bagvururlar.
2.2. Lineer Modellerin Genel Durumlar:
o Model 1:Y =XB+e En kiiciik kareler modeli: Bu model ¢ iizerinde
varsayimlar yapmaz. Parametre uzayr @ = {B BeR p} dir.
e Model 2:Y=XB+e Gauss Markov modeli: Burada E(g)=0 wve
kov(g) = 6°l dir. Parametre uzayr @ = {(B, c°):(B,c%) e R x R*} dir.
e Model 3:Y = XP+e Aitken modeli: Burada E(¢) =0, kov(e)=c?V ve V

bilinmeyen bir matristir. Parametre uzay1 @ = {(B, c°):(B,c%) e R? x R*} dir.



e Model 4:Y=XB+€& Genel lineer karma modeli: Burada E(g)=0 ve
kov(e) =X =X(0)'dir. Q, X(0) nm pozitif tanimli oldugu @ nin tiim
degerlerinin kiimesi olmak uizere, parametre uzay1

© ={(B,0):(B,0) = R" xQ} du.

Gauss Markov Modeli: E(€)=0 ve kov(e) =c’l olmak iizere; Y = XP+¢ lineer

modelini goz 6niine aliniz. Simdi, bu modelin 6zel durumlarini belirtecegiz.

Ornek 2.1 (Bir érneklem problemi): Y,.Y,,...,Y.nin g ortalamali ve o’ pozitif
varyansl 6zdes bagimsiz dagilan (6bd) bir 6rneklem oldugunu varsayalim. Eger,

€,,€,,...,€, ler E(g,) =0 ortalamali ve 6’ ortak varyansl iseler,

Y, 1 g

v = Y, X = 1 B K
nx1 | . [ 1~ |« |1 Ble - H €1 ~ (2 2)

Y, 1 €,

olmak iizere, Gauss Markov (GM) modelini Y = XB+¢& biciminde yazabiliriz.

E(e)=0 ve kov(e) = c?l olduguna dikkat ediniz.

Ornek 2.2 (Basit lineer regresyon): i=12,..,n igin g ler 0 ortalamali ve o’

pozitif ortak varyansl iliskisiz rasgele degiskenler olmak {iizere, bir Y tepkime

degiskeninin,

Y. = B+ BX +e, (2.3)

I
vasitasiyla bagimsiz bir x degiskeni ile lineer iligkili oldugu modeli g6z Oniine

alimz. Eger x;,X,,...,X, ler hatasiz 6l¢iilen sabit degismezler iseler, bu takdirde bu,

Yl 1 Xl 81

Y. 1 X €

Ynxl = .2 ] anz = . .2 1 Ble = ﬂo ] snxl = .2
: Do B : (2.4)

Y, 1 x g,



olmak iizere, bir Y =XB+¢& GM modelidir. E(¢)=0 ve kov(g) =l olduguna
dikkat ediniz.

Ornek 2.3 (Coklu lineer regresyon): i1=12,..,n igin, ¢ ler 0 ortalamali ve o’

pozitif ortak varyansh iliskisiz rasgele degiskenler olmak {iizere, bir Y tepkime

degiskeninin,

Yi = Bot BXy + BoXip + ot BXy & (2.5)

vasitasiyla  x;,X,,...,X, diyecegimiz, birtakim bagimsiz degiskenle lineer iliskili

oldugunu farz ediniz. Eger bagimsiz degiskenler hatasiz olgiilen sabit degismezler

ise, bu takdirde,

B
Y1 1 Xy X Xy ﬂo &
Y 1 Xy X, -+ X ' €
Ynx1: :2 ! xnxp: : -21 ~22 ?k ! BpX1: ﬂZ’ anXl: ;2 (26)
Yn 1 an XnZ Xnk ﬂ 8n
k

ve p=K+1 olmak iizere, bu model dzel bir Y = XB+& GM modelidir. E(g) =0 ve

kov(g) = 6°l olduguna dikkat ediniz.

Ornek 2.4 (Bir yonlii ANOVA): a>2 sayida islemi karsilastirmak icin yapilan bir

deneyi gbz oniine almiz. i—yinci islem seviyesi i¢in n, sayida deneysel birimin
rasgele secildiklerini ve i-Yyinci isleme tahsis edildiklerini farz ediniz. 1=12,...,a,
i=12,..,n, ve &; rasgele hatalar1 sifir ortalamali ve c° >0 ortak varyansli iligkisiz

rasgele degiskenler olmak tiizere,

Yij :,u+ai+8ij (2-7)

modelini géz Oniine almiz. Eger a sayida «,,c,,...,«, islem etkilerine en iyi

degismez sabitler olarak bakilirsa, bu takdirde bu model Y = XB+¢& GM modelinin
ozel bir durumudur. Bunu gérmek i¢in, p=a+1 ve g, =(g;,&y,--8,) " s

a
birlerin bir n, x1 vektorii, 0, sifirlarin bir n; x1 vektorii ve n= ZHi olmak tizere,
i=1



Yll jn1 jnl 0”1 o Onl a

a

Y12 jn2 On2 .l n, °°° On2 '

Yoa=| o | Ko = Do A & Bp><l =| %2
_ _ (2.8)

Ya”a J n, 0 n, 0 n, ) N, o

olduguna dikkat ediniz. Yine E(€) =0 ve kov(g) = 5’I olduguna dikkat ediniz.

NOT: Omek 2.4'te X in birinci siitununun son a sayida siitunun toplami olduguna
yani, Xin siitunlarinda bir lineer bagimliligin olduguna dikkat ediniz. Lineer
cebirdeki sonuglardan, X in tam siitun rankli olmadigini biliyoruz. Gergekten, X in

ranki r=a dir, yani, siitunlarin p=a+1 sayisindan 1 eksiktir. Bu, ANOVA

modellerinin yaygin bir karakteristigidir; yani, onlarin X matrisleri tam siitun ranka
sahip degildir. Ote yandan X tam siitun ranka sahip olmak iizere, (lineer) regresyon

modelleri Y = XB + €& bicimindedir. Bkz. Ornek 2.2 ve Ornek 2.3.

Ornek 2.5 (ki yonlii yuvalanmis ANOVA): 1ki faktorlii bir deneyi géz 6niine aliniz.
Burada B faktorii (etmeni) diyecegimiz bir faktor, A faktorii i¢inde yuvalanmistir.
Baska bir deyisle B nin her seviyesi kesinlikle A faktoriiniin bir seviyesinde ortaya

cikar. Bu durum icin bir istatistiksel model, 1=12,...,a, j=12,.,b ve

k=12,.., n, i¢in,

Yix = o+ f; +e (2.9)
dir. Bu modelde u genel ortalamay1 gosterir, «; Anm i-Yinci seviyesine bagli
etkiyi gosterir ve f;, Amnin i-yinci seviyesi i¢inde yuvalanan, Bnin j-yinci
seviyesinin etkisini gosterir. Tlim parametreler sabit ise ve g; rasgele hatalari sifir

ortalamali ve sabit 6° >0 bilinmeyen varyansl iliskisiz rasgele degiskenler ise, bu

takdirde bu 6zel bir Y =XB+e GM modelidir. Ornegin, a=3,b=2 ve n; =2

i¢in,



1001000001

Vi 1100100000
Yin 1100100000 H
Yo 1100010000 o,
\- 1100010000 o,
Y, 1010001000 o
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Y, 1010000100 B (2.10)
Y,,, 1010000100 By
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Y,,, 1001000001 B
Y3

N
N

Ve &= (€€ 1,1 Esp) Yazariz. E(€)=0 ve kov(g) =c’l olduguna dikkat ediniz.

X matrisi tam siitun rankli degildir. Xin ranki r=6 dir ve P=10 tane siitun

vardir.

Ornek 2.6 (Etkilesimli iki yonli ¢aprazlanmis ANOVA): A faktorii a sayida
seviyeye ve B faktorii b sayida seviyeye sahip olmak iizere, iki faktorlii (AveB)
bir deneyi gbz Oniine aliniz. Genel olarak, eger A nin her seviyesi B nin her

seviyesiyle kombinasyon halinde olusursa, A Ve B faktorlerine caprazlanmistir

diyecegiz. 1=12,..,a, j=12,...,b ve k=12,...,n.

; i¢in g; rasgele hatalari sifir

ortalamali ve 6° >0 sabit bilinmeyen varyansh iligkisiz rasgele degiskenler olmak
lizere,
Yie = uta+ B+, +& (2.11)

ile verilen iki faktorlii (¢aprazlanmig) ANOVA modelini goz oniine aliniz. Eger tiim

parametreler sabit iseler, bu o6zel bir Y =XB+& GM modelidir. Ornegin,

a=3,b=2 ve n; =3 olmak iizere,
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dir ve €=(gy,€5,---185) Yazariz. E(€)=0 ve kov(g)=c’l olduguna dikkat
ediniz. X matrisi tam siitun rankli degildir. Xin ranki r=6 dir ve p=12 tane

sutun vardir.

Ornek 2.7 (Iki yonlii ¢aprazlanmis ANOVA): A faktérii a sayida seviyeye ve B

faktorii b sayida seviyeye sahip olmak iizere, iki faktorlii (Ave B) bir deneyi goz

oniine alinmiz. 1=12,...,a, j=12,..,b ve k=12,..., n; i¢in g; rasgele hatalar sifir
ortalamali ve o° >0 ortak varyanslt iliskisiz rasgele degiskenler olmak {izere,
etkilesimsiz iki yonlii ¢aprazlanmis model,

Yig = Hop+ S + e (2.13)
ile wverilir. H,:y,=v,=--=v5,=0 hipotezi dogru oldugunda, etkilesimsiz

modelin Ornek 2.6 daki etkilesimli modelin dzel bir durumu olduguna dikkat ediniz.



Yani; etkilesimsiz model etkilesimli modelin bir indirgenmis uyarlamasidir. Onceki

gibi a=3,b=2 ve n;, =3 olmak iizere,

Yy 110010
Yis 110010
Yiis 110010
Yin 110001
Yizo 110001
Yizs 110001
Y, 101010 p
Y, 101010 a
ve nm, X:1010107 e a, (2.14)
Y, 101001 a,
Y, 101001 B,
Y, 101001 B,
Y., 100110
Y, 100110
Yo 100110
Y, 100101
Y, 100101
Y, 100101

Ve &= (£, 801p,---»E53) yazariz. E(€)=0 ve kov(g)=c’lolduguna dikkat ediniz.
X matrisi tam siitun rankli degildir ve p =6 tane siitun vardir. Etkilesimsiz model

i¢in tasarim matrisinin, son 6 siitunun atilmasi hari¢ etkilesimli model i¢in tasarim

matrisinin aynist olduguna da dikkat ediniz.

Ornek 2.8 (Kovaryans analizi): Bir x orta degiskeni icin etkileri ayarladiktan sonra

a>2 sayida islemi karsilastirmak icin bir deneyi gdz oniine almiz. 1=12,...,a,

j=12,...,n

; I¢in, g; rasgele hatalari sifir ortalamali ve o’ >0 ortak varyansli

iliskisiz rasgele degiskenler olmak iizere, kovaryans analizi i¢in bir model:

Yij =uta +Ib’ixij +g; (2.15)



ile verilsin. Bu modelde, x genel ortalamayi gosterir, ¢;, i—Yyinci islemi almanin
(orta degiskenleri dikkate almamanin ) (sabit) etkisini gosterir ve £, ; i—Yyinci islem
icin Y yi xe baglayan dogrunun egimini gosterir. Bu modelin islem egimlerinin
farkli olmasina izin verdigine dikkat ediniz. X; lerin hatasiz Slgiilen sabit degerler

olacaklar1 kabul edilir.

NOT: Kovaryans analizi (ANCOVA) modeli 6zel bir Y = XB+¢& GM modelidir.

Ornegin, a=3 ve n, =n, =n, =3 olmak iizere,

Yi 1100x, 0 O €
Y, 1100x, 0 O u €
Y5 1100x, 0 O (o €13
Y,, 10100 x, O a, €y
Y=|Y,|, X={10100x, 0 PB=la,| ¢€=|¢, (2.16)
Y, 1010 0 x5 O B €
Y, 1001 0 0 Xy b, €3
Y,, 1001 0 0 x, Jia €3
\ 1001 0 0 xg €3

yazariz. E(€)=0 ve kov(g)=c°l olduguna dikkat ediniz. X matrisi tam siitun
rankli degildir. Eger son 3 siitun arasinda lineer bagimliliklar yoksa, X in ranki

r=6 dir ve p="7siitun vardur.

Indirgenmis Model: Farkli egimlere izin veren Ornek 2.8 deki ANCOVA modelini

gdz oOnline almiz. Eger g = S, =---= [, ise, yani, tim eZimler esit ise, bu takdirde,
ANCOVA modeli,
Yy = uta+ Bx +gy (2.17)

modeline indirgenir. Yani, ortak-egimler ANCOV A modeli farkli egimlere izin veren
modelin bir indirgenmis uyarlamasidir. Ayni1 hata yapisim1 kabul ederek, bu

indirgenis ANCOVA modeli de 6zel bir Y = XB+& GM modelidir. Onceden oldugu

gibi, a=3 ve n, =n, =n, =3 olmak iizere,



Y 1100 x;, €y
Y, 1100 x, €y
Y5 1100 x4 2 €13
Y,, 1010 X, o €
Y=|Y,|, X=[1010X,|, B=|la,| &€=|¢y (2.18)
Y, 1010 Xy A €5
Y, 1001 x, S €y
Y., 1001 x,, €
' 1001 x, €q

yazariz. ¥ lerden en az biri farkli oldugu siirece, X in ranki r=4 tir ve p= 5

sttun vardir.

AMAC: Simdi GM modelleri olmayan Y = XB+¢& bigimindeki lineer modellerin

orneklerini verecegiz.

TERMINOLOJI: Smiflamanin bir faktdriine; eger o ¢ok biiyiik sayida bir seviyeye
sahipse ve deneyde igerilen seviyeler miimkiin seviyelerin kitlesinden bir rasgele

orneklem olarak sayilabilirse, rasgele olacaktir denir.

Ornek 2.9 (Bir-yonlii rasgele etkiler ANOVASI): i1=12,..,a ve j=1,2,..,n igin,

al1a21'.'laa

islem etkileri rasgele olarak en iyi kabul edilmek {izere, 6rnegin, ilgili

faktoriin a seviyeleri miimkiin seviyelerin genis bir kitlesinden ¢ekilir, &; rasgele
hatalari sifir ortalama ve 6° >0 ortak varyansina sahip olmak {izere,
Yij :lu+ai +8ij (219)

modelini gdz 6niine alimiz. Somutluk i¢in, a=4 ve n; =3 olsun. Y =XB+e

modeli,

10



A €
A €12
Yig €13
Yau €1
Y2 Jo 03 05 0y )y €n
Y = izs) ot 0, :-)3 (j)s 0, Zz N zzs (2.20)
31 s Y3 Js Y3 3 31
Yy 0, 0; 05 J3 )\e, €3
Yy % o €33
\ €n
|7 €p
Yis \&s )
=XB+Zg, +¢,

gibidir. Burada X=j,,, B=u ve e=Zg, +¢, oldugunu goriiriiz. Bu bir GM
modeli degildir, ¢iinki, «; ler ve g; hatalari iligkisiz olmalari sartiyla,
kov(e) = kov(Z,g, +¢,) =Z,kov(e,)Z; +kov(e,) (2.21)
=Z kov(g,)Z; + 6l
dir. kov(g) # 6’1 olduguna dikkat ediniz.

Ornek 2.10 (Iki faktérlii karma model): A faktorii sabit ve a sayida seviyeli ve B

faktorii rasgele ve b sayida seviyeli olmak iizere, iki faktorlii (AveB) bir deneyi

gbz Oniine alimz. Bu durum igin bir istatistiksel model; 1=1,2,...,a, j=12,..,b ve
k=12,.., n; i¢in,
Yix = ut o+ S+ (2.22)

ile verilir. «; ler sabit olarak olarak en iyi ve f; ler rasgele olarak en iyi kabul edilir.

Bu model etkilesim kabul etmez.

UYGULAMA: Rasgelelestirilmis bir blok deneyde, b bloklari mevcut bloklarin
bliyiik bir koleksiyonundan (toplulugundan-biriktirisinden) rasgele secilmis olabilir.

Eger amag¢ bloklarin biiyiik kitlesi (deneydeki b sayida bloklarin olmadigr)

11



hakkinda bir ifadeyi ortaya koymak ise, bu takdirde bloklar rasgele olarak dikkate

alinir. Eger birileri sadece a sayida islemle ilgilenirse, o, «,, -, islem etkileri

sabit degismezler olarak kabul edilir.

NOT: Anlasilmasi i¢in, a=2, b=4 ve n; =1 oldugunu farz ediniz. Yukaridaki

modeli

[

w

H_< |—\_< H_< H_<
N

<
1
.’3_< =

SR

o<
S

olarak yazabiliriz.

NOT: Eger «, ler rasgele olarak en iyi addedilir ise, bu takdirde,

[

_<

1
< < < < < =< <
w N = >~ w N

§—<

[J i
Iy 0,

B
) , 0\« I
Jﬂ[] Al M 4
04 J4 (x’2 I4 183
%r_/
=78, ﬁ4
=Z,€)

=€3

(2.23)

(2.24)

yazariz. Bu model bir rasgele etkiler veya varyans bilesenleri modeli olarak da

bilinir.

Genel Bigim: Bir lineer karma model genellikle,

Y=XB+Zeg +Z,,+-+2Z¢,

12

(2.25)



olarak ifade edilebilir. Burada Z,,Z,,...,Z, lar bilinen matrislerdir (genel olarak
Z =1, dir) ve eg,,¢,,...,g lar iliskisiz bilesenlere sahip iliskisiz rasgele
vektorlerdir.

Ornek 2.11 (Zaman serisi modelleri): Olgiimler zaman iizerinden alindiginda,

gozlemler biiyiik olasilikla iligkili olduklarindan, GM modeli uygun olmayabilir.
E(e)=0 ve kov(e) =c°V, V biliniyor olmak iizere, Y = Xp+€& bicimindeki bir
lineer model daha uygun olabilir. V nin genel bi¢imi goézlenen tepkimelerin
iligkisini modellemek igin segilir. Ornegin, i=12,...,n icin g =pg_ +a,
a, ~ N(0,6%°) Ozdes bagimsiz dagilan ve |p| <1 (bu bir degismez sarttir) olmak

lizere,

Yo =5+ pt+e, (2.26)
istatistiksel modelini g6z 6niine aliniz. {st t=12,..., n} hata siireci 1 mertebeli bir

otoregressiv modeli, yani OR (1) i izlemek iizere, buna basit bir lineer trend (meyil)

modeli denir. Her t i¢in E(g,)=0 ve her t ve S igin kov(st,ss):azp“‘s‘ oldugunu
gostermek kolaydir. Bu nedenle, eger n=5 ise,
1 p p*p°pt
p 1 ppp
V=oc’lp> p 1 p p° (2.27)
PPt p 1lop
pt PPt op ol

dir.

Ornek 2.12 (Rasgele katsay: modelleri): n birey iizerinde (zaman iizerinde) t sayida

gozlemin, 1=12,...,nve j=12,..,t icin

Y = XijBi +&; (2.28)
modelini, yani farkli nx1 B, regresyon parametresinin "konu-6zel" olduklarint géz

Online alimiz. Eger bireyler bir rasgele drneklem olarak diisiiniiliirse, bu takdirde

13



B,.B,,--,B, Yi B ortalamali ve Zgdiyecegimiz nxn kovaryans matrisli bagimsiz

ve ayn1 dagilan vektorler olarak ele alabiliriz. Bu modeli

Y =XiB; +¢; (2.29)
= X;jB + X;j B; —B)+ &
Nl

sabit rasgele

olarak yazabiliriz. Eger B, ler g, lerden bagimsiz iseler,

var(Y;) =X ZgeX; +0° £ o’ (2.30)
olduguna dikkat ediniz.
Ornek 2.13. Olgiim hatast modelleri. g, ~6bd\ (0,57) olmak iizere,

Yo =f+ BX +g (2.31)

istatistiksel modelini goz ontine aliniz. X, ler tam olarak gozlenmezler bunun yerine,

U, ~6bdA\(0,57) 6zdes bagimsiz dagilan olmak iizere,

W, = X, +U, (232)
olacak sekilde gz ardi edilemez hatalar ile dl¢iiliirler. Burada,

Gozlenen veri: (Y;,W,)

Gozlenemeyen: (X;,¢;,U,)

Bilinmeyen parametreler: (ﬂo,ﬂl, af,aj)

dir. Bir bagvuru koordinat sistemi olarak, Y mnin kii¢iikk cocuklarda akciger

fonksiyonunun siirekli bir dl¢iimii oldugunu ve X in NO,ye uzun vadeli maruz

kalmasini gosterdigini farz edelim. X in tam olarak 6l¢iilebilmesi beklenmez. Bunun

yerine Klinik ziyaretinde kaydedilen NO, nin miktar1 olan W vekilinin gdzlenmis

olmasi daha muhtemeldir. Yukaridaki modelin

14



Y =B+ AW, -U)) +e,
= o+ BW, +(8i _ﬂlui) (2.33)
%:_J
olarak yeniden yazilabildigine dikkat ediniz. W, ler pesinen sabit olmadiklarindan

bunun bir GM lineer modeli olmasi i¢in en azindan E(g |W,)=0 olmasina

gereksinim olacaktir. Bununla beraber,

E(e W)= E(zai - U | X, +Ui)
=E(g | X;+U;)- BE(U; | X, +U,) (2.34)
olduguna dikkat ediniz. Eger ¢; hem X, hem de U,den bagimsiz ise, birinci terim
sifirdir. U, ve X, +U, iliskili olduklarindan ikinci terim genel olarak sifir degildir

(siiphesiz g, =0 olmadik¢a). Bu nedenle bu bir GM modeli olamaz.

2.3 Lineer Modellerin Geometrisi

Miller (2015), matris cebiri ve vektorlerden yararlanarak lineer modellere geometrik
acidan yaklasti ve konunun daha somut bir sekilde anlagilmasini sagladi. Bu kisimda

bu bilgilere yer verilerek geometrik yaklagimlara girildi.

Lineer modeller ve geometri:

Istatistiksel lineer modelle ilgili zengin bir geometri vardir. Bu geometriyi anlama

regresyon analizi ile ilgili analizin ¢cogunun i¢ yliziinii anlamay1 saglayabilir.

» Dislince, regresyon modelini bir vektdr denklemi olarak yazmak ve vektor
uzaylarinin bir temel anlayisini kullanarak bu denklemin sonuglarini
arastirmaktir.

» Vektorler ve vektor uzaylarinin bakis acilarini yeniden gozden gegirmek

gerekir.

15



Vektorlerin temel 6geleri:

Amacimiz i¢in, bir vektor;

(2.35)

olarak gosterecegimiz, reel sayilarin bir “n—1lisi ” dir. Koyu harf vektorleri (ve

matrisleri gostermek i¢in kulanilacak).

Bir vektorii n— boyutlu uzayda bir noktanin koordinatlar1 olarak diisiinecegiz. Cogu
kez kavramlar1 gorsellestirmemize yardimci olmasi i¢in orijinden bu koordinatlara

uzanan bir yonlii dogru pargasini kullanacagiz.

. : 2 —4
Ornek 2.14: Iki-bilesenli vektorler; V = L} ve W :[ J olmak iizere, standart

bir dagilim grafigi iizerinde, yonlii dogru pargalari olarak gosterilebilir.

Sekil 2.1. iki-bilesenli vektdrler
Vektor toplamu:

Iki vektoriin toplami, asagida gosterildigi gibi, karsilik gelen elemanlarm toplayarak

elde edilir:

16



.. 2] [-4 2| .
Ornegin; V+W = + = diir.
|3 1 4

Vektor toplamini gorsellestirme:

(2.36)

Gorsel olarak, vektorlerden birinin baslangi¢ noktasini digerinin u¢ noktasina tasiriz.

ETT V+W p-o
o / o \
odo i, — o d

Sekil 2.2. Vektorlerin toplami

Toplam, orijinden yeni u¢ noktasina olan vektordiir.

Vektorlerin skalerle ¢carpimi:

Bir vektorii bir sabitle carpmak i¢in herbir elemani o sabitle ¢arpiniz:

V.| [kxV,
x vV, _ kxV,
V.| [kxV, ]

17
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Skalerle ¢carpimi gorsellestirme:

© _ v © _
N /V7 m v
N ; ) /
? | ? A |
—2v.
©o | ©o | =
| |
I I I I I I I I I I
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Sekil 2.3. Vektorlerin skalerle ¢arpim

Eger bir vektorii bir sabitle carparsak, sonucta olusan vektor ilk vektorle ayni yone
sahiptir (veya eger sabit negatif ise, zit yone sahiptir), fakat onun uzunlugu sabitle

(sabitin mutlak degeri ile) ¢arpilmustir.

Birka¢ temel vektor cebiri:
u, v ve w vektorleri ve k; ve k, skalerleri igin:
1. vtw=w+v
2. u+(v+w)=(u+tv)+w
3. k(v+w)=kv+kw
4. (k+k,)v=Kkv+k,v

dir. Reel sayilarin toplam ve ¢carpimina uygulanan herhangi bir cebirsel 6zellik biiytik

Olctlide vektorlerde de uygulanacak.

Lineer regresyon modeli:

Lineer model bir Y tepkime degiskeninin degerini bir veya daha fazla agiklayict

degiskenin degerine baglayan bir denklem olarak asagidaki gibi yazilabilir:

Y =B +B8X +.ct BX, +eE (2.38)
» [ larin timii degismez sabitler fakat bilinmeyenlerdir.

» ¢; bir N/ (0, 62) dagilimma sahip oldugu kabul edilen bir rasgele

degiskendir.

18



> Bir sonug olarak, Y ; u=p,+BX,+...+ B X, ortalamali ve o’ varyansh
bir rasgele degiskendir.
Veri:
Tepkime i¢in y, den y, e kadar n tane gozlenen degere sahip oldugumuzu farz

ediniz. i gozlemi i¢in agiklayici degiskenlerin degerlerini X, ..., X, olarak gosteriniz

ve verlyi asagidaki gibi bir tabloda gosteriniz:

Cizelge 2.1. Veri Cizelgesi

Gozlem | Tepkime | X, | X, | ... X,
1 Y Xu | X || X
2 y2 X21 X22 e X2k
n yn an Xn2 e Xnk

Denklemlerin bir kiimesi:

Her bir y, gézlemi i¢in

Yi = Bo+ BiXy+ BoXip +oot BXy & (2.39)

yazabiliriz. Bu denklemlerin istiflenmesi,

Y, :ﬂo +ﬂlxll+ﬁ2X12 +"'+ﬂkxik +&
Yo = Bo+ BiXo + BoXog +. ot BXo T8, (2.40)

yn :/BO +ﬂ1Xn1+ﬂ2Xn2 +"'+ﬂkxnk +8n

denklemler kiimesini ortaya koyar.

Bir vektor denklemi olarak lineer model:

Yukaridaki denklemler kiimesi bir vektor denklemi olarak asagidaki gibi yazilabilir:

_Y1_ 1] _X11_ —Xlk | _81_
1 X X € (2.41)
){2 = ﬂo . +ﬂl -21 + +ﬂk ?k + -2
_yn_ _1_ _an_ _Xnk_ _Sn_
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Vektorleri gostermek icin koyu yazilmig harfleri kullanarak bu;

Y =60+ BX +...+ BX +E

olur.

Sonda uzunlugu 6rnegi:

(2.42)

12 gen¢ hasta i¢in sondalar kalbin i¢ine dogru bir ana damardan beslendi. Sonda

uzunlugu hastalarin boy ve agirligmin o giinkii durumuyla 6lgiildii. Gerekli sonda

uzunlugunu boy ve agirliga dayandirarak tahmin etmek miimkiin midir? (Weisberg,

1980).

Sonda uzunlugu verisi:

Cizelge 2.2. Sonda uzunlugu verisi

Hasta | Boy (inc) Agirlik (libr) Sonda (cm)
1 42.8 40.0 37
2 63.5 93.5 50
3 37.5 35.5 34
4 39.5 30.0 36
5 45.5 52.0 43
6 38.5 17.0 28
7 43.0 38.5 37
8 22.5 8.5 20
9 37.0 33.0 34
10 23.5 9.5 30
11 33.0 21.0 38
12 58.0 79.0 47

Sonda regresyon modeli:

Gerekli sonda uzunlugunu hastanin boy ve agirligina baglayan bir

Y =Fo+ BX + P X, +e

regresyon modelini kullanmay1 aragtirabiliriz.

>
>
>
>

X, hasta boyudur

Y sonda uzunlugudur

X, hasta agirhgidir

¢ hastadan-hastaya degiskenligi gosterir.

20
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Sonda verisi icin vektor denklemi:

37 1 [42.8] [40.0 ] €
50 1 63.5 93.5 g,
34 1 37.5 355 €,
36 1 39.5 30.0 g,
43 1 455 52.0 €
oAt 2ol e
20 1 22.5 8.5 €g
34 1 37.0 33.0 &g
30 1 23.5 9.5 €10
38 1 33.0 21.0 €y

| 47 ] 1 1 58.0 | 179.0] | &y |

y i T T T

Sabit vektorler ve rasgele vektorler:

Lineer model iki tip vektori igerir.

1. Sabitlerin vektorii olan sabit vektorler — Bunlar bir matematik dersinde

incelediginiz vektorlerdir.

J, Xgy..., X, larm tiimi sabit vektorlerdir.

2. Rasgele degiskenlerin vektorii olan rasgele vektorler. Bu nedenle bir rasgele

vektor bir dagilima sahiptir.

€ bir rasgele vektordiir.

Rasgele vektorler hakkinda birkac sey:

Vy,...,V, rasgele degiskenlerini igeren bir V rasgele vektdri bir yogunluk
fonksiyonuna sahip bir vektor veya rasgele degiskenlerin bir koleksiyonu olarak
diistiniilebilir.

» V i¢indagilim V;,...,V, nin ortak (birlesik) dagilimiyla belirlenir.

» 'V nin beklenen degeri onun “ortalama konumunu” gdsterir ve
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E(V)=E| i |=| (2:45)
Vo E(Vp)

ile verilen bir sabit vektordir.

> E(V) yi gdstermek i¢in g,, notasyonunu kullanacagiz.

Rasgele vektorler hakkinda daha fazla sey:

V nin g, etrafinda nasil degistigini 6zetlemek i¢in, hem elemanlarin degiskenligine

oo

hem de onlarin her birinin digerine gore nasil degistigi goz Oniine alinmali (farkl

elemanlarim varyanslar1 ve eleman giftleri arasindaki kovaryanslar diisiiniilmeli). Bu

varyans ve kovaryanslart X, veya kOV(V) diyecegimiz bir matris i¢ine koymak

uygundur.
VaI’(Vl) kOV(Vl,Vz) kOV(V11Vp>—
(2.46)
s - kov(V,.V,)  var(V,) - kov(V,V,)
Vi . . . :
kov(V,V;) kov(V,,V,) e var(V,) |

Bir rasgele vektoriin yogunlugu:

Kavramsal olarak, bir rasgele vektor icin yogunluk fonksiyonu, bir rasgele vektor

icin olas1 ug noktalart R" de bir bulut olarak diisiinmek yararhdir. Vektoriin bulutun

yogun olmadig1 yerden ziyade yogun oldugu bir bolgede uglanmasi daha olasidir.

Ly

T T
-4 -2 0 2 4

Sekil 2.4. R" de bir bulut
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Rasgele vektorlerle calisma:

Eger sabit bir C vektoriinii bir rasgele V vektoriine eklersek, sonugta olusan

U=V +C vektorii g, =4, +C ve X,=Z, olmak iizere, bir rasgele vektordiir.

2] —4
ve C= ise, bu takdirde
3] 1

SHIPEH

o

Ornegin; eger u, ={

< 4
R
o~ - Uy+C N My
uV :MV
o - (S
o | ™
I 1
< _| < _|
I ]
T T I T I I I I I T
-4 =2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Sekil 2.5. Rasgele vektorler

Hatalarin dagilimi:

Lineer model hatalarin bagimsiz N (O, 0-2) gozlemleri oldugunu kabul eder.

> ¢ lerin ortak dagimi, E(g)=0, var(g)=0" ve her i ve j=i icin
kov(gi V€ ) =0 olmak tizere, cok degiskenli normal dagilimdir.

» Bu nedenle ortak yogunluk fonksiyonu

1 —(912 +e§ +..4+sﬁ )/202

f(sl,sz,...,sn)=m (2.47)

dir.
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¢ un dagilim:

¢ rasgele vektoriind, €, ler bagimsiz N/ (O, 0'2) rasgele degiskenleri olmak {izere,

81
Sn
olarak tanimladik. & rasgele vektori, A (0, (72|n) olarak tasarlanir:
0] o’ 0 0|
0 0 o . (2.49)
/18: : :0’ 28: : .G. . 0 zazln
0] |0 0 o]
¢ icin yogunluk “bulutu”:
e igin, yogunluk, [g* =&'e =2 +...+&2 olmak iizere
1 el /20?
f(e)= 2n/ZeHH/
(2710 ) (2.50)

olarak yazilabilir.

> ”8”, ¢ un uzunlugu oldugundan yogunluk fonksiyonu € un uzunluguna
baglidir, fakat onun yoniine bagl degildir.

> ||s||2 artarken yogunluk azalir.

» Kavramsal olarak, bu yogunluk orijinde merkezlenen n-—boyutlu bir fuzzy

topudur.
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Bir N/ (0,0‘2|2) vektorii icin yogunluk “bulutu”:

iki boyutlu bir A/(0,0571,) rasgele vektorii

Sekil 2.6. \/ (0,0‘2|2) rasgele vektorii i¢in yogunluk bulutu

gibi bir yogunluk bulutuna sahip olmalidir.

Tepkime vektorii sabit veya rasgele midir?

Bu asagidaki durumlara baglhidir:

» Lineer modelin ozellikleri hakkinda konusuyor oldugumuzda, bu durumda
tepkime vektorii Y olarak gosterecegimiz bir rasgele vektordiir.

» Bununla beraber, 6zel bir veri kiimesi hakkinda konustugumuzda, bu
durumda tepkime vektorli, tepkimenin y ile gosterecegimiz gozlenen
degerlerini igerir. Teknik olarak, y; Y rasgele vektoriiniin 06zel bir

gerceklesmesini gosteren bir sabit vektordiir.

Y nin dagilm:

Lineer model Y yi bir sabit vektor ve bir rasgele vektoriin toplami olarak gosterir,

yani, lineer model:

Y =B j+BX +. B X+ € (2.51)

rasgele vektor

sabit vektor

dur.
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iy =Bod +BX +. .+ B X, + i,
=B0j+B1X1+"'+Bka
T, =3, =0,

olmak tizere, Y bir rasgele vektoriidiir.

Y nin yogunluk bulutu:

Y, orijinden ziyade g, etrafinda merkezlesmesi hari¢, € ile ayn1 yogunluga

sahiptir.
O =R s Q= B
¥ 1 ¥ 1
T T
I T I I I I I I I I
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Sekil 2.7. Y nin yogunluk bulutu
Ortalama:

Lineer model g, igin olasiliklar1 j,X,,...,X, vektorlerinin lineer kombinasyonlarini

alarak olusturulabilen

=Bl + B+ B, (252)

vektorlerine kisitlar.

Sozle, ortalama vektorii j, X;,...,X, nin bir lineer kombinasyonu olmal.

Vektor uzaylari:

Amaclarimiz i¢in, sadece reel sayilar1 igeren vektorleri ve vektorlerin toplami ve
skalerle ¢arpiminin alisilagelen tanimlarini géz 6niine almamiz gerekir. Bu durumda,
bir vektor uzayr vektorlerin toplama ve skalerle carpim altinda kapali olan herhangi

bir koleksiyonudur.
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» Eger bir vektor uzayindan iki u ve Vv vektoriini alirsak, bu takdirde bu;
herhangi bir ku+k,v lineer kombinasyonunun da o vektdr uzayinda olmasi

gerektigini ifade eder.

» Sonug itibariyle, sifir vektorii tiim vektor uzaylarinda olmalidir.

R" nin tanmimu:

R", her bir bilegenin bir reel say1 oldugu tiim n — bilesenli vektorlerin kiimesi olsun.

» R" vektor toplami ve skalerle ¢arpimin alisilagelen tanimlari altinda bir
vektor uzayidir.

» Reel sayilar toplama ve ¢arpim altinda kapalidir.

R" nin altuzaylari:

R" nin farkl1 altuzaylarini goz oniine almaya ihtiyacimiz olacak.

» Kendisi bir vektor uzayr olan R" deki vektorlerin herhangi bir alt kiimesine

R" nin bir altuzay: denir.
» Toplama ve skalerle ¢carpim i¢in 6nceki gibi ayni tanimlar1 kullandigimizdan,
gercekten hepimiz vektorlerin altkiimesinin toplama ve skalerle g¢arpim

altinda kapal1 oldugunu kontrol etmeliyiz.

Bir vektor uzayimnin tabani:

Bir altuzayi tanimlamak igin aligilagelen yontem bir taban olusturan vektorlerin bir

kiimesinin belirlenmesidir.

» R" den vektorlerin herhangi bir sonlu kiimesini aldigimizi ve bu vektorlerin
olas1 tiim lineer kombinasyonlari ile iiretilen vektorlerin kiimesini géz Oniine
aldigimiz1 farz ediniz. Bu altkiimeyi iiretme ydntemimiz, onun toplam ve
skalerle ¢arpma altinda kapali olacagini boylece R" nin bir altuzayi olacagini
garanti eder.

» Daha ote, orijinal koleksiyondaki vektorlerden higbirinin diger vektorlerin bir

lineer kombinasyonu olarak iretilemedigini, yani, bunlarin higbirinin
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gerekmedigini farz ediniz. Bu durumda vektorlerin bu koleksiyonuna onlarin
tirettigi vektor uzay1 igin bir taban denir.
Bir 6rnek olarak R®:

Etrafimizdaki uzay: temsil ettigini diisiinebildigimizden R® yararli bir érnektir. R®

de bir tek v, vektoriiyle iiretilen vektér uzayini; yani, v, ve v, in tim skalerle

carpimlarindan olusan altuzay1 gozoniine aliniz.

> Bualtuzay R® de sonsuz bir dogru olarak diisiiniilebilir.

Sekil 2.8. Bir 6rnek olarak R®
Simdi R® de iki v, ve v, vektorii tarafindan iiretilen vektdr uzaym géz 6niine
alimz. v, # Kk xV, sartiyla (yani, onlarin es-lineer (dogrudas) olmamalari sartiyla), v,

ve v, tarafindan iretilen altuzay bir diizlemdir.

Sekil 2.9. v, ve v, vektori tarafindan tiretilen vektor uzayi
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R? iin altuzaylar:

R® iin altuzaylar1 asagidaki gibi kategorize edilebilir.
1. Orijinin kendisi.
2. Orijinden gegen herhangi bir dogru.
3. Orijinden gecen herhangi bir diizlem.
4. R® {in kendisi.
Bu listedeki 1 ve 4 siklar1 teknik olarak R® {in altuzaylaridir fakat, ¢ok pratiksel

ilgiye sahip degildir — onlara uygun olmayan altuzaylar olarak bagvurulur.

Altuzaylarin boyutlari:
Kategorimizin altuzaylarin boyutlarina dayandirildigina dikkat ediniz.
» Orijin 0—boyutlu diistiniliir.
» Bir tek vektorle tanimlanabildiklerinden, dogrular 1— boyutludurlar.

» Bir diizlemi tanimlamak i¢in 2 (es dogrultulu olmayan) vektor gerektiginden,

diizlemler 2-boyutludur.
> R® 3-boyutludur.

Bir altuzayin bir tabani:

Bir S altuzayi i¢in, S deki her vektér V,,...,V, nm bir lineer kombinasyonu olarak
ifade edilebilecek sekilde V,,...,V, vektorlerine sahip oldugumuzu farz ediniz. Bu
durumda V,,...,V, ya S nin gereni denir. Eger onlardan herhangi birini, digerlerinin
bir lineer kombinasyonu olarak ifade etmek miimkiin degilse, V,,...,V, vektorlerine

lineer bagimsizdir denir. Eger

(1) V...V, S yigererse,

(i) V,,...,V, lineer bagimsiz iseler

bu takdirde V,,...,V, vektorlerinin bir kiimesi bir S altuzay1 i¢in bir tabandr.
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Bir altuzayin boyutu:

Herhangi bir S altuzayi igin sonsuz sayida taban vardir. Bununla beraber, bu
tabanlarin her biri kesinlikle ayni1 sayida vektére sahiptir. S igin bir tabandaki

vektorlerin sayisina S nin boyutu denir.

> Ornegin, R® deki bir dogru icin bir taban o dogru iizerine diisen bir vektdrden
olusacaktir — bu nedenle, dogrular 1 — boyutludurlar.

> R® deki herhangi bir diizlem igin, o diizlem iistiindeki iki lineer bagimsiz (es
dogrusal olmayan) vektoriin herhangi bir kiimesi bir tabandir — bu nedenle
diizlemler 2 — boyutludur.

> R?® de 3 lineer bagimsiz vektoriin herhangi bir kiimesi R® iin kendisi igin bir

taban olacak.

R" ye genisletme:

R" nin altuzaylari onlarin boyutlariyla kategorize edilebilir:
Orijinin kendisi.

Orijinden gecen herhangi bir dogru (1 — boyutlu).
Orijinden gecen herhangi bir diizlem (2 — boyutlu).

vV V VYV VY

Orijinden gecen herhangi bir 3 — boyutlu diizlem.

» Orijinden gegen herhangi bir (n —l) —boyutlu diizlem.

> R" nin kendisi.

Regresyon modeline geri doniis:

My = B+ BX +...+ B X, olmak iizere, regresyon modeli igin,

Y=pu, +¢ (2.53)
yazariz. Y ve aciklayici degiskenler arasindaki iligki u, sabit vektorii vasitasiyla

modellenir.
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> Wi 1,X,.., %X, vektorlerinin bir lineer kombinasyonu oldugundan, o
)i X;,..., X, tarafindan gerilen vektdr uzayinin bir elemani olmali. Buna model
uzay1 diyecegiz.

> J,Xg,...,X, mn lineer bagimsiz olduklarini kabul ederek model uzayr R" nin

k +1 boyutlu bir altuzayidir.

Regresyon modelinin matris formu:

Bir vektor denklemi olarak regresyon modeli:

Y, 1 Xy Xik €
=B B B | (2.54)
Yn 1 an Xnk 8n

Agiklayic1 degisken vektorlerini bir matris i¢inde bir araya getirerek bunu daha

kapal1 bir sekilde yazabiliriz. Boylece,

Y, Lxy - X || A €

e | N (2.55)
Y, 1 X, - X || B €,
| X B &
Sonda verisi i¢cin matris formu:
371 [1 428 40.0] _81_
50 1 635 935 g,
34 1 375 355 €,
36 1 395 30.0 g,
43 1 455 52.0 €g
28| |1 385 17.0 ﬁ ; L& (2.56)
37| |1 430 385|""| |,
20 1 225 85 [Z; &g
34 1 37.0 33.0 &g
30 1 235 95 €
38 1 33.0 210 €y
47] |1 58.0 79.0] | € |
Y X €
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olacaktir.

Geometrik gosterim:

Boylece; p, = XB olmak iizere, Y = u, +¢& elde ederiz. Model uzayin1 R" nin X in
stitunlar1 tarafindan gerilen bir altuzay olarak tamimladigimiza dikkat ediniz — bu

altuzay igin bagka bir isim X in C (X) olarak gosterilen siitun uzaylaridir.

Sekil 2.10. X in siitun uzaylari

Model uydurma:

Model uydurma yontemini iki adima boélebiliriz:

Adim 1: g, nin, Y nin dagilimma dayali bir tahminini bulunuz — bu tahmine z,

diyecegiz.

Adim 2: Regresyon icin bilinmeyen parametreleri ( B B ﬂk) y1 tahmin etmek

icin 4, y1 kullanmiz.

Adim 1: 4, y1 bulma.

Regresyon modeli, g, yi R" nin agiklayici vektorler tarafindan gerilen altuzayina
kisitlar (buna model uzay: dedik). Y nin dagilimi gz, etrafinda merkezlestiginde, o

A, y1model uzayinda Y ye en yakin nokta olarak tanimlamayi anlamli kilar.

Bu noktay1 bulmak i¢in, Y nin model uzayi iizerine ortogonal izdiislimiinii aliriz.
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Ortogonal izdiisiim matrisleri:

y, gozlenen tepkime vektoriiniin C(X) tizerine ortogonal izdiislimiinii bulmak igin,
yyi

H=X(XX)" X' (2.57)
ile verilen bir H izdiisiim matrisiyle 6nden carpabiliriz.

Bir izdiigiim matrisini iretmenin bu yontemi, lineer bagimsiz siitunlara sahip olan

herhangi bir X matrisi i¢in ¢aligir.

Y nin ortogonal izdiisiimii:

y i C(X) lizerine izdiigiirme, Y tahmin edilen ortalama vektdriimiizii (yani uygun

degerleri) verir. Bu nedenle

ﬂY — X(X’X)_l Xry = Hy (258)
dir.

Sekil 2.11. Y nin ortogonal izdiisimii

Hata (tahmin edilen hata) vektorii:
Hatalarin vektorii
r=y-p,
=y-Hy (2.59)
=(1-H)y
dir.
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y (I-H)y

Sekil 2.12. Tahmin edilen hata vektorii

En kiiciik kareler:
y nin ortogonal izdiislimi, y ve g arasindaki uzakligi minimum yapar. Yukaridaki
sekilden aradaki bu uzakligin ||r|| olarak goOsterecegimiz r hata vektoriiniin

uzunluguna esit oldugu aciktir. Lineer cebirden biliyoruz ki;

||r||=\/r'_=\/rf+r22+...+rn2 (2.60)

dir. Boylece ||r|| yi minimumlastirmak i¢in £ nin se¢imi, hata kareler toplamini

minimumlastirmayla aynidir (en kiiciik kareler yontemi).

Parametre tahminleri:

X in siitun vektorleri lineer bagimsiz olduklarindan, onlar C(X) icin bir taban
olusturur. Bu nedenle X in siitunlarinin, g w1 iireten bir tek lineer kombinasyonu

vardir. Bu bagmnt1 i¢in katsayilar1 bir B vektorii igine koyarak i, = X elde ederiz.

fy = X(XX) XY (2.61)

ile

A, =XB (2.62)

y1 bir araya getirmek
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ﬁ — (X’X)il XIY (263)
oldugunu ortaya koyar.

Yukarida, lineer modelleri ifade ettik ve onun bir geometrik bakis agisindan
tahminini tamimladik. Simdi, burada tahmin edilen lineer modele dayanan istatistiksel
sonucu c¢ikararak ige baslayacagiz. Bazi temel matris cebirini yeniden gdzden
gecirmemiz gerekir.

Matris cebiri:

Uygun boyutlara sahip A, B ve C matrisleri igin,

1. A+B=B+A

2. (A+B)+C=A+(B+C)
3. ¢(A+B)=cA+cB

4. (c+d)A=cA+dA

5. A(B+C)=AB+AC

6. (A+B)C=AC+BC

7. (AB)C=A(BC)

8. (cA) =c?A™

9. (A1) =A

10. Eger A ve B nin her ikisi de kare matrisler ise, (AB) " = BZA™

11 (A) ' =(AY)

12. (cA)' =CcA’
13. (A') =A
14. (AB) =B'A’

15. (cA+dB) =cA'+dB’
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Lineer model uydurma:

M, = XP olmak ilizere lineer model: Y = p, +¢

i, = XB olmak iizere lineer model: Y = &, +r dir. H= X(X'X)_1 X' olmak iizere,

ft, = HY (2.64)
B=(XX)" XY
r=(1-H)Y
dir.
y (I-H)y

Sekil 2.13. X in siitun uzay1
£, B ve rnin dagilhm:

ft,, B ve rnin timii Y nin lineer déniisiimleridir, yani, onlar bir matrisle Y nin

carpimi olarak yazilabilir:

iy = X(XX) " X | ¥ (2.65)
B=|(xX)"x'|Y
r=(1-H)Y

Sonug itibariyle, onlarin dagilimlarinin her birini Y nin dagilimindan elde edebiliriz.

Rasgele vektorlerin lineer doniisiimleri:

Rasgele vektorlerin lineer doniisiimlerinin asagidaki ornekleri son derece yararlidir.
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M ve C sabit ve V, u, ortalamali ve Z,, kovaryans matrisli bir rasgele vektor

olmak iizere,

Uu=MVvV+C (2.66)

bagintisini géz dniine aliniz.

Ul mll m12 mlk Vl Cl
D= : D+

U, my My, Moy || Vi C,
u M \ c

yazabiliriz. Bu takdirde g, =My, +C ve £, =MZ,, + M’ diir. Ayrica, eger V bir
normal dagilima sahipse U da normal dagilima sahiptir.
Boylece 6nceki bilgilerin 1s1ginda, Y ~ N ( u,=Xp, =, = O'2|) verildiginde 4, , ﬁ

ve rnin dagilimlarini elde edebiliriz. Boylece,

fiy ~ N (XB,o?X(XX) " X)) (2.67)

B~ N(B,GZ (X'x)*l)
r-N(0,0°(1-H))
olur.
ﬁ icin ¢cikarim:
fi~ N (B,O'2 (X'X)fl) 1 regresyon katsayilari hakkindaki ¢ikarim igin taban olarak

kullanacagiz. o° (X'X)fl in kosegen elemanlari ﬁi lerin varyanslar1 ve kosegen disi

elemanlar ﬁi lerin ciftleri arasinda kovaryanslardir. Bunlarin hepsi ¢° ye bagldur.

Eger o bilinmiyor ise (hemen hemen daima durum budur) bu takdirde, ilerlemeye

gecmeden dnce o yi tahmin etmemiz gerekir.
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o’ yi tahmin etme:

o’ yi tahmin etmenin standart yontemi hata kareler toplamini hata serbestlik

derecesine bolmektir. Boylece

r'r (2.68)
n-k-1

dir. Daha sonra bu tahmin edicinin kullanimin1 hakli ¢ikaracagiz. Simdilik sadece

2 A2
S‘=6"=

onun ¢ nin bir yansiz tahminini bize verdigini kabul edecegiz.

Ortogonallik:

Incelememizde, ortogonallik yeniden ortaya cikan bir kavram olacak. Bu nedenle,
vektorler ve vektor uzaylarma iliskin olarak, ortogonallik hakkindaki ayrintiy1 kisaca

ele alacagiz.
iki vektor arasindaki aci:

u ve v vektorleri arasindaki agiy1 bulmak istedigimizi farz ediniz.

©

Y
<

Sekil 2.14. Iki vektdr arasindaki ac1

u'v (2.69)
Jullv]

dir. Bu sonucu elde etmek i¢in U nun V tizerindeki izdiistimiinii g6z 6niine aliniz.

cos® =

38



©

_i5]
Pu

Y
<

Sekil 2.15. u nun v iizerindeki izdiistimii

Burada P = v(v’v)_l v’ diir. Tanimdan, cos® = % dur.
u
IPul* = (Pu) Pu=uP’Pu
= u’(v(v’v)_1 v’)' v(v’v)_l vu
= u’v(v’v)_1 v’v(v'v)_1 vu
! 2 -1 ’
=u'v(Vv'v) vu
_uwlu _ (u'v)’
W @70

Bu nedenle ||Pu||:ﬂ ve bdylece cos®=M= UV iy

[vI Julfulliv

Ortogonal durumlar:

®, u ve v vektorleri arasindaki ag1 olmak {izere, eger onlar coOS® =0 oldugunu
belirten bir dik ag¢1 olusturursa, U ve Vv vektorleri ortogonaldir. Eger bir v vektorii
S altuzayinda her vektore ortogonal ise, vV vektorii S altuzayina ortogonaldir. Eger
S, altuzayindaki her vektor, S, altuzayindaki her vektore ortogonal ise S ve S,

altuzaylar1 ortogonaldir.

U ve V vektorlerinin ortogonal olduklarini gostermek i¢in; u'v=0 oldugunu

gosteriniz. Bir v vektoriiniin bir S altuzayina ortogonal oldugunu gdstermek i¢in;

1. Vv nin S igin bir tabandaki her vektore ortogonal oldugunu gosteriniz.
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2. P, S igin ortogonal izdligim matrisi olmak iizere, Pv=0 oldugunu

gosteriniz.

S, ve S, altuzaylarinin ortogonal olduklarini gdstermek igin;

1. & igin bir tabandaki her bir vektoriin, S, i¢in bir tabandaki her vektore
ortogonal oldugunu gosteriniz.
2. P, veP,, § ve S, icin izdiisiim matrisleri olmak tizere, P,P, =0 oldugunu

gosteriniz.

R" nin bir altuzaymin ortogonal tiimleyeni:

S, R" nin herhangi bir altuzay1 olsun. Bu takdirde, S ye ortogonal olan tiim
vektorlerin kiimesinin kendisi de bir altuzay olusturur. Bu altuzaya S nin ortogonal

tiimleyeni denir ve bunu S* olarak gdsterecegiz.

1. boy(8)+boy(S*)=n

2. Eger S* igin bir taban ile S icin bir tabam birlestirirsek R" icin bir taban
elde ederiz.

3. Eger P, S i¢in izdiisiim matrisi ise bu takdirde 1-P, S* icin izdiisiim
matrisidir.

4. Herhangi bir ue R" vektorii igin:

o =IPul” +[(1-P)uf @
dir.
Lineer model uydurma; y yi X in siitun uzayr iizerine izdiisiirme olarak

diisiiniilebilir bkz. Sekil 2.13. r = (I — H)Y tahmin edilen hata vektorii, y nin X in

slitun uzayma ortogonal olan bilesenidir. Bu nedenle, X in siitun uzaymin ortogonal
tiimleyeninin bir elemanidir. X in siitun uzaymin ortogonal tlimleyenine hata uzayi

diyecegiz.
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Hata uzayu:

Tanima gore, hata uzayr X in siitun uzayina ortogonal olan tiim vektdrleri igerir.

1. Hata uzay1 n—k—1 boyutuna sahiptir.
2. Hata uzayi iizerine izdligiim matrisleri 1 —H dir.

3. r hata vektorii, y nin, hata uzay1 iizerine ortogonal izdiigiimiidiir.

o’ yi tahmin etme:
o’ yi tahmin etmek igin temeli kurmak igin, & gibi bir A/ (0,0‘2|) vektoriiniin
konuyla ilgili baz1 6zelliklerini ana hatlariyla belirtecegiz. V =(V,,...,V,)  bir

N (0, O'2|) rasgele vektorii olsun.

1. V...V, bagimsiz N (O,o-z) rasgele degiskenleridir. Onlarin ortak yogunluk

fonksiyonu:

_ 1 e—( 12+v22+.“+v§)/262 (272)
(2n0'2 )n/z

2. V,/o,...V,/o bagimsiz N (0,1) rasgele degiskenleri oldugundan
A / o? bir y2 dagilimina sahiptir.

3. Vnin f (V) yogunluk fonksiyonu ||V|| nin bir fonksiyonudur. Buna gore

f(v)=—" et (2.73)

dir.

4. f (V) orijin etrafinda tam olarak simetriktir ve ||V|| artarken f ( V) azalir.

2 . .
S. ||V , onun elamanlarimin karelerinin toplamidir.
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M=V =3 ey
dir, yani, bu nedenle ||V||2/0'2 bir %2 dagilimina sahiptir.
||V||2 nin dagilim:

IV[? /o? <2 ve E (Xﬁ) =n oldugu verilsin. Bu takdirde,

2 2
ELM}zn - E[M}:&Z
o n

dir. Bu nedenle bir v gozlenen tepkime vektorii igin, V||2 /n, o’ nin bir yansiz

tahminidir.

Izdiisiimlerin dagilim:
Simdi, V~N (O,le) y1, R" nin bir p—boyutlu altuzayi {izerine izdiisiiren bir P

1zdlisiim matrisini géz 6niine aliniz.

1. f(v) yogunlugunun simetrik dogasindan dolayi, PV nin dagilimi sadece

altuzaym boyununa baghdir.

2. PV izdigiimii bir p —boyutlu ¢cok degiskenli normal dagilima sahiptir.

3. ||PV||2 / o, Xi dagilimina sahiptir.

r hata vektorii y nin hata uzayi lizerine ortogonal izdiisiimiidiir. Bu € u hata uzayi

lizerine izdiisiirmeye esdegerdir. Sonug olarak; r||2 / o’
2 IT
n—-k-1

denkleminin, o® nin bir tahmini olarak kullanimmi hakli c¢ikaran bir Xﬁ—k—l

dagilimina sahiptir.
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Geometrik yorum:
Ay, y nin X in siitun uzayi, yani, C(X) iizerine ortogonal izdiigiimiidiir ve r, y

nin C(X) iizerine, yani, C(X) in ortogonal timleyeni iizerine , ortogonal

1zdiisiimiiddir.

Hata uzay!

(I-H)y y

¢ (X)

Hy
Sekil 2.16. Hata uzay1

i, =Hy, r= (I - H)y dir. Pisagor bagintisina gore,
VI =1+l = y'y = e +rr (2.75)

dir. o igin tahminimiz

6‘: =

dir.

1. Bu tahmin tepkime vektoriinii hata uzay1 tizerine izdiisiirmeye dayanir.
2. Serbestlik derecesi hata uzayinin boyutunu gosterir. Tahmin edilen regresyon

katsayilar1 ve onlarin standart hatalar1
B=|(X'X)" X' S =62 (XX)*
B_[( ) }y ve 2, =67 (X'X)
formiillerinden elde edilir.

3. Her bir katsayi i¢in H,: £, =0 bigimindeki bir sifir hipotezi i¢in bir t—testi

de vardir.
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A

t degeri = se(ﬁ,iBAi) dir.

F — Testleri:

y nin, R" nin farkli altuzaylar1 {izerine izdiistimlerini karsilastiran F testlerine dayali

bir¢ok yararli ¢ikarim yapabiliriz.

1. Sifir hipotezi altinda — dagilimin daha yiiksek degerlere kaydirildig: alternatif
hipotez altinda, bir F — dagilimina sahip olan bir test istatistigine ihtiyag

duyariz.
2. Bir F — dagihmi %* dagilimlarina sahip olan (8lgeklendirilmis) iki bagimsiz

rasgele degiskenin oranindan ortaya ¢ikar.

V, ~%%, V,~y2 olmak iizere, eger W zvl—/vl ise, bu takdirde W ~F,
1 Vi 2 Vv, vV /V Vi,Vo
2/ 72

dir. Burada V, ve V, nin bagimsiz olduklarina dikkat ediniz.

3. H, altinda P,Y nin dagilimi daha biiyiik degerlere kaydirilmis olmal.
olacak sekilde, P,Y ve P,Y diyecegimiz iki izdiisiimiine ihtiyacimiz vardir.

Eger Y yi 6zel bir altuzay {izerine izdiisirmenin, € u o alt uzay {izerine izdiislirmeye

esdeger oldugunu oOnceden biliyorsak, goriintiiniin uzunlugunun karesi bir

(6lgeklendirilmis) x> dagilimina sahiptir.

1. &° tahminimiz y nin hata uzay1 iizerine ortogonal izdiisiimiine dayanir ve
gercekten bu izdiisiimiin uzunlugunun karesi bir (dlgeklendirilmis) x°
dagilimina sahiptir.

2. p,; hata uzayma ortogonal oldugundan, y yi hata uzay iizerine izdiislirme,

€ u hata uzayi lizerine izdiislirmeye denktir.

Y yi u, ye ortogonal olmayan bir altuzay iizerine izdisiirsek ne olur?
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PY = Pe PY = Puy + Pe

2
-2
I

4
-4
|

IIi\I IIiII
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Sekil 2.17. Y nin g, ye ortogonal olmayan bir altuzay tizerine izdiigiimii
Kavramsal olarak, izdiisiimiin uzunlugunun karesinin daha biiyiik olmas1 gerektigini

bekledigimizi gérmek kolaydir. Bu nedenle bir F — testini olusturmak igin,

1. Pay igin, eger sifir hipotezi dogru ise, bu; € u izdiisiirmeye esdeger, fakat
eger alternatif hipotez dogru ise, € u izdiisiirmeye esdeger olmayacak

sekilde, y yi bir altuzay {izerine izdlislirmek isteriz.

2. Payda igin, ideal olarak hem sifir hem de alternatif hipotez altinda, € u

izdiisiirmeye esdeger olacak sekilde, y yi bir altuzay iizerine izdiislirmek

isteriz.

3. Bu iki izdiisiim bagimsiz rasgele vektorler ile sonuglanmali.

Simdi hangi sartlar altinda Y nin iki izdligiimiiniin bagimsiz rasgele vektorleri ortaya

koyacagini diislinmemiz gerekir.

Bagimsiz rasgele vektorler:

rasgele vektorlerine sahip oldufumuzu farz ediniz. Eger her bir V; herbir U; den

bagimsiz ise, V ve U rasgele vektorleri bagimsizdir.

Eger her V; ve U; normal dagilimlara sahipseler, bu takdirde bu bagimsizlik

gerektirmesi; her i ve | igin, kOV(Vi U, ) =0 bagintisina sahip olmayla aynidir.
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Bagimsiz normal rasgele vektorler:

Vve U nun normal rasgele vektor olduklarini farz ediniz. Vve U yu tek bir W
vektorii i¢inde birlestiriniz ve W igin parcalanmig kovaryans matrisini gdz Oniine

almiz. Yani, £, =X,,, olmak iizere,

W _ V ’ ZW — ZV 2:VU
U o Xy
dur. Eger Z,,, =0, yani, 2, =0 ise, Vve U bagimsizdir.

Ortogonal vektor uzaylarinin anmmsatmalari:

Ortogonal vektor uzaylar: hakkinda sunlari hatirlayiniz:

1. Eger & deki her vektér S, deki her vektore ortogonal ise, S, ve S,

altuzaylari ortogonaldir.

2. P, veP,; S ve S, icin izdiisiim matrisleri olmak tizere, P,P, =0 oldugunu
gostererek, S ve S, altuzaylarinin ortogonal (Sl J_SZ) oldugunu

gosterebiliriz.

Izdiisiim matrislerinin yararh 6zellikleri:
Tim ortogonal izdiisiim matrisleri matematiksel ¢ikarimlarda ¢ogu kez faydali olan

iki 6zellige sahiptir. Herhangi bir P izdiisiim matrisi;

1. Idempotenttir, yani, PP = P dir.
2. Simetriktir, yani, P' =P dir.
Bir temel sonug:

F — testlerinin insas1 bariz bir sekilde asagidaki sonuca bagli olacak:

V, I, =0’l kovaryans matrisine sahip bir normal rasgele vektdr olsun ve S, ve
S, iki ortogonal altuzay (S, LS,) olsun. Eger V yi & iizerine ve S, iizerine
izdistirtirsek, sonucta olugan P,V ve P,V rasgele vektorleri bagimsiz normal rasgele

vektorlerdir.
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Temel sonucumuzun elde edilmesi:

2 . Plv Pl .
3, =0l olmak iizere, W = = V olsun. Boylece
PZV 2

P PP, PP, (2.76)
I R ]
PZ PZPI PZPZ

olacaktir. Sadelestirerek,
. _G{aa ag}_a{a o} (2.17)
W= =
P,P, P,P, 0 P,
oldugu goriiliir. Bu nedenle, P,V ve P,V bagimsiz normal rasgele vektorlerdir.

Bir F — testi:

Asagidaki sekle bagli olarak bir F — testini inga edebiliriz.

Hata uzayi

(I-Hy y

¢(X)

Hy

Sekil 2.18. Hata uzay1
a,=HY ver =(| —H)Y dir. H, C(X) icin izdlisiim matrisidir ve (I —H), C(X)
in ortogonal tiimleyeni iizerine izdiislim matrisidir. Sonug olarak, f, =HY ve

r= (I - H)Y bagimsiz rasgele vektorlerdir. Bundan once,

Irf/o? ~x2n = |~ xx2 s

in, e~ N (0, o-zl) nin, N—K—1 boyutlu bir altuzay iizerine ortogonal izdiisiimiiniin

aynist olan r ye dayandigini ileri stirdik. 4, ; Y =u,+€ nun k+1 boyutlu bir
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altuzay tlizerine bir izdiisimiidir. Eger w4, =0 ise, bu takdirde bu & un bir

izdlistimiiyle esit sayilir. Bu durumda;

2 2 2 2
/G ~ 0 X¥ku

Ay
dir. Bir F — dagilim1 serbestlik dereceleri ile béliinen iki bagimsiz x> dagilimmnin

oranidir. Eger p, =0 ise,

2
2, k+1

fY / ’ ~Fk+l,n—k—1
Il /(n—k-1)

A

i, ? nin M, =0 varsayimindan daha biiyiik olacagini

dir. u, =0 ise, bu takdirde,

bekleriz. Bu nedenle,

ke

Tl ke
istatistigini kullanarak, H,:z, #0 hipotezine karst1 H,:z, =0 hipotezini test
edebiliriz. (Burada pr-degeri =Pr(F,,,, , , >F ist-degeri) dir). Bunun H,:B=0
hipotezine (alternatif hipotezine) karsi H,:B=0 (sifir hipotezi) hipotezini test

etmeye esdeger olduguna dikakt ediniz.

Bu nedenle, H,: &, =0 hipotezine kars1 son derece giiclii delile sahibiz. x4, = XpB
oldugundan bu, H;:B =0 hipotezini test etmeye esdegerdir. Fakat; bu test

anlamsizdir. Aslinda test etmek istedigimiz sey iki agiklayici degiskenin tepkimeyi

tahmine yardim edip etmedigidir. Bu nedenle, ¢ belirli olmamak iizere,

Bl |
Ho:| B |=|0
Bl L0

hipotezini test etmek isteriz.
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EKkli degisken F — testi:

Bu bizi ekli degisken F — testine getirir. Bizim durumumuzda, iki agiklayici
degiskeni iceren bir modelin, tepkimenin tahmin edilmesi isini sadece sabit terime

sahip modelden daha iyi yapip yapmadigini test etmek istiyoruz.

Geometriye dayanarak, C(j)<=C(X) olmak iizere,
H, : &, € C(X) hipotezine karsi H,: g, € C(j)

hipotezini test ediyoruz. H, daki vektoér uzayi, H, deki bir altuzay olmak iizere,

herhangi bir durum i¢in yontem ayni olmali.

Bunu yapmak i¢in, £, yi iki ortogonal bilesene bolmemiz gerekir: 4, nin C(j)

tizerine izdiisiimii ve C (j) nin C (X) deki ortogonal tiimleyeni tizerine izdisimii.

Py; C(j) iizerine izdiisiim matrisi olsun.
1 1]
n n 2.78)
o 3 71"_1"1_
Po=1(13) " J'=ii'=

.1t
n ol

dir. Bu matris iizerinde iglem yaptigt vektdr i¢in, her bir elamani elemanlarin

ortalamasi olan bir vektorii tiretir.
A, mmn C(j) iizerine izdiisiimii:
a, yi C(j) tizerine izdiistirme y Vi C(j) lizerine izdiisirme ile aynidir:

Py =P (,&Y + I") = Pofty +Por = Py (2.79)
ric (X) oldugundan, P,r =0 dir ve bu nedenle r, C (X) in icerdigi her vektore
diktir.
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y yi ayristirma:

Dahaevvel y yi 4, ve fi, Lr olmak iizere r ye ayirdik. Yani,
y=ji,+r=Hy+(I-H)y

yazdik. Simdi, g, =Hy yi daha &te C(j) lizerine ve onun C(X) deki ortogonal

tiimleyeni lizerine izdiisiimlerine ayiririz. Boylece,
y=Hy+(I-H)y=Py+(H-P,)y+(I-H)y (2.80)

yazabiliriz.

y nin bilesenleri:

Gergek (dogru) modelin Y =jf,+€& bigimine sahip oldugunu farz ediniz.

Bilesenlerin her birini gz Oniine aliniz:

PY =P, (jﬂo +8) =P, (Jﬁo ) + P
=]p, +¢

(H—PO)Y (H—PO)(jﬂ0 +8):(H—P0)j,8O +(H—PO)8
(jﬂo_jﬁo)+(H_Po)8

(H-P,)e

(1-H)Y =(1-H)(jB, +&)=(1-H)jB, +(1-H)e
(iB—iB)+(1-H)e

(1-H)e

olur.

Bir F — testinin unsurlar::

Eger gercek model Y = ]S, +¢€ ise, (H—F’O)y ve (I—H)y nin her biri € u bir

vektor uzayi lizerine izdiisiirmeye esdegerdir.

1. Bu nedenle, bu izdiisiimlerin o ile bdliinen uzunlugunun karesi bir y°

dagilimina sahiptir.
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2. (H=P,), k boyutlu bir vektdr uzay1 iizerine izdisiiriir ve (I-H), n—k-1

boyutlu bir vektor uzay: iizerine izdiistiriir.

3. Izdiisiimler, vektdr uzaylari ortogonal iken bagimsizdir.

Eger gercek model Y = XB+¢ ise (burada X intercepttir sabit terimin yani sira iki

aciklayici degisken icin siitunlari igerir) bu takdirde,

H (XB) , P, (XB) ya esit olmadigindan, (H - Po)y arttk € u bir vektdr uzayi
lizerine izdiisiirmeye esdeger degildir.

F — testimiz:

Simdi, H,:u, =Xp yakarst H,:u, =]jf, i¢in bir F — testini ortaya koyabiliriz.
J(H=P) Y[ (k)
2
Jr=H)YI /(n-k-1)

p—degeri = Pr(Fk’Hf1 >F— ist)

F —istatistigi =

Bu, regresyon modelinin toplamayir tahmin etmek i¢in sadece ortalamayi
kullanmaktan daha iyi olup olmadigini test eder.

Ozet:

“Ekli degiskenler F — testi” i¢in olus isleyis bicimini ortaya koyduk. Uygulamamizda
sifir modeli (yalniz sabit terimli) tam modele kars1 (aciklayicilarin tiimii) test ettik.
Modellerden biri digerinin alt modeli oldugu siirece, yontemi herhangi iki modeli test
etmeye kolayca uyarlayabiliriz.

Bir alt modeli test etme:

Genel olarak, agiklayicilarin bir koleksiyonunun (biriktirisinin) bir altkiimesini i¢eren
bir modeli, agiklayicilarin tiimiinii igeren modelle karsilagtiracak olan bir F — testini

insa edebiliriz.
H,: alt model uygundur.

H, : Tam model tepkimedeki degiskenligin daha fazlasini agiklar.
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X: ve X sirastyla tam model ve alt model i¢in model matrislerini gdstersin. Bu

durumda bu modeller i¢in izdiislim matrisleri

, -1, .
P = X, (XX, ) XL (2.81a)
! -1 ! .
Py = Xg (XiXs) " X4 (2.81b)
olacaktir.

EKkli degisken F — testi:
F — testini insa etmek i¢in y tepkime vektorinii C (X) in C (XF) deki ortogonal
tiimleyeni iizerine izdiisiirmesi gerekir. [zdiigiim matrisi P. —P; ile verilir.

Eger tam modeldeki fazladan degiskenlerin hicbiri tepkimeyi tahmin etmek i¢in ek

bilgi saglamaz ise, bu takdirde y yi bu altuzaya izdiisiirme tam olarak € u

izdiisiirmeyle esdegerdir.

Bununla beraber, eger onlarin bazisi ek bilgi saglarsa, bu takdirde goriintiiniin
uzunlugunun karesi daha biiyiik olmaya meyletmeli.
Tam modelin k sayida agiklayiciyr ve alt modelin bu agiklayicilardan p tanesini

(p <k) igerdigini farz ediniz. Bu durumda;

(P =Py)y[ (k= p)
[0=P)y[ /(n-k-1)

p—degeri = Pr(Fk_p’n_k_1 > F—ist)

F —istatistigi

dir.

Esdeger modeller:

Ayni model uzayini tanimlayan herhangi iki model uygun degerlerin ayn1 kiimesini
iiretecek. Ayni model uzaymi geren yeni bir taban1 yaratmak i¢in agiklayici degisken

vektorlerinin lineer kombinasyonlarini alabiliriz.
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Esdeger modeller genel sonug:

A tekil olmayan bir (k+1)x(k+1) matris olmak iizere, W=XA gibi model

matrisine sahip olan bagka bir lineer modeli uydurmayr goéz oOniine aliniz. Bu
alternatif model i¢in uygun degerlerin vektorii orijinal model i¢in olana esdeger

olacak, yani,

W(WW) W' = X(XX) " X’ (2.82)

olacak. Tahmin edilen katsayilar
ﬁw = Ailﬁx

olarak baglanir.
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3. REGRESYON ANALIZI

Wood (2011) regresyon ve g¢oklu regresyon hakkindaki bilgileri sade bir bigimde
sunar. Bu boliimde zaman zaman soziinii edecegimiz bu kavramlar onun ¢aligmasinin

15181 altinda verildi.
3.1 Coklu Regresyon

Regresyon tahminini yeniden gozden gecirme:

Eger X'X in tersi mevcutsa,

(XX) XX =1 (3.1)
oldugundan,
X'Xb = Xy (3.2)

denklemini asagidaki gibi ¢ozeriz,

(X'X) " X'Xb = (X'X)" Xy (33)
ve

b=(XX)" Xy (3.4)
elde ederiz.

En kiiciik kareler ¢coziimii:

Matris normal denklemleri
Q=(y—XB) (y-X8) (39)

nin B ya gore minimumlastirilmasindan dogrudan dogruya ¢ikarilabilir.
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Uygun degerler ve hata tahminleri:

Uygun degerlerin vektorii, matris formunda

Y, (3.6)
Y,

olsun. Bu durumda y = Xb yazariz.

Sapka matrisi - y iizerine sapka koyar:

Uygun degerleri X ve y gore dogrudan dogruya ifade edebiliriz. Boylece
§=X(XX)" Xy (3.7)
yazariz ve ayrica H “sapka matrisini” tanimlariz. H = X(X’X)_1 X" olmak tizere

y=Hy (3.8)

elde ederiz. Sapka matrisleri regresyon analizi i¢in teshislerde 6nemli bir rol oynar.

Sapka matrisinin o6zellikleri:

1. Sapka matrisi simetriktir.

2. Sapka matrisi idempotenttir, yani, HH = H dir.

Idempotent matrisin 6nemli bir 6zelligi:
Bir simetrik ve idempotent A matrisi igin, rank(A): iZ(A), yani, A nin sifirdan
farkli 6zdegerlerinin sayisidir.
Hata tahminleri:
Uygun y degerleri gibi hata tahminleri Y, tepkime degiskeni gézlemlerinin bir lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Buna gore,

e:y_y:y_Hy:(|_H)y (3.9)

ayni zamanda,
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ezy-y=y-Xb (3.10)

oldugunu da hatirlayiniz. Bunlar esdegerdirler.

Hata tahminlerinin kovaryansi:

e:(I—H)y (3.11)
ile baglayarak,
o (e} =(1-H)o? [y} (1-H) (3.12)
oldugunu goriiriiz, fakat
o’ {y} =0’ (8)20'2| (3.13)
olmasi,
o’{e}=c’(1-H)I(I-H)=0?(1-H)(I-H) (3.14)
oldugunu ifade eder ve | —H idempotent oldugundan,
o {e} = o* (1-H) (3.15)
elde ederiz.
ANOVA (Varyans analizi):
2 1
Y.
yy=>Y?, @ :%y'Jy, j=|:| ve J=jj olmak iizere,
1
1
GKT =y'y —%y’Jy (3.18)
ye giden,
Y )2 (3.17)

okt =y -7 - yye- <

n
ile baslayarak, ayrica ANOVA yi1 ifade edebiliriz.
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Hata kareler toplam:

HKT = Y62 =3 (¥, -,) (3.18)

oldugunu hatirlaymiz. Matris formunda bu

HKT =e'e=(y- Xb)' (y—Xb)
=y'y —2b'Xy +b'X'Xb
=y'y - 2b'X'y +b'X'X(X'X) " Xy
=y'y-2b'X'y +b'IXy

(3.19)

dir. Bu sadelestirildiginde, HKT =y'y —b’X"y olur veya b = (X'X)_l X'y oldugunu

hatirlama,

HKT = y'y -y X (XX)” Xy =y [ 1-X(XX)" X |y

. (3.20)
=y'[I-H]y

oldugunu ortaya koyar.
RKT:

GKT =y'y— 1y’Jy ve HKT =y'y-b'X'y

n

olmak tizere,

RKT = GKT —HKT (3.22)
oldugunu biliyoruz. Buradan,

3.22
RKT = b'X'y—ly’Jy (3:22)
n
elde ederiz ve 6nceden oldugu gibi b yi yerine koyarak,
(3.23)

RKT = y'X(X'X)" X'y—%y’Jy

oldugunu ortaya koyariz.
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Kuadratik formlar:

» ANOVA Kkareler toplamlar1 kuadratik formlar olarak yorumlanabilir.

Kuadratik formun bir 6rnegi
5Y, +6Y,Y, +4Y;
ile verilir.

» Bunun matris notasyonuyla A daima (bir kuadratik form durumunda) bir

simetrik matris olmak tzere

ol ¢

olarak ifade edilebildigine dikkat ediniz.

» Carpim asosyatif oldugundan kosegen disi terimler ¢apraz-carpimin
katsayisinin yarisina esit olmali.

» Genel olarak, A kuadratik formun matrisi olmak tizere; bir kuadratik form

yAy=Y" Z,- a,YY, (3.24)

ile tamimlanir. Burada a; =3; dir.

» GKT, HKT ve RKT ANOVA toplamlarinin tiimii kuadratik formlar

biciminde diizenlenebilir. Buna gore,

GKT :y'[l —%ij
HKT =y'(1-H)y (3.25)
RKT :y’[H—%ij
dir.
Testler ve sonu¢ ¢ikarma:

» ANOVA testleri ve sonug ¢ikarmalar dnceki gibi ayni yiiriitiilebilir.
» Sadece nicelikleri elde etmenin cebirsel yontemi degisir.

» Matris notasyonu bir kisa kesme yazmadir, bir hesapsal kisaltma degildir.
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Sonug¢ ¢ikarma:

b=(XX)" XYy =Ay (3.26)
oldugunu hatirlatarak B vektor tahmin edicisinin 6rneklem varyansini elde edebiliriz.

Burada A bir sabit

A=(XX)'X, A= X(XX)" (3.27)

matrisidir. Standart matris kovaryans operatoriinii kullanarak,

5% (b} = Ac? {y} A (3.28)

oldugunu goriiriiz.
b nin varyansi:

o’ {y} =0’l oldugundan,

ot {b} =(X'X)" X'aAIX(X'X)"

= (X'X) T XX(XX)" (3.29)
= (XX) "1
=0 (XX)
yazabiliriz. Siiphesiz
E(b) = E((XX)" Xy =(XX)" XE(y)
(3.30)

=(X'X) " X'XB =P
dir. Siiphesiz bu, o nin bilindigini kabul eder. Eger bilinmezse, genel olarak onun

yerine HKO (hata kareler ortalamasini) koyunuz.

o, X ~Xo?
v | " 2 X) 2 (X=X
o’{b}= %o 2 (3.31)
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HKO+ X?HKO ~X HKO

") X(-X)

~X HKO HKO

(X)X (X=X

s?{b} = HKO(X'X) " = (332)

Ortalama tepkime:

» Ortalama tepkimeyi tahmin etmek i¢im asagidaki matrisi ortaya koyabiliriz:

Xh :(J Xh)

» Bu durumda tahmin Y, = X,b bir, yani,

= Xib—(i x»[ﬁj}(bﬁqxh)

Ortalama tepkimenin varyansi:

>
oV, =X (XX) " X, (3.33)
ile verilir ve B nin varyansiyla ayni yolla ulasilir.
» Benzer sekilde matris notasyonu ile tahmin edilen varyans
(Y, } =HKO( X} (XX) ™ X, (3:34)
ile verilir.
Sonugc:

» Rasgele vektor ve matrislerin beklenen degeri ve varyansi
» Matris formunda basit lineer regresyon

» Sonra: Coklu regresyon
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Coklu regresyon:

> Istatistiksel analizde en yaygin olarak kullamilanlardan biridir.
» Coklu regresyon i¢in matris ifadeleri basit lineer regresyon igin olanin

aynisidir.
Cogu kez tepkime ¢oklu girdi niceliklerinin bir fonksiyonu olarak anlasilir.

iki aciklayic degisken ile birinci-mertebe:

> Iki X, ve X, aciklayic1 degiskeni var oldugunda

Yi = 6o+ B Xy + B Xip & (3.35)
regresyon modeline iki agiklayict degiskenli birinci mertebeden bir model

denir.

» Bir birinci mertebeden model agiklayici degiskenlere gore lineerdir.

» X, ve X,,; iki agiklayict degiskenin i— yinci denemedeki degeridir.

Regresyon yiizeyinin fonksiyonel bi¢imi:

> E(Y)=p8,+BX,+B,X, beklenen degerinde hatay: sifir kabul ederek

» Buregresyon fonksiyonunun formu bir diizlemdir.
Ormnegin, E(Y)=10+2X,+5X,

Gri Ornek;

Sekil 3.1. Regresyon yiizeyi
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Regresyon katsayilarinin anlama:

» X, ve X, sifir oldugunda, £, sabit terim (intercept) dir.

> fB; X, sabit tutulduunda, X, de birim artis bagma E(Y) ortalama
tepkimesindeki degisimi gosterir.
» [, tam tersini gosterir.

> Omek: X, =2 alniz.
E(Y) =1O+2X1+5(2) =20+2X,, X,=2
intercepti degistirir fakat lineerlik agiktir.

» Baska bir deyisle, regresyon yiizeyinin tim bir boyutlu kisitlamalar
dogrulardir.
Terminoloji:

1. X, in ortalama tepkime lizerindeki etkisi X, nin diizeyine bagli degildir (ve

tersi de). Iki aciklayict degiskene, toplamsal etkilere sahiptir veya

etkilesimsizdir denir.

2. p, ve B, parametrelerine bazen kismi regresyon katsayilar1 denir.

Yorumlar:

1. Bir diizlemsel tepkime yiizeyi daima uygun olmayabilir, fakat, olmadiginda
bile o, ekseriye girdi uzaymin “yerel” bolgelerindeki regresyon
fonksiyonunun iyi bir yaklasim agiklayicisidir.

2. Parametrelerin anlami herbirine gore regresyon fonksiyonunun kismilerini

(pargalarini) alarak belirlenebilir.

2 den fazla agiklayici degiskene sahip birinci mertebeden model:

p —1 sayida agiklayict degisken var olsun. Bu durumda

o (3.36)
Y =5 +Zﬁkxik &
=]
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p-1

olarak ve eger X,,=1 ise; X,,=1 olmak iizere, Yi:ZﬂkXik+8. olarak da
k=1

yazilabilen

Y, =B+ B Xy + By Xip . B P-1X, e, (3.37)
dir.

Tepkime yiizeyinin geometrisi:

» Bu kurgulamada tepkime yiizeyi bir hiperdiizlemdir.
» Gorsellestirmek icin bu zordur fakat ayni sezgiler gergeklenir.

» Girdi degiskenlerinin biri hari¢ hepsini sabitleyerek herbir g, tepkime

degiskeninin bir girdi degiskenine gore ne kadar artacagini veya azalacagini
sOyler.
Genel lineer regresyon modeli:
Genel regresyon modeline ulastik. Genel olarak, regresyon modelinde X,..., Xp_1
degiskenleri farkli aciklayici degiskenleri gdstermemeli, ve onlarin tiimii sayisal

(siirekli) olmamalidir. Genel model, E (&;)=0 oldugunda, tepkime fonksiyonu

E(Y)=8+BX +...+ B X (3.38)
dir.

3.2 Regresyon Analizinde Singiiler Deger Ayrisiminin Kullanimi

Matrisler hakkinda singiiler (tekil)-deger ayrisimi lineer cebirde onemli bir yer tutar.
Mandel (1982) regresyon analizinde singiiler-deger ayristminin  kullanimini

ornekleriyle beraber ortaya koydu. Bu kisimda, bu bilgilere yer verilmistir.

Model:
Modelin bilindigini ve

Y=XB+e (3.39)
bicimine sahip oldugunu kabul ederiz. Burada Y ve e her biri N elemanh

vektorlerdir, X; X

j eclemanlarimin bir Nxp matrisidir ve B, p elemanin bir
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vektoriidiir. Stokastik olmayan elamanlardan olusan X matrisi verilir. Y vektori her

biri iki terimin toplami, yani,
E(yi):injﬂj (3.40)
i

beklenen degeri ve €, hata terimlerinin toplami olan Y, dlglimlerinden olusur. e,

hatalarm sifir ortalamas: ve degeri bilinmeyen o sabit varyansi ile iliskisiz

olduklar1 kabul edilir. € nin vektori (3.39) da e terimiyle temsil edilir. Bu

caligmadaki genel diisiinceler Cizelge 3.1 de gosterilen yapay veri igin agiklanacak.

Bu veride N =8 ve p =3 tiir. Bu durumda her i i¢in ilki 1 e esit olan {i¢ agiklayici

degisken, yani, X, X, ve X; vardir. Regresyon denklemi

Yi = BiXy + BoXip + PoXis +€ (3.41)

dir fakat x;, =1 oldugundan, bir £, “bagimsiz terimi” ile

Yi =B+ BXip + PyXis +€ (3.42)
olur. Boyle bir bagimsiz terimin dahil edilmesi regresyon ¢alismasinda yaygin bir
uygulamadir. Onun yarari, biri; lineer iliski ile ifade edilebilen fakat orantili olmayan

birimler olan agiklayicilar1 géz oniine aldiginda ortaya ¢ikar. Ornegin, eZer X,

aciklayicist sicaklik ise, Celsiustan Fahrenheit birimlerine bir doniisiim, bir bagimsiz

terime izin verilmedigi takdirde kabul edilen model i¢inde miimk{in olacakti.
Regresyon analizinin bir ¢ok uygulayicisi regresyon analizinden once, bagimsiz
terim hari¢ tiim agiklayicilar tizerinde bir standartlastirma yapar. X; agiklayicisinin

standartlastirilmasi regresyon denkleminde onun yerine

X, =X, +st, (3.43)
koymaktan ibarettir. Burada X, ortalamadir ve s;; X; stitunundaki X; elemanlarinin
standart sapmasidir. Simdi regresyon y nin t; aciklayicilari tizerindedir ve sonraki

her bir j icin T =0 (merkezleme) ve s, =1 (6lgekleme) olacak sekildedir.

Merkezleme ve 6l¢eklemenin kullanimlar1 ve yararlari Draper ve Smith (1981) de
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bazi ayrintilart ile ele alinir. Sunumun basitligi (sadeligi) i¢in bu adimi basindan

sonuna kadar es gececegiz.

Regresyon analizinin amacit o’ nin yani sira B (j =1..., p) katsayilarini tahmin

etmek, x= (xi, Xoyeuey X ) regressorlerinin (aciklayicilarinin) herhangi bir “gelecek”

p
vektorii i¢in y nin degerini “Ongérmek” ve boyle bir Ongoriilen degerin, ¥
diyecegimiz hatasini1 tahmin etmektir. Karigikliktan ka¢inmak i¢in, bulunacak boyle
bir y-degeri icin, (X,X,,...,X,) degerlerinin bir kiimesine; bundan bdyle “X

uzayinda bir nokta” veya sadece bir vektorden ziyade bir “nokta” olarak bagvurulur.
Regresyon probleminin baska goriiniimleri incelememiz sirasinda ortaya ¢ikar.

Cizelge 3.1. A veri kiimesi

Nokta
1

<

X, X, y
16.85 | 1.46 | 41.38
2481 | -4.61 | 31.01
18.85 | -.21 37.41
12.63 | 4.93 | 50.05
21.38 | -1.36 | 39.17
18.78 | -.08 | 38.86
1558 | 2.98 | 46.14
16.30 | 1.73 | 44.47

o|N|o|o|s|w|N
I

Regresyonun geometrik gosterimi:
Sadece iki x; ve X, agiklayici degiskeninin var oldugu bir durumu kabul ediniz. Bu
durumda (x,,,) “tasarim noktalar” Sekil 3.2 de gosterildigi gibi bir D diizleminde

yerlestirilebilir. Tasarim noktalariin her birinde bir dogru pargasi, V; (Xl,Xz)

noktasinda “tepkime” degiskeninin degeri olmak {izere, D diizlemine dik bir

dogrultuda ve y yiiksekligine sahip olacak sekilde ikame edilir. (3.39) model

denklemine gore, bu dogru pargalarinin ug noktalar1 bir diizleme yakin olmali. Eger

y tepkime degiskeni tamamen deneysel hatadan bagimsiz olsa idi, onlar kesinlikle

bir dizlemde olacakti.
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P (gergek) tepkime diizlemini belirtsin. y deki hatalardan dolayi, P tam olarak
belirlenemez, fakat ona Sekil (3.2) de gosterildigi gibi, P, diyecegimiz, uygun bir
diizlemle yaklasilabilir. p sayida aciklayict degiskenli daha genel durumda D

diizlemi p —boyutlu bir hiper diizlem olur ve P ve P, de dyle olur.

X in singiiler (tekil) deger ayrisimi:
Bir X N x p matrisi verildi§inde X in her bir x; elemanin asagidaki bigimde ifade

etmek mumkiindur:

X = OUyVy + ULV, +. .+ G ULV, (3.44)

i

veya 6, >0, >...> 6. olmak iizere, daha 6zl bir bigimde

r (3.45)
Xij = Z‘gkukivkj
k=1

bagmtisiyla ifade etmek miimkiindiir. Bu; X matrisinin singiiler deger ayrigimi
(SDA) olarak bilinir. (3.44) deki terimlerin sayis1 r dir, yani, X matrisinin rankidir;

r, N veya p yiasamaz, yani, onlardan daha kiigiik olanin1 gecemez.

Daima N > p oldugunu kabul edecegiz ve r < p oldugu goriliir. r bilesenli U ve r

bilesenli Vv vektorlerinin her birisi digerine ortogonaldir. Bundan bagka, bu

vektorlerin her biri birim uzunluga sahiptir, bu nedenle,
her k icin, D uz =>"vi =1 (3.46)
i j
dir. Matris notasyonu ile,

~U. 0.V (3.47)

Nxp Nxr>rxr Y rxp

X

yazariz. O matrisi kosegendir ve her 6, pozitiftir. U matrisinin siitunlart u
vektorleri ve V' niin satirlar1 (3.44) iin v vektorleridir. U ve V nin ortogonalligi ve

onlarin uzunlugu, (') bir matrisin transpozesini gdstermek iizere

uu=lI (3.48)
VvV =1 (3.49)
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sartlarini ifade eder. 6, ; XX' kare matrisinin yan1 sira X'X kare matrisinin sifirdan

farkli 6zdegerlerinin karekokleri olarak gosterilebilir. U nun siitunlart XX’ niin
ozvektorleridir ve V' niin satirlart XX in 6zvektorleridir. Bir matrisin SDA s
elde etmek i¢in miikemmel bir algoritma mevcuttur (Chambers, 1977). Cizelge 3.2,
onun SDA ile birlikte, A veri kiimesinin X matrisini gosterir. U, 6 ve V' matrisleri
onlarin X matrisi ile boyutsal iliskilerini géstermek i¢in sergilenirler. Bu durumda,
r ranki 3 tiir, yani, r=p dir. Bu; tam-rank durumu olarak bilinir. X in her bir
eleman1 U, 0 ve V' matrislerinin karsilik gelen elamanlarini ¢arparak ve terimleri

toplayarak kolaylikla yeniden insa edilir.

= Pf —diizlemi

O Gozlenen
® Uygun
i e
> L] ‘1
®

D —diizlemi

X, L]

Sekil 3.2. Bir regresyon yiizeyinin geometrik gosterimi
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Cizelge 3.2. A veri kiimesinin SDA

X U
ul uZ u3
1 16.85 1.46 322575 176104 | .193765
1 24.81 -4.61 473864 | -.603455 | .049884
1 18.85 -.21 360574 | -.038169 | .333727
1 12.63 4.93 242392 621398 | -.036214
1 21.38 -1.36 408731 | -.186949 | -.659192
1 18.78 - .08 359251 | -.021580 | .241838
1 15.58 2.98 .298488 370545 | - .453637
1 16.30 1.73 312108 210988 | .385321
\A 0
v, | 053067 | .998579 | .004786 | 52.347807 0 0
v, | 067340 | -.008360 | .997695 0 7.853868 0
v, | 996317 | -.052622 | -.06/688 0 0 .055690

Ornegin, dordiincii satir ve iiglincii siitundaki 4.93 elemani

[.004786 x52.347807 x.242392]
+[.997695x 7.853868 x.621398]
+[ (—.067688)x.055690 x (—.036214) |

toplamina esittir.

SDA nin geometrik yorumu:

Yorumu basitlestirmek icin sadece iki agiklayici degiskenli bir 6rnegi goz Oniine
alacagiz. Cizelge 3.3, iki u vektori, iki vV vektorii ve kdsegen 0 matrisinin yani sira
bes noktadan olusan, X matrisini gosterir. X matrisinin her bir satir1 iki X, ve X,
sayisindan olugur. Bunlari, 2-boyutlu uzayda x, ve X, koordinatli bir nokta olarak

yorumlayabiliriz (bkz. Sekil 3.3). Orijini bu noktaya birlestiren vektor de noktayi
temsil etmek icin kullanilabilir ve bdylece iki saymin herhangi bir kiimesine bir
noktanin yani sira bir vektor olarak bakmak i¢in tereddiit etmeyecegiz. Bu nedenle,

X matrisi bes nokta veya bes vektor ile temsil edilir.

Benzer sekilde, v, ve v, ile adlandirilan satirlar da her biri bir noktay: veya her biri

bir vektorii gosterir. Oregin; Vv, noktasmin koordinatlar1 .7309 ve .6825 sayilaridir.
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Ik olarak, orijinin o noktaya uzakhiginmn 1 olduguna ve aymsmn V, igin

gerceklendigine dikkat ederiz. ikinci olarak, bu iki vektdriin her birinin digerine dik
(veya ortogonal) oldugu kolayca gergeklenir (tam orijinal koordinat eksenlerinin her
birinin digerine dik oldugu gibi). Bu; v, ve v, deki karsilik gelen terimlerin

carpimlarinin toplaminin sifir oldugu gergeginden goriiliir.

Bu nedenle, iki v, ve v, vektorii ortogonal koordinat eksenlerinin baska bir kiimesi

olarak gosterilebilir. Eger simdi X in bes noktasindan herhangi birine bu yeni
eksenlere gore bakarsak, Ornegin ikinci nokta (4.2, 2.8), bu noktanin yeni

koordinatlar1 (yani, noktanin V,,V, eksenleri iizerindeki izdiisiimii), bu durumda 6,u,
ve 6,u, ile, yani, (19.8360)x(.2511) ve (1.6040)x(—5113) veya 4.9808 ve —.8201

ile verilecek.

Bu iki saymnin goreceli biyiikliikleri rastlantisal degildir, noktalarin v, —ekseni
tizerindeki izdiistimleri v, —ekseni tizerindeki izdiisiimlerinden daha genis bir aralig1
kapsar. Bagka bir deyisle, tasarim matrisinin bes noktas biiyiik bir cogunlukla v, —
ekseni boyunca diiser ve Vv, —ekseni boyunca daha az diiser. Eger 6, =0 alsaydik,
bes noktanin her birinin Vv, —ekseni iizerindeki koordinati sifir olacakti ki; bu
durumda, bes noktanin tiimii v, —dogrusu (orijinde v, ye dik olan dogru) lizerinde

olacakti. SDA ile yerine getirilen amacin koordinatlara, onlart X matrisinin
kendisinin noktalariyla yapilan kalib1 (yapiy1) daha yakindan izletecek bir sekilde,
yeniden yon vermek oldugunu goriiriiz. SDA bize X matrisinin yapisini anlamaya

yardimec1 olur.
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Cizelge 3.3. Iki degiskenli bir X matrisnin SDA

X — matrisi U — matrisi
X, X, u, u,
1.3 1.2 1202 4037
4.2 2.8 2511 -.5113
6.3 7.4 4867 .6912
8.0 7.1 5391 -.1689
94 8.2 .6285 -.2634
\A 6 — matrisi
v, .7309 .6825 19.8360 0
v, | -.6825 | .7309 0 1.6040

Cizelge 3.2 i¢in biitlin yanlartyla benzer bir yorum gergeklenir, fakat burada tasarim

degiskenlerinin vektdr uzay: ii¢ — boyutludur. Eger Cizelge 3.2 de, 6, kesin olarak
sifir olsayd: tiim noktalar v;, v, diizleminde, yani, orijinde Vv, e dik olan diizlemde
olacakti. A veri kiimesi i¢in, €, sifira yakin oldugundan, noktalar bu diizlemde

olmaktan ziyade v,, v, ye yakin olur.

Temel bilesenler regresyonu:

Simdi bu ¢alismanin asil amaci daha kesin sozlerle ifade edilebilir. X matrisinin
SDA smin tanitimina sahip olarak, simdi Y nin X {izerindeki regresyonunu
yiriitmede X in yerine onun SDA smn1 koymanin avantajlarini gostermeye

calistyoruz.

70



v, — ekseni

Sekil 3.3. iki aciklayic1 degisken durumunda singiiler deger ayrisiminin geometrik yorumu

Bu yonteme temel bilesenler regresyonu denir. Bu teknik yukarida tanimlandigi gibi
(3.39) ile kapsanan her regresyon durumunda kullanilabilirken, onun o6zellikle
dogrudasglik ve yakin dogrudaslik durumunda aydinlatici oldugunu gorecegiz. Bu

terimler (sozler) asagida agiklanacak.
(3.47) bagintisini (3.39) bagintis1 igine yerlestirerek,

Y =U6V'B+e (3.50)
elde ederiz. Bu bi¢gimde yazilan modele temel bilesenler regresyon modeli olarak

bagvurulur.

O6V'B bir rx1 matris, yani, r sayida elamanin bir vektorii olmak iizere, (3.50)

bagintisi

Y=U(6VB)+e (3.51)
olarak yazilabilir. Bu vektorii a ile gosterelim. Bu durumda

@ =0V (3.52)

ve

Y =Ua+e (3.53)
dir. Y vektorii ve U matrisi biliniyor. Bilinmeyen o katsayilar1 i¢in en kii¢iik

kareler ¢oziimii alisilagelen matris ¢oziimiiyle elde edilir, yani,
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a=(UU) Uy (3.54)

dir ki bu (3.48) in bir sonucu olarak,

a=U"Y (3.55)
olur. j-—yinci u; vektoriyle Y vektdriniin i¢ ¢arpimi oldugundan, bu denklem
kolayca ¢oziliir.

(3.55) in uygulanmasiyla Cizelge 3.2 de gosterilen U matrisini kullanarak A veri
kiimesi i¢in,

111.285635
a=U"Y =| 36.565303
.018803

elde ederiz.
(3.53) ve (3.55) den

a=U'(Ua+e)=a+U'e (3.56)

veya

a—a=U'e (3.57)

oldugu goriiliir.

£(é )0 =

veya

E(¢;)=q (3.59)

oldugu gorliir. Bu nedenle, &; yansizdir. Bundan baska, &; nin varyansi
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dir. Bundan dolay1

var(&; ) =o” (3.60)

dir. «; lerin karsilikli olarak iliskisiz olduklari da kolayca gosterilir. B nin

elemanlarinin sayis1 p iken, o nin elemanlarinin sayisinin r olduguna, yani, p den
az olabildigine dikkat ediniz. Simdi B ve a arasindaki iligki, ayn1 zamanda a ve B

nin en kii¢iik kareler tahminleri i¢in de ger¢eklenen, yani,

a=0Vp (3.61)
olan (3.52) bagintisiyla verilir. (3.61) bagintisinda, OV’ rx p boyutuna sahiptir. Bu
nedenle, & nin r tane degeri verildiginde, (3.61) matris bagintis1 p tane bilinmeyen
B parametre tahminlerine gore r tane denklemi gdsterir. Eger r = p ise (tam-rank

durumu) ¢6ziim miimkiindiir ve tektir.

Bu durumda, V' bir px p ortogonal matristir (bkz. (3.49)). Bu nedenle ¢oziim

B=V"06=V0"a (3.62)
ile verilir. 07'& nin, her biri & ; yikargilik gelen 6, ile bolerek, elde edilen bir px1

vektor olduguna dikkat ediniz. A veri kiimesine (3.62) yi uygulayarak, Cizelge 3.2

nin X inin SDA n1 kullanarak, hemen

B| (053067 067340 996317 ) (d,/52.347807
j, |=| 998579 —.008360 —.052622 |x| &,/7.853868 (3.63)
4| 004786 997695 -.067688) | ¢,/.055690

elde ederiz. p nin tahminlerini a nin fonksiyonlari olarak vermesinin disinda, (3.62)

nin 6nemli bir kullanimu; ,Bj nin varyanslarinin kolay hesaplanmasidir. Bu

hesaplamay1 (3.63) sayisal bagintilarina dayanarak agiklayacagiz. Boylece, (3.63)

bagintisindan

A

B, =(.053067) ——22 +(.067340) ——2— +(,996317 ) —=2
52.347807 7.853868 055690
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elde ederiz. Genel notasyona gore bu denklem

(3.64)

olarak yazilir. ¢, ler karsilikli olarak ortogonal olduklarindan ve timii o

varyansina sahip olugundan,

var(4;) :[é%}az (3.65)

oldugunu goriiriiz. f; i¢in, verimize uygulanan (3.65)

.\ [ (053067  (067340)° (996317)) (3.652)

var( 1) = >t >+ 5 | X0
(52.347807) (7.853868) (.055690)

olur. Her bir terimdeki paylar V matrisinin birinci satirindaki elemanlarin, yani, 0 ve

1 arasindaki degerlerin kareleridir. Fakat paydalar @, nin kareleridir. §imdi, 6, in
6, ve 6, den daha kiigiik oldugunun, bu nedenle (3.65) deki {iglincii terimin ﬁl nin

varyansina (ve ﬁ’z ve ﬁg iin varyanslarina da) asir1 biiylik bir oranda katki yaptiginin

farkina variriz. Gergekten, (3.65a) dan

var(,Bl) =[(1.03x10-6)+(74.4x10‘6)+(320)]02 (3.66)

buluruz. Gidisatin bu olumsuz ifadesinin nedeni 6, iin (6, ve 6, ye gore) ¢ok kiigiik

degerleridir. SDA tekniginin kullaniminin bize bazi katsayilar i¢cin bulunan biiyiik
varyanslar i¢in gergcek neden veya nedenleri bulma veya tanimlama firsati verdigini
goriiriiz. Ornegimizde © nin degerinin, pratik amaglar icin sifira esit olacag
diisliniilebilir. Fakat sifira esit bir 0-degeri, birazdan gérecegimiz gibi, regresyon
sonuglarinin yorumu i¢in 6nemli sonuglara sahiptir. Bu nedenle, 6 nin sifir veya
sifira yakin bir degerinin sonuglarini incelemek i¢in sayisal 6rnegimizin tartigsmasini

yarida birakiriz.
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Dogrudashk ve onun regresyon iizerindeki etkileri:
0 lar X'X matrisinin 6zdegerlerinin kare kokleri olduklarindan, bir sifir @ degeri bir
sifir 6zdegeri belirtir. O halde bu, X matrisinin p sayida X — vektoriiniin en azindan

bazilar1 arasinda bir lineer iliskinin varligina isaret eder. Sonug olarak sifira yakin bir

0 degeri bu p sayida X — vektoriiniin en azindan bazilar arasinda yaklasik bir lineer
iligkiyi belirtir.
Sekil 3.4 bir yaklasik lineer iliskiyi, yani, her i i¢in X in stitunlart (X, =1 oldugunu

hatirlayiniz) arasinda,

15x, —. 75X, =X, =0 (3.67)

bagmtisinin ger¢eklendigini gosterir.

Bu nedenle 6, icin ¢ok kiigiik degere neden olan iligkiyi ortaya koyduk. Bununla

beraber, bu; grafikleri yapmaksizin da basarilabilir.

[lk olarak, eksenler X,, X, Ve X, ile adlandirilmak iizere, ii¢ boyuta sahip bir Oklid
uzayini géz oniine alirsak, (3.67) nin anlaminin daha kolayca kavrandigini goriiriiz.
Her bir i igin, (X,,X,,X;) tcliisii, bu uzayda bir noktay1 gdsterir (iki boyutlu bir
benzeri igin bkz. Sekil 3.3). (3.67) bagintisi basit olarak, N noktanin tiimiiniin bir
tek diizlemde oldugunu soyler (daha evvel, iki X degiskeni arasindaki bir lineer
iliskinin bir dogru tlizerinde bulunan tiim noktalar1 gosterdigi gibi). Bu nedenle onlar
diizlemdastir, diizlemdaslik; dogrudashigin (noktalar ayni dogru iizerinde) bir
geniglemesidir. Bununla beraber, (3.67) gibi bir lineer iliskinin varligina daima
dogrudaslik olarak bagvurulur (bu nedenle o, ayn1 dogru tlizerindeki noktalarin daha

fazla sinirlanan durumunun bir genellestirmesini igeren, bir geometrik terim olarak

kullanilir).

Dogrudasligin regresyon analizi {izerindeki etkilerini incelemek icin; Cizelge 3.4 te
gosterilen, B veri kiimesi olarak adlandirilan ikinci bir veri kiimesini ortaya koyariz.
B veri kiimesi sadece A kiimesinin (Cizelge 3.1) bir degisik bigimidir. X, ve X,

arasindaki iligki simdi kesin olarak bir diiz dogrudur.
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B veri kiimesinin X matrisinin SDA, Cizelge 3.5 te gosterilmistir. Simdi 6, iin

degeri kesin olarak sifirdir, bu nedenle X matrisinin ranki 3 ten ziyade 2 dir. Simdi

r < p durumuna sahibiz.

134

Sekil 3.4. x, =3 oldugunda, li¢ X, X, Ve X, aciklayic1 degiskeni i¢in yakin dogrudaslik
(X,,X;) noktalar: diiz bir dogruya yakin diiger

(3.55) bagintisini kullanarak, sadece iki degerden olusan & yi1 hesaplayabiliriz. Buna

gore,

. (111.524562 (3.68)
35.628363

diir. Sadece iki o —degeri var olsa bile, lic X—vektorliniin her biri i¢in bir tane
olmak iizerei yine li¢ f—degeri vardir. (3.52) bagmtisim1 kullanarak, bu S -

degerlerini elde etmeye calisiriz.

(ov)p =& (369)

yazarak,
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Cizelge 3.4. B veri kiimesi

Nokta X, X, X, y
1 1 16.85 2.3625 41.38
2 1 24.81 -3.6075 31.01
3 1 18.85 .8625 37.41
4 1 12.63 5.5275 50.05
5 1 21.38 -1.0350 39.17
6 1 18.78 9150 38.86
7 1 15.58 3.3150 46.14
8 1 16.30 2.7750 44.47
Xy =15X, —.75X,

Cizelge 3.5. B veri kiimesinin X matrisin SDA; X =UQV’

.323879
469906
.360569
.246463
406982
.359285
.300581

.313789

.319391

193143
—-.598138
—.005670
612642
-.257171
.001287

247817

52.406330
0

0
8.036461

.053074
.063871

997433
-.051408

.048047
.996633

A

B
(2.781414 52.271803 2.517967} N [111.524562]

_ (3.70)
513297 —.413138 8.009402 35.628363

| =
3

elde ederiz. (3.70) bagintis1 ii¢ bilinmeyenli iki denklemi gosterir ve B igin bir tek

¢cOziimii gostermez. Bununla beraber, o, bize ili¢ [ —degerinin herhangi ikisini

ticiinciisliniin bir fonksiyonu olarak ifade etme imkani verir.

Genel durumu ele almak igin, (GV') rx p matrisini Z ile gosterelim, yani,

Z=(6V') (3.71)
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olsun ve Z vyi sirastyla boyutlari rxr ve rx(p—r) olan Z, ve Z_, matrislerine

parcalayalim. B vektdriinii buna uygun olarak rx1 ve (p—r)x1 alt vektdrlerine

pargalayarak,

B, . (3.72)
(Za ZB)(BJ—( )

elde ederiz ki bu;

ZBat+ZBs=(6) (3.73)

olarak yazilabilir. (3.70) deki veri i¢in, bu denklem

2781414 52271803)( 4| (2517967, (111524562 (3.74)
513297 -.413138 ,32 8.009402 ) | 35.628363
olur. (3.73) iin her iki yanim1 Z' ile (bir rxr tekil olmayan matrisin tersi ile) onden
carparak,
BA + Z;lZBﬁB = Z;ld (3.75)

elde ederiz. (3.75) bagintisi ﬁB i¢in bir deger bir kez keyfi olarak se¢ildiginde, [§ Al
bu segim igin tek bir sekilde belirlenir. Bu nedenle, (3.74) de 3, ve 3,, /3, min keyfi

olarak segilen herhangi bir degeri i¢in bir tek olarak belirlenir. Siiphesiz ,él ve ﬁz

dan birini de keyfi olarak secilen parametre olarak alabilirdik.

Dogrudashk durumunda tahmin (6ngorii):

Dogrudagligin sonuglart i¢in arayigimizla devam ederek, “yeni” bir X noktasini goz

Ontine alalim, bu nokta i¢in ¥ y1 tahmin etmeyi isteyelim.
§= Xﬁ (3.76)

veya ﬁA nin par¢alanmasini ortaya koyarak,

A (3.77)
&
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yi elde ederiz. fiA rx1 boyutlu ve X 1x p boyutlu oldugundan, X i ona gore X, (

1xr boyutlu) ve X, (1><( p- I’) boyutlu) ye parcalariz. Boylece,

. B
J=(x, x|
( )[BJ

-y, @7)
olur. (3.75) bagintisini (3.78) bagintisinin igine yerlestirerek,

9 =%, Z6-Z,ZBs |+ xoBs
veya

9=XA(Z;1&)+(XB —xAZ;\lzB)ﬁB (3.79)
elde ederiz. fiB nin veriyle belirlenemedigini, fakat keyfi oldugunu hatirlayiniz. Bu

durumda (3.79) u anlamli kilmak i¢in, ¥ nin degerinin f} nin herhangi bir keyfi

degeri i¢in degismeyecegi lizerinde durmaliyiz. Bu,

Xg —XpZnZy =0 (3.80)
oldugunu belirtir. V'; Z ye benzer sekilde parcalanmak iizere, Z,'Z, =(V, )_l V,

oldugu kolayca goriliir (V, nin bir ortogonal matris olmadigima dikkat ediniz). Bu

nedenle, ¢arpim 0 matrisini igermez ve (3.80)

Xg = X4 VAV | (3.80a)
olarak yazilabilir. Eger (3.80) gerceklenirse, ¢6ziim
§=x,(Z:6) (3.81)

dir. (3.79) un iki bagintiyr, yani, (3.80) sarti ve (3.81) ¢oziimiini rettigini

gerceklemek onemlidir. Fakat ¢6ziim sadece sart ger¢ceklendiginde gegerlidir.

B veri kiimesi i¢in,
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, (68.206904 (3.82)
A -1.495779

zZ.Z, :[

elde ederiz. Bu nedenle, sart

15.000 (3.83)
750

X, =15x, —0.75x, (3.84)

olur ve (3.84) e bagl ¢6ziim

§ = 68.207x, —1.496x,

dir ki bu (3.84) tin bir sonucu olarak,

§ =1.9144x, +4.5471x, (3.85)

olarak yazilabilir.

X, =1 oldugundan, (3.84); X, ve X, arasinda bir diiz dogru iligkisinin grafigidir.
Cizelge 3.4 iin verisini kullanarak, X, ye kars1 X; iin bir sematik grafigi Sekil 3.5 te
gosterilir ve bu iliski sergilenir. Fakat (3.84) tiiretimiz bu iligkinin, bir § tahmininin

gelecek herhangi bir (X, X,,%;) noktast i¢in de saglanmasi gerektigini gosterir.

4
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Sekil 3.5. Dogrudasligin regresyon ylizeyi lizerindeki etkisi
Bu nedenle, X:(l 15 3.75) icin gercek bir tahmini, yani, ¥=45.767 yi elde

edebiliriz, fakat x=(1 20 3.75) i¢in elde edemeyiz. Nedeni Sekil 3.5 e dayanarak
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kolayca anlagilir. Dayandirilan tahmin islemimiz {izerindeki X matrisi (XZ,X3)
noktalariin D diizleminde diiz bir dogruyla temsil edilen, X, ve X, arasinda kesin
bir iligki var olacak sekildedir. Bu dogruya L, deyiniz. Regresyon problemi
(XZ, X35 y) uzayinda sifirdan farkli bir intercept (sabit terim) ile gézlenen y degerine
en iyl uyan miimkiin olabilir bir P, —diizlemi bulmaktir. Fakat y lerin timi L,
dogrusu boyunca diiger. (XZ,XB) noktalarinda ortaya ¢iktigindan, istenen diizlem
sadece L, tizerinde dikilen dik diizlemle onun kesisimiyle tanimlanir. Bu kesigim
Sekil 3.5 te L, ile gosterilir ve bulunacak diizlemin L, iizerinde konumlanmayan

herhangi bir nokta i¢in § nin bir tek degerini iiretmeyerek, serbestge bu kesisim

dogrusuna doniiverebildigi goriiniir.

Kisaca, eger r < p ise, bu X noktasinmn sifir @ degerinden ortaya ¢ikan dogrudaslig
yerine getirdigi durumdaki harig, bir X noktasi i¢in ¥ i¢in tek bir ¢éziim yoktur. Bu

sart (3.80) ile verilir ve eger (3.80) sart1 gergeklesirse, ¢oziim (3.81) ile verilir.

Regresyon ve tahmin (6ngorii):
Simdi X matrisinin tam rank oldugu fakat ¢ok kiigiik ©—degerine sahip oldugu, A
veri kiimemize (Cizelge 3.1) doneriz. Burada, 6nceki kisimda ele almman L, dogrusu

kesin surette mevcut degildir, fakat X matrisinin sekiz noktasinin hepsi bdyle bir
dogruya c¢ok yakin diiser. Tam anlamiyla konusarak, bulunacak diizlem simdi

serbest¢e dondiiriilemez ve herhangi bir X noktasi i¢in Yy i¢in tahminler elde
edilemez. Bununla beraber, X matrisini tanimlayan noktalarin sanssiz se¢iminden

dolay1 istenen diizlemin kesin durumu, yaklasik L, dogrusu iizerinde yiikselen dik

diizlemle onun kesisiminin yakin komsulugundaki hari¢, kotii bir sekilde (zayif

olarak) bilinir.

Bu iddiay1 ispatlamak igin, “yeni” bir X (1>< p) noktasimi gz oniine alimiz. Ik

olarak basit

X=ueVv'
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SDA denklemini kullanarak, bu noktayr U —koordinatlari cinsinden ifade ederiz. Bir

tek x noktasmna (6rnegin, X deki bir tek satira, fakat ayn1 zamanda p elemanl
herhangi bir “yeni” noktaya) uygulandiginda, X ve u nun her ikisi de p elemanl

olmak iizere, bu denklem

X=ulV’ (3.86)

degerini iiretir. (3.86) dan (tam-rank durumu i¢in, V™ = V' oldugundan)

u=xve (3.87)
elde ederiz. Bu bagmtiyr ayrica asagida ele alacagiz, fakat ilk olarak § nimn X

noktasindaki tahmini ile ilgilenecegiz. Noktayi, (3.87) ile verilen u—koordinatlar

cinsinden ifade ederek,

§=ud. (3.88)
ve sonug olarak, (bkz. 3.60)

P 3.89
var(y)=o?> u? (3.89)
-1

elde ederiz. Bu denklem, u —vektoriiniin sayisal olarak biiyiik bir tek bileseninin bile

aslinda ¥ nin varyanslarini artirabildigini gosterir.

Simdi u vektoriinlin biiyiik bilesenlere sahip olabilmesi sartlar1 altinda inceleme

yapacagiz.
X=UBV' temel bagintisindan,

ue = XV (3.90)
elde ederiz. O lar1 sonraki (ikinci) degerlerinden 6nemli derecede daha kiigiik

diisliniilen tim O degerlerini icerecek sekilde, 6, ve 0, gibi iki gruba ayiralim.

Omegin Cizelge 3.2 de,
o _ 52.347807 0 (3.91)
AT 0 7.853868
ve
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0; =.055690 (3.92)
yapacaktik. Bu durumda 0, bir tek degerden olusur, fakat genel olarak, o; diyelim ki

| sayida degeri igerir. Bu takdirde, 8, p—1 degere sahip bir kosegen matristir.

p-1=t (3.93)
olsun. Bu durumda 6, bir kare, yani, txt kdsegen matristir ve 0, bir kare, yani,
I x] kdsegen matristir. (3.90) daki O ve V nin her ikisini de parcalayarak, V, pxt

ve V; px1 olmak iizere,

U[QA OJ=X(VA v,) (3.94)
0 o

B

elde ederiz. Bu denklem,

(U(BOA] U[eZD=(XVA XV, ) (3.95)

olarak yazilabilir. Simdi B grubundaki tim ©-—degerleri ¢ok kiigiik oldugundan,

0
U[ j ile gosterilen siitunlar tiimii ¢ok kii¢iik olan elemanlar1 igerir. Bu durumda
B

aynisi ister istemez XV, deki elemanlar i¢in de gegerlidir. Bu nedenle, B grubunda

0 — degerlerinin kiiglikligii “ = yaklasik esitligi gostermek iizere,

XV, =0 (3.96)

oldugunu belirtir. (3.96) bagmtis1 B grubunda 0 larn kiiciikligii ile X matrisi
izerine koyulan sarttir ve X in siitunlar1 arasinda bir veya daha fazla lineer iliskiyi

gosterir. Ornegin, Cizelge 3.2 icin,

996317
XV, = X| —.052622 (3.97)
—.067688

elde ederiz ki bu, X deki her satir i¢in

.996317x, —.052622x%, —.067688%, =0 (3.98)

oldugunu belirtir.
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Bunun X matrisi i¢in saglandig1 gergeklenebilir ve esasen o, (XZ, X3) noktalarina (
X, =1 oldugunu hatirlayiniz) bir lineer uyumu goésteren bir L, in denklemidir.
Gergekten, (3.98) 1n her iki yanin1 X, iin katsayisi ile bolerek, (3.98) 1n aslinda (3.84)

in aynisi oldugu goriiliir.

Yeni bir x noktasi i¢in y yi tahmin etme problemine geri donerek (3.87) denklemini

u=(xv, xV;)6" (3.99)
veya
0! 0 (3.100)
u :(XVA XVB)[ 8 O_B]-J

bi¢iminde yazariz. U nun son | sayida elemani
(xVB)(Bgl)

carpimindan ortaya ¢ikar ve 0, deki her bir eleman ¢ok kiigiik ve sonug olarak 0~
tersi ¢ok biiyiikk oldugundan, U nun elemanlar1 ¢ok biiylik olacak, XV, =0

olmadik¢a, yani, yeni X noktast X matrisinin yakin dogrudashik sartini (3.97)

saglamadik¢a, ¥ nin varyansimin biiyiik olmasina neden olacak yeni X noktast L,

dogrusundan daha oOtede olacak, yani, ¥ nin varyansi daha biiylik olacak, yani,

tahmin edilen degerin hassasiyeti zayif olacak. Tahmin etme amaglar1 i¢in tahmin
edilen regresyonun kullanilabilirligi bakis agisindan bakildiginda, bu gercekten

dogrudaslik probleminin kalbi (6zii) dir.

Eger X noktasi igin yakin-dogrudaslik kesin olarak olarak gerceklesirse, (3.100) den
XVy =0 ve u=xV,(0,) (3.101)

elde ederiz ki bu u nun son | sayida elamaninin sifir ve

y=ua +...+u,, (3.102)

oldugunu belirtir. Bu denklemde sadece ilk t sayida & degerleri igerilir Digerleri

sifir carpanlara sahip olmaktadir.
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A veri kiimesi (Cizelge 3.1), yakin dogrudaslik sart1 (3.98) bagintisiyla verilir ve

(3.100) (bir esitlik olarak goz Oniine alinan) i saglayan X i¢in tahmin edilen ¥

§=ue=x(V,)(6,)(a)

053067 067340\ 1 ¢
—x| 998579 —.008360 || 22-347807 (111'524562j
004786 997695 0 __1 |\ 36628363 (3.103)
7.853868 :
418452
— x| 2.089422
4536091

Ozet olarak: Yakin dogudaslik durumu bir veya daha fazla kiigiik (sifir olmadig1

halde) O degerleriyle karakterize edilir. X in ranki p dir, bu nedenle tahminler

kural olarak gecerli olacak temel modelin bilindigi herhangi bir X noktasi i¢in

yapilabilir. Bunula beraber, tahmin edilen degerlerin hassasiyeti, X noktasinin

XV, =0 (3.104)

bagitisiyla verilen yakin-dogrudaslik sartindan gitgide ayrilirken gitgide zayiflar.
Esitlik isareti kesin olarak saglandiginda bu sart1 saglayan bir X noktasi i¢in tahmin

edilen y:

§=xV,(6,)é (3.105)

dir. (3.104) deki daha zayif yaklagim o noktada § nin daha zayif hassasiyetidir.

Bu noktada 6nemli bir yorum yapilabilir. Eger B grubundaki 0 — degerleri ¢ok kiigiik

iseler V matrisinin karsilik gelen parcalanmasi, yani, V,; c¢ok zayif sayisal

dogrulukta bilinecek ve bu durumda (3.104) c¢ok biiyilk yuvarlatma hatalarin

icerebilir. O durumda, 0, tam sifirmis gibi ¢ok daha iyi rol oynamaktadir ve yakin-

dogrudaglik sart1 (3.80) vasitasiyla ifade edilmektedir. A veri kiimesini bir agiklama

olarak kullanarak (bu durumda (3.104)) uygun oldugu halde) 6, i ve V' niin iigiincii

satirin1 yok sayarak,

14.7193j

ZiZy = ( 7774
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elde ederiz ve sonug olarak, (3.80) yi uygulayarak (3.98) e denk olan

X, =14.7193x, —.7774x,
dogrudaslik sartin1 elde ederiz.

Yanh tahmin:

Yakin dogrudaslik durumunda, esasen tasarim matrisinin noktalarinin yer aldigigr X
in altuzayindan (dogrudaslik sartiyla tanimlanan altuzay) goézle goriiliir derecede

uzaklagan x—noktalar1 icin § nin varyansmin siddetli bir sekilde arttigini gordik.
Bu sart y tahmin edicisinin yansizliginin sartim1 gézden ¢ikarmak suretiyle daha

kesin tahminleri elde etmek i¢in ¢esitli tesebbiislere sevk etti. Bu nedenle, onerilen
yontemler “yanli tahmin” olarak bilinir. Onerilen ydntemlerin sadece biri ile, yani,
dogrudan dogruya “temel bilesenler regresyon teknigi” ile ilgili olanla ilgilenecegiz.
Bununla beraber irdelememiz problemin temel yapisini ve onerilen ¢oziimleri agiga

cikarmak icin yeterli olacak.

Temel bilesenler regresyonu:

Asagida, bir yakin-dogrudas X matrisine sahip oldugumuzu kabul ederiz. (3.101) ve

(3.102) ye gore eger bir x—noktas1t XV, =0 sartin1 saglarsa, y nin bu noktaya

karsilik gelen tahmini
u=xve

olmak fizere, §/:Zjuj0}j daki ilk t sayida terimle verilir. y nin bu tahmini

XV, =0 sartin1 saglayan noktalar i¢in dogru en kiiciik kareler ¢oziimiinii {iretirken,

bu sarti saglamayan x-—noktalar1 ic¢in, yani, dogrudashik sart1i ile tanimlanan

altuzayda olmayan noktalar i¢in o en kiigiik kareler ¢oziimii degildir.

Bununla beraber XV, =0 sartinin saglanip saglanmadigina bakmaksizin

(3.106)

t
y=2.u4,
i1
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niceligini § ile gosterelim. (3.106) bagintisina ¢ogu kez yanl temel bilesen tahmin

denklemi denir. Boyle bir tahmini géz Oniine alma nedeni siiphesiz onun, varyansin

indirgenmesini bagarmasidir.

(3.107)

p p
var (y) = var(Zuj&jj: o?>ul
= -1

(3.108)

t t
var (y) = var(Zuj&jj: o?>ul
=i =1

elde ederiz. A veri kiimesi i¢in t=2 alarak ve bir 6rnek olarak X = (l 23 —6)

noktasini g6z oniine alarak
u=x(Vve)=(439 -.778 3.450)
ve sonug olarak,

var (7) =| (:439)° +(~778)" +(3.45)" |o?
=12.7016°

var (7) =| (439)" +(~778)" |o* = .79800°

elde ederiz. Bu takdirde, bu durumda y nin tahmininin varyansindaki azalma ¢ok

bilyiiktiir.

Ote yandan, § bir yanli tahmin edici iken, § tahmin edicisi yansizdur.

E(9)=E(y) (3.109)
3 (3.110)

p (3.111)

dir.
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HKO = Varyans + yan® (3.112)

ile tanimlanan, hata kareler toplamin1 HKO ile gostererek,

p 3.113
HKO(§)=0?> u? (3.113)
j=1
D D 2 (3.114)
HKO(¥)=c?> u? {—Z ujajj
j=1 j=t+1
elde ederiz. § nin yerine § y1 kullanarak, aslinda varyanstaki GZZ?:MUJZ ye esit

2
olan azalmay, bir yan® lik giris igin (_Z?:mu jaj) ye esit olan azalma ile takas

ederiz.

t=p-1 oldugu (sadece bir #—degeri kii¢iik oldugunda ortaya ¢ikan) durumu
inceleyelim. Bu durumda varyanstaki azalma azuf, dir ve (yan)zzuf)aﬁ dir. Bu
nedenle, ¥ nin § dan daha kii¢iik bir HKO ya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

2 .
(yan)” < varyans azalmasi , yani,

2,2 2,2
U@, <o ug

veya

ap <o’ (3.115)
olmasidir. Maalesef, hem «, ve hem de o bilinmeyen parametrelerdir, onlar i¢in
sadece tahminler elde mevcuttur. «, igin tahmin siiphesiz ¢, dir ve o’ i¢in tahmin
a,, a, Ve d, i uydurduktan sonra hata varyansidir. En kiigiik kareler teorisinden

(3.116)

i=1

(N-p)

elde ederiz ki bu & tahmin edicileri kullanildiginda,

o (i(yi —Yaﬂ
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p ”zj (3.117)
Q;
1

olur. 1 veri kiimesi icin, ( p= 3), a, =.018803,

=1.248

5o \/13729.3041—13721.5143

8-3
elde ederiz. Hig siiphesiz, bu durumda ¢, <& dir fakat bu ille de @, <o oldugunu
belirtmez. Gergekten ¢, nin standart hatast o dir (3.60 ile karsilastiriniz); eger .,

o ile aym biiyiikliik mertebesine sahipse, (3.115) sartinin saglanip saglanmadigina,

sadece veriye dayanarak karar vermek esas itibariyle miimkiin olmayacaktir. § nin

y ya gore tercih edilebilir olup olmadigina karar vermek igin, yani,
HKO(Y) < HKO(Y) olup olmadigina karar vermek igin, ekseriye daha ote
varsaymmlar yapmak gerekir. Ornegin, eger a, =0 oldugunu kabul edersek, bu

takdirde ¥ nin kullanilmas: agiktir. o, =0 hipotezi,
a,—a,  a;—a, (3.118)
S, I

a3

t=

Student t testini kullanarak temel bilesen regresyonunda test edilebilir ki o, a; =0

hipotezi i¢in,

A (3.119)

A

o

t
olur. 1 veri kiimesi i¢in,

t:%:_OlSl

1.248

elde ederiz. o, =0 hipotezi reddedilemez, fakat bu bize (3.115) sartinin saglandig:

sonucunu ¢ikarma izni vermez.

Deney yapma felsefesi agisindan, dnemli baska bir mesele diisiinmeyi hak eden

problemimiz hem bir lineer model varsayimi ve hem de bir veri kiimesini icerir. “Iyi”

89



bir denemede, verinin kendisi genellikle modeli test etmek icin bazi tanisal (teshisle
ilgili) araclar1 saglar. Yakin-dogrudaslik durumunda, bu tanisal araglar tamamiyla
yakin-dogrudaglik tanimlanan altuzayin yakin komsuluguna toplanir. Bu nedenle

(3.115) sartinin yerine getirildigini bilseydik bile, biiylik u, — degerli noktalar icin,
yani, (vl,vz) diizleminden Vv, dogrultusunda uzaklagan noktalar i¢in, modelin

gecerliligi hakkinda yine tereddiitiimiiz olacakti.

Analizimiz bizi yakin-dogrudas X matrislerine dayanan lineer model ¢ikarimlarinin

biiyiik dikkatle yapilmasi gerektigi sonucuna gotiirdii.

SDA tekniginin diger uygulamalari:

Dogrudaslik ve yakin-dogrudashigin tespit ve iyilestirmesinin singiiler deger
ayristminin kullanimiyla genis 6lciide hafifletildigini gérdiik. Bu ilging teknik veri
analizinde iki-yonlii tablolar (Mandel, 1971; Bradu ve Gabriel, 1978) regresyonda
deneysel tasarimlarin degerlendirilmesi (Hahn ve ark., 1976) ve iki veya daha fazla
arglimanin fonksiyonlarinin deneysel uyumu (Mandel, 1981) gibi diger onemli

kullanimlara sahiptir.

Ozet ve sonuc:

Oncelikle, singiiler deger ayrigmm teknigine dayanarak, ¢oklu lineer regresyonun
cebirsel ve geometrik goriiniimlerini sunduk ve agiklayict degiskenler arasinda
kisitlamalar (kesin ve yaklasik lineer kisitlamalar gibi) mevcut oldugunda yorumun
zorluklarinin ortaya ¢iktigmi gosterdik. Lineer kisitlamalar dogrudashik olarak
bilinirler. Yakin dogrudaglik bir veya daha fazla ¢ok kiigiik singiiler degerli bigimde
kendisini ortaya koyar.

Lineer kisitlamalar altinda tepkime ve agiklayici degiskenler arasindaki iligkinin
gercek katsayilari ek varsayimlari ortaya koymaksizin agik bir bigimde tahmin
edilemez. Bununla beraber, tahminin yapildig1 noktanin {izerinde regresyon
hesaplarinin dayandirildigr noktalarla ayni altuzayda olmasi sartiyla tepkimenin

gecerli tahminini yapmak miimkiindiir.
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En kiigiik kareler teknigi dogrudaslik veya yakin — dogrudaslik durumuna
uygulandiginda, regresyon denkleminin katsayilar1 kesin olarak tahmin edilemese

bile, katsayilarin belirli lineer kombinasyonlar1 belli bir giivenle tahmin edilebilir.

3.3 Cok Degiskenli Lineer Regresyonda istatistiksel Testlerin Geometrik

Yorumu

Langsrud (2004) ¢ok degiskenli lineer regresyonda istatistiksel testlerin geometrik
yorumuna yer verdi. Bu tezde hedeflenen ¢alismanin amacina uygun olan bu bilgileri

burada sunmak istiyoruz.

Tek degiskenli, iki orneklemle olusturulan klasik regresyon dogrusu kestirici ve
tepkimenin se¢imine baghidir, fakat iki regresyondaki regresyon parametrelerinin
(eger sifir ise) test edilmesi ayn1 t—istatistiklerini ve p—degerlerini verir. Bir¢cok
kestirici degisken var oldugunda t—testi bir F —testine genellestirilir. Degiskenlerin
her iki kiimesi ¢ok degiskenli oldugunda F —istatistiginin birtakim genellestirmesi,
ornegin; Wilks’in lamdasi1 vardir. Iki regresyon modeli (X {izerine y ve y iizerinde
X) icin genellestirilmis test istatistikleri kesin olarak yine ayni degeri alir ve ilgili

sifir dagilimlar da aynidir.

Iki testin denkligi birgok istatistik¢i igin bilinmezdir, ancak eger testler geometrik
olarak anlasilirsa, denklik agiktir. Bu, testlerin geometrisinin nasil daha iyi sezgisel
anlamay1 temin edebildiginin bir 6rnegidir. Geometrik formiillemeler baz1 yazarlar
tarafindan ifade edilir [Dempster, 1969; Eaton, 1983; Wickens, 1995; Saville ve
Wood, 1996] fakat maalesef standart istatistiksel ders kitaplari bu konuya ¢ok dikkat
etmezler. Bu ¢alisma en yaygin istatistiksel testlerin basit ve birlestirici bir geometrik

tanimini sunar. Ozellikle, Wilks’in lamda istatistigine hos bir yaklasimi gosterir.
H, :Z,, =0 hipotezini test etme:

n sayida bagimsiz gézleme sahip iki X nxp ve Y nxq veri matrisine dayanarak

p sayida X—degiskeni ve q sayida y—degiskeni arasinda herhangi bir bagimliligin

X ’
var olup olmadiginin test edilmesiyle ilgileniriz. QZ{ }:[Xl,...,x |y1,...,yq]
y
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parcalanmis vektorli degiskenlerin her iki kiimesine bagli gézlemleri gostersin. g nin

¢oklu dagilima sahip oldugu ve g nin kovaryans matrisinin

kov(g)= [EXX s

yX yy

DD J (3.120)

olarak parcalandigin1 kabul ettik. Degiskenlerin iki kiimesi arasinda bagimsizliga

sahip olmamiz i¢in gerek ve yeter sart ny =0 olmasidir (Morrison 1976, Béliim
7.5). Bu nedenle ilgili hipotezimiz

H, :Z,, # 0 hipotezine kars1 H, : X, =0 (3.121)
Asagida, X ve Y nin bir fonksiyonu olan bir test istatistiginin bulunmasi problemini
basitlestirmek istiyoruz.
Degismezlik ozellikleriyle problemi indirgeme:

Analizi etkileyen sabit terimlerden (regresyon sabitlerinden) kaginmak igin her iki

veri kiimesi merkezilestirilir, yani, her bir X— ve y— degiskeni icin ortalama deger

cikarilir:
1. (3.122)
X, = X—HJ(M)J(M)X
1. (3.123)
Y.=Y —Hj(nxl)J(M)Y

yazilir. Simdi geometrik olarak tiim siitun vektorleri, asagida S denilen j(nxl)

vektoriine ortogonal olan, (n —l) —boyutlu altuzay lizerine izdiisiiriliir.

Analizin, her iki kiimenin tekil olmayan lineer doniisiimleri altinda degismedigini
varsayariz. Bagka bir deyisle, X, (veya Y,) yi baska bir nx p—matris (veya nxq—
matris) ile yer degistirme, yeni matrisin siitunlar1 ayni altuzayi (siitun uzay1) orijinal
matrisin stitunlar1 gibi gerdigi siirece sonuglar1 degistirmeyecek. Bu nedenle,

merkezilestirilmis matrisler ile ¢alismanin yerine X, ve Y, nin siitun uzaylar i¢in

ortonormal tabanlar1 olusturan vektorlerden olusan matrisler ile c¢alisabiliriz. Boyle
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matrisleri elde etmek icin en basit yol QR-ayrisimi olarak da bilinen Gram-Schmidt

ortogonallestirme yontemini uygulamaktir (Strang, 1988).

X, =X,y (3.124)
Y. =Y,L, (3.125)
Burada, X, ve Y,; QR-ayrisimindaki "'Q"'- matrisleridir, L, ve L, uygun "R"-
matrisleridir.
Degismezlik 6zellikleri veri matrisleri arasindaki iligkileri test etmenin problemini

altuzaylar arasindaki iligkileri test etmeye indirgedi. Bu altuzaylar ortonormal

stitunlarin X, ve Y, matrisleri ile temsil edilirler. Bu nedenle iki altuzay arasindaki

iliskinin bir 6l¢iisii bir test istatistigi olarak kullanilabilir. Problem bdyle bir dl¢iiniin

nasil tanimlanacagidir.
QR ayrisim1 tam anlamiyla ortogonal tabanlar iireten bir ayrigimin bir 6rnegidir. Bir
test istatistigi dzel bir ayrisima bagl olmamali. Baska bir deyisle, U, (pxp) ve

U, (q X q) keyfi ortogonal matrisler olmak iizere test istatistigi,

(xo'Yo)_)(xoUwYoUY) (3.126)

dontisiimii altinda degigsmemelidir (ayn1 kalmalidir).

Degismezligin bagka bir tipi normal dagilimdan goriliir. (X, Y) nin es anli dagilimi

(X, Y) — (RX, RY) dontistimii altinda degismezdir. Burada R matrisi

Rl = Jina) (3.127)

(nx1)

esitligini saglayan keyfi bir ortogonal matristir. X, ve Y, 1 es anli dagiliminin

(X5, Yy) = (RXy, RY,) (3.128)

dontisiimii altinda degismedigi dogrudan dogruya goriilir. R ye S deki donmeyi
yapan bir matris olarak basvurulur. Bu ¢alismada, tiim ortogonal matrislere donme
matrisleri denir. Bir veri matrisiyle c¢arpilan bir donme matrisinin sonucu

dondiiriilmiis bir koordinat sisteminde veri siitun vektorlerinin bir gdsterimi olarak
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veya orijinal verinin dondiiriilmiis bir versiyonu olarak yorumlanabilir. Donme

matrislerinin ayrintilari i¢in “Ek 3.1 e bakiniz.

A Istatistigi:

(3.126) ve (3.128) degismezlik o6zelliklerini saglayan bir test istatistigi asagidaki
geometrik hacim diislincesinden yola c¢ikarak insa edilebilir. X, 1n siitun vektorleri
p—boyutlu bir kiip olusturur. Tim ortogonal vektorler bir uzunluga sahip
olduklarindan, kiipiin hacmi birdir. j <i olmak {izere, genel bir M ix J matrisi i¢in,

stitun vektorleri j—boyutlu bir paralel yiizli olusturur (Strang, 1988). Bu

paralelytizliiniin hacmi

Hacim? =|M'M| (3.129)

bagintisindan hesaplanabilir. Eger tiim siitun vektorleri bir uzunluga sahip olmaya
kisitlanirsa, bu takdirde, maksimal hacim birdir. Tiim siitun vektorleri karsilikli
olarak (ikiser ikiger) ortogonal oldugunda maksimum elde edilir ve slitun vektorleri

arasindaki bagimlilik artarken hacim azalir. X, ve Y, arasindaki iligkiyi 6lgmek i¢in
bir diisiince Y, 1 ( tane siitun vektorii ile birlikte X; m p tane siitun vektori
tarafindan olusturulan ( p+q< n) : ( p+ q) —boyutlu paralelyiizliiniin hacmini
hesaplamaktir. X, 1 ve Y, 1n her ikisi de ortonormal siitunlara sahip oldugundan,
hacim X, 1 siitunlarinin Y, 1 siitunlarma nasil bagl oldugunun bir fonksiyonudur.
Ayrica, biri (p+0)—boyutlu paralelyiizliiye; X, ile temsil edilen altuzay ve Y, ile

temsil edilen altuzay ile gerilmis gibi bakabilir. Bdylece, hacim iki altuzay arasindaki

iliskiyi 6lgmek i¢in bir yontemdir. Hacmin karesini A ile gosteririz.

: (3.130)
A:‘[XO Y% Y]
=[1, = X, Y, Yo X, | (3.131)
=[1, = YeX XY, | (3.132)

dir. Burada, (3.131) ve (3.132), X{X,=1,, Y;Y, =1, olmasi gercegi ile birlikte

p H

standart matris cebiri ile elde edilir.
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Altuzaylardan birinin bir boyutlu oldugu 6zel durumlarda, A istatistigi farkli bir

sekilde yorumlanabilir. =1 oldugunda Y, vektorii ve X —altuzay: arasindaki 6

acisini hesaplayabiliriz. 8 ve A arasindaki iligkinin

A =sin?0 (3.133)
olarak yazilabildigi ¢ikar.

Yukarida ifade edilen A istatistigi tam olarak olabilirlik oran istatistiginin basit bir

doniistimii olan Wilks’in Lamdas1’dir. Test istatistigi

S,-S.,S,.S (3.134)
AZ‘ . T Z‘I_S;;/LSYXS;;(LSXV
Syl
S,
olarak yazilir (Mardia, 1979). Burada
Sw Sy | 1[XX, XY, (3.135)
Sy Sy nlYIX, Y,

dir. (3.124) - (3.125) bagintilarindan, (3.134) ve (3.130) — (3.132) ifadelerinin denk
olduklarini ger¢eklemek kolaydir.

Cizelge 3.6. A ,...,A, O0zdegerleri i¢in tanimlanan bagka matrisler

Tanimlanan matris i —yinci 0zdeger
H(H+E)" veya S;S,SgS, veya YiX,XiY, | M
E(H+ E)_1 veya 1, =Y X, XY, I=Ag
HE™ veya YJX, XY, (1, =YX, XoY, ) hi/(1=2)

Cizelge 3.7. Dort degismez test istatistigi ve karsilik gelen blok tasarim 6l¢iitii

Test istatistigi Ifade Tasarim Slgiitleri
Wilks’in A s1 li[(l 2) D-optimallik

i=1
Roy’un en biiyiik koki Ay E-optimallik
Hotelling-Lawley iz istatistigi i(x /(1 N )) A-optimallik

i=1
Pillay-Bartlett iz istatistigi 2527‘ M-optimallik

i=1




Diger Degismez Istatistikler:

Iki degismez 6zelligin, yani, (3.126) ve (3.128) un herhangi bir test istatistiginin
Y, X, XY, I S= min( p, q) sayida sifirdan farkli 6zdegerinin bir fonksiyonu olarak
yazilabildigini ifade ettigini gosterebilir. Bu 6zdegerleri A,,...,A, ile gosteririz ve

S

Cizelge 3.6 bazi degisik tanimlanan matrisleri listeler. A, ler kanonik korelasyon

katsayilarinin kareleri olarak da bilinir (Gittins, 1985). En biiytlik boyle katsayi, yani

\/Z merkezilestirilen iki veri kiimesinden lineer kombinasyonlarin bir gifti

arasindaki maksimal korelasyon katsayisidir. Kanonik acilar yoniinden, arccos(\/k_l )

, iki gercek altuzaydan vektdrlerin bir cifti arasindaki en kiiciik acidir. ikinci

korelasyon katsayis1 vektorleri, birinci ¢iftten olanlara ortogonal olmaya sinirlayarak

elde edilebilir.
(3.130) A istatistigi

(3.136)

A= f[(l_ki)

olarak yazilabilir. (Olson, 1976) en popiiler dort test istatistigini gbzden gegirir.
Bunlar Cizelge 3.7 de listelenir. Bir konu dis1 séz olarak, bu tablo dort test
istatistigine karsilik gelen dort blok tasarim Olgiitiinii de listeler [John, 1982;
Williams, 1995]. 1ki kategorik tasarim degiskenini kabul ederiz. t sayida seviyeye
sahip bir islem degiskeni ve b sayida seviyeye sahip bir bloklama degiskeni. Sadece

islem seviyelerine sahip bir model sabit vektdre ortogonal olan (t—l) stitun
vektoriine sahip bir regresyon biciminde yazilabilir. Benzer sekilde, bir blok etki
modeli (b —1) sayida vektorle yazilabilir. Bir optimal tasarimda (t —1) sayida islem
vektorii tarafindan gerilen altuzay ve (b —1) sayida blok vektorii tarafindan gerilen

altuzay miimkiin oldugunca ortogonaldirler. Iyi tasarim igin bir 6lgiit olarak,
altuzaylar arasindaki iliskinin bir o6lgiisiine gereksinim duyulur. Blok tasarim

Olctitleri ve test istatistiklerinin ayni olduklarina dikkat etmek ilgingtir.

Blok tasarim Olgiitlerine daha yakindan bakmak igin t sayida igslemin r Kkez

tekrarlandigi ve b sayida blogun her birinin k =tr/b boyuta sahip oldugu bir
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tasarimi goz Oniine aliriz. Tasarim siitunlart kukla degiskenler (0 veya 1) olan iglem

ve bloklar i¢in sirasiyla C (tr xt) ve D (tr X b) ile gosterilebilir.

N={n,l=CD (3137)
matrisi siklik (incidence) matrisidir. Burada n; i-yinci islemin j-yinci blokta

vuku bulma keresinin sayisint gosterir. Farkli blok tasarim 6l¢iitleri

A=1,—(Yrk)NN’ (3.138)

matrisinin sifirdan farkli 6zdegerleri olan, kanonik etki (yeterlik) faktorlerinin

fonksiyonlaridir. A y1,

e el

olarak yeniden yazabiliriz. A ic¢in bu ifade, A,,...,A, Ozdegerleri i¢cin degisik

tanimlanan matrisler olan (3.131) — (3.132) deki matrislere (Cizelge 3.6) ¢ok
benzerdir. [John, 1982; Williams, 1995] de ifade edildigi gibi, farkli blok tasarim
Olciitlerinin test istatistiklerinin (Cizelge 3.7) denk olduklart dogrudan dogruya

goriiliir. X; ve Y, a benzer sekilde, (%CJ ve (i Dj nin ortonormal siitunlara
r

\/F

sahip olduklarina dikkat ediniz. (3.139) ve (3.131) — (3.132) deki matrisler arasindaki
yegane fark (LCJ ve (i Dj nin siitunlariin sabit vektdre ortogonal
i i

olmadigidir. Gergekten, sabit vektor bu matrislerin her ikisinin de siitun uzayinda

igerilir. Sonu¢ A nin ilaveten sifir olan bir 6zdegere sahip olmasidir.
Test istatistiklerinin sifir dagilim:

Degismez test istatistiklerinin iki ortogonal matrisin, yani, X, ve Y, m bir
fonksiyonu olarak yazilabildigini hatirlaymiz. (3.128) degismezligi X ve y nin es
anli coklu normal dagilimindan ¢ikar. Sifir hipotezi altinda X ve y bagimsiz olarak
dagilir. Bu nedenle (3.128) degismezligi X i¢in ve Yy i¢in ayr1 ayr1 yazilabilir. Bagka
bir deyisle, X, ve Y,
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(X5,Y,) = (R Xy, R,Y,) (3.140)
doniisiimii altinda degismezdir. Burada R, ve R,; S deki donmeleri yapan iki keyfi

donme matrisidir. Degismez (invariant) dagilimlarin genel teorisinden (Dempster,

1969), test istatistiklerinin sifir dagiliminin bu degismezlik 6zelligi ile tek bir sekilde

karakterize edildigi goriiliir. Genel bir test istatistiginin, yani, G(XO,YO) m sifir

dagilimina

G(R. X, R,Y,) (3.141)
in dagilimi olarak bakilabilir. Burada X, ve Y, sabittir ve R, ve R,, S deki ikKi

bagimsiz rasgele donmeyi gosterir (bkz. Ek 3.1). Bu dagilim sezgisel bir geometrk

yoruma sahiptir. Test istatistigi iki altuzay (X, ve Y, ile gosterilen) arasindaki
iliskinin bir 6l¢iisiidiir ve sifir dagilimi iki rasgele yonlendirilen altuzay (R, X,ve

R,Y, ) arasindaki iliskiden izlenir.

Bununla beraber, tim degismez test istatistikleri X{Y, vasitasiyla X, ve Y, a

baglidir. Bagka bir deyisle tiim test istatistikleri bir G(X;,Yo) fonksiyonu olarak

yazilabilir. Bu nedenle, sifir dagilimini

G(X;RR,Y,) (3.142)
dagilimi olarak gosterebiliriz. Rasgele donme matrislerinin 6zelliklerinden (bkz. Ek
3.1), RjR, carpim matrisinin de S de bir rasgele donme yapan bir matris oldugu
goriiliir. Ayrica, carpim matrisinin rasgele olmasi i¢in iki matristen birinin, yani, R;
ve R, den birinin rasgele olmasi yeter. (Fisher, 1939) tarafindan belirtildigi gibi; X

in normal dagilmis oldugu varsayiminin diisiiriilebildigi goriiliir. Sifir dagilimi
kiimelerden biri normal dagildigi siirece aynmi olacak. Geometrik olarak, bu; iki
altuzaydan biri rasgele olarak yonlendirildigi siirece, iki altuzay arasindaki iligkinin

rasgele oldugunu soyler.

Wilks’in A —istatistiginin sifir dagilimi Wilks’in lamdas1 olarak bilinir ve iig

parametereye sahiptir. Bu parametreler S “calisma uzaymin” boyutuna ve iki
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altuzaymn boyutlarina karsilik gelir. Bununla beraber, bu parametreler i¢in notasyon

standartlastirilmis degildir [Mardia ve ark., 1979; Kshirsagar, 1972]

Althipotezleri test etme:

Su ana kadar ifade edilen test, degiskenlerin iki kiimesi arasidaki genis kapsamli
iliskiyi ilgilendirir. Fakat, birtakim durumda biri ¢ogu kez 6zel X — degiskenlerine
iligskin althipotezleri test etmeyle ilgilenir. Boyle testler genis kapsamli testlere ¢ok

benzeyen bir bigimde ifade edilebilir. ilk olarak, son matris hipotez igin
degiskenlerden ibaret olacak sekilde, X matrisi iki X, (nxp,) ve X, (nxp,)

kisma ayrilir. Simdi, S {izerine bir izdiisim olan merkezilestirme adimi sabit

vektorle birlikte X, in siitunlar tarafindan gerilen uzayim ortogonal tiimleyeni olan,

S lizerine izdiistimle yer degistirilir. Hedeflenen veriyi

X:=X,-2(22)"z'X, (3.143)
Y =Y,-2(22)"zY (3.144)

olarak ifade edebiliriz. Burada

Z=[jp, %] (3.145)

dir. Test istatistiginin sifir dagilimini formiillemek i¢in S deki donmeler S* daki
donmelerle yer degistirir. Simdi, “ X —altuzay1 ” p yerine p, boyutuna sahiptir ve
icinde ¢alisiyor oldugumuz uzay, yani, S*; (n—l) yerine (n—l— pl) boyutuna
sahiptir. x—degiskenlerinin bir lineer kombinasyonu ile ilgili hipotezlerin testleri,
kural olarak X —degisenlerini yeniden parametrelendirerek benzer bir bigimde insa
edilebilir. j., vektoriiniin Z matrisinin bir pargasi olmasi gerekmedigine de dikkat

ediniz.

Diger modeller altinda test etme:

Test istatistiklerinin sifir dagiliminda ifade edildigi gibi X in normal dagilimh
oldugu varsayimi distiriilebilir. Asagidaki ¢cok degiskenli coklu regresyon ve ¢ok
degiskenli varyans analizi kisimlar1 X sabit olmak iizere normal olmayan X in 6zel

durumundan bahseder.
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Cok degiskenli coklu regresyon:

B sabit terimlerin (interceptlerin) vektorii ve B diger regresyon parametrelerinin

matrisi olmak iizere,

Y = JpBo + XB+F (3.146)

ile tanimlanan alisilagelen cok degiskenli ¢oklu regresyon modelini kabul ediniz. F
matrisi satirlart sifir ortalamali ve ¥ ortak kovaryans matrisli iliskisiz ¢oklu normal

dagilima sahip olan rasgele hatalardan olusur.

H,:B =0 hipotezinekarst H,:B=0 (3.147)
hipotezi i¢in, Wilks’in A si1, bu durumda

I (3.148)

A:
|H+E|

olarak yazilir. (Mardia, 1979). Burada, E ve H matrisleri H, ve H, altinda £ nin

en ¢ok olabilirlik tahminlerinde asagidaki bi¢imde tanimlanabilir:

E+H=ng, =L\L, (3.149)
E=ng, =L, (I1,=YsXXoY, )Ly (3.150)
(3.148) ifadesi sadece daha evvel bahsedilen (3.130) test istatistigini yazmak igin
bagka bir yoldur. Y c¢oklu normal oldugundan test istatistigi Wilks’in lamda
dagilimma wuyar. (3.148) ifadesinin, Wilks’in lamda dagiliminin Wishart

dagilimlarina dayanan ortak dagilimina karsilik geldigine de dikkat ediniz (Mardia,
1979).

Bir y —degiskenine sahip oldugumuzda denk F istatistigini kullanmak yaygindir:

n-1-p 1-A (3.151)

p A

F=

0 igin baginti (3.3.14) ten ¢ikar:

n-1-p 1 (3.152)
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Bu durumda (Box ve Draper, 1987) geometrinin miikkemmel Grneklerini sunarlar.

Onlarin sekillerinde anlam diizeyi bir kiire yiizeyi alaninin bir oranidir.

Bu regresyon modeli altinda althipotezlerin testleri alt hipotezleri test etme kisminda

ifade edildigi gibi formiillenebilir.

Cok degiskenli varyans analizi:

Tim MANOVA (cok degiskenli varyans analizi) kural olarak cok degiskenli
regresyon modelleridir. p, model igin serbestlik derecesine esit olmak tizere, model
daima bir regresyon big¢iminde yazilabilir. X, 1 siitun vektorleri bu durumda
ortogonal kontrastlar i¢in katsay1 vektorleridir. Bir-yonlii MANOVA da g sayida
grup karsilastirildiginda, bir olabilirlik (g —1) sayida ilk gruba karsilik gelen kukla

degiskenleri (0 veya 1) X —degiskenleri olarak kullanmaktir. Bir-yonlii MANOVA
durumunda, E hata kareler toplami ve ¢apraz ¢arpimlarin matrisidir ve H islem
kareler toplam1 ve ¢apraz ¢arpimlarin matrisidir (Johnson ve Wichern, 1992). Bu iki

matris ¢ogu kez “W” ve “B ” ile gosterilir.
g = 2 oldugunda, denk Hotelling T? istatistigini kullanmak yaygindr:

T2 :(n_z)l—TA (3.153)

Simdi, X, tek bir vektordiir. Bu nedenle bu vektor ve y—uzayi arasindaki @ agisina

basvurabiliriz. T? ve @ arasindaki iliski:

, n-2 (3.154)

~ tan®6
Bu balkis agisindan, Hotelling T? ve F dagilimmin aymi (bir orantihlik katsayisi

hari¢) olduklar1 agiktir. Her iki durumda bir altuzay ve bir vektor arasida herhangi bir

iliski olup olmadigini test ederiz. Fark, bir F —testinde Y, vektordiir, fakat T2 — testi

icin , burada X vektordiir.
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H, : 4 = y, hipotezi:
Simdi, degiskenlerden sadece biri g6z oniine alinir ve ¢oklu normallik kabul edilir:
Y~ N (12) (3.155)
dir.
H, :u# y, hipotezinekarsi H,:u= g, (3.156)

hipotezi i¢in, olabilirlik oran testi, Hotelling T? test istatistigine dayanir (Mardia,
1979).

T2 = (n-1)(Y- 1) 57 (V- 1) (3.157)

Burada,

- (3.158)

S|

jznxl)Y

dir ve S; = nin en ok olabilirlik tahminidir. Bu T? istatistigi geometrik olarak A

veya @ olarak yorumlanabilir:

1-A n-1 (3.159)
U

A istatistigi ilk olarak tiim orijinal Y gozlemlerinden varsayilan g, ortalamasini

cikararak hesaplanabilir. Ortalamayi test ediyor oldugumuzdan, QR ayrisiminda

once merkezilestirme yapilmaz. Tj(m) birim vektorii bu durumda X, matrisi gibi
n

calisacak. Bu durumda €; bu vektdr ve Y — g, ile gerilen uzay arasindaki agidir.
Kigiik bir €; p, n gergek bir ortalama olmadigini gosterir. Bu testin formiillenmesi
kisitlanmig altuzay olmayan rasgele donmelere dayanir (3.127). Simdi ¢aligma
uzayimizin (N—1)—boyutlu S altuzayinin yerine n-boyutlu tim uzay oldugunu

sOyleyebiliriz. Bu; (3.159) daki orantililik sabitinin ni¢in (3.153) ve (3.154) den
farkli oldugunu agiklar.
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Son yorumlar:

Bu calismada, Y nin (veya X in) bir¢ok degiskenli normal dagilimi izledigini kabul
ettik. Bununla beraber, sonuglar Y — RY (burada R; S deki bir donmeyi gosterir)
donilistimii altinda degismez olan Y nin herhangi dagilimlar i¢in gegerlidir. Bu
degismezlik satirlarin bagimsizligi ile birlikte normalligi ifade eder (James, 1954).
Bu nedenle, teorinin pratiksel uygunlugu c¢ok degiskenli normal dagilan veri igin
¢ogu kez olacak. Bunula beraber, (Dawid, 1977) genellestirilmis dagilimlarin “dogal
olarak ortaya ciktigina” degindi. BOyle genellestirilmis dagilimlar ve diger ilgili

dagilimlar i¢in teori (Fang ve ark., 1990) tarafindan kapsamli olarak anlatilir.

EK 3.1 Rasgele donme matrisleri

Bir donme matrisi 1 determinantli bir ortogonal matristir (Curtis, 1979). Bir
ortogonal matrisin determinanti1 daima 1 veya —1 dir. Bununla beraber, bu ¢alismada

dénme matrislerinden bahsedildiginde, tiim ortogonal matrisleri ifade edecegiz.

Bir ortogonal nxn matrisin siitunlar1 (ve ayn1 zamanda satirlar1) n—boyutlu uzay
icin bir taban olusturur. Bir rasgele donmede, birinci siitun bir rasgele birim
vektordiir. Birinci siitun verildiginde, ikinci siitun birinciye ortogonal bir rasgele
birim vektdrdiir. Bir rasgele donme matrisini olusturmak igin basit bir yontem n’
sayida bagimsiz standart normal sapmalarla bir nxn matrisi doldurmak ve sonra da
QR ayrigimini yapmaktir. Bu durumda ortaya konan Q — matrisi bir rasgele donme
matrisidir. Transpoz (=ters) matrisin de bir rasgele donme matrisi olduguna dikkat
ediniz. Bundan baska, baska bir donme matrisiyle (sabit veya bagimsiz rasgele)
carpilan bir nxn rasgele ddonme matrisinin yine bir rasgele ddonme matrisi oldugunu
gormek kolaydir. Bir rasgele donme matrisinin, bir rasgele “diizglin dagilan”

ortogonal matris olarak bilindigine de dikkat ediniz.

Bir i <n boyutlu uzayda rasgele donmeyi yapan bir matris, U, siitunlar1 donme i¢in

altuzaya bir ortonormal taban olusturan bir nxi matris olmak iizere,

R =U,RU, +U,U, (3.160)
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olarak insa edilebilir. Benzer bicimde U, tiimleyen i¢in bir tabani igerir. R ixi

matrisi aligilagelen bir rasgele donme matrisidir. Belirli (6zel) bir altuzayda donme
yapan matrislerin bir sinifi transpoz islemi ve ayni smiftan matrisler ile carpma
altinda kapalidir. Bu; “R— matrisleri” iizerindeki bu islemlerin “R — matrisleri”
tizerindeki benzer islemlere indirgenebilmesi gergeginden goriilebilir. S altuzayinda,
sabit vektore ortogonal olan, donmeyi yapan donme matrislerinin sinifi bu ¢aligmada
onemli bir rol oynar. Bu siinfin tiim permiitasyon matrislerini kapsadigina da dikkat

ediniz.
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4. KOLAY KORELASYON BIiLGIiLERIi

Bu boliimde, Puntanen, S., Styan, G.P.H. Isolato, J. (2011) 6rneklem korelasyon
katsayisinin geometrik yorumu olan temel bir gercegi ele aldi. Bu temel gergek
okuyucu i¢in neredeyse hi¢ beklenmedik bir bilgi degildir. Fakat 6nemi nedeniyle

onun baslt bagina ele alinmasi degere sayandir.

U nx2 veri matrisi

x i) [Yo

u’ (4.1)
U=(x:y)= S e
Xn yn U'

X

y je]Rz gbzlem uzayindaki i-yinci

olarak parcalanmis olsun. Burada Ui :(

durumu veya i-yinci gézlemi gosterir, X,y € R" vektorleri degisken uzaymdaki iki

X

degiskeni gosterir. U = (
y

j eR?, x— ve y— degiskenlerinin ortalama vektoriinii ve

S orneklem kovaryans matrisini gostersin:

1., (X (4.2a)
(“(1)*”(2)*”'“@))‘;“%‘ y

' (4.2b)

diir. Devaminda, j, vektoriinden ¢ogu kez alt indisi kaldiririz, igerikten onun boyutu

agik olmali. Burada C; C=1, —P, bi¢imindeki nxn merkezilestirme matrisidir ve
R T R
Py =J(i) 1= i’ dir.

Teorem 4.1 (Geometrik olarak korelasyon katsayis1): Uygun (¢arpilabilir)
matrisler i¢in asagidaki ifade gergeklenir. (Styan ve ark., 2006).

(8) ¥ =Yj vektorii, y degisken vektoriiniin C(j) siitun uzayi iizerine ortogonal

izdligiimiidiir, yani,
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dir.

<l

(b) § merkezilestirilmis vektorii y nin C(j) siitun uzay: iizerine ortogonal

izdlistimiidiir, yani,
y=y-Py=Cy=(1-P)y=Py =Py (4.4)
dir. Burada P, = j(j'j)_lj' = %jj’, C(j) tzerine ortogonal izdiisiim matrisi ve

(I —Pj), C (j)l lizerine yani j nin siitun uzayinin timleyeni {izerine

ortogonal izdiisim matrisidir.

(c) x ve y degiskenlerinin varyanslari sifir olmasm, yani, x ¢ C(j) ve y ¢ C(j)
olsun. Bu takdirde r, orneklem korelasyon katsayisi merkezilestirilmis
degisken vektorleri arasindaki aginin kosiniisiidiir, yani,

r, = kor,(x,y)=kor, (x,y)
= cos(Cx,Cy) =cos(X,¥) (4.5)
X'Cy

JX'Cx-y'Cy

dir.
(d y nin merkezilestirilmis olmasi igin gerek ve yeter sart

ye C(j)L =C(C)=N(j') olmasidur.

Ispat. Ispatlarin tiimii P, ve C izdisiriciilerinin tanimlarindan dogrudan

dogruya ortaya ¢ikar. Ayn1 zamanda bkz. Sekil 4.1 (s5.108). Somutluk igin, y

nin vy, v,,..., Yy, gozlenen degerlerini gbz dniine alabilir ve

n (4.6)

yi minimumlastiracak sekilde « € R yi bulmaya ¢alisiriz. Coziim,
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min f () =min>(y, ~a)’ =min Y[y ~ai’ = min |y -uf (4.7)
i=1 i=1

uec(j)

~ly-Py[ =ly-3i =X (v.-¥)

i=1

den ¢ikar. Boylece ispat tamamlanir.

4.1 Ortogonallik ve Iliskisizlik

Asil gerekli olan ortogonallik ve iligkisizligin ister istemez aymi kavramlar

olmadiklarii hatirlatmaktir. Asagidaki yardimci teorem bazi ilgili 6zellikleri 6zetler.

Yardimer Teorem 4.1: x ve y sifir olmayan n-boyutlu degisken vektorler olsun.

Bu takdirde

(a) cos(x,y)=yuksek, fakat kor,(x,y)=0

(b) cos(x,y)=0, fakat kor,(x,y)=1

olmasi olasidir. (Styan ve ark., 2006).

Crxy / cay
"

T 2 cos(a) =k, ()

Sekil 4.1. Geometrik olarak x ve y arasindaki korelasyon

Bundan baska, x ¢ C(j) ve y ¢ C(j) olsun. Bu takdirde

kor,(xy)=0<yeC(Cx) =C(j:x) @C(j) (4.8)

olmasidir. Burada @ ilgili vektorlerin direkt toplamini gosterir.
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Ispat. (a) durumu igin, (Belsley, 1991) korelasyonun sifir fakat, kosiniisiin 1 e ¢ok

yakin oldugu bir agiklayici 6rnege sahiptir. Bu amag igin,

11 (4.9)
(x:y)=|-1 1
0 -2

veri matrisini g8z Sniine aliniz. Burada, X,y € C(C)=N (j') ve x'y =0, yani, x ve
y merkezilestirilmislerdir ve iliskisizdirler: kor, (X,y) =0 dir. a sifirdan farkli bir

reel say1 olmak iizere,

t=Xx+aj,u=y+aj (4.10)

olacak sekilde t ve u degiskenlerini tanimlayiniz. Bu takdirde, kor, (t, u) =0, fakat

2 4.11
cos(t,u) - 3a _ 3 (4.11)

\/(X’X +3a’ )(yly * 30‘2) \/()(Z( + Sj(y’y + 3)

a a?

diir ki bu a y1 ¢ok biiyiik secerek keyfi olarak 1 e yakin yapabilir. Ayn1 zamanda,

a # 0 olmak tizere,
VZax+]j, W=ay+] (4.12)

degiskenlerini de diisiinebilirdik, ki bu durumda kor; (V, W) =0 dir, fakat

3 (4.13)
\/(X'Xaz +3)(y'ya’ +3)

diir. Simdi o, 0 a giderken COS(V,W) 1 e yaklasir. (b) i¢in asagidaki veri

cos(v,w)=

0 -1 (4.14)
(x:y)=[0 -1
1 0

Ornegini ortaya koyar. Bu durumda (4.8) baglantisini diisiiniiniiz.

X'Cy =0y e N (XC)=C(Cx)" (4.15)

dir. Buradan sonra,
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c(cx)=c(j:x)nc(j) =c(j:x)nc(C) (4.16)

oldugunu gosteririz. Simdi,

CX=X—YJ— :(j:x)[_fJ (4173-)

1 X

0=y ) J-i0a

(4.17b)

X
1} matrisi tekil degildir ve bundan dolay1 (daha sonra da

1
dir. Burada A= [0
kullanilacak ¢ok yararl bir gercek)

C(j:x)=C(j:Cx) (4.18)
elde ederiz. Simdi, Cx e C(] : CX)ﬂC(C) oldugu agiktir. Ters kapsami gostermek
i¢in,

ueC(j:Cx)NC(C) (4.19)
ifadesini diisiiniiniiz, ki bu ifade, herhangi a,be R ve ce R" igin

u=aj+hbCx=Cc (4.20)
oldugunu ifade eder. (4.20) esitligini C ile 6nden garpma u=bCxeC (CX)
oldugunu gosterir, boylece (4.16) ispatlanir.

c(cx) =c(j:x) @c(j) (4.21)

iddias1 (4.16) nin herbir yaninin ortogononal tiimleyenlerini alarak goriiliir. Boylece

ispat tamamlanir. Bu arada (4.18) bagintisinin

. nt 0 i
Piim = Plicg =(1:6%) 0 (xCx)™ (ij
=P, +CxX'C/X'Cx =P, + P, (4.22a)
| -P,,) =C—Pq, (4.22b)

ifade ettigine dikkat edebiliriz. (4.22) ayrisimi ayn1 zamanda “matrix tricks for linear

statistical models” Teorem 8 (s.155) den de bir kez daha goriiliir.
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G(X) / C(Z)_
N

cos(a)=pkor (x,z|z)
=kor(M,x,M,y)

Sekil 4.2. Geometrik olarak r,, kismi korelasyonu

4.2 j Vektoriiniin Rolii Uzerine

Bu kisimda, lineer regresyondaki sabit terimin bazi 6zellikleri, yani, j vektoriiniin

rolii lizerinde duracagiz bkz. Isotalo, Puntanen & Styan (2006). Bu nedenle, ¢ok basit
bir
M :{y,jﬂo,gq} (4.23)

lineer modelini goz oniine aliniz. Bu durumda agik olarak,

o P, =OLSE(jA,)= i(i'1) " i'y = yi uygun degiskenlerin vektriidir. Burada

J
OLSE; alisilmis en kiigiik kareler tahminini gosterir.

e Cy=y-Py =} hatalarn (tahmin edilen hatalarin) vektoridiir.

e 1, altinda hata kareler toplam1
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ci)y

0=kor, (x,y) =cos(Cx,Cy)

Sekil 4.3. x ve y arasinda kosiniis yiiksek fakat korelasyon yok

X ve y vektorleri ¢ok yakin.

c(x)y

/

C(z)”

0= pkor (x, v z)
= kor, (M,x,M,y)

-7 > C(x:z)

Sekil 4.4. r, . kismi korelasyonu 0 a esit

Eger y; x ve z ile agiklanirsa, bu takdirde X in regresyon katsayisinin 0 oldugunu

kabul ediniz.

" 4.24
HKT (A4)=HKT, =y'(1-P,)y =y'Cy = > (y,-y) =GKT (4.24)
i=1

dir. Burada olan sey, birlerin siitun vektoriiniin, yani, j nin y den etkisini gideririz
ve kalan sey hata (tahmin edilen hata) dir, ki bu durumda o; merkezilestirilmis vy,

yani, ¥ dir. Simdi
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M, ={y,xB,c’1} (4.25)

modelini gbz oniine aliniz. Bu durumda,

e ¥ =O0LSE(x8); uygun degerlerin vektdriidiir:

5= Ry =x(xx)" Xy = fx (426)
dir. Burada, /3 = x:y dir.
X'X
. (I -P, )y hatalarin (tahmin edilen hatalarin) bir vektoriidiir.
e 4, altinda hata kareler toplami
HKT(A1,,) =y (1-P,)y =[(1-P)y[ 427
dir. Bu modelin “miikemmelligi (iyiligi)” i¢cin ¢ok dogal bir 6l¢ii
2ol vx(x'x) X (4.28)
re WP Iy X0 Xy ey
Ivl™ vl vy
olmalidir. Yukaridaki iyilik 6l¢iistiniin
2
I-P HKT (A1 (4.29)
RS =1-sin*(x,y)=1- ”( Xz)y” =1- ( . X'y)
Ivl Iyl

olarak ifade edilebildigine de dikkat ediniz. Burada tanimlanan szy niceligine
(sayisina) A4, altinda determinasyon (belirleme) katsayisi denir. Esas ozellik,
M, modelinde j vektoriiniin  olmadigina ve bu nedenle, szy nin
M, :{y, Bod+ BX, O'2|} modelinde belirleme katsayisi olan rxzy ye esit olmasi
gerekmedigine dikkat etmektir.

Simdi eger, “y ve X den ] nin etkisini giderirsek” (tabiri caizse), yani, onlari
merkezilestirirsek, bu takdirde serk koyulan kovaryans matrisini bile bile terk etmek

lizere,

(9, %8, (4.30)
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modelini g6z Oniine alabiliriz. ./l//’xly.1 modelinin, ./l//‘x’y modelini C matrisi ile 6nden

carpmak suretiyle elde edilebildigine dikkat ediniz. Simdi, 47 , modelinin iyiligi

X, y1
i¢cin dogal bir 6l¢t,
7 AL Ay 4.31)
o _IPIC_ YRR (
= — =cos” (X,¥)
Lk vy

olacaktir. Rfy.l =kor; (x,y)= rfy oldugu ve bu nedenle rfy nin; j nin etkisi hem y ve
hem de x den giderildikten sonra, y; X {iizerinde regresyonlandiginda, iyiligin bir

Ol¢iisii olarak yorumlanabildigini gosterdigimiz agiktir. Sonucta yukarida, lineer
regresyonda herkesge bilinen bazi kavramlara ulastik. Diistincelerimiz i¢in sadece

dogal ve sezgisel yollar1 kullandik. Bir sonra duruma daha bigimsel bakalim.

Asagidaki dort modeli goz Oniine aliniz:

My ={y, Boi+ Bx. o1}, A, ={Cy, BCx,0°C}, (4.32a)

Mo =1y, B+ BCx o*1}, A =]y, fCx 0%} (4.32b)
/M, modeli tam modeldir ve diger tiim modeller onun ¢esitli versiyonlaridir. A7,,

in yukaruda g6z Oniine alnan A7

ya © karsihk geldigi agiktir. Bu versiyonlarin

tiimiinde sabit terime bagli bir sey yaptik:birseyi merkezilestirdik. Yukaridaki
modeller uygulamada (ve istatistik derslerinde regresyonu ogretmede) sik sik
gortliir. (4.32) deki modellere bir goz atarak, bir yardimci teorem olarak ifade

edebilecegimiz ilging bir 6zelligi hemen goriiriiz.

Yardimc1 Teorem 4.2: (4.32) de tanimlanan modelleri géz Oniine aliniz ve

X= (j : X) tam siitun ranka sahip olsun. Bu takdirde Bl her modelde aynidir, yani,

b M) = Bu( M) = B (M) = By (M) (4.33)
dir. Bundan baska, (A4, ), (A4,,) ve (/4 ) modelleri altinda hatalar (tahmin

edilen hatalar) aynidir. (Styan ve ark., 2006).

Ispat. (4.33) deki ilk iki esitlik agiktir. (4% ) modeli (A7,) nin yeniden

parametrelendirilmisidir. Bu;
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Az(l —Yj (4.34)
0 1

olmak iizere, (j:Cx)=(j:x)A dan goriiliir. ﬁo (M)=Y ve B (M) = p(AM,)
oldugunu dogrulamak kolaydir. (4.18) e gore,

C(j:Cx)=C(j:x), Picy =P

(ICx) (Jx)

(4.35)

yazariz ve bu nedenle (44, ) ve (.44,) altinda hata tahminleri vektdrleri aymidir,

yani,

hata (.4, ) = hata(A4,) =y —Hy = My (4.36)

dir. Burada, H=PF,, ve M =1-H dir.
(,A4,,) altinda hata tahminleri vektérii

hata (/‘//12-1) =Cy-P,Cy
—y— _Pjy + Cx(x'Cx)fl x'Cy}
=y-[%i+(x-%i)4|
=y- :(7_ Yﬂl)j +ﬂAlX:|

=y- (Bo] + le)

=y )[/z]

-y Xf=tata( 44, (437
olur. Burada
B, =y—XB ve S, =xCy/xCx (4.38)

dir. H ortogonal izdisiiriiciiniin bir ayristmini kullanarak, (4.37) i¢in degisik bir

ispat asagidaki gibi verilebilir:

(/1/42,1) indirgenmis modeli altinda OLSE lerin hatast (tahmin edilen hatalar)

(/l/llz) tam modeli altinda OLSE lerin hatasina esit oldugunu,

hata(.44,,) = hata(.144,), yani, hata(M,y;M,x,)=hata(y;x) oldugunu gérmek

114



ilgingtir. Model matrisi sadece (j:X) oldugunda, bu; yukaridaki yardimei teoremde

ifade edildi. Genel durumda, (.47,,) altinda hata vektdrii

H= P(xl:xz) = le + I:)Ml:xz

Hy = Xlﬁl +X2ﬁ2 = ley + PMl:xzy
hata(A4,,)=My—-P,, My =y— (ley +Py, )y =Y —Py.Y =My = hata (.141,)

olur. Py, My =Py, y olduguna dikkat ediniz. bkz. “matrix tricks for linear
statistical models” (8.72, s. 164). Boylece ispat tamamlanir.

(4.33) deki birinci esitlik Frisch-Wang-Lovell Teoremi (bu teoremin &zel bir

durumu) olarak bilinir.

Farkli yollarla R? igin sonuca ulasabiliriz. j nin 6nemli bir role sahip oldugu cok
dogal bir yaklasim yegane aciklayict degiskenin bir sabit oldugu basit temel modeli,

yani, A4 ={y,j ﬁo,azl} modelini g6z Oniine almaktir. Tahmin edilen hata vektorii
merkezilestirilmis y, yani, Cy iken .17 altinda tahmin edilmis hatalarin kareleri

toplami OLSE(j4,) =Py = Vj elde ederiz ve bu nedenle

c 4.39
HKT, =y (1-R)y=yCy=[oyf =t, =S (y-y)' =kt )
i=1

dir. Hata kareler toplam1 vasitasiyla A7, = {y, 15 +X,Bl,0'2|} tam modeli .17, basit

temel modeliyle karsilastirmak isteyebiliriz, aynt zamanda X-—degiskeni bir
aciklayici degisken olarak kullanildiginda hata kareler toplaminda elde edilen kazang

ne kadardir. .47, altinda hata kareler toplami
HKT =y'(1-H)y = [(1-H)y||

:iznl:(yi -9. )2 =Zn:[yi _(Bo"'ﬁlxi )T (4.40)

i=1

dir. A4, dan A7, ye gidildiginde HKT deki degisim
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HKT, -HKT =y'(1-P,)y-y'(1-H)y =y'(H-P,)y =RKT (4.41)
dir. RKT ye “regresyon kareler toplami1” denir. Bu durumda (H—Pj) matrisi

simetrik ve idempotenttir. bkz. “matrix tricks for linear statistical models yardimci
teorem 7.1” (s.152) ve (8.119) (s.171).

H-P. =P, =P, =P _ (4.42)
dir. Bu nedenle,

RKT:H(H—PJ.)yH2 :Z::(yi _yi)z (4.43)

dir. A4, m yerine A7, kullanildiginda RKT nin degeri HKT deki azalmay1 bildirir,

fakat o; HKT deki bagil (goreceli) azalmayr incelemek ig¢in, kesinlikle daha

aydinlaticidir, yani,

HKT, ~HKT _ GKT-HKT _RKT _, HKT __, (4.44)

HKT, GKT GKT GKT

oranin1 hesaplamak icin nedenlere sahibiz. Yukarida tamimlanan R* nin temel bir

ozelligi onun y ve Hy arasindaki korelasyon katsayisinin karesine esit olmasidir.
Bu sonuca daha sonra donecegiz, ancak o; j nin 6nemli roliinii hos bir sekilde

acikladigindan burada onu ifade ettik.

Yardimer Teorem 4.3: jeC(X) olmak iizere A7 ={y, XB,JZI} modelini g6z

oniine aliniz ve R*; (4.44) te tammlandig1 gibi olsun. Bu takdirde

R =kor, (y, Hy) = cos(Cy,CHy) (4.49)
dir. (Styan ve ark., 2006).

Ispat. Ispat icin, bkz. “matrix tricks for linear statistical models” Yardimeci teorem

8.6 (s.172).

X=(j:x:...0%) nx(k+1) model matrisine gz atildiginda ilk j siitunu diger

herhangi bir siitun gibi goriiniir fakat biiyiik bir fark vardir: X model matrisinde

gosterilen diger tim degiskenler sifirdan farkli bir 6rnek varyansina sahiptir.
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Stiphesiz  bu, Xy Xoyey X arasinda j nin  katlarinin  olmamasini

isteyebilmemizdendir. GKT = RKT + HKT ayrisiminin arkasindaki geometri Sekil 5

c(X) / C(.])_
v

te resimlendirilir.

GKT=RKT+HKT

C(i:x)

Sekil 4.5. GKT = RKT + HKT nin agiklamasi

4.3 Geometrik Olarak Kismi Korelasyon

Burada 6rnek kismi korelasyonlar1 ¢ok kisaca ele alacagiz ve okuyucuya onlarin
sadece 0Ozel hata tahminleri arasindaki korelasyonlar oldugunu hatirlatacagiz.

Asagidaki iki lineer modeli g6z 6niine aliniz:

M, ={x(j:2)B.c’l}, M, ={y.(j:2)B,c"I} (4.46)
Bu modellerdeki hatalar (tahmin edilmis hatalar)

u=ez=hata(x;Z2)=(1-P,)x (4.472)

v=ez=hata(y;Z)=(1-P,)y (4.47b)
dir. Burada Z= (j : Z) dir. (4.46) daki modelleri C merkezilestirme matrisiyle

onden carparak, (4.47) dekiyle ayni hatalara sahip olan modelleri elde ederiz.
Notasyonu basitlestirmek i¢in, X, y Ve z nin hepsini merkezilestirdigimizi ve

karsilik gelen modelleri

My ={x20,#}, M, ={y,2,#} (4.48)
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olarak gosterdigimizi kabul edelim. Ayrica, simdi bu iki hata arasindaki korelasyon
(iliski) ile ilgilendigimizden, (4.48) deki x, y ve zvektorlerinin sadece
merkezilestirilmediklerini, ayn1 zamanda birim uzunluga sahip olduklarini da kabul
edebiliriz; yani,

jn(x:y:z)=0, xXx=yy=27=1 (4.49)

oldugunu da kabul edebiliriz. Simdi

Xy=r, Xz=r,, yz=r, (4.50a)
u=e,, =hata(x;z)=(1-P,)x=(1-2z')x=x—r,z (4.50b)
(4.50¢)

v=e,, =hata(y;z)=(1-P,)y=(1-zz')y =y -r,z

ve
uv=x'(l-zz')y=r, —r.r, (4.51a)
vu=x(1-zz')x=1-r; (4.51b)
vv=y'(I-zz')y=1-r} (4.51c)
dir ve bu nedenle, kismi korelasyon katsayist i¢in meshur
Ny — Tl (4.52)

(1-re)(2-r2)

formiiliinii elde ederiz. Eger r2 =1 ve ryzz #1 ise, agik olarak, r,, iyi tanimlidir.

ry.. = Pkor, (x,y|z)= \/

Matris terimleri cinsinden

(u:v)l(u:v):(x:y)'(l -P,)(x:y)
, , (4.53)
=(x:y) (x:y)—=(x:y) zz'(x:y)
= R11 - r12r1’2 . R1142
elde ederiz. Burada,
R 4.54
kord(x:y:z)zR:[ ! r“] 59
r, 1

diir. Buradan, kismi korelasyonlarin matrisi
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pkor I:(X : y) | Z:' - I:k('j§eg ( R ):|*1/2 Rz I:k(')@eg ( R ):|*1/2 (4.55)

olarak ifade edilebilir. Z=(j:z) olmak iizere, orijinal degiskenler cinsinden,

r,. =cos| hata(x; Z), hata(y; Z) | =cos[ (1-P,)x,(1-P,)y | (4.56)
elde ederiz.

U=(x:y:z)=(U,:z) (4.57)
gostererek,

Ey,. =(1-P Ui = (., 0, (4.58)

hata tahmini vektorlerinin matrisini elde ederiz. C merkezilestirme matrisi olmak
izere, 1-P;, =C—P., oldugundan, bkz (4.22), E,, = (C—P,)V, yazabiliriz.
Ayrica,

T11~2 = E[J1~ZEU1~Z = Ui (C - PCZ ) U1 = U1CU1 - UichU1 (4'59)

gostererek, kismi korelasyonlarin matrisini

. Y2 s Y2 4.60
pkor, [Ul | Z] = I:ko$eg(T11.z )] T I:koseg(—rll-z )] ( )
olarak ifade edebiliriz. Bir par¢alanmis matrisin tersi i¢in asagidaki yardime1 teoremi

yazariz:

Yardimclr Teorem 4.4: A negatif tanimli olmayan bir simetrik matris olsun. Bu

takdirde, L =(L,:L,) olmak iizere, A = L'L ve bu nedenle

A=LL= ( LiLl I—il—z j _ (All AlzJ (4'61)

L’2Ll L'2L2 A21 A22
olacak sekilde bir L matrisi mevcuttur. Eger asagidaki ifadelerden herhangi biri

gergeklenirse, bu takdirde her ticii de gergeklenir.

(a) rank(A)=rank(A,,)+rank(A,,), yani, C(L,)nC(L,)={0},
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Api =RPyp —AnALA, =L, (I - PL1 ) L, (4.62)
Ay =AL—ALALA, =L (I - P'—z )Ll

olmak tizere;

(b)
At = [ A1+1-2 _AI1~2A12A;2 } (4'63)
_A;2A21AI1-2 AZz + A;2A21AI1~2A12A;2
(c)
At = [ A1+1-2 _AI1.2A12A22 } (4'64)
_A;2A21A1+1-2 AZz + A;2A21A11.2A12A;2

Burada “A*”; A matrisinin Moure-Penrose genellestirilmis tersini gosterir. Ayrica

bir par¢alanmis matrisin (normal) tersi i¢in asagida verilen formiil gegerlidir.

E=D-CA'B ve F= A—-BD™'C olmak iizere,

A B]' [A'+A'BE'CA' -A'BE’ (4.65)
C D] | -E'CA® E?
I F _F'BD"
_DICF' D'+DCFBD®
elde edilir.

Bu yardimci teoreme gore T, in,

UCU, UcCz) (T, t, (4.66)
ZCU, zCz) \t, t

z

T=U'CU=[

matrisinin tersinin sol {ist blogu olduguna dikkat ediniz.
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5. SONUC VE ONERILER

Dort bolimden olusan bu tezde lineer modeller genel olarak tanitildi. Konunun
anlasilmasindaki baz1 gii¢liikler, geometrik yorum ve gosterimlerle ortadan
kaldirilmaya ¢alisildi. Ozellikle lineer modellerin geometrik yorumuna yeterince yer
verildi. Bunun disinda regresyon analizinde kullanilan singiiler deger ayrisimi yine
geometrik yorumlar ve sekillerle agiklanmaya calisildi. Bu tezde agiklanmaya
calisilan konular ve sunulan geometrik yorumlar istatistikte bir¢cok alanda karsilagilan

zorluklar1 yenecegi kanaatindeyim.
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