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Bu tez ¢aligmasi, 4 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimiinde, giris ve literatiir taramasi,
ikinci boliimde temel kavramlar ve ti¢incii bolimde ise yapilan galigmalar anlatilmaktadir.
Uglinci boliim tezin 6zglin kismi olup bu boliimde yapilan ¢aligmalarin tamami ilk defa
burada ifade edilip, matematik literatiiriine kazandirilmigtir. Yani, Hilbert uzayinda
Hermite-Hadamard Tipli Egitsizlikler yardimiyla operatér p-konveks fonksiyonlar (S,0),
operator h-konveks fonksiyonlar (ES,0) ve operatér Godunova-Levin fonksiyon (SqO)
kavramlar1 verilip, bu fonksiyon siiflarinin temel teorem ve sonuclari elde edilmisgtir.
Ayrica Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlar i¢gin uygulamalar yapilmigtir. Dordiincii
boliimde sonuclar ve oneriler verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzayi; Hermite-Hadamard Esitsizligi; operator p-konveks,
operator h-konveks ve operator Godunova-Levin fonksiyon;
Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlar.



ABSTRACT

THE HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR OPERATOR
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This thesis is consist of four chapters. In the first chapter, it is mentioned about
the object of the thesis and previous studies in this area. In the second chapter, basic
definitions and theorems that were used in thesis are given. In the third chapter, it
is explained committed studies. This chapter is the original section of this thesis. All
committed studies are firstly given in here and brought in the mathematical literature.
That is, definitions, theorems and basic results of operator p-convex functions (S,0),
operator h-convex functions (£5,0), and operator Godunova-Levin functions (Sg0), in
Hilbert spaces via Hermite-Hadamard type inequalities are firstly given in this thesis.
Moreover, it is applied to Synchronous and Asynchronous Functions for these operator
convex function class. In the fourth chapter, it is given some results and propositions.
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operator h-convex, operator Godunova-Levin functions;
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1. GIRIS

Esitsizlik Teorisi'nin temellerini XV III. ve XIX. yizylllarda K. F. Gauss (1775 —
1855), A. L. Cauchy (1785 — 1857) ve P. L. Chebyshev (1821 — 1894) gibi matematikgiler
atmiglardir. Fakat modern anlamda ” Egitsizlik Teorisi” alaninda yapilan ilk calisma 1934
yilinda G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya tarafindan yazilan ”Inequalities” adl
kitaptir. Bu caligmay1 1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman’in yine ayni ismi
tasiyan ”Inequalities” kitabi takip eder. Daha sonra 1965 yilinda J. Szarski'nin ”Differ-
antial Inequalities”, 1991 yilinda Mitrinovi¢ ve ark.” Inequalities Involving Functions and
Their Derivatives”, 1963 yilinda yine Mitrinovi¢ ve ark.’in ” Classical and New Inequalities
in Analysis” isimli kitaplari izler. Bunlarin diginda S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, G. V.
Milovanovic, C. P. Niculescu, C. E. M. Pearce, J. E. Pe¢ari¢, A. M. Fink, M. E. Ozdemir,
M. Z. Sarikaya, E. Set, I. Iscan, A. O. Akdemir, M. Tung gibi bilim insanlarmin da bir

¢ok caligmasi literatiirde mevcut.

Konvekslik kavraminin ortaya c¢ikigt Arsimet’in, ¢emberin igine ve etrafina ¢izdigi
diizglin cokgenler yardimiyla yaptigi 'z’ sayisi hesabina kadar dayanir. Bu galigmalar
sirasinda Arsimet, herhangi bir konveks geklin gevresinin, etrafina cizilen biitiin diger
konveks sekillerin cevresinden daha kii¢iik oldugunu fark etmistir. Boylece konvekslik
kavrami konveks gekiller etrafinda gelismistir. Euler ve Descartes konveks ¢okgenler ile il-
gili formiiller tizerinde galigmistir. Daha sonra 1841’de Cauchy, konvekslik hakkinda baz
ozellikler vermigtir. Konveksligin modern tanimi egitsizlik tanimi igerdiginden konvek-

sligin egitsizliklerle birlikte ¢aligilmasi da dogal bir sonu¢ olmustur.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte X7X. yiizyilin son-
lar1 olarak gosterilebilir. 1893’de Hadamard’in galismasinda acgikca belirtilmese de bu
tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde kon-
veks fonksiyonlar: ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen, konveks fonksiyonlarin ilk
kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J. L. W. V. Jensen tarafindan caligilmigtir.
Jensen’in bu, caligmalarindan itibaren Konveks Fonksiyonlar Teorisi hizli bir gelisme
gostermigtir. Sadece konveks fonksiyonlar icin esitsizlikleri iceren ilk kaynak 1987 yilinda
Pecaric tarafindan yazilan ” Convex Functions: Inequalities” isimli kitaptir. Ayrica 1973
yilinda A. W. Roberts ve B. E. Vorberg ”Convex Functions”, 1992 yilinda Pecaric ve
ark. 7Convex Functions, Partial Ordering and Statistical Applications”, 2006 yilinda
C. Niculescu ve L. E. Persson ”Convex Functions and Their Applications, A Contem-

poarary Approach” gibi eserler konveks fonksiyonlar tizerinde egitsizlikle ilgili yapilan



caligmalardir. Bu caligmalarin bir kismini integral esitsizlikleri olugturmaktadir.

Niculescu ve Persson’a gore konveksligin teorik ve uygulamali matematik alanlarinda

genig yer bulmasimin iki 6nemli sebebi vardir:

1. Sinir degerlerinin birinde bir maksimum degeri vardir,

2. Her yerel minimum aym zamanda global minimumdur. Ayrica kesin konveks bir

fonksiyonunun en fazla bir minumumu vardir.

1978 yilinda R. Bellman, Almanya’ da diizenlenen ”Second International Conference
on General Inequalities” isimli konferansta: ”Neden Matematiksel Esitsizlikler?” diye

sorulan soruya su cevabi vermistir: Esitsizlik caligmak icin ii¢ neden vardir. Bunlar:

1. Pratik Nedenler,
2. Teorik Nedenler,

3. Estetik Nedenlerdir.

Pratik nedenler agisindan bakildiginda, bir ¢ok aragtirmada bir niceligi diger bir
nicelikle simirlandirmak karsimiza gikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde ortaya
gikmigtir. Teorik nedenler acisindan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel
teoremler olusturabilir. Ornegin, negatif olmayan bir niceligin ne zaman bir digerini kap-
sadig1 sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif Operatorler Teorisi ve Diferansiyel Esitsizlikler
Teorisi kurulur. Son olarak estetik nedenler agisindan bakildigindan genelde resim, miizik
ve matematigin bazi parcalarinin uyumlu oldugu goriliir. Elde edilen esitsizliklerin goze

hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.

Biz bu ¢aligmada Esitsizlik Teorisi’nin onemli bir kolu olan Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizliklerin, Hilbert uzayinda sinirli, 6z-eslenik operatorlerin stirekli fonksiyonlar: igin
elde edilen baz Ozel esitsizliklerini inceleyecegiz. Bu incelemeler sayesinde Lineer Op-
eratorler Teorisi ile Matematiksel Esitsizliklerin gesitli alanlarinda caligma yapmak ve
kendi alanlarinda uygulamak isteyen arastirmacilara yardimei olacaktir. Bu alanda yapilan

onemli ¢aligmalardan bir tanesi 2011 yilinda S. S. Dragomir tarafindan yapilmistir. Ayrica



H. H. Bauschke ve P. L. Combetles tarafindan 2011 yilinda ”Convex Analysis and Mono-
tone Operator Theory in Hilbert Spaces”, 2012 yilinda S. S. Dragomir tarafindan ” Op-
erator Inequalities of Ostrowski and Trapezoidal Type” ve yine 2012 yilinda ” Operator
Inequalities of the Jensen, Cebysev and Griiss Type” adli kitaplar mevcuttur. Literatiirde
S. S. Dragomir, A. G. Ghazanfari, E. Unluyol, S. Salag , Y. Erdag ve daha bir ¢ok yazar

bu alanda caligmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve I bir cisim olsun. +: L x L —
L ve .: F x L — L iglemleri tanimlansin. Eger agagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F'

cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, 7+ iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Licin x + (y + 2) = (x + y) + zdir.

G3. Her x € L i¢in z 4+ 0 = 0 + xz = x olacak gekilde 6 € L vardir.

G4. Her z € L igin z + (—x) = (—z) + 2 = 6 olacak sekilde —z € L vardur.
G5. Her z,y € L i¢in x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve o, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

L1. az € L dir.

L2, a.(x +y) = a.x + oy dir.
L3. (o + B)r = a.x + f.x dir.
L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. 1.z = z dir. (Burada 1, F' nin birim elemanidir).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye karmasik lineer uzay adi verilir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontigiimlere operator denir.

Tanim 2.0.3 F' bir cisim ve V ve W, F' cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve
c € F' olmak tizere T': V — W dontisiimii,
aT(u+v)="T(u)+T(v)

b T'(cu) = ¢I'(u) sartlarini saghyorsa T' ye V {izerinde lineer déniigiim denir .
Tanim 2.0.4 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={zel:z=arx+(1—a)y, 0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az + (1 — o)y esitligindeki

x ve y nin katsayilari i¢in a + (1 — ) = 1 bagmtisi her zaman dogrudur. Bu sebeple



konveks kiime tanimindaki o, 1 — o yerine o + 8 = 1 sartini saglayan ve negatif olmayan
a, B reel sayilarimi alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir.

Tanim 2.0.5 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her z,y € I ve o € |0, 1] i¢in,

flex+ (1 =a)y) < af(@)+(1-a)f(y) (2.0.1)

sartini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (3.7.4) esitsizligi  # y ve

a € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Teorem 2.0.1 [1] f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f,(a,b) arahiginda siireklidir ve

b. f,[a,b] arahginda smirhdir.

Teorem 2.0.2 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R de bir aralik, a,b € I ve a < b

olmak iizere f : I C R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

f(“b) < 1 /bf(x)dxgw (2.0.2)

2 b—a 2

olur.

Tanim 2.0.6 (h-Konveks Fonksiyon): h # 0 ve h : J — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Her z,y € I, « € (0, 1) igin,

flax + (1 —a)y) < h(a) f(z) +h(1 - a)f(y)

sartim1 saglayan negatif olmayan f : I — R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir.

Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) C J dir.

Tanim 2.0.7 (ig—garplm uzay1): F(RveyaC) olmak iizere, X bir vektor uzay1 olsun.

(,-) + X x X — F doniigimii asagidaki o6zelliklere sahip ise ” (-,-)” déntigiimiine X

tizerinde bir i¢-carpim, (X, (-,-)) ikilisine de ”i¢-carpim” uzay1 denir:

1. Vo € X i¢in (z,z) > 0 ve (z,x) =0 < z = Ox;

2. Yo,y € X icin (v,y) = (y, 7);



3. Vz,y € X ve o € F igin {(ax,y) = oz, y);
4. Va,y,z € X igin (z +y,2) = (z,y) + (y, 2)-

Not 2.0.1 F = R olmas: halinde 2. 6zellik (z,y) = (y,z) olur. I¢-carpim tanimim

kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Vo,y,2 € X ve Vo, 8 € F i¢in {ax + By, z) = alx,y) + By, 2),
2. Vz,y € X ve Va € F igin (z, ay) = a(z,y);
3. Va,y € X ve Vo, B € F icin (z,ay + pz) = alz,y) + Bly, 2).
Tanim 2.0.8 (Norm): (X, (-,-)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Bir z € X vektor normu
|z ll= ()2 (2.0.3)
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.

Tanim 2.0.9 (Hilbert Uzay1): (X, (-,-)) bir i¢ ¢carpim uzay1 olsun. Eger bu i¢-¢arpim
uzay1 (2.0.3) normuna gore tam ise, yani (X, (-,-)) ig-carpim uzay1 i¢indeki her Cauchy

Dizisi (2.0.3) norma gore yakinsak ise bu i¢ ¢arpima bir ”Hilbert Uzay1” denir.

Tanim 2.0.10 (Birim Operator): A : X — X operatorii verilsin. Eger her x € X
icin Ax = z ise A operatoriine birim(6zdeslik) operator denir. I, E ve Ix sembollerinden

biriyle gosterilir.

Tanim 2.0.11 (Sinirli Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) C X ve gortintii kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii D(A)
‘min X’ de smurh her kiimesine R(A)'nin Y de simirli bir kiimesini kargilik getiriyorsa A’

ya "simirli bir operator” denir. Bagka bir deyisle
| Az ||y < c]|| = ||x, her z € D(A)
olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya ”simirli bir operator” denir.

Tanim 2.0.12 (Lineer Operator): X ve Y aym F cismi tlizerinde iki lineer uzay ve

A: X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve
A(ax + By) = aA(x) + BA(y), Vz,y € D(A) ve Vo, € F

ise A’ya ”lineer operator” denir.



Tanim 2.0.13 (Eslenik ve (")z-e§lenik Operator): A, H Hilbert uzayinda siirh lineer
bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin

(Af,g9) = (f, A%g)

saglaniyorsa A* a A’nin "eglenik operatori” denir.

Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya ozeglenik operator denir.

Tamim 2.0.14 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir lineer
operator olsun.

p(A) :={\e€C:(A-\E) ' € L(H)}

kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tast” veya ”¢ozlicli operatori” adi verilir.
Tanim 2.0.15 (Spektrum): H bir Hilbert uzay: olsun.
Sp(A) = a(A4) := C\ p(4)

kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatériiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya " Sp(A)” ile gosterecegiz.

Tanim 2.0.16 A, (H,(-,-)) kompleks bir Hilbert uzay1 tizerinde keyfi bir 6zeglenik li-
neer operator olsun. C (Sp(A)), A operatoriintin spektrumu tizerinde taniml tiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesini gostersin. Gelfand doniigiimii yardimiyla asagidaki ozellikleri
yazilan @ ile C'(Sp(A)) kiimesi arasinda bir #-izometrik izomorfizim vardir. Ayrica H

tizerinde 1 birim operatorii ve A operatorii tarafindan tiretilen bir C*(A) cebiri vardir[2].

Keyfi f,g € C(Sp(A)) ve a, 8 € C i¢in

L ®(af + fg) = a®(f) + 5(g);
2. D(fg) = @(f)2(g) ve B(f) = ®(f)*;
3. RN = [IFI = supsespay LF ()] 5

4. ®(fy) = 1y ve ®(f1) = A burada fo(t) =1 ve fi(t) =t igin t € Sp(A).



Simdi bir operatoriin, bir fonksiyon altindaki goriintiistintin ne anlama geldigini ifade

edelim.

Tanim 2.0.17 A, (H,(-,-)) kompleks bir Hilbert uzay1 iizerinde keyfi bir 6zeglenik li-
neer operator olsun. C (Sp(A)), A operatoriintin spektrumu tizerinde taniml tiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesini ve ® de tamm (2.0.16) deki fonksiyon olsun. Bu durumda her
f € C(Sp(A)) i¢in

f(A) = @(f)
seklinde tamimlanan ifadeye keyfi bir A 6zeslenik operatorinitin stirekli fonksiyonel hesabi

denir.

Tanim 2.0.18 (Operatorlerde Siralama): A ve B, H Hilbert uzay: iizerinde iki 6zeglenik

operator olsun.

1. A< B <& (Ax,z) < (Bz,z) Vo € H,;
2. A > 0 ise A operatoriine pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eger A 6zeglenik bir operator ve f de Sp(A iizerinde tanimli reel degerli siirekli
bir fonksiyon ise, bu durumda ¢ € Sp(A) i¢in f(t) > 0 dir. Buradan f(A) > 0, yani f(A)
H Hilbert uzay iizerinde pozitif bir operatordiir. Ilaveten eger f ve g, Sp(A) tizerinde iki

fonksiyon ise agagidaki 6nemli 6zelligi saglanir. Her t € Sp(A) igin
f(t) > g(t) dir. Buradan f(A) > g(A)

Teorem 2.0.3 [4] A, H Hilbert uzay: iizerinde siirh 6zeslenik bir operatér olsun. Bu

durumda agagidakiler dogrudur.

m = ||iﬁ£1<Ax’$> = max{a € Rlal < A};

M := sup (Az,z) = min{a € R|A < aFE};
[l=]I=1
ve

[A]l = max{|[m]], [|A]]}.
Ayrica m, M € Sp(A) ve Sp(A) C [m, M].
Tanim 2.0.19 (Operator Konveks): A ve B, spektrumlart I C R da olan keyfi
ozeslenik operatorler ve A € [0, 1] olsun. Bu durumda,
f(L=XNA+AB) < (1-N)f(A) +Af(B)

esitsizligini saglayan, I araligi lizerinde tanimli, reel degerli siirekli fonksiyona operator

konveks denir.



3. YAPILAN CALISMALAR

Tezin bu béliimiinde yapilan tiim galigmalar uluslararas: bir makalede [15], uluslararas
sempozyumlarda [21], [23] ve ulusal bir sempozyumda [20] sunulmug olup, tamam 6zgiin

bir caligmadir.

3.1 Hilbert Uzayinda Operator p-Konveks Fonksiyonlar igin Hermite-
Hadamard Tipli Esitsizlikler

Asagidaki tamim literatiire ilk defa Seren Salag tarafindan kazandirilmigtir.

Tanim 3.1.1 A ve B, spektrumlar1 I’da olan sinirli pozitif operator olsunlar. Eger f :

I C R — R siirekli fonksiyonu her a € [0, 1] igin,
flaAd+ (1 —a)B) < f(A)+ f(B) (3.1.1)

esitsizligi saglaniyorsa, bu f fonksiyonuna, I araligi tizerinde operator p-konveks fonksiyon

denir.

Not 3.1.1 Bundan sonra, f : I € R — R fonksiyonu bir operator p-konveks fonksiyon

ise, bu durumu f € S,0 sembolii ile gosterecegiz.
Lemma 3.1.1 K, B(H)* kiimesinin konveks bir alt kiimesi olsun. Eger f € S,0 ise,

her A € K igin f(A) pozitiftir.

Ispat. Ac K ve f e S,0 icin

olup, f(A) pozitiftir.

Moslehian ve Najafi [7] pozitif operatorler igin agagidaki teoremi ispat etmisglerdir.

Teorem 3.1.1 [7] A,B € B(H)" olsun. f :[0,00) — R, negatif olmayan tiim operator
fonksiyonlar i¢cin AB + BA-nmin pozitif olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul

f(A+B) < f(A) + f(B)

esitsizliginin saglanmasidir.



Dragomir [8], operatér konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerle

ilgili agagidaki teoremi ispat etmistir.

Teorem 3.1.2 [8] f: I C R — R bir operator konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

spektrumu I’ da olan keyfi A ve B 6z eslenik operatorleri icin asagidaki esitsizlikler

(45 < S

f((l A+ tB) dt

dogrudur.

IA
s~

0

o L[ (AEBY S B
3 §<{A>(+ fZ(B)) : }
- 2

X bir vektor uzayr ve x # y, x,y € X olsun.
[z, y] = (L =)z +ty

t € [0, 1] seklinde bir parca tanimlayahim.

f [z, y] — R fonksiyonunu goz 6niine alalim.

g9(z,y)(t) == f((1 = t)z + ty)
t € [0,1] seklinde g(z,y) : [0,1] — R fonksiyonunu tanimlayalim.
Literatiirden biz biliyoruz ki, f fonksiyonunun [z, y| lizerinde konveks olabilmesi i¢in
gerekli yeter kosul g(z, y)(.) fonksiyonunun [0, 1] kapali aralig1 iizerinde konveks olmasidir.

Bir [z, y| parcas: lizerinde taniml keyfi konveks fonksiyonlar igin agagidaki sekilde verilen

ve Hermite-Hadamard Esitsizligi olarak bilinen esitsizlik elde edilir:
1
(55Y) < [ - oo+ par < KT,
0

Lemma 3.1.2 f: I C R — R stirekli bir fonksiyon olsun. A, B € K C B(H)™ pozitif

keyfi iki operator i¢in

[A,B] :={(1-t)A+1tB, te[0,1]}
seklinde, bir parcalanigi tanimlayalim. Burada K, spektrumlari [’da olan pozitif op-
eratorlerin kiimesidir. Bu durumda f’'nin operatér p-konveks olabilmesi i¢in gerekli ve

yeterli kogul

Panp(t) = (f(1—t)A+tB)z,x)

10



seklinde ¢, 4 5 : [0,1] — R fonksiyonunun her x € H, ||z|| = 1 i¢in [0, 1] arahig: tizerinde

operator p-konveks olmadir.

Ispat. f fonksiyonu [A, B] parcalanigi tizerinde operator p-konveks oldugundan, her

t1,t2 € 0,1] ve v € [0, 1] i¢in, agagidaki esitsizlikten ispat tamamlanir.
weaplaty + (1 —a)ty) = <f((1 — (at; + (1 — a)ts) A+ (at; + (1 — a)ty)B)x, x>

<f(0é[(1 — tl)A -+ tlB] + (1 — Oz)[(l — tQ)A -+ th])ﬂ?,QE>
(1 =t)A+tB)z,x) + (f((1 - t) A+ t2B)z,x)

IA

IN

OuaB(t1) + @za5(t2)

Teorem 3.1.3 f bir operator p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumlar1 /-da olan, tim

pozitif A ve B operatorleri icin

%f(A;B> < /0 FEA+ (1— t)B)dt < [f(4) + (B)] (3.1.2)

esitsizligi dogrudur.

Ispat. = € H, ||lz|| = 1,t € [0,1] ve (Az,xz) € Sp(A) C I, (Bz,z) € Sp(B) C I
oldugundan asagidaki esitligi yazabiliriz.

(1—t)A+tB)z,z) = (1 — t)(Az,z) + t(Bz,x) € I, (3.1.3)

f'nin siirekliligi ve (3.1.3) esitsizliginden
1
/ f(tA+ (1 —1t)B)dt
0
integrali vardir.
f € S,0 oldugundan, ¢t € [0,1] ve A, B € K igin
f(tA+ (1 —=1t)B) < f(A) + f(B) (3.1.4)

esitsizligi dogrudur.

(3.1.4) esitsizliginin her iki tarafi [0, 1] {izerinden integrali alimrsa agagidaki esitsizligi

elde ederiz.

11



/1 F(tA+ (1 —)B)dt < f(A) + {(B)

(3.1.2) esitsizliginin sol tarafinin ispati igin

f(A‘gB> <f(tA+(1-t)B)+ f(1—t)A+tB) (3.1.5)

dogru olan egitsizligini géz ontine alahm. ¢ € [0,1] tizerinde (3.1.5) esitsizliginin

integralini alip ve

/1 ftA+ (1= t)B)dt = /1 f((1—t)A+tB)dt

esitligini kullanarak (3.1.2)"in sol kismimin da ispat1 tamamlanmig olur.

3.2 Carpim Durumunda ki Operator p-Konveks Fonksiyonlar
I¢cin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

f ve g iki operator p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumu I C R da olan tiim A, B €
K C B(H)" operatorleri igin agagidaki sekilde H Hilbert uzay1 tizerinde reel degerli

fonksiyonlar1 tanimlayalim.
M(A, B)(z) = (f(A)z, z)(g(A)z, ) + (f(B)r, x){g9(B)z, ) (x € H),
N(A, B)(z) = (f(A)z,z)(g(B)z, x) + {f(B)z, x)(g(A)z, ) (x € H).

P(A, B)(x) = ([f(A)g(A) + f(B)g(B)lz,x) (v € H),

Teorem 3.2.1 f ve g iki operator p-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda spektrumu
I-da olan tiim A, B € K C B(H)* operatorleri ve x € H, ||z|| = 1 igin agagidaki egitsizlik

saglanir.

/1<f(tA + (1 —=t)B)z,z){g(tA+ (1 — t)B)x,z)dt < M(A,B)+ N(A,B) (3.2.1)

12



Ispat. z € H, ||z]| =1 ve t € [0, 1], ayrica (Az,z) € Sp(A) C I ve (Bx,z) € Sp(B) C I
oldugundan

(1=t)A+tB)x,z) = (1 —t)(Az,z) + t(Bz,x) € I, (3.2.2)

f, g siirekliliginden ve (3.2.2) esitliginden

/1 f(tA+ (1 —t)B)dt,

/1g(tA + (1 —t)B)dt,
/Ol(fg)(tA—i- (1—t)B)dt

integralleri mevcuttur.
f,9 € S,0 oldugundan, t € [0,1] ve € H i¢in

<f(tA + (1 - t)B)x,:v) < (f(A) + f(B)z,z) (3.2.3)

(9(tA+ (1 = t)B)z,z) < (9(A) + g(B)z, x). (3.2.4)

yazabiliriz. (3.2.3) ve (3.2.4)-den

(f(tA+ (1 = t)B)z,2){g(tA + (1 — ) B)z, 2) < (f(A)z, z)(g(A)z, z)
+(f(A)z, 2)(9(B)x, x)
+(f(B)x, x)(g(A)z, x)
+(f(B)x,x){g(B)z,z) (3.2.5)

elde edilir. (3.2.5) in her iki tarafi [0, 1] tizerinde integral alinirsa, (3.2.1) esitsizligi ispat

edilmig olur.

Teorem 3.2.2 f ve g iki operator p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumlari /-da olan tiim

A,B € K C B(H)" operatorleri ve x € H, ||z|| = 1 igin agagidaki esitsizlik dogrudur.

(A 2)e ) (o(242 )
/01<f(tA + (1 =t)B)z,2)(g(tA+ (1 —t)B)z, z)dt
+M (A, B) + N(A,B)

IN

(3.2.6)
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Ispat. f,g € S,0 oldugundan, t € [0,1] ve z € H, ||z|| = 1 i¢in

VT )me) o (57 ) )

_ <f(tA+(;_t)B+ <1_t)2A+tB>x,g;>

X<g<tA+ (;—t)B L a —t);4+tB)x’x>

< {(f(tA+ (1—t)B)z,z) + (f((1 —t)A+tB)z,x)

x(g(tA+ (1 —t)B)z,z) + (g((1 —t)A + tB)z, x)}

< { :(f(tA +(1=t)B)z,z){g(tA+ (1 — t)B)Jz,x>]

n :(f((l — A+ tB)x,x)(g((1 - t)A+1tB), x>]

| (F(A)z,2) + (F(B),2)| x [(9(A)r,2) + (g(B)a, )|

+ | (F(,2) + (F(B)r,2)] x [(g(A)z,2) + (9(B), )| }

[ ftA+(1-1t)B )g(tA+(1—t)B)x,x)}

Il
—

[ F(L= 1A +tB)z,2){g((1 —t)A+tB)a:,a:)}

2/ (f(A)a,2)g(A)w, 2)| +2[(F(B)z, ) (9(B)a, )|

+

£2 (W, @)g(B)a.x)| +2[(f(B)a,x) (g(A)e, )] }

elde ederiz. Burada [0, 1] tizerinde integral alimirsa,
f A+ B A+ B
5 r,7){g 5 x,
1
< / [<f((1 —)A+tB)z,x){g(tA+ (1 — t)B)z, )
0

+(f(tA+ (1 = t)B)z,2){g9((1 —t)A +tB)z, f"ﬁ dt
+2M (A, B) + 2N (A, B)

elde ederiz. Bu ise (3.2.6) esitsizliginin ispatin1 tamamlar.

14



Teorem 3.2.3 f,g: I C R — R iki operator p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumlar:
I’ da olan, biitiin pozitif A, B operatorleri ve x € H, ||z|| = 1 i¢in agagidaki esitsizlik

2<f(A ; B)x,w> /01<g(tA + (1 = )bz, a)dt
+2<9<A ;r B)x,x> /01<f(tA + (1 = )B)z, x)dt

2/1(f(tA + (1= t)B)z,z){g(tA+ (1 — t)B)z,z)dt
+2M (A, B)(z) + 2N (A, B)(z)

) (57))

dogrudur.

IN

(3.2.7)

Ispat. f ve g iki operator p-konveks fonksiyon ve ¢ € [0,1] icin,

<f(A;B)x7$> _ <f<tA+(;—t)B . (1—t);4+tB)$7x>

< <f(tA + (1 =t)B)+ f(1-t)A+ tB)x,x>

<g(A42rB>x’x> _ <g(tA+ (;—t)B L —t);4+tB)x’x>

< <g(tA +(1-t)B)+g((1-t)A+ tB)x,x>.

esitsizliklerini yazabiliriz. Bu iki esitsizligi ¢apraz olarak carpip, daha sonra taraf tarafa

toplarsak

<f(A‘gB)m,x><g(tA+ (1—1)B)+ (1 —t)A+tB)x,a:>
+<g(A;B>:L’,:C><f(tA+ (1-t)B)+ f((1 —t)A+tB)x,x>
< <f(tA+ 1-t)B)+ f(1-1tA +tB);1:,:c>

X <g(tA +(1—-t)B)+g9((1 —t)A+tB)z, ac>

W) (557))

bulunur. Buradan
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SN

f
<+) > (tA+ (1= t)B)z,2) + (f((1 - ) A+ tB))z, )|

(o4

[(f(tA+ (1—t)B)z,z)(g(tA+ (1 —t)B)x, z)

x> g(tA+ (1 —t)B)z,z) + g((1 — t)A + tB))x,x)}

IN -+

+{(f(1=t)A+tB))z,z){g((1 —t)A+tB))x, >}
+ [{f(A)z,2) + (f(B)z, )]
x (g(A ,$> +(g(B)z, )]
+(f
(

(A)z
(A)z, ) + (f(B)z,2)]
(4)

% (g(A)z,) + (g(B)z,2)] + <f(A_;B>x,x><g<A;B)x,x>

elde ederiz. Burada [0, 1] iizerinde integral alinirsa,

<f<‘4 u B)x,x> /01[(g(tA 4+ (1—)B)az) +g((1 — A+ tB))z, )

<9<A : B)m :c> /0 [(F(tA+ (1= t)B)a,a) + (f((1 — ) A+ 1B))z, )]

_|_

1

f(A+ (1—1) )x,x}(g(tA—i—(l—t)B) )]
(f(1=t)A+1tB))z,z)(g((1 — t)A +tB))z, z)]
+2M(A, B)(z) +2N(A, B)(x)

(o252 f o

elde ederiz. Bu ise (3.2.7) esitsizliginin ispatini tamamlar.

IN
c\

_|_

+

3.3 Operator p-Konveks Fonksiyonlarin, Synchronous ve
Asynchronous Fonksiyonlara Uygulanmasi

Bu kisimda ilk 6nce Synchronous ve Asynchronous Fonksiyon tanimlar1 verilecek
ve daha sonra ise operator p-konveks fonksiyonlar i¢in bu fonksiyonlara uygulamalar

yapilacaktir.
Tanim 3.3.1 f,g: [a,b] — R iki fonksiyon olsun. Eger her ¢, s € [a, b] i¢in

(f () = f(s))(g(t) = g(s)) = 0

esitsizligi saglaniyorsa bu f, g fonksiyonlarina [a, b] araligi tizerinde ”synchronous” denir.

16



Tanim 3.3.2 f,g: [a,b] — R iki fonksiyon olsun. Eger her ¢, s € [a, b] i¢in

(f(t) = f(s)(g(t) — g(s)) <0
esitsizligi saglaniyorsa bu f, g fonksiyonlarina [a, b] araligi {izerinde ”asynchronous” denir.

Teorem 3.3.1 A, Sp(A) C [m, M]'da sinirh lineer 6zeglenik bir operator olsun. Eger

f,g: m, M] — R siirekli ve synchronous fonksiyon ise bu durumda =z € H, ||z|| = 1 i¢in

(f(A)g(A)x,z) = (f(A)x, x){g(A)z, x) (3.3.1)

esitsizligi dogrudur. Benzer sekilde siirekli ve asynchronous f, g : [m, M] — R fonksiyon

ise
(f(A)g(A)z, z) < (f(A)z,z)(g(A)z, ), (3.3.2)
esitsizligi de dogrudur.

Teorem 3.3.1'den acgikga goriliir ki, eger f,g : [m, M] — R siirekli ve synchronous

fonksiyon ise, bu durumda
N(4, B)(x) < M(A, B)(z) < P(A, B)(z) (3.3.3)

Eger, f,g : [m, M] — R siirekli ve asynchronous fonksiyon ise bu durumda x € H ve

||z|| = 1 olmak iizere
N(A, B)(x) > M(A, B)(x) > P(A, B)(x) (3.34)
esitsizlikleri dogrudur.

Teorem 3.3.2 f,g: I C R — R iki operator p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) U
Sp(B) C [m, M| de simirly, lineer, 6zeglenik iki operator olsun. Bu durumda, f, g siirekli,

synchronous fonksiyon ve f, g > 0 ise, (3.2.1) esitsizliginden

/01<f(tA + (1= t)B)z,z){g(tA+ (1 — t)B)z,z)dt
< M(A,B)(z) + N(A, B)(x)
< 2P(A, B)(x)

elde edilir.
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Teorem 3.3.3 f,g: I C R — R iki operator p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) U
Sp(B) C [m, M]" de siirly, lineer, 6zeglenik iki operatér olsun. Bu durumda, f, g siirekli,

synchronous fonksiyon ve f, g > 0 ise,

(7))o (F57)2)

< [/01<f(tA +(1—t)B)z,z)g((1 —t)A+ tB)x,x)dt}

ve

2<f(AJ2rB)x,a7>< /01<g(tA—|— (1—)B)x, z)dt

+2<g(A i B)m> /Ol(f(tA + (1 = t)B)x, z)dt

< 2/1<f(tA + (1 =t)B)z,z){g(tA+ (1 — t)B)z,z)dt
+4[P(A, B)(x)]

) (557) )

(3.2.6) ve (3.2.7) esitsizliklerinden saglanir.

Teorem 3.3.4 f,g: I C R — R iki operator p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) U
Sp(B) C [m, M] de simirh, lineer, 6zeslenik iki operator olsun. Eger, f, g stirekli, asyn-

chronous fonksiyon ve f, g > 0 ise, (3.2.1) esitsizliginden

/01<f(tA + (1= t)B)xz,z){g(tA+ (1 — t)B)z,z)dt
M(A, B)(x) + N(A, B)(z)
< W4, B)a) (3.3.5)

IN

elde edilir.

Teorem 3.3.5 f,g: I C R — R iki operator p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) U
Sp(B) C [m, M]" de sinirli, lineer, 6zeglenik iki operator olsun. Eger, f, g siirekli, syn-

chronous fonksiyon ve f, g > 0 ise,
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S (E5)(57))
[/01<f(tA +(1=t)B)z,x)g((1 —t)A+ tB)x,x)dt}
+2[N (A, B)(x)]

IN

(3.3.6)
2<f(A—gB)x,x></ol<g(tA+(1—t)B)x,x)dt
+2<g<A;B)x,x> /Ol(f(tAJr(l—t)B)x,x)dt

< 2/1(f(tA+ (1—t)B)z,z){g(tA+ (1 — t)B)z,z)dt
| A+ B +%ﬂ(g’ o
H((55)re)o(F57)m)

(3.3.7)

(3.2.6) ve (3.2.7) egitsizliklerinden saglanir.

3.4 Hilbert Uzayinda Operator h-Konveks Fonksiyonlar igin Hermite-
Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda daha o6nce Salag ve arkadaslar1 tarafindan tanimlanan [14] operator p-

konveks fonksiyonlar sinifi, yani S, 0, genisletilmis ve daha genel esitsizlikler elde edilmigtir.

Tamim 3.4.1 h:J C R — R negatif olmayan bir fonksiyon ve K da B(H)" m konveks
bir alt kiimesi olsun. Eger f : I C R — R fonksiyonu

f(aA +(1-— a)B) < h(a)f(A)+ h(l —a)f(B)

esitsizligini saghyorsa bu f fonksiyonuna I araligi tizerinde operator h-konveks fonksiyon
denir. Burada A ve B, spektrumlar: I’da olan keyfi pozitif operatérler ve a € [0,1]. Bu

esitsizligi saglayan fonksiyonlarin sinifin1 bundan sonra E S0 ile gosterecegiz.

Lemma 3.4.1 f bir operator h-konveks fonksiyon ve h(3) > 3 olsun. Bu durumda her

2
A€ K C B(H)" igin f(A) pozitiftir.

Ispat. Her A € K icin
s =1(5+5) <n(3)ra(3)rw=m(3) . ey
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1
h(i) f(A) >0 olup f(A) > 0, yani f(A) operator h-konveks fonksiyonu pozitiftir.

Lemma 3.4.2 f: [ C R — R siirekli bir fonksiyon olsun. A, B € K C B(H)" pozitif
keyfi iki operator icin
[A,B] ={(1-t)A+tB,t€[0,1]}

seklinde, spektrumlar1 I’da olan tiim pozitif operatorlerin kiimesi tlizerinde bir parca
tanimlayalim. Bu durumda f’nin operator h-konveks olabilmesi icin gerekli ve yeterli

kosul
Coap(t) = (f(1—t)A+tB)z,z)
seklindeki ¢, 4 5 : [0,1] — R fonksiyonunun her = € H, ||z|| = 1 i¢in [0, 1] aralig tizerinde

operator h-konveks olmasidir.

Ispat. f € ES,O oldugundan keyfi ¢1, ¢, € [0,1] ve a € [0, 1] igin

Oeaplat + (1 —a)ty) = <f((1 — (at1 + (1 — a)ta) A+ (at; + (1 — a)ty) B)z, 93>
= (f(a[(1 —=t))A+t,B]+ (1 — a)[(1 — t2) A+ t,B])z, z)
ha)(f((1 —t)A+tB)z,z) +h(l —a)f((1 — t2) A+ t2B)z, )

h(a)@zap(t) + h(1 — a)pr ap(t2)

IN

IN

(3.4.2)

olup, bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4.1 f bir operator h-konveks fonksiyon olsun. Spektrumlar:i I’ da olan her

pozitif A ve B operatorleri icin

QhEQ)f(A;LB) < /Olf(tA+(1—t)B)dt§ [f(A)+(B)} /Olh(t)dt (3.4.3)

1

esitsizligi dogrudur.

Ispat. 2 € H, ||z|| = 1vet € [0,1], ayrica (Az,x) € Sp(A) C Ive(Buz,xz) € Sp(B) C I
oldugundan

(1=t)A+tB)z,z) = (1 — t)(Az,z) + t(Bz,z) € I, (3.4.4)

esitligini yazabiliriz. f’nin siirekliligi ve (3.4.4)” den
1
/ f(tA+ (1 —t)B)dt
0
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integrali mevcuttur. f € ES,O oldugundan, ¢t € [0,1] ve A, B € K igin
f(tA+ (1 =t)B)dt < h(t)f(A) + k(1 —t)f(B) (3.4.5)
elde edilir. (3.4.5)" n her iki tarafinin [0, 1] tizerinden integrali alinirsa

/lf(tA+ (1—t)B)dt < [f(A) n (B)} /1 h(t)dt

elde edilir. (3.4.3) deki esitsizligin sol tarafi ispatlanmig olur.

f(A ! B) < h(%) (F(tA+ (1= )B) + f((1 - )A +tB)) (3.4.6)

esitsizligini g6z oniinde bulunduralhim. (3.4.6) esitsizliginin, [0, 1] aralig1 iizerinden inte-

grali alinir ve dogru olan asagidaki esitligi kullanirsak

/1 f(tA+ (1 —t)B)dt = /lf((1 —t)A +tB)dt

bu durumda (3.4.3) mn ilk kismi da ispat edilmis olur. Béylece ispat tamamlanir.

3.5 Carpim Durumunda ki Operator h-Konveks Fonksiyon igin
Hermite Hadamard Tipli Esitsizlikler

f,g : I — R sirasiyla operator hi-konveks fonksiyon ve operator hs-konveks fonksiyon
olsunlar. Bu durumda, spektrumlar1 I’da olan biitiin A ve B pozitif operatorleri igin

agagidaki sekilde reel degerli fonksiyonlar tanimlayalim.
M(A, B)(z) = (f(A)z, z)(g(A)z, x) + (f(B)z,2)(9(B)z,x) (v € H),
N(A, B)(x) = (f(A)x, z)(g(B)z,x) + (f(B)z,z)(g9(A)z,x) (x € H).

P(A, B)(x) = ([f(A)g(A) + f(B)g(B)lz,z) (v € H),

Teorem 3.5.1 f : I € R — R bir operator hi-konveks fonksiyon ve g : I € R — R
de operator ho-konveks fonksiyon olsun. Spektrumlart I’ da olan biitiin pozitif A ve B

operatorleri igin € H, ||z|| = 1 olmak iizere
/01<f(tA (1 - O)B)a, ) (g(tA + (1 — t)B)a, z)dt
< M(A,B) /01 hi(t)ha(t)dt + N(A, B) /01 hy(t)he(1 —t)dt (3.5.1)
esitsizligi dogrudur.
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Ispat. z € H, ||z = 1vet € [0, 1], ayrica (Az,x) € Sp(A) C I and (Bz,z) € Sp(B) C I
oldugundan

(tA+ (1= t)B)z,z) = t(Az,z) + (1 — t)(Ba,x) € I, (3.5.2)

esitligini yazabiliriz. f,¢’ nin siirekliliginden ve (3.5.2)” den

/lf(tA-i- (1—1t)B)dt,

/1 g(tA+ (1 —t)B)dt
/Ol(fg)(tA + (1 —t)B)dt
integralleri mevcuttur.
f € ESy,O ve g € ES;,,0 oldugundan, t € [0,1] ve z € H, ||z]| = 1 i¢in
(f(A+ (1= t)B)z, ) < (h(t)f(A) + hi(1 —t) f(B)z,z) (3.5.3)
(g(tA+ (1 = t)B)z,z) < (ha(t)g(A) + ho(1 — t)g(B)z, z) (3.5.4)

yazilir. (3.5.3) ve (3.5.4) ten

+hy(t)he(1 — t){(f(A)z,
+hi(1 = t)ha()(f
h(1 = Oha(1 — )(f(B)

8

)
(4)
(B)x,x
(B)

elde edilir. (3.5.5) te [0,1] araligi tizerinden her iki tarafin integrali alnirsa (3.5.1)

esitsizligi ispat edilmig olur.

Teorem 3.5.2 f: I C R — R bir operator hj-konveks fonksiyon ve g : I C R — R de
bir operator ho-konveks fonksiyon olsun. Spektrumlar1 I’ da olan, biitiin pozitif A ve B

operatorleri igin x € H, ||z|| = 1 olmak iizere

et/ () ()

< /1<f(tA + (1 - )B)a, ) (g(tA + (1 — t)B)a, 2)dt

+M(A,B) | hi(t)ha(t)dt + N(A, B) / 1 ha(t)ha(1 — t)dt (3.5.6)

dir.
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Ispat. f e ES,,0 ve g € ES,,O oldugundan, keyfi ¢ € [0,1] ve z € H, ||z|| = 1 i¢in

<f(A;B)x,x><g(A;B>x,x> < <f(tA+(;—t)B N (1—t);4+tB)x,x>

X<g(tA+ (1-t)B N (1 _t)AHB)x,x>

2 2
(3.5.7)

< h1< )hg(l) { [(ftA+ (1 —t)B)z,z) + f((1 — t) A+ tB)z, x))

x[g(tA+ (1 —t)B)z,z) + g((1 —t)A+ tB)x,z)] } (3.5.8)

ho G) { [(f(tA+ (1 —t)B)z,z)(g(tA+ (1 — t)B)z, z)]
[(F((L=1)A +tB)a,x)g((1 — ¢
[ha(6)(f(A)z, z) + hi(1 = t)(f(B

x [ha(1 — t){g(A)z, ) + ha(t){g(B
[ha(1 = )(f(A)z, z) + ha(t)(f(B
[7af )

X

>

(Y]

=

S

=

S

&5

+

>

(Y]

—

|

~

S

vyl
\_/\/\_/\_/\_/
2 o8 B8
5 3 B B
s T T o~
——

(3.5.9)

(% hz( ){ FEA+ (1 = t)B)a, ) + (g(tA+ (1 — t)B)z, )]

(
+[(f((1 —t)A+tB)x, :B>+(g(1—tA—|—tB):B$
+H(h(Oha(1 = 1) + ha(O)hn (1 = )[(f (A)z, 2)(g(A)z, 2)] + [(f(B)z, 2)(9(B)z, )]
+(ha(1 = t)ho(1 = t) + b () ha() [((f (A)z, 2)(f (B)z, 2)] + (f(B))%w)(g(A)w,wﬂ}

(3.5.10)
olup [0, 1] aralig: iizerinde integralini alirsak
() o(557)0)
< by (%) h2<%> (/Ol(f(tA + (1 —t)B)z,z) + g((1 — t)A+ tB)z, x)]
+[f(tA+ (1 =t)B)z,z) + (g((1 — t)A + tB)x, x)]dt
+ M(A,B) /1 ha(t)hs()dt + N (A, B) /1 by ()ha(1 — 1)t
i ’ (3.5.11)

bulunur ki, bu da (3.5.6) nin ispatim tamamlar.
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Teorem 3.5.3 f: I CR —- Rveg: I CR — R de iki operator h-konveks fonksiyon

olsun. Spektrumlar1 I’ da olan biitiin pozitif A ve B operatorleri igin

2h<%><f(A;B)az,x></01<g(tA—|—(l—t)B):v,x)dt
+2h<%>g<A;B)x,x> /01<f(tA+(1—t)B)x,:1:>dt
< 2h<%>2/01<f(tA+(1—t)B)x,x><g(tA—|—(1—t)B)x,:1:)dt

+2h<%)2[M(A, B) /0 lh(t)h(l — t)dt + N(A, B) /0 lh(t)th}
RUG IO

esitsizligi dogrudur.

(3.5.12)

ispat. f ve g iki operator h-konveks fonksiyon ve ¢ € [0, 1] i¢in

<f(A—2kB>x’x> _ <f(tA+(;—t)B ) (1—t);4+tB)x7$>

h<%><f(tA+ (1 —t)B)—;f((l _t)A+tB):c,a;>

<

<g(A B>x7x> <(tA+ 1—tB+(1—t);4+tB)x7x>

>< g(tA+ (1—1t)B) +g((1 —t)A+tB)x7x>‘

<h
- 2

/N
N | —

esitsizliklerini yazabiliriz. Bu iki esitsizligi ¢apraz olarak carpip, daha sonra taraf tarafa

toplarsak

(A _g B)ﬂ?, x> <9(tA +(1=1)B)+g((1 -)A+tB)z, x>
g

A;B)x,x><f(tA+ (1-6B)+ f((1 —t)A+tB)“v$>

< h(%>2<f(tA +(1=1)B) + f((1 - )C +tB)a, x>

X <g(tA +(1-t)B)+g9((1—-t)C+ tB)x,x>
() (o (557))
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bulunur. Buradan

(A+B) x> (tA+(1—1)B x:v>+g((1—t)A+tB))x,:L‘>}
e

EA+B) >

+h<% F(EA+ (1 = )B),2) + (L~ )A+ tB)). )
< h(% [(f(tA + ( B)x,a: g(tA+ (1 —t)B)z, x)
F((1= 1A +tB))z,2){g((1 — t)A + tB)) >}

h(l) (A+B)x x> g(tA+ (1 —t)B)z,z) + g((1 — t)A+ tB))z, z)]

0

+h(§)g(C+D) o) [+ (0= 0B)e ) + (0= 04+ 18)a,0)

)2{/0 [(f(tA+ (1 —t)B)x,x)(g(tA+ (1 —t)B)z, )]
L=)C + D))z, a)(g((1 — YA +1B))a,2)]

) , T
—|—<f(A—gB x,x><g(A;B)x,x>/ldt
0

elde ederiz. Buradan (3.5.12) esitsizliginin ispat1 tamamlanmig olur.

3.6 Operator h-Konveks Fonksiyonlarin, Synchronous
ve Asynchronous Fonksiyonlara Uygulanmasi

Teorem 3.6.1 f,g: 1 C R — R iki operator h-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) U

Sp(B) C [m, M] de smrl, lineer, ézeglenik iki operator olsun. Eger, f,g siirekli, syn-

chronous fonksiyon ve f,g > 0 ise, (3.5.1) esitsizliginden
/Ol(f(tA + (1 O)B)r,a)g(tA + (1 — t)B)z, z)dt
< M(A B)(x) /0 hn(O)ha(t)dt + N(A, B)(2) /O ha(Oha(l — D)t
< [/01 ho (£)ha () dt + /01 ha(t)ha(1 — t)dt] P(A, B)(2).
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elde edilir.

Teorem 3.6.2 Eger f, g siirekli, synchronous fonksiyon ve f,g > 0 ise, o zaman (3.5.6)

ve (3.5.12) esitsizliklerinden sirasiyla

G (557) )

< oy (%) ho (%) [/Ol(f(tA + (1= 0)B)2,2) +g((1 - ) A+ tB)z, )

thy (%) ho G) P(A, B)@)] /0 ha(B)ha(l — £)d + /0 1 (1)

ve

/1 ftA+ (1 =t)B)z,z)(g(tA+ (1 — t)B)z,z)dt

(
) [P(A, B)(z)] [ 1 h(t)h(1 — t)dt + /O 1 h(t)?dt}

W) o557 )

elde edilir.

Teorem 3.6.3 Eger f, g siirekli, asynchronous fonksiyon ve f, g > 0 ise, o zaman (3.5.1)

esitsizliginden
/Ol(f(tAJr(l—t)B) Dg(tA + (1 — )B)a, 2)dt
< M(A,B)(x)/olhl(t)hg( Jdt + N(A, B)( /O B (D)hs(1 — t)dt
< [/01 hl(t)hZ(t)dt—i—/ol ha(t)hs(1 — 1)dt)| N(A, B) ().
elde edilir.

Teorem 3.6.4 Eger f, g stirekli, synchronous fonksiyon ise o zaman (3.5.6) ve (3.5.12)
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esitsizliklerinden sirasiyla

G ) (557))

< o (%) ho (%) [/Ol(f(tA + (1= 0)B)z,2) +g((1 - ) A+ tB)z, )

Tty (%) ha (%) N (A, B) )] /0 ha(t)ha(l — ) + /0 1 (1)

ve

(A+B> >< 01 (tA+ (1 —t)B)z,z)dt
[

f
< (A+B> T, 01 (tA+ (1 —t)B)z,z)dt

FA+ (1= t)B)z,2)(g(tA+ (1 — t)B)z, x)dt

K
%) /Olht 1—tdt+/01h(t)2dt}
<f("‘¥ Jrpo(557)=2)

elde edilir.

3.7 Hilbert Uzayinda Operator Godunova-Levin Fonksiyonlari
I¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Biz bu kisimda ilk 6nce, literatiire ilk defa burada tanimi verilen Operator Godunova-
Levin Fonksiyon Sinifi tanitilacak ve daha sonra Hilbert Uzayinda operator Godunova-

Levin Fonksiyonlar i¢in bazi yeni Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler elde edilecektir.

Tanim 3.7.1 I, R’de bir aralik, A ve B de spekrumlar1 /-da olan sinirh pozitif operatorler
olsun. Eger her A € (0, 1) igin

—_

FOA+ (1= 0)B) < 7(4) + = f(B) (3.7.1)

esitsizligi saglaniyorsa, bu f : I — R fonksiyonuna I araligi tizerinde operator Godunova-
Levin siifindandir denir. Bundan sonra bu smiftan olan fonksiyonlar1 SoO sembolii ile

gosterecegiz.
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Lemma 3.7.1 Eger f, operatér Godunova-Levin fonksiyon sinifindan ise, bu durumda

her A€ K C B(H)* i¢in f(A) pozitiftir.

Ispat. A € K oldugundan

olup, f(A)’ nin pozitif oldugu ispatlanmig olur.

Lemma 3.7.2 f: I C R — R siirekli bir fonksiyon ve A, B de spektrumlari I’ da olan

keyfi pozitif iki operator olsun. Bu durumda,
(A, B] == {(1 —t)A+1tB; t €0, 1]} cI

parcast lzerinde f’ nin operator Godunova-Levin fonksiyon olabilmesi i¢in gerekli ve

yeterli kogul
Cuan(t) = (f(1—t)A+tB)z, )

seklinde tammlanan ¢, 4 5 : [0,1] — R fonksiyonunun [0, 1] kapal aralig: tizerinde op-

erator Godunova-Levin fonksiyon olmasidir.

Ispat. f, [A, B] C I pargasi tizerinde operatér Godunova-Levin simifindan bir fonksiyon

ve her t1,t, € [0,1], A € (0,1) igin

CoapM+ (1= Nta) = (f(1— N+ (1= Nt2) A+ (M1 + (1 = N)t2)B)z, z)
(

FAIX=t)A+ 6B+ (1= N)[(1 — t2) A+ t2B))z, )

(F((1— t)A+ . B)z,z) + ﬁf(a t5)A + t,B)e, 7

A IN I
—_ > =

1
N t — t2).
)\90 AB(t) + 11— )\90 A,8(t2)

olup, ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.1 f:1 C[0,00) — R operatér Godunova-Levin smifindan bir fonksiyon, A
ve B de spektrumlar1 /-da olan keyfi pozitif lineer operatér olsun. Bu durumda A € (0, 1)

icin

if(A;B) < /Olf()\AJr(l—)\)B)d)\ (3.7.2)

esitsizligi dogrudur.

28



Ispat. z € H, ||lz|| = 1ve A € (0, 1) icin
(Az,z) € Sp(A) C Ive(Bxz,x) € Sp(B) C I
olup
(1= XNA+AB)z,z) = (1 — N\)(Az,x) + X(Bz,z) € I,

esitligini yazabiliriz. f foksiyonunun siirekliliginden ve 3.7.3 esitliginden

/1f(>\A+(1 ~B)dA

integrali vardir. A € (0,1), f € SO ve A,B € K C B(H)" i¢in

FOA+ (1= NB) < f(A) + = /(B)

esitsizligini yazabiliriz. (3.7.3) esitsizliginin ispat1 igin

f(A;B> <2f(AM+ (1 —=XNB)+2f((1-NA+AB)

(3.7.3)

(3.7.4)

(3.7.5)

dogru olan egitsizligini A'ya gore [0, 1] kapali aralig: tizerinde integralini alip, ayrica lit-

eratiirde bilinen

/1 FOOMA+ (1= NB)dr = /1 F((1 = X)A+ AB)dx

esitligini de goz oniinde bulundurursak (3.7.3) esitsizliginin ispati tamamlanir.

Teorem 3.7.2 f: 1 C [0,00) — R operatér Godunova-Levin smifindan bir fonksiyon, A

ve B de spektrumlar I-da olan keyfi pozitif lineer operator olsun. Bu durumda A € (0, 1)

) /1)\(1—)\)f(/\A+(1—)\)B)d)\§w

esitsizligi dogrudur.

Ispat. z € H, ||lz|| = 1ve A € (0, 1), icin ayrica
(Az,z) € Sp(A) C Ive(Bx,z) € Sp(B) C I
oldugundan
(1 =XNA+AB)z,z) = (1 = \)(Az,z) + N(Bz,z) € I,
esitligini yazabiliriz. f foksiyonunun siirekliliginden ve (3.7.7) esitliginden

/1f(>\A+(1 NB)dA
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integrali vardir. A € (0,1), f € SO ve A,B € K C B(H)" i¢in

FOA+(1-NB) < %f(A) + %f(B) (3.7.8)
ML= NF(A+ (1= NB) < (1- A\)f(A) + A(B) (3.7.9)
ML=XN)f((1=NA+AB) <Af(A)+(1—=N)f(B) (3.7.10)

esitsizliklerini yazabiliriz. (3.7.9) ve (3.7.10) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,
AL — \) <f()\A + (1= NB) + f((1-NA+ AB)) < f(A) + £(B) (3.7.11)

esitsizligini elde ederiz, (3.7.11)’in her iki tarafim (0, 1) kapal arahginda A-ya gore inte-

gralini alirsak
/1 AML=XN(f(AM+ 1 =NB)+ f(1=NA+AB))d\ < f(A) + f(B)  (3.7.12)

egitsizligini elde ederiz. Ayrica

/1 A1 =NF(AA+ (1= XN)B)dA = /1 AL =N F((1 = A\)A+AB)dx

dogru olan bu esitligi de kullanarak bu teoremin ispati tamamlanir.

3.8 Hilbert Uzayinda Operator Godunova-Levin Fonksiyonlar
I¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

fyg: I € R — R iki operatéor Godunova-Levin fonksiyon ve A,B € K C B(H)*
olsun. Bu durumda asagidaki sekilde reel degerli fonksiyonlar tanimlayalim.
M(A, B)(z) = (f(A)z,2)(g(A)z,x) + (f(B)z,x)(9(B)z, v) (v € H),
N(4, B)(z) = (f(A)z, 2){g(B)z, 2) + (f(B)e,z) (g(A)z, 2) (v € H).
P(A, B)(&) = ([f(A)g(A) + f(B)g(B)lz,x) (x € H),
Lemma 3.8.1 f : I C R — R siirekli bir fonksiyon olsun. A,B € K C B(H)" op-
eratorleri i¢in f-nin
(A, B] = {(1 —t)A+1tB; t €0, 1]}
parcasinda operator Godunova-Levin fonksiyon olabilmesi i¢in gerekli ve yeter kosul her
x € H, ||z|]| =1 i¢in
Coap(t) = (f(1—t)A+tB)z,x)
seklinde ¢, 45 : [0,1] — R fonksiyonu [0, 1] aralig1 iizerinde operatér Godunova-Levin

fonksiyon olmasidir.
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Ispat. f, [A, B] pargasi tizerinde operatér Godunova-Levin fonksiyon olsun. Bu durumda

her t1,t, € [0,1] ve A € (0,1) igin

CoapM+ (1= Nta) = (f(1— N+ (1= Nt2) A+ (Mg + (1 = N)t2)B)z, z)
(

= (fO\N[(1 = t)A+t:B]+ (1 = N)[(1 — ta) A+ t2B])z, x)

< §<f((1 —t1)A+t;B)x, x> + %f((l —ty)A+t2B)x, :1:'>
< pranlt) + ——pnanlt)

= )\%:,A,B 1 1_)\90:c,A,B 2).

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.8.1 f,g : [ C R — R iki operator Godunova-Levin fonksiyon olsun. Bu
durumda A, B € K C B(H)" ve her x € H, ||z|| =1 i¢in

/l N1 AP(FAA+ (1 - NB)z,2){g(M + (1 — \)B)a, )d\

<Lua By + éN(A, B)(x) (3.8.1)

W

esitsizligi dogrudur.

Ispat. = € H, ||z]| = 1ve ) € [0,1] olsun. (Az,x) € Sp(A) C I ve (Bz,z) € Sp(B) C I

oldugundan
(1= XA+ AB)z,z) = (1 — N\)(Az,z) + X(Bz,z) € I, (3.8.2)

yazabiliriz. f, ¢ nin siirekliliginden ve (3.8.2)’den

/dﬂMLHI—MBMA

1
/gQA+u—MBMA
0
ve .
/QMMMLul—MBMA
0
integralleri mevcuttur. f,g € SgO oldugundan A € (0,1) ve z € H i¢in

1 1

(f(M+ (1= XN)B)z,z) < <Xf(A) + mf(B)a;, ) (3.8.3)
(9(AM + (1 — N)B)a, ) < <§g(A) + %g(B)x, 2). (3.8.4)
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yazabiliriz. (3.8.3) ve (3.8.4)" den

(f(AA+ (1 =NB)zx){g(A\A+ (1= A)B)z,7) < (f(A)z,2)(9(B)z, )

ISYTESVELARAE 2){g(B)z, z)
(3.8.5)

elde ederiz. (3.8.5)-in her iki tarafinin (0, 1) {izerinde integrali alinirsa istenilen esitsizlik

elde edilmig olur.

Teorem 3.8.2 f,g : [ C R — R iki operator Godunova-Levin fonksiyon olsun. Bu
durumda A, B € K C B(H)" ve her x € H, ||z]| = 1 igin

0t (43 (452)-)

< 8A%(1—\)? /1<f()\A + (1 =A)B)z,z)(g(AA + (1 = X\)B)z, z)dX

+3M(A, B)(x) + SN (4, B)(x) (3:5.6)

esitsizligi dogrudur.
Ispat. f,g € S0, A€ (0,1) ve her x € H, ||z|| =1 i¢in

VT )65 )

g T,T
2
M+ (1= A (1-MNA+ B
= (f —l— 5 T,
< ()\A+ (1-\N)B (1—)\)A+)\B) >

X{ g + 5 z,x

f

< 4{<f()\A+ (1=X)B))+ (f(1—=NA+AB))

x(g(AA+ (1= NB))+ (g((1 = N)A+ AB)>}
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< 4{ [(f()\A + (1 =A)B)z,z){(g(AA + (1 = X\)B)z, x}]
[P = A+ Bz, 2)g (1= NA + AB)w, 2)]

S A 2) + (7B, 2)]

x [ o) 2) + S lo(B)e, )]

I 'L(f(A)x,@ + l<f(B)ﬂca fff>]

X

— 4{(f()\A + (1= NB)z,2)g(\C + (1 - A\)D)a, x}]
+[(F((0= DA+ AB)z, 2)(g((1 = N A+ AB), z)]

1 1
= LA ()] + 55 ()2 o(B), )|
1

T B a) (). 2)] + 5= [ (B) (B )]

ey T W) a(B)r. )]

4o (B2 o). 2)] + 5= [ (B). ) (B )] }

esitsizliklerini yazabiliriz. Buradan her iki tarafin (0, 1) lizerinde inregrali alinirsa

et [ (5225

< (1 /1 [(F((0 = NA+AB)z,2) + (A + (1 - N)B)a.2)

_|_

_|_

_|_

[(f(A)z, a)g(A)z, )] +

HFOAA+ (1= NB)z,z) + (g((1 — M + \B)z, x>)] d

+§M(A, B)(x) + gN(A, B)(x)

elde edilir ki, bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.8.3 f,g: I C R — R iki operator Godunova-Levin fonksiyon ve A, B € K C
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B(H)* olsun. Bu durumda = € H, ||z]| = 1 i¢in
(1 - )\)2<<f(A 7; B)x,a:'> /1 [ g(AA+ (1 = \)B)z, z)]dX
0
)

(
+ <g(A_;B)$,$> /01 (F(AA+(1- B)x,x>)d)\

< 8A%(1—\)? /1<f()\A + (1 =A)B)z,z)(g(AA + (1 = X\)B)z, z)dX

+§M(A, B)(x) + §N(A, B)(z) + <f(A ; B)”’ "”><9(A ; B>x’$>
(3.8.7)

esitsizligi dogrudur.

Ispat. f, g€ SgO ve her A € (0,1) i

<f(A;B)x7$> <;<Q?A+<;A>B+(1A);+AB>M>
f(

< <2 M+ (1= NB)+2f((1—=NA+ tB)x,a:>

<g<)\A+(; )\)B+(1 /\)2A+/\B> ,:c>
(A

+(1=X)B)+29((1 = \)A+ AB)z, >

<(A+B) ><2gtA+1 NB) + 29((1 — t)A+tB)a:x>
‘)

< <A+B) <2ftA+ (1—#)B)+2f((1 - )A+tB)z, >
N
)

< <2f(tA+(1 £)B) + 2f((1 — ) A + tB)z, >

<2g(tA—|—(1 )B) + 2¢((1 — t)A + tB)a, >

)57 )

bulunur. Buradan

A+ B
5 x

2( f
+ 2<g(A ; B)x,x> [(f()\C’ + (1 =A)D)z,z) + (f(1—NA+ AB))x,x)]

:17> [(g(AA+ (1= N)B)z,2) + (1 = NA+ AB))z, )|
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LRAf(AMA+ (1= XN)B)z,2)g(AA+ (1 — \)B)x, x}]
+ [ (1= NA+AB)z,2)(g((1 = N A+ AB)z, 7)]
+

s [ ). )] + s [ () a(B). )]
T B o) + 5 (B} (B, )]
S L W) o) + s ()2 By )

+
8
8

+ & (f(B)z, 2){g(B)z,x)]| + A(ll_ LB o8, )] }

)57 ))

elde ederiz. Ve son olarak her iki tarafin (0, 1) {izerinde integralini alirsak

(1 — A)2<2<f(A;B)x,x> /01 (g + (1= N)B)z,2) + g((1 = NA+AB))z, )] d
+ 2<g(A;B)x,$> /01 [(f(AA+(1—)\)B):v,m)+(f((1—/\)A+/\B))x,:z:>])d>\

< ANH(1—N)? /1[<f((1 —ANA+AB)z,z) + g((AMA + (1 = \)B)z, z)
+<f()\A +(1- A)B)x,x} + (g((l — M)A+ /\B)x, x))]dA

+§M(A, B)(x) + %N(A, B)(x)

W) o(57))

bulunur ve istenilen esitsizlik elde edilir.

3.9 Operator Godunova-Levin Fonksiyonlarin Synchronous ve
Asynchronous Fonksiyonlara Uygulanmasi

Daha 6nceki kisimlarda Synchronous ve Asynchronous Fonksiyonlarin tanimi verildigi

icin burada yeniden tanim vermeyecegiz.

Teorem 3.9.1 f,g : [m, M] — R iki operatér Godunova-Levin fonksiyon ve A, B de
Sp(A)USp(B) C [m, M]'de sinirh 6zeglenik operator olsun. Eger f, g siirekli, synchronous
foksiyon ve f,g > 0 ise, (3.8.1) esitsizligi
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haline doniigtir.

Teorem 3.9.2 Eger f, g stirekli, synchronous foksiyon ise, (3.8.6) ve (3.8.7) sirasiyla

{21 2)e)

< 8AH(1— ) /1<f()\A + (1= NB)z,2){g(M + (1 — A)B)a, )d\
LAP(A B)(x)
2= (r(557 ) >< (7))

< a0 / FOA+ (1 NB)a,2){g(AM + (1 — N B)a, x)dA

s () o222,

haline donitigtr.

Teorem 3.9.3 Eger f,g strekli, asynchronous foksiyon ve f,g > 0 ise, bu durumda

(3.8.1) esitsizligi
/1 N (1= AP+ (1— NB)z,2){g(AM + (1 — \)B)a, 2)d\

M(A, B)(z) + (N (4, B)(x) < SN(A, B)(a)

ool»—l
w|>—l

haline donitigtr.

Teorem 3.9.4 Eger f, g siirekli, synchronous foksiyon ise, bu durumda (3.8.6) ve (3.8.7)

(i (52)es) o (252

< 8A3(1—))? /l(f()\A + (1= N)B)z,z)(g(AA + (1 — X\)B)z, z)A
+4N (A, B)(x)

sirasiyla
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haline doniigtir

<

M- <f(‘“B) )l

8A?(

+4N (A, B)(

/(A+1)\) )

D () o5
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4. SONUC VE ONERILER

Yiiksek lisans tezi olarak yapilan bu ¢aligma, tamami 6zgiin olan iigiincii bolim ile
matematik literatiiriine yeni kavramlar, teoremler, sonuclar ve uygulamalar getirmistir.
Elde edilen bu yenilikler uluslararasi hakemli dergilerde [14] basilmig uluslararas: [15] ve
ulusal [20] sempozyumlarda sunulmustur. Ilaveten halihazirda uluslararasi hakemli iki
dergide inceleme agamasinda olan iki ¢alismamz bulunmaktadir. Ik 6nce bu tezden elde

edilen sonuclar: ifade edip, daha sonra onerilerimizi verelim.

Yapilan bu tez caligmasi ile:

1. Exitsizlik Teorisi ve Sinirli Operatorler Teorisi birlestirilmisgtir.

2. Reel anlamda bilinen konves, p-konveks, h-konveks ve Godunova-Levin foksiyonlar
sinifi, Hilbert uzayinda Hermite-Hadamard Esitsizligi araciligiyla operator konveks,

p-konveks, h-konveks ve Godunova-Levin fonksiyon sinifi elde edilmigtir.
3. Elde edilen bu yeni siiflar ile ilgili , teorem ve sonugclar1 verilmistir.

4. Ozel olarak, carpimlar: bu simiftan olan operatér konveks simiflarinin durumlar in-

celenmigtir.

5. Son olarak ise, Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlara uygulanarak uygula-

mas1 yapilmigtir.
Simdi bu yiiksek lisans tezinden ¢ikan sonuclara gore bazi oneriler verelim:

1. Bu tez ¢aligmasi, Esitsizlik Teorisi ve Sinirli Lineer Operatorler Teorisi’nin bir araya
getirdigi icin, literatiirde reel anlamda bilinen fakat sinirli lineer operatorler teori-
sine uygun olmak koguluyla diger konvekslik gesitlerinin (s-konveks, 2.anlamda s-

konveks, logaritmik konveks, v.s.) operator kismi yapilabilir.

2. Burada biz Hilbert uzayinda Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlik yardimiyla, sinirh
lineer operatorlere tagidik. Literatiirde daha bir ¢ok esitsizlik vardir. Bunlarin
bazilarini soylemek gerekirse Jensen, éebyéev Fonksiyoneli igin egitsizlik, Griiss,
Quasi-Griiss, Ostrowski, Trapezoidal, Taylor, v.b. tipli esitsizlikler vardir. Dolayisiyla

her biri i¢in yeni esitsizlikler operator konveklik kavrami verilebilir.
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3. Elde edilecek bu yeni siniflarin sadece Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlar

i¢in degil diger fonksiyonlara da uygulanarak, yeni uygulama alanlar1 bulunabilir.
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