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OZET

BERTRAND EGRI CIiFTINE AiT FRENET CATISINA GORE
SMARANDACHE EGRILERI

Unzile CELIK

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2015
Yiiksek Lisans Tezi, 79s.
Danigman: Yrd. Dog. Dr.Siileyman SENYURT

Bu ¢aligma alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Giris Boliimiinde ¢alismanin amaci ve konunun
ele alinma nedeni tartisildi. Onceki Calismalar Béliimiinde Smarandache egrileri ile ilgili
caligmalara yer verildi. Genel Bilgiler Boliimiinde Oklid uzayu ile ilgili bilgilerden soz edildi.
Materyal ve Yéntem Boliimiinde Oklid uzayinda Bertrand egri ¢iftleri ve Smarandache egrileri
ile ilgili temel kavramlar anlatildu.

Bulgular Boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bertrand egrisine ait partner
egrisinin Frenet vektorleri ve birim Darboux vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde
edilen Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalari hesaplandi ve bulunan bu degerler,
Bertrand egrisine bagli olarak ifade edildi.Son olarak elde edilen Smarandache egrilerinin
Bertrand egri ¢iftine dahil olup olmadig: incelendi.

Anahtar Sozciikler: Oklid Uzay, Bertrand Egri Cifti, Smarandache Egrisi



ABSTRACT

SMARANDACHE CURVES OF BERTRAND CURVE PAIR
ACCORDING TO FRENET FRAME

Unzile CELIK

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science andTechnology
Department of Mathematic, 2015
MSc. Thesis, 79p.
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Siileyman SENYURT

This study consist six fundamental chapters. In the introduction chapter, theaim of study and
the reasons why this subject is interestedare given. Then extchapter is covered with literatiire
review of Smarandache curve. In general formation chapter is included with some information
about Euclidean space. The basic consepts of Bertrand curve pair and Smarandache curves on
Euclidean space are given in the material and method chapter.

The Findings chapter is theoriginal part of the study. In this chapter, when the Frenet vectors
and the unit Darboux vector of the partner curve of Bertrand curve are taken as the position
vectors, the curvature and the torsion of Smarandache curves are calculated. These values are
expressed depending upon the Bertrand curve and it is examined whether the resulting
Smarandache curves have relations with Bertrand curves.

Key Words: Euclidean Space, Bertrand Curve, Smarandache Curves
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SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI
: 3-boyutlu Oklid uzay
: Oklid Uzayinda Birim kiire

: Dual Uzayinda Birim Kiire

: Norm

: I¢ carpim

: Vektorel carpim

: Teget Vektor

: Aslinormal Vektor

: Binormal Vektor

: Birim Darboux vektorii

: Darboux vektori

: Egrinin egriligi

: Egrinin burulmasi (torsiyon)

: T"N" -Smarandache Egrisi
: N'B" -Smarandache Egrisi
: T'B”-Smarandache Egrisi
: T'N"B"-Smarandache Egrisi

: N'C" -Smarandache Egrisi



1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi iizerinde birgok calismalar
yapilmaktadir. Ozellikle egrilerin karsilikli noktalarinda Frenet catilari arasinda
bagintilar kurularak, birgok yeni teoriler elde edilmektedir. Bunlardan biriside

Bertrand egrisidir.

Bertrand egrisi ilk olarak 1850y1linda Bertrand Russel tarafindan tanimlanmistir. &
ve o egrilerinin aslinormal vektorleri birbiriyle lineer bagimli ise & egrisine
Bertrand egrisi, " egrisine & egrisinin Bertrand partner egrisi, (a,a*) ikilisine de
Bertrand egri ¢ifti denilmektedir.

2008 yilinda Turgut ve Yilmaz tarafindan yapilan calismada Smarandache egrileri

tanimlanmistir. Smarandache egrileri; egrinin Frenet vektorleri konum vektorii olarak

ele alindiginda elde edilen regiiler egrilerdir.

Bu g:ahsmada(a,a*)Bertrand egri ¢ifti olmak lizere o Bertrand partner egrisinin

Frenet vektorleri T*, N* ve B*, birim Darboux vektorii C*ile gosterilirse bu vektorler

tarafindan olustulan T*N*,N*B*,T"B",T*"N*B* ve N*C*Smarandache egrilerinin
tanimlart verilerek egrilikleri hesaplandi. Daha sonra bu egrilikler & Bertrand

egrisinin egrilikleri cinsinden ifade edildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Turgut ve Yilmaz 2008 yilinda “Smarandache Curves in Minkowski space-time”

isimli ¢alismada Minkowski uzayinda Smarandache egrisinin tanimini ifade ederek ,
E14 de TB, Smarandache egrisine ait bazi 6zel durumlarini incelemis ve bu egrinin

Frenet elemanlarini hesaplanmistir.

Ali, 2010 yilinda, “Special Smarandache Curves in Euclidian Space” isimli ¢alismada
baz1 0zel Smarandache egrilerini tanimlayarak bu egrilere ait Frenet-Serret

invaryantlarinin 6zel durumlarini ¢aligmistir.

Cetin ve ark., (2010), “SmarandacheCurvesAccordingtoBishopFrame in Euclidian 3-
Space” isimli ¢alismada Oklid uzayinda Bishop catisina gére 6zel Smarandache
egrilerini arastirmislar ve bu egrilerin baz1 diferansiyel geometrik ozelliklerini
vermislerdir. Ayrica Smarandache egrisine aitoskiilator kiirenin merkezini ve kiirenin

egriligi ile ilgili sonuglar bulmuslardir.

Senyurt ve Sivas, (2013), “Smarandache Egrilerine Ait Bir Uygulama” isimli
calisgmada & egrisinin Frenet vektorleri T,N, B Ve birim Darboux vektorii C olmak

tizere NC -Smarandache egrisini tanimlamiglar ve bununla birlikte NB ve TNB -

Smarandache egrilerinin egriliklerini hesaplamiglardir.

Bektas ve Yiice, (2013), “Special Smarandache Curves According to Darboux Frame
in Euclidian 3-Space” isimli ¢alismada Oklid uzaymda Darboux catisina ait
Smarandache egrilerini incelemisler ve bu egrilere ait bazi karakterizasyonlar1 ve

sonuglari vermislerdir.

Bayrak ve ark., (2013), “Special SmarandacheCurves in Els ” isimli ¢aligmada

Minkowski uzayinda regiiler bir egriye ait Frenet vektorleri tarafindan olusturulan

Smarandache egrilerini inceleyerek bazi sonuglar bulmuslardir.

Tagkopri ve Tosun, (2014), “Smarandache Curves According to Sabban Frame ons?
” isimli ¢aligmada S*birim kiiresi iizerinde Sabban catisina gére Smarandache
egrilerini incelemisler ve bu egrilerin karakterizasyonlar1 ile ilgili sonuglar elde

etmislerdir.



Caligkan ve Senyurt, (2015), “SmarandacheCurves in Terms of Sabban Frame of
Spherical Indicatrix Curves” isimli ¢alismada, kiiresel gosterge egrilerinin Sabban
catistna gore Smarandache egrilerini arastirmislar ve bu egrilerin  bazi

karakterizasyonlariyla ilgili sonuglar elde etmislerdir.

Caligkan ve Senyurt, (2015), “Smarandache Curves in Terms of Sabban Frame of
Fixed Pole Curves” isimli ¢aligmada, Birim Darboux vektoriiniin kiire yiizeyinde
¢izdigi egrinin Sabban catisina goére Smarandache egrilerini arastirmislar ve bu

egrilerin baz1 karakterizasyonlariyla ilgili sonuglar elde etmislerdir.



3. GENEL BILGILER
Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayina ait temel kavramlara yer verilmistir.

Tanmm 3.1. A= bir cimle ve V de K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun.
f : Ax A—V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa Aya V ile birlestirilmis

Afin uzay denir:

Al:vP,Q,Re A i¢in f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

A2: VP e Ave VYa eV i¢in f(P,Q)=«a olacak sekilde bir tek Qe A
noktasi vardir.
Tanmm 3.2. V , Aile birlesen bir afin uzay olsun. Po’ Pl,---, Pn € Anoktalar1 i¢in
{POPl, PPy POPn} ctimlesi V nin bir baz1 ise {PO, P Pn} nokta (n+1)-|isine A afin
uzaymin bir afin catis1 denir. Burada Po noktasima c¢atinin baslangic noktasi ve

P, 1< I <N, noktalarma da catinin birim noktalar1 denir. boyV =nise Aya N -boyutlu

bir Afin uzay denir.
Tamm 3.3. V , A ile birlesen bir afin uzay olsun.
(y:VxV IR

fonksiyonu asagidaki aksiyomlar: saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu

denir:v x,y,zeV ve V¥ a,b e IR i¢in

1) Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by,z) =a(x,z) +by, z),
(X,ay +bz) =a(Xx, y)+hb({x,z),

i) Simetri Aksiyomu;
<X! y> =<y1X> ,

iii) Pozitif Tanimlilik (Kararlilik) Aksiyomu;

(X,x) >0, <x,x>=0<:>x=b.



Tamm 3.4. Reel standart afin uzayr IR" olmak iizere, V X,Y € IR" icin
(Y IR"< IR — IR, (X,Y) = ixiyi
i=1

seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima IR" de standart
i¢ carpim veya Oklid i¢ carpim denir. Standart i¢ ¢arpimin tamimli oldugu IR" vektdr
uzay1 ile birlesen afin uzayma N -boyutlu standart Oklid uzayidenir ve E" ile

gosterilir.
Ornek 3.1. X,Y € IR?olmak iizere
()1 IRExIR? > IR, (X,Y) =|X|[|¥|cos®, 0<0<x

seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Tanim3.5. X eE" noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlar
(X, X5, X, ) olsun. X% :E" — IR, 1<i<n, fonksiyonuna E"nin i-yinci koordinat
fonksiyonu denir.

Tamm3.6. d:E"xE" > IR, d(X,Y)= Zn:(y

i =X )2
i=1

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d (X ,Y) € IR sayisma da X ile Y noktalar: arasindaki uzaklik denir.

Tamm3.7. IR" i¢ c¢arpim uzay: ile birlesen Oklid uzayr E" olmak iizere,

{PO,Pl,...,R]}eEn nokta (n+1)-lisi i¢in, {H)H,H)PZ,...,POPn} ciimlesi E"nin bir

ortonormal bazi ise {Po' P, .. Pn} ciimlesine E"de bir Oklid ¢at1 veya dik cat1 denir.

Tamm 38. a:1cIR-E"  a(t)=(a(t) a(t),....a,(t))diferensiyellenebilir

fonksiyona E" de bir egri denir. Burada | araligina & egrisinin parametre araligi ve

te |l degiskenine de & egrisinin parametresidenir.



Tanmm 3.9. «: 1 < IR — E"diferensiyellenebilir bir egri olsun.

seklinde taniml ||a'|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu,

a!

A= 1R fo(6) = e (1)]

a’(t)” € IRsayismma &

egrisinin a(t) noktasindaki skaler hizi,

da [dal(t) da, (1) docn(t)j|t

YO=5 =T Tw
vektoriine de & egrisinin hiz vektorii denir.
Tanmim 3.10. a:1 < IR—E" egrisi ig:in”a'(s)”:lise egriye birim hizl egri, sel
parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tamm 3.11. «:1 cIR—E" biregrivea,be i¢in

b

s=_|'|

a

o (t)|ds (3.)

reel sayisina a(a) ile a(b) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir.

Tamm 3.12. o:1 < IR—E" bir efri ve ¢:{a',a”,a”',...a(r>} ciimlesi lineer

bagimsiz olsun.
a eSp{g}, k>r

olmak tizere ¢ciimlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen

{V(5),V,(8),---.V, (8)} ortonormal sistemine @ egrisinin @ (S) noktasindaki Serret

Frenet r-ayaklisi, V Vi, 1<T1<T, vektoriine de Serret Frenet vektorii denir.



Teorem 3.1. «: 1 < IR — E®egrisinin a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklist;

1) se | yay parametresi ise

—‘a”(s) (3.2)

Vo(8)=T(s)xN(s)

2) s e | yay parametresi degilse

Vi(s)=r @9

0]
V,(s)=B(s)xN(s) (3.3)

= L a'(s)xa'(s
V3(S)— a'(S)X(X”(S)H< ( ) ( ))

Seklinde verilir (Hacisalihoglu,1983).

Tamm 3.13. «: 1 — E"egrisinin Ol(S) noktasindaki Frenetr-ayaklisi

{V;(5).V,(s),-V, ()} olsun.

ki i |R, K, (s)=<Vi’(s),Vi+1(5)>’ 1<i<r,
seklinde tanimli Kk fonksiyonuna i-yinci egrilik fonksiyonu ve k. (S)E IR sayisina
egrinin OC(S) noktasindaki i-yinci egriligi denir.

Teorem 3.2. « : | — E" egrisinin Frenetr -ayaklisi {Vl(s),V2 (S),...,Vr (S)},

i -yinci egriligi K, (S) olsun. Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri

arasinda



bagintis1 vardir(Hacisalihoglu,1983).

n=306zel halinde . egrisinin & (S) noktasindaki Frenet3-ayaklisi {T, N, B} ile

gosterilir. Burada Tye teget vektor, N ye aslinormal vektér ve B ye de binormal
vektor denir. . egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla «ve ;olmak iizere

Frenet formiilleri

N'(s) =~ (s)T (s)+7(s)B(S), (34)

seklinde olur (Hacisalihoglu,1983).

Diger yandan ., egrisi lizerinde & (S) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki {T, N, B}
Frenet3-ayaklisi her s aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi yaptig1 kabul
edilir ve bu eksene egrinin (S) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu

eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,

W=NAN",
W =7T +xB (3.5)

dirve bu vektore Darboux vektorti adi verilir, ( Sekil 3.1).



Sekil 3.1.Darboux vektorii

W Darboux vektorii ile B vektorleri arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse sekilden,

sinp=—— | cosp=—— (3.6)

W] Wl

dir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse
T + 8 B

i

olur. Burada «ile - nun yerine (3.6) deki karsiliklar1 yazilirsa
C =singT +cos @B (3.7)
bulunur (Fenchel,1951).

Tamm 3.14. o:1 »>E" egrisinin &(S)noktasindaki birinci ve ikinci egrilikleri

sirastylak, (s) ve k, (s) olsun.

H:I—>IR,H1(S)=::1((2)

~—

seklinde tanimli H,; fonksiyonuna . egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.

Tamm 3.15. «:1 — E"egrisinin & (S) noktasindaki hiz vektorii sabit bir U vektorii

ile sabit ac1 yapiyorsa egriye egilim ¢izgisi (helis) ve S, {U} ya da egilim ¢izgisinin

egilim ekseni denir.



Teorem 3.3. «a:l >FE%egrisi  bir egilim  ¢izgisidir

(Hacisalihoglu,1983).

& H,(s)=sht,

Ispat: = Kabul edelim ki ., bir egilim ¢izgisi olsun. egrisinina(S) noktasindaki

Frenet vektorleri {T (S), N (S), B (S)} olmak tizere, egilim ¢izgisi tanimina gore

(T(s).U)=cos®
olur. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa
(T'(s),U)=0=>x(N(s),U)=0
=N_1U
oldugu goriiliir. Buradan U €S, {T(s),B(s)} oldugundan
U =aT (s)+bB(s)
seklinde yazilabilir. Bu ifade sirastyla T ve B ile i¢ carpilirsa
(U,T(s))=a=cos,
(U,B(s))=b=sing
olur ve buradan
U =cosdT (s)+singB(s)
bulunur. Diger yandan
(N(s),Uy=0

ifadesinin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

10

(3.8)



INE
= sbt

:>T(S) S

= H,(s)=sht

elde edilir.

" «"Kabul edelim ki Vsel igin H,(s)=sbtolsun. iddia ediliyor ki & bir egilim
cizgisidir.
H, (s) =sbtise H, (s) = tan & = sbt alinabilir. Buradan

K(S):ﬂ = K (s)cos@—7(s)sind=0
7(s) cosé

olur.
U (s)=cosdT (s)+sinéB(s)
vektoriinli tanimlayalim. A¢inin sabit oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa

U'=cosdT'+sin6B’,

U'—{K(S)COSHT(S)S“‘] OJN (s),

=0

U'=0 = U =sht.

bulunur. Buradan da

11



=(T (s),cosdT (s)+sin6B(s))
=cosé

=sbt
olur ki bu da . bir egilim ¢izgisi olmasi1 demektir.

Teorem 3.4. o:1 — E’egrisinin diizlemsel bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart

7 = 0olmasidir(Hacisalihoglu,1983).

Ispat: "= "Kabul edelim ki  birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda
Vsel icina (S) noktalarmin tiimii bir E diizlemi i¢inde bulunur. Diizlemin normali

(, diizlem tizerinde herhangi bir nokta P olsun. Bu durumda
<a(s)— p,q> =0
olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

(o'(s).0)+{a(s)-pa)=0 =(a'(s).0)=0

o

=(T(s).q)=

olur ve tekrar tiirev alinirsa
(a"(s),d)=0 = (x(s)N(s),q)=0
=(N(s),q)=0

bulunur. Buradan( vektoriiniinTve N vektorlerine dik oldugu goriiliir. Bu durumda

q vektori B ye paralel olur. Dolayisiyla
q

B(s)=*+—:

o

seklinde alinabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
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B'=0
bulunur ve
B'(s)=-7(s)N(s)
esitliginden
7(s)=0
elde edilir.

" <" Kabul edelim ki 7(s)=0 olsun. B'(s)=—7(s)N(s)idi. Buradan

B(s)=c=sht.

olur. F:1 > IR, F(s) :<a(s)—a(0), B(S)> fonksiyonunu  tanmimlayalim. s = O ise

F (0) =0dir. F nin Sye gore tiirevi alinirsa

F(s)=sht.
dir. Buna gore
(a(s)-a(0),B(s))=0

esitligl o egrisinin (0) noktasindan gegen ve B vektoriine dik olan diizlem iginde

oldugunu gosterir.

Teorem 3.5. «: 1 — E*egrisinin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter sart x =0 olmasidir

(Hacisalihoglu, 1983).
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Ispat: o :1 — E®birim hizh bir egri olsun.

w(s)=[e"(s)]
dir. Bu durumda

K‘

< a(s)=bs+c,

b,celIR.
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4. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde Oklid uzayinda Bertrand egri cifti ve Smarandache egrileri ile ilgili temel

kavramlara yer verildi.
4.1. Oklid Uzayinda Bertrand Egri Cifti

Tanmmm 4.1.1. o:1 — E*ve” : | — E*diferensiyellenebilir iki egri, bu egrilerin
Frenet3-ayaklilar: sirasiyla {T (S), N (S), B(S)} ve {T* (s), N* (s), B" (S)} olsun.

Vs e |l igin
{N(s),N"(s)}

lineer bagimli ise (a,a*) ikilisine bir Bertrandegri cifti denir(Hacisalihoglu,1983).

T(s)

Sekil 4.1.Bertrand Egri Cifti

Teorem 4.1.1. (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. 1 sabit bir say1 olmak iizere

o egrisi

o (s)=a(s) + A(S)N(s) (4.1)
seklindedir (Sabuncuoglu,2006).

Ispat: o : 1 — E® birim hizh bir egri olsun. Bertrand egri ¢ifti tanimina gore

a (s)=a(s)+u(s)N(s) (4.2)

bi¢iminde verilebilir.
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!

(a*) =a'+UN+UuN'=a'+U'N +u(—«T +7B)
ve buradan
(@) =(1-u)T +uN+urB (43)

!

bulunur. (a*) (S) vektori T (S) vektoriine paralel oldugundan

(@) LN(s)

dir. N (S) vektorii N (S) vektoriine paralel oldugundan

(@) LN(s)

olur. Oyleyse

<(a*)',N>:o

!

dir. Burada (05*) 1n yerine yukarida bulunan esiti yazilirsa
u' =0,
u = sht
bulunur.u = Aalimirsa(4.1.2) ifadesinden
o (s)=a(s)+AN(s)
elde edilir.
Teorem 4.1.2. & ve " egrileri (l ,0!) ve (I ,a*) koordinat komsulugu ile verilsin.

o egrisinina(s) noktasi ile " egrisinin a*(S)noktalarl arasindaki uzaklik sabittir

(Hacisalihoglu,1983; Sabuncuoglu,2006).

Ispat: o (S) = a(S) + l(s).N (S) egrisinin yay parametresi s* ile gosterilsin.
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8 05 _ ()4 41(5)N () (SN (5

T(5). =T (5)+ 2°(5)N (5) + A(5) [+ ()T (5)+2(5).B(5)
=(1-2x)T(s)+4'(s).N(s)+A7.B(s)

T (s).‘jj_i, N(s) = 4'(s)

A'(s)=0= A(s)=sabit.

Teorem 4.1.3. (a, a*) Bertrand egri ¢iftinin karsilikli noktalarindaki birim teget
vektorleri arasindaki agi sabittir (Hacisalihoglu,1983).

Ispat: o:1 > E®veq" : | — E2diferensiyellenebilir iki egri, bu egrilerin Frenet

3-ayaklis1 51ra51yla{T (s),N(s), B(S)} ve {T*(s), N™(s), B*(s)} olsun.

Bu durumda
SrET @S ){rs)
=(7<N,T*>+‘iji (T.<"N")
=K'<N,T*>+LL—SS*K* (T.N")

yazilabilir. { N(s),N"(s )} sistemi lineer bagimli oldugundan
(N, T")=0ve(T,N")=0

dir. Bu neticeler yukarida kullanilirsa

%<T(s),T*(s)>:O

bulunur. O halde
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(T(s),T"(s)) = sabit

olur. Kabul edelim kiT (s) ile T"(s) arasindaki ag1 § olsun. O zaman
(T(s),T"(s))="cos6 =sht

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.4. (a, a*) Bertrand egri ¢iftlerinin birim teget vektorleri arasindaki ag1 6

olmak tizere Frenet vektorleri arasinda

T | [cos® 0 —sing]|[T
N l=| 0 1 0 N
B” sin@ 0 cosé || B

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu,2006).

Ispat: (a,a*) Bertrand egri ¢ifti oldugundan tegetler arasindaki aci1 ile binormaller

arasindaki ag¢1 ayni olur (Sekil 4.2.). Bu durumda gatilar arasinda

T  =coséT —sinoB
N“=N (4.4)
B" =sindT +cosOB

bagintilar1 yazilabilir. Bu da ispati tamamlanir.

Sekil 4.2 Bertrand egri ¢iftinin Frenet ¢atilarinin gosterimi
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Teorem 4.1.5. (a,a") Bertrand egri gifti olsun. & egrisinin egrilikleri A Vel ise

bunlar arasinda
Ak +ur =1, p=—-Acotd (4.5)
bagintis1 vardir (Hacisalihoglu,1983).

ispat: o ve o egrilerinin (S) ve & (S) noktalarinda Frenet 3-ayaklilari sirastyla
{T(s),N(s),B(S)} ve{T"(s),N"(s),B"(s)} olsun. Buna gire T(s) ile T'(s)
arasindaki ac1 0 olmak iizere

T" =cosdT +sin 6B
yazilabilir. Diger yandan

o = T o (1 aK)T + 0B
ds

dir. Buradan
cosd = (1-Ax) ds*
ds
sin@=Ar ds

*

ds

bulunur. Bu ifade taraf tarafa oranlanirsa
Ak+Arcotd =1

veya y = Acot@ alinirsa
Ak + ur =1,

bulunur.

Teorem 4.1.6. (a,a") Bertrand egri cifti olsun.  egrisinin egrilikleri » ve -,

o egrisinin egrilikleri x~ ve z* olmak iizere bu egrilikler arasinda
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Al-Ak)
(4.6)
. sin‘@
’z‘ =
A

bagmntis1 vardir (Sabuncuoglu,2006).

Ispat: (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun.

!

oldugundan (05*) =v'T dur. (4.4) esitliginden yararlanarak

!

(a") =V cosdT —v'sin B
bulunur. (4.3) esitligine gore
(@) =(1-u)T +uN +urB

oldugundan

V' (s)cosd=1-Ax(s)

(4.7)

v (s)sin@=-1z(s)

olur. o : 1 — E*egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f" olmak iizere

(1) =

hizl1 bir egri olur. 05*(3) =a(S) + AN(S) esitliginin her iki yaninin h* fonksiyonu ile

bileskesi alinarak

a oh” =aoh” + ﬂ( N oh*)
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aoh” =a’oh” — ﬂ,( N oh*)
elde edilir. N™ = N oldugundan bu esitlik

aoh” =a’oh” -4 ( N oh” )
seklinde yazilabilir. Bu durumda aoh” egrisi ile o oh”egrisi Bertrand egri ¢ifti
olusturur. (aoh*)o(h* )71 = Ve « birim hizli bir egri oldugundan aoh” egrisinin yay

uzunlugu fonksiyonu h*dir. f(s)=tolsun.

olur.
Simdi aoh” egrisi ile a’oh™ egrisinin Bertrand egri ¢ifti olusturdugunu géz Oniine

alarak (4.7) esitliklerinde / yerine —1, 0 yerine -0 yazilirsa

v(t)cosd =1+ k" (t),
v(t)sing=-A7"(t)

elde edilir. Buradax™ (t) ver” (t) ile a"oh” birim hizli egrisinin egrilik ve burulmas:

olmak iizere x” (t)=x"(s) ve " (t)=7 (s) oldugundan
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v(t)cosd =1+« (s)

(4:8)

v(t)sing=-A7"(s)
olur.(4.1.7)ve(4.1.8) ifadelerindeki birinci esitlikler taraf tarafa carpilirsa
cos® 0 =(1-Ax)(1+Ax"),

o Ak —sin* @
A(l-Ak)
elde edilir. Benzer sekilde (4.7) ve (4.8) ifadelerindeki ikinci esitlikler taraf tarafa

carpilirsa

sin? @ = A%rr
(4.9)
. sin’@
’Z' =
A%t

elde edilir.

Teorem 4.1.7. (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. . egrisinin egrilikleri « ve -,

o egrisinin egrilikleri &~ ve z” olmak iizere bu egrilikler arasinda

K =KkC0sO—-17sinf
{ (4.10)

7' =ksin@+rcosd
bagintis1 vardir(Kasap E.1996).

ispat: (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun.

K'* :<T*!,N*>
" =(N",B")

oldugundan bu ifadede (4.4) esitliginden yararlanilirsa

22



Kk =(cosdT'+singB',N)
" =(N',-sindT +cosHB)

bulunur. (3.4) esitligine gore yukaridaki baginti

k" =((kcosf—-zsin@)N,N)
7' =(—«T +1B,—sindT +cosHB)

oldugundan

K =KxCc0S@—-1siné
7' =Ksin@+rcosé

elde edilir.

4.2. Oklid Uzayinda Smarandache Egrileri

Tamm 4.2.1. Konum vektorii, herhangi bir & egrisinin Frenet catilar1 tarafindan
olusturulan ve bu vektor tarafindan ¢izilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir

(Turgut ve Yilmaz,2008).

Bu tanim su sekilde de verilebilir:

Tamm 4.2.2. «:1 — E®birim hizhi regiiler egrinin Frenet gatisi {T,N,B}Olsun.

Konum vektori

ple) 20T <> <> <s>+c<s> () )

olan vektoriin ¢izdigi regiileregriye Smarandache egrisi denir (Senyurt ve

Sivas,2013).

Tanim 4.2.3. «: 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.

Pn(5)=75(T+N)
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egrisi TN -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, A.,2010).

Teorem 4.2.1. o:1 — Eegrisinin Frenet catist {T,N,B} egriligi ~ ve torsiyonu?

olsun. TN -Smarandache egrisinin K, egrili§i ve 7, torsiyonu sirasiyla;

_ \/E\]é‘lz"'ﬂlz""’hz

K, =
Pr 2 ’
" (21(2 +72)

_ \E[(KZ +7° —K')(K;l+rgl)+ K‘(K‘Z‘+Z")(Z—§l)j|

BN 2 2 2
[r(2K2+72)+KT'—KT'] +(K'r—/(r') +(2K3+KT2)

«/E(KZ + K’)(m?l—r;l)

+
2 2 2
[T(ZK’Z +T2)+KT’—KT':| +(K'T—KT') +(2K3 +K'T2)

seklinde verilir. Burada

o, =—K" (21(2 +z'2)—z'(nc'—1<r')
w =—Kk>(2x° +312)—r(r3 —r/c'+m")

7, = KT(2K2 +12)—2K(TK'—KT')

5=« +K(Tz —3K’)—K”
w=—i° —K'(Z'z +3K')—3rz"

n=—Kk7-1°+2tk" + k7' + 1"

dir (Ali, A.,2010).
ispat: By (5) = %(T +N) Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore
tiirevi alinirsa

T ds, _(—K‘T +xN +TB)

P dS_ \/E

ds, . .
olur ve norm alinirsa ——#w_ifadesi
ds
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ds, _ ,2K2+T2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa ﬂTN egrisinin teget vektori

(—K‘T +xN +TB)

Bin (s): m (4'12)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

S, = —|:K'2 (21(2 +r2)+r(nc'—m')]
W= —[Kz (21{2 +32'2)+T(T3 —TK’+KT')}

n = K‘[T(ZK‘Z +2'2)—2(TK"—K‘T')]

. ! . .
olmak lizere Tﬂm tirevi

N

T4, (S)ZW(QT + 4N +17,B) (4.13)

seklinde bulunur. By egrisinin egriligi K 4, ile gosterilirse (4.13) bagintisindan K

egriligi
KﬂTN = ‘Tﬂ’m !
K =\/§\]512 +:u12 +7712
- (2/(2 +7° )2

olur. By egrisinin aslinormali N 4, ile gosterilirse

TI
Np = ﬂ,m '
7.
N o +uN+nB

o N 512 + ﬂlz + 7712

seklinde bulunur. Bﬂm :Tﬂm AN 4, Oldugundan Bﬂm vektorii
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_ (K‘?]l —r,ul)T +(K‘771 +Z'5l) N +(_’<ﬂ1 —K‘51)
\/(512 +,ul2 +7712)(2K'2 +2'2)

By,

olur. ,BTN egrisinin ikinci ve tglincii tiirevleri sirasiyla

—(/(2+K')T +(K"—K'2 —rz)N +(kt+7')B

P = \/E

ve

» O + N +17,B

N — ﬁ

seklinde bulunur. Burada &, , ,l_ll ve 7_71

S1=x« +K(z‘2 —31(’)—/(”

=K —K‘(Z‘2 +3K’)—3rz"+l(”

n,=—k7-7+ 2t + k7' + 7"
seklinde birer katsayidir. o egrisinin torsiyonu 7, - ile gosterilirse 7,  torsiyonu igin

[ 14 m
=<ﬂTN AP s Py )
2
! 14
B A B

T

yazilir. Burada By egrisinin birinci, ikinci ve li¢lincii tlirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7, torsiyonu

\/E[(K’Z +77 - K')(Kf_yl + 2'5'1) +ic (T + T')(/_Jl —5‘1)+ (K’2 + K’ (m_]l —r;lﬂ

TﬂTN 2

(T(2K2 +7° ) + KT — K'T)Z +(x'T— K‘T')z + (21(3 + K‘Z’Z)
seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.4. o : 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.

Pus (5)=75(N+8)
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egrisi NB -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, A.,2010).

Teorem 4.2.2. o1 — E*birim hizh regiiler egrinin Frenet gatist {T,N, B} egriligi ~

ve torsiyonu T olsun. NB-Smarandache egrisinin K egriligi ve7, torsiyonu

sirastyla ;
. :\/E\/522+ﬂzz+7722
Pre (1(2+22'2)2
«/E[(T(ZT2+K2)>52+( K‘T+KT)/12 (K(K2+2‘[2+T')—TK")7;2j|
T = [r(212+1c2)]2+[ KT+K2’] +[ (K‘2+22’ +r) nc’]z

seklinde verilir. Burada,

8, =27° (—x'+ 1)+ K‘T(K‘Z + 22")
Uy, = K‘(—K‘3 -TK+ Z'K") ~7° (31(2 + 2r2)

1, :Kz(z"—z'z)—r(273+icx’)

02 =—k"+ K(21’+K2)+T(K'+KT)

"

iy = K(—BK’+TK)+1'(—3T'+1'2)—T

n,= —T(K‘2 +7° +31')+T

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas,2013).

Ispat: Lus (8) = %( N +B) Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore
tiirevi aliirsa

dsy, _

1
T -
P ds /2 (

—kT —7N +7B)

ds, . .
olur ve norm alinirsa ——#w_jfadesi
ds

ds
ﬂ:i K2+2T

ds 2

2
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seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa ,BNB egrisinin teget vektorii

-xT—-7N+7B
Tje (5)=

4.14
Vi + 272 (414)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinirsa katsayilar

8, =2r% (—k'+ 1K) + K‘T(K‘2 + 21')

My, = K'(—K3 -7k + TK')—Z'Z (3/(2 + 22'2)

n,=K" (r’—rz)—r(ZrS +/<1<')

. ! .- .
olmak tlzere TﬂNs tiirevi

' (S) _ \/5(521- + N +7728)
226 (4.5

seklinde bulunur. By egrisinin egriligi & 5., 1€ gOsterilirse (4.15) bagintisindan K
egriligi

Ko = HT/;NB ’
P ﬁ\f 522 + ﬂzz + 7722
e (K'2 +27° )2

olur. Byg egrisinin aslinormali N 4, ile gosterilirse bu vektor

e

N _ 6, +1,N +n,B
Bwe 2 2 2
\/52 Tl I,

seklinde bulunur. BﬁNs :TﬂNB AN e Oldugundan BﬁNB vektori
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—2'[772 +,u2]T +[T§2 +K'772] N +[—K,u2 +2'52] B
\/(KZ +27° )(522 +1,° +7722)

P

olur. Byg egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla,

1

Bl = E{(—K'-l—TK)T —(K‘2 + 72 +r’) N +(r’—rz) B}
ve

, 6T +u,N+7,B

NB \/E

dir. Burada 5., ﬁz ve 7_72
o2 :—K”+K(2r'+/c2)+f(/<’+lcf)

1, = K(—3K'+TK)+T(—3T’+2'2)—T

1, =—T(K'2 +7° +3r')+r

4

seklinde birer katsayidir. B egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse

m

=<ﬂNB ﬂNB ’IHNB )
ﬂNB /\ﬂNB

Brs

dir. Burada Bys egrisinin birinci, ikinci ve li¢lincii tiirevleri yerlerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa 7, _torsiyonu

[( (21 +K2))5z+ —K'T+K1") (K‘(K'2+2T2+T’)—TK")7_]2i|
2 2

e [ (2r +K )T+[—KT+KT] +[ ( +27° +T) TK'T

seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.5. «: 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.
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1
Pre (s)= ﬁ(T +B)
egrisi B -Smarandache egrisi olarak adlandirtlir(Ali, A.,2010).

Teorem 4.2.3. «:1 — E*birim hizh regiiler egrinin Frenet gatisi {T, N, B} ,egriligi

ve torsiyonu 7 olsun. TB-Smarandache egrisinin K, efriligi ve 7, torsiyonu

sirastyla;

_ \/E\/ S + 14

T = (K‘—T)4

\/E[K‘:‘??s - 21(22'773 + I(zfé: + K‘Z’2773 - 2](2'25: + 2'36_'3}

i [T(K—T)Z]Z-I-':T(K—T)ZJ

T:BTB - 2

olur. Burada,

S, =—«x* +3x°t - 3x’r% + k1°
Hy =0

3 22 3 4
N, =x"t-3k7" +3k7° -7

0, =—-3kK'+2kT'+K'T
=K+’ — Kkt AT kT

n, =kt'+2x't -3tz

seklinde birer katsayidir.

Ispat:

Smarandache egrisinin Sz yay parametresine gore tiirevi alinirsa

T ds, _ (K‘—T)N

Prs ds ﬁ
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ds . .
olur ve norm alinirsa —#e_ jfadesi
ds

ds, B (K‘—Z')z

ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Brg egrisinin teget vektorii
,(s)=N (4.16)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

T (5) =V (T 108 (017

K—7T

seklinde bulunur. Brg egrisinin egriligi Ky ile gosterilirse (4.17)bag1ntlsmdan Kp.

egriligi
K —‘ !
Bre || B’
2(K2+T2)
K, =4~
Brs K—1

olur. Brg egrisinin aslinormaliN 4, 1le gosterilirse

_ Vo
A
N - -xT +7B

SN
seklinde bulunur. B/;FB = Tﬂrs AN ., Oldugundan B 4., Vektori

B - 7T +xB

olur. Brg egrisinin ikinci ve li¢lincii tiirevleri sirastyla
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, (—K‘Z +TK‘)T +(x'=7")N +(K‘T—T2) B

3 \/E

ve

» 03T +uN+7,B

T

dir. Burada &3, ;3 ve 7_73

O3 =—-3kk' +2x7' + k'
Uy =K+ — Kkt + 70+ K"~ 1"

1, = KT'+ 27 = 377’
seklinde birer katsayidir. Brs egrisinin torsiyonu 7,  ile gosterilirse 7 torsiyonu igin

[ 14 m
=<:BTB AP P )
2
! n
P AP

Prs

yazilir. Burada Brs egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tlirevleri yerlerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa 74 torsiyonu
\/E(st_h —2k%TN, + K21 83 + kTP, — 2KT7 53 + 2'35'3)

) (T(K—T)Z)Z(K(K_T)Z)

z-ﬂrs - 2

seklinde elde edilir.
Tanim 4.2.6. o : 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.

1

B (8) = \/E(T +N+B)
egrisi TNB -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, A.,2010).

Teorem 4.2.4. «:1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet gatisi {T, N, B} Legriligi

ve torsiyonu 7 olsun.TNB-Smarandache egrisinin K, egrili§i ve 7, torsiyonu

sirastyla;
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ﬁ’\lé‘ + 1+
4

Kpne =
(k+e?—ne) |
3 2_— 2 s 2 2 e 3
N 2K°1, — 2K TN, + 2K TO4 +2KT 1), —2KT 04 + 277 Os +
. KT'N, —K'T0, + KT iy + KT —K'T 11, —K'TS 4
Bme 2 2
" [ZKT(K—T)+KT'—TK'+22'3] +[Kz"—z7c'] +
2
[2/{3 +x7’ + 272 = 2K°T —K'T:I
olur. Burada

8, = K* (—2° —4c% + doic—i°1' ) + i (' + 227 + 27" ) - 217

u, = K° (—2/(2 —47° + 2kt —r’)+ z? (—212 +2K7 + K’)+ kT (x'—7")
ny=2x" (kr =20 +7')+ 7% (4T = 20" + ') k7 (7' + 27)
Sa=K'T— K" =3k’ + 2k7 + K° + KT

p, =7 = =3(kx' + 77" ) = (—k"+7") + kT (K~ 7)

N, =1"— Kkt —3cc' — % + 2t + k7’

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas,2013).
Ispat: B = %(T +N +B)

Smarandache egrisinin Sz yay parametresine gore tiirevi aliirsa

—xT +(k-7) N+rB]

T ds,
Pre dS \/_I:

ds, . .
olur ve norm alinirsa ——#ne_jfadesi

ds
ds, . _ N
ds 3
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seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa g egrisinin teget vektorii

_—K'T +(K'—T)N +7B

T s)=
O

(4.18)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinirsa katsayilar

5, =K’ (—21(2 —47% + 4TK—K27')+ K“L’(K"—O— 2% + 22")— 2x't?

w, = K° (—2/(2 —47° + 2kt —T’)+ z? (—212 +2K7T + K’)+ xt(x'—7")

17, = 2x° (KT -2c% + r') +7° (4/{7 —-2r%+ K’) —x7(7'+2K")
olmak iizereT[;TNB tiirevi

, 38T +u,N+nB
Ty, ()= AT N (419)
(K ¥ —m)

seklinde bulunur. S egrisinin egriligi Ky . ile gosterilirse (4.19) bagntisindan K,
egriligi

_ '
K pens “T

:BTNB
:ﬁ \/542 +,u42 +7742

Fhne =g (K'2 +72 —K‘T)2

olur. B egrisinin aslinormali N o 11€ gOsterilirse

LT
Brns ' !
‘Tﬂms (S)H
N =54T +1,N+n,B
e \,/542 + /142 + 7742

seklinde bulunur. Bﬂma :Tﬂms AN foe Oldugundan B&NB vektorii
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((K'—Z')T]4 —z'y4)T +(1'54 +K'774) N —(K,u4 +(K'—Z')54) B
J(2x? + 207~ 2nr) (87 + 1” +11.7)

By =

olur. ,BTNB egrisinin ikinci ve tigilincii tiirevleri alinirsa sirasiyla,

|:(—K"—K‘2+K‘Z')T —(K2+K'+r’+rz)N +(K‘T—Z‘2+Z")B:|

IBT”NB =

&l

ve

v 0T +u,N+n,B

TNB — \/5

dir. Burada 5., 4, ve 1,
04 =K'T—K"—3kK"+2kT' + K + kT°

p, =7 =k =3(kx' + 77" ) = (-k"+7") + kT (K~ 7)

n,=1"—x’c—3cc' — % + 21’ + K7’

seklinde birer katsayidir. ﬂTNB egrisinin torsiyonu7, ile gosterilirse
Ty . torsiyonu igin

! 4 m

_ (Be A Prng o+ Pre )
2

! 14
Prve A Prs

ﬂTNB

yazilir. Burada ,BTNB egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tlirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7, torsiyonu

\/5{2/87_74 — 227N, + 2K° T8 4 + 2KT2 N, — 2KT2 54 + 27° 54 +

KT'n, — KT, + k' U, +K7'84 —K'T 1, —K'TS4

T
Br 2 2
" [2KT(K—1)+K$'—$K’+2?3] +[Kf'—n(’] +
2
[21(3 + k7' + 2x7% = 2K°T — K"T:I

seklinde elde edilir.
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Tamm 4.2.7. o : 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.

1
ﬁNC (S) = %(N +C)
egrisi NC -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Senyurt ve Sivas,2013).

Teorem 4.2.5. ¢ : 1 — E®birim hizh regiiler egrinin Frenet catisi {T, N, B}, egriligi

ve torsiyonu 7 olsun. NC -Smarandache egrisinin K, egriligi ve 7, torsiyonu

sirasiyla,

o = \E\i 552 + lusz + 7752
(') +IW —20'|W])

Bne

_—25572(p'sin @ +55(¢')?sin? p— sk’ sin g + k11,7 + (¢')° COS o
+¢'* cos? (07_75/( —2¢'cos goﬁslcz — @' oS g07_752'2 — @' oS go;5r - Kpsgo" sing
2 —K;S(D'Z CosS @+ ;5(0" COS 7 — /_15¢'2 sin o7 + ¢'* cos goﬁsr sing
+1K'' SIN @ — K770 SIN @ — S5k’ COS T + Sskp' COS PSIN

+OsK°T + ' Sin® @ — k't + k1T’ + 1ok’ + Ssr°

TﬁNc_ 2 . 2 . 2 2 . 2 3 2
[(K‘(¢') sin (/))COS(0+(T(¢)') sinp—x’p -2t ¢')S|n¢)+ic T+T J

" "y 12 "y 2 AP ' "3 ' 2
+[(r¢) —7'p'—k(¢') )COS(0+(K(/) —7(¢") —xp )Sln(p—TK‘ +(¢") +K’Z':|

2
+[(K((p')2 CoS ¢ + r(gp')z singp —2x%¢p’ — rzq)') CosSp—kT@'Sinp+x° + KZ'Z:|

olur. Burada
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r_n r_n

5, =" cos p — kp'p" cos’ p — ' sin (0005(0—((p’)4 sing—x* ((p’)2 sing
~7%(¢') singp+2x(¢') sinpcosp+2¢(¢') sin? o — ' (¢')’ — 72k’ — 2k’ COS @
—2K'p'Tsin -7y’ cos @+ k' (')’ cos? o+ r’((p')2 sinpcos g+ xgp'e"
+ k17’ — KTQ"SIN P — P'T'K SIN @

Us = K((o’)3 cos @ + 3k’ cos @ + 32Kk’ COS ¢ — 2i* (go’)2 cos? (0—4/(1((0’)2 singcosg
K’ ((p')2 — &' = 2K%7? + 3%t sinp —1° ((/)’)2 +3r%p'sin (p+r((p’)3 singp —27° ((p’)2 sin’ g
1 12 2 1 r ! 2 Mar roM e ' Main?2
s =7'(¢') +K°c' = 2Kk7'p’ cOSp — K*@" SiN @ + k' p" sin P cOS P + 79" SIN* @
~(¢)" COS(/)—KZ((p')Z COSgp—Tz(go')z CosS ¢+ 2/{((0’)3 COSZ§0+ZT(§0')3Sin @ COS

—10'9" — KK’ + K" COS @ + 7K'’ COS @ + KK’ SIN P — K’ (go')z sinpcosp—1' (q)')z sin’ g

r_n

55 =" C0Sp—3¢'p"sin go—((p')3 Cos @ — k" — kK’ COS @ — kT’ SiN @ + K° + KT
s = 2K" COS @ — 2/(((0')2 sin @ —3xx’ + k" COS @ + 7'’ sin o + 2r¢"sin @
+2(go’)2 cosp—3rr’

15 = (k19" —3¢'p")cosp + (ngo' -o"+ ((p')3 )sin p-kt—1+7"

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas,2013).
. . 1
Ispat: P =$(N +C)

Smarandache egrisinde C nin yerine (3.7) den karsilig1 yazilirsa

_ (singT +N +cospB)

Pe = 72

olur. S, _yay parametresine gore tiirevi alinirsa

T ds,  (¢'cosp—«)T +(z—¢'sinp)B

Bne d S \/E

ds, . .
olur ve norm alinirsa —#x_ifadesi
ds
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ds, (o) + W[ 20/ W]

ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa By egrisinin teget vektorii

p'cosp—«x)T +(r—¢'singp)B
TﬁNc (S):( ) ( )

J(@) + W[ - 20 W]

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

(4.20)

2 _n rn

5, =1°9" Cos o — k'p" COS* p — 7" sin ¢COS¢—(¢)’)4Sin o—K’ ((p’)zsinq)

-7 ((p’)2 Sin(p+21c(go')3 singpcos g+ 27((p')3sin2go—/c'((p’)2 — 7%k — 2Kk’ COS @
—2k'p'rsingp—rr'p' cos ¢ + K’(gp’)z cos’ o+ T'((/)’)Z sinpcos @ + k@'p"

+ k1’ —kT@"SiNp — @'tk SIN @

U = K((p')3 cos @ + 3k’ cos @ + 312Kk’ COs ¢ — 2i* ((0')2 cos’ g — 41(1((0')2 sinpcos g
-x° ((p’)2 —k* = 2k’1" +3K%rg'sinp - 1° ((/)')2 +37°%'sin g0+z'((p’)3 sing
-27° (go’)zsin2 )

N = T'(¢')2 + K77 2Kk7T'9' COS @ — K" SiN @ + k' p" SIN P COS @ + 70" SIN*
—((p’)4 cos g —«° (go’)2 cosp—1° ((p’)2 CosS ¢+ 21(((/)')3 cos’ o+ 21’((p')3 sinpcos @

—10'p" — kK’ + TK Q" COS @ + TK'P' COS @ + KK ' SIN P — /('((/)’)2 singcos g — T’(gp')z sin® ¢

. ! . .
olmak tlizere Tﬂnc tiirevi

J2(8.T + N +1,B)

(o) +IW [ 20/ W)

T (s)= (4.21)

seklinde bulunur. By egrisinin egriligi k 5, 1le gosterilirse K egriligi

_ ’
e =11 Al
2 2 2
\E\i 05 + s +175
K =
B

(o) +IWI] ~20' W]}
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olur. Byc egrisinin aslinormali N, _ile gosterilirse

LT

6

_ 0T + ;N +1.B

e \]552 + ;U52 + 7752

seklinde bulunur. BﬂNc :TﬂNc AN e ©ldugundan BﬁNc vektori

N

s (¢'sing—1)T +(§5(z'—go’sin go)—ns((p’COS(p—K)) N +(y5 (go'COSqo—K)) B

_ \/(W)Z+IWV||2—2¢'|NV||)(5;+ i+

B

Bnc

seklinde bulunur. Syc egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

((p" cosp—(¢') sin go—K')T +(Kp' cosg+zg'singp—x* —*)N

n

NC \/E
(T' —@"sin (/)—(go’)2 Ccos go) B

NA

+

ve

w 05T +u,N+7,B

NC — ﬁ

dir. Burada 5, ;5 ve 7_75

Os =@

n r_n

H "3 " 2 1 I ot 3 2
cosp—3¢'p"sinp—(¢') cosp—k"—k’p' cOsp—krp'sinp+ x> + kT
s = 2K" COS @ — 21(((/)’)2 sin @ —3xx’ + k" COS @ + 7'’ sin @ + 27¢"sin @

+ 2((0')2 cos ¢ —3rz’

r_n

1s = (k79 —3¢'p")cos g + (rz(p’ —o"+(¢) )sin N A

seklinde birer katsayidir. ﬂNC egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse 75 torsiyonu
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_ <ﬁNC' /\ﬁNC”1ﬁNCm>
ﬂNC, /\:BNc”

Bne

yazilir. Burada ﬁNC egrisinin ikinci ve ti¢lincii tiirevleri yerlerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa 7, torsiyonu

—2857°¢'sin @ + 55 (¢")? Sin? 9 — S5’ SiN @ + i 7 + (¢0')° €OS? P 1
+'% COS? Pr ik — 290’ COS P11k — @ COS P72 — @' COS P 1T — K 15" SN @
2|~k 1,0 COS @ + 11,0 COS @7 — 11,9 SiN 7 + ' COS PRy TSIN @

+ 1K'’ SIN @ — K177 SIN @ — S5k COS PT + Sskp'? COS @SN @

+OsK T + 0 SN @ — k't + K170 + 1K + OsT°
T, =—= =

2
(K((p’)z sin (0)COS(0+(2'((0’)2 sin go—Kzgo’—Zrzgo')Sin o +K°T +r3}

=
=z
s}

2
+[ T(D -7 -k ga) )COS(D+(K'(p'—T(§0')2—K(D”)Sin(p—fl("-i-((olf+KZ":|
+[ k(¢") COS(/)+2'(¢)’)ZSingp—2K2g0'—12(/)')cosgo—1(rgo’sin ¢)+K‘3+K‘L'2:|2

seklinde elde edilir.
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Ornek 4.2.1.

B(s)= (isinlﬁs L Sin3es,— 2 cos16s + — cos36s, EsinlOsj
208 117 208 117 65

egrisinin Frenet vektorleri (Ali, A.,2010) ve birim Darboux vektorii

T(s)= (gcosms —ic0536s,gsinl6s —isin 363,2003105)
13 13 13 13 13
N(s)= (E Ccos 265,¥sin 265,—£J
13 13 13
B(s)= —gsin 165 —isin 365,icos365 +2c0316s,gsin105
13 13 13 13 13
C(s)= (i cos 263,£sin ZGS,QJ
13 13 13

seklinde bulunur (Sekil 4.2.1).

sekil 4.3. (S) egrisi
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Bu egriye ait TN, NB, TNB ve NC -Smarandache egrileri sirasiyla;

Sekil 4.4. TN -Smarandache Egrisi Sekil 4.5. NB -Smarandache Egrisi

Sekil 4.6. TNB -Smarandache egrisi Sekil 4.7. NC -Smarandache egrisi
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5.BULGULAR

Bu boliim ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Burada, (a, a*) Bertrand egri

cifti olmak iizere «" Bertrand partner egrisinin Frenet vektorleri tarafindan olusturulan

Smarandache egrileri ;

Bo=p.(s)= %(T + N*) T*N~-Smarandache egrisi
By =By (5)= %(N + B*) N*B*-Smarandache egrisi
By=P .y (5)= %(T +B") T"B"-Smarandache egrisi
By =By (s)= %(T +N*+ B*) T*N"B"-Smarandache egrisi
Bs =B (5)= %( N* + C*) N*C*-Smarandache egrisi.

seklinde gosterilerek bu egrilere ait egrilik ve burulmalar hesaplanmistir. Elde edilen

Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalar1 & Bertrand egrisinin egrilik ve

burulmalari cinsinden ifade edilmistir.

5.1. T°"N" Smarandache Egrisi

ﬂl(s)zﬂT*N*(s)z%(T*+N*) (5'1)

Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds, (—K*T* +x N” -l—T*B*)

Th g NG (5.2)

ds, . .
olur ve norm alinirsa % ifadesi
ds

ds

s |20 +T 5.3
ds \~ 2 (5:3)
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bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa s egrisinin teget vektori

T +x’N +7B
T,(5)= 5.4

seklinde olur. (5.1) ifadesinde T've N"m yerine (4.4) den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagli ifadesi

ﬂl(s)z%(cos(pT+N +sin ¢B) (5-5)

olur. (5.4)denkleminde (4.4) ve (4.10) bagmtilar1 dikkate alinirsa (5.5)

ifadesindeki [, egrisinin teget vektorii

—kT + (kcos@—7sind)N + 7B
T, (s)= - —
\/|[\/V|| + (1c0s0 —75in 6)

(5.6)

seklinde bulunur. (5.4) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

V= (—K*' - K'*Z)(ZK'*Z +77° ) +K (K*K*' - T*T”)

o[

’ —G-KM)(ZK*2 +T*2)—K‘*(K*K'M +z'*r*') (5-7)

. * * *f 2*2 *9 * *  x * Kl
NH=|KT +7 K +7 —T|KK +77

olmak {izere T[;l () tiirevi
. (le*+le*+ZlB*)
T, (s)=+2 o )2 (5.8)

0Iur.(5.7)ifadesinde K Ve 7'm yerine (4.10) dan Kkarsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
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V.= (—K' — k%086 + krsin 9)(|[VV||2 +(xcos@ —rsin 9)2)

+ K(”\N””\N”’ + (xcos@ - rsind)(x'cosd —'sin 6’))

vi = (W[ +x'cos0 —'sing (W + (cos@ - sin6)’

— (xcos@ —zsin 9)(|[\N|||[\N||' + (kcos@ —rsin@)(x'cosé —7'sin 0))

71 =(xrcosf—77sing + r')(|[vv||2 + (xc0s6 — sin 9)2)

- T(”\N v ||' + (kc0s@ —rsin@)(x'cosé —z'sin 6?))

(59)

seklinde olur. Tﬂ'l (S) tiirevi ifadesinde (4.4) ve (5.9) bagintilar1 yerine yazilirsa Tﬂ'1

vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

«/E()_/lT +viN +;_(1B)
(|[\N||2 + (xc0sé —sin 0)2)2

T, (s)=

; (5.10)

olarak bulunur. [, egrisinin egriligi Ky ile gosterilirse (5.8) bagintisindan K, egriligi
Sl
A A

2 2 2
Kp =2 A ZVl +2)(21 (5'11)
(21( +7 )

olur. Burada x"ve 7" 1n yerine (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa K; egriliinin Bertrand
egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

— 2 —2 — 2

x =2 AR E (5.12)
8 (|[\/V||2 + (xcos@—zsin «9)2)2

dir. 3, egrisinin aslinormali N p 1le gosterilirse (5.8) bagmtisindan
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B 71T* +V1N* +;(18*
8 \/712 +V12 +le

olur. Burada T",N"ve B’in yerine (4.4) den kargihiklari yazilirsa N ; ifadesinin

N

Bertrand egrisinin Frenet elemanlar cinsinden karsiligi

]/1T +viN +;(lB

(513)
-2 —2
\/71 +Vvi + ¥,
seklindedir. B, =Tﬁl A Nﬁl oldugundan B 5, vektoril
Ky —tv,)T +(c 7, +77 )N =(xv,+x7,)B
i L7t L LR AL AN

\/(;/12 +v12 +}(12)(2K*2 + T*Z)

olur. Burada T*,N",B",x"ve ¢~ ifadelerinin yerine (4.10)ve (4.4)den karsiliklari
yazilirsa B/fl binormal vektdriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden
karsilig

B ()_(l(zccose—rsin 0) —;n)T + (K}l + 17_/1) N —(K'ljl + ;_/l(zccosﬁ —7sin 0)) B

\/(|[\/V||2 + (koSO —17sin 9)2)(7/1 +v1

2

)
(5.15)

seklinde bulunur. ﬁl egrisinin ikinci ve {iglincii tiirevleri alininca;

(—K‘*Z - K*')T* + (K*' ||’
) J2

*

)N*+(K*T*+T*')B

) =

m_ 771 +AlN +p1

TR
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olur. Burada 77;, 4, ve p,katsayilari
= (_K*l _ K*z) i (_”\N*HZ + K*,)
A=K (—K*' — K" ) + (—K'*Z +x7 - r*z) -7 (K*r* + r*') (5.16)

* *2 * * %k * '
= (- ) (w0 )

seklindedir. 3, egrisinin torsiyonu Ty ile gosterilirse Ty torsiyonu

BB B

18~ Bl

B

dir. Burada /3)1' , ﬂf ve ,Blm degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa 7,

torsiyonu

9 =K’ (K*r* + z'*')— T (—”\N*

2+K*')

2, :K*(K*z'* +r*')+r*(—ic*' —K*Z) (5-17)

2

A =—K

M*

#f * #f #*2
—K +K|K +K

olmak tzere

7, = \/5('91771 + 80121 + 7Llpl) (518)
G2+ o +R 7

olur. (5.16) ve (5.17) bagtisinda (4.10) den karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar
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= (—K’ — k2¢0S6 + kTSin 6’)' - r<(—|[\/V||2 + (K cos@ —rsin 9)')

Jy =x(—«'— x> c0s 0+ xrsing) + (—|[\N |” + (x cos@ —zsin 9)'), (5.19)

—T(KTCOSH—TZ Sin0+r')

!

D= r(—|[vv||2 +(kCcOSO —sin 0)’) +(xrcos@—-7’sing+1')

ve

9 = (xc0s0 —zsind)(krcosd —r°sinf +7') - r(—”\N |I° + (xcos@ - zsin 6?)’)

P, = K(Krcosﬁ—rzsinHJr r’)+ T(—K'—Kz cosé + xzsin 9)

M= —[K(—"V\I I’ + (xcos 6 —zsin 49)') + (,ccos 0 — 7sinO) (—x' — koS O + xzsin 0)}

(5.20)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.18)de yerine yazilirsa T N”-Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

2%+, 4 +Rup)
ﬂl_ — 2 — 2 — 2

S+, +ha

olarak bulunur.

5.2. N"B* Smarandache Egrisi

ﬁz(S)ZﬂN*B*(S)zﬁ(N*+B*) (5.21)

Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds kT —7N" +7B"
T, dgz _{ 7% ) (5.22)
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ds, . .
olur ve norm alinirsa % ifadesi
ds

ds

L - /ZT*ZS’C*Z (5.23)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa ﬁz egrisinin teget vektori

T =—K‘*T*—T*N*+T*B*

Pe (s) m

seklinde olur. (5.21) ifadesinde N"ve B"in yerine (4.4) den karsiliklar1 yazilirsa

(5.24)

Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagli ifadesi

5, (s) :%(—sinm +N +cos6B) (5.25)

0Iur.(5.24) denkleminde (4.4) ve (4.10) den kargiliklar1 yazilirsa (5.25) ifadesinde

verilen B, egrisinin teget vektorii

—kT —(ksin@+7coséd)N + 7B
T, (5)=

s)= 5.26
B W+ (ksing + rcosey (520

seklinde bulunur. (5.24) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

Y, = (—K*' +T K ) (K‘*Z —-2r7 ) +5 (K*K*' +20°7" )

v, = (—K‘*z -7 477 )(K‘*Z —27" ) -7 (K*K*' + 21'*7*') (5.27)

X = (—T*Z 7" )(K'*Z 277 ) -7 (K*K*' +2077" )
olmak tizere T t; (S) tiirevi
2

(7,77 +v,N"+ 2,B7)

(K*z +27°° )2

T ()= (529)
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olur. (5.27) ifadesinde x~ ve z"in yerine (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

Y, = (—K’ +x(xsing + rcose))("\N ||2 +(xsing + rcose)z)

+ K‘(”\N |||[\N||' +(xsing + rcosa)j(x’sin 0 +1'cosf)

V2= (—Kz —(x'sin@ + r’cos¢9)—rz)(|[\l\l||2 +(xsind + rcosé?)z)
5.29
+(z<sin6?+rcos€)(|[\l\l|||[\N||'+(Ksin0+rcose)j(z<’sin9+r’cose) ( )

%2 =(-t(xsin@ +rcosd) + r')(|[vv||2 +(xsing + rcose)z)

- r(|[\/v|||[vv||' +(sing + rcos@))(x’sin 0 +1'cos0)

seklinde olur. Tﬂ'2 (S) tirevi fadesinde (4.10) ve (5.29) bagintilar1 yerine yazilirsa

! oo _es e o o s e . . . .
TﬂQ vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

T,/ (s) =20l +VaN+2;B) (5.30)
(|[\N||2 +(xsing + rCOSH)z)

olarak bulunur. f, egrisinin egriligi Ky ile gosterilirse (5.28)baglntls1ndan Kg

egriligi

_ 1
Kﬁz - Tﬁz !

2 2 2
Kp, =2 72*:‘/2 :;Zzz (5'31)
(K' +27 )

olur. Burada x've z"in yerine (4.10) dan karsiliklart yazilirsa K, egriliginin

Bertrand egrisinin egriliklerine bagli ifadesi

— 2 - 2 — 2
K, =2 \/72 T Tz 2 (5'32)
(|[vv||2 +(xsin6 +rcoso)’)
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dir. 3, egrisinin aslinormali N 5, ile gosterilirse (5.28) bagintisindan

_ s
b}

3 72T*-|—VZN*+;(ZB*
B 2 2 2
\Wz +V, + 1,

olur. Burada T",N"ve B"im yerine (4.4) den kargiliklar1 yazilirsa N, vektoriiniin

N

Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

3 ;_/2T +vaN +;_(ZB

Nﬂz_ —2 —2 —2
\/(72+V2+752)

(533)

seklindedir. Bﬁ2 :Tﬂz AN 5, 0ldugundan Bﬂz vektori

B, - —7 (1, +v,)T +(r*)/2 + K*;(Z) N +(—K‘*V2 +r*y2) B (5:34)
\/(K*z + 21*2)(}/22 +v,0 + ;(22)

olur. Burada T",N",B",x Ve 7”1 yerine (4.10)ve (4.4)den karsiliklar1 yazilirsa

B 5, binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

(}2 (xsin@+7cos6)+ 1722')T + (}2K+ }_/zr) N

5~ = = —
\/J(|[\/V||2 + (ksin6 + rcos<9)2)(y22 +va + ;(22)

B

(5.35)
(—;zzc +7,(xsind+ rcos&)) B

J’_
\/(”\N I + (xsin 6 + r cos 0, +ve +1,)

olarak bulunur. f, egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri alinirsa,

(—K*' + T*K*)T* —(”\N* ’ + r*') N+ (T*' — T*Z)B*

2 = \/E ’
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m_ 772T* +/12N* +sz*

N

olur. Burada?, , 4, ve p, katsayilari

n,= (—K*' + K*r*), + K" (”\N
A=K (—K*' + K*r*)+ (—”\N*
= (W =)o)

2 ot
+7

’ —r*')’ —T*(—T*Z +r*') (5-36)

seklindedir. 3, egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse 7 torsiyonu
_Bn B3 By)
ﬁz - ! " 2
18; ~ Bl

dir. Burada /32, , 2” ve ,Bzm degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsaZy

torsiyonu

8, =20 + k7%

P (5.37)

R, = K*( M*HZ + z'*')+ T (—K*' + K*r*)
olmak iizere
_ N2(81, + 92k +10) (5.38)

S +,° +R,°

olur. (5.36) ve (5.37) bagintisinda (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

52



ve

seklinde bulunur. Bu katsayilar (5.2.18)de yerine yazilirsa N"B”-Smarandache

—_ !

1, =(—«'+x(xsin@+zrcosb)) K(—”\N ||2 +(x'sin@ + r'cose))

Ao = K(—K’+K(Ksin¢9+r0086’))+(—”\N||2 —(x'sing+ T'COSH))’ (5.39)

- r(—r(xsin@ + rcose) + z")

D, = r(—”\N I” +(x'sin + r’cose)) +(~7(xsind+7cos6)+ r’)'

92 =(—xsin@—7cos0)(—r(xsin@ +rcosd) + ')

+7 2 4 (k'sin@+7'cosd
(W] +( )

0, = zc(—r(zcsin 0+7cosf)+7')+ r(—K' +xc(xsind + rcos@)) (5.40)

Ko = K(|[vv||2 +(x'sin@ + f’cose))

+(xsind + rcosH)(—K’ +xc(xsing + rcose))

egrisinin 7, torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

_ \/5(327724-8;22_24-7_&2;2)

T
s, -2 —2 =2
’ 92+, +Ahe

olarak bulunur.

5.3. T"B" Smarandache Egrisi

Bi(8)= g (5) = 5T B (5:42)

Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
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ds, (&'~ )N’ 5.42
Tﬁ3 ds - \/E ( ) )

ds. . .
olur ve norm alinirsa —% ifadesi

_ % /”\N*Hz _or (5.43)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa fB; egrisinin teget vektorii

*

o (F-7)N (5.44)

W -2ee

seklinde olur. (5.41) ifadesindeT"ve B"in yerine (4.4)den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagli ifadesi

ﬂ3(s)=%[(cos6'—sin6')T +(sin@+cosO) B] (5.45)

olur. (5.44) bagmtisinda (4.4) ve (4.10) dan karsiliklart yazilirsa (5.45) ifadesinde
verilen f,egrisinin teget vektorii

[k(cos@ —sind) —z(sin6 +cosH)|N

i =7 W[} sin26

seklinde bulunur. (5.44) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

7o == (- T*)(\M*\r - m*)

T

5= (5.46)

= (=Y (W 20w )< (o)

#f s * _xl
—K'Z'—K'Tj

n=7 (K _T*)(\M*HZ - zK*T*)

(5.47)
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olmak {izere Tf;3 () tiirevi

T, (s)=+2 * * 2* (5.48)

olur. (5.47) ifadesinde x~ ve z"in yerine (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

¥, = —klx(cos@ —sin @) — r(sin O + cos O)(x* — 7> — W ||2 sin 20)

v, =[K"(cos8 —sin8) — 7'(sin & + cos O)](x* — 7> —|W | sin 26) (5.49)

—[x(cos@ —sin @) — z(sin @ + cos )] (xx’ — 7' — W |||W ||' sin 26)

7. = t[x(cos@ —sin @) — (sin @ + cos O)|(x* — % — |[vv||2 sin 26)

seklinde olur. T/%(S) tirev ifadesinde (4.4) ve(5.49) bagintilar1 yerine yazilirsa

T/

5, (S) vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden kargiligi

T '(s): \E(ZT +173N +ZB)
AT (6P -2 W sin20)°

(5.50)
olarak bulunur. B; egrisinin egriligi & 5, ile gosterilirse (5.48) bagintisindan
K, egriligi

!

Kﬂs =‘Tf)’3 !
2 2 2
KﬂS =\E ’\N/3 +V3 +;(3 (551)

2 Y
-2KT

(w

olur. Burada x've z"in yerine (4.10) dan karsiliklart yazilirsa K, egriliginin

Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi
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—2 —2 —2
_2 Vs tVs 25 5.52
TN = —|WFsin20y° (552

dir. B, egrisinin aslinormali N 5, ile gosterilirse (5.48) bagintisindan

B

B 7/3T* +V3N* +;(3B*

B 2 2 2
\Ws TV 1,

olur. Burada T, N"ve B'in yerine (4.4) den karsiliklart yazilirsa N 5 vektoriiniin

N

Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

7T +vsN+4,B

Ny ="y (553)
V3 tVs T X3
seklindedir. Bﬂs =T/33 AN s, oldugundan B,BS vektorii
S Gl G (5.54)

. \/(”\NHZ — 21(‘*2'*)(7/32 +v+ ;(32)

olur. Burada T",B", x ve 7" 1n yerine (4.4) ve (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa B/}3

binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

(% —7,B)| x(cos# —sin) —z(sin 6+ cos6) |

Bﬁ3 B 2 2 2 2 2 2
\/(K -7 —”\N” Sin260)(y," +v,° + x5°)

(5.55)

seklinde bulunur. B, egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri alimrsa

*

(—K*Z + Z'*K'*)T* +(K*' —r*') N +(K*Z'* —r*z) B
14

ﬂS: \/E ’
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" 773T* +ﬂ3N* +IO3B*

s 72

olur. Burada 775, 4; ve p, katsayilari

! !
Ny = (—K*2 +K*r*) -K (K* —T*)
"

A =-k"7+x7r +(f<* —r*) KTt (5.56)

! !

Py=T (K* —z'*) +(K*r* —z'*z)

seklindedir. f; egrisinin torsiyonu 7 5, ile gosterilirse 7, torsiyonu

_Bin BB
- 2
1B ~ B

Ps

dir. Burada ﬂé, ﬂ?:’ ve ,33:” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

75 torsiyonu
(K*r* — 7" ) - Xs (—K*2 + K*r*)
(-

olur. (5.56) bagintisinda (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

r, =20 (5.57)

2 2
* %
—21(1)
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ve

7= —K’i[x(cose—sin 0)—7(sind+coso) |

NA
_2K'{%[K(COSH—SM 0)—(sin 9+cos&)ﬂ

A3 =—K —[/c(cose—sin 0)—1z(sin 9+c059)]

N

+[%[K‘(COS@—SM ) -1z (sin 0+c050)ﬂ”
~7° i[K(cose—sin 6)—z(sind+cosd) |

N

Py = r'%[zc(cose—sin 0)—7(sin6+cos6) |

+2{%[1{(cos¢9—sin 9)—r(sin9+cos¢9)]} (558)
-
— 1 . .
©s =$[K(cosé’—sm 0)—z(sin@+cosd) | (5.59)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.57) de yerine yazilirsa T B™-Smarandache

egrisinin T4 torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

\/—2'193 +K’713

o5 W[°

olarak bulunur.
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5.4. T"N"B” Smarandache Egrisi

,6’4(8):,BT*N*B*(s)=%(T*+N*+B*) (5.60)

Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

Sﬂ4 _ 1 K ¥ * * * * ok
= —| —K —_ .
d [ T +(K T)N +TB] (561)

T
By ds \/5

ds, . .
olur ve norm alinirsa 4 ifadesi
ds

ds 2 — —
d_?:J;J(K2+TZ_KT) (5.62)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa B, egrisinin teget vektorii

kT +(K'* —z'*) N +7B
\/2(”\/\/* 2 —K*T*)

seklinde olur. (5.60) ifadesinde T*, N” ve B"in yerine (4.4) den karsiliklar1 yazilirsa

T/&(S = (5.63)

Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagl ifadesi

Bi(s)= %[(cos@—sin O)T + N +(sin 6 +cos 6)B] (5.64)

olur. (5.63) denkleminde (4.4) ve (4.10) bagintilar1 dikkate alinirsa (5.64)

ifadesindeki f, egrisinin teget vektorii

_ —«T +[x(cosd —sin0) — z(sin0 + cosH)|N + 7B

= \/"WHZ +[x(cos@—sind) —z(sind + cosg)]Z

(5.65)

Ty, (s)

seklinde bulunur. (5.63) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar
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L R C T By

S R N (T
() 2] -

R ol e R R T ey
(5.66)

olmak tizere T ﬁ' (S) tiirevi
7

T (s):?m—* t";N* jf‘gB* (5.67)
(W <)

olur. (5.66) ifadesinde x~ ve z"in yerine (4.10)dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
7o =] &' - k(x(cosO -sin) —7(sin 6 + cosé’))}("\N”2 +[x(cos@ -sind) - z(sin g + cos@)]z)

+ K(|[\N|||[\N||’ +[k(cos@ —sind) — 7(sin @ + cos ) |[x(cos & - sin§) — z(sin & + cos@)]’j

va= {—"\N”2 +(x(cosd-sind) —z(sin 6 + cos«9))'}(|[\lv||2 +[x(cos@-sing) - r(sin 6 + cosH)]Z)

—[x(cos@—sing) —z(sin 6 + cosé?)]2 [x(cos6 —sin ) — z(sin &+ cos 0)]’

[ i(cos~sin ) - £(sin & + cos )| |

%4 =] 7[K(cos0 -sinB) — (sin 6 + cos )] + r’](|[\/\/||2 +[x(cosf -sind) - z(sin g + cose)]z)

- r(|[vv|||[vv||' +[k(cos@ —sin ) — z(sin @ + cos H) ][ (cos & —sin &) — 7(sin & + cose)]')

(5.68)
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seklinde olur. Tﬂ'4 (S) tiirev ifadesinde (4.4) ve (5.68) bagntilar1 yerine yazilirsa Tﬂ'4

vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

\/§(7_/4T +vaN +;_(4B)

2 (5.69)
("W“Z +[x(cos@ —sin @) —z(sin & + cos 9)]2)

T (s)=

seklinde bulunur. B, egrisinin egriligi & 5, 1le gosterilirse (5.67) bagintisindan
Ky, cgriligi
KﬁA =

1A
Tﬁ4

_ ﬁ 742 +V42 + 142 (5_70)

W)

olur. Burada x've z"in yerine (4.10) dan kargiliklar1 yazilirsa Kj egriliginin

B

Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

K, =3 \/(;42 o +;_(42) (5.71)
(|[\N ||2 +[x(cos@ —sin ) —z(sin & + cos 49)]2 )2

dir. B, egrisinin aslinormali N 5, ile gosterilirse (5.67) bagintisindan

_Ta
i i

B ;/4T* +V4N* +Z4B*
8 W’42 +V42 +Z42

olur. Burada T, N* ve B i yerine (4.4) den kargiliklar1 yazilirsa N, vektSriiniin

N

Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

N = 7_/4T +174N +;_(4B

(5.72)

2 —

-2 -2
Yy TVas +},
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seklinde bulunur. Bﬁ4 =Tﬁ4 AN p, oldugundan Bﬂ4 vektori

*

(;(4(1(* —T*)—T*V4)T* +(z'*;/4 +1<*;(4) N —(K*V4 +7, (K'* —T*))B

AW =) v )

By, =

(5.73)

olur.Burada T, N*, B", k¥~ ve 7" yerine (4.10) ve (4.4) den karsiliklar1 yazilirsa

B,, binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

5 |:)_(4(K‘(C0819 —sind) —z(sind + cos@)) —hr]T + (;_(4/(+ 7_/41) N

p 2 . . 2(—2 —2 —=2
\/|[\/V|| +[x(cos@ —sin @) — z(sin & + cos )| (7/4 +Ve + 7, )

[;4K+}_/4(K‘(COS€ —sin@) —z(sin@ + cos@))} B

\/INVIIZ +[i(cos0~sing) ~(sin0 +coso)]'(, v + 7.

(5.74)

seklinde bulunur. ﬂ4 egrisinin ikinci ve ligiincii tlirevleri alinirsa

" — i[(_,{' K+ K*T*)T* + (—”\N*H2 + K - 2'*') N+ (K*T* —7% 4 r*')B*}

VB

m_ 774T* +l4N* +p4B*

B

olur. Burada 7,, 4, ve p, katsayilari
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M= (" - ene) K*(_||w*||2 (- )j

A= K*(—K*' -k K‘*T*) + (—"\/\l*”2 + (K‘* - T*),j (5.75)

* *  * *9 *f
-7 (K'T -7 +7 )

’

* % 2 * <\ *  x * *f
Py =7 (—"\N ” +(K' -7 )j+(/cr -+ )
seklindedir. f, egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse 7 torsiyonu

 _BnBLSD
"B ABI

dir. Burada ﬂ;, : ve ,B‘;” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

7, torsiyonu

9, = (K* - r*)(ic*z'* -7+ T*')— T (”\NHZ + (K* - r*)lj

P, =K |:K‘*Z'* v+t 4 (—K*' —K7+ K'*T*):| (5.76)
R, = —|:K‘* (—”\N*HZ + (K* -7 )’j + (K* — r*)(—x*' -kt K‘*T*):|

olmak tzere

91, + 9,0, +K,p
=\/§( 4 ;2+;024+7124 : (5'77)
4 4 4

Tp,

olur. (5.75) ve (5.76) katsayilar ifadesinde (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
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7, = (—K' — k[x(cos@ —sin@) —(sin & + cose)])’

— /<(—|[\N||2 +[x(cos@—sin@) —z(sing + cosH)]’)

Aa= K(—K’ — k[x(cos@—sinB) —z(sin O + cos@)])

+ (_”W ||2 +[x(cos@ —sin @) — (sin @ + cos 9)]'} (5.78)

—7(z[x(cos@ —sin @) — z(sin 0 + cosH) | + ')

Dy = r(—”\N I +[x(cos6 —sin@) —z(sin & + cose)]'j

+(z[x(cos & —sin§) — z(sin & + cos F) | + z"),

ve

4= (k(cos@—sing)—z(sind + cose))(r[x(cose —-sing) —z(sind +cosd) |+ r')

-7 —|[\/\/||2 +[x(cosd —sing) —z(sin 6 + cos@)]’)

@0, = x(z[x(cos 6 —sin ) —7(sin 6+ cos ) |+ ')

+7(-«' - k[ x(cos O —sin ) — 7(sin 6 + cos ) |)

s = K(—"\N I +[x(cos® —sin @) — z(sin & + cos 9)]’)

+ ([K(cose —sin@) —r(sind + cos@)](—zc’ — k*(cos@ —sin @) + rx(sin @ + cos@)))
(5.79)
seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.77) de yerine yazilirsa T"N"B”-Smarandache
egrisinin 7y torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi
\/5(34774 + 54/1_4 + 7_L4,;4)
— 2 —2 2
G4+, +Ra

Tﬁ4 -

olarak bulunur.
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5.5. N*C* Smarandache Egrisi

Ps(5)=Byc- (5) :%(N* +c) (5.80)
(3.7) ye benzer olarak C* ;

C =singT +cos¢ B (5.81)

seklinde yazilir. Burada o, W* ile B* arasindaki acidir. N*1n yerine (4.4) den

ve C"1n yerine (5.81) den karsiliklar1 yazilirsa

ﬂs(s):i(singo*T*+N*+cos¢)*B*) (5-82)

V2

olur. Egrinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

a1 (Sin(o*T*+N*+COS(0*B*)’

T =% _ _—

tas V2 (5.83)
:%[(¢*’COS¢*—K*)T*+(T*—(0*’Sin§0*)B*:|

olur ve norm alinirsa,

& 1 fi

ds _\/E ”\N

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade (5.83) de yerine yazilirsa, [} egrisinin teget

"2 W]+ (07) (5.84)

’\N*

vektori

T (5)- ((p*' cosg’ — K*)T* + (z'* — " sin (p*) B (5.85)

\/”vv " 27w +(¢*’)2

seklinde olur. Darboux vektorii tanimindan

W' =N"AN" =T +«'B’

olur. Burada 7, ,T" Ve B'm yerine karsiliklar1 yazilirsa Darboux vektoriiniin normu
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o=
2 2 - 2 Ain2
K°COS° @ —2krcosdsin@+z°sin“ @
+x7%8in’ 0 + 2k cos@sin @ + r* cos? @

W= w] (5.86)

seklinde bulunur. (3.6) ya benzer olarak

cos¢’ _ K
W]
_ KC0S@ —7sind

W]

K . T
=c0sf0———Sinfd——
W W]

=cos@cosgp —sindsing

cosg" =cos(p+6) (5.87)

ve

sing” = T
W]
_ kSin@ + rcoso

W]

. K T
=sin@— +cosf@—
W W

=sin@cosg + cosdsing

sing” =sin(p+0) (5.88)
olur. (5.87) den (veya (5.88)den)

cosp” =cos(@+0) = ¢”sing” = ¢'sin(p+6) (5.89)

= ¢"=¢'
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bulunur_(5.82) ifadesinde T*, N*, B'1n yerine (4.4) den ve COS(p*, sin go*, ”\N*H,

0", k', 7" yerine, (4.10), (5.86), (5.87), (5.88) ve (5.89) ifadelerinden karsiliklari

yazﬂlrsa'rﬂ5 egrisinin Bertrand egrisine bagl ifadesi
_(—x+¢'cosp)T +(7-¢'sing)B

N R

T

: (5.90)

seklinde bulunur. (5.85) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

ro=(icosor | ([ 20 ]« o)

B ((0*’ cosg’ - K*)UM*‘H’V\/*H' I ”W*H _g" ”\N*H' + ((p*')((p*u)j
=[] W - 20+ (o) ) (51
ao= (oo | (W 20" | o)

(7o sng ) | oo (o) (o)

olmak iizere T/;S (S) tiirevi

Tﬁsl(s): ﬁ(]@T +V5N +Z5B ) . (592)

-2 W+ (o) |

olur. (5.92) ifadesindex”, ", [W”|| ve ¢"in yerine (4.10), (5.86) ve (5.89)

ifadelerinden karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar
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)

—(~xcos@+7sin@ + ¢ cos(p+0))| W[IW[ — " W[~ ¢ W] + ( )( ))
o= (Wl + o) 26 o+ (o)

2= (w0 080 g'sinp-0)] T~ 26 W+ (o)
~(sing -+ rcoso—g'sin(p ) | WIIW] —¢" W|—¢' W[ +(¢')(o")

(5.93)

;7—(—z<cose+rsm0+(p COS §0+‘9 (”W|

seklinde olur. Bulunan bu ifadeler Ty (s)tirev ifadesinde yerine yazilirsa T, (s)

vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

[(;750059+ ;Zsin H)T +v_5N + (—Zsin9+ ;Zcos@) B}

T, (s)=+2 =
W20 W]+ (o) |

(5.94)
seklinde bulunur. B egrisinin egriligi K 5, ile gosterilirse (5.92) bagintisindan

K, egriligi

B | B ||

i nies)
W -2 (o) |

Burada y;, vy, x5, W[, ¢ nin yerine (5.86), (5.89) ve(5.90) ifadelerinden

K =

(5.95)

karsiliklari yazilirsa K egrisinin Bertrand egrisine bagh ifadesi
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K =2 Vs Vet e (5.96)

2

M 20 W+ () |

seklinde bulunur. B egrisinin aslinormali N 5 ile gosterilirse (5.92) bagintisindan

T’
Bs
Na =g
Bs
T +v.N" + ».B"
N :}/5 5 %5 (5.97)

3 2 2 2
Vs Vs s

Burada T, N*, B", 7%, V5, % yerine sirasyla (4.4), (5.93), (5.86), (5.87),

(5.88) ve (5.89) ifadelerinden karsiliklar1 yazilirsa N 5, egrisinin Bertrand egrisine

bagli ifadesi
7, €080+ 7,5iNO)T +v.N +(—y.sinf+ y.cosd)B
N ﬁsz( 5 5 ) _ 5_ (_5 5 ) (598)
Vs +Vs+ s

seklinde bulunur. Bﬂs :Tﬁs AN 5 oldugundan Bﬂs vektori
Vs (z'* —p"sin go*)
2 T
ST =2 o) )
s (go*' cose’ — K*) + s (z'* —p"sin go*)
- - N*  (5.99)
W =20 o) v )
Vs (go*' cosQ” — K*)

T2 b o )

B*
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olur. Burada T™, N°, B", 5., vy, 20 K+ 77, Sin(ﬂ*, COS(/)* ve ¢ 1n yerine sirasiyla
(4.4), (4.10), (5.93), (5.87), (5.88) ve (5.89) ifadelerinden karsiliklar1 yazilirsa

B 5, binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

vs| ~2icsin0cos 0 + 7 sin” 0 — cos” 0) + ¢'sin (p + 20)}_'_

YW =20 W]+ () 72 492 + 22)

B, =

+775[(Ksim9+ 7c0s6 —¢'sin(p + 9))] N

YW =20 W]+ () (72 + V2 + 22)

(5.100)

v5| x(sin’ 0 — cos” 0) + 2rsin O cos 0 + ¢ cos (¢ + 20) |

W =20 W+ (0 (2 42+ 22)

dir. B egrisinin ikinci ve tigiincii tiirevleri alinirsa,

M*

ﬂ;%{(gf'cosgf—K*)'Tw(-\wv*u%q)*' )N*+(r*—¢*’sin(p*)'8*}
ve

m T + AN+ pB

s 72

olur. Burada 775, 25, Ps katsayilari

R R T B

A=K ((p*' cosp” — kK’ )l - (—”\/VH2 +¢" M“)’ -7 (r* — " sing’ )' (5.101)
ps=—1' ”\NHZ + 7" ”W*H N (r* _p"sing’ )"
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seklindedir. f; egrisinin torsiyonu Ty, ile gosterilirse T, torsiyonu

BB
o BABl

dir. Burada ,35:, ﬂ;’ ve ,35'” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

T, torsiyonu
oy =—{ W[ o W —sine)
5 = —{(go*' cos@* — K*)(r* —¢"sing’ ), + ((p*' cosg’ —k* )' (r* — " sin (p)}

Ry = ((p*' cosg’ —K*)(_‘M*Hz o MH)

(5.102)

olmak tlzere

S \/5(65775 + 955 +7L5p5) (5103)
& a52 +<§052 er52

olur. (5.101) ve (5.102) ifadesinde (4.10), (5.86), (5.87), (5.88) ve (5.89)
ifadelerinden karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

"

7 = ((p' cos(¢p+60)—xcosf +zsin 6?) +(xcos@—zsin @)W/

—(xcos@—rsind) ' |W|

!

A =(xcos@—zsin 6?)(go’ cos(¢+6)—xcosé +zsin 6)

+(-WI + @ W]} ~(xsing+zcos)(xsing + rcoso—g'sin(p+ 0))

p; = (—xsin@—7cosO)|W| +(xsing+zcosd)g |W|

"

+(/<sim9+rcosé?—(p'sin(go+6?))

(5.104)
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ve

8 ==(-IW " + ' W])(xsing + 7 coso - 'sin(p+)

(gu’ cos(p+6)—xcosd +sin 9)(z<sin 0+7cosd—¢'sin(p+ 9))

5

+(¢’ cos(¢+6)—icosf+zsin 9) (Ksin9+ 70860 —¢'sin(p+ 9))

W)

Ry = (go' cos(¢+6)—icosd+zsin 9)(—”\/\/”2 +g

(5.105)

olmak tlzere

\5(95775 + 9545 +7&5,05)
Tp = — — —
9 +ps +Ag
seklinde elde edilir.

72



Ornek 5.1: 4(s)= 1 —coss, —sins.1) helis egrisi bir Bertrand egrisidir.Bu egrinin
(5) =5 (~coss, sins, )

Frenet vektorleri, birim Darboux vektort, egrilik ve torsiyonu

(—sins,coss,1)

—
—_
Ny

|
-

ﬁ\H
—~~~

seklinde bulunur. Bu egriye ait Bertrand egrisinin denklemi
a’(s)=a(s)+A(s)N(s)

idi. 5 — 2 ahnirsaad’ (S) egrisinin denklemi;
2

a’(s)= »\/_( C0sS,—sins,s)+—= (coss sins,0)

. 1 .
a’(s)= ﬁ(cos s,sins,s)

olur. & (S) egrisinin Frenet vektorleri, birim Darboux vektorii, egrilik ve torsiyonu

* l
T (s)=—=(sins,—coss,1)
P2
N"(s)=(coss,sins,0)

(—sins,coss,1)

seklinde bulunur. Bertrand egri ¢iftine ait Smarandache egrileri asagidaki sekillerde

gosterilmistir.
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=035

S —

—l— Q(J) = (—EDS(J);—sin(.S);.Sj

1

a‘(;):—j(cos(s):sin(.r):.r)
Sekil 5.1. Bertrand Egri Cifti Sekil 5.2. T*N"-Smarandache Egrisi
s /n\\
/// % ~

2 ™~ W
15 a

; ‘\\\/ /
05

05" 05

o ~p

05 05
1_1

Sekil 5.5. T*"N"B"-Smarandache Egrisi Sekil 5.6. N"C"-Smarandache Egrisi
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6. SONUC ve ONERILER
6.1. Sonuglar
Bu tezde ilk olarak (a,a*) Bertrand egri ¢ifti olarak alindiginda o : 1 — E® egrisinin

{T*, N*, B*} Frenet vektorleri ve C* birim Darboux vektorii tarafindan olusturulan

Smarandache egrileri ;

B.=B., (s)= %(T + N*) egrisi T"N*-Smarandache egrisi
By ()= J_(N +B") egrisi N*B*-Smarandache egrisi
B (8)= \/_(T +B") egrisi T*B" -Smarandache egrisi
Byee ()= \/_(T +N"+B") egrisi T*N*B"-Smarandache egrisi

Bs =By ()= J_(N +C* ) egrisi N *C*-Smarandache egrisi

Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalar1 hesaplanmistir. ikinci olarak yukarida

verilen Smarandache egrileri & Bertrand egrisinin Frenet vektorlerine bagl olarak

6.(s) = %(COSHT N +sin6B)
ﬂz(s)zﬁ[(cose—sin O)T +(sin@+cosO)B |
B.(s) :%(—sinm +N +cos6B)

B, (s) :%[(cose—sin O)T +N +(sin@+cos6)B]

Bs(s)= \/_(SIH¢T+N+COS¢B)

seklinde ifade edilmis olup bu egrilerin egrilik ve burulmalar1 hesaplanmistir.
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6.2. Oneriler

Bu calisma (a, a*) Bertrand egri ¢ifti ele alinarak Oklid uzayinda yapilmustir.
a- (a, a*) Evoliit-involiit egrileri olmast durumunda yapilir.

b- (a,a*) Mannheim egri ¢ifti olmast durumunda yapilir.
Bu iki ¢alisma Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’'nde Yiiksek Lisans Tezi
olarak yapilmustir. Benzer sekilde (a,a*) Evoliit-involiit egrileri, (a,a*) Bertrand
egri cifti ve (a,a*) Mannheim egri ¢ifti i¢in yapilan bu ¢aligmalar Lorenzt uzayinda

ve Dual uzayda da yapilabilir. Hatta bu uzaylar iizerinde degisik ¢atilar alinarak bu
catilar tarafindan tiretilecek Smarandache egrileri tanimlanabilir ve bu egrilerin bazi

Ozellikleri incelenebilir.

76



KAYNAKLAR
Ali, A. 2010. Special Smarandache Curves in the Euclidian Space. International

Journal of Mathematical Combinatorics, 2: 30-36.

Bayrak, N., Bektas, . ve Yiice,S.2013. Special Smarandache Curves in E. .

International Conference on Applied Analysis andAlgebra,2012.

Bektas, O., Yiice, S. 2013. Special Smarandache Curves According to Darboux
Frame in Euclidian3-Space. Romanian Journial of Mathematics and
Computerscience, 3: 48-59.

Caligkan, A., Senyurt, S. 2015. Smarandache Curves in Terms of Sabban Frame of
Spherical Indicatrix Curves. General Mathematics Notes, 31(2).

Caligkan, A., Senyurt, S. 2015. Smarandache Curves in Terms of Sabban Frame of
Fixed Pole Curves. Boletim da Sociedade Parananse de Mathematica 3 srie.
34(2): 53-62.

Cetin, M., Tuncer, Y.ve Karacan, M. 2014. Smarandache Curves According to
Bishop Frame in Euclidean 3- Space. General Mathematics Notes, 20: 50-66.

Ekmekei, N., Ilarslan, K. 2001. On Bertrand Curves and Their Characterization.
Differential Geometry-Dynamical Systems, 3(2): 17-24.

Fenchel, W. 1951. On The Differential Geometry of Closed Space Curves. Bulletin
of American Mathematical Society, 57: 44-54.

Gorgiilii, A., Ozdamar, E. 1986. A Generalizations of the Bertrand Curves as
General inclined curve in E". Communications Faculty of Sciences University
of Ankara, 35(1): 53-60.

Hacisalihoglu, H. 1983. Diferensiyel Geometri. indnii Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Yayinlari, Mat. 7, Malatya.

Kasap, E. 1996. Bertrand Regle Yiizey Ciftleri Ile Ilgili Yeni Karakteristik
Ozellikler. Yiiksek Lisans Tezi, Ondokuz Mayis Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii, Samsun.

Liu, H., Wang, F. 2008. Mannheim partner curves in 3-space.Journal of Geometry
88 (1-2): 120-126.

Sabuncuoglu, A. 2006. Diferansiyel Geometri. Nobel Yaym Dagitim, Ankara, 436.

77


http://www.ingentaconnect.com/content/klu/22
http://www.ingentaconnect.com/content/klu/22

Senol, A., Ziplar, E. ve Yayli, Y. 2012. General Helices and Bertrand Curves in
Riemannian Space Form. Mathematica Aeterna, 2(2): 155-161.

Senyurt, S. 2012. Natural Lifts and The Geodesic Sprays for the Spherical
Indicatrices of the Mannheim Partner Curves in E®.International Journal of the
Physical Sciences, 7(16): 2414-2421.

Senyurt, S., Sivas, S. 2013. Smarandache Egrilerine Ait Bir Uygulama. Ordu
Universitesi Bilimsel Teknik Dergisi, 3(1):46-60.

Taskopri, K., Tosun, M. 2014. Smarandache Curves on S2.Boletim da Sociedade
Parananse de Mathematica, 32(1): 51-59.

Turgut, M., Yilmaz, S. 2008. Smarandache Curves in Minkowski Space-time.

International Journal of Mathematical Combinatorics, 3:51-55.

78



Adi-Soyadi

Dogum Yeri
Dogum Tarihi
Bildigi Yabanci Dil

Tletisim Bilgileri

OZGECMIS
: Unzile CELIK
: Iskenderun
- 06.05.1987
: Ingilizce

:unzile.celik@hotmail.com

Ogrenim Durumu :

Ogretmenligi

Derece B6lim/ Program Universite Yil
Ordu Universitesi
i . Fen Edebiyat
Lisans Matematik 2012
Fakultesi
Tezsiz Yiksek Matematik Ondokuz Mayis 2014
Lisans Universitesi
is Deneyimi:
Gorev Gorev Yeri Yil
Matematik Turnasuyu Kiz Anadolu Lisesi ORDU 2012-2013
Ogretmenligi
Matematik Gulyali Merkez Ortaokulu 2013-2014
Ogretmenligi
Matematik Ayse Sahin Cok Programli Anadolu Lisesi 2014-2015

79




